Sulle equazioni della elasticita.

(Di C. Somieriana, a Pavia.)

Mi propongo di dimostrare come per le funzioni che rappresentano gli
integrali delle equazioni della elasticita, nel caso della isotropia e dell’equi-
librio, si possa stabilire una teoria analoga sotto molti rapporti alla teoria delle
funzioni potenziali, e che ne costituisce in certo modo una estensione. Un teo-
rema fondamentale per la teoria, di cui traitiamo, fu dimostrato dal signor
prof. Berrr (Annali di Matematica, 8. II, T. VI); esso fa lo stesso ufficio che
il teorema di Grees per le funzioni potenziali. Nel presente lavoro io trove
alcune formule che corrispondono a quella di Gremn, e che servono a rappre-
sentare gli spostamenti nei diversi punti del eorpo mediante: 1.° le forze che
agiseono sopra tutta la massa; 2.° le forze che agiscono sulla superficie; 3.° gli
spostamenti dei punti della superficie.

Con queste formule molti dei metodi usati nello studio delle funzieni po-
tenziali possono essere applicati anche agli integrali delle equazioni della ela-
sticita. To me ne servo per trovare: 1.° certe relazioni che devono sussistere
fra i valori che, alla superficie di un corpe in equilibrio, assumono le forze
esterne e gli spostamenti, e dalla cui risoluzione si pud dire dipenda il pro-
blema dell’equilibrio; 2.° gli sviluppi generali per serie, mediante i quali si
possono rappresentare gli spostamenti di una deformazione qualsiasi nell’in-
torno di un punto interno al corpo, quando si intenda per intorno di un punto
una sfera che abbia il centro in esso e sia tuita contenuta nell’interno del
corpo. Questi sviluppi corrispondono agli sviluppi per funzioni armoniche (se-
condo la denominazione usata da Tromsox e Tarr) che si hanne per le fun-
zioni che soddisfano alla equazione A,= 0. Se il corpo & indefinitamente esteso,
secondo tuite le direzioni, sviluppi analoghi si hanno per lo spazio esterno ad
una sfera di raggio arbitrario, che racchiuda le superficie che possone formare
il contornoe del corpe a distanza finita.
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Infine dimostro che le considerazioni precedenti si possono estendere a
certi sistemi di » equazioni differenziali contenenti # funzioni incognite di #
variabili, le quali nel ecaso di # = 3 si riducono appunto a quelle della
elasticita.

Indicherd: 1.° con w,, w,, %, le componenti secondo tre assi ortogonali
dello spostamento di un punto del corpo S, la cui superficie sia o, e supporrd
sempre, quando non dird espressamente il contrario, che u,, u,, ¥, siano in tutto
S funzioni finite, continue e ad un valore, insieme alle loro éerivate prime e

seconde; 2.° con @ la dilatazione cubica x— ?m -+ gi + ‘g%g » e con = R;, 32232,
§R3 le componenti della rotazione eiementare, B = g—ﬁf o— g”: s ece.; 3.° oon

X,, X;, X; le componenti delle forze che agiscono sulla massa del corpo, e
con L,, L, L. quelle delle forze che agiscono sulla superficie.
Le equazioni che devono essere soddisfatte, perche vi sia equilibrio, sono:

0Xe+ @) ot uhu=0 (=1, 2, 3), 1)

per tutti i punti del corpo, ove ¢ indica la densitd, che supporremo costante,
e A, 1 sono costanti che dipendono dalla natura del corpo. Sulla superficie o
poi si deve avere:

o

Li+2p5e+220y+p8=0 (=1, 2, 3), )
ove »n indica la direzione della normale a o diretta verso I'interno; e si &
kD
posto y;= e

Sg = gs}fz - «Re}’s 52 R, £ Bg?i S; = }22 Ji -Ri 72

Indicherd infine con Uy, U,, Us i valori che w,, u,, 4, assumono nei punti
della superficie o, e con (1") le equazioni (1) quando X,=0 X,=0 X,=0.

Se in un corpo si considerano due deformazioni diverse, e si segnano
con uno o due apici le lettere, il cui significato fu ora stabilito, secondo che
corrispondono all’una o all’altra, il teorema di Berri, a culi ho accennato, &
espresso dalla seguente uguaglianza:

zzguf”“‘is*‘f& Jidol|=

Jif ’;u}gs-;ojﬁ'w}ﬁz%’
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§ 1.

Siano Fy, F,, F, tre funzioni delle variabili #,, z,, 2;, le quali soddi-
sfino alla equazione
A A F =0,

dentro un certo campo, e siano in questo monodrome, finite e continue colle
loro derivate, eccettuati al pilt alcuni punti isolati in numero finito. Poniamo
G;:AgFi G2=A2F2 ngAgF;;

oF, 0 Fy 0 F.
axi + 02 + 03 ’

S=

e avremo.
3G . 9Gs . 3G
oo T T oa

Prendiamo per componenti w,, ,, u; dello spostamento di un punto i
valori

Ag.s-'_—‘

28 08 a8
u(-—_ﬁd%:'i"Gi u2=aax2+G2 Mgsoc'é—x‘;—i—G;;, (3)

ove o & una costante; avremo:

0 A8
e quindi le equazioni (1"), saranno soddisfatte, prendendo
P L o 2
200+ )

Se le funzioni F,, F,, F; non soddisfano alla equazione 4,4, F =0, gli
spostamenti (3) soddisfano le equazioni (1), se

Xiz‘”‘%‘AgG{ Xg”‘-"‘:""“%‘A2GQ X3=-‘%A2G3.

Posto ora:

P == \/(xi - $'1)2 + (@, — x12>2 + (@ — fU'a)?,

si ha A, A;7 =0, e quindi possiamo prendere per F,, F,, F; i seguenti valori

F,=—2f F,=0  F,—0;
avremo:

1
Gi’:‘;

G2=0 G3:O7
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e gli spostamenti (3) divengono:

. 2 otr | 1 , o Or . o Or
Bi=srE Ty U T TaTm Y T8 Tmom )

Si abbia ora un corpo che occupi uno spazio S, a cui il punto (z',, &', 2's)
& esterno, e che in eszo avvenga la deformazione (4). Le forze superficiali L',,
L'y, L'; che manterranno in questo caso I'equilibrio sono:

7 1 1
, g g 05 o5 \
Li==2apls 5 —5u ) "%
# 1 1 1
6% — b - g~ 0~ .
L'g_—__gay(a 2 __r )"‘“#( r "q) (5)

on Dmoze om ' 2 P ®

; sl oL o1 oL
Ly —2au| - 2 T, -—r;/—-—£“
? \on dwoms  om )T P\0as T dm )

Supponiamo ora che il punto (z',, z';, ') sia interno ad S e conside-
riamo il nuovo corpo, che si ottiene da S, escludendo questo punto con una
superficie chiusa w, che lo comprenda nell'interno e sia tutta a distanza finita
da s. Applicando il teorema di Bermr al nuovo corpo S', ed ai due sistemi
di spostamenti u,, t,, ;5 w'y, %,, u’; abbiamo:

éﬁa‘!&u’éd& _}_;"LiU'ida -»-!L'iUidaf == ;lm L;U;doe.

Gli spostamenti «',, u’;, #’s hanno un punto di discontinuita in (z',, 5, 25),

3
che & anche punto di infinito per #',; perd la somma ¥ ¢ f Xiw':dS', quando
i=4i
E

lo spazio S’ tende a diventare lo spazio 8, ha un limite determinato e finito
3

che & ZléfXgude, Avremo quindi:
ok

3 gifx,-u;ds +!Li U do —JL; Uide|=lim 3 [LiUdo. (8)

3]

Per calcolare il limite indicato nel secondo membro di questa uguaglianza
prendiamo per » una sfera col centro in (2',, «'», @';) e di raggio piccolissimo;
introducendo un sistema di coordinate polari #, 6, ¢ coll’asse polare diretto
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secondo I'asse 2y, dalle () abbiamo sopra w
1 c08? 8

p=—3ap + (= 'f‘l)f‘
L;__,gwegsﬂﬁ:.w
r
L'y ——3an cos@se;:@ seng

Di qui si ha, poiché¢ dw == rsenédody,
J‘L'ldmm dmp fL’gdme fL’;;d({J-——-O,

e quindi per un procedimento noto, e per le ipotesi fatte circa la continuitd
delle w,, u,, us,
lim 3’ ‘.L‘r Uido = drpu, (', %5, &)

_-Mi

[

Il primo membro della (6) rappresenta quindi il valore della compo-
nente w, nel punto (z', 2, 2';) moltiplicato per 4zp. In modo analogo si
possono ottenere altre due formule per rappresentare le componenti %, ¢ g,
e si arriva cosi al seguente teorema:

« Le componenti #,, #,, u; degli spostamenti in una deformazione qual-
« siasi si possono rappresentare mediante le forze X,, X;, X; che agiscono
« sopra tutta la massa, le forze L,, L,, L, che agiscono sulla superficie, e
« le componenti U,, U,, U, degli spostamenti che avvengono alla superficie,
« colle seguenti formule:

3
Wiz, o 4= 3 fof X ds+ jLiU%*-eL?i‘tL)da}, @
=t S &
« ove 81 ha
az r 32.2: \
zzﬁs):*-a—;ﬂg*'%‘* u?)::aawiaws (=f=s)
s a- a—~
s 2 U8 (8
(s} . s
Ls ‘2““(371, 7 T T 73)”‘“‘" T
. (a vy 03 ) (@% 05 )
LP=2ep\5s 5o ~ 70 7)) T Gm P~ w1 |

Anmnali di Matematica, tomo XVIL 6
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Le formule (7) nella teoria della elasticita equivalgono alla formula di
Greex nella teoria delle funzioni potenziali; il sistema delle tre deforma-

zioni (8) fa Vufficio del potenziale elementare newtoniano -I?:

Se ora immaginiamo che il punto (2, 2',, «',) sia sulla superficie <, il
teorema di Berm sard ancora applicabile allo spazio che si ottiene da S, esclu-
dendone questo punto con una superficie » descrifta attorno ad esso, la quale
intercetterd una certa porzione s di . Sia ¢’ la parte rimanente di & quando
si toglie ¢, e consideriamo il nuovo corpo S’ il cui contorno & formato da
w e ¢'; avremo:

§ [Xu a8 +j15 U, da-——fL"Udc

5‘

f I, U.do.
zzi ==

Ora quando lo spazio S tende a diventare lo spazio S, si ha:

hmz,qu dS=0,

Frmd

8-

e, se la superficie o ha nel punto («';, 2%, 2’;) un piano tangente ordinario,
si ha anche:

lim [L,0de=0  lim[L.0de=0 (=1, 2,8,

quando ¢ tende a zero. Quindi il primo membro della equazione precedente,
quando S’ tende ad S, ha per limite la espressione che da esso si oftiene,
estendendo ad S e o gli integrali estesi rispettivamente ad S e . Per cal-
colare il limite del secondo membro immaginiamo che (z'), 2, @) sia stato
escluso dal corpe con una superficie sferica y di raggio piccolissimo, col centro
in questo punto; sllora » tenderd a diventare quell’emisfero, che si trova dalla
parte del piano tangente, nella quale giace il corpo, o almeno giacciono i
punti del corpo in vicinanza di (2'y, 2, #'s). Prendendo anche in questo caso
un sistema di coordinate polari #, 8, ¢ coll’asse diretto secondo la direzione
positiva dell’asse @,, L., L'y, L', avranno ancora i valori precedentemente
considerati in funzione di 7, ¢, ¢. Sia ora «' quell’emisfero di y che si irova
dalla parte del piano condotto per (z',, s, 2;) parallelamente al piano z, x,
nella quale giace la direzione positiva della normale; quest’ulfimo piano ed
il piano tangente divideranno y in quattro fusi sferici, di cui uno sard comune
ad o e o', uno non apparterrd nd ad » nd ad »' e dei due rimanenti, uguali
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fra loro, uno apparterrd unicamente ad w, l'altro ad . Ora per i valori che
L'y, L'y, L; hanno sopra y, & facile vedere che

L'gd&), L’gd&)} L’gd&})
hanno valori uguali nei punti diametralmente opposti di questi due ultimi
fusi; quindi si avra:

j Lo "—j{L’idm =1, 2,9)

153

Ma integrando si trova:

fLﬂdm==2ny

Lydo—0 ngdwo,
e quindi \
lim ¥ L Uido = 2npu (2, 25, )

o3

Concludiamo percid che le formule (7) stanno anche quando il punto (&', 2’5, ;)

giace sulla superficie, quando ivi esiste un piano tangente ordinario, purchd si
. 1 . 1
muti la costante — m —-
4y 2wy
Nelle (7) consideriamo i tre termini che dipendono dalla componente X,,
ciog:

af X, ud8, af X,uPds, o f X, u®ds;

& facile vedere che essi rappresentano le componenti di una deformazione
speciale, prodotta nel corpo S da forze agenti sopra tutta la massa, le cui
componenti sono X,, 0, 0. Difatti le tre funzioni precedenti si possono porre
sotto la forma dei secondi membri delle (3), prendendo:

_.3 _ 3 8
F;*mjxi?‘(zs Gl— JXX&“‘?‘*‘“

d7p
.B?z:Fgm ng Gg—‘::O)
e poicht A; Gy = — - X, le equazioni di equilibrio saranno soddisfatte quando
o

le forze di massa sono X, 0, 0. Analogamente si pud vedere che le altre
due terne di termini delle (7) dipendenti dalle altre due componenti X;, X
rappresentano altre due deformazioni corrispondenti a forze di massa 0, X, 0
e 0, 0, X; rispettivamente.
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Osserviamo ora che essendo:
odtr  _ Pr
dwidws 020w’
i tre sistemi di spostamenti (8) soddisfano le equazioni (1') anche quando si
considerano come variabili indipendenti le z',, 25, #';, invece delle ., %,, 2:;
da cid segue subito che nelle (7) i termini dipendenti da L,, o da L,, o da
L, rappresentano gli spostamenti di tre deformazioni speciali che avvengono
nel corpo per forze di masse nulle.
Consideriamo infine le tre funzioni L, L®, L® che compaiono sotto i
segni di integrazione mnei termini dipendenti da U,. Esse, considerate come
funzioni delle «';, «'s, #';, soddisfano le equazioni (1'); difatti se si pone:

¢ s=1, 2, 3),

T T A
G:=H7+2“H§;§7u Gy=p pred il post 13 It LTy 19
o> 8t it
G,=1p Frod TRl panbt 4-2&{&5——/1
si ha:
81
BGA 3(}2 aGs - {7\ ;_ 8 31’
0z’ + P + da’s 2275 o'y MA?B—Q 77

ove Poperazione A, si intende eseguita rispetto alle variabili 2, 2, ;.
Posto ora:
g or
=2 R -y
# on 0z’
e L, LY, LY si possono scrivere:
28 8 ; 28
LW e+ G LY = g e . B e g
3 3$1+ ! ' d@xz+ge L mc?:l’:s.g—&g’
e rientrano quindi nella forma generale degli spostamenti rappresentati dalle (3).
Considerazioni analoghe si possono fare sopra le altre due terne di funzioni

LY LP Iy, LY LY LY.

Dalle formule (7) risulta quindi il seguente teorema:

« Qualunque deformazione di un corpo elastico isotropo omogeneo pud
« essere decomposta in tre deformazioni dipendenti rispeftivamente dalle forze
« di massa, dalle forze superficiali e dagli spostamenti superficiali; la prima
« avviene nel corpo per effetto di forze di massa uguali alle date, le altre per
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« forze di massa nulle. Ciascuna di queste poi & decomponibile alla sua volta
« in altre tre, dipendenti analogamente da una sola delle componenti, secondo
« tre direzioni ortogonali, delle forze di massa, o delle forze superficiali o
« degli spostamen‘a superficiali. »

B chiaro poi che una decomposleone analoga si pud ottenere per gli
altri elementi, che si considerano in una deformazmne, come la dilatazione
cubica, le @omponenti delle tensioni interne, ecc., che sono funzioni lineari
delle derivate prime degli spostamenti, mediante le formule che per queste
quantith si deducono dalle (7).

§ 2.

Formule atte a rappresentare le u,, u,, u, si possono ottenere anche col
seguente procedimento, che & indipendente dal teorema di Brrmr
Integrando per parti si ha:

Jo=f(§n) 4 o

Bxe 7’
8 as 0 ds
L *‘“J(Um Uﬂ’s)*—*‘am o= g |
s s
ds 0 dS
I “‘=“‘f<U*?3 U +8x3 it ol K
S 8
0 dS
j ———M—Jajﬁi 72)m+8x f “—"-ﬁ—x; L
s
di qui si ottiene:
0 dS as__ @ olS
PN '+§an‘Rz BT _—‘—Af
8
= a‘ am

%_j( U, ﬁ)____ ds +f(Ui?3 Ugﬂ}—é——-ds “‘f{bg}’i Uips) 5— Pas

14

ed altre due formule analoghe che si deducono da questa con permutazioni
circolari degli indici. Quindi, se il punto (x',, #'s, 2;) & interno ad S, poichd:

Agju e "“47?%;(%;; xg, :733),
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si hanno le seguenti formule:

' , , b ds 0 dS
— dnu, (&', o, x3)w5m—’ff®7+c; _ T__WQJ.R‘r
S s
—[(U,A+me-m3>aza
S a8 is_ @
‘““4:?5’3\52(585? Q’;g, xg)r—m »%* a{g {B ﬁ‘afRi%%«S‘_
y s ©)

—‘J“{Z};A + UgAg — {?’3 ;)fgﬂ'

0 cl as
%ﬂs +am B~ r a’mng

-—f(UsA 4 U A — UgAg)da'

e 4?:%3(56;5, 39’2, xp;g)-':"—-'

ove per brevitd si & posto:

o- 0 ox o oL ok
M=pgm—ngm Mengongs hengmorng

Queste formule valgono qualunque siano le funzioni w,, u., #,, purché
soddisfacenti alle note condizioni circa la continuith che sono necessarie, perchd
il procedimento seguito sia applicabile. Esse possono essere considerate come
una estensione della formula di Greex, poiche se facciamo u, == u; =0, le
ultime due si riducono ad identitd, e la prima si converte nella formula di
Gavss, da cui risulta immediatamente quella di Grees, relativa alla funzione u,.

Se ora supponiamo che le wu,, w,, u; soddisfino alle equazioni dell’ equi-
librio, possiamo dalle (9) eliminare le R,, R,, R, oppure la ©, introducendo
invece le forze di massa e le superficiali. Difatti colle solite trasformazioni si ha:

? as 0 a8 0Rs 0k de
@(mSJ‘Rz?u@mEJ‘RS?) mmif(@xa m%)—mﬁf(ﬂwr_lng‘)?’
§

ma dalle equazioni di equilibrio:

dB:s OR:
(7~ Ba:) 20.+1) 7+ 9%,
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¢ quindi, sostituendo nella prima delle (9), si ha:

— dmpan (i, oy 0 = — @A) g f@—-_-afx +

g

-}—2(1-{-;»)[@71—— u-f,LJS,-—— —-yJ(lmijU;A2 U, As)do.

Ora dalle equazioni (2) si ha, sopra la superficie o,

21@)?1:—-}3,—-29%—-5;8,,

e sostituendo nella equazione precedente:

4“““4(”1,5327503)~(27\+§A)aa f@ +3’X J‘Ld(-—{-~

-pz,xf(a“wq?1 @yl)--4-;JLJ(II,A+UsA2 U,As)do,

ma d'altra parte si ha (¥):

(B 45 @y,)‘“ =~ [(U. A — U, A e,

g

giccht sostituendo si ottiene:
dmpn (@, @, 7= @0+ p) j@ +andS+jL{

¢ 10
+;J(U1A+U2A3--Us As)de. (4

Altre due formule analoghe si possono avere per u,(z's, 2, 2'5) e us(z'y, 25, )
con sostituzioni circolari degli indiei.

Per eliminare invece dalle (9) la @, osserviamo che dalle equazioni di
equilibrio si ha:

0 ds 0B  OR:
2(A+”)%TJA@7—“J(M 8333) +2(1+H)J@71 c*in
s g
{(*) La dimostrazione di questa formula si pud trovare nel mio lavoro: Sopra Uequi-

librio di un corpo elastico isotropo {Nuovo Cimento, 1885), dove viene stabilita la for-
mula (10) con un procedimento up po’ diverso da quello ora seguito.
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e sostituendo nelle (9):

—8x(h + pu, (@', ', ¥5) = (22 + )[ fR B fR dS]

——3—[Xids+2(7\+y)f®yi

5.4 —2(1—{-p)f(U1A+U3A, U, Ay do,

ma come ne] caso precedente:

2<1+mf@w——pf&d'

d
—TG‘ + 2Hf(U3A2 —_— U2 Ag)do',

per cui finalmente si ha:

, ' , i ds 0 a8
SrldF el o “33)::(‘“+“)[mf337*mf327]+
s S

a8 ds 3 (11)
4 an‘T +fL1 242044 [Uinds + 21.[(U3A2 _ U,A3)da..i
8 7 5 a

Le altre due formule analoghe per w,(z',, ', 25) e uy(x'y, 25, 2') si otten-
gono da questa con sostituzioni circolari degli indici.

Sia dalle (10), che dalle (11) con derivazioni si ottengono delle formule
per rappresentare la © e le Ry, B;, R., le quali furono gia trovate da Berm
nel lavoro citato, e che sono di forma analoga a quella delle (7); per cui
qualora nelle formule (10) e (11) si volessero esprimere i secondi membri di-
rettamente in funzione delle X;, L;, U,, sostituendo a © e R,, E,, R; questi
valori, si otterrebbero anche integrali sestupli e quintupli, mentre nelle (7) non
entrano che integrali tripli e doppi. In alcuni casi perd le (10) e (11) possono
essere utili.

Supponiamo per es. che si tratti di un problema di equilibrio, in cui sono
date le forze X;, e sulla superficie alcune delle sei componenti L, U,. Per
le (10) o (11) il problema si riduce a calcolare quelli fra i dodici integrali

de s .
fL,-T, fU,,sT G, s=1, 2, 3),

che contengono quelle I; od U, che non sono date. Volendo usare delle (7)
bisognera considerare anche gli integrali

[Lirda, fUiysrdc G, s=1, 2, 3).
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Confrontando le (7) colle (10) si ottiene:

r r

r
mz+pU@~—=— %ﬂﬁﬁazdS+fL-——dc+2ij(§-;%v—¥}kl+Cz

-

ove C & una costante. Eseguendo Poperazione A, sopra i due membri si ot-
tiene la formula di Berrr per la dilatazione cubica

B ol oL
— 804 )0 = 2} f e Cﬁs—%fﬂgmdc:-{-?pf g’g—édag«

Poniamo ora:
i

3 3 »
ot 8»0\4«@) IX o o sﬁnw)a%ja 7

i
3 9

8) o e 0T
8% 47\ 4 p) ,-;;J-U‘an 0 wi da,

e consideriamo separatamente i termini che, nelle (10), dipendono dalle forze X,
dalle L;, e dagli spostamenti U,. Indicando i primi con o, {, o, abbiamo:

trpof = @h ) s [0 4 (XD =1,2,3, (2)
& g

e indicando i secondi con o, ¢¥, v,
0 dS do . o
4wm@==@l+qoﬁgf@mjy+jL—; i=1,2,3, (12
& E
e finalmente per gli ultimi si ha:

0 a8
drpo® = (2% + p) mj‘@(‘*)

-+ PJ(U‘ A+U, Ay — U, Ay)do
Ampol) = 22+ ) 50 j CLR [ (U A+ Ui~ T, A)ds | (197
S %

MM§:@%+@£QEM$+¢ﬂ&A+&AwJMM%W
F )
Annalt di Matematica, tomo XVIL 7
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Questi tre sistemi o{’, v, o rappresentano, come & facile verificare, tre
deformazioni speciali del corpo, di cui la prima avviene per forze di massa
uguali alle date, le altre due per forze di massa nulle; essi danno quindi una
decomposizione di qualsiasi deformazione, analoga a quella considerata alla

fine del § 1.
Siano ora MP, M® MY le componenti delle forze superficiali che man-

tengono )’ equilibrio, quando avviene la deformaziome o, 0§, v¥; e rappre-
sentiamo v mediante la (10); si ha:

dmpop =@ 4p) o [00 L 4o [X, L [y L 4
4 8 =
+u[(TOA+ VA= VP A5,

e confrontando con (12)

(M2 4 p (oA +VEA—VPA)Io =0, (13)
Altre due relazioni analoghe si ottengono permutando circolarmente gli indici

inferiori delle M, V, A.

Similmente rappresentando mediante le (10) gli spostamenti (12") (12")
e servendoci di notazioni analoghe alle precedenti per indicare gli sposta-
menti superficiali corrispondenti, si trovano le seguenti relazioni:

JLLe =ML [ A+ V0=V Ao (14)
(2L 4o [(PPA+ V2 A= VP MY o =4[ (VA + T As— Ui Ao, (15)
ed altre quattro analoghe. Queste ire terne di relazioni rappresentano le con-
dizioni superficiali a cui soddisfano rispettivamente gli spostamenti (12,
(12, (12").

Nella (15) sostituiamo alle U; le somme equivalenti UY -+ UP + U? e
nella (14) ad L, la somma MY 4+ M® + MP; avremo:

f ( M(li) + M{f}) ‘_i;.i —_ J\('Viza A + ';7(22) Aa _ Vfae} Ag)d &

Ja2 L = o[ (79 + VDA (TP V0= (70 + VDAL

¢
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Queste due relazioni a cagione della (13) si riducono ad una sola

JM v _ gf(vgm F VP A — VP A)do = H,,

ove H, & una quantitd che dipende unicamente dalle forze X,, X,, X,
e sl ha:
H,— _fzv_;v‘i;_ — ,;[(V;“A + VO A, — VO Ado.

Analogamente si trova:

(M2 o7 A4 VO 4 VoA I = I

5 £

[EEL [ TR TN CTPRARS 3

ove H,, H, dipendono parimente dalle forze X,, X,, X,. Nelle tre relazioni
precedenti le M, dipendono dalle U,, e le V¥ dalle L;, e sarebbe facile
ottenere dalle (12") (12") le loro espressioni mediante queste funzioni; si
hanno cosi tre relazioni che devono essere soddisfatte in qualunque deforma-
zione fra le forze superficiali, gli spostamenti superficiali e le forze di massa.
Quando queste ultime sono nulle, si ha anche H,= H,= H; =20, e le rela-
zioni precedenti divengono relazmnl fra le forze e gli spostamenti superficiali.

Anche le (11) danno una decomposizione di qualsiasi deformazione ana-
loga a quelle date dalle (7) e (10); e confrontando le (11) colle (7) si possono
fare considerazioni simili alle precedenti.

§ 5.

Se in un certo spazio S,, contenuto in S, le funzioni u{’, LI del § 1
sono sviluppabili in serie alle quali sia appheabx]e la 1ntegramone termine a
termine, dalle (7) noi potremo dedurre degli sviluppi atti a rappresentare in
modo generale u,, u,, %, in S,. Supponiamo che S, sia limitato da una su-
perficie sferica », e proponiamoei di trovare gli sviluppi di «{, L{, validi
nello spazio interno ed esterno ad «, e analoghi agli sviluppi per funzioni

. . . 1
sferiche, che si hanno per la funzione <
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Introduciamo un sistema di coordinate polari p, 6, ¢ col polo nell'origine
delle coordinate; si avra:

=g +¢*— 206 s

ove p & il coseno dell’angolo dei due raggi rettori p, p'. Indicando con P,
le note funzioni di LEreespre, per p’<p si ha:

1 co
7 ‘57;;2 Py (). (16)
Sviluppande collo stesso procedlmento la funzione r, si ottiene:
e 'n
r=3 5P, (7)

ove le P'(u) sono funzioni razionali intere di p, al pari delle P,(x) ed harno
con queste relazioni assai semplici.
Osserviamo infatti che facendo p=1 nella (17), si vede che deve essere:

W(H=1 FP.l)=—1 W(1=0 (>1),

¢ derivando rispetto a
P r—4 a P %
n~0 P ay’

e

- |

?
confrontando colla (16) otteniamo:

d P o P
3;.:0 a;m» w—t (=1, 2, 3,..)

Di qui integrando, e per una formula nota della teoria delle funzioni sferiche,
si ha:

Py=1 Pi=—y
; # 1
pn.:_.fp_,dg:m@wm_g (n>1).
i

Si hanno cosi le espressioni delle P, in funzione delle P,; sostituendo nella
(17), si ha per r il seguente sviluppo per funzioni P,

a2 5N
v v
r= Z (2n-L3 2n—~l) pn+sP”‘

nea

Se nella equazione

2
Ap == —
2 r
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sostituiamo ad r e %; i loro sviluppi (16) (17), uguagliando i coefficienti delle

potenze di p" o di % nei due membri otteniamo:

Pa_g P

en--t Pn-H

A'g p'n P'n == 2P’n_2 Pn-—z, (1 8)

2

ove A’; indica il parametro differenziale A, preso rispetto alle variabili g, ¢, ¢'.
Per ragioni di simmetria poi si ha anche

' . Pl Pr
AanPn-"-:2Pn_2 n—2 A2'(;Tj;}';=2?;}‘_ﬁ’ (19)
Di qui si vede subito che le funzioni
' 1 ’
" P, ™

soddisfano alla equazione A, A, = 0.

Queste proprietd delle funzioni P’', possono essere estese mnel seguente
modo. Siano Y,, Y-, due funzioni sferiche di Larrace, contenenti, come &
noto, 2n-+1 e 2n— 3 coefficienti arbitrarii rispettivamente. Mediante le equa-
zioni, a cui soddisfano ¥, e Y,, & facile dimostrare le uguaglianze
Y

P”H—l !

By Vney =200 — 1)g=2 Ty Ao 5= —20Qn— 1)

da queste seguono le altre

Az Az Pn(Y ~2 + Yn) =0 A A, 1__1 (Yn—2 ‘\‘ Yn) == (.

P‘YL

Ora osserviamo che la funzione razionale intera omogenea pilt generale
di grado # nelle z,, z,, #;, che soddisfa alla equazione A,A,==0 conterrd
n+Dr+2) (—38)(n—2)

2 2

rimenti ¥, 4 ¥, ne contiene 2n 414 2n— 3 = 2(2» — 1). Dunque pos-
siamo dire: La funzione razionale intera omogenea pill generale di grado »n che
soddisfa alla equazione A, Ay =0 & p*(Y, 4 Yu-s). La stessa equazione poi & sod-

disfatta anche dalla funzione omogenea, di grado — (n—1), ——}—-{Yn A+ Yyo)

Pn—-l

Per ottenere ora gli sviluppi degli spostamenti (8) introdurremo le se-
guenti notazioni:

= 2(2n — 1) coefiicienti arbitrari; e che pa-

F?’l»—i 7= Pm—l P"i’t-—i n= P'?’l-}-i

y}n: n.Prﬂ ;f’n=pﬂPn V’;;:Ppn.z){n V%’: fﬁ'Pﬁ‘
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Avremo allora per p'<<p
r=30"Un = 3T

R nz=(

Le U’, sono funzioni omogenee di grado — (n— 1) nelle x;, 7, 25, ¢ le U,
invece di grado — (n + 1); inoltre per le (18)

AgU'anUn AaUnWO.

Se invece p <Cp' abbiamo:

re 3 oly, Lo§ 1
= vt n T ek i Vony
=0 P -t ¥ 7] Pn+i

ove V',, V., sono funzioni omogenee, razionali, intere di grado » delle @y, ., o,
e si ha (19)
Ag Vrn == 2 Vnwz ég Vn == O.

Per cid che segue & utile di stabilire anche le seguenti relazioni. Si ha

or or | . &
A FrE
el ’ 8 U'n «)\ 8 V n 1
o = ¥
n‘;‘o? E n‘;fa gas pt?
BU’ - * * » %
Ora "552 & funzione omogenea di grado — n, e si pud porre sotto la forma
S
=5 ove F, & indipendente da p e da '; analogamente %xn si pud porre
n

sotto la forma gt G,,, ove G,., & indipendente da p e da p. L'equazione
precedente allora si pud scrivere:

#

S Pn . o P'n
& In=— 2 O
quindi Fy = — G, ossia:
" 8{}”@ I i EV'WH . Xk
P m = T om0
Analogamente si trova: (20
nid 2l m...:,l_.. aﬁV'mi‘
fzidws  p™ 02ida’s

Per le funzioni Uy, V. in modo simile, considerando gli sviluppi di %;: si
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ottengono le relazioni:

2 9 Un 1 9 Vn+1
YO o S b
P e 0’
....._ @1)
548 83 {Tn . 1 angz

Dwidws o™ 0%i0xs
In queste poi, e nelle precedenti, si possono scambiare le z,, x,, #; nelle
%'y, €5, &5 ed ottenere altrettante relazioni fra le derivate delle U'n, U, e le

derivate delle V', V,.
Riprendiamo ora a considerare gli spostamenti (8) del § 1, supposto p'<<p,

dagli sviluppi precedenti di » e ];'; si ricava:

() B x 0:U'n ) ) o m % 02U n
Us ——n%opn(Q 8:173 + Un Wi _n—op sz 3373
e questi sviluppi, per le (20) (21), si possono scrivere anche
S 1 « 0V nte 1 x o0® V n+2
(s) {3} 2 nE
20 ot 9 827’2‘ + Vng U «0 p”+‘ 2 ox's 9.’03

Di qui si vede che, se si considerano i tre termini corrispondenti ad un
dato valore di » negli svﬂuppl di », «?, u®, essi costituiscono un sistema di
spostamenti soddisfacenti alle equazioni dl equilibrio, quando le forze di massa
sono nulle, tanto considerati come funzioni delle ,, x., ;, quanto considerati
come funzioni delle z',, 'y, #.

Cid posto, supponiamo che Vorigine delle coordinate sia nell’interno del
corpo, e p' non sia maggiore della distanza minima dell’origine dalla super-
ficie; consideriamo i termini che nelle (7) dipendono dalla forza superficiale L,,
e indichiamoli con u,,, Usey Uss- Poiché p sulla superficie ¢ & sempre maggiore
di ¢, potremo alle #{ in questi termini applicare gli sviluppi (22), e inte-
grando termine a termine avremo:

® (a 02 Ve ds
Uiy -‘?gﬂ '2"( 1 axli PYH_‘ +f Vn P"‘*“g
I $ * ’ ; 0 Vare dn
g ) o 0as pr+t
-3
u __OQZJ\L 82Vﬂ+2 CZG
S =4 2 ! 8;?’1 833'3 P”+‘
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In questi sviluppi i termini corrispondenti ad uno speciale valore di # sono
funzioni omogenee razionali intere di ', #'y, 2, e soddisfano, considerati come
spostamenti, alle equazioni di equilibrio (1'); difatti essi rientrano nella forma
generale di spostamenti rappresentati dalle (3). Considerazioni analoghe si pos-
sono fare circa i termini dipendenti da L,, e da L,.

Indichiamo ora con v.,, ,,, ¥;s 1 termini che nelle (7) dipendono da U.,.
Le espressioni LY, 1%, L’® che moltiplicanc U, sotto i segni di integrazione

. . . s . . 1 . x
si possono sviluppare in serie mediante gli sviluppi di » e = Si trova cosi:

oy . w1 / S iBZU’n“ BUYL 3Un
L —,,éof‘”(“f‘(an a2 am Y TE T

@ N n _@_ 020 s _ 0Un ) (3Ui"i _0Ux ))
L Mné‘opn{mf&(éﬁ dxiOx2 2 P e da ’ 2as 1)

o ml, (0 U _ 00 28U 3Un_\]
L —négpﬂiazp(ﬁ 01 03 —2 0 s )’4)%— E)'(Bx 7 T ?’)i’
ossia per le (20) (21)

o S, 8L V), 20p aVﬂ.H 9 (T
Li 24 (df* n + s+("a% 9“‘*"1

= prrt Pt prte
wm__ a i _?__ 1 Ve 514—2) 2ayp 0Vt b (0Var 0 Vnti )}
“ —",éazauﬁn(p’w* X102 + ot oz + e\ D 0T TBas )

B 8 (1 2Vne oy §Vant 0Vt 0 Vats
L zé&”"@'ﬁ(pw 0z Bx’a)+ pn;; 23 7t p§+2( 0wy 0T owe %}E'
Sotto questa forma & facile vedere che anche in questo caso i termini dei se-
condi membri corrispondenti ad uno stesso valore di #, costituiscono un sistema
di spostamenti, che soddisfano alle equazioni (1), e sono funzioni omogenee
razionali intere di grado » delle 2y, 2, @’s. Percid anche negli sviluppi dei
termini

Ty ﬁfLiﬁ Uds Uiz =fL323 Uids gt =IL{13} Uidc?

i gruppi corrispondenti ad uno stesso valore di » godono della stessa proprieta.
Considerazioni analoghe si possono fare rispetto agli altri termini dipen-
denti da U,, Us.
Se ora osserviamo che l'origine pud essere un punto arbitrario del corpo,
da cid che precede risulta il teorema seguente:
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« Se attorno ad un punto (z,, @., @;) interno al corpo descriviamo una
« sfera, il cui raggio sia minore della distanza minima di questo punto dalla
« superficie, qualsiasi deformazione, quando le forze di massa sono nulle, & rap-
« presentabile dentro tale sfera mediante la somma di infinite deformazioni, i
« cui spostamenti sono funzioni omogenee razionali intere delle differenze
6 Ly — @y, Xy — Uy Tz— @3, L coefficienti in queste funzioni sono esprimibili
« mediante i valori delle forze e degli spostamenti alla superficie del corpo. »

Tre polinomii %™, u{™, u{” omogenei di grado n nelle variabili z,, 2., 2s,

3(n+1D(n+2)
2

contengono complessivamente coefficienti; e se scriviamo che,

considerati come spostamenti, soddisfano alle equazioni (1') dell’equilibrio, otte-
3n{n—1)
2
zioni del teorema precedente si pud rappresentare in generale mediante tre
polinomii omogenei di grado n delle differenze 2, — a,, #, — @y, #; — as, fra

3nin—1)
2

niamo relazioni fra 1 coeflicienti. Percid la n-esima delle deforma-

i cui coefficienti sussistono relazioni. Se poi poniamo:

W =pXe u=p"Y, u=p"Zy,

ove p indica il raggio vettore del punto (2, #» %), le X, Y, Z, saranno
funzioni unicamente degli angoli 9, ¢ che determinano la direzione di p, e
inoltre dovendo le w™ soddisfare alla equazione A,A,=0, per quanto abbiamo
visto, saranno la somma di due funzioni sferiche di ordine n ed n — 2.

Mediante le equazioni dell’equilibrio in coordinate polari si possono facil-
mente stabilire le equazioni differenziali, a cui soddisfano le terne di funzioni
Xn, Yu, Zn, considerate come dipendenti dalle variabili ¢, ¢, analogamente
a quanto si fa per le funzioni Y, di Laprace.

Per lo spazio S’ esterno ad una sfera », si pud dimostrare un teorema
analogo al precedente, supponendo: 1.° che il corpo si estenda all’infinito, e
che occupi tutto lo spazio 8'; 2.° che i valori di Uy, U, Us, L, L,, L, sopra
una sfera o' di raggio grandissimo, concentrica ad «, siano tali che si annullino
gli integrali delle (7), in cui compariscono queste quantitd, quando si prenda
per o la superficie . Gli sviluppi che cosi si ottengono procedono per fun-
zioni omegenee fratte di ordine negativo.

Mediante queste due serie infinite di spostamenti, gli uni rappresentati da
funzioni omogenee razionali intere, gli altri da funzioni omogenee fratte, & pos-
sibile rappresentare le deformazioni che avvengono in uno spazio limitato da
due sfere concentriche, ed anche, in certi casi, nello spazio limitato da un nu-

Annali di Matematica, tomo XVIL 8
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mero finito di porzioni di superficie sferiche, analogamente a quanto si pud
fare per le funzioni che soddisfano alla equazione A, =0 (*). In quest’ultimo
caso gli sviluppi procedono per somme di funzioni omogenee delle differenze
(@ — a5y T — azy T3 — a5), (X, — by, @, — by, 23— bs), ece., se (a,, G, as)
(b, by, bs), ecc., sono le coordinate dei centri delle diverse sfere, a cui appar-
tengono le regioni del contorno.

§ 4.

Consideriamo un sistema di n funzioni u,, u,,... u, di » variabili z,, z,,...
%n, le quali in uno spazio S, debbano soddisfare le » equazioni

Y 0

=X, (s=1,2,... n), (22)

n!ys

&i

ove le T} sono funzioni lineari delle derivate prime delle %, ossia indicando
con A'7%, delle costanti, si ha:
8uz
Tis—- 2‘ 24 Aﬁﬁ)a
=1 m=t Tm

e le X, sono funzioni date. Imoltre nello spazio S,-., limite di S,, debbano
essere soddisfatte le equazioni

igiT,-syg,—-:Ls (s=1, 2,... n), (23)

ove le L, sono funzioni date nello spazio S.—., e le y, sono definite dalle
equazioni

essendo dn l'clemento della normale ad S,-, diretta verso I'inferno di S,, e
dx, I'incremento che x, riceve lungo dn.
Supposto euclideo lo spazio che si considera, si ha la formula (**)

J "5’;;‘ dSn = ‘—J‘D}’g dSn—-l)
Sn Bp-1
{(*) V. Apprrr: Sur les fonctions de trois variables rdelles satisfaisant & Iégquation

différentielle AF =0 (Acta Mathematica 4:4).
(**) V. Berrrami: Sulla teorica generale dei parametri differenziali, § 4.
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ammettendo per la funzione U le condizioni analoghe a quelle necessarie per
la validitd di questa formula nello spazio ordinario; e dalle equazioni (22), (23),
se si considerano due sistemi di funzioni #',, «';,... ', e u”,, 4’;,... u”, che
le soddisfino quando X, L, hanno rispettivamente i valori X', I's, ¢ X',
L, si deduce:

X8+ (D' saSu ] = — Spm i [4l3) ) Duidw's s
Al +f |=— S 40 7

330;
Syt S,
8%1 EfX”su dSn +J.L” w dsn ii .us m, i, s_[fﬁzl;l 5%: 38%3 dSn
Sn St

ove gli indici 7, m, ¢, s nei secondi membri debbono percorrere tutti i valori
di 1 ad ». Quindi se per qualsiasi valore di {, m, 7, s

- A=A, o
UXsu"solSn +[Las) = 3 (X8, + [1wi.dSnm]- @)
Sa1 én §n—1

Le condizioni (24) sono soddisfatte se

romsfret) meooified)
ove 0= 5‘ 53’3— , 1 sono costanti. Le equazioni (22) in questo caso di-
vengono:
(21—{—@ —}—pAzus—}-X =0 (s=1, 2,... n), (26)
e le (23)
Lo+ 2167+p § (gz 4 g;‘) =0 @1

Se ora si pone:
_1.

o= gé]i(x — x’,-)2r,

e si introduce un sistema di coordinate polari r, 6,, 6,,... 6, (*) col polo in

(¥) Le relazioni che legano queste coordinate alle @,. ,,... @, sono:
@y, — &'y =rsend senb,.,.senb,_ycosb, (s=1,2,... n=1)

@y — X'y =7rsend senb,...senb, ;.
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@'y, @'y... %'n), il secondo parametro differenziale di una funzione V(r) della

sola r &
A2V=—L .;_r(;rn—i ?—V)-

p~—1 a
Percid si ha, per n>2,

1 p—rtd 1
M@%J‘O A%“2m—4)=rwf

Di qui segue subito che le equazioni (26) sono soddisfatte, quando X, = X, =
o= X, =0, dai valori

' i 1
u‘=a’_8-a7f+r_n:3
WV
R PP,
v — oV
n_aaﬂ%a{l?n,
ove
p=— N2 e ol O
23— 4 20+ )

Per le L, quando si prendano per le » i valori precedenti, dalle equa-
zioni (27) risultano le seguenti espressioni:

1 1
Ly=—2 (?_ﬂum )_ i
V=T AN T oz T F Ton

e per s>1

1 1 1
s= T et %Bmaxs— 021 7s)E 0 zs ne O 75
Osserviamo ora che, quando » tende a zero, si ha lims—t4/; = 0, e colle

coordinate 7, 6,,... 6y
d S, == r**(sen b,y 2(senb,y* ... senb,_o drdé,... df, 4,

quindi, applicando la formula (25) ai due sistemi w,,... u,, #\,... u, e allo
spazio che si ottiene da S, togliendone la porzione definita dalla condizione

n
g{(xr — P <6
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ove ¢ & una costante piccolissima, si ha:

fL’sust ,igm}im XfL’susdmn-,, (28)

7
}-‘t ngs wsdS "*’“JLs ' dS,y —
s=i e=0 g==i
L Su—1 a1 Ta-1
n
indicando con @, lo spazio Y (z, — 2, =¢*; colle coordinate r,, 6i,... x
=i

si ha inolire:
Ay == e~ (sen ,)" 2 (sen 0,)"~%... 8en by A0y .. dbpeyy

e per estendere la integrazione a w,-, si deve far variare 6,, 6;,... fp- fra

0Oemn, e by traleln
QOsserviamo ora che in w,-, si ha:

1 1 1
== p—2 arﬂ—’ 8;“ =0
on gt Bz T om T

e inoltre, ponendo per brevitd z, = x; — ',

1
ooy __mE  _ w—2 1 nm—2 o
on 0z} N Nn= 2  pnt 2 e
5L _
0 oV =2 aln—2) 3ixs
5583:15@3” @x;, ?s_m 2 Pt (s$2} 3)’)* %)'

Mediante questi valori possiamo avere le espressioni delle L', in ©,-, ¢ quindi
calcolare il limite del secondo membro della (28). Ora per s> 1, si ha:

xi Ts d
prd Bt ==

== 080, (8en 8, (sen b )*~2... (860 Oy, Y5+ cO8H, (SEN )3~ 1... 86ROy A Oyore A Oy

&1 Ts
o dﬁn—-i == 0’

W1

e quindi:
j @

4
poiche [ (send,)**cosf,df, = 0. Si ha poi
[
—2
d @y = 0086, (sen 8,y (sen 8, ). .. sen by, 6, d 05, . d Gps,s

2t
y?%{-l
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e poichd:
7 N 1 &
‘ (sen,)*?cos®6; 49, = ;_—_——if (seng)*dé,,
0 0
si avra:
—2
T
(2, =220 f (send)do, ®)
Bn—1 0]

introducendo il numero Z, definito da

Ly = r(sen fy—2d GJ‘E (send)y—2ds. ..f sen6dé.
0 0 )
Infine si ha:

dmn—i —_— 2 - Zn. ((.)

Tt
wn-1

Applicando ora il solito procedimento si ottiene dalle (a), (8), (c)

__2

P d®n—t
lim Ut — nJu, dwn xg
Wn=—1 wn-1
.-_-—_27:( " i dﬁ)ui(x'i, Zayeer Xn)
:cims
hmfus e dwy—; = 0,

Tn—~1

Ma si ha (¥):

1
Zn—1 (Sen @)n d § == i Zn,
I

e quindi, riassumendo,

lim )’; f Lt d ooy = 2np(n— 2) Zuty (&, T, 7).
Sz
Tl

(*} Questa uguaglianza si dimostra osservando che

ww quando # & pari

r: o 2.4..
(sen 2.4.. . (n—1) o
9 2-—-73-——6--——-—— quando n & dispari.
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Sostituendo questa espressione nella (28) si ottiene una formula che da la rap-
presentazione della funzione #, in tutti i punti interni di S,, mediante i valori
delle X, delle L., ed i valori delle u, in S,—,.

Considerazioni simili naturalmente si possono fare per qualunque altra
delle funzioni #,, e si pud quindi concludere che il sistema delle funzioni w,,
Uy,... Uy & rappresentabile in tutti i punti interni di S, colle formule:

¥ U 7 1 . [
Us(T'sy Tayeee xn)=m£§1§fxiue”d8n +

, " (29)
+J (Li uﬁ-"’ -+ L® u,-)dSn«,g ,
Bn -3 )
dove, posto
T = 2rte
'==%—5 Tt
si ha:
4 ; 0V
W__, 2V o
Yo =% Rkl v e
. D BV grne B rnte s
L = 2ea(g = T )t T )
. P "y 0 r—n-t2 0 r—n+2 O r—n-+2
0 — 0 _ L .
L, —2“*‘(3n 0s 0wi oxi ys) f‘( FENRA 0 xi ys)
Pel numero Z, poi si ha:
n—2
2
5 4(277)(% -y quando » & pari
g,-) Bt »
2
5 52(2??%_ % quando » & dispari.

Queste formule sono analoghe a quella di GreEx generalizzata alle funzioni
di » variabili (v. BeLtramr, Memoria citata, § 5). K poi facile vedere che anche
quelle trovate nel § 2 possono essere estese ai sistemi di »# funzioni di n va-
riabili.

Le considerazioni precedenti non sono applicabili nel caso di #=2; perd

. . . A . 1
si pud seguire un procedimento identico prendendo la funziome Ig = jove



64 Somigliana: Sulle equazioni della elasticita.

1. .
r=[(x, — 2.} + (z. — £,)*]®] invece di r—"+%, e ponendo

2, 1 7t
poiché si ha:
2. 1 2 1 1
Ag(%-lg——--g-)=lg; Adgt=0
. 1 -
Nelle (29) in questo caso la costante E T deve essere sostituita
da L.
2

Queste formule possono essere utili nello studio delle deformazioni di un
cilindro indefinito, quando non avvengono spostamenti nel senso delle diret-
trici, od anche di un cilindro di lunghezza finita, quando si suppongono ap-
plicate alle basi forze normali, che impediscano tali spostamenti.

Dicembre, 1888,
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