
Ueber die Zusammensetzung ganzzahli-
ger linearer Substitutionen von der
Determinante Eins aus einer gering-
sten Anzahl fundamentaler Substitu-
tionen .

(Von A . KRAZER, in Wiirzburg.)

1 .

Ein System von n linearen Gleichungen mit nicht verschwindender Deter-
minante von der Form

orally, + a12Y2 + . . . + a , nyn,

x2 - a21 Yi + a22 Y2 + . . .+ a2n y. ,

x.- and y, _r an4 y2 + . . . T ann yn ,

(A)

wird eine lineare Substitution ntel' Ordnung genannt, wenn vermittelst desselben
die in irgend welchen AusdrUcken vorkommenden Grossen x i , x 2 , . . ., xn durch
die n angegebenen linearen Functionen der Grossen yi, y2, . . ., yn ersetzt
werden sollen . Eine solche Substitution (A) ist bestimmt, sobald die Werthe
der Coefficienten a gegeben sind, and es moge daher gestattet sein, dieselbe
durch das Symbol :

all

	

a,2 . . .

	

a,n

a21 a22 . . . a2nn

and an2 . . . ann

zu fixiren .
Im Folgenden sollen nur solche Substitutionen betrachtet werden, bei denen

die Coefficienten a ganze Zahlen sind, and fur die zudem die Determinante
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A= . ± a,, a22 . . . ann den Werth Eins besitzt. Mit Rucksicbt darauf sollen auch
von jetzt an mit dem Worte a Substitutionen » ausschliesslich solche bezeichnet
werden, deren Coefficienten a den beiden genannten Bedingungen genugen .
Sind aber these Bedingungen erfiillt, so erhalt man aus dem Gleichungensy-
steme (A) durch Auflosung das System

2/1 = ai l xl +x21 x2 + ' ' + an l .,

Y2 = 0'12 + I 0'22 x2 + . . . + an2 xn,
(A- ")

'/fin= a1n x1 + a2n S'2 + . . . + ann xn ,

bei welchem allgemein a,,,,, die zu aµ, gehorige Unterdeterminante ist, and es
wird daher durch das Gleichungensystem (A -1 ) ebenfalls eine Substitution in
eben definirtem Sinne bestimmt, welehe die zu A inverse genannt and sym-
bolisch mit A-1 bezeichnet werden soil .

Bezeicbnet B eine von A verschiedene Substitution, definirt durch das Glei-
chungensystem

1/i = bl1 Zl + 612 Z2 `f"' . . . + b1, z n ,

y2 = b21 21 + b22 22 + . . . + b2n Zn ,

Q/n = bnl z, + bn2 Z2 + . . . + b, n z it ,

and ersetzt man dann in dem Gleichungensysteme (A) die Grossen y durch
die auf den rechten Seiten der Gleichungen (B) stehenden linearen Functionen
der Grossen z, so erhalt man ein neues Gleichungensystem :

xl =Pll ZI +P12 Z2 + . . . + pin Zn,

x2 =p21 Z1 + P22 Z 2 + . . . + P2n Zn,

xn =P-1 Z+ 1 +pn2 Z2 + . . . +Pna Zn,

for welches :
.inµv=aµlblv -I'aµ2b2v -}- . . . +aµnbnv,

	

(µ, v=1, 2, . . ., n)

± pll p22 . . .pn,, = (I. ± all (122 . . . an„) x (. ± bll b,, . . . b nn )

ist, and welches daher ebenfalls eine Substitution bestimmt . Man kann also
aus zwei gegebenen Substitutionen :

all

a2, a22 . . .

	

a2,

am. an2 . . • a,,,

B _-_

bl,

	

b12 -

b21 b22 . . . b,,

bnl bn2,

	

bnn

(B)

(P)
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P=

I P,i P,2 . . . pin

P2, P22 . . . Pen

pn, Pn2 . . . Pnn

bilden, wean man die Coefficienten p der letzteren mit Hulfe der Gleichungen

PI-1, = aµ, b,l, + aµ2 b2v + . . . + aµn bnv

	

(z, v =1, 2, . . . , n)

aus den Coefficienten a, b zusammensetzt. Diese Substitution P soil die aus
der Substitution A and der Substitution B zusammengesetzte Substitution ge-
nannt and als solche mit

P==AB
bezeichnet werden . Dieselbe ist im Allgemeinen von der aus der Substitution
B and der Substitution A zusammengesetzten Substitution Q = B A verschieden,
denn die Coefficienten der letzteren werden, wenn man sie mit q bezeichnet,
durch die Gleichungen :

qµ Y = b,,, a,v + bµ2 a2v -}- . . . + bµn an„

	

(t_t ) v =1, 2 ) . . . ) n)

geliefert .
Unter alien Substitutionen gibt es eine, I, welche durch Zusammensetzung

mit einer beliebigen Substitution A, sei es in der Form AI oder in der Form
IA, immer wieder die Substitution A erzeugt. Diese Substitution besitzt die
Coefbcienten

in = i22 = . . . _ inn. = 1, 2µv = 0, (&L < v)

and wird die identische Substitution genannt ; kommt sie in Verbindung mit
anderen Substitutionen vor, so kann sie als wirkungslos stets unterdrtickt wer-
den. Sie tritt immer auf, wean man eine beliebige Substitution A mit ihrer
inversen A -' zusammensetzt ; man hat namlich :

AA--'=A-'A=I.
Unter wiederholter Anwendung desselben Verfabrens, durch welches soeben

aus zwei gegebenen Substitutionen A, B eine neue Substitution AB gebildet
wurde, kann man nun auch beliebig viele Substitutionen A, B, C, . . ., Kin
der gegebenen Reihenfolge zu einer neuen Substitution zusammensetzen, indem
man zunAchst aus A and B die Substitution AB, dann aus AB and C eine
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none mit ABC zu bezeichnende Substitution zusammensetzt and so fortfOrt,
his man zur Substitution ABC. . . K gelangt 1st. Man erkennt leicht, dass das
Endresultat dasselbe bleibt, wenn man zungebst die gegebenen Substitutionen
ohne Aenderung ihrer Reihenfolge in Gruppen zusammenfasst, hierauf die
Substitutionen einer jeden Gruppe in angegebener Weise zu einer einzigen
Substitution vereinigt and endlich die auf these Weise an Stelle der Gruppen
getretenen neuen Substitutionen in derselben Weise zusammensetzt .

Die bisherigen Betrachtungen fiber die Zusammensetzung Yon Substitutionen
bleiben ungeandert, wenn die Substitutionen A, B, C, . . . theilweise oder alle
einander gleich sind . Die aus gleichen Substitutionen A zusammengesetzten
Substitutionen AA, AAA,- sollen abgekfirzt mit A2, A3. . . . beziehlich be-
zeichnet werden, auch soil unter A , die Substitution A selbst, unter A' die
identische Substitution I verstanden werden . Entsprechend sollen die Substi-
tutionen A.-'A-', A-'A--'A--', . . . mit A-2, A-3, . . . beziehlich bezeichnet wer-
den . Von den beiden Substitutionen At, and A-1L ist dann jede die inverse der
anderen, d . h. es ist AmA-P-==A-fAP==I

Die M6glichkeit, durch Zusammensetzung gegebener Substitutionen neue zu
erhalten, gibt nun zunRobA zu der Frage Anlass, ob eine endliche Anzahl
von Substitutionen S,, 8,, . . ., S, gefunden werden kann, aus denen jede be-
liehige Substitution S sich zusammensetzen lasst in der Form :

S=S S!2 S~v

wobei die a, 3, . . ., p positive gauze Zahlen, die Null nicht ausgeschlossen,
bezeichnen. Ist Me Frage zu bejahen, so schliesst sich daran naturgemass
die weitere an, weiches die geringste Anzahl v von Substitutionen ist, die als
ergeugende die Rolle der Substitutionen S,, 8,, . . ., S, Ubernehmen k8nnen.

Die erste Frage hat I-Terr KroNEcicFR in seiner Arbeit cc T-Teber bilineare
Formen P (Monatsber. d. kgl. preuss . Akad . d. Wiss. zu Berlin, 1866, pag. 597)
beantwortet, indem or dort n, nur die Zahien 0, -}-1, - I als Elemente ent-
haltende and von ihm als elementare bezeichnete Substitutionen aufgestellt hat,
aus denen jede beliebige Substitution in oben angegebener Weise zusammen-
gesetzt werden kann. Die betreffende Untersuchung soil unter Anwendung der
im Vorigen eingefahrten Bezeichnung im folgenden Artikel zunAchst kurz re-
producirt werden.
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S -

2.

Herr KRONECKER beginnt in seiner Untersuchiing damit, dass er zwei Pro-
cesse angibt, durch welche man aus einer gegebenen Substitution :

S11

	

512 . . .

	

S1n

821

	

922 . . . S2n

Snl Sn2 . . . Snn

eine neue herleiten kann .
Der erste dieser Processe besteht darin, dass man die Glieder irgend einer,

etwa der darn Verticalreihe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus
den urspru.nglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder irgend einer
anderen, etwa der pt- Verticalreihe hervorgehen, sodass also allgemein, d . h .
fur = 1, 2, . . ., n, s,, durch spa-ssn ersetzt wird. Die auf diese Weise aus
S bervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substi-
tution S and die Substitution

(1)

	

(6)

4 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

0

0 . . . 4 . . . -4 . . . 0

0 . . . 0 . . . 4 . . . 0

0 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

1

(p)

(Q)

bei der a 11 - a22 == • "- ann=1, a,,,==-1 ist, wahrend alle i brigen Coeffi-
cienten a den Werth Null besitzen, zu der Substitution SAP' zusammensetzt .

Der zweite Process dagegen besteht darin, dass man die Glieder irgend
einer, etwa der pten Verticalreihe der Substitution S mit den Gliedern irgend
einer anderen, etwa der Q.ten V*erticalreihe beziehlich vertauscht, nachdem man
zuvor diese letzteren sammtlich mit --1 multiplicirt hat, sodass also allgemein,
d. h. fur t = 1, 2, . . ., n, s, durch -- s,,.e , sN dagegen durch s, ersetzt wird .
Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch,
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wenn man die Substitution S and die Substitution

7;Pa

(P)

	

(a)

4 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

0

0 . . .

	

0 . . .

	

4 . . .

	

0

0 . . .

	

-1 . . .

	

0 . . .

	

0

	

(a)

0 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

1

(P)

bei der b 3 , = = br_f P-1 = by+ 1 r•+ . _ = ba-1 a-1 = ba+1 a+1 = . . = bnn = 1
bPa =1, ba , = -1 ist, wahrend alle ubrigen Coefficienten b den Werth Null
besitzen, zu der Substitution SBPa' zusammensetzt .

Ieder der beiden genannten Processe umfasst, entsprechend den n (n - 1)
verschiedenen Zahlenpaaren, die an Stelle von p, 6 treten konnen, n (n - 1)
verschiedene specielle Processe . Mit Hulfe dieser 2 n (n - 1) Processe kann man
nun, wie Herr KRONECKER gezeigt hat, aus jeder gegebenen Substitution S eine
endliche Reihe von Substitutionen ableiten, die dadurch charakterisirt ist, Bass
allgemein die p.te Substitution in der Reihe aus der p - lien durch einen der
genannten Processe hervorgebt, and dass die letzte Substitution in der Reihe
die identische I ist . Dieses Resultat lasst sieh aber mit Rucksicht auf das
vorber Bemerkte auch so aussprechen, dass man aus einer Substitution S durch
Zusammensetzung derselben mit einer endlichen Anzahl m von Substitutionen
S1', S2', . , Sm' 1 , Sm', von denen eine jede unter den 2 n(n - 1) Substitu-
tionen AFC, Bpa enthalten ist, die identische Substitution I erzeugen kann in
der Form :

SSj ' S2 ' . . . S,n1 Sm =I.

$eachtet man nun, dass aus dieser Gleichung unmittelbar die Gleichung :

S SI ' S2 ' . . . S 9n2 1 S,n ' 61. Sm-'1 . . . S2 Sf = 18. S.--S . . . S2 Si

hervorgeht, and dass these letztere unter Anwendung der Relationen Sm' Sm = I,
S,n'-1 Sm_1= I, . . ., S2' S2= I, Si' S1 = I mit jedesmaliger Unterdruckung des
aufgetretenen I in die Gleichung :

S = Sm S.-I . . . S2 S1
flbergefuhrt werden kann, so erhalt man zunachst das Resultat, dass man jede
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beliebige Substitution S aus einer endlichen Anzahl von Substitutionen zusam-
mensetzen kann, die in den Formen

APa =

(F)

	

(a)

1 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

0

0. . .

	

4 . . .

	

1 . . .

	

0

0 . . .

	

0 . . .

	

1 . . .

	

0

(P)

(a)

Bp's=

(F)

	

(a)

1 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

0

0 . . . 0 . . . -1 . . . 0

0 . . .

	

1 . . .

	

0 . . .

	

0

(P)

(a)
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0 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

1

	

0 . . .

	

0 . . .

	

0 . . .

	

1

(p, c __.1, 2, . . ., ni A < Q )

in der ersten Form a, , ==	nn=1, a =

	

weiten Form
all == . . . _ a P_, P-! = aP i i p-l ,

	

- as i a-i = as+, a+!

	

= ann = 1, a (a == - 1,

=1 ist, wahrend die ubrigen ieht genannten Elemente der beiden Form
e

	

en sind .
auf diese

	

eise gewonnenen 2 n (n --1) erzeugenden Substitutionen
konnen ohne Mu auf eine geringere Anzahl reducirt werden . Es lassen sich
namlieh auf mehrere Weisen n enter ihnen auswahlen,

	

.
zusammengesetzt werden konnen. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt e-
stehen zwischen den 2n(n-1) Substitutionen A,,, B,, die Relationen :

A Pa = B,P B2aA12 BatBP ,,
3

fa
= BaP!

Bra= B3p P±, Bn+, r,+ 2 -- • Ba-2 a-, B,-,,; Ba •- 2 a-i . . . Bp +, p+2 Bp p+, )

n

die iibrigens auch Ieicht lurch direkte Zusammensetzung der auf den rechten
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden konnen .
Mit Hulfe der Relation (1) kann man die sammtlichen n(n--1) Substitutionen
A aus einer einzigen unter ihnen, A i2j -- wofur unter entspreehender Aban-
derung der Relation auch jede andere genommen werden kann -- and den
Substitutionen B zusammensetzen. Mit Hiilfe der Relation (2) kann man dann
jede der Qn (n-1) Substitutionen B, bei denen der erste Index grasser ist
als der zweite, durch je eine der 2 n(n-1) Substitutionen B ausdruoken, bei
denen der erste Index kleiner ist als der zweite, and endlich lassen sich diese
letzten In (n --1) Substitutionen B mit II ilfe der Relation (3) aus den n --1
Substitutionen B,2 , B23, .B34 . . ., Bn.. .,n zusammensetzen .

Annali di Matematica, tomo II .

	

3?
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Man ist auf diese Weise zu dem von Herrn KRONECKER in etwas anderer
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beliebige Substitution
S aus den n Substitutionen

AS2, B12, B23, B343 . . ., Bn--1 n

als erzeugenden zusammensetzen lasst ; auch erkennt man aus dem Gange der
vorigen Entwicklung unmittelbar, dass sich die n-1 Substitutionen B,2, B23,
B,4 , . . ., B;z_, n auf mehrere Weisen durch n --1 andere der Substitutionen B
ersetzen lassen .

3 .

Die weitere Frage ist jetzt die, ob nicht ein System von weniger als n
Substitutionen gefunden werden kann, aus denen als erzeugenden sich jede
beliebige Substitution S zusammensetzen lasst . Diese Frage muss bejaht werden ;
ich will namlich jetzt unter $enutzung des am Schlusse des vorigen Artikels
angefuhrten KaoNECKER'schen Endresultates zeigen, dass alle Substitutionen S
a us drei bestimmten Substitutionen als erzeugenden zusammengesetzt werden
konnen. Diese drei im Folgenden aufgestellten Substitutionen lassen sich na-
tUrlich, vie aus dem Gange der Untersuchung erhellen wird, auf mehrere
Weisen durch drei andere ersetzen .

Um das erwahnte System von drei erzeugenden Substitutionen e ,
bilde ich zunachst aus den n-1 Substitutionen B 32 , B23, . . ,n durch
Zusammensetzung die Substitution

C- B12 B23 . . . Bn--1 rt ;

es 1st dann

c=

o 0 0 . . . 0 F I
1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0 j

0 0 0 . . . 1

wo s die Grasse (- 1)n-1 vertritt.
Seat man diese Substitution 0, bei der c2, = cY2 -~ = Cn n-1 =1, e,n

s ={-1y -1 ist, wa•hrend alle tibrigen Coefficienten c den Werth Null besitzen,
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mit irgend einer Substitution S zusammen zur Substitution SC, so ist far
1-1, 2, . . ., n-1 die Yfe Verticaireihe dieser neuen Substitution mit der
v + 11e" Verticaireihe von S identisch, wahrend die Glieder der nten Vertical-
reihe von S C sich von den entsprechenden Gliedern der ersten Verticaireihe
von S nur durch den Factor e unterscheiden ; entsprechend wird daher die
aus S and CP -1 7 wobei p eine Zahl aus der Reihe 1, 2, . . ., n bezeichnet,
zusammengesetzte Substitution SCP -1 zur Substitution S in der Beziehung
stehen, dass ihre 1 10, 2Le, 3 1 e 7 . . ., n - p + 110 Verticaireihe beziehlich identisch
ist mit der p1011, p + 11en7 P+2'0,,,..., ten Verticaireihe von S, wahrend die
Glieder der n - p + Ten , n- p + 31en, 7 Wen Verticalreihe von SCP-1 sich von
den entsprechenden Gliedern der 1100, Ten, ,

p -11en Verticalreihe von S
beziehlich nur durch den Factor E unterseheiden. Endlich wird dann die aus
SCP-1 and B12 zusammengesetzte Substitution SCP -' B, 2 zur Substitution S in
der Beziehung stehen, dass ihre 1 11, Verticalreihe mit der p + 1101, Verticalreihe
von S identisch ist, die Glieder ihrer zweiten Verticalreihe sich von den ent-
sprechenden Gliedern der p 1C1 Verticalreihe von S durch den Factor - 1 unter-
scheiden, wahrend, ebenso wie bei der Substitution SCP-1, ihre T O,

., Verticalreihe mit der p -}-21cn7
7

nten Verticalreihe von S bezieblich identisch
ist, die Glieder der n- p -+ 21Cn , n- p + 31en7

.,
nten Verticalreihe dagegen

sich von den entsprechenden Gliedern der 11c", 2 100 , . . ., p -11 Cn Verticalreihe
von S beziehlich nur durch den Factor s unterscheiden. Die so entstandene
Substitution SCp-1 B12 kann aber, wie man leicht erkennt, auch dadurch er-
halten werden, dass man zunachst aus der Substitution S and der Substitution
BPP.,. 1 die Substitution SBPP+1 and hierauf aus dieser and der Substitution CP- '

die Substitution SBPP+1 CP-1 zusammensetzt, d . h. es besteht die Gleichung :

SBP P+1 Ce-' = S CP-1 B12 .

Aus dieser Gleichung ergeben sick nun successive die Gleichungen :

BP P+1 CP-1= CP- ' B12,

	

BP (+ i C2n = CP-1 B!2 C2n--P+t ,

and man erhalt schliesslieh, indem man beraeksichtigt, dass C 2n=I ist, die
Relation

BP P+i = CP - ' B12 C2n P}i 7 (p=1, 2, . . ., n-1).

Mit Halfe dieser Relation kann man nun in dem Systeme der n Substitu-
tionen

A 12 , B12 ) B22j B, 4 , . . ., B,-l1,)
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aus denen als erzeugenden, wie im vorigen Artikel auseinandergesetzt wurde,
jede beliebige Substitution S sich zusammensetzen asst, die n-2 letzten Sub-
stitutionen B23, B341 . . . ) Bn-i n aus den beiden Substitutionen BS2 and C zu-
sammensetzen, and man erhalt so schliesslich, wenn man noch beachtet, dass
fur n==2 die Substitution C mit der Substitution B 1 , identisch wird, das End-
resultat :

Jede ganzzahlige lineare Substitution nter Ordnung von der Determinante
Eins ldsst sich im Falle n>2 immer aus den drei fundamentalen Substi-
tutionen :

1 1 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

0 0 1 .' . . 0

0 0 0 . . . 1

B12 =

0

	

0 0. . . 1

011" . . . '1;r

0 - 1 0 . . . 0

1 0 0 . . . 0

0

	

0 1 . . . 0

wo e-(-I)n-' ist, als erzeugenden zusammensetzen ;

den zwei Substitutionen 0 1 1, 4 0

4 .

Unter den ganzzahligen linearen Substitutionen von der Determinante Eins
nehmen diejenigen eine ausgezeichnete Stellung ein, welche bei der linearen
Transformation der allgemeinen Thetafunctionen von p Variablen, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, der dadurch darstellbaren sogenannten ABLL'schen

Functionen auftreten. Alle these Substitutionen sind in der Form

U 11 . . .

	

I'll,

	

P11 . . .

	

r,( jr

	

~
I

"p1 . . . ~rp

711 . . .

	

71p

	

all . . .

	

air

7r 1 . . . 7np

	

ar t . . .

	

app

G=

enthalten, bei der die 4p2 Coefficienten a, (3, y, a als ganze

o 0 0 . . . 0 e

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 0 1) . . .

	

1 0

	

1

im Falle n = 2 aus

Zahlen den



p(2p-1) Bedingungsgleichungen :

ganzzahliger linearer Substitutionen etc .

	

293

YI

( a vE YvE' - a YE' YYE) -0,

	

v1

(w6 a YE' - f YE' 696) = 0,
v=!

	

V=1

v=p

	

/~

	

0, wenn t'
>

e
1

		

,

(a vE avE' - f vE' YYE) =
v=i

	

1, wenn E'=E,

oder den damit aquivalenten

E=-p /~

	

2=~p

Y~ ( 2 ')E PV' E - aY ' E (~ I'YE)
= 0,

	

!J (YYE
6 9 , E - YY' E SYE)

= 0 1
E=1

	

E_!

E=P

	

p

	

(~

	

0, wenn v' <
I

	

v,
( 2 YE U Y'E ~YYEYY'E)

E=1

	

1 , wenll L = L,

(e, 1'=1, 2, . . ., p)

(v, v' .-__ 1, 2, . . ., p)

unterworfen sind, and bei der zugleich in Folge dieser Beziehungen die De-
terminante der Coefficienten a, A, y, 0 den Werth Eins besitzt. Umgekehrt
entspricht aber auch jeder ganzzahligen linearen Substitution, deren Coeffi-
cienten den angegebenen Bedingungen geniigen, eine lineare Transformation
der Thetafunctionen. Eine solche Substitution S soil nun in der Folge zur
Unterscheidung von den bisher betrachteten allgemeineren Substitutionen eine
kanonische genannt and der Raumersparniss wegen auch durch das einfachere
Symbol :

A ' B
S=

r
bezeichnet werden .

Setzt man aus irgend zwei kanonischen Substitutionen S,, S2 in der in
Art. 1 angegebenen Weise die Substitution S, S2 zusammen, so zeigt sick, dass
dieselbe ebenfalls eine kanonische ist ; daraus folgt dann unmittelbar, dass im-
mer auch die Substitution 51 52 . . . S,, clue kanonische ist, wenn die einzelnen
Substitutionen S,, S2j . . ., S,n, kanonische sind. Mit Riicksieht darauf kann man
ebenso, wie es fruher bei den allgemeineren Substitutionen geschehen ist, bier
fur die kanonischen Substitutionen die Frage aufwerfen, oh eine endliche An-
zahl v kanonischer Substitutionen gefunden werden kann, aus denen als erzeu-
genden jede beliebige kanonische Substitution S slob zusammensetzen lasst in
der Form

S= S' 1 S "2 . . . S~"' S~' S''32 . . . SPY. SP, S P2 . . .1

	

2

	

Y

	

1

	

2

	

Y

	

1

	

2
Pv
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wobei die a, 3, . . ., p positive ganze Zahlen, die Null nicht ausgeschlossen, be-
zeichnen, and auch hier schliesst sick, wenn diese Frage zu bejahen ist, daran
die weitere an, welches die geringste Anzahl v von kanonischen Substitu-
tionen ist, die als erzeugende die Rolle der Substitutionen S,, S2j . . ., Sy nber-
nehmen k8nnen .

Die erste Frage ist schon von Herrn KRONECKER entschieden worden, indem
err in seiner in Art . 1 erwahnten Abhandlung gezeigt hat, dass sich alle ka-
nonischen Substitutionen aus p+2 bestimmten in oben angegebener Weise
zusammensetzen lassen . Die betreffende Untersuchung soil im folgenden Artikel
kurz reproducirt werden .

5.

Es gibt, wie Herr KRONECKER gezeag
aus einer kanonischen Substitution

S=

I

	

U11 . . .

	

GC1p

	

fa . . . /1p

bpt . . .

	

app

	

(~p1 . . .
~pp

711 . .

	

7'r

7pl . . .

	

/pp

	

I

	

all . . .

	

all,

eine andere herleiten kann . Bezeichnet man mit p, Q irgend zwei verschiedene
der Zahlen 1, 2, . . ., p, so kann man diese Processe in folgender Weise cha-
rakterisiren .

Der erste Process besteht darin, dass man die Glieder der p + p"" Verti-
calreihe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus den urspriinglichen
durch Subtraction der entsprechenden Glieder der pte° Verticalreihe hervor-
gehen, sodass allgemein, d . h . fiir -1, 21 . . .) p, i3,,.. durch ~P, i,

durch cFµ ,-- y~; ersetzt wind. Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue
wenn man die Substitution S and die Sub-

stitution
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bei der a„ = = app = 1, App=-1 7 a„ = • • • =app = 1 1st, wahrend alle
ubrigen Coefficient en a den Werth Null besitzen, zur Substitution SA_;'

zusammensetzt.
Der zweite Process besteht darin, dass man die Glieder der p'°" Vertical-

reihe der Substitution S mit den Gliedern der p+ptc" Verticalreihe bezieh-
lich vertauscht, nachdem man zuvor diese letzteren sammtlich mit -1 mul-
tiplicirt hat, sodass also allgemein, d . h. fur [A= 1, 2, . . ., p, a,,,,, durch - i3 ,
yµ, durch - aµP , dagegen (3,,,p durch aµP , aµP durch y,,, ersetzt wird. Die auf
diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn
man die Substitution S and die Substitution

A B
B-' =

r
hei der a„-= . . .=ap-iP- ~aP+ap+s= . . .=app=~~ ~~~=1, yPP =-1, a„=

ist, wahrend alle ubrigen Coefficienten
a den Werth Null besitzen, zur Substitution SBP ' zusammensetzt.

Der dritte Process besteht darin, dass man die Glieder der p+pte" Verti-
calreihe von S durch neue ersetzt, welche aus den ursprunglichen durch Sub-
traction der entsprechenden Glieder der at- Verticalreihe hervorgehen, and
gleichzeitig die Glieder der p + gt,'n Verticalreihe durch neue ersetzt, welche
aus den ursprunglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder der p tc"

Verticalreihe hervorgehen, sodass allgemein, d. h. fur tt = 1, 2, . . ., p, 3µP
durch aµP- aµ~, aµP durch aµP - yµ.,, and gleiehzeitig (3µz durch ,Qµ, - aff , aµq

durch ersetzt wird . Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue
Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substitution S and die Sub-
stitution

A 1 B
CP7 -

A

bei der a,,= . • -=app = 1, f3Pz = 36P = - 1, 611 = . •
=app= 1 ist, wahrend

alle ubrigen Grossen a, (3, y, a den Werth Null besitzen, zur Substitution SC-1
zusammensetzt.

Der vierte Process endlich besteht darin, dass man die Glieder der pt en Ver-
ticalreihe der Substitution S mit den Gliedern der ate ", and gleiehzeitig die
Glieder der p 4 p 1 81' Verticalreihe mit den Gliedern der p + glen beziehlich ver-
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tauscht, sodass also allgemein, d . h. fur .t=1, 2, . . ., p, GCp p mit
'*'p-7 YAP mit

yµQ and gleichzeitig Rµp mit (µ~, al p mit oN den Platz wechselt . Die auf these
Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wean man
die Substitution S and die Substitution

A B

r
D-5i _~ 2

bei der a,,

	

p-i = a(,+i p+i = . . . = ac- i c-i = do+i c+i = • ' = app = 1 ,
app.-- acp = 1, d1 ti

	

= ap-i p-i = ap+i p+I=*** =66-1 c-i = as+i c+i = = app =1 7
apc=acp=1 ist, wahrend alle ubrigen Grossen a, R, y, a den Werth Null
besitzen, zur Substitution SDF,i zusammensetzt.

Jeder der beiden ersten Processe umfasst p, den Werthen p=1, 2, . . ., p
entsprechende specielle Processe ; jeder der beiden letzten Processe dagegen
umfasst, da fur p, a jede aus den Zahlen 1, 2, . . ., p als Elementen gebildete
Combination zur Tell Classe ohne Wiederholung treten kann, 2p(p-1) ver-
schiedene specielle Processe . Mit Hulfe dieser sammtlichen p (p + 1) Processe
kann man nun, wie Herr KRONECKER gezeigt bat, aus jeder gegebenen kano-
nischen Substitution S eine endliche Reihe kanonischer Substitutionen ableiten,
die dadurch charakterisirt ist, dass allgemein die µte Substitution in der Reihe
aus der µ-1tcn durcb einen der genannten Processe bervorgeht, and dass die
letzte Substitution in der Reihe die ebenfalls zu den kanonischen Substitutionen
gehorige identische Substitution I ist. Daraus folgt aber durch Schlusse, welche
den in Art . 2 an entsprechender Stelle gemachten analog sind, dass man jede
kanonische Substitution zusammensetzen kann aus einer endlichen Anzahl in
den Formen

A p =
A I B

Bp = ---~
r~A

	

r 1 A

(p=1, 2, . . ., p) ;

A B IAIB

	

AiB
Cpc=		I Dpc=

r ;o

	

r,A

(p ) a'=1, 2, . . ., p ; p< 7)

i

enthaltener Substitutionen, welche Formen dadurch charakterisirt sind, dass :

3) bei C,c : a,i= . . .=app=1,

	

Pp7=Pcp=1,

	

a,I = . . .= .Ppp-1 :

1) bei A. :

2) bei Bp :

app-1,

	

Ppp=1,

	

all= . . .=app-1,

aii= . . .=aP-ip-i=ap+-,p+i= . . .=upp=1,

	

epp =-1, 7pp
= . . .=ap-1p-s-api-ipti - . . .=Spp-1,



4) bei D(,, :

	

- " = 0'P_, p

	

-° 016-16-1 - 010+1 c+i = . . . ~ r1.

a11= . . °--'r•--P-1`-'P+1P+1r-1_6s.-,c+1=' =ePr= 1 ,

10
- i
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crP }= 1k c p

ist, wahrend bei

	

der Formen all iibrige

	

cht genannten Elemente
(, y, 0 den Werth Null besitzen .
Die auf diese Weise gewonnenen p(p 4-1) erzeugenden Substitutionen kon-

nen ohne Muhe auf eine geringere Anzahl reducirt werden . Es lassen sich
namlich auf mehrere Weisen p + 2 unter ihnen auswahlen, aus denen die ubri-
gen zusammengesetzt werden konnen . Wie eine einfache Ueberlegung zeigt,
bestehen zwischen den 1)(p+1) Substitutionen A,,, B, C,,,, D(, die Relationen :

die ii.brigens auch leicht durch direkte Zusammensetzung der auf den rechten
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden konnen .
Mit Hiilfe der Relation (1) kann man die sammtlichen p Substitutionen A ,
mit l3tilfe der Relation (2) die p Substitutionen B aus je einer von ihnen, A 1
b

	

hlich B1 , --- wofur jedesmal unter entsprechender Abanderung der Re-
f n auch jede andere genommen werden kann --- and den Substitutionen
D zusammensetzen. Mit Hiilfe der Relation (3) kann man ferner die ',r, (p--1)
Substitutionen C aus einer einzigen unter ihnen, C i2 , - wofur auch wieder
unter entsprechender Abanderung der Relation jede andere genommen werden
kann -- and den Substitutionen D zusammensetzen . Endlich lassen sich die
fp(p-1) Substitutionen D mit Hulfe der Relation (4) aus den p--1 Substi-
tutionen D,2, D 23 , . . ., D,-,, zusammensetzen .

Man ist auf diese Weise zu dem von Herrn KRONECKER in etwas anderer
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beliebige kanonische
Substitution S aus den P+2 kanonischen Substitutionen :

A, ) B,, C,2) D, 2 , D23 , . . ., Dp-,p

als erzeugenden z

	

mensetzen lasst ; auch erkennt man aus dem Gange der
vorigen Entwicklung unmittelbar, dass sickh die p -- I Substitutionen D,2)
D 22 , . . ., Dp_1p auf mehrere Weisen durch p--1 andere Substitutionen D er-
setzen lassen .

Annali rii 1fateenc1tica, towo :,'.IT .

	

38

A r = D,P A,D,P , (1)
BP = D1r B1 D1r ) (2)

Crq = D1r D2a C,2 D2c D,r•, (3)
D,,,c = DP P+, DP+, p+2---D,2 c-, Dc-, (; Dc-2 a-, . . . DP+, r+2Dr r+1) (p < a) (4)
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1 17

	

A I

diesel Artikels sich ausgefuhrt findet, dadurch charakterisirt,
dass bei ihr 7,, == o.,,, - . . . = 0,.Pp-I ~ 011P " 17 a2i = 832 =

. .
. = OPP-1 == O'p = 1

ist, w5hrend alle ubrigen Elemente a, (3, y, 0 den Werth Null besitzen . Durch
dieselben SebRisse, welcbe in Art . 3 an entsprechender Stelle angewandt wur-
den, zeigt man nun leicht, dass fur jede beliebige Substitution S stets die
Gleichung :

besteht, wo p eine der Zahlen 1, 2 . . . . I p-I bezeichnet . Aus dieser
ehung ergeben sich aber successive die weiteren :

D,,P+"=EP-'D,2,

	

D,,,-+IEP==E'-'D,2EP-P+'

and man erbtilt schliesslicb, wenn man berucksichtigt, dass E"=J ist, die
Relation :

Mit HfIlfe dieser Gleichungen Icann man nun in dem Systeme der p + 2

D,,,,,.-=Ep-'D,,EP ",

,4 17

E=

aus denen als erzeugenden, wie im vo
jede beliebige kanonische Substitu

6 .

Unter Benutzung des soeben angefiffirten KRONECKER'scben Endresultates will
ich jetzt in Beantwortung der zweiten friffier gestellten Frage zeigen, dass
sick alle kanonisehen Substitutionen S aus nur fUnf unter ihnen als erzeu-
genden zusammensetzen lassen, welche fUnf nattirlich auf mebrere Weisen
gewdhlt werden Unnen .
Zu dem Ende bilde ich aus den -P-1 Substitutionen D,,, D23 , . . ., Dp-1p

durch Zusammensetzung die Substitution :
E= D12D2 3 . . . Dp- j _p ;

es ist dann die Substitution

Df2 j

9

(p=1 7 2, . . ., p-1).

-Dp- , p7

I



letzten Substitutionen D23 , . . ., DD,_, , aus den beiden Substitutionen D, 2 and E
zusammensetzen, and man erhalt so schliesslieh, wenn man noch beachtet, dass
fiir p = 2 die Substitution E mit der Substitution D, 2 identisch wird, fur p =1
dagegen die Substitutionen C12j D, 2 , E in Wegfall kommen, das Endresultat :

Jede kanonische Substitution der 2pt6n Ordnung ldsst sich fur p>2 aus
den flnf fundamentalen kanonischen Substitutionen :

ganzzahliger linearer Substitutionen etc .
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E=
0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

	 I	

0 0 0 . . . 1 0

	

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 1

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 1 0

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 - 1 0 . . .

	

0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . 0 0 0 . . . 0

0 0 . . . 1 0 0. . . 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
A 1 = B, _

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0

i
0 1 . . .

	

0

0 0. . . 0 0 0 . . .

	

1 0 . 0. . . 0 0 0 . . .

	

1

0 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . .

	

01

0 1 0 . . . 0 1 0 0 . . .

	

0 1 0 0 . . .

	

0 0 0 0 . . .

	

0

0 0 1 . . . 0 0 0 0 . . .

	

0 0 0 1 . . .

	

0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . .

	

I 0 0 0 . . .

	

0

C13 = Dla --
0 0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

	

0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0 . 0 1 0 . . . 0 o 0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0

o 0 0 . . . 0 o 0 1 . . 0 0 0 0 . . .

	

0 0 0 1 . . .

	

0

0 0 0 . . . 0, 0 0 0 . . .

	

1 0 0 0 . . .

	

0 4' 0 0 . . .

	

1

0 0 0 . . . 0 1

	

0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0

o 1 o . . . 0 0 0 o 0 . . . 0 0
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als erzeugenden zusammensetzen, wahrend i.m Falle V==2 die vier Substitu-
tionen :

Wurzburg, d . 1 . April 1884 .

zur Erzeugung jeder beliebigen kanonischen Substitution geniigen .
Dasselbe Resultat lasst sich in anderer Fassung auch so aussprechen :

Die seimmtlichen linearen Transformationen der allgemeinen Theta func-
tionen mit p Variablen lassen sich fiir p > 2 aus fun f, fur p = 2 aus vier,
fur p =1 endlich aus zwei bestimmten enter ihnen, die in jedem Falle au f
mehrere Weise ausgewdhlt werden konnen, zusammensetzen .

1 0

	

0 0 0

	

-1 0 1 0

	

0 1 0 1 0 0

0

	

0 0 0 1

	

0 0 0 1

	

1 0 1 0 0 0

0 0

	

1 '0 1 0

	

0 0 0 0

	

1 0 0 0 0 1

0 0

	

0 1 0 0

	

0 1 0 0 , 0 1 0 0 1 0

im Falle p =1 endlich die zwei Substitutionen

1 1

	

0 -1

0 1 j

	

1

	

0
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