Ueber die Zusammensetzung ganzzahli-
ger linearer Substitutionen von der
Determinante Hins aus einer gering-
sten Anzahl fundamentaler Substitu-
tionen.

(Von A. Krazer, in Wiirzburg.)

]..

Ein System von n linearen Gleichungen mit nicht verschwindender Deter-
minante von der Form:
By=0pn Y + 0¥+t Cialn, )
Zy =0 + @ oot oy
2 21 Y1 22 Yo Yny ( A)

Tp = anl?/;+an2!/2+“'+aun?/n7

wird eine lineare Substitution n** Ordnung genannt, wenn vermittelst desselben
die in irgend welchen Ausdriicken vorkommenden Grissen z,, ,,..., 2, durch
die n angegebenen linearen Functionen der Grossen #., ¥.,..., ¥. ersetzt
werden sollen. Eine solche Substitution (4) ist bestimmt, sobald die Werthe
der Coefficienten @ gegeben sind, und es mbge daher gestattet sein, dieselbe
durch das Symbol:

G Gg... Oin

gy c'&22 ces  Q2n
A

Gn1 On2 Onn

zu fixiren.
Im Folgenden sollen nur solche Substitutionen betrachtet werden, bei denen
die Coefficienten a ganze Zahlen sind, und fiir die zudem die Determinante
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A=23=* 0, Gy...0nn den Werth Eins besitzt. Mit Riicksicht darauf sollen auch
von jetzt an mit dem Worte « Substitutionen » ausschliesslich solche bezeichnet
werden, deren Coefficienten ¢ den beiden genannten Bedingungen geniigen.
Sind aber diese Bedingungen erfiillt, so erhélt man aus dem Gleichungensy-
steme (4) durch Auflosung das System:

Y1 =0 &3+ 2y Ty + o - %1 L,

Yo =3 & + U Ty - - -+ Xn2 T, (A—i)

yn"-:-alnzl+a2n-'l'2+"'+amn-@n1

bei welchem allgemein «,, die zu a,, gehorige Unterdeterminante ist, und es
wird daher durch das Gleichungensystem (A4-*) ebenfalls eine Substitution in
eben definirtem Sinne bestimmt, welche die zu A inverse genannt und sym-
bolisch mit A~ bezeichnet werden soll.
Bezeichnet B eine von A verschiedene Substitution, definirt durch das Glei-

chungensystem:

¥ =0y % + by 29+« - -+ b1y Bn,

Yo = byy 51 - byg B -+ -+ -+ b2n 2, (B)

Z/n:—bnl Z + bnﬂzz + cee “I‘ bun Zny
und ersetzt man dann in dem Gleichungensysteme (4) die Grossen y durch
die auf den rechten Seiten der Gleichungen (B) stehenden linearen Functionen
der Grossen 2, so erhdlt man ein neues Gleichungensystem:

Ty=p1 % Dz %+t DinZa,

Ty =Py1 % + P2 22++p2n Zn‘f (P)

Lu == Pt % +pn2 Zg + v +pnn Zny /
fiir welches:
Ppy=20un b1v+a'p.2 byy + "'+ap.nbmn (#,v=1,2,..., m)

SEpuPesePn= (3 E ay Qyyer. Cun) > (2 F b1y byge.. bn)

ist, und welches daher ebenfalls eine Substitution bestimmt. Man kann also
aus zwei gegebenen Substitutionen:
Gy ypeee Oin by by b

Qyy Ugpes. O3y ng bgg “an b?n

..............
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immer eine neue Substitution:

[ D11 DPiz-vv Pin
P21 DPaae.- Do

P=
Pt Pni.e. Pan
bilden, wenn man die Coefficienten p der letzteren mit Hiilfe der Gleichungen:
Pur==Cp1bss F Ups by + -+ + Bpn by (#, v==1, 2,..., n)

aus den Coefficienten @, b zusammensetzt. Diese Substitution P soll die aus
der Substitution 4 und der Substitution B zusammengesetzte Substitution ge-
nannt und als solche mit

P=AB

bezeichnet werden. Dieselbe ist im Allgemeinen von der aus der Substitution
B und der Substitution 4 zusammengesetzten Substitution @ = B A verschieden,
denn die Coefficienten der letzteren werden, wenn man sie mit g bezeichnet,
durch die Gleichungen:

Qv ="bu1Gsy + b2 G -+ -+ - by (@, v=1, 2)...;, m)

geliefert.

Unter allen Substitutionen gibt es eine, I, welche durch Zusammensetzung
mit einer beliebigen Substitution 4, sei es in der Form AT oder in der Form
T4, immer wieder die Substitution 4 erzeugt. Diese Substitution besitzt die
Coefficienten:

z'u":izz:"‘:?.nn:l; z‘/“=0) (l"'z”)

und wird die identische Substitution genannt; kommt sie in Verbindung mit
anderen Substitutionen vor, so kann sie als wirkungslos stets unterdriickt wer-
den. Sie tritt immer auf, wenn man eine beliebige Substitution 4 mit ihrer
inversen A—! zusammensetzt; man hat nimlich:

AA'=AA=1.

Unter wiederholter Anwendung desselben Verfahrens, durch welches soeben
aus zwei gegebenen Substitutionen 4, B eine neue Substitution 4B gebildet
wurde, kann man nun auch beliebig viele Substitutionen 4, B, C,..., K in
der gegebenen Reihenfolge zu einer neuen Substitution zusammensetzen, indem
man zundchst aus A und B die Substitution 4 B, dann aus 4B und C eine
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neue mit ABC zu bezeichnende Substitution zusammensetzt und so fortfihrt,
bis man zur Substitution ABC... K gelangt ist. Man erkennt leicht, dass das
Endresultat dasselbe bleibt, wenn man zunfichst die gegebenen Substitutionen
ohne Aenderung ihrer Reihenfolge in Gruppen zusammenfasst, hierauf die
Substitutionen einer jeden Gruppe in angegebener Weise zu einer einzigen
Substitution vereinigt und endlich die auf diese Weise an Stelle der Gruppen
getretenen neuen Substitutionen in derselben Weise zusammensetzt.

Die bisherigen Betrachtungen iiber die Zusammensetzung von Substitutionen
bleiben ungeiindert, wenn die Substitutionen 4, B, C,... theilweise oder alle
einander gleich sind. Die aus gleichen Substitutionen A4 zusammengesetzten
Substitutionen 4 A, AAA,... sollen abgekiirst mit A2, A4%... beziehlich be-
zeichnet werden, auch soll unter A* die Substitution A selbst, unter A4° die
identische Substitution I verstanden werden. Entsprechend sollen die Substi-
tutionen 4-*A4~t, A—* A~ 4-,... mit 4-*, A-%... beziehlich bezeichnet wer-
den. Von den beiden Substitutionen A# und 4-* ist dann jede die inverse der
anderen, d. h. es ist AFA-F=A-FAr=1

Die Moglichkeit, durch Zusammensetzung gegebener Substitutionen neue zu
erhalten, gibt nun zunichst zu der Frage Anlasg, ob eine endliche Anzahl
von Substitutionen 8,, S:,..., S, gefunden werden kann, aus denen jede be-
liebige Substitution S sich zusammensetzen lisst in der Form:

e Q¥ Q% 7y Qf By By 301 (178 i
S=81 8., 8 5., 8P 8P, 87 8. 87

wobei die «, 8,..., p positive ganze Zahlen, die Null nicht ausgeschlossen,
bezeichnen. Ist diese Frage zu bejahen, so schliesst sich daran naturgemdss
die weitere an, welches die geringste Anzahl v von Substitutionen ist, die als
ergeugende die Rolle der Substitutionen 8,, S;,..., S, tibernehmen konnen.

Die erste Frage hat Herr Kroxecrer in seiner Arbeit « Ueber bilineare
Formen » (Monatsber. d. kgl. preuss. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1866, pag. 597)
beantwortet, indem er dort », nur die Zahlen 0, +1, —1 als Elemente ent-
haltende und von ihm als elementare bezeichnete Substitutionen aufgestellt hat,
aus denen jede beliebige Substitution in oben angegebener Weise zusammen-
gesetzt werden kann. Die betreffende Untersuchung soll unter Anwendung der
im Vorigen eingefithrten Bezeichnung im folgenden Artikel zunéchst kurz re-
producirt werden.
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Herr Kroxecker beginnt in seiner Untersuchung damit, dass er zwei Pro-
cesse angibt, durch welche man aus einer gegebenen Substitution:

811 S1g Sin
Sg1 899 San
S=
e e e e e
[ Sul Sn2 Snn

eine neue herleiten kann.

Der erste dieser Processe besteht darin, dass man die Glieder irgend einer,
etwa der o' Verticalreibe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus
den urspriinglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder irgend einer
anderen, etwa der p'" Verticalreihe hervorgehen, sodass also allgemein, d. h.
fir p=1, 2,..., n, s,; durch s, —s,, ersetzt wird. Die auf diese Weise aus
S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substi-
tution S und die Substitution

f... 0 0... 0
0... 4. —t.. 0 |
Y .
0... 0 1... 0 |
0... 0.. 0... 1
bei der @, =@, ==+ +=0y,=1, a,,=—1 ist, wihrend alle ibrigen Coeffi-

cienten @ den Werth Null besitzen, zu der Substitution SA4;! zusammensetzt.

Der zweite Process dagegen besteht darin, dass man die Glieder irgend
einer, etwa der g Verticalreihe der Substitution S mit den Gliedern irgend
eiper anderen, etwa der o' Verticalreihe beziehlich vertauscht, nachdem man
zuvor diese letzteren simmtlich mit — 1 multiplicirt hat, sodass also allgemein,
d. h. fir p=1, 2,..., n, s,, durch -—s,,, s,, dagegen durch s,, ersetzt wird.
Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch,
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wenn man die Substitution S und die Substitution

1 0 0... 0
0... 6... 1... 0 |
B;;:.— ---------
0 —1 0.. 0 | @
0 0... 0 1
bei der bg;’:—""‘:br,—,{,._‘=bp+1r,+1="'=b¢_“,-_‘=bﬁ+‘5+‘=...=bnn=1,

b..=1, by,=—1 ist, wihrend alle iibrigen Coefficienten » den Werth Null
besitzen, zu der Substitution SB,, zusammensetzt.

Ieder der beiden genannten Processe umfasst, entsprechend den n(n—1)
verschiedenen Zahlenpaaren, die an Stelle von p, o treten konnen, n(n—1)
verschiedene specielle Processe. Mit Hiilfe dieser 2n(n — 1) Processe kann man
nun, wie Herr Kronecker gezeigt hat, aus jeder gegebenen Substitution S eine
endliche Reihe von Substitutionen ableiten, die dadurch charakterisirt ist, dass
allgemein die p'° Substitution in der Reihe aus der p—1%» durch einen der
genannten Processe hervorgeht, und dass die letzte Substitution in der Reihe
die identische I ist. Dieses Resultat ldsst sich aber mit Riicksicht auf das
vorher Bemerkte auch so aussprechen, dass man aus einer Substitution S durch
Zusammensetzung derselben mit einer endlichen Anzahl m von Substitutionen

oS24y, Saty, Su' von denen eine jede unter den 2m(n—1) Substitu-
tionen A, B enthalten ist, die identische Substitution I erzeugen kann in
der Form:

8S8:18;4..8;0, 8 =1.

Beachtet man nun, dass aus dieser Gleichung unmittelbar die Gleichung:
SIS:l S;‘- o S;‘i_‘ S;;‘ Sm,t =g e Sg S{ = ISm Sm--‘ eee Sg S;

hervorgeht, und dass diese letztere unter Anwendung der Relationen 8! S,, = I,
SutiSm-=1,..., 8§;'8,=1, S;*8, =1 mit jedesmaliger Unterdriickung des
aufgetretenen [ in die Gleichung:

S=SmSm_,...st4

tibergefiithrt werden kann, so erhilt man zunichst das Resultat, dass man jede
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beliebige Substitution S aus einer endlichen Anzahl von Substitutionen zusam-
mensetzen kann, die in den Formen:

" (9 {¢) {s)

1... 0... 0... 0 1... 0... 0... 0

0 1 1 0 | () 0... 0 —1 0 |
P Bps=1{ - -

0 0 1 0 (9) 0... 1 0 0 {9

0... 0... 0... 1 0... 0... 0... 1

(pyo=1,2,..., n PZ”)
— wobei in der ersten Form a,,=+..=au,==1, a,.=1, in der zweiten Form
ali—x"'aarx—*i{)“‘i:‘:a{)—i—l{r}*ix'.'maU“iG*ima3+lG+lm'..zann:1’ apcm'—l,

@,,=1 ist, wihrend die iibrigen, nicht genannten Elemente der beiden Formen
den Werth Null besitzen — enthalten sind.

Die auf diese Weise gewonnenen 2n(n— 1) erzeugenden Substitutionen
konnen ohne Miihe auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Es lassen sich
nédmlich auf mehrere Weisen » unter ihnen auswiblen, aus denen die ubrigen
zusammengesetzt werden konnen. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt, be-
stehen zwischen den 2n(n—1) Substitutionen A4,., B,, die Relationen:

A{A: Bip BzaAsz Bs-z Bp!) (1)
Bpu“—_‘- ng, (2)
BﬁG=B[3Jp+1 B?)+lp+2" 'Bg-z &1 BG-& [4 Bu'-sz G—ieen B[J-H pt2 Bp ptiy (P<0) (3)

die tibrigens auch leicht durch direkte Zusammensetzung der auf den rechten
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden konnen.
Mit Hiilfe der Relation (1) kann man die simmtlichen n(n — 1) Substitutionen
A aus einer einzigen unter ihnen, A4,,, — wofiir unter entsprechender Abin-
derung der Relation auch jede andere genommen werden kann — und den
Substitutionen B zusammensetzen. Mit Hiilfe der Relation (2) kann man dann
jede der fn(n—1) Substitutionen B, bei denen der erste Index grosser ist
als der zweite, durch je eine der Ln(n— 1) Substitutionen B ausdriicken, bei
denen der erste Index kleiner ist als der zweite, und endlich lassen sich diese
letzten {n{n--1) Substitutionen B mit Hiilfe der Relation (3) aus den n—1
Substitutionen Bi:, B, Bi,..., Bn-in zusammensetzen.
Annali di Matematica, tomo XIIL 37
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Man ist auf diese Weise zu dem von Herrn Krosecker in etwas anderer
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beliebige Substitution
S aus den » Substitutionen:

Aii, Bﬂ, B23; B34;---7 Bn—-in

als erzeugenden zusammensetzen ldsst; auch erkennt man aus dem Gange der
vorigen Entwicklung unmittelbar, dass sich die »—1 Substitutionen B,,, B,
Byy,..., By, auf mehrere Weisen durch n-~1 andere der Substitutionen B
ersetzen lassen.

Die weitere Frage ist jetzt die, ob nicht ein System von weniger als n
Substitutionen gefunden werden kann, aus denen als erzeugenden sich jede
beliebige Substitution S zusammensetzen l4sst. Diese Frage muss bejaht werden;
ich will ndmlich jetzt unter Benutzung des am Schlusse des vorigen Artikels
angefiihrten Kroxecker'schen Endresultates zeigen, dass alle Substitutionen S
aus drei bestimmten Substitutionen als erzeugenden zusammengesetzt werden
konnen. Diese drei im Folgenden aufgestellten Substitutionen lassen sich na-
tirlich, wie aus dem Gange der Untersuchung erhellen wird, auf mehrere
Weisen durch drei andere ersetzen.

Um das erwihnte System von drei erzeugenden Substitutionen zu erhalten,
bilde ich zundchst aus den n— 1 Substitutionen B, Bu,..., Ba-in durch
Zusammensetzung die Substitution:

C= Bﬂ ng- s Bn-—-i n;
es 15t dann:

0 0 0... 0 ¢
1 0 0... 0
01 0...0

.....

wo ¢ die Grisse {— 1)*—* vertritt.
¢ ==(— 1)7-* ist, wiihrend alle iibrigen Coeflicienten ¢ den Werth Null besitzen,
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mit irgend einer Substitution S8 zusammen zur Substitution SC, so ist fiir
v=1, 2,..., n—1 die »* Verticalreihe dieser neuen Substitution mit der
v+ 1'» Verticalreihe von S identisch, wihrend die Glieder der n*» Vertical-
reihe von SC sich von den entsprechenden Gliedern der ersten Verticalreihe
von § nur durch den Factor ¢ unterscheiden; entsprechend wird daher die
aus S und Cf—, wobei p eine Zahl aus der Reihe 1, 2,..., # bezeichnet,
zusammengesetzte Substitution SCP-t zur Substitution S in der Beziehung
stehen, dass ihre 1'¢, 2%, 3,..., n—p-+ 1'* Verticalreihe beziehlich identisch
ist mit der p'", p4-1', p4-2%, . mten Verticalreihe von S, wihrend die
Glieder der n— p+2%®, n—p 3%, ..., nten Verticalreihe von 8C?-* sich von
den entsprechenden Gliedern der 1%n, 2t ... p—1'*" Verticalreihe von S
beziehlich nur durch den Factor ¢ unterscheiden. Endlich wird dann die aus
SCr-* und B,, zusammengesetzte Substitution SCP—* B,, zur Substitution S in
der Bezichung stehen, dass ihre 1% Verticalreihe mit der p+ 1'» Verticalreihe
von S identisch ist, die Glieder ihrer zweiten Verticalreihe sich von den ent-
sprechenden Gliedern der g Verticalreihe von S durch den Factor —1 unter-
scheiden, wihrend, ebenso wie bei der Substitution SCr—, ihre 3'%,.,., n—p J-1'
Verticalreihe mit der p-+2%",..., nte» Verticalreihe von S beziehlich identisch
ist, die Glieder der n—p+ 2", n—p43%",..., ntn Verticalreihe dagegen
sich von den entsprechenden Gliedern der 1%», 2',..., s — 1% Verticalreihe
von S beziehlich nur durch den Factor ¢ unterscheiden. Die so entstandene
Substitution SCP~* B,, kann aber, wie man leicht erkennt, auch dadurch er-
halten werden, dass man zuniichst aus der Substitution § und der Substitution
B, +, die Substitution SB, ., und hierauf aus dieser und der Substitution Cr-*
die Substitution SB,,+, CP* zusammensetzt, d. h. es besteht die Gleichung:

SBp pt+t Cr1=§Cr ngs
Aus dieser Gleichung ergeben sich nun successive die Gleichungen:
BP Pt Cp——i = va-i Bl?) BP Zax O2n = OP—-i Big 02”“P+1,

und man erhélt schliesslich, indem man beriicksichtigt, dass C*=1 ist, die
Relation:

.B{;{H»;:Op—‘B‘g 027&—{’{—5’ (p——'—l, 2,--., n—'].).

Mit Hiilfe dieser Relation kann man nun in dem Systeme der » Substitu-
tionen:
-A-127 BIZ) -B237 Bu,.-., Bn—-ln;
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aus denen als erzeugenden, wie im vorigen Artikel auseinandergesetzt wurde,
jede beliebige Substitution S sich zusammensetzen ldsst, die n— 2 letzten Sub-
stitutionen Bss, Bsy..., Bnu1n aus den beiden Substitutionen B, und C zu-
sammensetzen, und man erhdlt so schliesslich, wenn man noch beachtet, dass
fiir n=2 die Substitution C mit der Substitution By, identisch wird, das End-
resultat:

Jede ganzzahlige lineare Substitution nter Ordnung von der Determinante
Eins lisst sich im Falle n=>2 immer aus den dret fundamentalen Substi-
tutionen:

0 0 0... 0 =

L4 0., 0 | | 0 —1 0... 0
1 0... 00

lOi0.0 1 00 0
01 0... 00

An:lOOl.'. 0 B=| 0 0 1 0 (=

o 4 0.4 | |t
000 0 0 0 0 9... 1 0

wo e=(—1)*-t ist, als erzeugenden zusammensetzen; im Falle n=2 aus
0 —1 ‘

. ey g 11
den zwet Substitutionen l 01 1, \ 1 0

Unter den ganzzahligen linearen Substitutionen von der Determinante Eins
nehmen diejenigen eine ausgezeichnete Stellung ein, welche bei der linearen
Transformation der allgemeinen Thetafunctionen von p Variablen, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, der dadurch darstellbaren sogenannten Asrr’schen
Functionen auftreten. Alle diese Substitutionen sind in der Form:

...........

enthalten, bei der die 4p* Coefficienten «, 3, y, d als ganze Zahlen den
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p(2p—1) Bedingungsgleichungen:

y=p v=p .
T (& Toer — By Vi) =0, S (Bye 80 — Byw 9y) =0,

V=4 V=1
- (e, £ ==1, 2,..., )
=p 0, wenn ¢ e,
3 @y S — By o) = .
¥=p 1, wenn ¢ =g,

oder den damit dquivalenten:

Ep &=p
S (e Bye— 2y By =0, 2 (Vvsav’z"'lv’aavs):oi
£= £
1 - (¢ v=1,2,.,9)
‘Ep(“ve av’e'—ﬁ-}e 7u'a)= 0 wemn i<,
£=4 1, wenn v =y,
unterworfen sind, und bei der zugleich in Folge dieser Beziehungen die De-
terminante der Coefficienten «, §, y, ¢ den Werth Eins besitzt. Umgekehrt
entspricht aber auch jeder ganzzahligen linearen Substitution, deren Coeffi-
cienten den angegebenen Bedingungen geniigen, eine lineare Transformation
der Thetafunctionen. Eine solche Substitution S soll nun in der Folge zur
Unterscheidung von den bisher betrachteten allgemeineren Substitutionen eine
kanonische genannt und der Raumersparniss wegen auch durch das einfachere

Symbol:

bezeichnet werden.

Setzt man aus irgend zwei kanonischen Substitutionen S,, S, in der in
Art. 1 angegebenen Weise die Substitution 8,8, zusammen, so zeigt sich, dass
dieselbe ebenfalls eine kanonische ist; daraus folgt dann unmittelbar, dass im-
mer auch die Substitution S, 8,...8,, eine kanonische ist, wenn die einzelnen
Substitutionen S,, S,,..., S kanonische sind. Mit Riicksicht darauf kann man
cbenso, wie es frither bei den allgemeineren Substitutionen geschehen ist, hier
fir die kanonischen Substitutionen die Frage aufwerfen, ob eine endliche An-
zahl v kanonischer Substitutionen gefunden werden kann, aus denen als erzeu-
genden jede beliebige kanonische Substitution S sich zusammensetzen ldsst in
der Form:

. Q% Qs % B By By P1 QPe 2
S— 8180 S 8P st SP . 87 S8,
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wobei die «, §3,..., p positive ganze Zahlen, die Null nicht ausgeschlossen, be-
zeichnen, und auch hier schliesst sich, wenn diese Frage zu bejahen ist, daran
die weitere an, welches die geringste Anzahl » von kanonischen Substitu-
tionen ist, die als erzeugende die Rolle der Substitutionen S,, S,,..., S, iiber-
nehmen konnen.

Die erste Frage ist schon von Herrn Kronecker entschieden worden, indem
er in seiner in Art. 1 erwdhnten Abhandlung gezeigt hat, dass sich alle ka-
nonischen Substitutionen aus p+-2 bestimmten in oben angegebener Weise
zusammensetzen lassen. Die betreffende Untersuchung soll im folgenden Anrtikel
kurz reproducirt werden.

Es gibt, wie Herr Kronecker gezeigt hat, vier Processe, durch welche man
aus einer kanonischen Substitution:

%31 “ip £n B
%pt %pp By Brw
S: — e s e
711 Vip L 01y
7p! Yo 1 O Opp

eine andere herleiten kann. Bezeichnet man mit p, o irgend zwei verschiedene
der Zahlen 1, 2,..., p, so kann man diese Processe in folgender Weise cha-
rakterisiren.

Der erste Process besteht darin, dass man die Glieder der p-+p* Verti-
calreihe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus den urspriinglichen
durch Subtraction der entsprechenden Glieder der p' Verticalreihe hervor-
gehen, sodass allgemein, d. h. fir p=1, 2,..., p, B, durch B, —au,, Ju,
durch dy,— ., ersetzt wird. Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue
Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substitution S und die Sub-
stitution
AiB

At =] —
r A

¢ b
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bei der ay=-=ap,=1, B,=—1, dy=-:-=0Jp,=1 ist, wihrend alle
tibrigen Coefficienten o, 38, y, & den Werth Null besitzen, zur Substitution S47"
zusammensetzi.

Der zweite Process besteht darin, dass man die Glieder der p' Vertical-
reihe der Substitution S mit den Gliedern der p--p* Verticalreihe bezieh-
lich vertauscht, nachdem man zuvor diese letzteren simmtlich mit — 1 mul-
tiplicirt hat, sodass also allgemein, d. h. fir p=1, 2,..., p, a4, durch — 3,,,
7up durch —3,,, dagegen B,, durch a,,, d,, durch y,, ersetzt wird. Die auf
diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn
man die Substitution S und die Substitution

A ' B
-1
B)i=|- T
T A
bei deI' a“--'_-'"=d{;_ir)_—j—""—'dp+jp+1="‘=app=1, ‘BPP.:'::]-) 7{,{):_1, 3“-'-'—‘
o=,y = Oppspr = ==dpp==1 Ist, wihrend alle iibrigen Coefficienten

ay By 7, ¢ den Werth Null besitzen, zur Substitution SB,* zusammensetzt.

Der dritte Process besteht darin, dass man die Glieder der p-p*® Verti-
calreihe von S durch neue ersetzt, welche aus den urspriinglichen durch Sub-
traction der entsprechenden Glieder der o' Verticalreihe hervorgehen, und
gleichzeitig die Glieder der p 44" Verticalreihe durch neue ersetzt, welche
aus den urspriinglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder der p'
Verticalreihe hervorgehen, sodass allgemein, d. h. fir p=1, 2,..., p, B
durch f,, — e, 04, durch d,, —y,., und gleichzeitig B,. durch Bu—au,, dus
durch &,,—y,, ersetzt wird. Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue
Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substitution S und die Sub-
stitution

A'B
0| 212,
T A
bei deI' d‘1="'=app=1’ ﬁ{J:BGP:‘—]" 3“=--'=é\p_p=1 iSt, Wﬁ:hrend

alle iibrigen Grdssen «, 3, y, & den Werth Null besitzen, zur Substitution SC ;!
zusammensetzt,

Der vierte Process endlich besteht darin, dass man die Glieder der p** Ver-
ticalreihe der Substitution S mit den Gliedern der o*", und gleichzeitig die
Glieder der p+ p'* Verticalreihe mit den Gliedern der p+o*" beziehlich ver-
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tauscht, sodass also allgemein, d. h. fir p=1, 2,..., p, oy Mit au, y., mit
yus Und gleichzeitig B,, mit Bu., Ju mit Ju; den Platz wechselt. Die auf diese
Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn man
die Substitution S und die Substitution

A i B
-{__i
ng-—‘ ’ 2
r A
bei der au':"':‘zp—ip-—-i=ap+1p+1="‘=da—ﬂa—-iza6+1a+1="':—-‘dpp=17
kY
O 7= atgy =1, 0y = =0y gt =gt =1 = 0oy ooy = oy oy =  =0pp=1,

dua=17q,=1 ist, wihrend alle iibrigen Grossen «, 3, y, ¢ den Werth Null
besitzen, zur Substitution SD7! zusammensetzt.

Jeder der beiden ersten Processe umfasst p, den Werthen p=1, 2,..., p
entsprechende specielle Processe; jeder der beiden letzten Processe dagegen
umfasst, da fiir p, ¢ jede aus den Zahlen 1, 2,..., p als Elementen gebildete
Combination zur 2% Classe ohne Wiederholung treten kann, 4p(p—1) ver-
schiedene specielle Processe. Mit Hiilfe dieser sdmmtlichen p(p+4 1) Processe
kapn man nun, wie Herr Kroxecker gezeigt hat, aus jeder gegebenen kano-
nischen Substitution S eine endliche Reihe kanonischer Substitutionen ableiten,
die dadurch charakterisirt ist, dass allgemein die p'* Substitution in der Reihe
aus der p—1'** durch einen der genannten Processe hervorgeht, und dass die
letzte Substitution in der Reihe die ebenfalls zu den kanonischen Substitutionen
gehorige identische Substitution I ist. Daraus folgt aber durch Schliisse, welche
den in Art. 2 an entsprechender Stelle gemachten analog sind, dass man jede
kanonische Substitution zusammensetzen kann aus einer endlichen Anzahl in
den Formen:

A B A ' B | A B A ) B
'AP= —l ] Bp= —‘"‘!— H C[,g= ': ? -Dp6= |—*’~ H
I A T A I NN
(=1, 2,..., p); (py o=1, 2,..., p; p<<0)
enthaltener Substitutionen, welche Formen dadurch charakterisirt sind, dass:
1) bei A{;: tz“=---=(4pp=i, ﬁPfi:i’ 611=...: pp::i,
2) bei BP: a“:-..=ap_’P_‘= aﬁ+—’P+1="'=“fpp:17 ﬁpp:_i’ 7pp:1’
6“="':8p-lp-i=6p+1pfl:"'=app::1;

3) bel qw: @ = .= szi’ ﬁP":ﬁ‘P:i’ 6n¢...=(3pp:1;
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4) bel D{«G: “11";“':”p_ip_i"”=”p+{p+1:"':aaﬂlcwix“c+ic+!:"'=“ppzi:
611=...: pwlp_l::é‘p.ﬁpa-l:'“:6‘6«!5—1=aﬁ+i5+1:"':6‘p10=1’
aPT,.——_'?ZCP::J, 6?’5:86{231

ist, wihrend bei jeder der Formen alle iibrigen, nicht genannten Elemente
«y B, y, & den Werth Null besitzen.

Die auf diese Weise gewonnenen p(p - 1) erzeugenden Substitutionen kon-
nen ohne Miihe auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Es lassen sich
ndmlich auf mehrere Weisen p 4 2 unter ihnen auswihlen, aus denen die iibri-
gen zusammengesetzt werden kénnen. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt,
bestehen zwischen den p(p - 1) Substitutionen 4,, B,, C.s, D, die Relationen:

Ap=Di,aA1D4m (])
.B{,=D4PB1D4M (2)
0{45 - Dxp Dza Cﬂ Dzﬂ de (3)

D[zﬁ:D[zp-H Dr;H p+2"'-DG—2 6—1 Ds—iaDa—-zc—i---Dp+1p+2 Dpp+i; (P<a) (4)

die ibrigens auch leicht durch direkte Zusammensetzung der auf den rechten
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden konnen.
Mit Hilfe der Relation (1) kann man die sdmmtlichen p Substitutionen 4,
mit Hiilfe der Relation (2) die p Substitutionen B aus je einer von ihnen, 4,
beziehlich B,, — wofiir jedesmal unter entsprechender Abiénderung der Re-
lationen auch jede andere genommen werden kann — und den Substitutionen
D zusammensetzen. Mit Hiilfe der Relation (3) kann man ferner die £p(p— 1)
Substitutionen C aus einer einzigen unter ihnen, C,, — wofiir auch wieder
unter entsprechender Abdnderung der Relation jede andere genommen werden
kann — und den Substitutionen D zusammensetzen. Endlich lassen sich die
3p(p—1) Substitutionen D mit Hiilfe der Relation (4) aus den p—1 Substi-
tutionen D5y Dysy.vvy Dpyp zusammensetzen.

Man ist auf diese Weise zu dem von Herrn Krowecksr in etwas anderer
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beliebige kanonische
Substitution S aus den p-+2 kanonischen Substitutionen:

Al, B;, Cm Dn; D237"'7 DP“‘P

als erzeugenden zusammensetzen ldsst; auch erkennt man aus dem Gange der
vorigen Entwicklung unmittelbar, dass sich die p— 1 Substitutionen D,
Dyy..., Dy_,p auf mehrere Weisen durch p—1 andere Substitutionen D er-
setzen lassen,

Annali di Matematica, tomo XIT, 38
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Unter Benutzung des soeben angefiihrten Kroxecker'schen FEndresultates will
ich jetzt in Beantwortung der zweiten frither gestellten Frage zeigen, dass
sich alle kanonischen Substitutionen S aus nur fiinf unter ihnen als erzeu-
genden zusammensetzen lassen, welche fiinf natiirlich auf mehrere Weisen
gewihlt werden konnen.

Zu dem Ende bilde ich aus den p—1 Substitutionen D, Diys,..., Dp_yp
durch Zusammensetzung die Substitution:

E=D42D23-n.Dp—1p;

es ist dann die Substitution
A ‘ B

I A

=

»

die am Ende dieses Artikels sich ausgefiihrt findet, dadurch charakterisirt,
dass bei ihr og = agm= == opp map=1, dy=0dp="r- =03y, ,=0p=1
ist, wihrend alle iibrigen Elemente e, 3, v, ¢ den Werth Null besitzen. Durch
dieselben Schliisse, welche in Art. 3 an entsprechender Stelle angewandt wur-
den, zeigt man nun leicht, dass fiir jede beliebige Substitution S stets die
Gleichung:

5D, E'=SE""' D,

besteht, wo p eine der Zahlen 1, 2,..., p—1 bezeichnet. Aus dieser Glei-
chung ergeben sich aber successive die weiteren:

—4 —4 —1 e f? 4 £
Dot B =E" Dy, D, EP=E""D,Er"*

und man erhiilt schliesslich, wenn man beriicksichtigt, dass E? =1 ist, die
Relation:
DPF+1xE‘O~‘D,ng P“, (p:l, 2,..., p*“1).

Mit Hiilfe dieser Gleichungen kann man nun in dem Systeme der p-2
Substitutionen:
A!) Bl; CJM Dn, -Dzap--y Dp-ip)

aus denen als erzeugenden, wie im vorigen Artikel auseinandergesetzt wurde,
jede beliebige kanonische Substitution sich zusammensetzen lisst, die p—2
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letzten Substitutionen D,,..., Dp_,, aus den beiden Substitutionen D,, und £
zusammensetzen, und man erhilt so schliesslich, wenn man noch beachtet, dass
fir p=2 die Substitution E mit der Substitution D, identisch wird, fiir p==1
dagegen die Substitutionen C,;, D,;, E in Wegfall kommen, das Endresultat:

Jede Lanonische Substitution der 2pter Ordnung lisst sich fir p>2 aus
den finf fundamentalen kanonischen Substitutionen:

1 0... 0 i1 0... 0 0 0... 0 —1 0... 0
0 1... 0 0 0... 0 0 1.. 0 0 0... 0
0 0... 1 00 0 0 0 1 6 0... 0
A1= - B1: s ——
0 0... 0 10 1) 1 0 0 00 0
0 . 0 1 0 6 0... O 01 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 00 1
0 0. 01 0..0 010 0 0 0 0
01 0 1.0 0 0 00 0 000 0
0 0 000 0 0 0 t... 0 0 0... 0
00 0... 1 0 0 0...0 000 1 000 0
Cy= ) Dy, =
0 0 1 0 0 0 0 010
0 0... O 01 0. o0 0 00 0
0 0 00 1..0 00 0
000 0, 000 1 0 6 0... O 00 1

0 0 0... 00 00 0... 01
0 0 0... 00 1 0 0... 0 0
0 0 0,... 00 01 0... 00
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als erzeugenden zusammensetzen, wihrend im Falle p=2 die vier Substitu-

tionen:

1ot 00  ~1 0 | t o 0t et 00
i,01f001101[ o | 014 10 tioioot
] — \ ' ) | . :
50014'0}10]00 00}10 00 011
| 0 0 01{100504 00 | 01 00| 10 |

im Falle p=1 endlich die zwei Substitutionen :
BERES 0 —1 t
Lo ) L0

zur Irzeugung jeder beliebigen kanonischen Substitution geniigen.

Dasselbe Resultat ldsst sich in anderer Fassung auch so aussprechen:

Die simmtlichen linearen Transformationen der allgemeinen Thetafunc-
tionen mit p Variablen lassen sich fiir p=>2 aus finf, fir p=2 aus vier,
fiir p=1 endlich aus zwei bestimmten unter ihnen, die in jedem Falle auf

melirere Weise ausgewdhlt werden kinnen, zusummensetzen,

Wiirzburg, d. 1. April 1884,
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