
Principii di una teoria

delle forme differenziali quadratiche .

(Memoria del prof. G. Ricci, a Padova .)

Molti lavori sono stati pubblicati sulle forme differenziali quadratiche dopo
che le ricerche moderne sulla natura dello spazio hanno richiamata su di esse
la attenzione dei Geometri. Cosi oltre alla memorabile Tesi di abilitazione di
RIEMANN ed alla Commentatio Mathematica, in cui viene trattato in ispecial modo
it problema di riconoscere quando una data forma sia trasformabile in altra
a coefficienti costanti e che, sebbene presentata alla Accademia delle Scienze
di Parigi nel 1865, fu pubblicata soltanto nel 1876, apparvero contemporanea-
mente nel volume 70 del Giornale di BORCHARDT del 1868 una Memoria di
CHRISTOFFEL sul problema generale della trasformabilith I' una nell' altra di due
date forme con egual numero di variabili, ed una di LIPSCHITZ, in cui viene
risoluto completamente quello speciale gig, considerato da RIEMANN .

In altri lavori pubblicati nei volumi 71 ed 81 del Giornale di BORCHARDT

it LIPSCHITZ si propone di determinare degli invarianti delle forme differenziali
quadratiche e vi giunge prendendo a guida i risultati gig, noti per 1' elemento
lineare di una superficie, cioe nel ease di due sole variabili indipendenti . Si
sa infatti che, se un punto materiale non soggetto alla azione di alcuna forza
e costretto a muoversi sopra una superficie, la pressione da esso esercitata
sopra questa in ciaseun punto e inversamente proporzionale al raggio di cur-
vatura della sezione piana normale alla superficie e tangente alla traiettoria
in quel punto . Se quindi ei si propone di determinare le pressioni massima e
minima tra quelle corrispondenti alle diverse traiettorie si arriva ad una equa-
zione di secondo grado, che ha per radici i valori reciproci dei raggi di cur-
vatura principali della superficie, e it cui termine noto e la curvatura di GAuss,

che si sa essere appunto un invariante differenziale dell' elemento lineare della
superficie . II problema analogo pits generale di Calcolo delle va,riazioni, in cui
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ci si propone la determinazione delle pressioni massime e minime reel caso the
it mote di un punto materiale non soggetto alla azione di alcuna forza in uno
spazio ad n dimensioni debba soddisfare ad m condizioni, conduce ad una
equazione di grado n - m, coi coel icienti della quale si costruiscono gli inva-
rianti cercati. Cosi, se e m =1, came appunto nel caso del moto di un punto
materiale del nostro spazio sopra una superficie, e quindi la equazione accen-
nata a della forma

Wn- .t + D, Wn-2+ . . . + Dn-2 ai + Dn-t = 0 ,

i coefficienti D,, D4 , D6 , . . . sono invarianti della forma differenziale quadratica,
the rappresenta 1' elemento lineare della superficie ad n - 1 dimensioni, su cui
it punto materiale dello spazio ad n e costretto a muoversi, e lo sono pure i
prodotti D2r+j D2S±1, le quante volte sia 2 (r + s -f-1)~ n + 1 . Il coefficiente
Dn-t e riguardato naturalmente come la generalizzazione della curvatura di
GAUSS.

11 sig. Voss in una Memoria pubblicata a pag . 129 e seguenti del vol . 16
in

dei Mathematische Annalen, prese a considerare due forme ~'r. a, du, du s ,
n
vikeikdxidxk, dove a men, e di cui la prima si pus dedurre dalla seconda

stabilendo tra le x n - m relazioni, the sono identicamente soddisfatte dalle loro
espressioni per le u, generalizza per questo caso i concetti delle curvature di
MONGE e di GAUSS e guidato da analogie puramente geometriche giunge ai ri-
sultati, cui era pervenuto it LIPSCHITZ seguendo delle analogie tolte alla Mec-
canica razionale . E ad analogie geometriche sono pure inspirate molte indagini
sulla curvatura degli spazt pubblicate hell' ultimo decennio, come quelle del
sig . BEEZ contenute nel vol . 7 dei Mathematische Annalen e nelle Annate 1875,
76 e 79 della Zeitschrift fur Mathematik and Physik diretta da SCHLOMILCII .

Cosi quasi tutti i Geometri, the si sono fino ad ora occupati di questo argo-
mento seguendo it corso delle idee, quale si e iufatti sviluppato e cbe ha
introdotto nel campo delta Analisi le forme differenziali quadratiche come rap=
presentanti gli elementi lineari di spazi ad n dimensioni chiesero alle teorie,
ehe valgono pel nostro spazio e per le superficie ordinarie a due dimensioni,
.norms alle lore ricerche. E se i risultati, a cui giunsero, furono notevoli, i
metodi non appaiono sempre chiari e non rendono dei risultati stessi sufficiente
ragione come quelli, the muovono da vedute e considerazioni, the non hanno
colle questioni da risolvere una connessione necessaria . E cie Canto pits che,



delle forme d&erenziali gquadratiche .

	

137

come vedremo, it caso di due sole variabili indipendenti rappresenta sotto molti
aspetti nella Teoria, the ci occupa, un caso di eceezione .

Oggetto di questo scritto e di iniziare sulle forme differenziali quadratiche
una serie di ricerche le quali condotte su concetti puramente analitici meglio
ci addentrino nella conoscenza della loro natura, e sfuggano anche cosi alle
discussioni, a dir vero, alquanto oziose sulla esistenza e sulla natura degli spazi
a piuL di tre dimensioni . Le interpretazioni dettate da analogie geometriche o
meccaniche, the a quei risultati si potranno dare, non saranno the illustrazioni
di una tale Teoria .

Una osservazione fatta dallo SCULYFLI (*), secondo cui una forma differenziale
n+h

quadratica positiva ad n variabili deve sempre potersi dedurre dalla j, ,d y2 ,

dove e 0 G h-_
n

~'z 1>>e

	

prendendo per y1, y2 , . . . Yn+h delle funzioni oppor-

tune di n variabili indipendenti, e it punto di partenza di queste ricerche . Se
infatti, preso per h it minore tra i numeri intieri positivi, per cui cib e pos-
sibile per una data forma, questa si dice di classe h, e evidente the per le
questioni piu importanti, the si possono proporre nello studio di una forma
differenziale quadratica, sara essenziale it conoscere a quale classe essa appar-
tenga. Cosi, per esempio, perche due forme coilo stesso numero di variabili
indipendenti si possano trasformare 1' una nil' altra, sara necessario anzi tutto
the esse siano della medesima classe : e gih i risultati, the si conoscono in
questa Teoria, si appalesano essenzialmente dipendenti dalla indicata elassifi-
cazione delle forme .
A me pare the si avrebbe una teoria completa e razionale delle forme dif-

ferenziali quadratiche, le quante volte si possedessero i criterl per riconoseere
a quale classe una data forma appartiene e, partendo da questi, si facesse
uno studio speciale delle forme stesse classe per classe .

Qui, chiamate riducibili le forme ad n variabili, the si possono dedurre da
una forma ad n-1 ponendo le variabili di questa eguali ad altrettante fun-
zioni delle variabili di quella, daremo nel § 1 it modo di riconoseere quando
una forma e riducibile e, se to e, di effettuare la riduzione .

Ristrette poi le nostre considerazioni alle forme non riducibili, daremo nel
2 una nuova dimostrazione del teorema gia dimostrato da L;PSaHITz e in

parte anche da CHRIsTorFFL a Rn:MAlN sulle condizioni necessarie e sufficienti

Vedasi 11 Volume 5 della Serie II di questi Annali a pag . 178,
Annali di Matematica, tomo X11 .

	

is
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perche una tale forma sia di classe 0 . E reputo opportuno it dare una tale
dimostrazione, sia perche essa mi appare chiara e naturale, sia perche e basata
sul teorema del § 1, come quella del paragrafo successivo sul teorema del
§ 2, e rende cosi tutto lo studio pib completo e Ie sue parti meglio coordinate
fra di loro .

Nel § 3 in fine, date alcune formule, the valgono per delle forme di classe
qualunque, daremo i critert per riconoscere se una forma data sia di 1 a classe .
A questo ci condurrh la ricerca della forma speciale, the prendono in questo

easo le '22(12	1) espressioni (lm, pq) dipendenti dai coefficienti della forma

data e dalle loro derivate prime e seconde, le quali si annullano tutte, quando
la forma e di classe 0 . Si trova the nel caso di una forma di 1' classe esse
sono invece i minori di 2° ordine di un determinante simmetrico di ordine n .

Indicati con (lp) gli n(n21) elementi di questo determinante, se e n = 2, uno

solo di essi e determinato in funzione della unica espressione (12, 12) e degli
altri due ; se e n .= 3, lo sono tutti ; e per n> 3 la loro eliminazione conduce

ad n2(n2 1~-- ?7(It
2 1) relazioni tra le (lm p q), cioe ad altrettante relazioni

12
differenziali di 2° ordine, a cui 'debbono soddisfare i coefficienti della forma
data perche questa sia di 1' classe. Si trova di put the le quantiti (1p) deb-

bono soddisfare ad (at-1)~(n-+-1) relazioni differenziali di 1 0 ordine, le quali

nel caso di n>2 corrispondono ad altrettante relazioni differenziali di 3° or-
dine tra i coefficienti della forma data .

Se si considera poi la forma q di coefficienti (lp) si trova the essa e cova-
riante alla data gyp, cosi che, se si indicano rispettivarnente con d ed a i loro

discriminanti, per n=2,
A e un invariante differenziale di 2° ordine di p, the

si trova coincidere colla curvatura di Gerrss della superficie, di cui p rappresenta
l' elemento lineare : e per n > 2 sono invarianti differenziali di 2° ordine di p
tutti gli it invarianti algebrici assoluti del sistema di forme ? e j. Si determina
poi facilmente it significato geometrico di tali invarianti, poiche, se si estende it
home di superficie a tutti gli spazi, it cui elemento lineare ? e una forma diffe-
renziale di 1' classe, e corrispondentemente si estende la definizione delle linee
di curvatura e dei raggi di curvatura principali, si trova the per ogni punto
di una superficie ad n dimensioni passano n linee di curvatura., a cui corri-
spondono altrettanti raggi di curvatura principali

	

quegli invarianti rappre-
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sentano le somme dei prodotti r ad r dei valori reciproci di questi raggi, es-

sendo r =1, 2 )

	

n. Cos! Pinvarialite (-1)n rappresenta anche nel caso

generale it prodotto di tutti quei valori reciproci e si riguarda quindi come
]a esprepsione delta curvatura di GAuss per le superficie di un numero qua-
lunque di dimensioni, tanto pib ehe anche per queste it suo annullarsi corri-
sponde all'essere ]a superficie piana .

Le formule generali contenute nel § 3 possono servire come punto di par-
tenza per lo studio delle forme di classe superiore alla prima ; ma in questo
studio io non mi sono peranco addentrato .

Fornie riducibili .

T A s

e riducibile, le quante volte sia identicamente
n-1

b1,, d ul d

u j) u 2 , . . . un, essendo funzioni di x,, x,, . . . xn e i coefficienti blm di u,,
il '- 1 . Se cib 62 posto

e = bi'm dul (r=1, 2 7 . . . n, m=1, 2 ) . . . n-1)

si ha
n-1

	

d On
Ctrs

	

Y in erm
1

	

71-x;

cio6 it discriminante a della forma p e it prodotto delle due matrici

(1)

(2)

u2 , . . .

(3)

d u, dut dn,,-,
e j ,

elf

e j,2, . .

e,z--

e l , n -- i

vq*-l

d-Z
(I 'l,

dXI
d u2

dZ
(7, 1 In- I

71-x-;(1X2 dx2

.

	

.

	

. .

	

.

	

.

	

.

	

. .

	

.

	

.

dut
d x.

dv2 dun-,
en , en,2 , -- enn-17, -r,, (I xn
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che indieheremo eon U ed E e che hanno n linee orizzontali ed n - 1 ver-
ticali . E dunque

a = 0 .

	

(I)
Si ha di piu dalla (3)

dars n-' dbi,m dash dud dum n-i

	

dui d2 um

	

du,n d2 ui
d xi -

lmh
d uZZ d xi d xr d xs +

lm bl, m d
xr d xs d xi + dxs d xr d xi

•

	

posto
rs _ dais + dair - d ars

	

(4)
2 [ i

	

d x,-

	

d x s

	

d xi

•

	

indicato con a r s it complemento algebrico di ars in a

r s-
n. 1

	

dbi m

	

dbih d bh,n d ui d uh dum

	

n-1

	

dul d2 um

2C i

	

~Zmh
duh + du

	

dul )da-i dxr dXS +2~Z~abtmdxi dxr dx s
12- 1

2 ji api Cr

	

lm 2 bim
Ci 2 11M

	

(d bl, ~n + d but

	

dblaml d217x dum

	

d 2~i

i

	

I

	

d xr d xs

	

1

	

dUh

	

d a4na

	

d asl d xr d xs

	

a a Z
d xi

Ora dalla (3), fattovi s = i, moltiplicata per a,,i e sommata rispetto ad i tenendo
conto della (I), si ha

n-1

	

n

	

d ul
Il erl 'i api - = 0 .

I

	

I

	

d xi

So tutti i detern nanti, che si traggono dalla matrice E sopprimendone una
linea orizzontale, non sono nulli, questo sistema di equazioni conduce alle

n

	

d ui
8 apZ=0Idxi

•

	

quindi per le (5) alle
( )1api rs

i = 0,

	

II

mentre net caso opposto si giunge a queste immediatamente osservando che,
se si indicano con Ui ed Ei i determinanti, che si traggono dalle matrici U
ed E trascurandone le orizzontali isime, si ha

api=EEUi=0.

Supponia

	

ora verificate le condizioni (I) e (II) e poniamo

x',.=Xr(u1, u2, . . . un-j)

	

() . = 1, 2, . . . n-1).

	

(6)
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La T prende mediante questa posizione la forma
n-1

	

n-1 d xr

	

n
1lm blur dul du. + 2 y,rhduh duh j ars

d xs

n

	

n-1 d xr n

	

1
+dxn(~sansdxs-f-~̀ r

	

Is arsdxsl,
i

	

1
d x"

11

La precedente espressione di ? si riduce alla (2) le quante volte x 1 , x 2 , . . . xn_ i
si determinino in funzione di xn per guisa da soddisfare al sistema di equa-
zioni simultanee

n
Isars dxs =0

	

(r=1, 2, . . . n),1

n-1

	

d x, dxs
blm = jarsars d ul du. *

the sono compatibili fra di lore, quando la condizione (I) e soddisfatta .
Dalle (7), in cui per x 1 , x2 , . . . xn-1 si intendano posts valori dati dalle 6)

si trae
d bl,,n n-1 d an, dxr dxs n-1

	

d xr d2 xs

	

d x, d2 xs
uldxn - ~s

	

+ ~rs ars

	

d

	

d 2Um dxn d1 dxn dui dun, 'ld

	

dul dxn um

ovvero osservando the i;

d ars _ ears n`1 d ars d xp
dxn

	

a x,e + I d xp d xn
e per le (8)

n-1

	

n-1 d a d x

	

n-1 d a d dmprs XP XS--IV . 	Yspd2xs

(7)

(8)

V a rs1dxndum

	

1 dxp dum I dxp d-um-dxn

d blm _

	

1 dxr d Xs ~n [r' Si d xp
dxn - 2 I's1

	

d2til d2(„z 1

	

p dxn

Infine poiche le (8), tenuto conto della (I), ci dicono the le dxi sono propor-
zionali alle api e quindi le (II) conducono alle

gyp[ pl dxp==0,

la precedente equazione ci da ddxn = 0, c

sono funzioni soltanto dells costanti u 1
dalla integrazione del sistema (8) .

vengono introdotte
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Si e dunque dimostrato ehe : Le condizioni (I) e (II) sono necessarie e su f-
ficienti perche la forma (1) sia riducibile . Per e ffettuare la riduzione conviene
integrare it sistema di equazioni simultanee (8) ; le costanti di integrazione
rappresentano le nuove variabili .

Si pub pure dedurre dalla dimostrazione data che, se e verificata soltanto
la condizione (I), la forma (1) si pub ridurre alla (2), ma i coefficienti di questa
dipenderanno oltre che dalle nuove anche da una delle antiche variabili .

§ 2 .

Forme di classe 0 .

Supponiamo ora che la forma
n

_ ~rs ars d x, d x,
1

non sia riducibile e, almeno quando la variability delle x r sia convenientemente
limitata, sia positiva. In tal caso, come ha potato lo SCFILXFLI (*), essa pub
dedursi dalla

n+h
dsz = ~ t d y 2 ,

	

(2)

essendo 0 .-!!E~ h f!5	 '~ ?z21) e le yt funzioni di x,

	

. . . X' : it numero rappre-

sentato da h dart' la classe della forma p .

Se indichiamo per brevity la x~ con dr abbiamo I-d
n+h d t d t

as ^ It --?, dr ds

dalle quali si deducono per le quantity r s' (§ 1, 4) le espressioniI ,i

() Si veda it volume 5 della Serie 11 di questi Annali a pag . 190 .

(1)

(3)

(4)



e

si ha dalle (4)

n

	

d2 a

	

del

	

(12+ h n

	

dI d

	

(12t
~tu

,

_

	

~ r W, d I d q -(I?)z dp

	

dIdp di)idq) *

Supponendo dapprima h = 0 e posto

D

	

~-Y4 ~-Y2 . . .
dx, dx2 d Xn

d De r , t

	

d Ilrl
dalle (3) si ha

delle forme differenziali quadratiche .

Posto poi
IP

4
IM I

	

d[In',1

	

11

,tap

	

lp
dj)

	 + J, C,
r1s

	

[r

4 t
r

dt dit

1" Or ds
Dl e

a=D2

arsC,r,

	

-
a

q) == *j
( A t d2 t

	

del del ~

110 1 d Vqp d-?-jt-d-y -- 61 d q I-2n-d-p)

d u

Queste assieme alle (7) dicono ehe, quando la forma p b di classe 0
coefficienti soddisfano alle equazioni

(l"2 , pq)=O.

	

(I)

Per dimostrare it teorema inverso di questo risolviamo le equazioni (4) nel
caso di h=O rispetto alle derivate seconde delle y . Tenuto conto delle (6) e
(9) si ottiene c

d2t

	

n

	

ig I=

	

s t
A dg

	

W-;

le quali derivate rispetto ad Xh e sostituiti per le derivate seconde, cho com-

n
ars ~ 2I:qe,rqesq .

I

d t
berg 3 --De, t

D2 =a

	

(per u =t)
Ts ~ ~ 0

	

(per u > t) . )

(8)

(9)

143
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s ] (5)

(6)

(7)
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t

dopo aver posto
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	_

	

`

	

9

	

d~d§

	

n

	

2 d Crs

	

n}

	

_

didgdh~ i rs ~s9dh +Crs1 dh + `~pgepq r s, dr

E poiche dalle equazioni (4) del § 1

(') Torno T2, pag . 43.

f

e quindi

[h

	

[
h

	

sq

	

[hs'
q

	

(11)

n

	

hq

	

hs

	

dcpqIg Cpq

	

_ Ig Cpq

	

`~gags dh

V

	

[ ] =

	

_~
qs Crs Cpq 5 - - Llgs Cpq 0"s

h s

	

d hq

la precedente si trasforma nella

c

definiscono it simbolo
ris]

, si ha

	 d	-

	

epq ][hs
dgdh

	

p
!

q

Se si pone ora mente alle (7), si vede the 1' essere verificate le equazioni . (1)
equivale all' essere it sistema (1.0) cornpleto nel senso definito in una mia re-
cente Nota pubblicata in questi stessi Annali (*) . Come in essa dimostrai, it
sistema (10) si integra deterininando gli n integr l indipendenti del
sistema di equazioni

d f + Ig Aig df = 0

	

(i= 1, 2 ; . . . n)

	

(a)d xi

	

1

	

dpg

n

	

ig
Aig = ~rs

L
s ers pr j

	

(12)

sistema, the e jacobiano. Indicando infatti quegli integrali con f,, f2, . . . fn le
equazioni

fr=Cr

	

(r=1 ) 2, . . . n),

dove le cr sono costanti arbitrarie, danno per p,, P2) . . . pn le derivate rispetto
ad x,, x2 , . . . xn di una funzione y, la quale rappresenta l'integrale generale
del sistema (10) .



e

Prendiamo

ed avremo

defile forme diferenziali quadratiche .

n
f = 2;rsersprps1

d f

	

n d crs
Irs d i PIT .d xi

	

1
df

id pg

per questa e per le (12)

I g Aig d g = 2 J, c, . ,p, 2:h, Ph fig Chg [i g]

e siccome dalle (4) del § 1 si ha

_

	

d Ch g_

	

ch
2 ~g Chg {ZS ] - I g Chg d g + I9 (aZ9 d S	 - - asg dig

n

	

df _ n dcrs
.~g Aig dpg - .;rs d i prps

Questa e la (13) ci dicono the f soddisfa alle equazioni (a) e prendendo eguale
ad 1 la costante arbitraria, a cui deve essere eguagliata secondo it metodo
esposto per integrare it sistema (10), avremo

rscrsprps =1 .

	

(14)

Siano poi

	

altri n - 1 integrali indipendenti fra Toro e da f del
sistema (a), si ponga

= 2 Ih ChgPh
1

ers = ars prps .
Annali di Matematica, tomo XII .
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fr=cr

	

(r.-1, 2, . . . n--1)

	

(14')

e si indichi con y l' integrate particolare del sistema (10), per eui ii d y pr,

pi, P2)--- Pn essendo date dalle equazioni (14) e (14'), e the conterrA quindi
oltre alle costanti arbitrarie ci, c2, . . . cn-i una costante additiva pure arbi-
traria c. .

Si consideri la forma
n

¢=T--dyQ-_1'rsersdxrdxs1
dove sari,
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Indicando con e it suo discriminante si ha
n

e-a-- ly_rsarsprps-a(1I

per la (6) e quindi per la (14)
e=0.

Se poi con Eil si denota it complemento algebrico di eil

the it determinante e

	

di

i

	

i mente la eguaglianza
n

	

~,

	

n
1 iairL'il=pr2,iailpi

	

(r, 1=1, 2, . . . n).

Da questa moltiplicata per aqr e sommata rispetto all' indice r si trae
n

	

n
Ell = ~i eilpi lr agrpr

Siccome di piu, posto
r

	

d era

	

d esa

	

d ers
2 l ] - dxs + dx,

	

dxa'
dalle (15') si ha

I is1 _
[
r

I

	

pl d xs

ricorrendo alla (14) e ricordando the e pl= dxl
zioni (10) si trova

lEgar1s], =0 .

Per quanto si vide nel § 1 questa e la (16) ci permettono di concludere
the la forma ¢ e riducibile e la riduzione si fa integrando it sistema di equa-

n
zioni simultanee lsers dx r = 0 ovvero per le (15')

n
2sarsdxs=prdy .

Queste risolute rispetto alle dxs e posto
n

s= rcrspr

Irs Crs prps)

e the y

(16)

e, osservando the

si e posto

soddisfa alle equa-



si trasformano nelle
dxs = Ps d y .

	

(18)

Se quindi si indicano con u,, 2 . . un_, n--1 integrali indipendenti della
equazione

"'Ps df =0,

	

d xs
abbiamo

n-1

= 1lm blm dul du,n,
1

posto
n-1

	

dxr dxs

	

(19)bzm=lrs(ars-prps) dut dum

In queste le derivate sono prese considerando x,, x 2 , . . . xn_, come funzioni di
u1 , u27 . . . un_, e di xn . Se invece x,, x 2 , . . . x,2 si considerano come funzioni
di u,, u2j . . . un ._, e di y, le derivate delle x s rispetto ad y son date dalle (18)
• distinguendo quelle prese rispetto alle ul nella nuova ipotesi con delle pa-
rentesi si ha

dxr (dxr

	

Pr dxn
dul - dul) l.'n dui)

•

	

quindi
n-1

	

dxr

	

n

	

d xna	-

	

(d xr)-
2?n -~

	

(20)r rs d ul yr ars d ul

	

P d vi

essendosi fatto use dells

=PS,

•

	

siccome a anche

delle forme differenziali quadratiche .
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the si deduce lm

	

iatamente dalle (17). Da questa combinata colla (14) si
trae pure

,~,aSps s=1

dalle (20) si ha
n

	

dxr dxs

	

n

	

dxr dxs

	

d xn ' d xn
a

	

-~ a

	

~(-)+ dulJ(dum1 rs rs ul d um _ 1
rs rs ul d um

(22)

(23)
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Si ha pure
n-1 dxr
;rpr d itl

e per le (22) e (23)

si trova
prs _ 1 n

	

du, du,
b

	

a ~p - d xp d xq

[rsI
=I

],

	

n

	

l ql d xl d xq d xp n,

	

d xp d2 xq
i

	

lpq[pI du
-, dus dui+ 2'pgapg dui du,uds

e facendo use della (11)

n-1 dxh dur
~r dur dxv

-

n-1

	

d xr

	

1 (dxn n-1
r r

	

]1 P
d ul T. d ul )

	

r r

n-1 d x,

	

1 dxn
1̀ rr

ul

	

dpn (uld

Per queste le (19) danno luogo alle

n

	

dxr dxs
blm= I/rs ars

1

	

dul d um

dove le derivate sono prese considerando x 1 , x2 , . . . xn come funzioni di u1,
u2 , . . . un_, e di y.

Indicando con b it discriminante di p ridotta alla forma (15"), con /3 r3 it
complemento algebrico di brs in b e posto

2 [r s]
-

d bis

	

d bir _ dbrs
i 1 dur + dus

	

dui

dxh dxi d2 xh _ dxh dxi d2xh
+ dugdumduidup dup dum duiduJ

",

	

d2xi	d2 xh

	

d2xi

	

d2xh
~--ihaih ~du,ndugduldup dumdupduiduq~Si

ha pure facendo use delle
dxh dy

	

P
dy

(per v-h)
dy dxv

=

	

h dxv

-Phdy+1 (per v = h)

(24)

lp
d [ -V d[nt

lq
1

	

n d [h]
ak

d [h
ig

dxg dxi dxh dxh

dug

	

dup -~ahhy€ dg

	

dk ~dug dul dumdup

n z k dxi dxh d2 xh

	

d xi d xh d2 xh
-f- ~ihh [ h ] ~ d ul dup d um d uq d ul d uq dum dup (25)
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e di alcune facili riduzioni
I n-1

	

l q _ n d us dt xi

	

1

	

wk dxw dxk
b Y~"S [r]i 'Jy dxi J dutduq +a

v,,[
v ] But duq

I n-1

	

l q mp

	

n

	

d4 x1

	

d2 xh

	

n

	

a Is d xi dxh d2 xh
b

	

~rs [ r,, [ S ]i- 1Yih aih
d u rn d up d ui d uq + ~ihk h ] d ul duq d um dup

dxi dxh d2 xh

	

n

	

ig] [hk dxi dxg dxh dxh
+

	

+~ghkivwwwdun dup dui duq

	

[ v w d ui dug d um dup

dxi

	

wk dxw dxk
- I i (pi d ut d uq + ~kvw

	

v ] d ul d uq

x vl9j (a79 du,ndup + ~f[g]du
x
mdup, dy

e poich6 dalla n1w
d y dxw

= 0 si ha
1 -W-x, But

(26)

n,

	

d2y dxw

	

n n, 1 dy d2 x,,, dur
d xw d xk d ul

	

~` ir" d x,, d ui d u r dxk

n

	

dsy dxw dxh _

	

d2 xi
I1 "'k dxw dxk But duq - ~ipZ dutduq

d2e sostituendo per dxwdxk • it valore dato Belle (10)

n

	

wk dxw dxk_

	

d,' xi
ikvw Cvipi v j dd ut duq

	

I'P' d ui d uq '

l' ultima sommatoria del secondo membro della (26) sparisce e da questa e
dalla (25), indicando con (im, pq), la espressione, che si deduce dalla p pasta
sotto la forma (15"), come la (lm, pq) dalla p [formula (5)] si deduce

n

	

dxi d xg dxh dxk
(lm, pq)i=vighk(ih, kg) dui dug Bum dup'

e quindi per le (I)
(lm, pq), =O .

Ne viene che, come la forma T (15), anche la p pub mettersi sotto la forma
dy1 + x, dove la x b una forma differenziale quadratica con una variabile di
meno di quelle contenute in ~ ciob con n - 2 variabili, e a x applicando lo
stesso ragionamento e cosi di seguito n volte si conclude in fine che a T pub

n
darsi la forma "dyr, ciob che la forma T 6 di classe 0 .
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Possiamo dunque concludere che : Le condizioni espresse dalle equazioni (I)
sono neeessarie e su cdenti perch' la forma irriducibile p sia di classe 0 .
E facile verificare dalle (5) che si ha (11, p q) = 0, (1m, p q) + (m l, p q) = 0,

(lm, pq)=(pq, lm), dalle quali deduciamo che nelle espressioni (lm, pq) non
si possono supporre pit di due indici eguali senza che esse spariscano identi-
camente ; che esse non si alterano scambiando it gruppo di indici lm, col gruppo
pq e che cambiano soltanto it segno scambiando fra loro gli indici di uno
stesso gruppo . Esse si potranno quindi distinguere in ire categorie assegnando
alla prima queue, in cui i due gruppi coincidono e che sono della forma
(lm, lm) ; alla seconda queue, in cui un indice del primo gruppo coincide
toll' indice corrispondente dell' altro, gli altri due essendo distinti, e che sono
della forma (lm, lq) e alla terza queue, in cui tutti gli indici sono distinti . Il

numero delle prime e evidentemente
"('Z2

1 >, quello delle seconde, che si

ottengono combinando coi gruppi l m in numero di n (n2 l) gli n-2 indici

distinti da l e da m, e n (n- 12 (n - 2) , e quello delle terze, che si ottengono

ciascuna due volte combinando coi gruppi (l m) quelli (p q) fatti cogli n - 2

indici differenti da l e da m sono n ('Z -1) ('a8 2) (7a- 3) . Se si nota pero

ancora che queste ultime sono legate tre a tre dalle relazioni

(lm, pq)+(lp, qm)+(lq, mp) =0,

it numero di quelli, che sono indipendenti fra Toro, si riduce ad
n(n-1)(n-2)(n--3)

12

11 numero totale delle espressioni (lm, pq) indipendenti le une dalle altre e

dunque N='z(n2 1) ~1 +n-2+ (n-26(n-3)~ ovvero

N= n2(n2--1)
(*) .

	

(27 )12

Ricordiamo che nel ridurre p alla forma dy, + p abbiamo fatto use di n
costanti arbitrarie, di cui una additiva alla y e che, quando la avremo tras-

(`) Ho riprodotto qui per essere complete un ragionamento gia fatto da CuRISTOFFEL e
L1rscnITz nelle citate Memorie .



deile forme

formata nella J r dyn, ne avremo usate n(n2 1) , di cui n additive. Esse rap-

presentano evidentemente la arbitrarieth, che abbiamo nella scelta del si
di assi ortogonali y,, y 2 , . . . y,.,, nello spazio piano ad n dimensioni, di cui
y„ y 2 , . . . y2 possono riguardarsi come le coordinate cartesiane ortogonali,
mentre x,, x 2 , . . .

	

tano un altro sistema di coordinate qualunque .

§ 3 .

Forme di 1 • classe .

Nel case di h >. 0 a e it quadrato della matrice
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cioe, indicando con et,t, . . .t,, it determinante, che da essa si ottiene trascuran-
done le verticali t3sima

) tz
sima

	

tsima e indicando con

	

una sommatoria, . . .

	

h

	

t,tQ. . .tJ,
estesa a tutte le combinazioni della classe h degli indici 1, 2, . . . n + h, si ha

6t,a .--It. t, ..thty . . .th .

	

(1 )

Indicando poi con ~et,)t, . . .th it complemento algebrico di
dxr

in et,,, . .,t,, si vede
facilmente che e

l

	

(r T )

	

(s, T)
ars
- 2

	

et, t$ . . . th et, t2 . . . th •

Per calcolare ora la somma
n d t

	

1

	

(s, T)

	

n (r, T)

	

d t
I,r ars

C rr
= 2 jTt, . . . th eta t$ . . . th ~r et, t4 . . . th ~ r

(2)

si noti che, come una viflessione molto semplice fa vedere, se la colonna tsima

della matrice (a) occupa it posto att12 O th _, in quella, che se ne ottiene soppri-

dl d2 d(n+h)
dl' dl' dl
d 1 d2 d(n+h)
d2' d2' d2 (a)

dl d2 d(n+h)
dn' dn' * do
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mendone le colonne tsxma sima?
• • ' t, -simaIa ci hai

0 se r, t,, tt , . . . th son tutti differenti da t
n (r, T)

	

d t
1 r

et, t3 . . t.4-
r
= et, tg . . . th se e T = t

	

(3)

a tt, . . .th_ 1+aT t, . . .th_I t
(-1)

	

eT t,.,, th_, se a th = t .

Noi abbiamo dunque
n

	

dt

	

1

	

(s , t)

	

1 ,

	

6T t, . . .th_I+dtt, . . .th_1

	

(s, T)
~rarsdr '2~,t,ts . . .th et,t Q . . .t,, et, ts . . .t

.,+ ,IT t, . . .th_t(`1)

	

eTt, . . .th_t e t t, . . .th_,

e poiche, come a facile vedere, si ha

attl . . .th_,+aTt, . . .th_1

	

T)

	

(s, t)
(- 1)

	

e t t, . . .tI.-l = eTt, . . .th_,

n

	

d t

	

(s, t)

Ir ars-- It, t3 . . . th et, t3 . . . th et, tS . . . th •dr

Da questa poi si deduce la

n

	

dt du

	

n (0,t)

	

du
ire ared

r dS = Yt,t3 . . .thet,t3 . . .th2s e t, t, . . .t,,dS,
1

in cui dalla sommatoria del secondo membro si escluderanno le combinazioni,
cbe contengono t. Essa, tenuto conto anche delle (1) e (3), da quindi luogo
alle

n

	

dt dt 2
1 rSarSar

l~S
= a- I t, t3,, .Lh_lett, . . .Lh-]

n

	

dt du

	

a t t, . . .th_,+aut, . . .th_i s
~sarsTy, d=It,t3 . . .th-I(-1)

	

ettJ . . .th_,eut, . . .th_17

di cui la seconda vale per t differente da u. Per esse le (6) del § 2 danno
luogo alle

1 n

	

att, . . .th_,+d.„t, . . .th_, 1
(lm, pq)= a Ituit,t1 . . .th_,(- 1 )

dst d 2 u

	

d2t dtu

	

(5)

dldq dmdp - dldp dmdj '

dove dalla

	

debbono essere escluse le combinazioni, the contengono
tedu.



Posto ora simbolicamente

alla (5) si pub dare la forma simbolica

(

	

pq)=(lp)(

delle forme diferenziali quadratiche.
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Va(lq)=

d 1

	

d 2 2

	

d2 (n+ h)
. . .

	

dldq

di

	

d2

	

d(n-j-h)
dl

	

d1

	

di
. . . . . . . . . . . . . . .

di

	

d2
do

	

dn ,

Nel case di h =1, ciob dells forma di prima classe, le (6) e (I) non sono
simboliche, ma effettive e ci dicono the le espressioni (lm, pq) sono i minori
di secondo ordine di un determinants simmetrico, the ha gli elementi (lp) .

Posto

bi,p =Va (lp)

	

(7)
si ha dalle (6)

n}1

	

dotb1p= t(-1)t-s et
d t

d p

dalla quale si trae

d bip _ d blm _ n

	

-i ty" u) d2 t d2-u _ dot d2u
dm

	

dp -~rItu(-1)tet
idldp drdm dldmndrdp~~

	

(9)

Indicando con s, t, u, u, . . . w una permutazione qualunque degli indici
1, 2, . . . ,z+1, abbiamo it sistema di equazioni

(, )dt
~,. et drr

= (--1)t+u-l eu

•

	

(r, u) d u
r et drr = et

;r• (ret d
v =0

1

	

t dr

•

	

(r, u) d w
~+ et -=O,rr

Annali di Matematica, tomo XII .

) - (lq)(

d(n+)
do

20

(6)

(1)

(8)
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(r, u)
it quale risoluto rispetto alle et dh

(r, u)

	

(r, t)

	

(r, u)
e. e t

	

V-f-l e,,,. e, --1- e t e,, .

Queste, sebbene ottenute supponendo s differente da t ed u, valgono, come e
facile verificare, per s qualunque e per mezzo loro alla equazione (9) pub darsi
la forma

d INp

	

dbim

	

(r, u)

	

(r, t)

es ~ d n~ - dp _ vrtu (- 1)t- ' et e s - (- 1)u-i eu es

dlt dtu _ d1 t dttt
dtdp drdm dldm drdp~

e per le (8) l' altra

(dbl

	

dbim,

	

(r,t~

	

dtt

	

(ht

	

dEt

	

dtti

	

' = Irt es

	

p

	

Yes (dnt

	

dp )

	

bipct r dnt -bi'y`drd +brp dld~la -brm dldp

Moltiplicando poi questa per es , sommando rispetto ad s e tenendo conto delle
(1) e (4), the nel nostro caso prendono la forma

d t

	

(r, t)
Ik ark ,7. _ Is es es ,
1

nonehe delle (4) del § 2, si ottiene

` d bZ

	

dLtm

	

r m

	

r
aj ?r- d 1 =I~sars blp~ s - bZm( .S +((

	

p )

	

L

E in queste sostituendo per le bl, i loro valori dati dalle (7) e notando the
per le (11) del § 2 e

da

	

rnt
= 2 ~rs ars

	

!
din

	

i

	

$ i
posto

(l, mp)=
d (1p) - dlpt)

+ ~rsers ~(rm)[ lsJ-(rp)~lm (12)

vi ottengono in fine le
(limp)=0.

Supponiamo ora the le espressioni (lm, pq) siano i minori di 2° ordine di un
determinante simmetrico di ordine n di guisa the le equazioni (I) siano effet-
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tive e the gli elementi di questo determinante soddisfacciano alle equazioni (II) .
Risolviamo le n equazioni, the si ottengono dalle (4) del § 2, facendovi h = 1,

2
r = i, s = g, rispetto a tutte le derivate seconde contenutevi, eccettuata la

d i d9
Otterremo cost le

(128

	

(k s)

	

gi

	

(l t

	

(12J

e ` didg
- 1
1

	

7ce` I l dk didg}'

in cui s deve essere differente da t . Moltiplicando per e t e sommando rispetto
a t da 1 ad n + 1 con esclusione di s si trova

2	
d2S

	

n

	

(k,s) g?

	

(k, s) dt d2 t
(a- es)

didg = ~k ~t et et [ Ic, - 'Itk et et
d k d i d f

e per le (10), (6), la seconda delle (1Obis) a la (6) del § 2, posto

z t = (-1 )t-' e`
Va

didtg =r'rsCrs
[~sz .l r +(gi)zt .

	

( 14)

Da queste si ha

(lit

	

n,

	

gi

	

d2t

	

d

	

gi dt

	

dzt

	

-
((ii)

(lidgdh -~rsCrs[s 1 drdh+Zrsdh f
Crs [s,~ dr + (gi) dh +zt (lh

e poiche dalle (14) combinate colle (11) del § 2 e colle
n

	

d arq - n,

	

d cpq
~q

	

Ca q
d h

	

- 4g arq (l h '

	

(15)

the sono elementari, si traggono le

drdh

	

1p, a,.1
ddh

	

-'~'rgCpq [ r
(d17 +(rh)zt

	

(16)

dopo poche e facili riduzioni

dgdidh-,I'pgCpgf h[q)-"~rsCrslgr11 1a dp --(92) d
dzt
h

zt d h~ + rs Crs (r h)
I'
g Z~

(13)



156

Sottraendo p
nendo mento ale (4) del § 1, alle (6) del § 2 ed alle (12) e (II) di questo

Se, come supporremo, 1
nel § 2, n6 gli elementi, nb i minori
essere tutti nulli e le precedenti equation
rificate senza the A abbia

Ricci: Principf di una teoria

a questa quella, the se ne ottiene scambiando i con h e po-

ordine del determinante A possono
on possono quindi essere tutte ve-

d zt

	

nd +

	

(q -d
h) dt = 0

	

(h==1, 2, . . .p
Posto

A= ± (11)(22) . . . (nn)

	

(18)

ed indicato con [rs] it complemento algebrico di (rs) in A si ha dalla (17)

Ih [r h] ~-O' +A1,c,, dp" = 0.

	

(19)
dh

Se supponiamo dapprima
A == 0 1

queste prendono la forma
n

	

do
(Z) =

I
h [r Th ° 0 ,

	

n)

delle quali n-I soltanto sono indipendenti . Da esse si ha
n

	

drsk]-	[rk]ido
B IS(z)l - S IB(Z)l= YhI, {[r h]	a

d 76

	

[sh]d7), dk

Ora 6
d [s Q :==

	

&A

	

d(tu)
d h

	

d(slc)d(tu) dh

dove (sk) deve essere considerate distinto da (k s) e la sommatoria estesa a
tutti i valori di t ed u da 1 fino ad n, eccettuati rispettivamente s e k, e
We (II) avendosi

C7 (t u)
==

	

Y.Ow

	

thld
-0I)+,, cVkVU)IW

- (v h)
[
t
w

u

]d A

	

du

	

I

(7)



e tenendo conto anche della (a')

2:h [r h]
d [s Ic]

_ Btu

	

d2 A

	

{

n
Yh [r h] d

(t h) + wwww (v u) Sh
[r h] (t la] .1

	

dh

	

1 d(sk)d(tu) 1

	

du

	

i

	

w

E poichb per la (a) si ha anche

ed e
0 per h differente da u e k

E

~t d (s k) d (t u)
(tit) _ [s k] per h - u

-[su] per h=k

Jh [r h]
dd

h	 ] _ ~h [s h]
d~7 C] - [s k] 2h d

d h
	 -

Itwh Ctw [r h]
20 ]

n
- Stwh Csw [r h] [t k] 1 w ]

dalla quale e dalla (y) si deduce the it sistema di equazioni (() b completo .
Esso ammette dunque un integrale z e poiche se ne trae

(ih)=Mi do v

essendo Mi un fattore indeterminato, e da questa e dalle (i)

(lm ) pq)=0

e quindi (§ 1) the la forma ? b di classe o, concludiamo che, se questa b di

Belle forme diferenziali quadraliche.
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d (17.
h]	

)

	

Sh(t
h) d [r h]

J1h[r
du
--

	

du
n

prima classe, it determinante i non pub mai annullarsi .
Sia ora

si ponga

A>0 2 (20)

e si trarr t dalle (19)

crh=[0] ~ (21)

dt

	

n

	

dot,= - 1rhargerh (22)a9

	

dh
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Da questa si ha

d 2 G _

didg -

per mezzo delta quale e delta (19) dalla (14) si passa ally
n

	

cl 2 Zt

	

n (r 2

	

d C`rh d or.1h, agr C rh
d h d

i + 1hr j rh [ g 1

	

~
+ agr	

d i d h + (gi) zt = 0

•

	

da questa moltiplicata per cgs `e sommata rispetto all'indice g e poi per (sk)
•

	

sommata rispetto all' indice s

d2 zt
	 - I'S

	

d ( S k) -
G~pq (p k) Cpq

~s

t

l 9t'
- Zt ~rs Crs (i ?") (k s) .

	

(24)
didi; - 1 Crs

	

cli

	

1

	

L J~

Applichiamo per la integrazione di questo sistema di equ etodo in-
dicato nella 'mia Nota gia citata, mentre dalla via, the terremo per tale ap-
plicazione, risultera di per se the it sistema stesso e completo. C16, per quanto
e stato dimostrato in quella Nota, equivale ad essere jacobiano ii sistema di
•

	

equazioni lineari omogenee con 2n+1 variabili indipendenti

cif

	

n

	

d f

	

df O

	

(0)
dxk +

IjAikd-+pk az = '
dove e

Aik = V's C rs
d d lC) - L1pq(p k) Cpq l q, pr - z Jrs c, (i r) (k s) .

	

(25)

Trasformiamo it sistema stesso ponendo in luogo delle variabili p le i legate
ad esse dalle relazioni

R i c c i : Principi di una teoria

1~

d s"t

	

dagr dzt

	

d c'rh d zt

g'.Crh didh +Crh clt clIh +agr di alh '

	

(23)

1

ni
;p.= q( ) hi •
1

(26)

Indicando per un memento con

	

derivata di f rapporto ad xk presa
dopo la sostituzione si trova

df

d xh

	

1

	

k

df n , df
.-_

dpi

	

i

	

d u

(27)



e da questa e dalle (25) e (II)

,rs (rC

	

ors

[q1]

	

-I A d~)a

	

q) dxk

	

I' ~q d~ ,

	

s ors k r
s

Per queste e per le (26)

	

e

	

o

ak + SBskd~s + Y.(ku)~,-dz =0,

essendo
u lc

B,

	

~ z (k r) + I

	

r ~u

	

(28)

E facile vedere the it sistema di equazioni (a,) ammette per integrale it
primo membro della equazione

n
Irs ars t'r qs =

Sost

	

dolo come va

	

indipendente a z e ponendolo poi eguale all' unn
it sistema (a,) prende Ia forma

n

K(f) =dkk + Y, BshdS 0 ,

dove le Bsk sono date dalle (28),

	

z deve inte e
dato dalla (29) .

Dalla (s) si ha

dalle foeme differenziali quadratiche .
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. K(f)1 ° K#H(f) _ s(Cs,hk -' Cs,kh) 1

essendo
l Bsk

	

,

	

d BA
Cs,hk= ~Xh + r r d~2

n e dalle (28

CS'
hl,

	

n
r cst

	

d (]c t}

	

n

	

v) Ik w~^ z ~ .- d h + 410 c
v

, (

	

ti

n

conto della (29)

t (k t
ct Cst

r

	

) d

(29)

(F)



160

	

Ricci : Principi di una teoria

e poiche per la (11) del § 2 e

se si pen mente alle (5) del § 2 ed alle (12) di questo si trova

It

	

nn
Cs,hh -- Cs,hh= -zcgt (t, h1C)+' ~ scs UI

	

)

E poiche supponiamo soddisfatte le equazioni (I) e (II), da questa si deduce
the it sistema di equazioni (e) a jacobiano. Esso ammette quindi n integrali,
the eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie, ci daranno le 4i espresso per
queste costanti e per le x. La (29) ci dara z per le stesse quantith, e le ph
date dalle (26), come e del recto facile it verificare, le derivate di z. Sostituendo

questi valori delle ph alle
dht

nei secondi membri delle (22), questi divengono

le derivate di una stessa funzione y, per la quale si ha quindi
d y

	

n

	

n

d xg =
- jhrs arg C ' .,h (s h) ~s =- ~r % 4Jr,

e di cui a facile riconoscere the soddisfa alle equazioni (14), in cui sia posto
zt = z, cost the avendosi anche dalla (30)

n
ars d = - ~s

si ha

dx4dxg=-Ir/
r2Jc~r-'-(9'2) z .

	

(32)

Prendiamo anche qui a considerare la forma

=

	

rs1 ars-±y
dy
-/dxr dxs ,

per la quale manterremo le stesse notazioni the per la p, aggiunti degli apici .
Avremo costl

y dy

	

d
U Ts = ars

	

dxs

	

a =

(30)



e dalle (29), (30) e (31) avendosi

delle forme differenziali quadratiche .

rrs firs d xx dx =~rs ars =1- zQ

a = az2,

	

a rs = a (ers
z2
+

rs ' _ rs _ (7y (72y
[i] - 1i] dxi dxrdxs

Cnl = dtri_ d2 y	d2 y
dq

	

dq

	

dx„idxgdxidxp

	

dxidxpdx q

e, facendo use delle (29), (31) e (32),

q

	

( q)
a, I r a rs

[ l qJr =1r
Cr, [l]+

	

rz ~s

d2!7

1 n

	

l q' m~ '

	

l q	 d2y	d2y
a, Irs a rs r

	

s _ ,~rs ors r ]
[n1]

s

	

d xm d xp d xi d xq + ( l q) (m p) .

Per mezzo poi di questa, delle (34) e delle (5) del § 2 si trova

(lm, pq)'=(lm, pq)+(lq)(mp)-(lp)(mq)
e per le (1)

(

	

pq)'=0.

Da queste pel teorema del § 2 si deduce the la forma p e di classe o e quindi
la forma ? e di 1a classe . Possiamo dunque concludere

Le condizioni (I) e (II) sono necessarie e sufflcienti perche una forma p, the
non a di classe o, sia di prima classe.

Ed anche
Per ogni forma di la classe it determinante simmetrico, che ha gli elementi

(1p) defniti dalle equazioni (I) e difJerente da o .

Poiche (§ 2) it numero delle espressioni (lm, pq) indipendenti fra di loro

?22 (12 1) e quello Belle (1p) e
n (n2 1)

-
n {n2 	

g

	

(35)

sarh it numero delle condizioni (I) .
Annali di Matematica, tomo XII.
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Dalle (12) si deduce facilmente

(1, mm)=0

	

(1, mp)+(l, pm)=0

(1 , mp) + (m ) p l) + (p, l m) = 0,

e si vede the le espressioni (l, mp) si possono distinguere in due categorie
secondo the esse contengono o no due indici eguali . Quelle della prima cate-
goria sono evidentemente in numero di n (n -1) e quelle della seconda in nu-

mero di n (aa - 12 (n -- 2 ) ) di cui pera n (n

	

3
(n- 2) soltanto indipendenti fra

lore. Per conseguenza it numero Belle condizioni (II) distinte fra loro e

N,== (n-1) n (n+1)

	

(36)
3

Nel caso di n = 2 e N, = - 2, N2= 2 cioe non esistono condizioni (I) ed
anzi due delle quantita (lp) sono indeterminate e soltanto debbono soddisfare
a due equazioni simulfanee a derivate parziali di 1 ° ordine, cioe alle (II), Belle
quali, ad una di quelle quantita, sia sostituita la sua espressione in funzione
delle altre due tratta dalla equazione (I) .

Nel caso di n = 3 e N, = 0, N2 = 8, cioe le quantita (lp) sono completa-
mente determinate dalle equazioni (I) e debbono soddisfare ad otto relazioni
differenziali di 1° ordine .

Per n > 3 e sempre N, > 0 .
Se, come si suole, si da ai risultati, the abbiamo ottenuti, una interpre-

tazione geometrica, essi appariscono di qualche importanza nella Teoria ge-
nerate degli spazi . Se infatti conveniamo di chiamare superficie gli spazi ad
n dimensioni, the senza alterazione del loro elemento lineare possono essere
riportati in uno spazio piano ad n4-1 dimensioni, it metodo da not seguito
per dimostrare it teorema di questo paragrafo ci conduce alla effettiva deter-
minazione della equazione della superficie in coordinate cartesiane ortogonali,
datone 1' elemento lineare T . Una tale equazione contiene, come e facile vedere,
(n -}- 2) (n + 1) costanti arbitrarie, di cui n + 1 additive alle coordinate y,,

2

Y2)--- y,,+,, costanti, the sono necessarie e sufficienti a fissare la posizione della
superficie nello spazio, e soltanto nel caso di n=2 la equazione stessa contiene
di piu tutta la arbitrarieta, the proviene dalla integrazione del sistema di due
equazioni a derivate parziali di 2° ordine con due funzioni incognito, di cui
abbiamo parlato . Di qui si conclude che, la propriety delle superficie ordinarie
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a due dimensioni di potere essere deformate, senza alterazione del loco ele-
mento lineare, non si estende alle superficie con un numero maggiore di dimen-
sioni, le quasi possono soltanto mediante traslazioni e rotazioni, quasi fossero
rigide, mutar posto nello spazio . A questa stessa conclusione e gih pervenuto
it sig . BEEz (*) fondandosi su considerazioni puramente geometriche, le quasi
pero mi sembrano non avere la stessa forza di dimostrazione di quelle, su cui
ci siamo qui fondati .

Si abbia ora una forma di prima classe
n

T = jrsarsdxrdxs
1

e alle variabili x,, X2, . . . x,, se no sostituiscano delle nuove u,, U2)--- u,z . Essa
allora si trasformera nella

n
`P1= 2;pq bpq dup duq

1

e, se si indica con Ux it determinante funzionale delle u rispetto alle x, con
b it discriminante di ?, si ha

n

	

dup d uq

	

a = U2ars = pq bpq

	

,xb.
1

	

d x, d x,

Dalle (6) si deduce poi facilmente che, indicando con (pq)' la espressione ana-
loga alla (p q), introdotte le nuove variabili, si ha

n

	

dup duq
(rs)= pq(pq) axr dxs .

Se quindi insieme alla `p si considera la forma

s}

questa e covariante di T e costruendo it sistema di n invarianti algebrici asso-
luti delle due forme p e p si avranno per n>2 altrettante espressioni dipen-
denti dai coefficienti di ~p e dalle lore derivate prime e seconde dotate della
proprieth di assoluta invarianza .

(') Zur Theorie des Krummwngsmasses von Mannigfaltigheiten hoherer Ordnung
Zeitschrift fur Mathematik and Physik . Jahrgang 21, pag. 374 e seguenti .
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Per riconoscere it significato geometrico di questi invarianti assoluti proce-
diamo col metodo tenuto dal sig . BEEZ nella Memoria citata (*) . Indicando
con a la superficie, the ha per elemento lineare p, ed i cui punti sono deter-
minati dalle variabili x,, x 2 , . . . xn , con y, y2 , . . . yn+ , le coordinate cartesiane
ortogonali di un suo punto P, con y',, y'2 , . . . y'n+, queue di un punto P' della
normale a a in P, con p la distanza PP', si ha

(- 1)tet
y t-yt= vu P,

	

(t=1, 2,. . .

	

(37)

poiche le quantita ~_ rappresentano i coseni di direzione di quella normale.
a

Se dal punto P lungo una linea di curvatura di a passiamo ad un punto
vicinissimo Q e prendiamo per P' it punto d' incontro Belle due normali a a in
P e Q not dobbiamo differenziare le (37) considerandovi le y t come funzioni
delle xr e queste di una sola variabile indipendente e le y't e p come costanti .
Noi abbiamo cosi

n
'Y'

~

	

Cl etit
(- -i (

	

)t ,1 a --
)dxO

r=1
d xr

	

d xr va

e moltiplicando per dxs , sommando rispetto a t, tenendo conto delle (3) del

§ 2 e della
n4 l

	

d yt
It(-- Pet d = 0,

xr

the 6 evidente, e da cui si ha per le (7) ed (8)

"'~(-1)t Bet dyt ~t(-1)t-l et
d2,t =va(rs)

d xs d xr

	

1

	

dxrdxs

n ars
~r ~

P
+ (r s) d xr= 0.

	

(s =1, 2, . . . n) .
i

Queste equazioni sono queue delle linee di curvatura di a e ci dicono the i
valori reciproci dei raggi di curvatura principali di a (ehe sono in numero di
n e a cui corrispondono altrettante linee di curvatura) sono le radici della

(') Zeitschrift fur Mathematik and Physik. Jahrgang 20, Suite 427.



1

P

au -f-(11),

an
+(21) 7

P
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

%--+(n1),
i

	

aP2Y

+(n2), . . . !nn
+(nn)
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a~2
-} (12}, . . .

aP,Z +(1n)

a22
P

+(22), . . .

	

P

cr2n +
(2n)

0.

Posta questa sotto la forma

(+a1(i+a2(2+ .
P!nPJn-

	

P 1YE-
. . +an-i P +an=0,

i suoi coefficienti a,, a 2j . . . On, come Si sa dalla Teoria delle forme, costitui-
scono un sistema di n invarianti assoluti indipendenti delle due forme p e ~
e (-1)ra,, rappresenta la somma dei prodotti r ad r dei valori reciproci dei
raggi di curvatura principali di 6 . In particolare 1' invariante assoluto

k=(-1)nan=(-1)nA

rappresenta it prodotto di tutti i valori reciproci dei raggi di curvatura prin-
cipali di a e si riguarda quindi a ragione come la espressione generalizzata
della curvatura di GAUSS per le superficie di quante si vogliano dimensioni . In
un altro suo lavoro (*) it sig . BEEz ha dimostrato the anche nel caso di n>2,
facendo di a la rappresentazione di GAUSS sopra una sfera ad n dimensioni di
raggio eguale all' unit, k rappresenta it rapporto dell' elemento della sfera di
raggio 1 a quello corrispondente di a. Infine si e qui dimostrato the analoga-
mente a quanto si sapeva pel caso di n=2, l' annullarsi di k equivale ad es-
sere la superficie a piana .
Per n>2 le equazioni (I) ci danno tutti gli elementi di A espressi per i

coefficienti di T e per le loro derivate prime e seconde. Se si nota di piu the
secondo le (I) i minori di 2° ordine di A sono funzioni razionali di queste quan-

(') Ueber das Krummungsmass von Mannigfaltigheiten hiherer Ordnung . Mathema-
tische Annalen, 7" Band, Seite 387 .
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tity, si riconosce subito che a t , a2, . . . a, sono alternativamente funzioni irra-
zionali e razionali delle quantity stesse .

Noi chiameremo la forma ci, che ha per coefficienti le quantity (r s), forma
derivata di cp, ed invarianti differenziali di ordine m della forma T tutte le
espressioni, che dipendendo soltanto dai coefficienti di p e dalle loro derivate
fino a queue di ordine msim° godono della propriety di assoluta invarianza per
ogni trasformazione di p, e possiamo concludere che :

Ogni forma diferenziale quadra tiea p di la classe ad n variabili, per n > 2,
ammette n invarianti differenziali di 2° ordine, i qua ti si ottengono costruendo
coi metodi noti it sistema di invarianti algebrici assoluti comuni a p ed alla
sua forma derivata . Essi presi con segno conveniente rappresentano le somme
dei prodotti r ad r (r =1, 2, . . . n) dei valori reciproci dei raggi di curvatura
principali della superficie, che ha p per elemento lineare, e sono alternativa-
mente irrazionali e razionali .

Siccome nel caso di n dispari gli elem nti reciproci di A sono esprimibili
pei minori di 2° ordine dello stesso A, se invece ehe alle forme `p e . si ha
ricorso alle loro controvarianti

n

~~ =I's arsXrXs
1

n
'Y = Yrs [r s] XrX.,

si ottengono n invarianti differenziali di 2° ordine

	

azionali e indi-
pendenti fra loro. Noi possiamo dunque dire che :

Ogni forma differenziale quadratica p di la classe con un numero n dispari
di variabili indipendenti ammette n invarianti differenziali di 2° ordine tutti
razionali, i quali si ottengono costruendo it sistema di invarianti algebrici as-
soluti indipendenti eomuni alle forme controvarianti di p e della sua derivata .
E questo it metodo tenuto dal CHIUSTOFFEL (*) nel caso di n = 3, mentre

nello stesso easo it SOUVOROF (**) giunse agli stessi risultati con un metodo
diretto di eliminazione .

Nel caso di n dispari la espressione della curvatura di GAUSS 6 irrazionale,

(`) Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriccke zweiten Grades,
12. (BORCHARDT'S Journal, 70er Band, Seite 65 .)
(") Sur les caractdristiques des systemes de trois dimensions . (Bulletin des Sciences

Mathematiques et Astronomiques, vol . 4, pag. 180 .)



ma a razionale la sua potenza (n-1)sima, poiche si ha

en-i

	

e,
an--

	

an-

con A, indicando it determinante reciproco di A .
Il caso di n=2 e un caso di eccezione pei teoremi sopra dimostrati, perche

in esso le equazioni (I) non bastano a determinare le quantity (1p) per le
(lm, pq) . In questo caso si ha un solo invariante differenziale di 2 ° ordine,
ch e e

k=e _ ( 12, 12)
a

	

a

e di cui sarebbe facile verificare the coincide colla nota espressione della cur-
vatura di GAuss .

Padova, febbraio 1884 .

delle forme diferenziali quadratiche .
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