Prinecipii di una teoria
delle forme differenziali quadratiche.

(Memoria del prof. G. Riccr, a Padova.)

Molti lavori sono stati pubblicati sulle forme differenziali quadratiche dopo
che le ricerche moderne sulla natura dello spazio hanno richiamata su di esse
la attenzione dei Geometri. Cosi oltre alla memorabile Tesi di abilitazione di
Riemanx ed alla Commentatio Mathematica, in cui viene trattato in ispecial modo
il problema di riconoscere quando una data forma sia trasformabile in altra
a coefficienti costanti e che, sebbene presentata alla Accademia delle Scienze
di Parigi nel 1865, fu pubblicata soltanto nel 1876, apparvero contemporanea-
mente nel volume 70 del Giornale di Borcmarpr del 1868 una Memoria di
Curistorrer sul problema generale della trasformabilitd I’ una nell’altra di due
date forme con egual numero di variabili, ed una di Lipscrirz, in cui viene
risoluto completamente quello speciale gid considerato da Rimmanw.

In altri lavori pubblicati nei volumi 71 ed 81 del Giorpale di Borcmarpr
il Lipscmirz si propone di determinare degli invarianti delle forme differenziali
quadratiche e vi giunge prendendo a guida i risultati gid noti per I’elemento
lineare di una superficie, ciod nel caso di due sole variabili indipendenti. Si
sa infatti che, se un punto materiale non soggetto alla azione di alcuna forza
& costretto a muoversi sopra una superficie, la pressione da esso esercitata
sopra questa in ciascun punto & inversamente proporzionale al raggio di cur-
vatura della sezione piana normale alla superficie e tangente alla traiettoria
in quel punto. Se quindi ci si propone di determinare le pressioni massima e
minima tra quelle corrispondenti alle diverse traiettorie si arriva ad una equa-
zione di secondo grado, che ha per radici i valori reciproci dei raggi di cur-
vatura principali della superficie, e il cui termine noto & la curvatura di Gauss,
che si sa essere appunto un invariante differenziale dell’elemento lineare della
superficie. Il problema analogo pii generale di Calcolo delle variazioni, in cui
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ci si propone la determinazione delle pressioni massime e minime nel caso che
il moto di un punto materiale non soggetto alla azione di alcuna forza in uno
spazio ad n dimensioni debba soddisfare ad m condizioni, conduce ad una
equazione di grado »—m, coi coefficienti della quale si costruiscono gli inva-
rianti cercati. Cosi, se & m =1, come appunto nel caso del moto di un punto
materiale del nostro spazio sopra una superficie, e quindi la equazione accen-
nata & della forma

-t +D‘w%*2+ - +Dn_2m +-Dn—1 = 0,

i coefficienti D,, D,, Ds,... sono invarianti della forma differenziale quadratica,
che rappresenta I’elemento lineare della superficie ad n—1 dimensioni, su cui
il punto materiale dello spazio ad n & costretto a muoversi, e lo sono pure i
prodotti Dyery Dysra, le quante volte sia 2(r+s+1)=n-+1. I coefficiente
D,_, & riguardato naturalmente come la generalizzazione della curvatura di
Gavss.

Il sig. Voss in una Memoria pubblicata a pag. 129 e seguenti del vol. 16

m
dei Mothematische Annalen, prese a considerare due forme Mpspsdtirdus,
1

.n‘ . . . .
Yacindridzy, dove & m<<n, e di cui Ja prima si pud dedurre dalla seconda
1

stabilendo tra le # n — m relazioni, che sono identicamente soddisfatte dalle loro
espressioni per le w, generalizza per questo caso i concetti delle curvature di
Moxae e di Gauss e guidato da analogie puramente geometriche giunge ai ri-
sultati, cui era pervenuto il Lipscrmirz seguendo delle analogie tolte alla Mec-
canica razionale. B ad analogie geometriche sono pure inspirate molte indagini
sulla curvatura degli spazt pubblicate nell’ultimo decennmio, come quelle del
sig. Beez contenute nel vol. 7 dei Mathematische Annalen e nelle Annate 1875,
76 e 79 della Zeitschrift fiir Mathematik und Physik diretta da Scanomicn.

Cosl quasi tutti i Geometri, che si sono fino ad ora occupati di questo argo-
mento seguendo il corso delle idee, quale si & infatti sviluppato e che ha
introdotto nel campo della Analisi le forme differenziali quadratiche come rap-
presentanti gli elementi lineari di spazi ad # dimensioni chiesero alle teorie,
che valgono pel nostro spazio e per le superficie ordinarie a due dimensioni,
norma alle loro ricerche. E se i risultati, a cui giunsero, furono notevoli, i
metodi non appaiono sempre chiari e non rendono dei risultati stessi sufficiente
ragione come quelli, che muovono da vedute e considerazioni, che non hanno
colle questioni da risolvere una connessione necessaria. E ¢id tanto pilt che,
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come vedremo, il caso di due sole variabili indipendenti rappresenta sotto molti
aspetti nella Teoria, che ci occupa, un caso di eccezione.

Oggetto di questo scritto & di iniziare sulle forme differenziali quadratiche
una serie di riecerche le quali condotte su concetti puramente analitici meglio
ci addentrino nella conoscenza della loro natura, e sfuggano anche cosi alle
discussioni, a dir vero, alquanto oziose sulla esistenza e sulla natura degli spazi
a pitt di tre dimensioni. Le interpretazioni dettate da analogie geometriche o
meceaniche, che a quei risultati si potranno dare, non saranno che illustrazioni
di una tale Teoria.

Una osservazione fatta dallo Scar.zrur (*), secondo cui una forma differenziale

quadratica positiva ad » variabili deve sempre potersi dedurre dalla ni’:dy,% )
3
dove & 0=f=20021), prendendo per y e delle funzioni oppor-
=h=—7 1y Yzyeer Ynth unzioni oppor
tune di »# variabili indipendenti, & il punto di partenza di queste ricerche. Se
infatti, preso per % il minore tra i numeri intieri positivi, per cai cid & pos-
sibile per una data forma, questa si dice di classe h, & evidente che per le
questioni pili importanti, che si possono proporre nello studio di una forma
differenziale quadratica, sard essenziale il conoscere a quale classe essa appar-
tenga. Cosl, per esempio, perch® due forme collo stesso numero di variabili
indipendenti si possano trasformare I'una mell’altra, sarh necessario anzi tutto
che esse siano della medesima classe: e gid i risultati, che si conoscono in
questa Teoria, si appalesano essenzialmente dipendenti dalla indicata classifi-
cazione delle forme.

A me pare che si avrebbe una teoria completa e razionale delle forme dif-
ferenziali quadratiche, le quante volte si possedessero i criteri per rieonoscere
a quale classe una data forma appartiene e, partendo da questi, si facesse
uno studio speciale delle forme stesse classe per classe.

Qui, chiamate riducibili le forme ad # variabili, che si possono dedurre da
una forma ad n—1 ponendo le variabili di questa eguali ad alirettante fun-
zioni delle variabili di quella, daremo nel § 1 il modo di riconoscere quando
una forma & riducibile e, se lo @, di effettuare la riduzione.

Ristrette poi le nostre considerazioni alle forme non riducibili, daremo nel
§ 2 una nuova dimostrazione del feorema gid dimostrato da Liescmirz e in
parte anche da Crrstorrsr e Rimuasx sulle condizioni necessarie e sufficienti

{*) Vedasi It Volume 5 della Serie II di questi Annali a pag. 178.
Annali di Matematica, tomo XIL 18
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perche una tale forma sia di classe 0. E reputo opportuno il dare una tale
dimostrazione, sia perch® essa mi appare chiara e naturale, sia perche & basata
sul teorema del § 1, come quella del paragrafo successivo sul teorema del
§ 2, e rende cosi tutto lo studio pilt completo e le sue parti meglio coordinate
fra di loro.

Nel § 3 in fine, date alcune formule, che valgono per delle forme di classe
qualunque, daremo i criterf per riconoscere se una forma data sia di 1* classe.
A questo c¢i condurrd la ricerca della forma speciale, che prendono in questo
nt(n?—1)

12
data e dalle loro derivate prime e seconde, le quali si annullano tutte, quando
la forma & di classe 0. Si trova che nel caso di una forma di 1" classe esse
gono invece i minori di 2° ordine di un determinante simmetrico di ordine n.
n{n-1)

2
solo di essi & determinato in funzione della unica espressione (12, 12) e degli
altri due; se & n==3, lo sono tutti; e per n>>3 la loro eliminazione conduce

wnt—1)y nlr+1
ad —— -
differenziali di 2° ordine, a cui debbono soddisfare i coefficienti della forma
data perchd questa sia di 1" classe. Si trova di piu che le quantith (Ip) deb-
d {(n—Dnn-+1)

3

nel caso di #>>2 corrispondono ad altrettante relazioni differenziali di 3° or-
dine tra i coefficienti della forma data.

Se si considera poi la forma ¢ di coeflicienti (Ip) si trova che essa & cova-
riante alla data ¢, cosl che, se si indicano rispettivamente con A ed @ i loro

caso le espressioni (Im, pq) dipendenti dai coefficienti della forma

Indicati con (Ip) gli elementi di questo determinante, se & n==2, uno

relazioni tra le (Im, pq), ciod ad altrettante relazioni

bono soddisfare a relazioni differenziali di 1° ordine, le quali

discriminanti, per n=2, =~ & un snvariante differenziale di 2° ordine di ¢, che

si trova ceincidere colla curvatura di Gauvss della superficie, di cui ¢ rappresenta
Ielemento lineare: e per n>>2 sono invarianti differenziali di 2° ordine di ¢
tutli gli » invarianti algebrici assoluti del sistema di forme ¢ e . Si determina
poi facilmente il significato geometrico di tali invarianti, poiche, se si estende il
nome di superficie a tutti gli spazi, il cui elemento lineare ¢ & una forma diffe-
renziale di 1" classe, e corrispondentemente si estende la definizione delle linee
di curvatura e dei raggi di curvatura principali, si trova che per ogni punto
di una superficie ad » dimensioni passano » linee di curvatura, a eui corri-
spondono altrettanti raggi di curvatura prineipali, e quegli invarianti rappre-
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sentano le somme dei prodotti » ad » dei valori reciproci di questi raggi, es-
© T s A
sendo #=1, 2,... n. Cost l'invariante (— 1)"; rappresenta anche nel caso

generale il prodotto di tutti quei valori reciproci e si riguarda quindi come
la espressione della curvatura di Gtauvss per le superficie di un numero qua-
lunque di dimensioni, tanto pili che anche per queste il suo annullarsi corri-
sponde all’essere la superficie piana.

Le formule generali contenute nel § 3 possono servire come punto di par-
tenza per lo studio delle forme di classe superiore alla prima; ma in questo
studio io non mi sono peranco addentrato.

§ 1.

Forme riducibili.

Diremo che una forma differenziale quadratica ad # variabili
¢ = Sriandz,dz, (1)
& riducibile, le quante volte sia identicamente
¢ =’2;m bim duy iy, (2)

Uy, Ugy.. Un-y essendo funzioni di 4, #,,... 2, e 1 coefficienti by di u,, u,,...
Un—y. Se cid &, posto

n-1 dui
Cr == 210
M ;3 im dzn

(r=1, 2,...n, m=1, 2,... n—1)
si ha

nel du
Yy 91
Qps == 2oy i ———
21‘ " das

ciod il discriminante o della forma ¢ & il prodotto delle due matrici

dus  dus detp—y ! ¢ ¢ . |
daxy dxy d t Lo hrot I

, daty dus fl’tln——x e e e %
g 22 dxs dxs s # Heee 5t iy
! X
: L T T T S T ST T T Y I T S S R T S §
l dur  dus dun— . ¢ , !
. o, s . '

! d.rn (.if.rre d Xn ; 2 nont ;
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che indicheremo eon U ed E e che hanno » linee orizzomtali ed » — 1 ver-
ticali. W dunque

a=20. )
Si ha di pit dalla (8)

dars _ "G dbym dun dut dum _l__"il (duz Aum , dum d2u )

do = A Gu dzi dae dan T AN\ G T T des daede
e posto

rs| _dais | dair  dars
2[ i ]" der ' dxs  dm )
e indicato con a«,s il complemento algebrico di «,s in @
rsl S [dbim |, dbin dbrm\dur dun dum dur d?um

= ¥ s

2[ ] ‘l‘lmh( dun ' dum  du )d:u dzr das +2Zl‘nblmdxi dxrdas Z 5

dug )
da”

n Um d I)l m d bin Abnm\ dun dum
o e —
2 zz“pz[ , ] Zlmjzblmd das | Eh( dun + At du )

| Sies

Ora dalla (8), fattovi s =1¢, moltiplicata per ap; e sommata rispetto ad ¢ tenendo
conto della (I), si ha

dayr dxs

n-1 n duz

Zl%l}n”md =0.

Se tutti i determinanti, che si traggono dalla matrice E sopprimendone una
linea orizzontale, non sono nulli, questo sistema di equazioni conduce alle

“ duz

Zz“pz =0
e quindi per le (5) alle

3 ap,-[”;] =0, (II)
mentre nel caso opposto si giunge a queste immediatamente osservando che,

se si indicano con U; ed E; i determinanti, che si traggono dalle matrici U
ed E trascurandone le orizzontali 7, si ha

aP5=Ep U;=0.
Supponiamo ora verificate le condizioni (I) e (II) e poniamo
Xp=2p(thsy Uszyoer Un—sy Tn) (r=1, 2,... n—1). (6)

(5)
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La ¢ prende mediante questa posizione la forma

n—1 n—1 n
o= Sunbin dtuditn +2 j_g,hi”ftdu.h S a,0d s
1

d 2

—!—d.’rn(_‘sansdws"!"v Esd,sdfb’s),

essendosi posto

nol dor dx
blm—"},ps rsd rdu;

(7

La precedente espressione di ¢ si riduce alla (2) le quante volte z,, 2;,... Ty
si determinino in funzione di w, per guisa da soddisfare al sistema di equa-
zioni simultanee

Sotedas=0  (r=1, 2,.. m) @®)
1
che sono compatibili fra di loro, quando la condizione (I) & soddisfatta.

Dalle (7), in cui per @, #s,... Z,—, si intendano posti i valori dati dalle (6),
si trae

dbl,m, n—1 dars d.’l’r dxs +n'$‘1 a (dxr dzxs dxr dzxs )
dzn A% dut dum T 2\ dul dandvum L Gt Adtn dul)

OVYero osservando che &

dars__aa'rs E ! dars dxp
dun a-Tn P dxp dxn
e per le (8)
n—1 d*xs =1 darn dxp n—1 dars dxp (sz
a
Es A Zn dum 21’ dzp dum % dzp dotm dan
dem___2"§1 dor dos 3 73] dp
d s, 44 ur At 4P dZn

Infine poiché le (8), tenuto conto della (I), ci dicono che le dw; sono propor-
zionali alle ap; e quindi le (II) conducono alle

< s
Bl Jie=o,

db . . . ..
da;m =0, ciod ci dice che i coefficienti by,
7

sono funzioni soltanto delle costanti u,, #,,... 4y, che vengono introdotte
dalla integrazione del sistema (8).

la precedente equazione ci da
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Si & dunque dimostrato che: Le condizioni (1) e (II) sono necessarie e suf-
ficienti perché la forma (1) sia riducibile. Per effettuare la riduzione conviene
integrare il sistema di equazioni simultanee (8); le costanti di integrazione
rappresentano le nuove variabild.

Si pud pure dedurre dalla dimostrazione data che, se & verificata soltanto
la condizione (I), la forma (1) si pud ridurre alla (2), ma i coefficienti di questa
dipenderanno oltre che dalle nuove anche da una delle antiche variabili.

§ 2.

Forme di classe 0.

Supponiamo ora che la forma
§= Sretreda, dz, (1)
1

non sia riducibile e, almeno quando la variabilita delle , sia convenientemente
limitata, sia positiva. In tal caso, come ha notato lo Scmrarra (¥), essa pud

dedursi dalla
nth

ds? = }é,dy?, (@)

essendo 0 =h = e le y, funzioni di z,, ,,... %,: 1l numero rappre-

n{n—1)
2
sentato da A dard la classe della forma .

Se indichiamo per brevita la Z;{‘ con g—ﬁ abbiamo I

ndh dt dt 3)

Upse= ¥y — — 3
’ 'y ds

rs
i

dalle quali si deducono per le quantita [ ] (§ 1, 4) le espressioni

rs] "Ik At det
m— —— ————— 4_
[i] o di drds )

() Si veda il volume 5 della Serie II di questi Annali a pag. 190.
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Posto poi

am, py == B (-2 @

Cps =" ©)

si ha dalle (4)

. (e et du)
(lm; pg) ‘f"t(dldp dmdg  dldg dmdp ;
'L‘nfhi . ﬁ@( 2t dw At d*u ) @
Cat st g gs\didgdmdp  dldp dmdgq

Supponendo dapprima A=0 e posto

dys dye dyn
B N el bt A
D -l dz d s dxn

. aD
N iy
YL
dr
dalle (3) si ha
a = _D'2 Cpg == ‘gg e/,-q esq . (8)
Avremo quindi
i dt 7, i3 dat
;rars (—é—; = %q €sq 2?',- €rq ;i—r == Dest
\ 9
& Al _pe, ae (D= Gau=p O
T dr ds ds T (0 (per u < 1)

Queste assieme alle (7) dicono che, quando la forma ¢ & di classe 0, i suoi
cocfficienti soddisfano alle equazioni

(tm, pg)=0. )

Per dimostrare il teorema inverso di questo risolviamo le equazioni (4) nel
caso di h=0 rispetto alle derivate seconde delle . Tenuto conto delle (6) e

(9) st ottiene cosi
qz¢ n igldt
de'dq‘:;ﬂcm[s]r?a:’ (10)

le quali derivate rispetto ad x; e sostituiti per le derivate seconde, che com-
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pariscono nei secondi membri, i valori dati dalle (10) stesse, si ha

d ( a drg} b )oz

%% ig ders g ALY t
didgd/z“zﬁ” [s] ah +C”§ dh +-“1’q Pq[ J[ H ar

B poicht dalle equazioni (4) del § 1, che definiscono il simbolo [ﬂ, s ha
43 hq hs de

%qcpq[ s ]z"‘ZqCpq[ g]“zqaqsﬁ

qucrscpq[ s ]:—qu%q%[ g ]“ o’

¢ quindi

la precedente si trasforma nella
a*?
dst —z g A\ e ks ;dt
didgdh rsles) =gy — «rufrg 10 dr

Se si pone ora mente alle (7), si vede che I’essere veriﬁcate le equazioni (1)
equivale all’essere il sistema (10) completo nel senso definito in una mia re-
cente Nota pubblicata in questi stessi Annalé (*). Come in essa dimostrai, il
sistema (10) si integra determinando gli » integrali comuni indipendenti del
sistema di equazioni

df+ugAig df =0 (=1, 2,... 1 (a)

dopo aver posto .
-Az'g == %:‘rs ['Lf] CrsPr; (12)

sistema, che & jacobiano. Indicando infatti quegli integrali con fi, f,... fa le
equazioni

fr=ctr (r=1,2,... n)
dove le ¢, sono costanti arbitrarie, danno per p,, p.,... p. le derivate rispetto

ad ,, #,,... 2, di una funzione y, la quale rappresenta I'integrale generale
del sistema (10).

(") Tomo 12, pag. 43.



delle forme differenziali quadratiche. 145

Prendiamo
f= é:‘w Crs Pr Ps
ed avremo
L=3."pp

if (13)
m =2 zlh ChgDh

e per questa e per le (12)
L ) ﬂ— n‘ n‘ n‘ ig
ggAzg dpg "—2211rscrs_pr%hph%gchg[s]
e siccome dalle (4) del § 1 si ha
o0& ig n dais den den
a%zg"hgr[ ] 29 G g +249( 97 — “sy’g@fg‘)

2o A % de
ggAiy dp Z"S d': DeDs-

Questa e la (13) ci dicono che f soddisfa alle equazioni (2) e prendendo eguale
ad 1 la costante arbitraria, a cui deve essere eguagliata secondo il metodo
esposto per integrare il sistema (10), avremo

zrs CrsPrPs = 1. (14)

Siano poi fiy feyers fa-u altri n—1 integrali indipendenti fra loro e da f del
gistema (a), si ponga

fr=e, (r=1, 2,... n—1) (14)

e si indichi con y I'integrale particolare del sistema (10), per cui & di:f" =Py,
r

Piy Pzy... Pn essendo date dalle equazioni (14) e (14), e che conterrd quindi
oltre alle costanti arbitrarie ¢,, ¢,... ¢u~, una costante additiva pure arbi-
traria c,.

Si consideri la forma

Sb=?—dy2=zn,sersd$,-d$s, (15)
1
dove sard

rs == lps == Py Ps. (1 5')
Annali di Matematica, tomo XII. 19
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Indicando con ¢ il suo discriminante si ha

e==a--§mamp,ps=a(1-—-ercmprps)
per la (6) e quindi per la (14)
e=0. (16)
Se poi con Ej st denota il complemento algebrico di ey in e, osservando che
7%
Yia:-E; non & che il determinante e, in cui invece di a;—pipr si & posto
1
iy, si dimostra facilmente la eguaglianza
giairEil=pr¥£dilpi (r, =1, 2,... n).
Da questa moltiplicata per a,. e sommata rispetto all’indice » si trae

n n
Eg= lzz'cizpizraqrpw
1
Siccome di pilt, posto

9 rs]'_derz desz__ d ers
1]~ dws ' dw  dal

rs] [rs dpr
=[7]-m 2

ricorrendo alla (14) e ricordando che & pl_—:% e che y soddisfa alle equa-

dalle (15") si ha

zioni (10) si trova
iZEqZ[TZSJ =O'

Per quanto si vide nel § 1 questa e la (16) ci permettono di concludere
che la forma ¢ & riducibile e la riduzione si fa integrando il sistema di equa-~

zioni simultanee gse,«sd:m:O ovvero per le (15%)
1
Ssamdxs=prdy.
1
Queste risolute rispetto alle dz; e posto

Ps = ;“o-crspr (17)
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si trasformano nelle

dws= Psdy. (18)

Se quindi si indicano com w,, #s,... tn—y #—1 integrali indipendenti della
equazione

‘?‘s Ps"i';s =0
abbiamo
n—l
k]/ = le blm dul dum, (15”)
1
posto
d Zr d Ts
Vin= 2‘”(““ PrP) T Tm (19)

In queste le derivate sono prese considerando i, #,,... Z»—, come funzioni di
Uyy Ugyeen Up—y © di 2,. Se invece z,, %,,... 2, si considerano come funzioni
di %, %sye.. 4oy € di y, le derivate delle z, rispetto ad y son date dalle (18)
e distinguendo quelle prese rispetto alle u; nella nuova ipotesi con delle pa-

rentesi si ha
ds; _ (der) _ Py (don
dur  \du Prn\dur

z dx dx
ek PV (o W LN i ¢
;” s g — 44 s (d u.z) Pn ( dul) ’ 20)

essendosi fatto uso della

e quindi

grarsP’*=}?s, (21)

che si deduce immediatamente dalle (17). Da questa combinata colla (14) si
trae pure

E.spsPs= 1 (22)
e siccome & anche
n dz, 2 dy (da, d_}
%"' r(daz) z dxr(duz) dui =0 @3)

dalle (20) si ha
z'rs 8 Ty
i

duzdum 1 irs s dur J\dum P2 duz) dum
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Si ha pure

du dui du
e per le (22) e (23)

n_Ql dxyr 71 dar 1 (dxn\"3!
l = T — N
2P g = P ( ) Pn( )“’p P

"5, dor 1 dxn)
arPro—=—5"|—]
T dur Py (duz
Per queste le (19) danno luogo alle
Bim = Siroys 00 920 (24)

a
: rs rsdul dum’
dove le derivate sono prese considerando #,, #,... ¥, come funzioni di u,,
Ugyees Up—y € di y.
Indicando con & il discriminante di ¢ ridotta alla forma (15"), con B, il
complemento algebrico di b,; in b e posto

rs dbzs dbw- dbrs
2 [ ]1 + dus  du;

) dur
gl trova
Brs 1 2 dur dus
b a ) anpqup dxq

rs] <& [lg]dm dag d xp dap d?ag
[i]f@lpq[ ]dur dus du; +2‘Mapqdui dur uds
e facendo uso della (11)
lp lg ik ig
d[m]i d[m]l n d[h] d[h dagdw; den dan
— =21ihkgi"_‘_———*§"”‘——“‘——

dug dg ak ddugdur dum dup
Sl F|( 4o don_dian _ dai dor dion
+E’hk dui dup dumdug dur dug dum dup (25)
+dxk dezi _dixn  dar dwi _d*an
dug Qtm durdtp  dup dum duldug

+z. " ’ dzz; d2zn d*x; aswn
dh R Tt dug duwrdup @ tm dup dus dug

8i ha pure facendo uso delle

n-1 dxh dur dy dm"’— d
d‘ur dxv
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e di alecune facili riduzioni

1 w=l 2 dus wk
), painnd
zf‘ﬁ'fs[ ]1 J?t dz; + vak m[ ]

171 1 n asx; dazzn ik
Z‘ ersBrs{ Q]i[mp]i Z ih Oih ‘+' Zzhk[ h ]

8 dumdup durdug

dxz

Az, dak i
dur dug

dur dug

dx; d_“f’i dtxn
duz duq dumdup

& igl[hk)dw: dzgdan dak ,
+Zghkwwcvw['v][ ]duz dug dum dup (26)

a2 wkYdz, dag
Zz(pz duzd; +Zk'vw i P z[ » ]—‘ ’—)

dul duq

Z e ifl dxj dap\ d= /
¥ — B Bk I Budiet
X‘“gj(a”du dup+;f[ngi¢mdup) dy

dawi der  d?an
Adum dup durdug

2 dy d .
e poiche dalla Zw 4 dx“; =0 si ha
n dzy dxw n "g‘l dy d*xw dur

2‘ dre dze dur 5" dx, durdur dak

2 d*y dwy, dag o adrwy
Mg don dul dug =P Guwdug

e sostituendo per = il valore dato dalle (10)

dty
d %o dar

d wkldz, dop a2 @i
%zk”wcmp’[ v ] dus dug — 2P ’duzdug

I'ultima sommatoria del secondo membro della (26) sparisce e da questa e
dalla (25), indicando con (Im, pg), la espressione, che si deduce dalla ¢ posta
sotto la forma (157), come la (Im, pq) dalla ¢ [formula (5)] si deduce

i . dai dxg dan dx
(Im, pQ)i=§ighk(m7 %‘ﬁﬁcﬂi’
e quindi per le (I)
(bm, pg)i=0.
Ne viene che, come la forma ¢ (15), anche la ¢ pud mettersi sotto la forma
dy:+y, dove la x & una forma differenziale quadratica con una variabile di
meno di quelle contenute in ¢ ciod con #»—2 variabili, e a y applicando lo

stesso ragionamento e cosl di seguito n volte si conclude in fine che a ¢ pud

darsi la forma i,dyf., cioé che la forma ¢ & di classe 0.
1
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Possiamo dunque concludere che: Le condizioni espresse dalle equazioni (I)
sono necessarie e sufficienti perché la forma irriducibile ¢ sia di classe 0.

T facile verificare dalle (5) che si ha (11, pg)=0, (Im, pq)+(ml, pg)=0,
(Im, pq)=(pq, Im), dalle quali deduciamo che nelle espressioni (Im, pgq) non
si possono supporre pilt di due indici eguali senza che esse spariscano identi-
camente; che esse non si alterano scambiando il gruppo di indiei I, col gruppo
pq e che cambiano soltanto il segno scambiando fra loro gli indiei di uno
stesso gruppo. Esse si potranno quindi distinguere in tre categorie assegnando
alla prima quelle, in cui i due gruppi coincidono e che sono della forma
(Im, Im); alla seconda quelle, in cui un indice del primo gruppo coincide
coll’indice corrispondente dell’altro, gli altri due essendo distinti, e che sono
della forma (Im, lq) e alla terza quelle, in cui tutti gli indici sono distinti. 11
n(n — )

2

-» quello delle seconde, che si

ottengono combinando coi gruppi /m in numero di nin—1)

nin—1)(n—2)
2

ciascuna due volte combinando coi gruppi (Im) quelli (pq) fatti cogli n—2

indici differenti da 7 e da m sono P —Y) (n; D0 =8) e s nota perd

numero delle prime & e¢videntemente
gli »—2 indiei

» ¢ quello delle terze, che si ottengono

distinti da [ e da m, &

ancora che queste ultime sono legate tre a tre dalle relazioni
(m, pg)+Cp, gm)+(q, mp)=0,

il numero di quelli, che sono indipendenti fra loro, si riduce ad
nn—1)(n—2)(n—3) )

12
11 numero totale de]le espressioni (!m, pq) indipendenti le une dalle altre &
dunque N = n(n 14+n—2 -1—@%@—:3'—);, ovvero
N 2 --1) 17,2(1z2—— 1) *). ©7)

Ricordiamo che nel ridurre ¢ alla forma dy®- ¢ abbiamo fatto uso di »
costanti arbitrarie, di cui una additiva alla y e che, quando la avremo tras-

(") Ho riprodotto qui per essere completo un ragionamento gid fatto da CHRISTOFFEL e
Lirscuirz nelle citate Memorie.
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n
formata nella Y,.dy%, ne avremo usate > di cui n additive. Esse rap-
1

n{n-+1)
2

presentano evidentemente la arbitrarietd, che abbiamo nella scelta del sistema

di assi ortogonali y,, ¥s,... y» nello spazio piano ad » dimensioni, di cui

Y1y Yzy-er Yo pOSSONO riguardarsi come le coordinate cartesiane ortogonali,
mentre Z,, Z,,... &, rappresentano un altro sistema di coordinate qualunque.

§ 3.

Forme di 1* classe.

Nel caso di A>0 @ & il quadrato della matrice

ar s deebh)

a1’ di’ a1l

a1 dz AR

a3’ a3’ a2 (=)
a1 d2 At

an’ an’ adn

ciod, indicando con ey, , il determinante, che da essa si ottiene trascuran-
done le verticali #;m4, #5ime, ... #ime e indicando con Y, ., uUna sommatoria
estesa a tutte le combinazioni della classe # degli indici 1, 2,... n+4%, si ha

a=2t‘tg...t;.eztg..,t;.' (1)

d"l/t
d.’b‘r

. . (9 ) . .
Indicando poi con ey, . ., il complemento algebrico di

facilmente che &

in e, si vede
1 D (8

drs=§2ht4tg...th Oty ty Ctity. tye (2)

Per caleolare ora la somma
7 at 1 (8,7) n (7,7 dt
;r“rsd_r =5 Z‘rt,...t;, €t ty...0 er e, tath g

si noti che, come una riflessione molto semplice fa vedere, se la colonna ¢ime®
della matrice («) occupa il posto «fi™°,  in quella, che se ne ottiene soppri-
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mendone le colonne #me, fgima . fima of ha

0 se z, ¢, t,... t, son tutti differenti da ¢

n o (r,7) dt=g €1y, S0 @ r==1

r Ctty..
;i e My

(___ l)at tyee th—l+a7 Bty

Noi abbiamo dunque
2 di 1 (s,9)

Do Zr = Bttt G tinb g Bropuu (1) T
lr rsdr -—2 Gty 8yt 8 Ot 9 Ty, byt

e poich®, come & facile vedere, si ha

ST

(_ l)attl"‘th-l
n dt

(o t—t

(e, 0)

i tim1 = Gyt

(8,9

pOrs 3= 2t ta. 1,6t 0, .8, Ct ity tye
; dr zl! h g by ] 412 h

Da questa poi si deduce la
dt du

1

n {s,t) du

Y
Zudrc d_; :i;— Zt, 4. 08ttt ;s €ty t;.'d‘; >

(3)

1
€rt,...1,., 5 & lp==1.

(8,7)
Crty tyy Crty,. by,

(3)
©)

in cui dalla sommatoria del secondo membro si escluderanno le combinazioni,
che contengono ¢. Essa, tenuto conto anche delle (1) e (3), d& quindi luogo

alle
n at dt

2
sOps 7 5= =0 2t ty...t5-1%51;... 00—
;" Tdrds Z.g h=1 t4 the-1

n dt du

a -1 .
Z 1) tt;-"t;,_1+ (72 7EXER 79 ’e e
gi‘sdrsdr ds tltg.-.th_l( th. b Cuty gy

di cui la seconda vale per ¢ differente da w. Per esse le (6) del § 2 danno

luogo alle

1z “otyethog T Faetyty, 2
(lm’ pQ)=;lzt“zt4ti---th—l(_ 1) Ty tpmr’ ULty ett‘“'th_]eut‘mzk_l

dxt  dtu

dss

datu

dldg dmdp dldpamdg)

(5)

dove dalla X ¢,..s_, debbono essere escluse le combinazioni, che contengono

t ed u.
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Posto ora simbolicamente

de1 a2 d(n+t-h)
dldg dldg didg
_ i d2 Atk
vd(lg),: dl dl a1 (6)

a1 de A4k
dn dn T T am
alla (5) si pud dare la forma simbolica

(Im, pg)=(p)(mg)— (lg)(mp). M

Nel caso di h==1, ciot delle forme di prima classe, le (6) e (I) non sono
simboliche, ma effettive e ci dicono che le espressioni (Im, pg) sono i minori
di secondo ordine di un determinante simmetrico, che ha gli elementi (Ip).

Posto

bip=\a(lp) )
si ha dalle (6)
ni1 d2t
blp= ;t("" ].)t_1 etdldp 5 (8)
dalla quale si trae
dbp _ dbim 2 O A a2t du
dm  dp _21”2‘“( e dldp dram dldmdrdp) ©)

Indicando con s, £, #, v,... w una permutazione qualunque degli indici
1, 2,... n+1, abbiamo il sistema di equazioni

n (rlu)du
Zr 6 =6
1
2 0 gy (10)
lzr €; %-——0
noAru)
r €t '(—1";=0,

Annali di Matematica, tomo XII, 20
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. . . trou)
il quale risoluto rispetto alle ¢, da

(r,a) (rt) (r,u)
s e = (— 1)t+%e, e +¢; .

Queste, sebbene ottenute supponendo s differente da ¢ ed «, valgono, come &
facile verificare, per s qualunque e per mezzo loro alla equazione (9) pud darsi
la forma

dbypy  dbm

dm — "(‘1'}')— g = airtu

5 det  dtw  d% diug
didpdrdm dldmdrdp

(ry u) (. 0}
és (—1)te es —(— 1) 1e, e ‘

e per le (8) I'altra

(dbzp _dbim] _ (g’[’} dst det 4 det at
dm ~ dp ) AP geam T " Mardp P dldm " dldpg'

Moltiplicando poi questa per e, sommando rispetto ad s e tenendo conto delle
(1) e (4), che nel nostro caso prendono la forma

(r, t)

n+41 .
a== 128927 Zk rk = ZS €s €5 , (10””)
nonche delle (4) del § 2, si ottiene
dbry  dbin) _ rp Im Irl)
a} d”l — d_p ;*Er,go'-rsjblp[ s ] blm[ g ]+brp[ ]‘—“brm[s]s (11)

E in queste sostituendo per le by, i loro valori dati dalle (7) e notando che
per le (11) del § 2 &
22 . [7 mJ

d m

posto
__ddp)  d(lm)
(¢, mp)= dm  dp

gi ottengono in fine le

s

+3eefom[?]-en[") a2

¢, mp)=0. ()

Supponiamo ora che le espressioni ({m, pq) siano i minori di 2° ordine di un
determinante simmetrico di ordine » di guisa che le equazioni (I) siano effet-
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tive e che gli elementi di questo determinante soddisfacciano alle equazioni (IL).
Risolviamo le n equazioni, che si ottengono dalle (4) del § 2, facendovi h=1,

2
r =1, 8 =g, rispetto a tutte le derivate seconde contenutevi, eccettuata la L

didg.
d2s i“ ’“’)}[ ] dt dt g
dodg ) k ak didy
in cui s deve essere differente da . Moltiplicando per ¢, e sommando rispetto
a tda 1l ad n-+1 con esclusione di s si trova

Otterremo cosl le

n (%, s)[l ] . (%, sl dt det

(“"e)d d = 2t €. 2enec 6 gy T,

e per le (10), (6), la seconda delle (10%) e la (6) del § 2, posto

2o=(— 1)L (18)
Va
etz
= ST+ G (19
Da queste si ha
Bt gi] dz¢ L dzt d{yi)
'd%lﬁ/;“%”"”[ ]drdh_l_z‘rsdhjc”[ } 4 TGy tas
e poiché dalle (14) combinate colle (11) del § 2 e colle
2 darq - 8 d Cpyg \
191'0M dh ———‘?‘qam “dh (15)
che sono elementari, si traggono le
dazt i depg dt n .
m:-—-;pqawd—z;fdp qu pq[ ] + (r k) z; (16)

dopo poche e facili riduzioni
et 2 dfgil 2 ‘qh][gi] dzt
dgdidh—;pqcpqu‘ﬁ[q] ey s ap T,

a2 YD L S ens(rh) [9’](
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Sottraendo poi da questa quella, che se ne ottiene scambiando 4 con % e po-
nendo mente alle (4) del § 1, alle (6) del § 2 ed alle (12) e (II) di questo

0|55+ Brate @ 52 | = OB e Zmeralad 31 |

Se, come supporremo, la forma ¢ non & di classe o, per quanto si dimostrd
nel § 2, né gli elementi, nd i minori di 2° ordine del determinante A possono
essere tutti nulli e le precedenti equazioni non possono quindi essere tutte ve-
rificate senza che si abbia

d
di: + qucpq(q h)~—0 (h==1, 2,... n). (17
Posto
A= £ (11)(22)---(nn) (18)
ed indicato con [rs] il complemento algebrico di (rs) in A si ha dalla (17)
d dt
Zalr il 3+ A Zptpe 7 =0 (19)
Se supponiamo dapprima
A=0, («)
queste prendono la forma
4 d
R(z)=§h[rh]£=0, (r=1, 2,... n) ®)
delle quali n—1 soltanto sono indipendenti. Da esse si ha
dlsk afrk])d
RISE) — S = S [lri 2 — s ) 22 o)

Ora &
d [s k] dsA d(tu)

= X d(skyd(tu) dh

3

dove (sk) deve essere comsiderato distinto da (ks) e la sommatoria estesa a
tutti i valori di ¢ ed # da 1 fino ad n, eccettuati rispettivamente s ¢ %, e
dalle (II) avendosi

A o X [0 g B |
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e tenendo conto anche della («)

d[sk] _ 2, d(th)

2‘ T _zmd(sk)d(tu)z‘ wlrh] =
E poiche per la (o) si ha anche

Zh[ h] d(th)

+ Seuteao) LM |

d[r k]

Zn(th)
ed &
0 per kb differente da u e %

Etd—(;%)dA—(T‘j(tk) [sk] per li=u
—[su] per h=Fk
e 8= 3 2L o | B ST B b [ ]

_ ;twhcsw s

dalla quale e dalla (y) si deduce che il sistema di equazioni (8) & completo.
Esso ammette dunque un integrale z e poiché se ne trae

(ihy=M; %
essendo M; un fattore indeterminato, e da questa e dalle (I)

(Imy, pg)=0

e quindi (§ 1) che la forma ¢ & di classe o, concludiamo che, se questa & di
prima classe, il determinante A non pud mai annullarsi.

Sia ora
AZO0, (20)
si ponga
=11, @1)

e si trarrd dalle (19)

n
g = 2hOrgCen gy (22)
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Da questa si ha

azt , Zeﬁc , dagr dﬁ‘t dCrhd&'t
dzd(—mzh”gag’ Congran O g an T g

,(23)

per mezzo della quale e della (19) dalla (14) si passa alla

, A2z ' , de'vn) deo
Zkragr rhdh [l+2hr rh[ }"i‘ Qgpr—57 di fdk -f—(g’&)zr,mo

e da questa moltiplicata per ¢, e sommata rispetto all’indice g e poi per (sk)
e sommata rispetto all’indice s

e =S % e || T~ Bentin ). @8

didk 2T T

Applichiamo per la integrazione di questo sistema di equazioni il metodo in-
dicato nella 'mia Nota gid citata, mentre dalla via, che terremo per tale ap-
plicazione, risulterd di per s& che il sistema stesso & completo. Cid, per quanto
& stato dimostrato in quella Nota, equivale ad essere jacobiano il sistema di
n equazioni lineari omogenee con 27 -1 variabili indipcndenti

"l‘zz ik f+19kd,; 0; (é\)

J Tk

dove &
Yoo a6k \ Ak 95
Aik:fmcmi——“zpq@k)cpq q]ﬂpr—zzrscrs(m( 8). (25)

Trasformiamo il sistema stesso ponendo in luogo delle variabili p le ¢ legate
ad esse dalle relazioni

bo=2nCrslrs  Pr=240 Dy (26)
Indicando per un momento con (;g;) la derivata di f rapporto ad 2z presa

dopo la sostituzione si trova

afr  (df s \
ds (dmk)+“qr( )?xk%dtlz /

i e ar @7)
PV z'uc in d@;
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e da questa e dalle (25) e (II)

d 0?'1'3

f________‘n\ . qi" n\ df
Azkdp ;}qrs (7 Q) dwk [ ]t%l d\IJ z%,scrs(kr)ﬂ;

Per queste e per le (26) e (27) le (2) prendono la forma

da" + 2 Bsk +Zu(k )‘l‘u (6‘4)

essendo
Bui—=— 3yorsfe(ir) +2u[’”°} ! (28)

B facile vedere che il sistema di equazioni (3,) ammette per integrale il
primo membro della equazione

2+ }T}rs UrsPr Ps = 1. (29)

Sostituendolo come variabile indipendente a 2 e ponendolo poi eguale all’ unita,
il sistema (¢,) prende la forma

K(f)= 7L+ $iBagl =0, 0

dove le Bg sono date dalle (28), in cui per # deve intendersi posto il valore
dato dalla (29).
Dalla (¢) si ha

HK(f)} — KV = 3(Co—

essendo

dB,gk d Bsk

Os, hh =

+Zr

ovvero, come si ha immediatamente dalle (28), tenendo conto della (29)

n

Cs,hk“——-“z(;tcst) d(kt)"‘ sz ”“’(h )[ ]( ;(kt) (fic;»t)

— Sccutu] 5[]+ G YIS e L L ¥ ) LY
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e poichd per la (11) del § 2 &
2 k 2 B, &, daw 3 2 d v
chvw[ ;w]"_—""';wcvw[ ]+Zw%w - chvw[ ] Zw tw 37 o
1
z k z dtv,s
thcstcvw[ :0]=_ ;twcstcvw [ZJ— d(;;z ’
se si pon mente alle (5) del § 2 ed alle (12) di questo si trova

Cott— Cop=—2 Zeoult, hE)+ Shuscergu () () — (k) () + (ut, ).

E poiché supponiamo soddisfatte le equazioni (I) e (II), da questa si deduce
che il sistema di equazioni (¢) & jacobiano. Esso ammette quindi # integrali,
che eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie, ci daranno le ¢ espresse per
queste costanti e per le 2. La (29) ci dard z per le stesse quantitd, e le p,
date dalle (26), come & del resto facile il verificare, le derivate di 2. Sostituendo

questi valori delle p;, alle fl nei secondi membri delle (22), questi divengono

h
le derivate di una stessa funzione y, per la quale si ha quindi
dy n , n
Tz ;hrs BrgCen(8h)gs=— ;]rarg% (30)

e di cui & facile riconoscere che soddisfa alle equazioni (14), in cui sia posto
2;=2, cosi che avendosi anche dalla (30)

L d
;rc',-sd_i‘/—’:=—tps (31)
si ha
dty 3 gt
ot == 37|+ . (32)

Prendiamo anche qui a considerare la forma

dy dy
Y= ?—d?] —er(ars dx:li iz )dxrdxn

per la quale manterremo le stesse notazioni che per la ¢, aggiunti degli apici.

Avremo cosl
dy dy . “ dy dy
A iz’ 00T retrgo

O ps = Qps—
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e dalle (29), (30) e (31) avendosi

n d d n‘ ¢
zqs ”d: ﬁ;—%rsarsﬁbr‘#s=1—zg (33)

a =a22, “rs=a(0r‘gzg+q/rﬂps)
rs| _[rs]_ dy _dy
i T dzi dxrdxs

L] _ ]
ml__ Am] dty dty  dy d3y (34)

dg dg damdxgdaidry, dam dxidapdag
e, facendo uso delle (29), (31) e (32),

l;‘.as[] ﬁrcw[] @%

”—znlw“fs[lq][mp] 2‘” rs[ZQ][";P] d;fngxp dvldx + (tg)(mp).

Per mezzo poi di questa, delle (34) e delle (5) del § 2 si trova
(bny pg) =(im, pq)=-(Lg)(mp)—(Ip)(mq)

e per le (I)

(Im, pgy =0
Da queste pel teorema del § 2 si deduce che la forma ¢ & di classe 0 e quindi
la forma ¢ & di 1* classe. Possiamo dunque concludere:

Le condizioni (1) e (II) sono necessarie e sufficienti perché una forma g, che
non & di classe o, sia di prima classe.

Ed anche:

Per ogni forma di 1% classe il determinante simmetrico, che ha gli elementi
(Ip) definiti dalle equazioni (I) & differente da o.

Poiche (§ 2) il numero delle espressioni (Im, pq) indipendenti fra di loro

, nt(nt—1) , n(n-41)
—35— © quello delle (Ip) & 5

N,= %(n2+1)§ n(né-— 1)__1 (35)

sard il numero delle condizioni (I).
Annali di Matematica, tomo XIL, 21
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Dalle (12) si deduce facilmente
(I, mm)=0 (I, mp)+(l, pm)=0
(¢, mp)+(m, pl)+(p, lm)=0,

e si vede che le espressioni (, mp) si possono distinguere in due categorie

secondo che esse contengono o no due indici eguali. Quelle della prima cate-

goria sono evidentemente in numero di #(n—1) e quelle della seconda in nu-

ni{n—1)(n-—2) nn—1)(n—2)
2 3

loro. Per conseguenza il numero delle condizioni (II) distinte fra loro &

N, (Uit ),

2

mero di

s> di cui perd

soltanto indipendenti fra

(36)

Nel caso di n==2 ¢ N,=—2, N,=2 cioé non esistono condizioni (I) ed
anzi due delle quantita (Ip) sono indeterminate e soltanto debbono soddisfare
a due equazioni simultanee a derivate parziali di 1° ordine, cioé alle (II), nelle
quali, ad una di quelle quantitd, sia sostituita la sua espressione in funzione
delle altre due tratta dalla equazione (I).

Nel caso di n=38 & N,=0, N;=38, cio¢ le quantitd (Ip) sono completa-
mente determinate dalle equazioni (I) e debbono soddisfare ad otto relazioni
differenziali di 1° ordine.

Per n>>3 & sempre N,>0.

Se, come si suole, si da al risultati, che abbiamo ottenuti, una interpre-
tazione geometrica, essi appariscono di qualche importanza nella Teoria ge-
nerale degli spazi. Se infatti conveniamo di chiamare superficie gli spazt ad
n dimensioni, che senza alterazione del loro elemento lineare possono essere
riportati in uno spazio piano ad n--1 dimensioni, il metodo da noi seguito
per dimostrare il teorema di questo paragrafo ci conduce alla effettiva deter-
minazion® della equazione della superficie in coordinate cartesiane ortogonali,
datone ]’ elemento lineare ¢. Una tale equazione contiene, come & facile vedere,

w_)é(_’ﬁj"__l_) costanti arbitrarie, di cui » -1 additive alle coordinate y,,
Ysyee+ Yn+r, costantl, che sono necessarie e sufficienti a fissare la posizione della
superficie nello spazio, e soltanto nel caso di »=2 la equazione stessa contiene
di piu tutta la arbitrarietd, che proviene dalla integrazione del sistema di due
equazioni a derivate parziali di 2° ordine con due funzioni incognite, di cui
abbiamo parlato. Di qui si conclude che, la proprieta delle superficie ordinarie
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a due dimensioni di potere essere deformate, senza alterazione del loro ele-
mento lineare, non si estende alle superficie con un numero maggiore di dimen-
sioni, le quali possono soltanto mediante traslazioni e rotazioni, quasi fossero
rigide, mutar posto nello spazio. A questa stessa conclusione & gid pervenuto
il sig. Besz (*) fondandosi su considerazioni puramente geometriche, le quali
perd mi sembrano non avere la stessa forza di dimostrazione di quelle, su cui
ci siamo qui fondati.
Si abbia ora una forma di prima classe

n

¢ = Zmars dx, dx,

1

e alle variabili z,, @,,... 2, se ne sostituiscano delle nuove w,, #,,... u,. Essa
allora si trasformera nella

fo== ;pq bpq dtty duty

e, se si indica con U, il determinante funzionale delle u rispetto alle #, con
b il discriminante di ¢, si ha

2 dup d%q s
ays = ziqupq d,x,r dxs b a—= U‘zb-

Dalle (6) si deduce poi facilmente che, indicando con (pgq) la espressione ana-
loga alla (pg), introdotte le nuove variabili, si ha

(rs)= Iqu(P D i dns
Se quindi insieme alla ¢ si considera la forma
Y= nz,s(rs)dx,, dzs,
1

questa & covariante di ¢ e costruendo il sistema di » invarianti algebrici asso-
luti delle due forme ¢ e ¢ si avranno per n>>2 altrettante espressioni dipen-
denti dai coefficienti di ¢ e dalle loro derivate prime e seconde dotate della
proprietd di assoluta invarianza.

() Zur Theorie des Krivmmungsmasses wvon Mannigfaltigheiten hdherer Ordnung
Zeitsehrift fir Mathematik und Physik, Jahrgang 21, pag. 374 ¢ seguenti.
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Per riconoscere il significato geometrico di questi invarianti assoluti proce-
diamo col metodo tenuto dal sig. Beez nella Memoria citata (*). Indicando
con ¢ la superficie, che ha per elemento lineare ¢, ed i cui punti sono deter-
minati dalle variabili 2,, #,,... %, €O ¥, ¥s,... Yn+: le coordinate cartesiane
ortogonali di un suo punto P, con ¥y, ¥'s,... ¥ n+s quelle di un punto P’ della
normale a ¢ in P, con p la distanza PP, si ha

Yempe= % (=1, 20t D) @7

(—1Ye;
Va
Se dal punto P lungo una linea di curvatura di ¢ passiamo ad un punto

vicinissimo ¢ e prendiamo per P’ il punto d’incontro delle due normali a ¢ in

P e @ noi dobbiamo differenziare le (37) considerandovi le y; come funzioni

delle z, e queste di una sola variabile indipendente e le %'+ e o come costanti.

Noi abbiamo cos

poiché le quantita rappresentano i coseni di direzione di quella normale.

3 (T + e g ) dee=0

§ 2 e della

ndl d
;t(— 1t€t dyt = 0,

che & evidente, e da cui si ha per le (7) ed (8)

n4-1 dgt dyt n+ d2yt —
Vo —1Y = = — 1Pte, — 2 =
‘T‘t( D dzs dxr t( 1) etda“rd:rs Va (rs)

3 eolan=0. (=1, 2. .

Queste equazioni sono quelle delle linee di curvatura di o e ci dicono che i
valori reciproci dei raggi di curvatura principali di ¢ (che sono in numero di
n e a cui corrispondono altrettante linee di curvatura) somo le radici della

(") Zeitschrift fir Mathematik und Physik. Jahrgang 20, Scite 427.
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. . . 1
equazione di grado # in A

..‘1;1.+(1 1), i’éi+(1 2),... i";— + (1)
azy (4521 (2n
"P—’+(21)1 T+(22)7”' ‘—P"+(2"’) =0,

-----------------------

THOD, ZE02). 22+ ()

Posta questa sotto la forma
1\~ 1Y-1 1\n—2 1
(el v el "+ oG,

i suoi coefficienti @,, a,,... a,, come si sa dalla Teoria delle forme, costitui-
scono un sistema di » invarianti assoluti indipendenti delle due forme ¢ e ¢
e (—1)ra, rappresenta la somma dei prodotti » ad » dei valori reciproci dei
raggi di curvatura principali di o. In particolare !'invariante assoluto

b (= ey =(— 1

rappresenta il prodotto di tutti i valori reciproci dei raggi di curvatura prin-
cipali di o e si riguarda quindi a ragione come la espressione generalizzata
della curvatura di Gavss per le superficie di quante si vogliano dimensioni. In
un altro suo lavoro (¥) il sig. Beez ha dimostrato che anche nel caso di n>>2,
facendo di ¢ la rappresentazione di Gtavss sopra una sfera ad » dimensioni di
raggio eguale all’unith % rappresenta il rapporto dell’elemento della sfera di
raggio 1 a quello corrispondente di ¢. Infine si & qui dimostrato che analoga-
mente a quanto si sapeva pel caso di n=2, 'annullarsi di % equivale ad es-
sere la superficie ¢ piana.

Per n>>2 le equazioni (I) ci danno tutti gli elementi di A espressi per i
coefficienti di ¢ e per le loro derivate prime e seconde. Se si nota di piti che
secondo le (I) i minori di 2° ordine di A sono funzioni razionali di queste quan-

(") Ueber das Krivmmungsmass von Mannigfaltigheiten hbherer Ordnung. Mathema-
tische Annalen, 7% Band, Seite 387.
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titd, si riconosce subito che a,, a,,... @, sono alternativamente funzioni irra-
zionali e razionali delle quantitd stesse.

Noi chiameremo la forma ¢, che ha per coefficienti le quantitd (rs), forma
derivata di ¢, ed invarianti differenziali di ordine m della forma ¢ tutte le
espressioni, che dipendendo soltanto dai coefficienti di ¢ e dalle loro derivate
fino a quelle di ordine m*° godono della proprieta di assoluta invarianza per
ogni trasformazione di ¢, e possiamo concludere che:

Ogni forma differenziale quadratica ¢ di 1% classe ad n variabili, per n>2,
ammette n invarianti differenziali di 2° ordine, ¢ quali si offengono costruendo
cot metodi noti il sistema di invarianti algebrici assoluti comuni o ¢ ed alla
sua forma derivata. Essi presi con segno conveniente rappresentano le somme
dei prodotti v ad r (r=1, 2,... n) dei valori reciproci dei raggi di curvatura
principali della superficie, che ha ¢ per elemento lineare, e sono alternativa-
mente irrazionali e razionali.

Siccome nel caso di » dispari gli elementi reciproci di A sono esprimibili
pei minori di 2° ordine dello stesso A, se invece che alle forme ¢ e ¢ si ha
ricorso alle loro controvarianti

¢ = ;ﬂ Gys Xr X:

V= i"‘s [?"8] XrXs
1

si ottengono » invarianti differenziali di 2° ordine di ¢ tutti razionali e indi-
pendenti fra loro. Noi possiamo dunque dire che:

Ogni forma differenziale quadratica ¢ di 1% classe con un numero n dispari
di variabili indipendenti ammette n invarianti differenziali di 2° ordine tutti
razionali, ¢ quali si ottengono costruendo il sistema di invarianti algebrici as-
soluti indipendenti comuni alle forme controvarianti di ¢ e della sua derivata.

E questo il metodo tenuto dal CaristorreL (*) nel caso di n=3, mentre
nello stesso caso il Souvoror (**) giunse agli stessi risultati con un metodo
diretto di eliminazione.

Nel caso di » dispari la espressione della curvatura di Gauvss & irrazionale,

(") Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdricke zweiten Grades,
§ 12. (Borcuarpr's Journal, 70°" Band, Seite 65.)

(") Sur les caractéristiques des systémes de trois dimensions. (Bulletin des Sciences
Mathématiques et Astronomiques, vol. 4, pag. 180.)
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ma & razionale la sua potenza (n— 1)*™2, poiche si ha

n—4
= A = i ’
an—1i an—1!

con A, indicando il determinante reciproco di A.
11 caso di »=2 & un caso di eccezione pei teoremi sopra dimostrati, perchs
in esso le equazioni (I) non bastano a determinare le quantitd (Ip) per le

(tm, pg). In questo caso si ha un solo invariante differenziale di 2° ordine,
che &

(12, 12)
Q

k=

’

S>>

e di cui sarebbe facile verificare che coincide colla nota espressione della cur-
vatura di Gtauss.

Padova, febbraio 1884.
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