Le involuzioni di 3* e 4* classe.

(Memoria del dott. Marmizertt Virrorio, ¢ Pisa.)

Il sig. Bertst in una Nola: Sopra alcune involuzioni piane (*) da la con-
figurazione dei punti fondamentali e la costruzione di tutte le involuzioni di
Joxquiires, ¢ di quelle di 1* e 2% classe. Seguendo la stessa via, tenuta dal
sig. Berminy, pervenni a trovare la configurazione dei punti fondamentali e la
costruzione delle involuzioni di 3* e 4" classe.

Omettendo la discussione, che mi condusse a stabilire quali sistemi di curve
Q diano luogo ad involuzioni di 3% e 4" classe, mi limito qui ad esporre 1
soli risultati finali ai quali sono giunto, ed in questa esposizione mi atterrd in-
teramente al modo di classificazione ed alle notazioni adottate dal sig. Berrix
ncl citato Javoro.

Involuzioni di 32 classe.

Nelle involuzioni di 3* elasse le curve Q relative ai varf punti del piano
sono di 7° ordine ed hanno 6 intersezioni variabili
1. 1% Specie. Chiameremo di 1* specic le involuzioni di 3* classe per le
qualt le curve Q sono:
(132 3...15),.

Tali involuzioni sono di Josqutires, e ciod:

1* Involuzione: Involuzione di 8 ordine,
2" Involuzione: Involuzione di 7° ordine,
3" Involuzione: Involuzione di 6° ordine,

considerate nel citato lavoro dal sig. Brrmizy, rispettivamente ai n.! 26, 22, 18.

(*) Bermini: Rendiconti del R. Istiluto Lombardo, seric 1f, vol. 10, fase. II-IIL
Annali di Matemaltica, tomo XII, 10
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2. 22 Specie. Diremo di 2 specie quelle involuzioni di 3% classe nelle
quali le curve Q sono:

(1;223242 526278910 11),.
I punti 1, 2,... 11 devono essere disposti in modo, che i gruppi di sei
punti:
1, 2, 38, 4, 10, 11; 1,2, 3,59 11; 1, 2, 3, 6, 9, 10;
1, 2, 4, 5, 8, 11; 1, 2, 4, 6, 8, 10;
1, 2, 5, 6, 8, 9; 1, 3, 4,5, 7, 11; 1, 8, 4, 6, 7, 10;
1,8,5,6,7,9; 1,4 5 6 7, 8
siano sopra altrettante coniche. Queste condizioni (non tutte indipendenti) sono

necessarie per I’esistenza delle involuzioni di 2' specie, le quali si possono
effettivamente costruire con due dei cinque fasci di cubiche:

(12234511),, (1223 4610),, (1°23569),, (1*°24568),
(1:34567),.
3. Involuzione I. 1.involuzione pih generale della 2* specic & di 10° or-

dine e nasce dalla detta costruzione non imponendo ulteriori condizioni ai
punti 1, 2, 3,... 11. Essa possiede:

un punto settuplo . . . .. 1,
cinque punti tripli. .. .. 2, 3, 4, 5, 6,
cinque punti semplici . . . 7, 8, 9, 10, 11,
la curva punteggiata unita &:
I'=(1*23456),,

e la Jacobiana della involuzione &:
T=(1>22342526°T891011);(1*°234567);(1*234568...
(1 2) (1 3) (L 4)7 (1 5) (1 6)y.
Da questa involuzione si ottengono con successivi allincamenti le alire della
stessa specie, ciod:
4. Involuzione II. Per !'allineamento dei punti 1, G, 11 si ha una invo-
lnzione di 9° ordine con:
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un punto sestuplo . . ... 1,
quattro punti tripli. . . . . 2, 3, 4, 5,
un punto doppio . .. . .. 6,

quattro punti sempliei . . . 7, 8, 9, 10,

un punto unito . . . .. .. 11,

essendo:
I=(122 3 45),,

I$(1‘22324252678910)@(12234567);(12234568)3,,_

(123 45)5(12)](13): (142 (1B

5. Involuzione I11. Se poniamo nel caso precedente 1, 5, 10 1 linea retta
avremo una involuzione di 8° ordine con:

un punto quintuplo . . . 1,

tre punti tripli . . ... 2, 3, 4,
due punti doppi. .. .. 5, 6,
tre punti semplici. . . . 7, 8, 9,
due punti uniti . . . . . 10, 11,

In cul sard:
I==(1234),;

T—=(1* 23 4°56789) (1223456 T)2(1:234568)... (12346

(123 45)3(12)] (13): (1 4)-

6. Involuzione IV. Collochiamo in questa involuzione i punti 1, 4, 9 in

linea reita. Linvoluzione che si ottiene & del 7° ordine con:

un punto quadruplo . . . 1,

due punti tripli ... .. 2, 3,
tre punti doppi . .. .. 4, 5, 6,
due punti semplici. . .. 7, 8,
tre punti uniti . . . ... 9, 10, 11;
¢ si ha:
r=@3),

T=(122:3245678),(1* 23456 T(1°234568)2(12356)1(12346);

(1234 5)%(12)7(13).
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7. 3% Specie. Si diranno di 3" specie quelle involuzioni di 3" classe per
le quali le curve Q sono:
(1°2°3° 4256 789 10 11),.

I punti 1 2... 11 devono essere sopra una medesima cubica, perd non in
modo arbitrario, ma tale che le quintiche del fascio (12220324256 78910 11),
non siano in generale spezzate (per cui uno dei punti & determinato dalla po-
sizione degli altri). Questo fascio e quello di coniche (12 3 4), danno la costru-

zione delle involuzioni di 3" specie.
8. Involuzione I. L'involuzione pih generale di questa specie & del 15°

ordine con:
quattro punti settupli . . . 1, 2, 3, 4,

sette punti doppi . . ... 5, 6,... 11,
ed é:
T=(1121344456... 11),,
T=(112°3"4356...11)}(122¢3°4256... 11);...(1 23 4 5); (1 2 3 4 6);...
(123411

9. Involuzione II. Poniamo 3, 4, 11 in linea retta; si ha una involuzione
di 14° ordine con:

duc punti settupli . . . I, 2,

due punti sestupli . 3, 4,

sei punti doppi. . . . . 3, 6,... 10,
uno semplice . . . . . . 11,

¢ sara:
T=(112:3*4*56... 10);,
IT=(142234>56... 11): (122432456 .. 112 (1*22 3% 42 5... 10}
(122°3245...10)i (123453 (12346),... (L)
10. Involuzione I11. Coi due allineamenti 3, 4, 11; 1, 2, 11 si ha una
involuzione di 13° ordine che possiede:
quattro punti sestupli . . . 1, 2, 3, 4,
sel punti doppi . ... .. 5, 6, 7, 8, 9, 10,

un punto unito . . ... . 11,
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ed o:
r=(1°2:32456... 10),,
IT=(122:3°4°5...10); (12 2° 3 43 5... 10)2 (1° 22 32 42 5... 10);
(122232 4*5...10): (L 283 4 b);...
Involuzione IV. Un’altra involuzione di 13° ordine nasce pei due alli-
neamenti 2, 4, 10; 3, 4, 11. Si hanno cosi:
un punto settuplo . . .. |
due punti sestupli . . 2,
un punto quintuplo . . . 4,
cinque punti doppi . .. 5, 6, 7, §, 9,
due semplici. ... ... 10, 11,
essendo:
=(11223"456789),,
J=(1+2232435... 11); (1°2°32 42 5... 9 11)2 (12 2° 3242 5... 9 10}
(1°2°324°5...9)1(12345)5...(12349)(13)" (12
11. Involuzione V. Nella involuzione IIT poniamo i punti 2, 4, 10 in linea
retta (ovvero nella IV i punti 1, 2, 11) e scambiamo le indicazioni dei punti

2 e 3, onde si hanno i tre allineamenti I, 3, 11; 2, 4, 11 3, 4, 10; e avremo
una involuzione di 12° ordine con:

due punti sestupli. ... I, 2,

due punti quintupli . . . 3, 4,

cinque doppi. ... ... 5, 6,... 9,
uno semplice . .. .., 10,
ed uno unito . ... .. 11

¢ st ha:

= (1°228*4*5... 9),,

T=(122°32425...10); (1222 3° 4 5... 10); (1*22 32 4*5... 9)3 (1> 2232 42 5... 9}
(12345%...(1 20

Involuzione V1. Nella involuzione IV poniamo 1, 4, 9 in linea retta. L'in-
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voluzione diverrd del 12° ordine, ed avra:

tre punti sestupli. ... . 1, 2, 3,
un punto quadruplo . . . 4,
quattro punti doppi . . . 5, 6, 7, 8,
tre sempliei . ... ... 9, 10, 11,

= (1223345...8),

T=(12223°425...81011): (12223242 5...89 11); (1°2° 3 42 5... 89 10);

(12223045, 8)4 (1234 5%8... (237 (13)° (12

Involuzione VII. Un’altra involuzione di 12° ordine si ha situando nella
IV i punti 2, 3, 9 in linea retta. Essa possiede:

un punto settuplo . ... 1,

tre punti quintupli . .. 2, 3, 4,
quattro punti doppi . . . 5, 6, 7, 8,
tre semplict .. ... .. 9, 10, 11,

= (14223 4£5...8),
I=(142 34 5... 11): (1208242 5. 8 11): (122 32 42 5... 8 10)?
(19232 425... 8 9) (1 28452 (123 4 6)0... (1 4) (1 3)° (1 2)'t.

12. Involuzione VIII. Ponendo 2, 3, 9 in linea reita nell’involuzione VI
(ovvero 1, 4, 9 nella VII) e scambiando poi le indicazioni dei punti 9, 11 si
ottengono 1 quattro allineamenti 1, 4, 11; 2, 4, 10; 3, 4, 9; 2, 3, 11. L'in-
voluzione & dell’[1° ordine con:

un punto sestuplo . . .. 1,

due punti quintupli . . . 2, 3,

un punto quadruple . . . 4,

quattro punti doppi . . . 5, 6, 7, 8,
due puntt semplici. . . . 9, 10,

ed uno unito . . . .. .. 11,

T==(1°2:3456178),,
T=(1°23° 425...910) (17223242 5... 8 02 (12 22 32 42 5... 8 10);
(122:3245...8)1 (123 45): (123 46)... (12)] (L ).
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Questa involuzione si ottiene anche dalla 'V, prendendo in linea retta i punti

1, 4,9 e scambiando rispettivamente fra loro le denominazioni dei punti 2, 3; 1, 3.

Involuzione IX. Una seconda involuzione di 11° ordine nasce dalla V
prendendo in linea retta i punti 1, 2, 10. Essa avra:

quattro punti quintupli . . . 1, 2, 3, 4,
cinque punti doppi . . ... 5 6,17, 8, 9,
due uniti. . . ... ... 10, 11,
I'=(122°324256 78 9),
T=(1222324°5.,.9); (1222324 5...9); (12 2° 3242 5... 9); (17 22 32 4* 5... 9}
(123 45%...
13. Involuzione X. Se nella involuzione VIII si collocano i punti 1, 3, 10
in linea retta si ottiene una involuzione di 10° ordine la qualc ha:
due punti quintupli . .. 1, 2,
due quadrupli . . .. .. 3, 4,
quattro doppi ... ... 5, 6, 7, 8,
un punto semplice ... 9
e due uniti .. ... .. 10, 11,
P=(1292:345...8),
T=(122:3425...9) (172: 32 425, 9)2 (12223 425, 8)3 (12 2:3: 4 5... 8
(12345y...(12).
14. Involuzione XI. Se nella precedente si collocano 1, 2, 9 in linea retta,

onde 1 punti 9, 10, 11 sono diagonali del quadrangolo 1 2 3 4 otteniamo una
involuzione di 9° ordine con:

quattro punti quadrupli . . . 1, 2, 3, 4,
quattro punti doppi . . ... 5, 6, 7, 8,
tre punti uniti . . . ... .. 9, 10, 11,
ed &:
I'-=(123456178),
I=(12232425...8); (1232 4°5...8):... (123 45): (1 234 6)...
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15. 42 Specie. Quelle involuzioni nelle quali le curve Q sono
(1° 2232 42 52 62 72 82 9),

verranno dette di 4* specie. I punti 1, 2,... 9 devono essere punti base di
un fascio di cubiche. Le quartiche della rete (122*3 4... 8), sono unite e ser-
vono quindi a costruire tutte le involuzioni di questa specie.

16. Involuzione I. Se 1 punti 1, 2,... 9 non sono soggetti ad alcun altra
condizione, all’infuori d’esser punti base di un fascio di cubiche, allora la detta
costruzione conduce ad una involuzione di 14° ordine con:

due punti settupli. . .. 1, 2,
sel punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6, 7, 8,
un punto semplice ... 9,
ed &:
D= (12432 42 89,
I=(1122324%.,89); (12243 42.. 8202 (1222 32456 7 8}
(1222342567 8)...(12).
17. Involuzione 11. Ponendo nella precedente in linca retta 1 punti 1, 2, 9
si ha una involuzione di 13° ordine, che possiede:

7

due punti sestupli. .. . 1, 2,
sei punti quadrupli . . . 3, 4, b, 6, 7, §,
un punto unito . .. .. 9,
P=(1°23324%.. 8%,
T=(12223242526° T2 8% (1222 32 4252 62 1-8%); (1°2: 32456 T 8)}...
(12223456785,

Involuzione 11]. Un'altra involuzione di 13° ordine nasce dalla T per
Vallineamento 2, 7, 8. Si hanno allora:

un punto settuplo . . . . .. 1,

un punto sestuplo .. .. .. 2,

quattro punti quadrupli . . . 3, 4, 5, G,
due tripli. ... ....... 7, 8,

uno semplice . . . . ... .. 9,
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I'= (142282 425262 7 8),,
T== (1123324526272 829); (1°2° 32425262 T8 9); (1222324 5 6 T 8)....
(12234567);(1°23456 8); (1 2).
18. Involuzione IV. Col nuovo allineamento 2, 5, 6 dalla III si ottiene
una involuzione di 12° ordine con:

un punto settuplo . 1,

un punto quintuplo . .. 2

due punti quadrupli . . . 3, 4,
quattro punti triph . .. 5, 6, 7, 8
un punto semplice . . . . 9

E sard:
I'=(1'22324:5678),,

T=(1122324252627289):(1°2° 324256 T8 9); (1°2°32 456 7 8)’
(1°2°34*5678);(1°2345T8;;(12234678):(1°234567);
(1223456 8)(12).

Tnvoluzione V. Poniamo nella IIT 1, 6, 8 in linea reita; si ha una invo-
luzione di 12° ordine che possiede:

due punti sestupli. ... 1, 2,
tre punti quadrupli . .. 3, 4, 5,
due punti triphi . .. .. 6, 7,

un punto doppio . . .. 8,
uno semplice . . .. .. 9,
I'= (12273242526 7).,
T=(1"20324252GT289), (1°2° 37425262 789)2(122: 32415 6 7 8)...
(12234567)5(12234567),(12345)5(12).
Involuzione VI. Una terza involuzione di 12° ordine si ha pei duc alli-
neamenti 1, 2, 95 2, 7, 8, essa possiede:

un punto sestuplo . ... .. 1,

un punto quintuplo . .. .. 2,

quattro punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6,
due punti triph . ... ... 7, 8,

uno unito . . .. ... L. 9

Annali di Matemati e, tomo XII. 1!
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T == (17 22 3¢ 42 5% 62 T 8),,
T=(1° 23425262 T2 8%): (1222 3° 4° 52 6> 7 8)2 (122: 32 4 5 6 7 8)’...
(12234567 (1°2345 6 8).

19. Involuzione VII. Nell’involuzione IV prendiamo in linea retta i punti
2, 8, 4. L'involuzione che si ottiene & dell’11” ordine con:

un punto settuplo . . .. I,
un punto quadruplo . . . 2,
sel punti tripli. . . . .. 3, 4,5,6, 17,8,
uno semplice . . . . . .. 9,

I'=(112345678),,
T= (12342562728 9): (1° 23456 789 (122356 7T8) (122456 7 8)
(12234 5T85(1223467T8E(12234567) (1223456 8)(L2).

Involuzione VIII. Un’altra involuzione di 11° ordine nasce dalla IV per
I'allineamento 1, 2, 9 (o dalla VI per I'allineamento 2, 5, 6). Avremo cosi:

un punto sestuplo . . . . 1,

tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,
quattro punti tripli . . . 5, 6, 7, 8,
un punto unito . . . . . 9,

F=(1°23*456178).,
IT=(1°2232425.. 89, (1°23°4*5... 8); (122232 4 5... 8); (1* 223 4* 5. .. 8}
(122345787 (122346T8)(12234567)](1223 45 6 8).
Twoluzione IX. Collochiamo nella IV i punti 1, 6, 8 in linea retta (ov-
vero nella V i punti 2, 5, 6) e scambiamo fra loro le denominazioni dei punti
6, 7, onde si hanno i tre allineamenti 1, 7, 8; 2, 5, 7; 2, 6, 8. £i otticne
una involuzione di 11° ordine, che ha:

un punto sestuplo . 1,
un punto quintuplo . . . 2,
due punti quadrupli . . . 3, 4,
due punti tripli. . . ... 5, 6,
due doppi . ....... T, 8,

ed uno semplice . . . . . 9,
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= (132232425 6),,
T=(1°2°32425262789), (1°2:3°4* 56 78 9); (122232456 7 8)§
(12223 425678) (122345687 (123456 7)°(12346)(12345)(12).

Involuzione X. Un’altra involuzione di 11° ordine si ha dalla V e VI
ponendo rispettivamente in linea retta i punti 1, 2, 9; 1, 6, 8. Hssa possiede:

due punti quintupli . . . 1, 2,
tre punti quadrupli . . . 3, 4, 5,
due punti tripli . .-. . . 6, T,
un punto doppio . . .. §,

uno unito . ... .. .. 9;

I'=(1°2°32425267),,
J=(17223242526 T 8)! (122232 425262 7 8): (1222324 5 6 T 8)...
(12234567);(12234567);(12345).
20. Involuzione XI. Nella involuzione VII si pongano in linea retta i

punti 1, 2, 9 (ovvero 2, 3, 4 nell’ VIII) e si avrd una involuzione di 10° or-
dine con

un punto sestuplo . . . 1,
sette punti tripli . . . . 2, 3,... 8,
un punto unito . . .. 9;

essendo:
I'=(1*345678),
IT=(12 3 4. 8)(1°3456T8);(1*2356T8):(1°245678)
(1*2345H78)...
Involuzione XII. Suppongasi nell’involuzicne IX i punti 1, 2, 9 in linea
retta e si avrd un’altra involuzione di 10° ordine (che si pud ottenere anche

dall’ VIII e dalla X ponendo in linea retta rispettivamente i punti 1, 6, 8;
2, 5, 6 e scambiando fra loro le denominazioni dei punti 6 e 7) la quale ha:

un punto quintuplo . . . 1,

tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,
due punti tripli . . . . . 5, 6,
due doppi . ... .. .. 7, 8,

uno unito . ... ... 9:
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I=(1223 45 6),
T= (123 425 6:78) (12232425 6 T (122°3° 456 T8)2 (152234256 7 8%
(12234568)5(1°234567)°(12346)(12345).

Involuzione X111, Nasce un’altra involuzione di 10° ordine dalla IX pren-
dendo 1, 5, 6 in linea retta. Si ha:

due punti quintupli . .. 1, 2,

due punti quadrupli . . . 3, 4,
quattro doppi. . . . . .. 5, 6, 7, 8,
ed uno semplice . . . . . 9;

= (1222 32 42),
T=(122° 3 456 T89) (1323 42567897 (1°2°3° 456783
(1°92:34°5 6 78) (1234851234 73(12346)7(12345) (L 2).

21. Involuzione XIV. Nella involuzione XII poniamo in linea retia i punti
1, 5, 6 (o nella XIII i punti 1, 2, 9) ed avremo una involuzione di 9” ordine
la quale avra:

quattro punti quadrupli . . . 1, 2, 3, 4,
quattro punti doppi . . ... b, 6, 1, 8,
ed uno unito. . .. .. ... 9,

M=(12 34,
T=(122324:5678),(1°23°4°5678);(1°2°3°45678);(1*2234°56 7 8)!
(123483(12347)%...

22. Queste sono tutte le involuzioni di 3* classe e 4* specie.
Notiamo che oltre alla costruzione generale gid detta ve n’ha un’altra che

pud servire per futte eccettuate le due prime; essa si ottiene per mezzo dei
due fasei di cubiche unite

(123456789), (122345 6),;

anzi in alcune di esse si pud al secondo fascio sostituire altri fasci analoghi
di cubiche razionali unite.

Di pilt le involuzioni di questa specie le quali posseggono soli 8 punti fon-
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damentali possono essere generate per mezzo del sistema tre volte infinito di
sestiche (*)

(1222324252 6° 7° 8%),
le quali in quelle involuzioni sono unite.

23. 52 Specie. Vi & ancora una sola involuzione di 3" classe, la quale
sard chiamata di 5% specie, ed & quella per la quale le curve Q sono:

(1323324252 6: 78910 11),.

Essa ¢ di 6° ordine, non possiede curva punteggiata unita ed ha:

due punti tripli . . ... 1, 2,
quattro punti doppi . . . 3, 4, b, 6,
uno semplice . ... .. 1,

e quattro umiti . .. .. 8, 9, 10, 11.

Le cubiche fondamentali hanno un punto doppio nel punto corrispondente ¢
passano semplicemente per gli aliri punti fondamentali; le coniche fondamen-
tali passano per i punti tripi e doppi eccettuato quello al quale corrispondono.

Scegliamo affatto arbitrariamente i punti 1, 2, 3, 4, 5, 6 e consideriamo le
due involuzioni nei fasci (123 4),, (1235), determinate rispettivamente dalle
due coppie di elementi corrispondenti:

(12345),, (12346),; (13),(24),, (14:(23);
(12354),, (12356);  (18),(25), (L5)(23).
I punti del piano restano riferiti fra loro univocamente ed involutoriamente,

quando si chiamino corrispondenti due punti, se le coniche dei due fasci che
si segano in uno di essi, corrispondono, nelle rispettive involuzioni, a quelle
che si segano nell’altro.

L’ involuzione cos} ottenuta & appunto quella di 6° ordine 3* classe e 5* specie.

Il punto 7 non & arbitrario, ma & I’intersezione delle coniche dei due fasci
che corrispondono rispettivamente alle

(12),(34), (12),(35).

La costruzione della involuzione di 5" specie si pud avere in 12 modi di-
versi potendosi considerare sei diversi fasci di coniche in involuzione.

(*) Bermini: Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie, § 5. Annali di Mat.,
scric 1I, tomo &,
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Involuzioni di 42 classe.

Nelle involuzioni di 4° classe le curve Q sono del 9° ordine e posseggono
73 intersezioni fisse.
24. 12 Specie. Le involuzioni di Jonquiires di 4* classe sono ire, degli
ordini 10, 9, 8 (*) e verranno dette di 1* specie. In csse le curve Q sono:
(1723... 19),.

23, 22 Specie. 81 chiameranno di 2 specie le involuzioni di 4" classe per
le quali le curve Q sono:

(1322324252 62 72829 10 11),.

Gl 11 punti 1, 2, 3,... 11 devono essere disposti in modo che i gruppi
di sei punti

(1, 2, 8, 5, 7, 11) (1, 2, 8, 6, 8, 11) 1, 2, 4, 5, 7, 10)

(17 27 47 67 87 10) (17 37 4:7 67 87 9) (17 37 4‘7 57 77 9)
esistano sopra altrettante coniche (ed allora gli undici punti sono sopra una
cubica).

Coi due fasel (12345 7), (1223846 8), si costruiscono tutte le involuzioni
di 2* specie.

26. Involuzione 1. Assoggettando i punti 1 2... 11 a queste sole condi-

zioni, la detta costruzione da una involuzione di 14° ordine nella quale si ha:

un punto nonuplo . . . . 1,

tre puntt quintupli . .. 2, 3, 4,
quattro punti tripli . . . 5, 6, T, §,
tre sempliel . . ... .. 9, 10, 11,

Te=(14282425 6 7 8,
T=(152930 43 5262 T 800 10 1)1 (1°2° 32 425 6 T8 978 (122232 4° 56 78 10
(1°2:3° 4256 T8 11) (1°23 456 8 (1223456 71 (122346 78)
(122345788 (127 (1 3)° (1 4.

(*) Bermixi: Sopra alcune involugioni piune, 1. c, num. 26, 22, 18,
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27. Involuzione II. Coll’allineamento (2, 3, 4) si ottiene una involuzione
di 18° ordine, che ha:

un punto nonuplo. ... 1,

tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,
6, 7, 8,
tre sempliei . . .. ... 9, 10, 11,

quattro punti tripli . . . 5

ed &:
=(1423456178),,
T=(1°2°32425262728291011);(1°23456789)2(1°23456 7810)
(1°234567811)1(1°234568);(1°234567)5(1°234678)
(12234578)5(12)](13)°(14)

Involuzione I11. Poniamo 1, 7, 8 in linea retta; si ha una involuzione di
13” ordine, che ha:

un punto ottuplo . . . . 1,

tre punti quintuplh . . . 2, 3, 4,
due punti tripli. . . .. 5, 6,

due punti doppi . ... 7, 8,

e tre semplici. . . . . . 9, 10, 11,

= (1°2: 3¢ 4: 5 6),,

I=(1592°3 475262789 10 1) (15223242 5 6 T8 9) (152282425 6 7 8 10’

(172230425678 11} (1223456 87 (1223456 75 (123 46)(12345)
(12); (13)° (1 4)"

Involuzione IV. Un’alira involuzione di 13° ordine nasce dall’ allinea-
mento 1, 4, 11. Si hanno allora:

un punto ottuplo . . . . . 1,
due punti quintupli . .. 2, 3,
un punto quadruplo . . . 4,

quattro punti tripli ... 5, 6, 7, §,
due semplici . . . . . .. 9, 10
ed uno unito . . . . . .. 11,
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T=(1°2:87456178),
T—=(15233° 42526272829 10)t (13 2: 82 42 5 6 T8 9)2 (17 2: 3: 42 5 6 7 8 10)
(1°2°8:456T8):(1:23 456 8)5(1*23 456 T)2... (1 2) (1 3)2

28. Involuzione V. Per i due allineamenti 2, 3, 4; 1, 4, 11 abbiamo una
involuzione di 12° ordine con:

un punto ottuplo. . ... i,

due punti quadrupli . . . 2, 3,

cinque punti tripli. . .. 4, 5, 6, T, §,
due punti semplici. . .. 9, 10,

ed uno unito. . . . ... 11;

essendo:
'=(122356178),
JT=(1"2"3"4526:728"910);(1°23456 789);(1°23456 78 10):
(122356 783(12234568);(1°234567)%... (12)7(13)".

Involuzione V1. Daile IIL e IV nasce una seconda involuzione di 12” or-
dine allineando rispettivamente i punti 1, 4, 11; 1, 7, 8 essa possiede:

un punto settuplo . . .. 1,
due punti quintupli . .. 2, 3,
un punto quadruplo . . . 4,
due punti tripli. . . ... 5, 6,
due punti doppi . . . .. 1, 8,
due semplicl . . ... .. 9, 10,
ed uno unito . . . . . . . 11,

T'=(122:3245 6),,
Tem (142732425262 78 9 10) (172232 425 6 T8 )¢ (172232425 6 7 8 10);
(192234567 8)1(1°2345687(1°23456 T (12346
(123458 (12013

Involuzione 111, Nella 1II poniamo in linca retta i punti 1, 5, 6, L ir-
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voluzione, che nasce & del 12° ordine con
un punto settuplo. . .. I,
tre punti quintupli . . . 2, 3, 4,
quattro doppi . . . . . . b, 6, 7, 8,
e tre semplici . . . . .. 9, 10, 11:
T'=(1222 32 42),,
T—(1"2 345567891011 1 (3°2: 32425678 9) (172:3: 425 6 7 8 10)!
(122324256 T8 11)4(12348);(12347);(12346);(12345);
(12): (1 3)2 (1 41
Involuzione VIII. Un’altra involuzione di 12° ordine si ottiene dalla IV
per I'allineamento 1, 3, 10. Essa ha
un punto settuplo . . .. 1,
un punto quintuplo . .. 2,
due punti quadrupli . . . 3, 4,
quattro punti tripli . .. 5, 6, 7, 8,
uno semplice . . . . ... 9,
e due uniti . . . . .. .. 10, 11,

I'=(122"3456178),,
J=(142°324252627289),(1°2°3* 4256 78 9); (1?2?3456 7 8)}
(12223245678)1 (12345685 (1°23456 7);... (1 2).

29. Involuzione IX. Poniamo nella VI in linea retta i punti 1, 5, 6 (od
anche nella VII i punti 1, 4, 11). L’ involuzione che risulta & di 11° ordine, con:
un punto sestuplo . ... I,

due punti quintupli ... 2, 3,

un punto quadruplo . . . 4,

quattro punti doppi . .. 5, 6, 7, 8,
due sempliei . . .. ... 9, 10,

ed uno unito . . . .. .. 11,

Annalt di Matematica, lomo XII. 12
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ed &:
I'=(1223%4),,
IT=(12223°425678910) (122232 4°56789)2(1°2:34256 T8 10}
(122232456 784(123485(12347)5(12346);(12345)5(12)(13).

Involuzione X. Nella V si pongano 1, 3, 10 in linea retta (od anche nella
VIII, 2, 3, 4). I’involuzione si riduce all’11° ordine, ed avra:

un punto settuplo . ... 1,

un punto quadruplo . . . 2,

sel punti tripli . . . . .. 3, 4, 5, 6, 7, 8,
uno semplice . . . .. .. 9,

e due uniti. ... .... 10, 11,

r=(1:25678),
T=(1"2°3242526: 7282 9) (123456 T892 (12245 678 (122556 7 8);
(1°234568)5(1:234567)(12234578) (122346 78)5(12).

Inmvoluzione X1. Se nella VI prendiamo in linca retta i punti 1, 3, 10
(od anche nell’ VIIT i punti 1, 7, 8) si ha una involuzione di 11° ordine con

un punto sestuplo . ... 1,

un punto quintuplo ... 2,

due punti quadrupli . . . 3, 4,
due punti triphi . .. .. 5, 6,
duc punti doppi . . ... 1, 8,
uno semplice . . . . ... 9,

¢ due umiti. . ... ... 10, 11,

I'==(12:345 6),
T=(1°2°32 4256278 9), (17223245 6 T8 9)2 (12223 425 6 7 8);
(129032456 78) (12345685 (1°23456T)(12346)(12345)(12).

Involuzione XI1I. Un’altra involuzione di 11° ordine nasce dall’ VIIT per
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I’ allineamento 1, 2, 9. Essa avra:

un punto sestuplo. . . . 1,
tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,
quattro tripli . . .. .. 5, 6, 7, 8,
e treuniti........ 9, 10, 11,

I'==(12345678),

IT=(122232425262728%;(1°23*4°56 78); (1*2°34°56 7 8):
(1*223° 456 78)1(1°23 456 8)...

30. Involugione XIII. Si prendano nella IX i punti 1, 8, 10 in linea

retta (od anche 1, 5, 6 nel’ XI). Si ha una involuzione di 10° ordine la quale
possiede:

due punti quintupli . .. I, 2

due punti quadrupli . . . 3, 4,
quattro punti doppi ... 5, 6, 7, 8,
uno semplice . . . .. .. 9,

e due uniti. .. ... .. 10, 11

Iw == (22 3 4)2
T=(122°3 4256 T8 9)(1°2:324: 56 T892 (1222 345 6 7 8):
(12223245678, (123485(12347)5...(12).
Involuzione XIV. Nella involuzione X poniamo in linea retta i punti I,
2, 9 (od i punti 2, 3, 4 nella XII). Otteniamo una involuzione di 10° ordine,

che avra:
un punto sestuplo . . . 1,

sette punti tripli. . . . 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
tre uniti . . ... ... 9, 10, 11,
I=(15678),
T=(1°223242562> 8% (1*3 456 T8;(1°245678);(1*°2356 7 8);
(1234568);5(12234567)%...

Involuzione XV. Un’ultima involuzione di 2 specie si pud ottenere dalla
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XI per I'allineamento 1, 2, 9 (od anche dalla XII per I'allineamento 1, 7, 8).
Iissa & di 10° ordine con:

un punto quintuplo . . . I,

tre quadrupli . . . . .. 2, 3, 4,
due tripli ... ... .. 5, 6,

due doppi . . . . . ... 1, 8,

e tre uniti. . . . . . .. 9, 10, 11,

r=(23456),
T=(122:3 45062 T8). (12234256 7 8): (1°2:3 425 G 78))(1¢2: 32456 7 8)!
(122345688 (12234567(123406)(12345).

31. 3% Specie. Verranno dette di 3* specie quelle involuzioni nelle quali
le curve Q sono:

(14243 445678910 1112 13),.

11 fascio delle quintiche, che hanno quattro punti doppi nei punti 1, 2, 3, 4
¢ passano semplicemente per seffe dei nove punti 5, 6,... 13, deve avere gli
altri due per punti base. Questo fascio insieme all’altro (123 4), da la costru-
zione delle involuzioni di 3* specie.

82. Involuzione I. Se non assoggettiamo ad altri vineoli i punti 1, 2,...
13, la detta costruzione conduce ad una involuzione di 19° ordine con:
quattro punti nonupli . . . 1, 2, 3, 4,

e nove doppt .. ..... 5, 6,... 13,
= ("2 % 455...13),,
T=(152¢34445...18)} (1" 234 5... 13);... (123 45); (123 46)...

33. Involuzione I1. Per lallineamento 3, 4, 13 nasce una involuzione di
18° ordine, che ha:

due punti nonupli . . . 1, 2,
due punti ottupli ... 3, 4,
otto punti doppi . . . . 5, G,... 12

uno semplice . . . . .. 13;
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ed @
=(1°234'56... 12),,
IT=(152314:56...1213)}(112°344'56... 12 13)2 (1423 455 (... 12)}
(112432445 6...12) (123 45%... (1 2).
34. Involuzione I11. Da quest’ultima involuzione ponendo in linea retta
1 punti 2, 4, 12 si deduce una involuzione di 17° ordine, che possiede:
un punto nonuplo . . . 1,
due punti ottupli ... 2, 3
un punto settuplo . . . 4,
sette doppi.. ... .. 5, 6,. . 11,

due semplici . . . . . . 12, 13,
e st ha:

= (15231435 6... 11),,
T=(122344'56T78910111213))(142¢344*5... 1112}
(1¢2434435... 11 13)3 (112282 425... 11)5 (123455 (1234 6)S... (1 2)12(1 3)2

Involuzione 1V. Se invece nella II poniamo in linea retta i punti 1, 2, 13
otteniamo una involuzione di 17° ordine con:
quattro punti ottupli . . . 1, 2, 3, 4,
otto punti doppi . ... . 5, 6,... 12,

ed uno unito . . ... .. 13;
essendo:

F=(1424344¢5...12),
I=(142234445...12); (17243444 5... 12)2 (14 2+ 34 43 5... 12)?
(142¢3°445...12) (1 23 4 5)5...
35. Involuzione V. Poniamo nella III, in linea retta i punti 2, 3, 11.
Abbiamo una involuzione di 16° ordine con:
un punto nonuplo . . . I,
tre punti settupli ... 2, 3, 4,
sei punti doppi . ... 5, 6, 7,.. 10,
tre punti semplici . . . 11, 12, 13,
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e sara:
I'=(152 345 6... 10),
J=(132¢31445...13); (14223 435... 10 11)2 (1* 2232 43 5... 10 12)?
(11223242 5... 10 183)4(1 234 5)5 (123 46)5... (12)1* (1 3)12(1 4
Involuzione VI. Nella III prendiamo in linea retta i punti 1, 2, 13 (ovvero
nella IV 2, 4, 12) e scambiamo fra loro le denominazioni dei punti 2 e 3,

onde si hanno i tre allinecamenti 1, 3, 13; 2, 4, 13; 3, 4, 12. Avremo un’altra
involuzione di 16° ordine con:

due punti ottupli 1, 2,
due punti settupli . . . 3, 4,
5, 6,...

sette punti doppi 11,
uno semplice. . . . .. 12,
ed uno unito. ... .. 13,

D= (14243 425... 11),
Te=(14243° 445, 12) (1424 34 42 5.., 12 (1" 2 3 425, ., 11}
(14293549 5,.. 1) (12 3 4 5%... (1 2)%.

Involuzione VII. Un’altra involuzione di 16° ordine si deduce dalla III
ponendo 11 sulla retta (1, 4),. Questa involuzione possiede:

tre punti ottupli . . . . I, 2, 3,
un punto sestuplo . .. 4,
sei punti doppi . ... 5, 6,... 10,

tre punti semplici . . . 11, 12, 13,
F=(112¢344*5... 10)
I=(14243435... 1012 18): (142344°5... 10 11 13); (14 2* 3+ 4*5... 10 11 12)?
(1322324°5...10):(12345)5(12346);... (23 (1 3)2(12)1%
36. Involuzione VIII. Ponendo 1, 4, 11 in linea retta nella involuzione V

(o nella VII i punti 2, 3, 11) e scambiando le denominazioni dei punti L1 ¢
13, si ha una involuzione di 15° ordine, che ha;
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L
ot

un punto ottuplo ... 1,

due punti settupli . . . 2, 3,

un punto sestuplo . . . 4,

sei punti doppi . ... 5, 6,... 10,
due semplici . . . . .. 11, 12,

ed uno unito .. ... 13.

Essendo:
=(142232425... 10),
T—=(142434425...12);(142°3° 42 5... 10 11); (14 2° 3° 42 5... 10 12);
(12223742 5... 10)} (1234 5% (123 4 6)¢... (1 2) (1 ).

Involuzione IX. Nell'involuzione VI prendiamo il punto 12 sulla (1, 2),.
L’involuzione diviene di 15° ordine con:

quattro punti settupli . . . 1, 2, 3, 4,
sette punti doppi . .. .. 5, 6,... 11,
due punti uniti . ... .. 12, 18,

T= (1528 4 5.., 11),
T—(122032 415, 1) (12223442 5... 11)2 (1224 32 42 5. 11
(192737 495... 11)1 (1 23 45) (1 2 3 4 6.
31. Involuzione X. Poniamo nella VIII i punti 1, 3, 12 in linea retta

{ovvero nella IX i punti 2, 3, 11 e scambiamo fra loro le denominazioni dei
punti 12 e 13; 2 e 4), si ottengono i cinque allineamenti

1,3, 12; 1,4, 13; 2,8, 13; 2, 4,12, 3, 4 1L

L’ involuzione diviene di 14° ordine con:

due punti settupli . . . 1, 2,

due punti sestupli . . . 3, 4,

sei punti doppi . ... 5, 6,... 10,
uno semplice . . . . .. 11,

e due uniti. . .. ... 12, 13,
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Ed &:
P=(12223245... 10),
T=(129487 42 5. 11} (142 3 4 5... 112 (1° 22 3: 4 5... 10)2
(19278942 5... 10): (1 23 4 5)5... (1 2)'%.
38. Involuzione XI. Da questa poi per I'allineamento 1, 2, 11 si ottienc

una involuzione di 13 ordine nella quale i punti 11, 12, 14 sono diagonali
del quadrangolo 1, 2, 3, 4. Essa ha:

quattro punti sestupli . . . 1, 2, 3, 4,
sei punti doppi . ... .. 5, 6, 7,8, 9, 10,
etreuniti . ........ 11, 12, 13.
La curva punteggiata unita sara:
I=(122:324:56... 10);,
e la Jacobiana:
T=(122232 475, 10) (1° 22 3° 4 5... 10)2... (1 23 4 52 (1 23 4 6.
39. 4% Specie. Se le curve Q sono:
(149131 4:5:6278 9101112 13),
abbiamo una sola involuzione, che verra detta di 4* specie. Essa & dell’8° or-
dine e possiede:

tre punti quadrupli . . . 1, 2, 3,
tre punti doppi . - . . . 4, 5, 6,
tre sempliei .. .. ... 7, 8,9,
e quattro unmiti . ... . 10, 11, 12, 3.

Non esiste curva punteggiata unita, e la Jacobiana &:
IT=(12223245689)(122:324567972(122:32456 78);(12356)
(12346);(12345)5(23);(13);(12).

Le coniche del fascio (128 4), hanno per corrispondenti coniche del fascio

stesso, quindi si ha mnel fascio una involuzione, nella quale devono essere cor-
rispondenti le coppie:

(12345), (12346); (12347),, (14),(23);
(12348), (13),(24); (12349, (12),(34).
Lo stesso dicasi pei fasei (123 5),, (1236),.
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Per mezzo di due di questi tre fasci di coniche s pud costruire I'involuzione.
40. 52 Specie. Di 5* specie si diranno le involuzioni di 4" classe, nelle
quali le curve Q sono:

(142432435262 7282910 11),.

In queste involuzioni devono i punti 1, 2,... 11 giacere sopra una mede-
sima cubica, in modo, che la cubica (123245678), passi per 9, e che i
gruppi di sei punti 1, 2, 3, 4, 10, 11; 1, 2, 5, 6, 7, 8 giacciano sopra due
coniche. Soddisfatte queste condizioni ne consegue 1’esistenza delle curve

(1234°56789),, (1235710),, (1236711),, (12358 11),,
(1236 810),, (1245810, (1246311),
(1245711, (1246 710),.

Queste involuzioni si costruiscono poi col fascio [1°2:34567810(11)], in-

sieme ad uno dei due
(12223256 78),, (1:2:4*56 7 8),.

41, Involuzione I. Non sottoponendo ad altri vincoli i punti 1, 2,... 11
nasee una involuzione di 10° ordine con:

due punti quintupli ... 1, g

due punti quadrupli . . . 3, 4,
quattro punti doppi . .. 5, 6, 7, 8,
uno semplice . . . . ... 9,

e due uniti. . . .. .., 10, 11,

essendo:
T—(1234),,
T=(122°324*56789); (122324256 78 9)2(1* 223456 7 8);
(122345678 (12346)5(12345) (123487(1234T8(12)

42. Involuzione 11. Per I'allineamento (1, 2, 9) nasce una involuzione di
9” ordine con:

quattro punti quadrupli . . . 1, 2, 3, 4,
quattro punti doppi . . . .. 5, 6, 7, 8,
etre uniti .......... 9, 10, 11

Annali di Matematica, 1omo XII, 13
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e si ha:

=3 4),

T=(12232425678) (1203242567 8) (1222342567 8) (122°3: 456 7 8)!
(12346):(12345)5(12348)7(12347)%.

43. 6% Specie. Le involuzioni di 6* specie sono quelle che danno il sistema
di curve Q:

(1422 32 43 52 6° T2 82 92),,

In esse i punti fondamentali 1, 2,... 9 sono i punti base di un fascio di
cubiche, il quale insieme all’altro (122345 6), serve a costruire tutte queste
involuzioni di 6% specie.

44. Involuzione I. L'involuzione pilt generale di questa specie & di 17° or-
dine, e possiede:
un punto nonuplo . ... 1,
cinque punti sestupli . . . 2, 3, 4, 5, 6,
e tre triph . ....... 7, 8,9,
P=(18223"4"5°6T789),
T=(1"2°8° 425262 72829%); (122232 4° 52 6* 7 8 9)2 (122232 425262 T 8 9)2...
(1:23456 T)...
45. Involuzione II. Per I'allineamento 1, 6, 9 si ha una involuzione di
16° ordine, con:

un punto ottuplo . .. .. L,

quattro punti sestupli . . . 2, 3, 4, 5,
un punto quintuplo . ... 6,

due teipli.......... 1, 8,

uno doppio . . . . ... .. 9,

ed &:
I'=(112%3° 42567 8)s,
IT=(1422 34256 7282 0); (122°3° 47 52 6: T892 (192232 42 52 62 T8 9)2...
(1?2232 425262 78);(1°234567);(1°234568);(12345).

Involuzione II1. Per 1 allineamento 4, 5, 6 si ha un’altra involuzione di
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16° ordine, che ha:

un punto nonuplo ... I,

due punti sestupli . .. 2, 3,
tre punti quintupli . . . 4, 5, 6,
tre punti tripli . . . . . 7, 8, 9,

= (152° 3 42 52 6: 78 9),
J= (152935 4 5% 63 72 82 9%)} (1529 32 42 52 62 7 8 9)2 (19 22 3° 42 52 6 T 8 9);
(192:3: 4256 78 9): (192282 4526 78 9)¢ (12223 45 62 7 8 9);
(1223456 7) (1223456 8) (12345 6 9.

46. Involuzione 1V. Poniamo nella II i punti 1, 5, 8 in linea retta. Si
ha una involuzione di 15° ordine con:

un punto settuplo . . . . 1,

tre punti sestupli . . . . 2, 3, 4,
due punti quintupli . . . 5, 6,
un punto triplo . . . .. 1,

e due doppi . . . .. .. 8, 9,

I = (1% 2° 3% 42 52 62 T),,
T=(1°2° 39 47 5% 62 T2 8 9)! (1° 20 3° 42 52 6° 7 8 9)2 (1° 22 3° 42 5% 62 T 8 9)
(192032 4752 62 7T 8 ) (1222 32 42 52 62 7 9)F (12 22 82 42 52 62 T 8)¢
(1223456 7)7(12346) (123 45).

Involuzione V. Se nella II si prendono in linea retta i punti 4, 5, 6 (od
anche nella 1II i punti 1, 6, 9) si ottiene una involuzione di 15° ordine con:

un punto ottuplo. .. .. 1,
due punti sestupli . ... 2, 3,
due punti quintupli . .. 4, b,
un punto quadruplo . . . 6,
due tripli . ... ... .. 1, 8,

ed uno doppio . . .. .. 9;
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essendo:
= (142232456 178),

T=(1"2132425262T2829); (122232 4252 62 78 9); (1222 32 425262 T8 9)}
(1°2°32 4256 789)(1°2°3°4526 789)5(1°2°3°456 7 8)°
(123456 7);(1*234568);(12345).

Involuzione VI. Un’altra involuzione di 15° ordine si ha dalla III po-
nendo in linea retta 1 punti 2, 3, 6, sicché abbiamo:

un punto monuplo . . .. .. 1,

quattro punti quintupli . . . 2, 3, 4, b,
un punto quadruplo. . . .. 6,

e tre tripli. . . ... .... 7, 8,9,

I'=(15223242526 78 9),,
T= (1723343536372 82 9%); (1° 223 4°5° 6 78 9);(1223° 42526 T8 9);
(1322324256 789):(13223°45°6789):(1223456 78 9)§
(1°234567);(1*234568);(1°234569),.
47, Involuzione VII. Dalla IV pel nuovo allineamento 1, 4, 7 nasce una
involuzione di 14° ordine, che ha:
tre punti sestupli . 1, 2,38
tre punti quintupli . . . 4, 5, 6,
tre doppi .. ... ... 7 8,9
I"= (12 23 33 42 52 6%),,
T=(12223242526>789): (15223242526 T8 9); (152232425262 T8 9)}
(1222324252628 9) (1222 32425262 T 9); (12 22 32 42 52 62 7 8);
(12356)1(12346):(12345).

Involuzione VIII. Nella IV poniamo in linea retta i punti 4, 5, 6 (ov-
vero nella V 1, 5, 8). Si ha una involuzione di 14° ordine con:

un punto settuplo . .. . 1,
due punti sestupli . . . . 2, 3,
un punto quintuplo 4,

due punti quadrupli . . . 5, 6,
un punto triplo .. ... 1,
e due doppi . ... ... 8, 9,



Maritinetti: Le involuzioni di 3% e 42 classe. 101

ed é:
I'=(13283:4°56 7,

T==(132235 4952 6272 8 Q)¢ (12 29 3% 42 52 62 7 8 9) (12 2° 32 42 52 62 7 8 9
(1°223°4256789)1 (12223°45679); (122232456 7 8);]
(12234567);(12346);(12345)

Involuzione 1X. Una terza involuzione di 14° ordine si ha dalla 'V per

Iallineamento 2, 3, 6 (od anche dalla VI per I'allineamento 1, 6, 9); essa
possiede:

un punto ottuplo ... ... 1,

quattro punti quintupli . . . 2, 3, 4, 5,
tre punti tripi . ... ... 6, 7, 8,
ed uno doppio . ...... 9.

Si ha:
I == (14223 42 5° T 8),,

T=(142332425%62 78 9); (132: 342526 78 9)2 (1223242526 T8 9)?
(152232425678 9),(122°3245°6 789) (1223457 8)¢
(1°234567);(12234568)%(12345).

48. Involuzione X. Nella involuzione VII poniamo in linea retta i punti

4, 5, 6 (ovvero i punti 1, 4, 7 nell’ VIII). Nasce cosi una involuzione di 13° or-
dine con:

tre punti sestupli . . . . 1, 2, 3,
tre punti quadrupli . . . 4, 5, 6,
tre doppi . ....... 1, 8, 9,

IN'=(1*23345 6),
T=(1"2232425262789);(1°2: 874252 627 8 9)2 (122232 42 52 62 T 8 9)°
(1°2°8:45689) (122282456 79)(122:3: 456 7 8)
(12356);(12346);(12345)..
49. 7% Specie. Le involuzioni di 4" classe nelle quali le curve Q sono:
(122232 425563 72 8% 9),

verranno chiamate di 7% specie.
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In queste involuzioni i nove punti 1, 2,... 9 sono punti base di un fascio di
cubiche, e tutti si possono costruire col sistema tre volte infinito di sestiche (¥)

(12 22 3% 42 5° 6° T2 8%),
50. Involuzione 1. Questa costruzione, nel caso in cui i punti 1, 2, 3,... 9
non siano soggetti ad altre condizioni, dd una involuzione di 17° ordine, con:
otto punti sestupli . . . 1, 2,... 8,

ed uno unito. ... .. 9.
T == (1223 3% 43 53 63 T° 8%),,
T==(12223%4% 5% 62 72 8% (1223 32 42 5 62 T2 B):...

51. Involuzione II. Per 'allincamento 6, 7, 8 si ha una involuzione di
16° ordine con:

cinque punti sestupli . . . 1, 2,... 5,
tre punti quintupli . ... 6, 7, 8,
ed uno unito . ... ... 9,

[==(1° 2% 3% 47 5% 62 72 8%),
J=(12223242526° T° 8%), (122232 4252 62 12 8%)7... (12 22 32 42 52 62 7 8);]
(1222324256 7* 8)....
Poich® una rete particolare del sistema (122%3%425%62 72 8%, basta a co-
struire I'involuzione, cosi potremo prendere la rete (12273242526 7 8),.

52. Involuzione ITI. Coi due allineamenti 4, b, 8; 6, 7, 8 si ottiene una
involuzione di 15° ordine la quale possiede:

tre punti sestupli . ... .. 1, 2, 3,
quattro punti quintupli . . . 4, 5, 6, 7,
uno quadruplo. . ... ... 8,

ed uno unito . ... .. .. 9;

e o ha:
I'=(12223%4°5%6° 7 8),
IT=(122232 42526212 8%)}... (12223242562 72 8)... (1222324 5 6 T 8);.

(*) Bermini: Ricerche, ecc., 1, ¢., § B.
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Questa involuzione, e le altre che verranno in seguito (casi particolari di
questa) possono essere generate coi due fasei di curve unite: (123456 789),,
(122231456 7),.

53. Involuzione IV. Ponendo nella precedente i punti 2, 3, 8 in linea
retta nasce una involuzione di 14° ordine con:

un punto sestuple . .. 1,
sei punti quintupli . .. 2, 3,... 7,
uno triplo. . . ... .. 8,

ed upo unito . . . . .. 9:
essendo:

T = (15 2 3¢ 42 52 62 Te),,
T=(1°232425262 72 8%} (12 22 3 42 52 62 72 8); (12 2 3° 42 52 62 72 8);
(1222324256272 8): (1222324 5262 77 8)F (1222 32 42 52 62 7 8)¢
(12223: 41526 72 8) (1223 4 5 6 T)2.
Involuzione V. Nella IIT poniamo in linea retta i punti 3, 5, 7 e scam-

biamo fra loro le denominazioni dei punti 5 e 6, per cui abbiamo i tre alli-
neamenti 3, 6, 7; 4, 6, 8; 5, 7, 8. Avremo una involuzione di 14° ordine con:

due punti sestupli. ... 1, 2,
tre punti quintupli ... 3, 4, b,
tre punti quadrupli . . . 6, 7, 8,
ed uno unito. . ... .. 9
I'=(1°2°3*4*56 7 8),,
I=(172"3*4*526°7°8%); (122732 42 52 62 7 8%)2 (12 2° 32 42 52 6 T §?)°
(1°2°3°45°6 T° 8)2 (1°2°3°4* 5% 6* T 8); (1*223 4 5° 6 7T 8);
(1°2°34°56 T8)(1°2: 3 45 6 7 8)3.
54. Involuzione VI. Nella IV poniamo in linea retta i punti 3, b, 6 e

scambiamo le denominazioni dei punti 3, 7 (ovvero nella V allineamo i punti
2, 3, 8 e scambiamo le denominazioni dei punti 3, 5; 6, 7; 2, 4). L’involu-
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zione diviene di 13° ordine, e possiede:

un punto sestuplo . . . . 1,
tre punti quintupli . .. 2, 3, 4,
tre punti quadrupli . . . 5, 6, T,
un punto triplo .. ... 8,
ed uno unito. . . .. .. 9,

e sl ha:
M=(1°2°3456 T),
T=(12223*4*5262 7" 8%, (17 2° 32 4* 526 7 8): (122232452 6 7* 8);
(1°2°3°4°56°7°8)4(1*2°3°456 78): (1*2234*56 7 8)¢
(1*23°4°5678); (1°23456 7
Involuzione VII. Un’altra involuzione di 13° ordine si deduce dalla V
pel nuovo allineamento 3, 4, 5. Si avra:
due punti sestupli. ... 1, 2,
sei punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6, 7, §,
uno unito . . ... ... 9,
I=(1*2°345678),,
T=(1*2°3 42526785 (12 2° 32 4° 526> 1> 8°); (123456 78 )
(1222345672 8)1(122°3456°78);...
55. Involuzione VII1I. Nella involuzione VI poniamo in linca retta i punti
2, 3, 8 e scambiamo fra loro le denominazioni dei punti 3 e 7 (ovvero pren-
diamo nella VII i punti 3, 4, 7 in linea retta e scambiamo le denominazioni

dei punti 3, 4 e poi 3, b); avremo una involuzione di 12° ordine, la quale
possiedera:

un punto sestuplo . ... .. 1,

un punto quintuplo ... .. 2,

quattro punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6,
due triphi . . .. ... ... 7, 8,

ed uno unito . . . ... ... 9,
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e sl avra:
I'=(1*2*3456),,
T=(1°22324*5°6° 1> 8%) (122232 4* 52 6* 7 8): (12223 42 5 6 T 8)}
(1*223°45678)1(1°2°3456°78);(1°2°345°6 7 8);
(1*234568); (1223456 7).

56. Involuzione IX. Poniamo in quest’ ultima involuzione, il punto 2 sulla
retta (5 6),, sicchd i punti 2, 3, 4 sono diagonali nel quadrangolo 5, 6, 7, 8.
Nasce cosl una involuzione di 11° ordine con:

un punto sestuplo . . ,

|
tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,
. .5 6,7 8

) ! ? ?

quattro punti tripli .
ed uno unito . ... .. 9,
I'=(1°234),,
T=(122232425262 728, (12232 4*5 6 78); (122234256 T 8);
(12223°45678);(12234678);(1*23457 8);
(1:234568);(1°23456 7).

57. Trovata cosi la configurazione dei punti fondamentali, e la costruzione
delle involuzioni di 3" e 4" classe, essendo gid nota quella delle involuzioni di
classe v=0, 1, 2, veniamo anche a conoscere tutte le involuzioni di ordine
n<10.

Ma notiamo, che se, oltre alle considerate, esistono altre involuzioni di 10° or-
dine, esse non possono essere che di 5* classe, quindi non possiederanno curva
punteggiata unita; percid dovranno le curve fondamentali passare un numero
pari di volte pei punti fondamentali cui corrispondono. Per questa osservazione
si deduce facilmente, che vi sono due sole involuzieni di 5* classe e 10° ordine:

la 1* & di Jonquikres, che rientra nel caso generale trattato dal sig. Berrini;

la 2* possiede:

due punti quintupli 1, 2,

due punti quadrupli . . . 3, 4,
quattro punti doppi . .. 5, 6, T, 8,
un punto semplice . . . . 9,

e quattro umiti. ... .. 10, 11, 12, 13,
Annali di Matematica, tomo XIL 14
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ed ha per Jacobiana:
IT=(12233"4"56789). (1°2°3°4*°56 78 9);(1°2°3°4 56 7 8);
(1°2°34°5678)!(123463(12345)5(12348);(12347);(12).

Tale involuzione si costruisce per mezzo di due fasci in involuzione, uno di
coniche (1 2 3 4), nel quale devono essere coppie di elementi corrispondenti le:

(12345),, (12346); (12347),, (12348);
(12349, (12,34 (13524, (14.(23),
Valtro di cubiche (122345 7), in cui devono essere corrispondenti le coppie:
17).(12345), (12234576);, (15),(12347T),, (1°234578)s;
(12),(13457),, (12234579); (13),(12457),, (14),(1235T)..

Al fascio (1223 45 7), si pud sostituire un altro analogo, sicche questa stessa
involuziene pud essere generata in varl modi.

Ora possiamo dire di conoscere tutte le involuzioni (a punti fondamentali
distinti) di ordine n=s10.

Pisa, 27 novembre 1883,
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