
Sulla r iduz ione  a forma canon ica  di una 
sos t i tuz ione  l ineare  o m o g e n e a  e di un 
fascio di forme bilineari.  

(Di 0NORaTO Nm()~E'rTt, a. Pisct.) 

S i  debl)ono al W1~im~s'r~ass le eondizioni neeessarie e suffieicnti pcrch8 
due fasei di forme bilineari in due serie d i n  variabili 

( ' B ' ( ~ ' v ' )  ~ . , (  ,, o~ ' ' A ' , z ~ v ' ) - - o ~  = ' a' - -  b ' , , ) ~ , v ~ ,  

tali ehe i determinanti  dei due fasei: 

~ ) ( o , ) = l a , ~ - o ~ b , ~ l ,  I)'(o0---I~,,',~ .... o~',,:I, (i, k = l , . . . ,  ~) 

non siano identicamente nulti, siano equivalenti; perch5 esistano ciob~ due 
trasformazioni l[neari, non degeneri, una delle ~t helle u', l 'altra delle v helle v', 
ehe portino una forma qualunque A -  o~ B de! primo faseio nella corrispon- 

dente A ' - - ~ ) B '  (eotlo stesso valore di~)) dell'altro. E pereib neeessario e suf- 
fieiente ehe i due determinanti D (o)), D'((o) abbiano gli stessi divisori ele- 
mentari  (*). 

La dimostrazione deI W~IE~STRASS ha earattere traseendente e eonsiste 
essenziatmente nel ridurre, con un 'oppor tuna  trasformazione lineare delle 
variabili, it faseio A -  co B a d  una tbrma ca.J,onica, la quc~le dipende soltanto 

(*) Per tutto quel ehe riguarda la teoria dei divlsori elementari, come anehe per la rie- 
ehissima bibliografia sulla questionc, rimandiamo al libro del MUTH: Theo~qe ult(l A~weltdm~,g 
der Eleme,~tartheiler (Leipzig, Teubner, 1899) ed alt'artieolo del MEYEn: I~varia~tentheorie 
nel 1. ° volume dell'Eneielopedia Natem~tiea (p. 3~7-33¢). 
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dai  divisori elementari di pr imo  grado del determi~ante D ((o). Questo dimo- 
stra il teorema d[ WEIERSTRASS e d5 insieme una trasformaziol~e lineare sulle 
variabili che porta il fascio A -  ~)B nell 'equivalente A ' - -o )B ' .  

Le condizioni, che il teorema di WE~SRSTl~ASS asseg~la come necessarie e 
suffieienti per l 'equivalenza di due fasci di forme bilineari, sono evidente- 
mente razionali.  E questo 5 ben naturale, in quarlto il problema di rico- 
noscere se due fasci siano equivalenti ed iu questo caso la determinazione 
di tutte le trasformazioni dell 'uu faseio nell'altro possono ricondursi a lla di- 
scussione di un sistema d[ equazioui Ill)earl, dipendenti razionahnente dai 
due fasci (*); il problema stesso ~ quil~di essenzialmenie razionale. 

Era quiudi naturale il cereare del teorema stesso uua dimostrazione ra- 
zionale. Una tale dimostrazione fu data, dal FI~OBSNIUS (**) e si fondu essen- 
zialmente su un procedimento di KI~ONE(~I~Ei~ per la riduzione delle matrici 
(che pone in evidenza i divisori elementar[ delle mah'ici s tesse)e sul caleolo 
simbolico delle forme bilinear]. Anche la dimoztrazione del ~'ROBENIUS d~ tllla 
trasformazione particolare di un fascio neli'alLro (supposti equivalenti); ma, 
quando si voglia venire fino alle applicazioni numeriche, 5 facile persuadersi 
che il procedimento del FROBENIUS ~ tutt 'altro che pratico. 

Le altre dimostrazioni razional i  del teorema di W. non si scostallo es- 
senzialmente da quella di FROBE~CS; ricorderemo soltauto, a questo riguardo, 
una notevole Memoria del LANDSBE~G (**:~), nella qua]e il teorema di W. 
dimostrato, r iconducendo la teoria dei fasci di forme bitineari a quella dei 
sistemi fondamentali (secondo la denominazioue di LANDSBEa(~) di funzioni 
in ua  determinato campo di razionatit'h. Anche ta dhnostrazione di LANDSBERG 
si fondu (nel caso generate) sul proeedimento di riduzioue delle matrici, dato 
dal KRONI~CKER; per la sua applicazione pratica, valgono quindi le stesse os- 
servazioni che per la dimostrazione del Ft~oBt~,','~cs. 

Lo studio accurato della dimostrazione di W. mi ha portato facihnente 
a concludere che in essa dimostrazione la parte trascendente ed anche la 
parte ir~'azionale del procedimento ~ soltanto apparente, e si pub dare alla 
dimostrazioue stessa uua veste del tulto razionale. Bas ta  per  questo assumere 

come campo fo~damentcde di razioncdiff  b i~vece che il ca.m~o totale (come nella 

(*) Cf. MUTI~, 1. C., pug. 67. 
(**) Cf. ]~IuTt~, L c., pag. 61. 

(~**) LANDSBERG, Ueber Fltndameutalsyste:ne u~¢.l bilineare F~rme~ (Giornale di Crelle, 
Vol. 116, pug. 331-31,9). 
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dimostrazione del W.) m~, ca~tl)O determinato R (del resto arl)itrario) il q~tale 
co~te~g~ i eoefficie~,ti delle d~t.e [orme A, B. La deeomposizione, nel eampo R, 
del determinante D (o)) del faseio nei suoi divisori elementari conduce allora, 
in modo affatto naturale, alia eonsiderazione di un sistema notevole di eon- 
gruenze, i eui mcduli  sono i divisori elementari del determinante D(o~); e 
dagli elementi stessi del determinante D (~,~) si hanno agevolmente le solu- 
zioni pi~ generali delle eongruenze stesse. Dai eoeNeienti delle soluzioni 
(polinomiali) di que,~te eongruenze si trae una trasformazione lineare sulle 
variabili del fascio, la quale riduee il faseio stesso ad mm forma ehe pub 
dirsi aneora cct~o~,~ico, in (Iuanto dipende eselusivamente dai divisori elemen- 
tari di D(o)) nel eampo R. 

Le stesse eons[derazioni eoudueono inoltre ad iutinite di tall forme ca- 
noniehe; e, tissa[a una qualunque Ira esse, si ha subito la trasformazione 
pile ge~erctle delle variabili ehe riduee il faseio alla forma assegnata. Ne segue 
il teorema di W. e si ha insieme la pitt generale trasformazione delle va- 
riabiti ehe 1)or[a, l 'uno nell'altro due fasei equivalenti. 

Ii~" da osservare anehe ehe l 'operare entro un eampo determinato R di 
razionalith, inveee ehe nel eampo totale, lungi dal eomplieare, eonferisee alia 
trattazione una grande semplicita, non disgiunta, a mio avviso, da una eerta 
eleganza; si ~,, inth,tti (,ostretti in tal guisa a r inuneiare a qualunque ealeolo 
di earattere partieolare, e a fondare inveee le proprie deduzioni sui primi e 
pitt sempliei teoremi della teoria deUe funzioni razionali intere (senza il sus- 
sidio del teorema fondamentale dell'algebra). 

I1 problema della riduzione a forma eanoniea di una sostituzione lineare 
omogenea (nel eampo dato R) ~ eontenuto in quello pifi generale della ri- 
duzione di un faseio di forme bilineari; la sua trattazione diretta g perb 
molto pi;J sempliee. Ne ho trattato distesamente nel primo eapitolo, arrivando 
tino a dare due esempi numeriei, i quali dimostrano ehiaramente la pratieit~ 
del metodo esposto. 

Avrei voluto trattare in un terzo eapitolo il easo di K~ONECK~I~, quando 
il determinante del faseio di forme eonsiderato ~ identieamente hullo, ed in 
un quarto della riduzione a forma eanoniea di un faseio di forme quadra- 
tiehe, od emisimmeh'iehe, o di un faseio the eontenga insieme una forma 
simmetriea ed una emisimmetriea. La mole, gi'~ notevole, della Memoria pre- 
sente mi ha persuaso a r imandarne la trattazione, insieme con altre appli- 
eazioni della teoria generale qui svolta; ad un'al tra prossima Memoria. 
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CAPITOLO PRIMO. 

Riduzione a forma canonica di una sostituzione l ineare omogenea. 

I D E N T I T ' 4  FONDAMENTALI.  

1. Si abbia un determinante  di ordine n :  

i cui elementi  pensiamo come al tret tante variabili indipendenti .  Abbiamo 
identicamente,  in t roducendo i simboli ~,~. di KRONECKER: 

" c , ~ D - - ~ , D ,  (i, l = l ,  ~,... ,  n;  ~,.~=1, ~ , = 0 ,  per i : i= l ) ,  (2) 

donde, derivando rispetto ad una qualunque,  c~,~, tra le c, o t teniamo:  

~ D ~_ 3;~ ~ D _ 8,, ~ D (i, l, p, q : 1, 2, . . . ,  n), 

e derivando ancora :  

I 

(i, l, p , ,  q~, p~, q~ : 1, 2,.. . ,  n). 

Cosi seguitando, ot teniamo in generale l'identit'h, che si dimostra subito 
per  induzione : 

..~.~ Cir. - - - - -  -~- 

÷ ~ ~ ~ = (~), 

~ D 
- -  , (i,l, p l ,  q~ , . . . ,  p ~ , q ~ = I , 2 , . . . , n ;  ~.<:n). 
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I n s i e m e  c o n  q u e s t a  si ha  a n c o r a :  

, 

~ ' D  ] 
---- ~,.,,, ~ % ~ , . . .  ~ cv,,'q~" , (k, m, p , ,  q, , . . . ,  p~., cp~. = 1, ~ , . . . ,  .n; ~ . ' <  n) 

e d a  q u e s t a  si o t t i e n e  l ' idm~ti th  n o t e v o l i s s i m a  (*) 

" b "-i' D 9 °'+' D '. 
A,., ,  == ,~,.,.. c,~. = 

____ 3" '-~' D _ _  ~ D p e r  z ~ ~.' ( 
c,,, ~ cp.q, . . . ~ c~,~ q,,  ? % ~, . . . ? cv,~q,~ , (3) 

i 
__-- ~ '  D ~ "  D p e r  ~. --:~ ~' , 1 

t (1, m, l h ,  q , , . . . ,  p ~ ,  q ~ , . . . ,  p~ . ,  q o . =  1, o , . . . ,  n ;  ~, ~ . ' < n ) .  

In  p a r t i c o l a r e  ne  s e g u e :  

p e r  ~. > ~.', ,m -~  q~, F~,..., q,~, 
A~ '~ ' -~O i p e r  ~ . ' ,  l : = p ~ , . . . , p ~ , .  

Sia  i n v e c e  ~.-~ ~', e si p o n g a ,  p e r  u n i f o r m i t ' h  di  s c r i t t u r a ,  

m ----: q,~ ~, ; si  o t t i e n e  : 

D ~ D ~'~ ~' D 

( ~ . ~ n ;  p , ,  q , , . . . ,  p~ ,  g~, r ~ + , ,  q ~ ,  = 1, 2 , . . . ,  n) .  

( : ;)  

1 m--l)a ~1 

(3") 

~. Gli e l e m e n t i  c,,.. di D s i a n o  o r a  f u n z i o n i  l i n e a r i  i n t e r e  di  u n a  va-  

r i a b i l e  ~: : 

c,,~. = a~  - -  o) b;~., (i, k = l ,  ~ , . . . ,  n)  ($) 

(*) Si ricordi che il determinante D 6 tma funzione lineare intera degli elementi di ogni 
sua linea e quindi (3 ad es. 

0 per 7) .... 1; o q-=q'.  
3 @ q 3  cl,'q" 
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tali the  il  determi~m, nte di ordine ~ : 

B = i b,~ !, (i ,  k = ~, ~ , . . ,  . )  (~)' 

sia diverso da zero (*). In questa ipotesi il determinante D, the indicheremo 
anche coil 

D (,,0 = ~ ~ ' , , ~ -  ',, b,~ i ( U *  

sarh un polinomio in o~ del grado n. 
Sia ora  R un campo determinato di razionalit'a, che contenga le a,~, b,~ 

(e. nel quale valgano le ~.cela,,c*i fondamentali del eamDo, razionale) e sia 
P =  P(o~) un divisore pr imo  in R (variabile) di D (o~), del grado g in ~. A1 
divisore P eorrispouderanno un eerto numero h__~ n di divisori elementari 
di D (o~): 

pe,, F%.. . ,  P% (con e, ~ e ~ . . . ~  e , , ~  1) (**) (5) 

e, posto in generale 

• . ~ (6) t,.-= e~+, -/-, e,÷~7-. ~-c~, per 0 ~ _ ~ i < h ,  

si avrh per ogni minore di ordine n -  ~. di D (~,): 

a ' D  
=__0 (mod/~Z,), ( ~ . = 0 , 1 , . . . , h - - i ) ;  (7)~ 

"~ Cp~q~ . . . ~ C p ~ q ~  

vi sarh inoltre un minore di ordine n - -  ~. regolare (***) rispetto a P;  esisterh 
cio~ almeno un sistema particolare (s, t~, s~ t~,...,  s~t~), per il quale insieme 
colla (7)~ si avr~ anche:  

gTD = : 0 (rood P'°  + ') ; (8)~ 

ricordando inoltre ehe qualunque minore di D (o)) regolare rispetto a P con- 
tiene dei minori (di qualunque ordine) ancora regolari rispetto a P, si pub 
supporre (il ehe noi fi~remo) ehe i sueeessivi sistemi (s, t~. . . .% I=) (~ = 0, 
1,..., h.) siano eiaseuno compreso nel suceessivo. 

('*) Potremmo supporre soltanto D(~) non identicamente hullo; ma, in questa ipotesi, 
con una trasformazione [ineare sulla variabile ~, possiamo sempre ridurci al caso superiore. 

(++) Cf. M1;TH, 1. C., pag. 7. 
(~"~'~) Cf. MUTH, I. c., pag. 6, 7. 
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Cambiamo ora nella (9),. ~. in ~. ...... l; dalle (7t~_ avremo le congruenze:  

c 
t "~ On, ~ Cp,q~... O Cp~_:qa_l 

:= 0 ( , n o d / ' a - , )  ; 

ma, per la (7),, si pub porte  

a ° D 
a c,, a q ,q , . . .  ;~ ~>,_,q,_, 

- - 1 ' 1 , .  x , 

essendo le X :~') (mi polinomi in o); sat5 quindi  an('lm 

~t 

~ .  c,~ X("~ =: 0 (rood t)", ), 
lk ,  P,qI, "',P,z- qa--t 

(~--= I, 2, . . . ,  h.; i - -  1, 2,. . . ,  tt,). (10)~ 

Facendo ~. = 1, 2,. . . ,  It e l )rendendo (p, q,,. . . ,  1~,. , q~.,) = (s, t,, s,, t:,. . . ,  
s~., to._,), l = s ~ ,  otteniamo h sislemi di funzioni the  indichiamo seml)lice- 

mente  con X~g~(a= 1, 2,.. . ,  h; k = l ,  ~,... ,  n). Dimostr iamo che :  
La matrice di questi sistemi 

I~X2~'i ( , .=  l, 2,..., h; k =  1, % . . ,  ,~) 0 i )  

ha (rood P)  la caratteristica h. 
Consider iamo infatti in questa matrice it minore delle colonue t~, t , , . . . ,  t,,; 

esso si r iduce al prodotto degli e lemcnti  principali, ciascuno dei quali per 
le (8)~, (9)~ 6 _: i :0 (rood P).  Ne segue senz'altro la nostra asserzione. 

~ISTEMI E MATRIC[ CANOI~ICHE 

I'ER UN DIVISOI{E PRIMO (U PElf LE tilGHE) DI ./)(t@. 

3. Sia sempre P u n  divisoI% primo nel eampo R, di D (o)), di grado g. 
h ls ieme coi humeri  e,, e=,..., e,, (di WEnmSTRaSS) ad esso relativi conviene in- 
t rodurre  anche i eosidetti humeri  del PRSDELLA (*). Sia pereib h, il numero  degli 
esponent i  e, ehe sono maggiori eli uno, h~, quello di essi numeri  maggiori di 
2,. . . ,  in generale sia h, il nmnero  degli csponenti  e, maggiori di t. Abbiamo 

(*) Cf. ad es. : BERTINI, httroduzione alla geomelria proiettica degli il)ersl)az$ , pag. 99 (Pisa, 
Spo~rri, 1907). 
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e v i d e n t e m e n t e  : 

t ~ - e ~ - - l ;  h,.:~h,~.; h +-l< + h . , - ~ - . . . @ h ~ , _ ~ - - e ~  q-e.,~', ...... +e, , -  ..... lo. (6)* 

C o n s i d e r i a m o  ora  le n e o n g r u e n z e :  

~" c ~ i ' Q = _ O ( m o d P ' )  (con O < l ~ e ~ ) ,  ( i = 1 ,  ~2,. n.)" (1~) 
1 

ehiaro  ehe  le X"g) (~. = 1, 2 , . . . ,  h, .,), da te  dalle (9),, eos t i tu i seono  un  s i s t ema  
di h,_, so luzioni  i nd ipenden t i  di ques t e  congruenze ,  la, c~i m~trice ha (rood P)  
la caratteristica h,_~; q u e s t a  ma t r i ce  5 infat t i  u n a  pa r t e  del la  ma t r i ce  (11). 

S iamo in tal  guisa  eondot t i  a s tud ia re  le soluzioni  (pol inomial i )  delle 

e o n g r u e n z e  (12). 
S iano perci6,  in genera le ,  X T ,  X(~,. . . ,  X(2 r soIuzioni  c o m u n q u e  deter-  

m i n a t e  di esse eong ruenze ,  la eui  ma t r i ee  [X'g'[ (k = i ,  ~ , . . . ,  n ;  ~ ---= i, 2 , . . . ,  r)  

abb ia  (mod  P )  la ca ra t t e r i s t i ea  r. 
La mat r i ee  s tessa  p u s  al lora,  in infiniti mod i  (*), eomple t a r s i  in u n a  qua-  

d r a t a  M, di o rd ine  u, d iversa  da  zero  (rood P ) .  C o m p o n i a m o  il d e t e r m i n a n t e  
D (~,,) eolla ma t r i ee  M. I1 d e t e r m i n a n t e  p rodo t to  

D' = J) (,,,). ( i )  

pe r  le ( 1 ~ ) h a  r eo lonne  ~ 0 ( m o d P ' ) ,  e qu ind i  h:~ r dicisori  eleme~,tari 
ugual i  ad u n a  potenza di P, il cui esl)oue,zte non ~ minore di I. Dieiamo in- 
fat t i  Ip l ' e s p o n e n t e  del la  po t enza  di P ehe divide tu t t i  i minor i  di o rd ine  
n - -  ,a di D' 0,~) ; sar'a 1,. ~ 0 e poieh~ ogni m i n o r e  di o rd ine  n - -  r q-  i (i > 0) 
di D'(o,) eon t i ene  a l m e n o  u n a  eo lonna  =~0 (rood P~), potr 'a sv i luppars i  pe r  
gli e l emen t i  di q u e s t a  eo lonna ;  si ha  qu ind i  l,_, ~ l,._~_~ -k  l, d o n d e  e,. ,.~_~ ~ l, 
il ehe pe r  i =  1, o , . . . ,  r d i m o s t r a  l 'asser to .  

Si d iea  ora  M' la ma t r i ee  di o rd ine  n, de l in i ta  r i spe t to  al m o d u l o  P 

dal la  e o n g r u e n z a  (**) 

(M) (M') ~ (a,,) (mod  P) (i, k = 1, ~, . . . ,  ~) 

('~) So 5 ad es. [ X~ !) t = = o (rood P) (k, p "-= 1, 2 . . . . .  ~') basra porre 

X(/'+0 = Z.~,r+~ (k ~ I, ~ . . . .  , u ; i = 1, ~ . . . . .  ~--  ~'). 

(~x.) La congruenza simbolica (M) (M') -= (/~i/~) (rood P) equivalc alle u °- congrucnze lineari 

x,. mi,. m%. -= ~a (rood P) (i, k =, 1, ~ . . . . .  u) 
l 

essendo mh., m',.1., gli elementi delle due matrici (3f) ed (M'): e queste eongruenze determi- 
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il determinante D ((,,) si otterr'h eomponendo (rood P ) / ) '  (o,) colht matrice (M'); 
sarh cio~ : 

D (o,) = ] ) '  (o,) :a ' • C I  ) (rood P )  

e eli qui risulta che, rispetto cd too&do P, i due delerminanti  D (o0, D' (~) 
hanno gli stessi divisori elementari. Deve essere dunque r--~h,,_,. 1)'altra 
parte si hanno h,_, soluzioni delle (1~), la eui matriee ha (rood P )  la earat- 
teristiea h,_,. Abbiamo eosi il teorema: 

Le congrueuze 

W c~ XA ~__ O (mod P') ,  ( l ~ = l ~ - e , )  

ammettono h,_, solttzioni ( indipendenti)  la cni mcdrice ha ( rood P) lc~ cara.tle- 
ristica h~_,. 

Qualunq~e malrice di soI, ezioni di esse cougrt~ettze ha, (rood P )  ~a~a ca..- 
ratteristica Jwn maggiore di h,,_, (*). 

& Si abbia ora un sistema di h u funzioIli 

X T  (k~--- 1, 2 , . . . ,  n ;  ? = 1, ~ , . . . ,  h) (13) 

ehe a b b i a  le p rop r i e th  s e g u e n t i :  

a) P e r  h., <S ? ~ h,_, (con l : e , ,  e~ .-- J , . . . ,  1 ; h~, = O, h.o --~ h) si abbia: 

~, c,, X ' f  -:- 0 (rood P'),  (i = 1, e , . . . ,  , ,); (15) 
1 

b) let matt'ice 

i -X'f  ; ( e =  l ,  o_,..., h;  k .... 1, ~,. . . ,  n) 

abbia ( m o d  P )  Ia caratterislica, h. 

U n  tal  s i s t ema  si dirh utt sistema caswt~ico di sohtzioni relativo al divi- 
sore t 9 ed (tlle righe di D (o~). 

Le ~"~,  da te  dal le  (9)~ del  n. ° ~, f o r m a n o ,  ad  es., pe r  la (11), u n  ta le  s i s t ema.  

nano in modo uuico (rood P) gli elemcnLi m',.h., in quanto ( M ) =  (talk)--:-=:-- o (rood P). (Cir. 
per il teorema fondamentale sulla teoria delIe congruenze lineari rispetto ad un modulo primo : 
KRONECI(ER, Vorlesungen i2ber Zahlentheorie, ler Band. S. 39640{ (Lipsia, Teubner, 1901)). 

(*) II teorema dimostrato vale evidentenmnte qualunque sia il grado in ,,, dei poli- 
nomi oil,.. 

Ammli eli Matematica, Serie III, Tomo XIV. 37 



~74~ Nieolet t i :  Sulla riduzione a for,ma ca~wnica 

Sia il sistema (13) un sistema eanonico per il divisore P (e per le righe) 
di D (o)), e sia X~ (k = 1, 2,..., n) una qualunque soluzione delle eongruenze 

La matrice 

~c,.~Xk~O(modP~), ( O < l ~ e ~ ) ,  ( i - - l ,  ~,.., n). (lO~)z 

I xT,  XT, (1, ) . . . .  , x k t , , x ~ i ,  (k-----l,%..., J,) 

ha allora (rood P)  la caratteristica hz_~; si ha quindi una relazione della 
forma 

A X,~-~ ~ ,  0,. X ,  = 0 (modP), 

con A _=I_ = 0 (rood P). Determinando A' dalla congruenza 

A A ' ~ - -  1 (rood P), 

e ponendo ;~,.~A'0,. (modP),  si avr/t anche: 

hl-I 
X ~ , . ; % X T  (modP) ,  ( k :  1, 2, .... n) 

cio~ sar'~: 
hl-i 

' X k - . P X  k ,  ~ . ,  
1 

e, per l >  1, le X'~ soddisfano evidentemente alle congruenze 

. ~  c,~ X',, _~_ 0 (rood P~-~). (12)z_, 

Inversamente sia X'~ una soluzione (arbitraria) delle (12)~_, e si ponga, 
indicando colle ;(~ dei polinomi arbitrari di grado g - - 1  in o): 

X~-~) , , .XT-~-PX'~ . (modP' ) ,  ( k - -  1, ~,..., n); (15) 

le X~ danno evid. una soluzione delle congruenze (12), Ne segue c h e l a  espres- 
sione generale di una tale sohezione X~, per le soluzion~ di un. sistema cano. 
nico ~ : 

b z-~ l - l he  7.1 ,~ 

M, Z,,M,, (o,)Xl, (,'0 (rood P'), (16) 
1,~+1 

indicando le M,,(o~), Mtp (~) dei polinolnl arbitrari in o). La (16) si riduce in- 
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fatti alia (15) per 1 = 1 ; quando inoltre si ammetta per il valore 1 - -  1, in virtfi 
della (15) stessa, wde anche per il valore l; ~ dunque vera in generale. 

Nella 06) ogni polinomio M,. (o)) (r = I , . . . ,  h,_,) ~ determinato solo ri- 
spetto al modulo P' ,  ogni polinomio M~,o (co) rispetto al modulo PP. Ne segue 
subito che: la sotuzione piie generale delle congruenze (12), dipende da 

g I. h,_, -q- ~p a (he_, - -  he) -~- g (h -~- 1% -q-. . .  ~, h,_,) 

parametri  arbitrarL 
Una soluzione delle congruenze (12), si dir'a intine primitiva, qu~ndo 

non tutte le .-x~ siano ~. 0 (nmd P). 
Dalla (16) si ha subito che la soluzione X~. sara. primitiva allora ed al- 

lora soltanto the non tulte le 31,.(o))(r----l, 2 , . . . ,  h,_~) siano ~ 0  (modP).  

5. Si abbiano ora due sistemi canonici: 

X' f ,  .~"T, ( k =  1, 2,. . . ,  n; ~, ~ =  1, 2,. . . ,  h) 

relativi al divisore P (ed alle righe) di D (~). Avremo allora, per le (16): 

, , ) (17)  

per h , .< , ;~h . ,_ , ,  ( ~ = 1 ,  2 , . . . , h ;  l = e , , . . . ,  I) 

e quindi anche: 

g(~'i = i X " i ) ! .  i3I'~' , (modP)  (k = 1, 2,.. . ,  n; r, ~ = 1, 2,...,  h) (18) 

quando, per h, <~ ~_~ h,_,, si supponga 31(g) ~ 0 (mod P)  per r ~> h,_,. Ne 
segue : 

i M 'g ' i~ i -0  (modP) ,  (r, a =  1, 2,.. . ,  h) (19) 

o eib che ~ lo stesso, sara:  

13I(8' I -i ~- 0 (moO P )  (per r, ~ ----- h, -}- 1,... h,_,, 1 = 1, 2,. . . ,  e~). (19)* 

Inversamente nelle (t7) si prendano le M(g ) (o)) affatto arbilrarie (rood P'),  
colla condizione ulteriore che valgan le (19) (o le (19)*); dalla (18) si ottiene 

che la matrice ] X'(~) 1 ha (rood P)  la caratteristica h, e quindi le )~(~) formano 
un sistema canonico relativo al divisore P ed alle righe di D (o)). 

Ne segue evidentemente: 
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II sislema canonico p ii~ gen.erale rehdiro cd divisore P (ed alle righe) di 
D (o~) dipende da 

g ~, (h,_, - -  h,) (h,_, + h,_: ~ . . . .  +~ , , -÷~O=~[~;*h :=aH,o  (H=2~h:- ) (~0)  

parametri arbitrar,*. 
In quanto precede si ha inoltre un mezzo per dedurre da un parti- 

colare sistema canonico per il divisore P il pifi generale di tall sistemi. 

E poich6 come abbiamo visto, le funzioni X(g), definite dalle (9) del n. ° 
forfnano un tale sistema, da quesle, mediante le (17), abbiamo il modo di 
ottenere il pile generale sistema canonico relalivo a.1 divisore P ed alle righe 
di 1) (o,). 

Del numero g H  dei parametri, da cui dipende il pih generale sistema 
canonico per il divisore P, si pub dare un'espressione notevote per i nu- 
meri 1,. Si ha infatti, come si riconosce facilmente 

e - I  

t , =  ~',(h,--0, ( i = o ,  l , . . . , h - - 1 )  

dovendosi netla somma del secondo membro tener conto soltanto dei termini 
non negativi; ~ dunque:  

e - -1  e l - - i  

H =  ~,h~=o y¢, [h ,+~(1  + ~  + . . . + ( h < -  1))1= lo-~-~ (t, + ~.: ~- • + ~,,_,)-L 

e quindi : 
I1 sistema canonico pii, generale relativo al divisore P (ed alle righe) di 

1) (o 0 dipende da 

g L ~ g [ lo .~ ~ (l~ -i-  1.> -} . . . . .  !- 17._,) } (~0)* 

parametri arbitrarY. 

6. Sia X ' f  ~ ( k =  1, 2 , . . . ,  n; ? = 1, ~ , . . . ,  h) un sistema eanonico, relativo 
al divisore P e si ponga:  

X'~.>~ 7~,.xf,"g+"o;'t:'"(mo(IP'), ( l ) e r ? = h , + l , . . . , h , _ , ;  1--=e,,..., 1). (13)' 
0 0 

Abbiamo il teorema notevole: 
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La  m~trice dei coefficienti di un tal sistem.~l, 

', a~':¢ f ( ? ~ l ,  2,..., h; t~=O, 1,..., g l - - 1  per h , < ? ~ h ~ _ , ;  l--~e~,.. . ,  1) (21) 

ha la caratteristiea g (h + h~ + .  • • + he~_~) = g lo ((~ ciob~ diversa da zero). 
La dimostrazione del teorema enunciato si trac in modo molto semplice 

datle osservazioni che seguono. 
a) Una soluzione delle congruenze (12) (con l ~ e ~ )  nella quale tutte 

le X~ abbiano un grado minore d i g  l - -  1 (o, come diremo, una soluzione di 
grado minore d i g  l - -  1) ~ identicamente mllla. 

Inht t i ,  il~ tale ipotesi, il primo membro di ciascama delle 02)  ha un 
grado minore di gI ;  le congruenze stesse possono dunque aver luogo, sol- 
tanto quando sin: 

iii' e,,~. ~\~ = O, (i = I, 2 , . . ,  u) ,  
t 

cio~, poich6 D(o0-]=0 , quando sia X~.=0, ( h = l ,  2,..., n). 
b) Sia: 

e, detto A (o)) un polinomio arbitrario di grado g - - 1 :  

p oniam o: 
~ " K ( o ~ ) ~ , , c o " - ' - / . . . ( m o d P ) ,  ( u = O ,  l , . . . , g - - 1 ) ;  

si ha facilmente 

~ , , - ~ , , - ~ - X , , . ~ , , _ , + . . . + ; ~  ..... O~o, ( u = O ,  1, . . . ,  g - - l ~  

indicando le ~. della costanti opportune. Ne segue che possono determinarsi 
le ~ in guisa ehe le ~o, ~,,..., ~.~,_, assumano valori assegnati a piaeere. 

Veniamo ora a dimostrare il teorema enunciato. 
Si abbia, se ~ possibile, una relazione non identicamente nnlta della 

forma: 
It epq--I  

~p ~oto),o,tox~'t°,=O, (k= 1, 2,..., n; ep----l per h, < ,o __~ h,_,) (23) 

e poniamo, colle ~. arbitrarie: 

h %-- 1 g y l  h 

, ~  ,~ =_ ~,~1¢p (o,) F ' - % x T ,  (,nodP~,) 
1 0 0 ! 
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COIl 

~*'(~') ~ e"" aoo,,,~.~...+,,,o, *" (modeee); 

le X~. danno evidentemente una soluzione delle congruenze 

0 (rood 
1 

(i~---1, 3,..., n), 

nella quale il coefficiente di Pq- '  6 congruo (mod P)  a 

h ~ g-~o*"'"' x~"~" ~'~"+'; 
~1 p 0 ' t, ta,,,j+~ 

quindi, se si determinano le pp.,~+,, in guisa che si abbia per tutti i valori 
di ? e v (come 6 possibile per b)): 

~,a~*, g.,,,,,,+,, ~ ~_ ;~p,,.~÷,,'. ~ -*  + ' "  (rood P) ,  (u' = O, 1, . . . ,  g - -  1) 

il coefficiente di ~ ' - '  P*,-'  neUa X, sar~t 

h e~y--I 

cio~ per la (33) ogni X, avr~t un grado minore d i g  e, - -  i. Si avrebbe dunque 
X , = O ,  e quindi, poich6 le X'g ~ (~ = 1, 3 , , . . ,  h) sono indipendenti, dovrebbe 
aversi Mp (~)-----0 (~ = 1, 3,..., h) e quindi 7p, 'o-  0. Ne seguirebbe aliora anche, 
(per a)) )p& = 0, contro l'ipotesi che la (33) non sia identicamente nulla. 

Il teorema enunciato 6 cosi dimostrato. 

7. Esprimiamo the le X'~ ) soddisfano alle congruenze: 

~ .  c,,. X'~ ~ -= 0 (rood P'), 
1 

(per h z ~ , ~ : h , _ , ,  l = e , , . . . ,  1). (1-~) 

Abbiamo subito nelle x~.'te te equazioni l ineari:  

= o, (3+) 

e come scriveremo brevemente (convenendo di porre x~."----O, per ~=  1, 2,..., h; 
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k = l , l , . . ,  n);  

A, (x p'''~ ") - -  B,  ,(a~ t''''i, "-'~, ~- c~,, _ B,  (ap.~,.i-,~ ,) : 0 

( i = - l ,  ~, .., n; ? - - t ,  ~ , . . . ,  h; it ..... 0, 1 , . . . ,  g - - l ;  (2~)* 

v=-0,  1,..., 1 - - I  per h,<?_~_h,_.~; l - - - e , , . . . ,  1). 

Inversamente queste equazioni, insieme eolla eondizione e h e l a  matriee 
. ~ , t  o 

X t ¢  . 

sia diversa da zero, definiseono i eoeffieienti di uu sistema eallollieo relativo 
ai divisore P ed alle righe di D (@ 

Infatti, per le (~/~), le funzioni X'~ ~ definite dalle (1::~)' soddisfano alle con- 
gruenze (1~); la loro matriee ha poi (mod P) ]a earatteristiea h; infatti l'i- 
potesi eontraria porterebbe ehe una di esse soluzioni si esprimerebbe linear- 
mente ed omogeneamente per le altre (mod P)  e quindi i suoi eoeffieienti 
si esprimerebbero in ugual modo per i eoeflieienti delle alire soluzioni; la 

e,t~ matriee ]x,~ ~] avrebbe quindi una earatteristiea minore di gl0. 
La matriee dei eoeffieienti di un sistema eanonieo per il divisore P e 

per le righe di D (,,~) si dir'h brevemente m , a  mcth'iee ectnoniea per  il divi- 
sore P e per le righe di D (o~). 

Dal n. ° 5 si ha evidentemente il modo di eostruire la pifi generale di 
queste matriei. Essa dipende, come il pie~ generale sistema eanonieo, da 
g H =  g L parametri arbitrart. 

8. Consideriamo aleuni easi partieolari notevoli. 
a) Sia, per il divisore P ehe si eonsidera, h =  1, eio6 D (o~) abbia 

un solo divisore elementare uguale ad una potenza di P, sia P". Le eon- 
gruenze : 

~t 

~ c , ~ X ~ O ( m o d P ° ) ,  ( i = 1 ,  2 , . . . ,  n) 

ammettono in questo easo una soluzione uniea, determiuata a meno di un 
fattore arbitrario di proporzionalit'~ (rood P'), la quale si ottiene (n. ° 2) pren- 

dendo le X~ proporzionali ai eomplementi algebriei ~ D ( o ) ) ( k = l ,  2,..., n ) d i  
e,.~ 

una riga generiea, la r, di D (0)), che non siano tutti - -  0 (rood P); si ha eio~, 
indieando con N (°0 un polinomio arbitrario (mod P~): 

X\-~ M (~) ~ D (o~) (rood P~), (k = 1, ~, n). 
• ~ C,.10 "'" 
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Una  tal soluzione dipende ev iden temente  (come viene anclle dalla teoria 
generale) da g e - ~  g lo parametr i  arbitrart .  

b) II divisore P abbia il pr imo grado e sia 

Le eongruenze (F2) si serivono 

~ .  c,.~Xk__--~O (mod(~--(o0) ' ) ,  ( O < l _ ~ e , ) ;  ( l~) '  

e se le: 

l - -1  
X'f=_ ~, x~" (o~ - -  ~,~o)' (rood (0, - -  ~.,o)') per h., < ? ~ h,_, (l = I, 2, . . . ,  e,) (13)' 

formano un sis tema canonico per il divisore P e per le righe di D (o)), le 
x~.' soddisferanno alle equazioni  l ineari :  

A, (x~,') - -  O,o .B, (~¢,') --  B ,  (x~,;-') = 0  ~ (~¢)' 
( i = 1 ,  2, . . . ,  n;  t - = l ,  2 , . . . ,  1 per  h.z_,<~hz_,). 1 

Poniamo nelle (17) del n. ° 5 che d'hnno le relazioni tra due sistemi ca- 

noniciX~ff), ~,v(~ oltre le (13)' a n c o r a :  

- -  "~" (rood P~), 3 I ~  (~.~) := u (~) (~) - -  " (rood p0), ~v'~, (o,) _-- ~o" I '~ (o, ~,o, ,.,~,,,,. O~o) 

per h,<q~h,_, ,  , o < l ;  t p = h ~ + l , . . . ,  I0_ , 
l - - ]  _ _  

X , , , -  x '  ,~.~,,o (o~ - -  o)o) '° (rood P ' ) ,  per h~ < ,  _~ h,_, ; (13)' --~---- X.d~ ~/~ 
0 

l e  u (°) . (a) ~.,.,,, ~.to,, sa ranno costanti  affatto arbitrarie,  e dalle (17) si o t t e r ranno  le 

identit~t: 
hl--I l - t  h"~l 

~-.,.,, - i -  p to '¢te. , , ,x; '  pet" h , < ~ . - = ~ h ,  ~ (17)' 
St,~O 

('~-t-~='~') ( ;~ t '+c '= ,v~ ;, ,') 

le quali d.mno le relazioni tra due matrici  canoniche ,;x ~'°:~ , ix ~T~,,r j relative 
ambedue  al divisore co--~)o. Le (19)* del n. ° 5 danno  poi sempl icemente  che 
i de terminant i  iu (°' I (r,  ¢--=h,-+-,  1 , . . . ,  h,  ,; l =  e, -- 1, .., l) "debbono essere 

t " r o  j ~ • 

diversi da zero. 
Osserviamo infine che dalle (17)' si ha, per gli e lementi  di una  matr ice 
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canonica:  

1 i d ' x ( ~ l  (t--=O. 1 1 - - 1  per  h , < p L h . ,  ~; l = e ,  1). (13)" 
* ~ " = ~ i d o ,  '~ i . . . .  o~,' ' . . . . . .  ' " "  

c) Un caso par t icolare  mol to  semplice,  che dov remo  cons iderare  nel 
seguito,  si ha  s u p p o n e n d o  P =  o), h-- - - , .  

1~ allora ev iden temen te  a,~ = 0 ,  (i, k =  1, 2 , . . . ,  n) e, per le nos t re  ipotesi,  
b,~ i-:'= O. In ques to  caso le congruenze  (1!) d iven tano  ident iche  ed il s i s tema 

canonico o Ix matr ice  can(mica pi~'t genera le  per  il divisore o) b da ta  dal pi~t 
generale  de l e rminan te  (con e lement i  eoslanti)  di or(line ,~ diverso da zero. 

d) Cons ide r i amo il caso in eui il divisore P al)bia il 2.o grado,  e sia 

(~,),, 

Ci l imi t iamo a scrivere in modo  esplicito le eq. n~ (%~)* del n. ° 7. r , :sc  
si  s g F i v o l l o  : 

A, (x¢, ''-t) - -  B, (x¢ ,~'-~) + a.~. B,  (xe,~t+ ~) = 0 

A, (xe.~t+ ~) - -  B, (x. °.~) + a, B, (xe.'2'+ ~) = 0  

(i---= 1, 2,..., n; t = O ,  I,.. . ,  e p - 1 ;  p = l ,  ~2,..., h). 

(~,),, 

MATRml t:ANONICr]r~" PER I,E IIJGHI~ D! D (co). 

9. R i p r e n d i a m o  le cons ideraz ioni  generali ,  e s iano P~, P . , , . . . ,  P~ s di- 
visori primi diversi di D(~), dei gradi  g, ,  g.~,..., g~, e sia: 

P ,  --= o)~J--4- a'7) oJ'--' -i . . . .  + a ~ ) ,  ( ~ =  1, 02 , . . . ,  s). 

l nd ich iamo  toll '  ind i te  ~. (o P,.) gli e lmnent i  tu t t i  relativi al divisore P,. (~ = 1, 
2, . . . ,  s) e cons ide r i amo s matt'ici canon iche  relative ad essi divisori  ed alle 
r ighe di D(o)): 

i x~','~ (P,.) i, ( ~ =  1, 2 , . . . ,  s) (~l)~ 

e r iun iamole  in una  matr ice  d i n  riglle e di 
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colonne. Abbiamo it t eorema:  

Una tale matriee ha la caratteristica : i~. g~ lo .~c*~ 
t 

Si abbia infatti, se ~ possibile, t ra  gli elemenli  di ogni riga di essa ma- 
trice una  relazione che scriviamo brevemente :  

A, (x~. (P,)) + A,  (m,, (s',)) + . . .  + A~ (*,, (P..)) = o, (k = 1, ~2,..., , )  (a)  

essendo le A~ delle (.ombinazioni l ineari omogenee (non tutle identicamen.te 
nulle) degli elementi  delle colonne eorrispondeil t i  alla mah'iee relativa a P~. 

Come al n." 6, eostruiamo dal sistelna canonic() relativo al divisore I¢  
quella soluzione X(% ' de]te eoi lgruenze:  

nella quale il eoefficiente del termine di grado g=e'~*'--1 t~ dalo dalla 
A~ (m~. (Pd)). Poniamo inollre : 

H = [ I  1 i . t ' , ,  l p~ .  I , 1% - -  =----: ; 

si avri'~ : 
{0¢  I 

ca .X~.~_O(modP, ,  ), (i--~-.1, 2, .., ll; = : 1  7, . . . ,  s), 
i 

e poiehge i divisori primi P , ,  P,.,,..., P~ sono diversi, anei ie :  

Z,. c,.. x,. ~ 0 (rood .) .  
1 

Ma, per la (A), nella X,.. 7e hullo il eoeltieienie di 0~' ; si ha quindi  
ident ieainente  (n. ° 6, a) : 

X, .=O,  ( k = l ,  2,..., n). 

Ne segue, rispetto al modulo P~, ,  poich6 11~. pri ino con P~: 

((~l 
X T  ~_ O(mod ~, ., 1, ~ , . . . ,  s), P,~ ), (/~-----1,'2,.. n; ~ . =  

e, poiehb la X'% > ha un gi','l~lo nlinore di -<~) 

.\'T----=-(), ( k =  I ,  ~ , , , , ,  H; ~--=-- I, ~2;..., s) 



di  una  soslibtzione lineare omogettert e di n~t, fascio eli forme bilitt, eari. ~83 

cio5 (se non ~ A~ ident icamell te  nulla) le soluzioni del s is tema canonico re- 
lativo al divisore P, . (a  = l,  ~, .... s) sa rebbero  dipendent i ,  il che  non  ~. E 
d u n q u e  A¢ = 0 ,  (~. = 1, 2, . . . ,  s), il t he  (limostra, il teorema.  

10. Siano ora P , ,  P..,, .... p.  tutti i divisori primi distinti (ti D(o~); sar5 
.(/, IT -~- g~ l<~ ) -~ . . . .  -~- g.~ t~; ~ = n; e r iunemto  s malrici canoniche  relative ad essi 
divisori (ed alle righe di D (o0) avremo una matr ice ( luadrata  di or(line J~., l~t 
quale, per  quanto  precede,  ~ diversa da zero. Una  tale mah' ice di remo u~et. 
matrice  canonicc~ per le r ighe di  D (~). 

Le (9)de l  n. ° 2, nelle quali si fae('ia suceess ivamenle  1 ' =  P~,  P ~ , . . . ,  P~, 
d h m m  il modo di costruire  dagli elementi  del dc t c rminan te  D(o)) una. par- 
t icolare matr ice  canonica  per  le sue r ighe;  le consi(Ierazio)fi (lel n. ° 5 (la)mo 
poi il modo (li costruire  d a m m  mait'ice ('.an(mica l)articohtre la pih gone- 
rale di esse matr iei  e ' d i m o s t r a n o  insieme the  la pih generale  matr ice  ca- 

lmnica per  le r ighe di D (o~) dipende da:  

8 

1 
( ~ 5 )  

paramet r i  arbitrari .  
Si pub dare del Jmmero N umt esl)rCSSiOne notevolissima. Si dica 1),. (o)) 

il mass imo comuu divisore dei minori  (ti or(line n .... r (li D ((,~) e sia ~,. il 

suo grado;  sal'5 D,, --- P~';' P ( , " . . .  PI.Te quindi  anche  : 

1,., (r=-:O, 1,. , n; ~,> J~,, = 2 , , .  g ,  "*' .. = ~ ) .  
I 

lm (~5) si s tr ive allora sempl icemmlte :  

N = n,, + 2 0~, ÷ n.. + n:, . . . .  i- u,,). ( e s ) *  

Si ha cosi il t eo r ema :  
L(~ p ih  goner(de m(drice ca.noldcct per  le righe del determin(tntc D (~,)) di- 

pcnde da 

pa.ra.metri (trbitrar~, indic(~ndo con t~,. ( r - ~  O, I , . . . ,  n) il grado in co del mas-  
simo comm~ divisore dei ,minori di  ordil~e ~ ~ r di  D (o~). 
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11. Si abbia, una  matriee canonica  per le righe di D (o)), e sia, decom- 
posto D (oJ) nei suoi divisori e lementar i :  

wmi 
D = ( -  1)" I r,,, I. ,], 

A(I ogni divisore P~.~ di D (o~) (dove t )  ha il grado gr.) co, 'risponde un 

gruppo di gpe r, colonne d e l l a  mah'ice can(mica considcrata,  the indichiamo 
con zf.."o +'' (u = 0, I , . . . ,  g e -  l; v - - 0 ,  1 .... , e o - - I ) ,  Ie quali soddisfano (n. ° 7) 
alle relazioni : 

A, (~',',~+'°) .... n ,  (~o,%+,,-,) ----" ~"%-""~' r~, (o~o+,,,~-,) = o, ) 

( i  -~- 1, ~ , . . . ,  u ,  ,o - ~  1, ~ , . . . ,  m ;  v - -  0 ,  I , . . . ,  % - -  1 ; u ~ 0 ,  I , . . . ,  gr, - -  t ; x p,- ' - -  0) .  ) 

lnversamentc  si abbia una  matr ice quadra ta  di ordiue n., diversa da zero: 

( k - - 1 ,  2, . . . ,  n; ? =  1, ~ , . . . ,  m; r e = 0  , 1, . . . ,  cog: . - -  1; ~t ,  er .gr .--n)  
I 

le cui colonne 
valori d[ ?) tali the  le righe cti ogni gvuppo 
(2~ ~ ( indieando le a w  oppor tune  costanti). 

Posto a l l o r a  : 

Pp = o;-'o + a'f '  o.,",.,-~ -; . . . .  + a'e) 

e~l.- 99--I ,, ,e 

X"~' ~ ... .  ~,~ xV,~,+" ¢,," Po (rood 1 ,j:,), 
q 0 

si avril (n. ° 7): 

possano distribuirsi  in .m gruppi  (corrispoudenti  ai ¢liversi 
soddist ino a relazioni come ]e 

(? = I, 2,. . . ,  m) (2~)p 

( / , ;--  l, ~ , . . . ,  ,,) (l;})'p 

~t 
~,,. ~,~ x'~' -- 00nod ?;,,), (i = I, o..., n); 

e se b, ad es. P, = P., ..... I~, I- Pp per ?~h., q,ando P, ~'ia primo nel 

campo R cousiderato, saranno le X'f (k = I, ~,..., n.; ? = I, ~,..., h) gli ele- 

menti  di un  sistema canonico per  il divisore P~ e per  le righe di D ff~). Arm- 
logamente  si aw'h per gti altri divisori P~; quando  dunque  questi siano primi 
in R ,  it d e t e r m i n a n t e  D (~ )  sar;~ decomposto  nei suoi divisori elementari  in R 

(~$)0 
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e la matr icc  xF2, sar'~ cauon ica  per  le r igh t  di /)(o 0, l,e (~)~, a d u n q u e ,  
ins ieme eolla condiz ione  t h e  i po l inomi  1), sian pr imi  in R e t a  matr icc  
~xf.¢~! sia d iversa  da zero, sono cara t tcr is t iehe  per  gli e lemcnt i  di una  ma- 
trice eanoniea  per  le righe di D (o 0. 

12. Consi ,h ; r ianm ancora al('uni (;asi I)arli('olari. 
a) Siano P, ,  P. , , . . . ,  P,,, i (livisori primi (lislinti di .D/(,)), dei gradi  

g , ,  g.. .... , g,,, e. ad ogni divisore p r imo  1)0 corrisl)on(ta un solo divisore eh,- 

men ta re  P~o; si avr5 (luindi Y_,~ep.q,. = ~ .  I1 s is tema eanoni(.o relativo al di- 

visore P~,J (cd alle r ighe (It D (c,))) conlerr5 J~ ao]e funzioni ,  elm indi( 'hcrem() 
cot s imbol i  X'~', (k.-- I, ~ , . . . ,  i~), per  le qmdi  si avr5 (n." 8, a) :  

, ,  ~ I) 6;) 
X ' ~ ' ~  M r, t,~)-0%[ - -  ( rood l~e ), (~ -- I, ~2 .... , m), 

' I o  1.. 

essendo l e una q u a h m q u e  co lonna  di D(c,0, per  ]a quale  non luili  i com- 
p lement i  algebri(.i dei suoi e lemenl i  sono ~ O ( m o d P O  ed M0(o ) un poli- 
nomio  arbitra.rio ( rood  t~I~,). [ ('oefli(;ienti af"e di essc funzioni  c o n t e r r a n n o  
(luindi e r,gP pa ramet r i  arbi t rar i  e ht matric'e ( 'anonica ])il't genera le  per  lc 
r ighe di D(o)) (lipenderS. da n l)arametri  arbitrari .  Ques to  r isul ta  anche  del 
resto dalla (2;))* del n." 10; si ha  infatti  in ques io  caso t~, = n~ --: . . . .  n,, ----- O. 

b) I divisori  pr imi  (It l)((.)) sian tut t i  l inear i :  (luesto easo ( the  di- 
<'iamo di W}':JEUSTI~ASS, il [luale lo consMer6 l)er il pr imo)  si ha  in partieo- 
late  q u a n d o  il e ampo  t 'ondamenta le  di razional i ih  sia il eampo  di tutt i  i hU- 
meri  reali e complessi .  It d e t e r m i n a n t e  D(+0, deeomt)os to  net  suoi divisori  
e lementar i ,  si seriver'h : 

/)  (00 = ( - -  1)" i b .  . II,~ (o~ - -  ,,,p)'~,, (e,  ÷ ~  4 . . . .  ÷ e,,, --= ~0; 
1 

sarh (,)~ una  radiee de l l ' equazione  D (o)== 0 e a c iaseuno dei divisori elemen- 
tart (o~--o~)~o cor r i sponde  in u n a  matr iee  ea~mniea per  le r ighe di D (o t) 

~ '  = = • = O, 1 e~ - -  1)  '~, . '~ , (h  I, 2 , . . . ,  n ;  ~ 1, ~ , , . , ,  m ,  vp , . . . ,  

un g r u p p o  di ep co lonne :  
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le quail  soddis fano  alle relazioni (carat ter is t iche)  : 

A, (:,".) = "e/): (:,"o) + B; (~.,":'), 
( i :  1, ~, . . ,  J~; p - - l ,  ~ , . . . ,  m; r e = O ,  1,. . . ,  e u -  1; 

e posto : 

X T  = 

si avrA : 

~-ca.  X ' { '  -~ 0 (rood 6' - -  %)"0), 

a: ' - '  - -  0); 

e o--t 

~,.~,ag.%(o,--%)"~,,~ . ( k = l ,  ~, . . . ,  Jr; ~---1,  °)-,...,m), 
II 

( i -  1,, c)-,,.., J~, . . . . :  1, ~ , . . . ,  m) 

e(I ins ieme : 

l id~'oX'{'l 

~g..J 
( h =  1, 2 , . . . , .~ ;  ~== 1, ~, .. . .  m;  v p : O ,  I , . . . ,  ep-- I). 

c) Ancora  pi0t pa r t i coh l rmente  s u p p o n i a m o  (:lie l 'equazioim D (o)) = 0 
al/bia tu t te  le radiei dist inte e dic iamole  ~)~, o),,,..., %; sargt allora ,m== Jr, 
% - -  1 per  ,: = 1, ! , . . . ,  J,; e gli e lement i  di u n a  mat( ice  eanonica che (omet- 
l endo  l 'u l t imo indiee super iore  che 5 sempre  null()) ind ich iamo con x(f. ,, sod- 
d is feranno allc equazioni  l ineari  omogenee  (il cui de t e rminan te  ha per ogni 
vatore di e la earat ter is t ica ~ - -  1): 

~, (a , .  - -  % b, ,)  x T  = O, (/ ,  ? = 1 , . . . ,  J~). 
1 

d) Si abbia infine a,, = 0  per  i, h -- 1 , 2 , . . . ,  ~,. 11 de le rminan te  D(o)) 
ha. in ([uesto ('aso ~. (livisori e lementar i  ugual i  ad ~,); le congruenze  (12)del 
n. ° 3 d iven tano  identi(~he e q u a h m q u e  d e t e r m i n a n t e  di oi 'dine ,t dive(so da 
zero pub  assumers i  come una mat( ice  eanot~ica per  le r ighe di D ((o) (el. n." 8, c,). 

I : / IDUZIONE A FOItMA CANONICA DI UNA S O N T I T U Z I O N E  IANEAHE. 
r'~ S ) 
] I IA, . 'F( I IMAZIONI I , IXEAHI PEt{MUTAI~,IL1 (ION UNA S O S T I T U Z I O N E  LINEAIC.E. 

13. I r isulIati  precedent i  h an n o  u n ' i m m e d h t t a  appl[cazione al problema 
della r iduzione  di turn sos l i luz ione  l ineare a t 'orma canonica.  

Si abbia una  sos t i tuz ione l ineare S sulle variabil i  u,, u',, (i = I, 2, . . . ,  u) 
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detinita dalle relazioni : 

S) £, a,.,. ~ ; 
. - f -  

~ , b . ' . , ,  ( k - ~ l ,  ~ .... , n ;  ]b;~l ..... O) (~26) 

o brevemeil te  : 

S) A,< ( u ) ~  ./},. (W), (k-~ l,  2, .... , ) ;  

e, conse)'va))(lo tut le  le notazioni sul)erio)'i, s ia :  

. t x~,:'., l, ( ? ~ 1 ,  o . . . ,  .m: t ~ O ,  I , . . . ,  %g:. .... I) 

uua  mah'i(.e ('an(mi(m p(,r le )'igh(: del (h:lermi~mul(, c.r . . l lerisl ico della 
sti! uzio)w 

D (o)) =~  I a , , . - -  ~ b,, I. 

S O -  

[)ltroduciam() delle nu¢)ve varial)ili (.eari(~bili cano)Hch.e.)"%,t¢,, "dp,t,, me- 

(lia)~te le velazio))[: 

--== ~ '1  'z O J  0 t ' • tv.t, ~,.,. o,.~ x~,., u, ~ B (u, ~"'%) : ":, ~,t,., ~ B (W, x ''t') ~ A (~f, x~'t'. ') 

i 
(p ~---- 1, 2 , . . . ,  .m; tc.--=O , 1 , . . . ,  ep g: .----1) .  

Si av,'5 allova :ulfito, pe, r le relazioni (~-$)e del u." t t :  

• ' : ~ f O )  ,,'; 
d p,,.~/~ ! . , ,  -----= "~p,,.,j?, .... i "~-  '"Y,o--" '{,,(; ~) ) : /o-I  ) 

(? ~ 1, 2 , . . . ,  m;  v ~ O, 1 ,  . . . .  e : . - -  1 : u = 0 ,  I , . . . ,  l i p - -  I ; .:,p,., ~ 0 )  ) 

cio6 la sosti tuzione sulle variabili .a, ':,' si decoml)mm nel pro(lotto di tante 
so,~tituzioni parziali, operanti  su variabili  diverse, quanl i  sono (nel eampo di 
)'azionalith considerato)  i divi,~ori e lemenlar i  del deie) 'minante carai ler is t ico;  

['. la sost i tuzioue relativa al divisore P~,,, di grado Ggf, ,  opera suer, g :. va- 
rial)ili ed ha la forma canonica:  

' ~ . __.  ,.-,,(~o) .dp,(,. ) 
"d Revzo F,, - -  ~P,,.:,,ff~ ... .  i " " g ~ o - "  F,)., t@--i 

(v---~(), l , . . . ,  % - - - I ;  u = O ,  1, ... .  g ~ - - i ;  ":,p,_~ = 0 ) .  t 

hwer samen te ,  se una  t rasformazioue l ineare non degenere  sulle u: (e 
sulle u',.) posta ,~otto Ia /brma Q27) (e qua lmlque  h.a,~formazioue l ineare pub 
sc)'iversi solto questa  forma, in quanto  ' b,,< l ] O) ira.~forma la .~ostituzione S 
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in una S '  ehe ha la forma eanoniea (~) ,  dovranno le x~,~e soddisfare alle 
relazioni (2~)~ del n. ° 11, e quindi (quando i polinomt Po siano primi nel 
eampo R) eostituiramm una matriee eanoniea per le righe del determinante 
I) (co), earatteristieo della sostituzione S. 

Abbiamo eosl il teorema: 
Si  abbia una  sostituzione Iineare omogenea s~.~. n variabili  : 

S) Z,b,~u',=~,a,~u,, ( h = l ,  o.,..., ~; Ib.~I I 0, 

ed il determinante ectratteristico della sostituzio~e : 

D ( ~ o ) = i a , ~ - - o ) b , ~ l  , (i, r e = l ,  2 , . . . ,  n) 

si decomponga., in un  campo R di razionalitde (che contiene le (~,~: e b..~.) nel 

prodotto dei suoi divisori elementari al modo seguenle: 

D (,o) = ( - -  ])" i b,~. I P~'. P~" " .  /~': '  

.La sostituzione S pub  allora ridursi ,  con operazioni raziona.li, ed in .~c ~ 

modi, alla /orma cano~ica S" data dalle (~8). 
L a  l)ih generale trasformazione che riduce let. S a for,~a ccu,on.ic.a si scrire 

sotto la forma (27), nella (luale le xf/e sono gli eleme~di eli un:t motrice ca- 

nonica (in R) per  le righe di D (o~). 

Una tale trasformazio~,e dipende quindi  d~ 

N = m ~ ~ (m 4-  n,, ~ . . . .  -~- n,,) 

parametr i  arbitrar?, indie aa~do con n,. il grado in o~ del m(~ssimo comu)~ di- 

visore D,. (o~) di tutti i minori  di ordine . ~ -  r di D (t,)). 

1~. a) Quando i divisori prhni P: sono tutti lineari (caso di WEr).m- 

STraUSS), la parte della sosti(uzione eanoniea relativa al divisore P~e = (~'> - -  ~'¥)"e 

diventa: 
/ 

-:,~ . . . .  ":,e,,. ~-~o¥'%,., (~=1 ,  ~2,..., m; v = 0 ,  1,..., e o - - I  ) (28)' e 

o esplieitamente (*) : 

(~) ponendo, eont'ornmm(mto al n.~ l~, b)" 

IL: - -  ~,  ~e," ( "  -%" )~ '  ~-  z i~. . tm..x~)~u. 



di u n a  sost i luz ione linea, re omogenea e di  u u  fascio di  f o rme  bil ineari .  089 

b) Se in part ieolare i divisori o ~ sono tutt i  l ineari,  la sostitu- 
zione eanoniea  diventa 

• ~'~ = o~-~o, (p = 1, ~ , . . . ,  n,) (~8)"~ 

(omet tendo l ' indiee v ehe deve essere sempre  fatto uguale  allo zero). 
c) Consider iamo aneora  il easo reale, quando  ciot~, le a,~. e le b,,.. sono 

reali e si assume come eampo fondamenta le  il campo di tutti  i humer i  reali. 
In questo caso i divisori primi di D (,~) hanno  tutti  il pr imo od il seeondo 
grado. Abbiamo git~ eonsiderato  i divisori primi l ineari ;  sia o ra :  

pe = ~" -~_ ~,,,~(v, o -I- a (°) 

un divisore primo di secondo gra(to di D (~)e  P~e un divisore e lemenlare  (li 
D ((o); la parte della sosti tuzione eanoniea  ad esso relativa si s t r iverS:  

i 

°d p,~,. ~ "dp ,~ , ._  = . . . .  C~ (~°) "dp ,_,,. !-I 

"t~ p,e, .+l ~ "tiO,'.,,- 

( v = 0 ,  1 , . . . ,  e p - - l ;  "~t,,-, ==0). I t~,)t,t\ " \ ~ u !  p 

15. Le (26) possono risoh'ersi  r ispetto alle u';; si ha in ial guisa:  

S) u', = ,~.,. a,.~. B~.,. u,. 

(love abbiamo posto (*) 

~log I b;~. ) 
, ( i ,  k = ~, ° 2 . . . ,  n )  

s i  lm : 

i ~ ~0 H ~  , ( , , - - 0 ,  I . . . . .  ~e - -  ~). 

t;] cosi giusti|icata un '  asserzione, a pag. ~0, della mia Memoria: Sulla teoria della conver- 

genza degli algoritmi di iterazione (Annali di Matematica, Serie ]II, Tomo XIV, pagg. 1-30, 
~907). 

Osservo insieme ehe nelta formula (3¢) di pag. 20 della Memoria stessa ~: incorso un 
errore di staml)a; cssa deve scriversi: 

1 

(~) Qu(.'sta notazione, leggermente diversa dall 'ordinaria, 8 suggerita dal calcolo delle 
forme bilineari. 

Annali  di Matematica, Serie llI, Tomo XIV. 39 
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o(1 anehe,  p o n e n d o  A ~--(a,.,), B ~ (b,.), (i, k :  1, ~, . . . ,  n), dove i 6 l ' indiee 
delle r[ghe e k quello delle eo lonne  e i n t rodueendo  le noiazioni  del ealeolo 
s imbolieo sulle forme bilineari  (*), 1.a S pub scr ivers i :  

S ~ A B- ' .  (0_6)* 

Sia X~_lx~"o [ una  matvice canoniea  per  le righe di D(o)); le (~7)si  seri- 
vono s imbol ieamente  : 

":, = B X u, ":,' = B X u' (~7)* 

e quindi  la sos t i tuzione canoniea -~ '=  S' "~, ehe (lalle ~ fa passare  alle "~', si 
seriverh : 

S' =__ B X S X - '  B - ' ,  (~9) 

deride r isul ia  a n c h e :  
S : :  X - '  B - '  S'  B X; (30) 

e l ' una  o l 'altra di queste  due relazion[ caratterizza,  per  quan to  al)biam del,to 
al n." 13, una  matr ice  canoniea per  ]e riglm di D (o O. S t  quindi  X, 6 un 'a lh 'a  
di ques te  matriei ,  si aw'5 ane lw:  

e per  la (30): 

('506 post():  

si ha:  

S'  ~- B X, S X7' B- ' 

S ~ X - '  X, S XT' X ; 

T ~ XT ~ X, 

ht t ra~formazione 
(29) si ot l i ene :  

S ' = ~ B  X T-'  S T X - '  B- '  ~ B ( X  T - ' ) S (XT- ' ) - - '  B - ' ;  

pos lo  d u n q u e  : 
X, ~ X T- ' ,  cio5 T ~ Xv' X, 

sar5 X, una  mah' ice canoniea per  le righe ~li D (~). Al)l)iamo cosi il t eo rema:  
La. tra.sformazion, e lineare (.o~ degen, ere) l)ih gen,er(de perm.uhtbile colta. 

(31) 

S ~  T-' S T, oplmre  S T ~  T S ;  (3~) 

T 6 t ie6 permutal~ile celia ,S'. Jnver samente  dalle (3~) e 

• (*) MUTn, E l e m e . t ( t r t h e i l e r , , .  l ing. ~0 e sg .  
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sostituzione li~eare : 

data ~imbolieamesde dalla for m~da : 

T: X;' X, (31) 

esseltdo X,  una partieolare (qaaltt,~qtte), X h~ piit, getter(de malrice cauoJdca 
per le righe del delermiuaute 

D(o~)=la,,,,--o~b,~t, (i, k = l ,  ~,..., ,,) 

caratterislico deUa sostituzione S. 
Ulna tale trasformazio~e T pt~b quittdi rtelermiJ~,r¢rsi razioualmelde e di- 

pende da : 

dV = no + ~ ('h -+  n.: -'r . . . .  j- m,) 

paramelr i  arbitr([rh 

16. l ) iamo iniino due osempi num('.rici, i quali prova,,o la pratidffl del 
metodo esposto. 

I1 primo di questi  b dovuto al ]iUltNNII)E (*). 
Si abbia la sost i tuzione S in 5 variabili 

'tf I ---  ~ Ul "-- ~/~'z - - -  ~t's - r -  - r -  . , 

! u'.: . . . . .  I i t ,  -~-  u., - -  u:, - F  3 u~ -~- 2 u ~ ,  

?//.~ = I t  I ~ -  i t , ,  - -  3 ~/q - -  ~ "/t;, : 

] u'~ = - -  $ u~ . . . .  9 u~ - -  u:, - } -  5 u~ - I -  u~, ,  

i u,':, = l- u, -~- u.~ -J- u:, - -  3 u , .  

I I del.erminan te aaratterist ieo della S si sariver;i (conformcmeJ~t.c ~llla (26) 

(~) (if. W. hlURXSn)E, OJt, the re(h~ctiou o f  a L i l t ear  Substi tut io~t  to i ts Canbuical  ~'orm.. 

( t ) roccedings of the London Math.  Soc ie ty ;  Vol. XXX (1899), pag. 191-191~), ed ins ieme : 
A. C. I)mKSOX, id. id. ( ibhtem. Vol.  XXXI (190,9), pag.  175-176) ed anche :  
T. J. 1. A. l ~ o ~ i w m m  id. id. ( ib idem,  Vol.  XXXI (1900), pag. 2%-oJ.K). It processo di ri- 

duzione del BRo.~Iw~ctt conduce,  sa lvo  a leune  lievi modif icazioni ,  agti  s tcss i  calcoli  del testo.  
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del n. ° 13): 

D(o))=to,~, 1 - - I  a . -  ~ b;~. 1 == 

Si ha qu ind i :  

- - I  i - - ( ~  1 - - 2  l 

- - 1  - - 1  - - o ~  - - 1  1 

3 3 - 3 5 - - 0 )  - - 3  

2 2 - - 2  1 --o) 

a D  81) 81-) 
~ <  = o, (o, - e) ' ,  g ; , - -  ( , , , + U - ' ( o , - - - ~ ) ,  ~ < . - -  ( ( o - ~ ? ,  

~ D  8I )  
acx, - 3 (°> -I- 1) (°' - ~2)''' 80~  - -  (o, t -  1)(o) - -  ~2) (~ (,, - 7), 

~-° D 
= o ; ' - -  5 ~ " + 2 o ) - -  1, 

~ D  8 D  ~D ~ D  ~D 
D(o,) = ~,, ~ + o~, ~7 ;  + c,~ ~ + o .  V C  + <~ ~ = _  (,,, + l)~ (~ __ a_).,. 

I1 de t e rminan te  
plici t ras formazioni  
al m o d o  seguente  

D (o))si d e c o m p o n e  inoltre (come si viconosec con scm- 
sulle sue r ighe e eolonne)  nei suoi divisori c lementar i  

6~D 
e per  le relazioni precedent i ,  il m inore  ~ (ad es.) 

~D 8 ~ D 
divisore ~o-i- 1, i mi):ori 8 - ~ '  8c,o V a~ sono regolari  

{ 0 - -  ~2, 

Cons ide r i anm pr ima  il divisore 

regolare r ispet to a.1 

r i spet to  a l divisore 

o~-t- 1. Dobb iamo allora so(hlisfare Ie con- 
gruenze:  

(2 q -  ~>) X ,  - -  4 x,, q -  X ,  - -  ~ x ,  ÷ ~ x~, ~ o 

- -  X~ - -  X~ - -  co X~ - -  X ,  + X~ ~ 0 { rood (~-+ 1) ~ } 

3 X ,  @ 3 X~ - -  3 X .  -~- (5  - -  ~ )  X ,  - -  3 X~ ~ 0 

(~) 
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alle quali si soddisfa nel modo pifi generale,  ponendo  

8 D ,  I ,~OD __ ~ , 8 D  x l - - { . , . + ~ ( o , + l ) } . a ~ ,  x , , ~ { , . ÷ ~ ( o , +  ),-~,,  x~=t . T ~ ( ~ - ÷ l ) l a c , ~  ~, 

~D 

In part icotare ponendo  o~ ~- t .... t e 1)rendendo il molt ipl icatorc ~.-~- ~ (o) g- 1) 
in guisa the  sia. 

ot terrcmo ]a soluzionc pCu'ticolare ((:anonica) : 

X(I ' ~ 3 - 5 t ,  X <''~ ~ 0 ,  x<:'/ 7- 3 - -  2 t, ~Y(l'-~3t, X ('):, ~:53t ( m o d t  ~). ; 

donde  si trae elm la mat r ice :  

xl ° &,.~ x~, ° x,"~ m'",:, .3 0 :~ 0 0 

0 - - 2  3 3 

6 canonica per il divisore (o, g- 1) e per le righe di D(o~). La pih generalc  

xl ~ , ( i =  1, o,..._ , 5) di queste  matriei si ha  poi p o n e n d o :  

m 

, x ,  -=:~ , ~ x ~ " ,  ( i - l ,  2 , . . . ,  5), 

indicando ~. c ~ delle costanti  arbitrarie,  di cui ~ -i 0. 
Veniamo ora a eonsMerare  il divisore o~--~2. Dobbiamo eonsiderare  le 

eongruenze  (~.) rispetto al modulo  (o)--2)  ~ e rispetto al modulo  (o~--!).  
OD 8~D 

Poichg i m i n o r i ~ ,  Oct,, Oc,,~ sono regolari  rispetto al divisore c0--2,  si 

avrh. un sistema eanonieo part ieolare per questo divisore, ponendo  (el. nJ °2 e ~): 

- ! 8 D 2<g, __ J D D I rood (o~ - -  ~)~ I 
x ? - 3 (o,-- ~) ~ ~;, '  3 ( o , -  2) 0 e~ 
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9 O e , , O e , .  : ' - -  9 8c ,~ .Oc:+'  
1 a' D 

l O"D , R < ~ =  1 a 2D {mod(<o--~)}  

cio6, pos to  t = o) - -  0=: 

X<~ > --~ 0, .~'<~' ~ 3 -d- 2 t, X~'~ ' ~_ 0, ~'(;<1' ~ 3 t, X~ ~ ~ 3 - -  t (rood P) 

,Y<~ ~ 1, Y~' -~'~' X~ ~ 0 ,  ~_ 1 (rood t). 

Si avrll di qui  il s i s t ema  pi~ genera le ,  p o n e n d o  (n. ° 51): 

.+,.~ ~',~ -+-~X~ (mod t ) ,  

e s sendo  7, 8, z, .~, r ~. c inque  cos tant i  a rb i t ra r ie ,  delle qual i  i e r : souo diverse  

da zero. 
Ne segue  ehe  la m a t r i e e :  

-~,, ~;, -~,, v.,,, &,, 0 3 0 0 3 0~ 1 X a 0 ~  , 

£q" .::'" ~°, z,=° x~,.~'~ I o o o i 

6 u n a  pa r t i co la re  ma t r i ce  canon ica  per  il d iv isore  ~ - 2  e pe r  le r ighe di 

D @), e la 1)i~ g e n e r a l e :  

oe~' , ( i - - 1 ,  o , . . . , 5 )  

di ques te  mat, r i d  si ha ponen~lo:  

x~ ° - - i ' x , ,  = x~ ' : - c -~x ,  ~ - ~ x , ,  ., -- r, a , ,  (i  ' 1, ~ , . . . ,  5) 

con l', <3, z, "a, ~. cos tant i  a r ld t ra r ie ,  ([i cui 7 e ~ ~liverse da zero. 
P o r r e m o  quindi  (n. ° 13): 

5 
- -  - - - ~ , ~  " - -  " - ::,;= ~ a  a ,  H , ; ,  "<o +x1°<;  < , = ~ + ' " '  Zx~"< = x~<;  
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c i o ~ :  

• ~ : o  ~ 3 (u.~  -~ -  u : , )  ; "~.,, ~ =  2 u.., --- 3 u, - -  u : .  ; -~:~,, = u ,  - ~ -  u : .  • 

e si aw'tt ]a forma n()rmttle (come sul)il() si veri t iea):  

La pih genevalo Ivasl'ormazi()rw th e  ri(lm.e la S a t'm'ma normale  si avrh 
p o n e n d o  : 

es.qendo le ~, ~ . . . r  7 ('()sianli aHfilrarie, Iali ('he ~-7~ O. 
Si noii  ehe net noslvo (:aso 5 n = 5, n, =~ I, ~ =-Jr,:,--: . . . .  u~, =: O, quindi  

[amente .  
Facendo  r i sp(qt ivamenie  : 

( ') 
( 1  2 1 2  ..... 1 1 )  

- - 7 , '  - - i )  ~' - - ~ i  ' b '  ' ' 

: O, --9, O, --- 1 , , o, .~, ~ ,  

1, 0, 1, O, O, ii - 

si h a n n o  le sost i tuzioni  date  dal  BURNSIDE (1). 195), dal  l)r<:~soN (p. 176) e 
dal B~(().~nwcH (p. ~9(i) nei lavori gih ricordati.  

17. Come seeondo  esempio,  cons ide r i amo  la .qostiluzione su 
variabili  : 

t 

:It  I : 71=, - - - t t : .  

2 u':,  : 3 u ,  -~- u, ,  - - -  u s - -  2 u ~ ,  

P I 

qua t t ro 
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I1 suo determinante  caratteristico b: 

D (~)  = - -0~ 1 3 - - 1  

1 1 - - 2 o )  1 t 

- - 1  - - 1  - -  (1-,'--2o~) 0 

0 - - 2  - - ~  - - ~  

= 4, (o~ ~ + 1) ~ ; 

si ha inoltre : 

~D 
C o~ 

~D 

~D ~D 
- - =  ~ + 1 + (o,'- c ~  7 ~ ,  - -  + ( ~ : +  I ) ;  

e di qui si trae the  D (to) ha un solo divisore e lementare  uguale ad (o) '~ q-  1) '~, 
~ D ,  

rispetto al quale, ad es. il minore ~ e regolare. Dobbiamo quindi consi- 

derare le congruenze:  

.... o~X, -t- X,~ ~ 3 X ~  - - X ,  ~ 0  

X, + ( l - - 2 ~ ) X ~  ~- X:, + X ,  - - 0  

--X1 - -X~ - -  (1 ÷ 2 o~) x,., ~ . 0  
(rnod (o;" -~- I)~), 

alle quali si soddisfa nel modo pifl generale ponendo :  

X, ~ M.  J¢; (nlod (o~ -~ 1)'~), (i --= 1, 2, 3, $) : 

C O I l  : 

x ,  = - ~ ( ~  - l )  - ~  (o~ ~ + 1), 

x~ ~_ (~ + 1) -,~- (,o ~ + 1), 

ed indicando : 

~ I ~  ~ q-  ~ o~+ (~" q- 1) (~, q- ~ ~) 

X', ~_ 4,(o~ ~ + 1) (rood (to '~ -+- I)'-') 

(rood (o;" -I- 1)~) 
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u n  p o l i n o m i o  a rb i t r a r i o  (rood (¢,)~ ~-1)~). Ne s egue  e h e l a  m a t r i e e :  

x~ x~ x~ 

x~ x~ x: :~, 

x~ 

x l  

2 - - 1  1 0 

- - 2  - - 1  1 0 

---2 - - 1  l 

0 - - ~ 2  0 0 

i~ u n a  pa r t i co la re  ma t r i ce  canon ica  pe r  lc r ighe  di D(¢,)) 

di q u e s t e  ma t r i c [ :  

x ; ,  ( i =  l,  ~, 3, 4; r == 0, 1, 2, .'~) 

e la ])ih gene ra t e  

ui ha  p o n e n d o  (of. n. ° 5) :  

~:., . . . .  Z, .  o 7.. --~ ' 'x~ 

esso.ndo % ~, 7, 8 q u a t t r o  ('.ostanti a rb i t ra r ic ,  tall t h e  ~" q-}- ' : . :  0. Si not  i 

t h e  nel  n o s t r o  easo  5 no = u --= &, n, =-- u.: . . . . .  n,  --= 0 e qu ind i  N -.-= n, = 4,. 
l ?onendo  a l lora  ((.'t\ la (~27) del  n. ° 13):  

"~,1= = ~ 2 ( - - u ~ - - u . , - ~ - u ~ ) ,  

la so s t i t uz ione  p r e n d e  la f o r m a  n o r m a l e  (ef. la (~8)de l  n. ° 13) s e m p l i c i s s i m a  
(ehe s u b i t o  si ve r i t i ea ) :  

La  pi~t gene ra l e  t r a s f o r m a z i o n e ,  pe r  eui  la s o s t i t u z i o n e  p r e n d e  la s t e s s a  
fo rma  no rma le ,  t~ d a t a  d a :  

• ~,o = :¢ r,o - -  ~ ",~ ; "t,, ----- ~ :~-o ÷ ~.-< ; 

con ~., [g, 5', 8 arbiirari" ed ~.' _-~'-' : 0. 

Annali  di Matema~ica, Serie lI l ,  Tomo XIV. 40 
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CAPITOLO SECONDO. 

Biduzione a forma canonica di ml fascio di forme bilineari. 

I1 teorema di Weierstrass. 

SISTEMI CANONICI PER LE RtGHE E LE COLONNE DI .D(o.,,). [DENTtT.~ RELATIVE. 

18. I risultati ottenuti sui sistemi e sulle nmtviei canoniche relative ai 
divisori primi ed alle righe di 1)(~o) valgono evidentemente anche l)er le 
eolonne, ed ~ supet'iluo enuneiarli. 

Fra due sistemi e matriei eanoniehe, l 'una per le righe, l'altra per le 
eotmme di D(o)) si hanno delle retazioni idenfiehe notevolissime, ehe ei pro- 
poniamo di determinate. 

Siano pereib P e P' due divisori primi (uguali o divevsi) di D (o~), dei 
gradi g, g' e siano X,,, Y,., (i, k = t, 2 , . . . ,  n) due soluzioni delle eongruenze: 

(a) ~,~ c,,. X,, .~ 0 (rood P'), (b) y~, c,., Y; --_--- 0 (rood P"'), (i, h = 1, ~ , . . . ,  u). (I) 

Si avrh allora insieme: 

~ , . c ,  Y,.X,. .=-C(Y, X).-~_O (modP')  I (~) 

_~0(mod P'") J 

e quindi, se i due divisori P e P '  sono diversi, anehc: 

C (~. X) ~ 0 (rood P ' .  P'"). 

Ma avendo i polinomi X~ un grado minore di g l, i l)()linmni Y,. uno minorc 
di g'l', il polinomio C(Y, X) ha un grado minore di gl-'::-ffl ';  si tla quindi 
identieamente: 

6' ( ]', X) : () (2)* 

donde il teorema: 



di ~,tnc~ sostihtzione lineare omogenea e di  u,n faseio d i , f o rme  bi l i .cor i .  ~2(,){,1 

Per due soluzioni  X, Y delle congru.eJ~ze (1), relati.ve a (hte dicisori  1)rimi 

divers i  del deter min.a4de D (0)), si ha la, relazione identica : 

tl 

c (Y ,  x )  = Z. ,  c,, L (o,) = o. 
1 

Sia inveee  P =  P'; dal la  (2) si ha (c del  res to  6, e v i d e n l e ) :  

C(Y,  X) ~ 0 (rood P',,), 

.indieando con, I, il mc~ggiore dei du.e nmJ~eri l, i'. 

19a,). C o n s e r v a n d o  le no i az ion i  del  n.('~, sia P tm d iv i so re  p r i m o  di D (o~) e 

g~D 
(~ == O, I . . . .  , h) (3) 

0 Csm 0 C s ~ . . .  0 Cs~t~, 

un  m i n o r e  (ti D (('0 (ti o r d i n e  n - - ~ .  r ego l a r e  r i spe t to  al ( t ivisore P. I~e for- 
n m l e  : 

----P'~ X'~ ) (~ - -1 ,  ~, . . . ,  h; k ~ - l ,  o_,..., n) ($) 

d e i i n i s c o n o  a.llora u n  s i s t e m a  c a n o n i c o  X(~ ' re la t ivo  aI d iv i so rc  P ed alle 
r ighe  di D (o~) (el. n. (' ~). U g u a h n e n t e ,  p o n e n d o :  

= P '~  Y~7 ~(~. - -  1, 2 , . . . ,  h ;  i = I, ~ , . . . ,  n) (~)' 

si ha  u n  s i s t e m a  c a n o n i c o  Y? '  pe r  il ( l ivisore P e pe r  te c o l m m e  di D (o~). 

Trot i due s is temi X, Y cos't defiltiti si ha.nno le relazioni  identiehe : 

\ 

(a) C ( ¥ ~ ,  X ¢ ) = - 0 ,  pe r  ~ - ~' t 

(b) C ( Y  ~,, X ° ) = P " ~ Q ~ , ,  con  Q ~  o ( m o d P ) ,  (% £ = 1 ,  ~ , . . . ,  h) i 

C a m b i a m o  infat t i  ne l la  (3) del  n. ° l z ed  ~,.' r isp. in :, .-- 1, £ - -  l, e sup-  
p o s t o  ad es. :  z ~  ~,.', f a ee i amov i :  

(p, q~, p~ q~,.. . ,  p~_, q~_ ) ~ (s~ t , ,  s.: t .: , . . . ,  s~_,, t~_~), l ..... s~, ,m -~ t~_. 

Si avrtt  a l lo ra :  

A~_,,¢,_, --- P'"  P'~' C ( Y  ~, X °') 
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' i t e qtfindi per ~.=~=-~., dalle (3 ' )s i  hanno  la (5, a); per ~ . : ~ . ,  la (3)" porta 
alia (5, b), con: 

1 b '~-' D ~ D 
- -  (rood P ~) ,  (6) 

(tonde, vicordando che i minori  (3) sono regolari rispetto a' 1', segue cssere 
O~ - U  0 (rood P). 

b) La. considerazione dei. due sistemi canonici X ('~ Y'7' (~ == 1, ~,. . . ,  h) 
sopra definiti porta a conseguenze notevolissime. 

Siano X~. (k = 1, ~,..., ~0, Y, (i --- 1, 2,. . . ,  n) due soluz~oni delle congrucnze : 

z ~ . c , ~ . . ~ . : u V  . . . .  (rood P'), ~ ,c , , .  Y~__-~__O (rood P"'), (l, m~_~-e~; i, k = 1, ~, . . . .  , n) (7) 

e sia, a d e s . :  l - ~ m .  Per le (16) del n.°4 , si avrh: 

h 

=: Z~. ~Iz,. (o,) x~. (o,) (mo(l P')  
1 

hm-I Ilt--I ho--I 
Y, ~ ~ ~v~ (o,) y,:, (o0 + Z~ e '''-° Z,,. 3/,,. (,,,) ¥,;~ (o~) 

l ha•L 

h 
-~ ~ ~v~ (o,) Y'/ (o,) (rood P"') 

1 

e ei6 the  ~ lo stesso: 

(7)' 

h h 

x ,  = } , ,  ~l,~X~',., +,0., •,' ¥, = >_:.. N~, Yr '  + , , ,  e"'. 
I 

(i, k = :  l, 2,. . . ,  n),  

indicando le ts.~., v, dei pol inomi in o. Ne segue:  

h h 

h 

+ P"' ~,~ o(~, ~v~, x ,~) + P'+,,, c (~, t,-); 
1 

ed avendosi  anehe : 

C (N~, Y", ~.) = 0 (rood P' ) ,  C (v, M~. X ~) -~. 0 (rood P'), (~. - -  1, ~,. . . ,  h) 
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sar~ iniine, per  le (5): 
It 

c (Y ,  x) ~ ~ ,  ~lI~ ~ P", O~ (:,1o(t P '+") .  

Osserv iamo era chk per  u. ~ h,,, ¢; e, > l; per  ~ : > h , , ,  Crisp. l)er ~ >It.,,,_.,) 
(domle e~ < /  o < , m ) ,  si ha. 

3I~ P ' -  -~ 0 (rood P ' ) ,  A%. P"- _-~ 0 (meal P " )  

e quindi  auehe  per  ~ >  h,,,_, ~: 

3I~ 5 r P"- == 0 (rood P "  '). 

Ne segue ]a formuh~ : 
hm-t 

C ( Y , X ) ~ = I  ~ 3 I ,  A~,Q~.(mo(tP'* ). (N) 
z,~+t 

(;) S iano era. X ' ,  X~-,.. . , .X"; Y' ,  Y~,..., Y" dettc soluzioni  delle con- 
gruel lze (7); eoJ~ not~lzioni ana loghe  alle super ior i  a v r e m o :  

p , C ( Y , %  X~') :--=- ~ ,~31~ '~N~g ,~ . (modP) ,  (X== 1, ~ , . . . ,  u;  y.== l, ~ , . . . ,  v) 
bt+t 

e qu ind i  la matr ice  di u righe e v c o l e , m e :  

ip,l c ' (Y~,  x' ,)  , (~, : l ,  ~, . , . . ,  ,,,., :,. = 1, ~ ,  , v) (:~> , • ~ o . .  , , 

si d e e o m p o n e  (rood P )  nel p rodo t to  delle tt'e ma t r i c i :  

.M~" i, i 8~.~ Q~ i, Ar~ '~ i, (% P : h,,-?- 1 , . . . ,  h,,,_, ; 7. : 1, ~ , . . . ,  u; p . -  l, ~ , . . . ,  v) 

ht seconda  delle quali  b. -_=~= 0 (rood P).  
Ne segue t he  la mat r ice  (9) ha  IlI1R caratteristica, hOlt m~lggiore di 

h .... , - -  h,; q u a n d o  inol t re  si p r enda  u : v - =  h,,,_, ~ h,, ed i Clue d e t e r m i m m t i  

fIM~ )'I, l-.~hm"~:, (%),, p.:h,,-~-l,. ,.. h,,,_,) 

si p r e n d a n o  =i-  0 (rood P) ,  la mat r iee  s tessa  avrh  la eara t ter is t iea  h,,_, ..... h,. 
Abb i a m o  cosi il teore lna  no tevo le :  
S iano  X~ ~, ¥~o, (i, k :  l ,  2 , . . . ,  ~; ) . : 1 ,  2, . . . ,  u ;  y . : l ,  o_,..., v) due 

sistem,i di  soluzioni  delle congruen, ze : 

c:~ X,, ~ 0 (rood P') ,  ~ c,.,, Y, ~ 0 (rood P"'), (m _~ 1 ~ e,). 
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L a  mcdrice 

c i , (~ = t, ~ , . . . ,  u; y . =  1, ~ , . . . ,  v) 

ha (rood P) m~ct caratleristica minore od uguale ad h . , , , . , -  h,,. 
S i  possono determiuare (ed in  inf iui t i  modi) h,,_L - -  h, soIuzioni dell'uuo 

e dell'altro sistemc~ di cougruenze per le quali  la matrice (9) abbice (rood P )  
la caratterislica h,,,_,- h,. 

Per  / = m =  1, e nel caso ehe il divisore P skt l ineare il t eo rema  dimo- 
stra.to si r iduce ad  u n  no to  t e o r e m a  di STIGKELBERGER (*), 

d) Siano XT,  Y(7 ~, (i, k =  l, 2 , . . . ,  n ;  e, ~ =  1, °2, . . . ,  h) due sis temi ea- 
noniei  arbi t rarL relativi al divisore P, Funo per  le righe, l 'al tro per  le co- 

lonne  di D (o0; le X~ ), Y~) si e s p r i m e r a m m  per  le .~,V~' )-7 7,. date dalle (~) 
e ($)' con formole  ana loghe  alle (7)'. Face iamo allora nel t eo rema  p reeeden te  
l = . m  e ),, p . =  h . , q - 1 , . . . ,  h,_,; i due d e t e r m i n a n t i :  

M , iN i , ( ' , . , L l , . : h , ÷ l , . . .  

sono al lora - = 0  ( m o d P ) ,  (n. ° 5). Abbiamo quindi  il t eo rema :  

,,(e) y~) due sistemi canon, ici arbitra4q, rehttivi (d dicisore P, l 'ano 
per I¢ righ, e, l'altro per le colonue di D (o)). It  determinanle di ordiue h,__~- h, 

Ip- ,C(YI*,X")  , (k, I J . = h , + l , . . . , h , _ , ; l - - 1 ,  2 , . . . , e , )  i-to) 

' 0 (rood P) .  

X ~ Y!'*), (i, l~ 1, o n; , ; - -  1, ~ h) due sisteml 20. S i a n o , , ' ,  - _ ,  . . ,  ?, - , . . . ,  
eanonici  per  il divisore P e pet- le r ighe e per le colonne (li I)(o0; si avra:  

v**.li ~ O ( m o d P ° ) , ( ~ ,  ~, .... 1,~, . , h ; i , h = l , O ,  n). z . . a  t ' i , ~ .  * x t ~ '  7 - -  , , * . . . .  

Ind i eando  con e;.o il maggiore  dei due  esponent i  ee, eo, possh tmo p o r t e :  

C(Y ' ,  X r . ) =  P'¢" Qr.¢, (5 ~' := 1, ~ , . . . ,  h) 

dove Qr.~ 6 un  po l inomio  in t,~, pe r fe t l amenle  de te rmiua to ,  di grado miuore  

(*) Cf. ad es, MuTR, 1. c., pag. 190. 
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od uguale a g (ep + e~ - -  %,) - -  1 e gli e, determinanti : 

]Qp,], (p, ~ =  h , +  l , . . . ,  h,_,; / = 1 , ~ 2 , . . . ,  e,) 

sono inoltre (n." 19, d) ='-0 (rood P) .  
Questo risultato pub invertirsi col teorema seguente. 
S i  abbia.no h." l~olinom; Q~, (,~, ~ = I, ~ , . . . ,  h) dei g r a d i  (%-! e~ - -  ep~) g - -  1, 

a f fa#o  a.rbitra, r,~, m a  ta, li the  gli e, determinan. t i  : 

Qp,!, (e, :----- h,-!- 1 , . . . ,  h,_,;  l = l ,  ~ , . . . ,  e,) (11) 

sia.no divers i  da zero (rood P);  e sia ." 

x~9,  (k = l ,  ~ , . . . ,  , ;  e = ~, ~ , . . . ,  1,) [r~  °~, (i = J, ~ , . . . ,  u.; ~ =  l,  ~ . . . . .  1,)1 

u u s i s lema canon, leo per  il d iv isore  P e per  le r ighe [per le colon, he] di  D (o)). 

~2 possibile,  ed in  un  modo solo, a ssociore al si,s'lema, X [Y] un s i s tema 

ca, non ico Y, [X] per il d ir isore  P e per  le colonne Iper le righe] di 1)(~),  per  

il quale  si  abbia : 

c (Yo, x e ) =  e.<,, O~o, (,:, ~--: I, ~ , . . . ,  I~). (~2) 

Due tali sistemi ) .  X si diranno associa.ti al sislema (11) dei polinomi @o. 

Sia ad es.: X~} ') il sist(;ma eanonieo dat.o, Y~")quelh) (.he si ('(;rca; essi 

si esprimeranno per i due sist(;mi X "'~', )~")the al)biamo delinito al n." 19 a) 
al modo seguente : 

hz-~ 1--1 / ' o  - 1 

, ~ p ' -pV t #  jrot ~,ra) ~[.,,, (o~) (rood P') }[.,, x ,: ,  (o,) - -  , . . . .  ,,, 

(per h , < Z ~ h , , _ , ,  I-----1, 2 , . . . ,  e,) 

ha--1 
__ '~, lv~,~ 2 T~"~ ' (o,) (rood P" )  

T l 

(per h , , < l ~ , ~ h , , _ ,  ; m - ~ l ,  2 , . . . ,  e,) 

ed i l)olinomi M saranno noti, i polinomi N si devono inveee determinate 
se('on(Io le eondizioni de] teorema. 

Comineiamo dal dimostrare the i i)olinomi N l)OS,~ono determinarsi ri- 
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spet to  al m o d u l o  P in m o d o  ehe si abbia i n t a n t o :  

l 
- -  C ( Y  ~, Xp) ~ q e ~ ( m o d P ) ,  (5 ~ = 1, 2 , . . . ,  h). (1% 

Ricord iamo in tan to  ehe per  la fo rmula  (8) si h a :  

1 ~'~-1 i . . . . . .  ~ '  V °') N '~) Q, (rood P )  .p, C(Y~' ,  X~) ~ , ~  ~,.~, ~ 
oz-bl l 

per h, . <  ), ~ .  h,_, , h,, <2. F" ~ h.,,,_~ e(l l -~ m ; } 

(1 "4) 

q u a n d o  sia invece h, <~ ?, ~ h ,_ , ,  h,, <~ y. ~ h,,,,_, ed l ~ m ,  
per  la (8): 

1 {~;'~ Mo., N~'  Q,. (rood P ) .  
h,.-I-I 

si ha ,  ancora 

(la)' 

Le eondizioni  cui devono  soddisfare  i po l inomi  N ~  ~ (rood P)  (h,,,, < ~. ~ h.,,,_,) 

sono quindi  : 

per  1 ~ m, 
J im.  1 

(a) x . - ~ ' .  - . Q~--- Q), (rood p )  
hz-bl 

pe~. ~ _~ ,~, (b) ~'~ M~.' N ~  O~ =-- O;., (,nod I") 
h ,~ + t 

(h . ,<) ,  ~ h , _ ,  , h,,, <IJ .~_h , ._ ,  , I, r e = I ,  2 , . . . ,  e~). 

Si dia ora  ad  m un  valore fisso e t 'aeciamo l =  m; dow 'emo ave re :  

~'a-~-- _~I~' A;'~ ) Q~ =-- Q~ (rood P) 0 .  ,~. = h,,, q- 1, . . . ,  h,,,_d. 
1 W+l 

0 r a  6 possibile,  ed in un  m o d o  solo, de t e rmina t e  te N~ ° in guisa  da 
soddisfare  alle eongruenze  super ior i ;  6 infalti  (n. ° 5): 

I M~, i - i=  o (rood P),  (~., ~, = h+,, -~- 1,. . . ,  h+,_,). 

Facc iamo poil---- m q- l , . . . ,  el; l -=  m - -  1, m - -  2 , . . . ,  1, le (1~) (a) (b) deter- 
ln inano success ivamente  (mod P )  le N~ (~ = h , t - V  1, . . . ,  h,_l), in quan to  si 
ha ogni volta un  s is tema di h , _ , -  h, congruenze  l ineari  il eui d e t e r m i n a n t e  
3P~ ~ :, ( ~ , ) . =  h,,@ 1,.. . ,  h,,_,) 6 - - - 0  (mod P).  ] 'er  m = 1, ~2,..., e~ ne segue 

la nostra  asserzione.  
Si osservi che con el5 sono e o m p l e t a m e n t e  de te rmina t i  i po l inomi  
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N(~ ', (y. = 1, o , . . . ,  h ;  ~ ----- h,~ -t- 1~..., h) i qual i ,  come  le P=:, relat ive,  h a r e m  it 
g r ado  g -  1. 

P r o c e d i a m o  ora  pe r  i nduz ione ,  ed a m m e t t i a m o  sia poss ibi le  de te rmi-  
na te ,  ed in un  m o d o  nolo, le N~, (~., ,~. --=- 1, 2 , . . . ,  h)  (rood P") ( s < e , ) ,  in guisa  
che va lgano  ]e ( ' ong ruenze :  

1 
- -  C ( Y°, Xp) := Qr.~ (rood P~), ( 102L 

(ci6 t h e  d e t e r m i n a  c o m p l e t a m e n t e  le N,~,, (~,. = I, 2 . . . .  , h; = =  k,~. ' - I , . . . ,  h)) 
e ( l imos t r i amo t h e  6 t)ossibite de te rmi~mre  le ,.,,,~x'~' (F ~ 1, ~>_,..., h..;. "1. _-~h.~) 
in guisa  che  si al)bia a m ' o r a :  

1 
p,~We- ~ C ( Y  ~, X ~ ) ~  Q:,o (rood P"~ '). (1°2) t, 

Per  quat~to ])rece(le I)aste)'~l o(~cuparsi del le  ..A:~',, pe r  le (iuali ~. 6 mi- 
n o t e  od u g u a l e  ad h... Si abb ia  g i5 :  

1 v~, ]l[,~-i~;,,,)Q~.~= Q).:, (mo( tP , )  ( h t < Z ) , ~ h ,  , l~,,,~y._~__h,,, , ;  e , . - '~ l ,  m ~ z s )  
P").t* ~ "  a a - • _ 

(dove og . i  volta i valori the deve assumere  l ' indice ~ sono determinat i  dalle 

(13) e s sendo  le N<~ ' d e t e r m i n a l e  (rood P°) e si ponga  : 

- -  = z . :  

:~m,, _{. p-~ N,~, (nlod P"-~ ') N(~ ~ ~_ ~, , 

e s sendo  le N ' ,  ~) da  d e t e r m i n a t e  ( ,nod P).  Si a r r a n  (la sodd i s fa re  le c o n g r u e n z e :  

o pos to  : 

le c o n g r u e n z e  : 

c i o 5  

I - -  

i i - q*  (mo,  P ) ,  

A nna l i  di  Matematica, Serie Ill, Tomo XIV. 41 
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il che (? possibile, ed i~a u n  m o d o  solo, r ipe tendo  le considerazioni  fatte per  
te (14~). Faeendo  s =  1, 2 , . . . ,  e ~ - - 1 ,  si ha  ehe te possibile de t e rmina t e  le 
A'~, (~,/z = 1, 2 , . . . ,  h) in guisa  che si abbia : 

1 
l ' e .  O(Y°' Xo)~2Q~o (rood P°,,,+",-"e,); 

e poieh~ a m b e d u e  i m e m b r i  delle eonaruenze  super ior i  hartno un gra~lo mi. 
nore  di (ee w-' e~- -  e~) g, sar'a intine : 

c ( ¥ o ,  x p )  = o.~o P",~, ( e , ,  = 1, ~2 , . . . ,  h) 

il ehe d imos t ra  il t eo rema  enuneia to .  
Seeondo  ques to  t eo rema  i po l inomt  Q, q u a n d o  soddis t ino alle eondi- 

zioni super ior i  relative al loro grado  e ai de t e rminan t i  (minori) pr ine ipa l i :  

Q , p ,  (~, , =  h , +  1,. . . ,  h,_,; 1=-1, °2,..., e,), 

sono del tu t to  arbitrarY'. I1 loro ins ieme dipende,  come d imos t ra  un ealeoto 
semplieissimo,  da 

g ~ h~ = g { l0 -!-- ~ (l~-!- l~ -~ . . . . . . .  ~- 1,,_,) } = g L 

arbi trarL il (:lie 6 in comple to  aec.ordo col toorema sopra  dimo- 1)arametri 
strato.  

°21. R ip r e nd i am o  le eongruenze  (l) del n. ° 18 e lmn iamov i :  

iX*,,, = , ~ , . a ~  ""'" o," P '  ; )'; = , ~ , , y ,  . . . .  ,' ~"' o~"' P " ' ;  (i, h == 1, ~, . . .  , u):  (t 5) 
0 ~ 0 0 

dalle (I) s tesse si a r tS ,  eonf l 'on tando i te rmini  di grado mag g io r e :  

tl ;~t 

, ---~ .- L.~Y ,~, . . . ,  (. .)~,.  < , x ~ =  - P ' r , ,  (~',' ~),(b) ~ < ,  ) ' , = ~  ,.'~',~ ~ ",,' ~) , ( . i , t~=l  ~,.). (I:,) ' 

Ne segue a n c h e :  

= . . . . . . .  i B X ) .  (I6)  C ( Y ,  X )  P ' B ( Y ,  ae"--') )" ' ( y '  ....... , 

(t) S , f p p o n  ict, m o ora  eh e s i  a.bbia, 4dent.icer men  te, p e r  le s o l u z i o n i  cor ts idera te  : 

C ( Y,  X )  = 0 (CO) 
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(questo in part icolare accadrh quando  sia P P '  n o ; ( . 18)) si act& a nche:  

B ( L  ~"-')  = B (y"-"'-', x )  = o 
e percib : 

B ( y ~ , x " " ) - - - O ,  B (y":"-', x") == O, ( r =  O, I ,..., l o  .... 1 ; s -  0,1 .... ,rq'- .... t). (t7) 

b) Sia ora P - - P '  ed insieme l=~_l'; la (16) d5 a,llora: 

B (y''-' ,  X)  = I" " B  (Tt. a/"-'), (16)* 

donde come sopra si t raggono le ident i lh:  

(a,) B ( y ' ' - ' ,  x " ) = 0 ,  per r < ( l - - l ' ) g ;  
t 

( r = = O ,  I ,  . . . .  Ig--l)[(lS) 
] (b) B (y":'--', x ')  --- B (y"-~'-'":', x':'-'), per r _-~. (t .... l') g. 

l ,a (t6)* c, onduce  ancora  ad un 'a l t ra  l)roprieffl notevolissima. 
l )er iviamo te (15', b) rispetto ad o~; avremo:  

i d Y, 
m d o  

- -  B,,, ( r )  = - -  ~' P"-'  d x' j% (:,/,,, % 
d c:~ ' 

e moltij)tie, a,Mo per X,. c son]man(Io, si o t l iene:  

Ct'd[dc,) X )  B ( Y ,  X )  l ' l '  .... , d P  , Y, . . . . . . . . . .  B ( y ' '  
/ d (, . I  

, X )  

e per le (16), (16)*: 

c (  .(¥, x) , )  ..... 
l, d log' l '  . . . . . . .  ' B ( Y ,  x "  • '~ , 

, (h,~ / d o~ ' d o~ (" ( ) '  X ). 

Se segue, rispetlo al modulo  P' ,  la relazi(me notevole :  

. B ( Y ,  X)--~ - -  l,=~log_.d p C ( ) ' .  X )  (rood P') ,  
d c,) 

(~9) 

o c i 6  t h e  6 h) s t e s s o :  

B (Y, X) ~ 0 (mo(I P ' - ' ) ,  

I l, d i~  l 
1,,_, B ( Y ,  x ) ~ - -  d-~--j~C(Y,X) (rood 1" ). 

(20) 
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c) P ih  gene rahnen te  si ponga ,  indic, ando  con to, u n a  costante  arbi t rar ia :  

c,,,, (y ,  x )  = (A - -  to~ B) ( Y, X) = ~ , .  (~,,, - -  o,, b;,) Y, X~ ; 

si avrg~ : 

e per  la (19): 

c i o 5  : 

c,o,(Y, x ) = c ( y ,  x ) + ( t o -  t o , ) ~ ( L  x) ,  

c'~ (y,  x ) - -  - r ( to-to,)  a ~ ° g P  -7172- c ( ?t; x )  (rood P'), (19)* 

C~, (Y, X)  =~ 0 (rood P'- ' ) ,  t 

1 l' d P 1  
p C~,(Y, X ) = ~ - -  (to--to,) C(Y, X) (modP) .  t 

(~o)* 

Si -supponga ora  P diverso da to - -  to~ ; ~ alloi'a (o) - -  ¢%) d P ~ro7 1)rim° con P 

e si r icord ino  i due  teoremi  e), d) del n. ° 19. Dalle (~0), (20)* si ha  subi to 
ehe due teorem,i affcdto ide~#ici va, lgono per le mat,rici : 

B ( > ,  X)) i, 
i 

1 
p, - : i  C% (Y,", X ~) 

analoghe alle ,matrici (9) e (10) ivi consider(de. 
Quando  poi sia P =  o ~ -  ¢,), si ha sempl i cemcn tc  : 

c~,(Y, x )  = - (r - - 1 )  c (¥,  x ) .  (~20)** 

d onde  si t r aggono  conclusioni  analoghe.  

MATRICI CANON1CHE ASSOCIATE PER IL DETERMINANTE D ((a). 

22. 1 r isul tat i  o t tenut i  sui s is temi eanonici  per  le r ighe e le eo lonne  
di D @) e o n d u c o n o  a relazioni notevol i  tra due  matr iei  eanon iehe  t ra t te  da 
essi sistemi.  

S u p p o n i a m o  pereib n u o v a m e n t e  ehe per  le due  soluzioni  X, Y delle 
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congruenze  (I) del n. ° 18 si abb ia  : 

c(Y, x)- -o;  

avremo allora le (17) del n. ° p r eceden te :  

B (y~, x"-')--~ B(y'"-:, x") ~ 0  (r--~O, 1,..., l g - - l ;  s =-= O, 1, . . . ,  l'g'-- 11. (17) 

Osserviamo ora the  insieme colle X , ( k =  1, 2, . . . ,  ~,) am'he  lc X,., dcli- 
nite dalle cong ruenze :  

x ,  (o 0 = Jv (,o). (o0 (moo P') 
dove : 

*-1 ~.~1 P '  (,11o(1 P') 
0 0 

6 un pol inomio arbi l rar io  (mod P') ,  (h'mno una soluzionc (h, llc (11,,; l)osto 
dunque  : 

_ _  1--1  ~ . t l  
X, ~= ~,. xy  i" o)" P '  (rood P'), 

' 0 v 

insicmc collc (17) si a v r a m m  an('he le altre ident.ith: 

x,':,-')=o ( s=o ,  1,..., t o ' - 1 ) .  07) 

Osserviamo ora ('he le x;" '" 1, souo delle for int  bilineari nolle a~. e ,tulle ;. 

e(l 6 fi, cile vedere  (,he possiamo ])rendere le ~+. iJl guisa che helle x~-' veu- 
gano a mancare  tut te  le x~, t r anne  una  tissa x~, di esse. Si hanno  infatti in 
tal guisa I g - -  ] equazioni l incari  omogenee  nelle I'. stesse, alle qua]i 6 d tmque  
l>ossibile di soddisfare con vah)ri delle ~J. n<m tutt i  nulli. De te rmina te  in tal 
guisa le 7. (od i loro rapl)orti ) non pub accadere  che si annul l i  il coefficiente 

delle x'i,, altr imenti  si avrebbe  ~ - '  =: 0 per  k = 1, 2, . . . ,  n e quindi ogni X'~. 

avrebbe  un grado minore  di g l - - 1  e sarebbe perci6 idenf icamente  nulla, 

il che non ~ sc non tut te  le !J. sono nulle. S a r a m m  quindi le x-~: -~ p r o p o f  

zionali alle x F ( k =  1, 2 , . . . ,  n) e dalle (i7) si o t tengono cosi le relazioni no- 
tevolissime : 

B(y", x")--~O, (r=~O, 1,..., l g - - 1 ;  s = 0 ,  1 , . . . ,  l'g'--1). (17)* 

Insieme con queste  si avrh anche,  con simboli analoghi:  

A (y~, x") --- 0, (A - -  co, B) (y", ~") = C~, (y~, x") = 0; 

(r : 0, 1, . . . ,  l g - -  1 ; s == 0, 1,. . . ,  1 ' 9 ' - -  1). i (17)** 
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Infat t i  per  le eq~tazioni eui soddisfano le y" (o le x"), le A (y", w") e per- 
ci6 anche  le 6%,,(y% x") si e sp r imono  l i nea rmen te  ed o m o g e n e a m e n t e  per  le 
B (y°, ~"). 

Dalle (17)*, (17)** si ha poi e v i d e n t e m e n t e :  

{{<);  rx] (a. r r ,   l,x] 
B \a,, ,:" ' 7Z7,~;} = C,,, ~3-;7a-, a o," } --- 6', [~z-o,;~- -3 ;;:,-/= o,  (~0)* 

q u a l u n q u e  s iano gli intieri  l* e ,t, positivi o null i  e per  q u a l u n q u e  o~1; queste  
relazioni sono d u n q u e  eonseguenza  della (~0). 

~'/. Sia ora helle (1) P - - P '  ed ins ieme / ~  l'. l n d i can d o  con t un in- 
tero qua lunque ,  non ma,~giorez~ di /', p o n i a m o  

sar~ dalle (15),, : 
g- - !  t--I " ) r ( " ~ d q ,  l,'g~'" = ~,, ~"' P"', ( i  1, ~ ,  . ~,) C I t  " • 

ed ins ieme 

¢(~' ,~'", x )  .... - -  P '  B ( Y %  x " - ' )  = - -  t ~' B (y'"--', X )  0 6 ) ,  

donde  
B (y'"--', 3 0  = P ' - '  B ~ )'"' x':' ~ ), (1 ~ t ~ t'). (21), 

No segtlono le iderllit5 : 

(<t) B (y ' ' - ' ,  x") -- 0, pec r < ( l - -  t).q; t == 1, 2 , . . . ,  l% 

(b) tJ: ( y ' " ' ,  x 0 .-= B (y'--"-'"% x " - ' ) ,  per r ~--_ (l - -  t) g; t == 1, ~ , . . . ,  /~. 

Us iamo or~t il solito artiticio e sos t i tu iamo alle )%(i- 1 ,  ~ , . . . ,  ~t)le )% 
detini te  da : 

)',.-<:21I(o 0 3",.(o 0 (mod P"), (i ..... l, 2, . . . ,  ~.) 
c o n  : 

3I (,~md p~'); 

si av r anno  le altre re laz ioni :  

(a) B (y'" *, x,") = o ;  t - -  ], ~ , , . . ,  v, r < ( l . -  t) g ; I (~-9) 

- (y' - : , x ' " * ) ,  t = l . ' ° )  , ' ( 1 - - t )  g. t {b) B (y':'-', x") .... B -  . . . . . .  _ , . . .  l ,  r.~_ 
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Dalle (°2.o~, a) si hanno ,  come al n." an tecedente ,  le relazioni notevol iss ime : 

B(y"'.<'-i"', x"".'<)=0, pel' v - { - - v ' < l - - l :  u, u ' = 0 ,  1 , . . . ,  g - - l :  (~3)., 

ed altre relazioni si avrebbero  conf l 'ontando nei due  membr i  delie (~2, b) i 
coefficienti detle stesse 7- N()ti scr iv iamo ques te  relazioni nel caso generale,  
poich~ non  h a n n o  una  fo rma sempliee  e n o n  ci occorvono nel seguito.  Ci 
l i i n i t i amo  a daiqe nel caso (,tie il d iv isore  F at:ilJia i l p I ' imo grado.  1;] al lol 'a 
g--= 1 ed ins i eme:  

...... , 1 , . . . ,  r - l )  

e le (2a_, b) danno  le ident i ta :  

(y', ,v"):-#s x"-% 
(r } s ~ l - - l ;  r = O ,  1,..., I - -1 ;  s--O, 1, . . . , / ' - -1;  s-{-~.~'~0, r. -a.-~_~()). t (~:t]" 

Nel caso genera le  (f.'.weudo tielle (~2) t = / ' )  si h a n n o  dalle (~2~2) l ' g ( t g -  1) 
(per + ' ~  0, 1 , . . . ,  lfl-  -2) relazioM linear[ omogenee  helle 

]S (y", .~"), (r---(), 1 , . . . ,  l[j ..... 1; s - -O,  l , . . . ,  l'g---1), 

di e, ui le (~3)~ s o n o  una  parte.  Queste l ' g ( I g - - 1 )  rela, zioni sono tutle indi- 
penelet~ti. Ao'g iuno' ianio iiif~ttti ad esse le t ' g  reh l z ion i :  

IS (y ' ,  x ' : ' - - ' )  = O, (s == O, 1 , . . . ,  ~' S] - l )  ; (27~) 
si a'¢l';'l a ] lora : 

B(Y,  x':'-')= 0 

e per  la (16) del is." ~1 a n c h e :  
c ( y ,  x )  - -  o, 

don(le (n. ° 2~) si t rae :  

B(y", x")=O, ( r=O,  1,. . . ,  l g - - 1 ,  s----:=O, 1,. . . ,  l ' g - - l )  

Quindi  le relazioni ehe si h a n u o  delle (2~) ins ieme colle (2~) fo rmano  
un sistv, ma  di l l'g'-' equazioni  lineavi omogenoe  helle l l'g'-' qua l]tit~'l B(y  ~, m") 

c, he ] tamm come un iea  so]uziono ]a soluzloue, i(telRieamenh, ~ nul la;  il loro 
determino, nte ~ qu, indi diverso da zero. 

E oosl d in lost . ra la Ill l io.qlra asserz lone"  si ha di p i l l  t in a l t ro  r i su l ta to .  
Per  1o. so luz io l l i  X, Y dolle (1) si ] ta :  

C(Y ,  X) = P ' .  ? (16)** 
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dove :  

Q=-B(L x':,-') (16)*** 

u n  po l inomio  d e t e r m i n a t o  di g r ado  l' g - -  1. La, conoscenza del po l inomio  Q 
determina, i n  modo unico  le B (y~, x"), (r :-= O, 1, . . . ,  l g - -  1; s = O, 1,. . . ,  t' g - -  1); 
pe r  q u a n t o  p recede  infat t i  si h a n n o  in tal  guisa  l l ' g  °" equaz ion i  l inear i  helle 
B (y*, x ' )  s tesse,  il cui  d e t e r m i n a n t e  ~ d iverso  da  zero. Sono  a l lora  d e t e r m i n a t e  
anche ,  in m o d o  unico ,  le Co),(y "~, x"), con o), ( p m l u n q u e  (n. ° ~2). 

2-~. a) S u p p o n i a m o  in pa r t i co la re  (,he i! d iv isore  P sia ] ineare ,  sia: 

In q u e s t a  ipotesi  se b: 

P = 6 )  - - -  0)  o.  

l"  - [ 

Q = ~ ,  q,  (o, .... c,~,,)', 

si avrtl dalla (16)*** (l)oich6 g = 1): 

1 ia'Qt n ( y ' ,  x ' - ' )  = - -  q, = - -  t i - U J  i .= ,o ,  

e quindi ,  per  le (~3) a), b), 5 a n c h e  (con / ~  l '): 

B ( y  ~, x ' ) = 0 ,  per  O ~ r - - s < l - - 1 ;  

B (y', x") . . . .  q,.,._, . . . .  (r + ,s' - -  l _t_ 1)! 1 3 ('~'" =-~;~ ! ~=~o,, 

l - - 1  ~ r  ' - - " l -  I l' o.  

( r = 0 ,  1 , . . . ,  l - - 1 ; s - - : 0 ,  1 , . . . ,  1 ' - - 1 ) .  

Avendos i  ino l t re  dalle (~2~)' del n. ° 8: 

A (y~, x") = o~,, B (y', x") -~- B (y~ ', x,') 

s~'lrll alle|lO,: 

i (~2a)' 
/ 

A(y~, x " ) = 0 ,  per  ~ - s "  ' < l - - l ;  

A (y~, x ' )  ~ - -  l o~,, q,. !..,_, :~ ' q,.,=.~_, I, per  l - -  1 L r ~- s _ ~  l -+- l' - -  2 ; I (~23)" 

= - -  = r - l ) .  (r 0, 1 , . . ,  I 1, s 0, 1 , . . . ,  / 
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b) Sia ora Q~,, (?, ~---- 1, ~ , . . . ,  h) un sistema di h ~ polinomi in o) de- 
terminat i  in guisa da soddisfare al t eorema del n. ° 90, e s iano:  

X *), Y('>, (,~, ~-~ 1, 2 , . . . ,  h) 

due sistemi associati  al s is tema Q~; poniamo:  

Q~ ~.  qW ) (o) - -  (o0) ~', (-ap~ = e~ -F e, - -  eo,), 
o 

0 

ea-1 
yJ*,==_ =,v ~.~'~'~ (o, - -  O,o) "° ( rood (o} - -  o~..)'0 ) ; 

o 

dalle relazioni preeedent i  si ha subito : 

B ( y %  x P ~ ) = 0 ,  per  r + s < e p ~ - - l ;  

B(y~'~, x~ ,r )=--q~.~)  ¢,+~, per  r q - s ~ _ _ e ~ . - - 1 ;  

(p, ~ = 1, 2 , . . . , h )  

(r----0, 1, . . . ,  e p - - 1 ;  s = 0 ,  1,. . . ,  e~--  1) 

A (y% xp,') = 0 I 

~,v ~ r+s--~;ea+t x r T s - - ~  a 

c) Co , s ide r i amo il caso part icolar iss imo in cui si abb ia :  

Qp~---~-0, per  ~ - l - z  e Q ~ - - - - - 1 ;  

si ha  hi questo caso, per  due sistemi associati  X 'p), Y('>: 

A (y~'L xc..~) = B (y% xP,r) _= 0, per  z =l= e, 

i ( r - - 0 ,  1, . . . ,  e ~ - - l ;  s ~ - 0 ,  1 , . . . , e ~ - - l )  

per  ?---- ~ ~ invece, col simbolo ~ di KI~ONECKER: 

B (yP", xP 'r) = ~,.+,_~¢+~, 

(r, s = O, 1 , . . . ,  e~--  1) 

o b revemente  : 
B (y°% x~,~)-= ~ .  ~,.+~_,~+~, 

A ( y %  x['*) -~  8p~ . (o~o ,t+,, ~e+, + 'L+~o)- f 
Annal i  di Matematica, Serie  Ill ,  Tomo XIV. 

(2(i)<,,> 

(°2s*) 
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d) Dai due sistemi canonici X, Y definiti al n. ° 19 ~ facile dedurre due 
sistemi canonici associati al sistema (27). Si determinino infatti 2 h polinomi 
21I~ (o)), N~(co) determinati rispetto al modulo (~ ~ 0)°)% (~ = 1, 2 , . . . ,  h) per 
i quali si abbia:  

21I~ (o)) N~ (o~) Q. ~ - -  1 (rood (o) - -  o)0)% (a ----- l, 2 , . . . ,  h) (29) 

essendo Q, espresso dalla (6) (con P =  c o -  O)o). Uno dei polinomi stessi 
completamente arbitrario, purch~ --[~ 0 (rood (o) ~ ~o)~=) e posto: 

~(,~) ~= M, ~,v("' , ~"~" ~ N~ _,V."' (mod (co - -  O~o) "'~) t 

(i, h~---1, 2 , . . . ,  n; :¢-----1,2,..., h) ! 

saranno, come ~ chiaro dalla (5) del n. ° 19, X(~), ~(=) due sistemi canonici 
associati al sistema (27) relativo al divisore ~ -  O)o. 

25. Quando il divisore P non ha il primo grado, la determinazione 
delle B ( y  ~, x"), (r~--0,..., I g - - I ;  s---~0, 1,..., l ' g - -1 )  associate ad un poli- 
nomio Q di grado I ' g -  1 (essendo l ~ l') ~ data dalla risoluzione di un 
sistema di equazioni lineari, la cui forma non ~ semplice. Terremo in questo 
caso una via inversa; supp0rremo date le B (y'*, 0¢") in guisa che sian sod- 
disfatte le condizioni imposte dalPessere X, Y soluzioni delle congruenze (1) 
e determineremo dalla (16)*** del n.* 23 il polinomio Q che tigura nella (]6)**. 

Conviene perci6 tenet conto delle condizioni cui devono soddisfare ]e 
B (y", m"). Queste condizioni (le quali cbmprendono evidentemente le rela- 
zioni date ai n. 22, 23) troviamo al modo seguente. 

Siano 

i divisori elementari di D (~)) e sia, come al u. ° 11: 

po=(o."oq-a~Q)o;'p-~ + . . . + a ( e )  ~-q-a(o) ~--~1, 2 .. . ,  m; ~ g o e p = n  

siano poi : 

X_~lxi,~e!, ¥ =  lyg,~.l 

( i , k = l ,  2,..., n;  ?, ~ = l ,  2,..., m; t ~ = 0 ,  1,..., epgp-- 1; 

% ~ 0 ,  t , . . . ,  e~g~-- l) 

due matrici quadrate di ordine n diverse da zero, ma affatto arbitrarie, e 
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poniamo per brevifft di ser i t tura:  

B ~ o , ~  = B (y~,'~, x~.~); A~,6~o.~ o = A (y°.~; x~,~) ; ) (.'~0) 

( ? , q = l ,  2, . . . ,  m; t 0 = 0  , 1,. . . ,  e ~ g o - - I  ; "r~-~O, 1,..., e ~ g , - - l )  ) 

sarh allora anehe :  
I B~,te~,,,, l =  I B I .  X.  Y-I- 0. (30)' 

Supponiamo ora e h e l a  matriee X sia eanoniea  per le righe di D (a); mol- 
t iplieando le (2~)' del n.o 8 per  y~,~, e sommando  rispetto all ' indiee i d a  1 
ad ~,, abbiamo le identifft (nelle quali in tendiamo ehe sian nulle le B in eui 
un  indi te  6 o ~:o sia negat ivo) :  

- -  (t (or) i A°'"ge+u;°"'~ --~ Be'vge+u'-l;°'~(~ ge-~ Bo'I~+l)ge-l~""~ ; (31) 

(0, ~ - -  1 ,2 , . . . ,  m ;  v = O, 1,. . . ,  e e -  1 ; u = 0 ,  1,. . . ,  gp - -  1 ; ":~ - -  O, 1,. . . ,  eo g , - -  1 ) , 

inversamente ,  poieh~ la matriee Y si suppone  diversa, d~ zero, (lueste rela- 
zioni equivalgono alle (~2~)e del n.o 8; esse sono quindi  earat ter is t iehe per 
una  matriee eanoniea  X per le righe di D (o)). 

Analogamente ,  se ia matriee Y ~ eanoniea  per le eolonne di D (o~), si 
avranrm le relazioni:  

A~,,~:o,v,g~÷u, = B,,t~o,v,g~+u,-, - -  cg;)_u, Be,to;o,(v'+1)ga-~; I 
(a 1)' 5 (5 ~ =  J, 2,...,m; v '=O,  1,..., e , - -  ] ; u '=O,  1,..., g , - -  1 ; t p = 0 ,  l,...,eege-- 1). 

Se quindi ambedue le matrici X, Y sot~o ca~oniche, l 'una per le righe, 
l'altra per le colonne di D (o)), si avranno le identitdb fondamentali: 

Bp ,vg~-u :a , v ' ga+u"  - -  a(~) B o ,  ivT1)ge_l;(~,v ,g~+u,  ~ B p , v g e + u ; a , v , g ~ + u - -  I - -  g ~ - u  

- -  Ct (o) Bo ,vg~+u;o , ( v ,+ t }g~_  1 g(l--~" 
(32) 

(5 z~-~l, 2, . . . ,  m; v - ~ 0 ,  I , . . . ,  e p - - 1 ;  v ' = 0 ,  1,..., e , - - 1 ;  

u - = 0 ,  1, . . . .  g ~ - - l ;  u ' = 0 ,  l , . . . ,  g ~ l ) .  

Osserviamo esplici tamente che:  le identit~ superiori dip endono unica- 
mente dai divisori elementari (nel campo R) del determir~ante D (o)). 

Inversamente  si abbiano n ~ quant i t~  B~,,¢:o.~, il cui de te rminante  sia 

diverso da zero e the  soddisi ino alte (32); o come diremo, si abbia una  solu- 
zione prol)ria Be.,e;~ o delle (3~), e sia ad es. X una  matr iee  canonica  per  

le righe di D (o~); le pr ime n ~ delle (30) dei iniseono allora una  matr ice  I7, la 
quale, per quanto  precede,  sarfi canonica  per le colonne di D(co). Due tall 
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matriei X, 3~; evidentemente legate in ugual modo alla soluzione propria 
Bp.,e,,., . eonsiderata, si diranno associate a questa soluzione. Ad ogni solu- 

zione propria delle relazioni (32) sono quindi associate oc ~ eoppie di matriei 
eanoniehe. 

Segue anehe di qui e h e l a  pifl generale soluzione propria delle (302) si 
ottiene dalle prime delle (30), quando sia X la  pifl generale matriee eano- 
niea per le righe di D (o~), Y una partieolare per le eolonne (o inversamente, 
il ehe g lo stesso); una tat soluzione eontiene quindi l inearmente ed omo- 
genamente N = no + 02 (n, + n~ • .. + n,,) parametri arbitrad. 

E anehe ehiaro, ehe quando tutti i divisori P,,  P~,...,  P,,, abbiano il 
1. 0 grado (nel easo di WmERSTRASS), le (26)~, del n. ° 025 danno la pifl generale 
soluzione propria delle relazioni (302). 

26. Nel easo generale si ha un sistema notevole di soluzioni delle re- 
lazioni (302) al modo seguente. 

Cerehiamo di soddisfare alle (32) stesse ponendo (indieando 3p~ it sim- 
bolo di KnONECKER): 

(?,a-~-1, 2,..., m; to-=O, 1,...,  eogo- -1  ; ~:~=0, 1,.. . ,  e ~ g ~ - - l )  ~, (3:1) 

essendo le 2(0) delle quantit~ da determinate. Per t~ = - -  1, si ha intanto 
dalle (33): 

~(e) = 0, per so ~ eo go --  t" (3~),, s~ 

le (32) diventano pc/ identiche per Pc = o); per Pc- !-o~ diventano semplice- 
mente : 

hie) . (0) J~g{)--i ~ t lg¢+u- -1  

2 a(J L, (3,,).. 
( h =  @, % + l , . . . ,  2 e o - - 1  ; u = l ,  2, , . . ,  g o - - i ;  ? = 1 ,  2 , . . . ,  m) 

e si soddisfa ad esse ponendo:  

ng(~-t-u--, ' g¢--u 
con: t (3~L 

~f, ~--- 0,1,..., ge--I  ; h-= 0,1,..., 2 co-- 1 ; AI~) =0 ,  per h ~ e o ;  ?~--- 1,2,..., m. 

Con queste posizioni il determinante t Bo~e,,,~,]si riduce al prodotto 
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sarb~ quindi diverso da zero, quando,  per Pp =I= o), si prenda A(~: =]= O, e per 

Pp --~ ~) si prenda 5(~) -:t= O. 

Otteniamo in questo modo una  soluzione delle (32), la quale contiene 

E =  ~p~ ep parametr i  arbitrari'. Per una tale soluzione le (30) e (31) diventano : 

Be,te;o,r~, = A¢@o,T o ~ O, per ? -E- z; 

(5 z-~-1,.. . ,  m;  tp=O,  l , . . . ,  e p g ~ - - l ;  ~ - - ~ 0 ,  1,..., e o g ~ - - l )  

Bc,%:¢,~, ¢ = A~). a~)~e_t, con u~ q- vo = h g~ + t -- 1; 

(?-= 1, 2 , . . . ,  m; ~+~, v ~ = 0 ,  1 , . . . ,  e ~ g ~ - - 1 )  (35) 

per (o -}- v') go-}-u-~- u ' =  hgo ~-t - -  1 e t ~ O ,  (:io~ per it @ C- , g - -  1 ; , 

= a(e) , a~e) - -  A(e) , a(o) a(¢) per u -i- 

Pcr P ~ =  o) si ha sempl ieemente:  

Be,te;,,~--~Ac,t¢;o,~¢-~-O , per ~ :- ~, (~,~.-~-~ I, 2 , . . . ,  m); ) 

~-5(¢) , ; - -  ~ iS(e) - - 0  per ~ 1) .I(35) '  B¢,,%;e,~,¢ . ¢ .  ¢ Ae,.e;e, % - -  -,..e+%_l, ~. se=o - -  < e~ - -  

Consideriamo il easo particolarissimo in eui si abbia:  

A ~ ) = 0 ,  per h I-e0 ( o p e r P e = o ~  sia ¢-(°) .~. = 0 ,  per s t~e~-- l ) ,  

essendo sempre A($2-1-0 .(2~e)-%_. =-1-0). La soluzione eorr ispondente  delle (32) 

si dir'~ la loro soluzione p r i n c i p a l e  e due matriei eanoniehe associate ad essa 
si di ranno semplieemente  associate. Le (35) in questo easo diventano:  

Be,t¢;o,~ o ~ -  A¢,t¢;a,~ o ~ -  0 

Be,~e:¢, % = ~h%. A(e O, a(e) • per 

g¢--t+i 

per ? I-z; 

u~ -~- v~ --~ h gp -~- t - -  1 ; 

per t ~- O, cio~ u -~ u' =l= g - -  1 ; 

per t~---0, c i o ~ u - t - u ' ~ - - - g - - 1 ;  

(,~= 1, 2 , . . . ,  m;v~, ue-----0 , 1 , . . . ,  e p g ~ - - l ;  u, u ' = 0 ,  1 , . . . ,  g p - - 1 ;  

v, v ' = O ,  1 , . . . ,  e ~ - - l )  

(35)* 
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e per P =  ~: 

Be,te;~,~ ~--~ Ae,te;~,~ ~ ~--- 0, per ~ =[~- ~ ; 

(5 * = 1 , 2 , . . . ,  m; t o = O ,  1 , . . . ,  et, g o - - l ;  ,r~-~O, 1 , . . . ,  e ~ g ~ - - l )  

, ~ 5 ( 0  • Be'~'e:e'~e -= ~'e+~'e '~°-I" ~(:~e " Ae'~e;e'"e --  ~e+~'e'%" % ' 

(,~ = 1, 0~ , . . . ,  m; u~, v~, = O, 1 , . . . ,  e e - -  1). 

(35)'* 

Scriviamo le (35)* anche  net caso che Pp abbia  il pr imo grado e sia 
Pp = ~) - -  ~ (con o¥ =l= 0). Abbiamo allora gp = 1 a(e) ~ - -  ~)~ e prendendo  

' ae  
1 

A(f0 = - -  - - ,  o t teniamo le relazioni:  {J-- 

(35)** 
(~ = 1, 2 , . . . ,  m; up, v ~ =  0 , . . . ,  e p - - 1 )  

the  contengono le precedent i  (per 5(e e) = 1) e coincidono colle (28) del n.* 24., 

nelle quali si sia fatto COo = ~p. 
Faceiamo ancora  un 'osservazione.  Siano ]x~,te I,]Y~'~" 1 due matrici ca- 

noniehe,  per  le righe e per  le colonne di D (o)), tra loro associate e si dicano 
X~) ,Y ! ° )  (i, k = l ,  2 , . . . ,  ?, ~ = 1 ,  2 , . . . , m )  i pol inomi corrispondenti .  

Dalla (16)*** del n. ° 23 e dalle (35)* si t raggono le identifft notevolissime 

c ( x , ,  xo)  = - A(:) : =  1, m) 

~** ge ~ 

e per P~-- -% &(e:---~ 1, sempl icemente :  

0 ( ¥ ' ,  XP) = ~e, o~% 

(Pp =[= o~) (36) 

(36) 

0sse rv iamo iniine che ~ possibile, in modo molto semplice, t rarre  dai 
due sistemi canonici  part icolari  detiniti al n. ° I9, due sistemi canonici  (e 
quindi  due matrici  canoniche)  associati. Si de te rmin ino  infatti dei polinomi 
Mp, Np (? ~---1, 2 , . . . ,  m) deiiniti rispetto al modulo  p i e  dalle congruenze:  

Mt' A) Q~ ----- - -  A(•: • Pt', (rood Pie) 
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essendo Qp definito dalla (6) del n. ° 19, fattovi ~ = ?  ed analoghe.  Pos to :  

_~_ . ~ N p  ( m o d P e e ) ,  ( ? - ~ 1 ,  2 , . . . ,  m )  

W(e) ~le) due  s is temi canonici  associati .  s a r a n l l o  ~x~, , - 

P t IDUZIONE A FORMA CANONICA DI UN FASCIO DI FORME BILINEAR[.  

I L  TEOREMA DI W E I E R S T R A S S .  

27. Siano : 

A ( .  = ,,, B ( .  = Z , ,  u, (.-37) 

due forme bil ineari  in due  serie d i n  variabili  u , ,  u . , . , . . . ,  u , ;  v~, v~_,. . . ,  v,,, 

la s econda  delle quali  abbia  il de t e rminan t e  [b;~. [ diverso da  zero. ll deter- 
m i n a n t e  : 

D(o)) -~- I  a,~ - -o)b ,~  i, (i, k =  l ,  ~ , . . . ,  n )  

si dirfi il d e t e rminan t e  del ikscio A -  ~ B. Sia R un  campo  de t e rmina to  di 
razional i th  (che cont iene le a,~., b,~) e si decomponga ,  nel campo  R, il de- 
t e r m i n a n t e  D nei suoi divisori  e lementar i  al m o d o  seguen te :  

D (~) = ( - -  1)" l b,~. I. P~' P~'-'- • • P~Z 

con : Pp = o)g -~, a(~0 ~ge - j  -+-.. • -+- a(0, (~ = 1, ~2, . . . .  m). 
"qe 

Sia inol t re  : 

Bt,,tp;,~.~(,, (,o, z = 1 2 , . . . ,  m ;  t t, = O, i , . . . ,  e ege - -  1 ; % --~ O, 1 , . . . ,  e~ g ,  ~ 1) 

u na  so luz ione  propr ia  ( appar t enen te  ad  R) delle relazioni  fondamen ta l i  (3~) 
e s iano : 

due  matr ic i  canoniche ,  l ' una  per  le righe, l 'al tra per  le co lonne  di D (~), as- 
sociate alia so luz ione  stessa.  

Assumiamo ,  invece delle u, v, delle nuove  variabil i  "~p,~e, ~p,t~, med ian t e  ]e 
formule :  

m e g - - i  

" ,  = } , ,  yf", I 
~. -1 (i, k = l ,  2 , . . . ,  n ) ;  

1 o 

(3s) 
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per 'un tale eambiamento  di variabili le forme A (u v), B (u v) ed il fascio 
A -  o~ B si mutano  r ispet t ivamente  in 

A (u v) = A (.~ ~) = Z A+,~+;o,~o "% L~o ; 

B (u v) ---- B (~ ~) --~- ~ Be,te;o,~ ~ "%t e ~.,~o ; 

A (u v) - -  co B (u  v) = A (.r, "~) - -  o) B (',~ ~) ~ Z  (Ae,te;o,~,~ - -  co Be,t+;o,~,, ) .%te~.o~ ~ ; 

(5 a = l ,  2 , . . . ,  m;  t p = 0 ,  1,. . . ,  et, g t , - - l ;  z, z = 0 ,  1 , . . . ,  e ,g~- -  l) ;  

(39) 

e per  le (31), (32) del n. ° ~5 i coefficienti dipendono soltanto dal la soluzione 
considerata Be,te;o,~ ~ deUe (32) stesse. 

La (39) si direr la forma canonica del fascio di forme bil ineari  : 

A ( u v ) - - ~ B ( u v ) ,  

associata aUa soIuzione Be,te;aaa. 

Abbiamo cosl il teorema:  
Se (Bete;~,T,)~ u n a  soIuzione qualunque (propria)  delle relazioni fonda- 

mental i  (32) del j,.o 25, il fascio di forme bilineari: 

n 

A (u v) - -  ~ B (u  v) = Z ~  (a,~ - -  o~ b,~) u ,  v~ 
1 

p us  (in o J  ¢ modi) r idurs i  alla forma canvnica, associata alla soluzione con- 

siderata : 
. 

A ('~ ~) - -  o) B ('t, ~) = ~ (Ae,~e:,,,~,,~ - -  o~ Be,td.,~o) ~et e . ,~ ,  

nella quale le Ae,te;~,~ o si esprimono per la B+,te;,~ ~ nel modo dato dalle rela- 

zioni (31). 
I1 r isultato ot tenuto  pub invertirsi  al modo seguente.  
Sia ancora  Be,~e;o,~ a una  soluzione propria  delle (32), ed il cambiamento  

(38) di variabili  r iduca il fascio A -  ¢0 B alla forma (39), essendo le Ae.te;~,~ ~ 

espresse per le Be,t+;,,,~.,, mediante  le (31) ; allora, per  quanto  abbiam visto al 

n. ° 25, sa ranno  le matrici  t X t eel i Y I due matrici  canoniche,  per  le righe e 
le colonne di D (co), associate alla soluzione considerata.  

Ora i risuttati  de] n. ° °)6 ei damlo il modo di de te rminare  infinite solu- 
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zioni proprie delle relazioni (32) (quando i divisori Pp sian lineari, de! n. ° 24 
ne abbiamo tutte le soluzioni); sappiamo inoltre (n. ° 10) costruire la pifi 
generale matrice canonica per le righe di D (~), dopo di che le prime tra ('~0) 
del n. ° 25 determinano razionalmente la matrice canonica Y associata. Ab- 
biamo dunque : 

L a  piie generaIe" tras/ormazione di variabil i  che riduce il fascio A - -  oJ B 

ella forma canonica associate ad u n a  soluzione propr ia  delle relazioni (32) 
si ha considerando due matrici  canoniche, per  le righe e colonne di D (co), 

associate ella soluzione stessa. 
Una tale tras formazione di variabil i  ~ determinabile razionalmenle e coJ~.- 

tiene 

N ~ no + 2 (n~ + n,, + . . .  J~,,) 

paramet r i  arbitrari,  essendo n, ( r - ~  0, 1 ,..., n) il grado del m. c. d. D,. (o)) di 

tutti i minor i  di ordine n -  r del determinante D (o)) del fascio. 

28. Dal teorelna dimostrato segue, come corotlario immedialo, il teo- 

rema di WEmRSTRASS (*): 
Condizione necessaria e sul~eiente perch~ due fasci di forme bilineari 

in due serie di n variabili,  i cui determinanti  non siano identicamente nulli, 

s iano equivale~ti, ~ che i determinant i  dei due fasci  abbiano gli stessi di~,i- 
sori elemenlari. 

Due fasci di ibrme bilineari A ~ o)B, A ' - - ~  B' si dicono, come ~ noto, 
equivalenti, quando esiste una trasformazione di variabili, indipendente da ~.~, 

che muta  la forma generica A - - ~ B  del 1 ° fa~cio nella A'--o~ B' del se- 
condo, corrispondente allo stesso valore di ~. L'ipotesi che i determinanti  
delle due forme B, B' siano diversi da zero, ~ inoltre, come subito si rico- 
nosce, equivatente all 'nitre che i determinanti  dei due fasci non siano iden- 
ticamente nulli (**). 

Ci6 premesso, ~ chiaro c h e l a  condizione enunciate nel teorema di 
WEIERSTRASS ~ necessaria per l 'equivalenza dei due fasci A---0) B, A ' - -o )B ' ;  
dimostriamone la sufflcienza. 

Siano D (~), D' (~) i determinanti  dei due fasci; poich~ essi hanno,  per 
ipotesi, gli stessi divisori elementari, avranno comuni le relazi0ni fondamen- 

(~) Cf. MUTH, 1. C., p&g. 61. 
(*~) Cf. MUTH, |. C., pag. 8~. 
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322 N i c o l e t t i :  Sul la riduzione a forma canonica 

tali (32) e le (31) del n. o 25 e quindi  anehe  le soluzioni relative. Fissata una  
qua lunque  soluzione (propria)Bp&;~.,~ delle relazioni stesse, ~ possibile ri- 
dur re  (in mode) razionale) l 'uno e l 'altro fascio alla forma canonica  asso- 
ciata alla soluzione considera ta ;  i due fasci sono dunque  equivalenti .  ]~ inoltre 
chiaro che : 

Si  pub determinare, in modo razionale, la pii~ generale trasformazione 

delI'uno nell'altro fascio. Una tale trasformazione contiene 

N =  no + 2 (n~ + n~ + . . .  + n . )  

parametr i  arbitrari. 

Se infatti S ~ la pifi generale  t rasformazione di variabili  (data dalle (38)) 
che porta  il fascio A ~ ~ B nella forma canonica  (39), T, una  part icolare 
che porta  il fascio A ' - - ~ B '  netla stessa forma canonica,  la pifi genera]e 
t rasformazione the  porta  il faseio A -  co B nell 'altro A ' - - o ) B '  sarh data  da 
S T? ~, il che dimostra  quanto abbiamo affermato. 

Facciamo ancora  l 'osservazione seguente.  
Siano P,, P~ , . . . ,P , ,  dei polinomi in co, ugual i  o diversi, primi nel campo R, 

dei gradi g,, g~ , . . . ,  g,~,, ed indicando con e~, eo , . . . ,  e,,, dei numer i  interi  non 
minori  di uno,  si ponga n ~ el g~ + e~ g: + .  • • + e,, g~ ; si consider ino quindi 
le relazioni (32) del n. ° 25 (dove le a~) hanno  i valori cor r i spondent i  a,1 po- 

l inomio P~, (? ~ [, 2 , . . . ,  m)) e ne sia Bp&;<~ una  so!uzione propria,  affatto 
arbi t rar ia  ( a d e s .  de te rmina ta  come al n. ° 26). I1 fascio (39) di forme bili- 
neari  helle variabili  .~ e ~. ha i divisori e lementar i  P~, P ~ , . . . ,  P~,T" Consi- 

derialno infatti il de te rminante  del faseio ed aggiungiamo alla co lonna  (?, 0) 
di esso le colonne (~, v g~ + u )  moltiplicate per 

o)"P~ ( v = O ,  1 e e 1" u = O ,  1 1" 1 , 2 ,  m)" 
e'  , . . . ,  - -  , , ' . . ,  g e - -  , ? . . . .  , , 

la colonna (?, 0), per le (31) del n. ° 25, verrh a contenere  il fattore P~e (cfr. 

n. ° 3), donde,  poich~ ~p epgp-~ n, ordine del de terminante ,  segue senz'altro 
1 

la nost ra  asserzione) 
Abbiamo cosi il r isul tato:  
Siano P~, P~ , . . . ,  P., dei polinomi in o), uguali  o diversi, dei gradi 

g ,  g ~ , . . . ,  g,,, p r imi  nel campo R (ma del resto affatto arbitrarY) e siano 

e~, e ~ , . . . ,  e,,, dei numer~ interi non minori  di uno, e si ponga: 

n = e ,  g, + e ~ g 2 - k  , . . . ,  -k  e,,g,,,. 
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Esistotw infi~gti fasvi di forme bili~wari in  due ser ie di .n variabili, the hanno 

i divisori eIementari P~, P ~ : , . . . ,  P:~'~ (*). 

29. ]~ da  o s s e r v a r e  in m o d o  spec ia le  ht f o r m a  c a n o n i c a  del  fascio  
A - -  o) B, a s s o c i a t a  at la  s o l u z i o n e  principale del le  re laz ioni  (32). Q u e s t a  f o r m a  
si d i rk  s e m p l i c e m e n t e  canonica. Le (35)* del  n. ° 26 d h n n o  : 

A (-~ ~) ~ o) B (-~ ~.) --~ ~ e  -A-(e~) { A~' ('~ ~) - -  ~ B(p~ ('~ ~)} (40) 

e s s e n d o ,  pe r  Be ]='° : 

B~e~ (-, ~) = ~ ,  -~,~,~ ~p,.~; c o n  up ÷ vp = ep g~ ÷ t - -  ! ; up, vp = 0, l ,..., ep g p - -  1 ; 
(¢1) 

B(e) . (-,, ~) ----- 0 .  pe r  e p = l "  
g¢-- i • 

g~--I gO--I 

" u ~o ge - t  "~¢'":'¢~'' 

e c o u v e n e n d o  ins ieme  di p o r r e  a(00 ~ a(ae:+ 1 ~ 0;  pe r  B~ -~ o) si ha  invece  sem- 

p l i c e m e n t e  ( facendo  ~(0 ~ 1): % 

A b b i a m o  q u i n d i  : 

II fascio A (~ '~)-  (a B ('~ ~) si decompone neUa somma di m fasci : 

A - -  B = 1, m ) ,  

corrisponde~ti ai singoli divisori elementari del determinante D ((o). II fascio 
corrisponder~te aI divisore elementare B~¢, di grado epgp, contiene due ser.ie 

di epgp variabili "~mu¢, ~m%, (up, .vp---~O, i , . . . ,  epgp--1)  ed ha la /orma ri- 

dotta data galle (:~1), (~1)' (**). 

(*) Cf. MCTH, I. C., pag. 86. 

(**) I1 decomporsi il fascio A -  u B negli m fasci A ( 0 -  ~ B (0 ~ evidentementc consc- 
guenza delle sole: 

Be,te;a,~O , ( p , a ~ l ,  2 , . . . ,  m; pol=a', ~'e ~0 ,  1 . . . .  , e e g ¢ - - I  ; *ca=0, [ . . . . .  e~ga--1). 



32~ N i  c o 1 e t t i :  S u l l a  r i d u z i o n e  a fo r~na  c a n o n i c a  

30. Cons ide r iamo iufine a lcuni  casi particolari .  
a) I1 divisore P~ sia l ineare ,  P ~ = o ~ -  o)~ 

1 
2k~ee) = o,~' si ha  sempl icemente  (*): 

(con ¢o~ [-0). Facendo  

_4 (e) ( A  ~' - -  o~ B(~ )) "e¢ . ~.~o) 

i ( ~ ) '  

(e la seconda  par te  mancher~t per  e ~ : l ) ;  e ques ta  forma,  come 
daHa (4~1)', c om pre nde  aache  il caso di o~ = 0, cio~ di P =  ~. 

b) II divisore P~ abbia il 2. o grado,  e sia: 

Si ha  iu tal caso:  

chiaro 

A(r .) o)B(~)----a(~elo~(~po'~e,~_~¢_1 • 

+ (a~¢) - a(~¢) ~)) (-~,~, ~,%_~ ÷ "~ ~,%_,~ + . . .  + "%%_, ~.~) 

- -  ~, ,  ((~) "dp,2u ~-~ a{01 "dpflu.-]-l) (a(2~) ~.~,2(%-u-1)÷ oh?) ~,~(% --u)-l), 
o 

(¢2)" 

(ed il terzo t e rmine  mancher~t per  ep = l). 
c) 11 divisore Pp abbia  un  grado arbi t rar io  gp e sia ep = 1. ]~ in ques to  

caso B~e_ I (~ ~ ) =  0 e si ha :  

A(e ) - -  ,~ B(~ ) = - -  a~¢) ~ (~p~ ~,g¢_, + "% ~..,g~_~. + . . .  + "%g¢_, ~po) g¢ 

. .¢ -e,.e-1 ~e,.-2 + " "  + "%"e-' ~'P') 
÷ .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ÷ 

+ (a~) - ~ / ~ )  ~e,g~-~ ~-~,g-, - -  ( ~ ) "  

- (a(~) -%g~_, ÷ a(~) -~e,g~_~ ÷ . . .  ÷ a(~)~ "~p,o). 

(~i ¢) ~ ,~ - ,  + ~¢)~,~-2 + " "  + ~(3~ ~.~o). 

d) Q u a n d o  tut t i  i divisori Pp abb iano  il 1. o grado  e sia ep = 1, (~ = 1, 
2 , . . . ,  m) e quiudi  il d e t e r m i a a n t e  D decompos to  nei suoi  divisori  e lemem 

(*) Cf. MUTH, p. 82. 
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tari sia : 
n 

ponendo per brevit'~ ",~po = "a~, ~po = ~p, ( ~ ' -  1, ~, . . . ,  n) e facendo (per ~p -{ O) 
1 

A(~ )- -=--  % si ha  la forma semplie iss ima:  

n 

A (-~ ~) - -  ~ B (~ ~) = :~p ( ~  - -  ~)  -,,p ~p. (~)" 

Inversamente  questa  forma pub aversi sol tanto in questo caso (*). 
c) Una  tal forina si ha  in p~trticolare quando sia a,, ~ 0 ,  ( i , k =  1, 2, . . . ,  n) 

e i k;~I =l=O. 1~ infatti  al lora P p =  % per t~ = 1, 2 , . . . ,  n. Si ha  cosi il teorema 
(cfr. n.' 8, c) e 12, d)): 

Qualunque forma bilineare B in due serie d i r t  variabili, il cui determi- 

nante sia diverso da zero, pub trasformarsi, in infirdti modi, neIla forma uniter: 

La piit generale di tali trasformazioni ~ determinabile razionalmente e 
contiene n ~ parametri arbitrari. 

(*) Cf. MUTH, I. c., pag. 93. 


