Sulla riduzione a forma canonica di una
sostituzione lineare omogenea e di un
fascio di forme bilineari.

(Di Onxoraro Nricorrrri, @ Pisa.)

Si debbono al WeiersTrAss le condizioni necessarie e sufficienti perche
due fasci di forme bilineari in due serie di »n variabili

L3

Amv)y—oB (uo)=, (0, —ody)u, v,
1
i

A (w V') — o B (W)= %‘A (@ —oby)w,v,,

tali che i determinanti dei due fasci:
Dy=|a,—wb,|, D) =|d,-—ol,], &k=1,., n

non siano identicamente nulli, siano cquivalenti; perche esistano cioé due
trasformazioni lineari, non degeneri, una delle « nelle «/, 'altra delle v nelle v,
che portino una forma qualunque 4 — o B del primo fascio nella corrispon-
dente A'— o B’ (collo stesso valore di ) dell’altro. K percid necessario e suf-
ficiente che i due determinanti D (o), D' (0) abbiano gli stessi divisori ele-
mentari (*).

La dimostrazione del WerersTrAsS ha earattere trascendente e consiste
essenzialmente nel ridurre, con un’opportuna trasformazione lineare delle
variabili, il fascio 4 —w B ad una forma canonica, la quale dipende soltanto

{(*) Per tutto quel che riguarda la teoria dei divisori elemeniari, come anche per la rie-
chissima bibliografia sulla questione, rimandiamo al libro del MutH : Theorée und Anwendung
der Elementartheiler (Leipzig, Teubner, 1899) ed all’articolo del MeyYer: Invarianfentheorie
nel 1.° volume dell’Enciclopedia Matematica (p. 327-334).
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266 Nicoletti: Sulla riduzione a forma canowica

dai divisori elementari di primo grado del deferminante D (). Questo dimo-
stra il teorema di WEIERSTRASS e da insieme una irasformazione lineare sulle
variahili che porta il fascio 4 — o B nell’'equivalente 4" — o B

Le condizioni, che il teorema di WEIERSTRASS assegia coine necessarie e
sufficienti per l'equivalenza di due fasci di forme bilineari, sonc evidente-
mente razionali. E questo & ben naturale, in quanto il problema di rico-
noscere se due fasei siano equivalenti ed in questo caso la determinazione
di tutte le trasformazioni dell’'un fascio nell’altro possono ricondursi alla di-
scussione di un sistema di equazioni lineari, dipendenti razionalmente dai
due fasci (*); il problema stesso & quindi essenzialmente razionale.

Era quindi naturale il cercare del teorema stesso una dimostrazione ra-
zionale. Una tale dimostrazione fu data dal Frosexius (**) e si fonda essen-
zialmente su un procedimento di Kroxecker per la riduzione delle matriei
(che pone in evidenza i divisori elementari delle matrici stesse) e sul ealeolo
simbolico delle forme hilineari. Anche la dimostlrazione del Fropenius di una
trasformazione particolare di un fascio nell'altro (supposti equivalenti); ma,
quando si voglia venire fino alle applicazioni numeriche, & facile persuadersi
che il procedimento del Frosextus ¢ tutt’altro che pratico.

Le altre dimostrazioni razionali del teorema di W. nou si scostano es-
senzialmente da quella di FrosExiUs; ricorderemo soltanto, a questo riguardo,
una notevole Memoria del LaxpsBere (¥*%), nella quale il teorema di W. &
dimostrato, riconducendo la teoria dei fasci di forme bilineari a quella dei
sistemi fondamentali (secondo la denominazione di Laxpssrre) di funzioni
i un determinato campo di razionalitd. Anche la dimostrazione di Laxpssrra
si fonda (nel caso generale) sul procedimento di riduzione delle matrici, dato
dal Kroxpcker; per la sua applicazione pratica valgono quindi le stesse os-
servazioni che per la dimostrazione del Frosrxics.

Lo studio accurato della dimostrazione di W. mi ha portato facilmente
a concludere che in essa dimostrazione la parte trascendente ed anche la
parte irrazionale del procedimento e soltanto apparente, e si pud dare alla
dimostrazione stessa una veste del tulto razionale. Basta per questo assumere
come campo fondamentale di razionalila, invece che il campo tolale (come nella

(*) Gf. MurH, 1. c., pag. 67.
(**y Cf. MurH, L c., pag. 6l
(***) LaxpsBErG, Ueber Fundamentalsystene und bilineare Formen (Giornale di Crelle,
Vol. 116, pag. 331-319).
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dimostrazione del W.) un campo determinato R (del resto arbitrario) il quale
contenga i coefficienti delle due forme A, B. La decomposizione, nel campo R,
del determinante D (o) del fascio nei suoi divisori elementari conduce allora,
in modo affatto naturale, alla considerazione di un sistema notevole di con-
gruenze, i cui meduli sono i divisori elementari del determinante D (v); e
dagli elementi stessi del determinante D (w) si hanno agevolmente le solu-
zioni pitt generali delle congruenze stesse. Dai coefficienti delle soluzioni
(polinomiali) di queste congruenze si trae una trasformazione lineare sulle
variabili del fascio, la quale riduce il fascio stesso ad una forma che pud
dirsi ancora canonica, in quanto dipende esclusivamente dai divisori elemen-
tari di D(») nel campo R.

Le stesse considerazioni conducono inoltre ad infinite di tali forme ca-
noniche; e, fissala una qualunqgue tra esse, si ha subito la trasformazione
pitt generale delle variabili che riduce il fascio alla forma assegnata. Ne segue
il teorema di W. e si ha insieme la pitt generale trasformazione delle va-
riabili che porta 'uno nell’altro due fasci equivalenti.

I da osservare anche che loperare entro un campo determinato R di
razionalitd, invece che nel campo totale, lungi dal complicare, conferisce alla
trattazione una grande semplicitd, non disgiunta, a mio avviso, da una certa
eleganza; si & infatti costretti in tal guisa a rinunciare a qualunque calcolo
di carattere particolare, e a fondare invece le proprie deduzioni sui primi e
pitt semplici teoremi della teoria delle funzioni razionali intere (senza il sus-
sidio del teorema fondamentale dell’algebra).

Il problema della riduzione a forma canonica di una sostituzione lineare
omogenea (nel campo dato R) & contenuto in quello pitt generale della ri-
duzione di un fascio di forme bilineari; la sua trattazione diretta & perod
molto pitt semplice. Ne ho trattato distesamente nel primo capitolo, arrivando
fino a dare due esempi numerici, i quali dimostrano chiaramente la praticitd
del metodo esposto.

Avrei voluto trattare in un terzo capitolo il caso di KroNECKER, quando
il determinante del fascio di forme considerato & identicamente nullo, ed in
un quarto della riduzione a forma canonica di un fascio di forme quadra-
tiche, od emisimmetriche, o di un fascio che contenga insieme una forma
simmetrica ed una emisimmetrica. La mole, gid notevole, della Memoria pre-
sente mi ha persuaso a rimandarne la trattazione, insieme con altre appli-
cazioni della teoria generale qui svolta, ad un’altra prossima Memoria.
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GAPITOLO PRIMO.

Riduzione a forma canonica di una sostituzione lineare omogenca,

IDENTITA FONDAMENTALIL

1. Si abbia un determinante di ordine #:
D=|cyl, (i, k=1, 2,.,n) (1
i cui elementi pensiamo come altrettante variabili indipendenti. Abbiamo

identicamente, introducendo i simboli 3, di KRONECKER :

Ek cfkgT_le::silDy (i; 2219 Q’-'-) N 81’;':1; 8:‘1:“‘—09 per é"{—: )) (Q)

donde, derivando rispetto ad una qualunque, c,,, tra le ¢, otteniamo:
z 0°D oD oD
Y Cp o 8, e =8, = (i =1,2,...
;&. c:k 3 le 8 Cpg _}_ ip acz,l it 8 cpq (27 l) }9, (1 1? ? b %)?
e derivando ancora:

z c *D n * D 18 o°D 5 °D
L ViR ~ B 7 Y-V . iPy == i
; 06 0Cpyg, 0 Cpg, 10 C1q,0 Cpyg, 40 €1q, 0 Cpg, "0 Cpg, P Cpag,
|

b

(";7 l, Pis iy P2y o == 19 27"'a n)'

Cosi seguitando, otteniamo in generale I'identitd, che si dimostra subito
per induzione:

ﬁ‘ . BQ—H D \‘
Zx Cik :
T 0 Cp 0 Cpg, -« - ¢ Cpage
5 ¢* D
+ ) 87 ~ T _ (Q)'
%ﬁ e 0 Clyg 0 Cpg +oe 0 Cpp—19p-1 0 Cpgiigprie -+ 0 Cpaga

D
"0 Cpig, 0 Coge- -+ 0 Cpada

=3

v (L Py Qs Doy @e=1,2,..., ;5 2<n). |
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Insieme con questa si ha ancora:

o, (H D
}A" Con 7o -
T 0 Cin 0Cpgyer0 Cpaga 'J
] a "D -
TR pp— - @
1 29 Cpﬁm ¢ Cog ove ¢ Cpﬁ'“ gp-1 0 Cpﬁf‘ﬂﬂfl' R Cpa'ge’ /

-‘8 B’D

Fm

g s
9—('" BW’ (}"7“'7 Pis Qisees Pary Qo= 17‘2}"'5”9 % <ﬂ)
Pt o Yo

e da questa si ottiene l'identitd notevolissima (¥)

3 57 D 5 D \
Anor = z,,_. Co & - . —
1 0 Cy. 0 Cpg,««- ¢ Cpage ¢ Cio ¢ Cpg, - ¢ Cpaqa’ -
a.*i—l D 6@ ]) pel .
=3 - .z A==
0Cm0Cpg .- 0Cpage CCpg v C Cpaga ? (3)
et P D ,
m— . er 1=z
06, 0Cpq,+-0Cpaga CCpg-..0Cpaga ’

(l7 Ny Poy Quseers Poy Qayeeey Pary oo == 15 0‘27'“7 LS 7"<n')' '
In particolare ne segue:

Ao } per >, m=0qu' i, Qa, (3'}

} per o< %, tz])a}-m'“a Peo -

Sia invece 2=, e si ponga, per uniformitd di scrittura, I=p,,,
m ==(q,.; Si ottiene:

» 22N )} oD \
Aa,u. = 2"7" Ca a a a ; =
1 Cpg -+« 0 Cpage O CPatik 0 Cpgie-- 0 Cpage ] Ciga 41
9D 5 D (3")

»

0 Cog o+ 0 Cpaga 0 Cpgi+ - 0 Cpaga ana F1ge 1
(“<”’; Pss Qiseers Tas Cus Par1y Cars = 17 Q)"" n) /

2. Gli elementi ¢, di D siano ora funzioni lineari intere di una va-
riabile o
Cf.;.:a/]-k“"‘wbﬂ‘., (i, I;—-_-' 1, Q’.¢., ’Vb) (‘:’k’)

(*) Si ricordi che il determinante D & una funzione lineare intera degli elementi di ogni
sua linea e quindi ¢ ad es.

D

P s————0 per p=—3' 0 g-=q.

0tpg Cr'y
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tali che 4 determinante di ordine n:

B=b,!, (i, k=1,2,..., n) (&)

i

sia diverso da zero (*). In questa ipotesi il determinante D, che indicheremo
anche con
D{wy="ay— 2b,]| (h*
sard un polinomio in o del grado .
Sia ‘ora B un campo determinato di razionalitd, che contenga le a,, b,
(e nel quale valgano le leggi fondamentali del campo razionale) e sia
P= P(») un divisore primo in R (variabile) di D (), del grado g in . Al
divisore P corrisponderanno un certo numero i = n di divisori elementari
di D (w):
Pe, Pe..., P (con e, =e, = --=¢,=1) (* 6)]

e, posto in generale
li=ey, +e 4 +e¢, per O0=i<h, (6)
si avrd per ogni minore di ordine » — =z di D (v):

o' D
0Cpg, -+ CCpaga

=0 (mod P), («=0,1,...,h—1); (M),

vi sard inoltre un minore di ordine n — = regolare (***) rispetto a P; esisterd
cioté almeno un sistema particolare (s, £,, s, %,..., 8, f,), per il quale Insieme
colla (7), si avra anche:
¢*D
CCatyer 00 414

7.0 (mod Plat ty; (8)a

ricordando inoltre che qualunque minore di D (») regolare rispetto a P con-
tiene dei minori (di qualunque ordine) ancora regolari rispetto a P, si pud
supporre (il che noi faremo) che i successivi sistemi (s, 4, ...8, 1) (=0,
1,..., k) siano ciascuno compreso nel successivo.

{(*) Potrem:c supporrs soltanto D (») non identicamente nullo; ma, in questa ipotesi,
con una trasformazione lineare sulla variabile » possiamo sempre ridurei al caso superiore.
(**) Cf. MurH, L. ¢, pag. 7.
**) Cf. Murn, 1, ¢, pag. 6, 7.
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Cambiamo ora nella (2), = in z — 1; dalle (7),_, avremo le congruenze:

# e 3
o D ,
1 —— > [ — .
v Cip = 0 (mod Pla-1);
e, O Cpg e v O Cpymia

ma, per la (7),, si pud porre

i
B, 0 ]), e e Pla, N () , (‘,))0
dc, o Cpa, -+ n Cpu—iga—1 D iyesns P G 7 m 1

essendo le X' dei polinomi in o; sard quindi anche

3

Y {a) == b g1 Q@ P o)
b2 Ca X P s =0 (mod Pe), (a=1,2,.. h; i=1,2,..., n). (10)
Facendo z=1,2,..., i ¢ prendendo (p, qyy..ey Po Qo s) = (8, by 8o boyerr,
854 to_1), 1=8+, olteniamo R sistemi di funzioni che indichiamo semplice-
mente con X9 (z=1, 2,..., b; k=1, 2,..., n). Dimostriamo che:
Lo matrice di questi sisleni

{X‘?E (e=1,92,.., by k=1, 2,..., n) (11)

ha (mod P) la caratteristica .

Consideriamo infatti in questa matrice il minore delle colonne ¢,, ¢,,..., 4,;
esso si riduce al prodotio degli elementi principali, ciascuno dei quali per
le 8)«, (9)a & = =0 (mod P). Ne segue senz’altro la nostra asserzione.

SISTEMI E MATRICI CANONICHE
PER UN DIVISORE PRIMO (E PER LE RIGHE) DI D (o).

3. Sia sempre P un divisofe, primo nel campo B, di D (o), di grado g.
Insieme coi numeri e,, e,,..., ¢, (di WerersTRrASS) ad esso relativi conviene in-
trodurre anche i cosidetti numeri del PreprLLa (*). Sia percio &, il numero degli
esponenti e, che sono maggiori di uno, i, quello di essi numeri maggiori di
2,..., in generale sia &, il numero degli esponenti e, maggiori di ¢. Abbiamo

(*) Cf. ad es.: Bermizt, Introduzione alla geometria proiettiva deyli iporspazi, pag. 99 (Pisa,
Spoérri, 1907).
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evidentemente:
t=e,—1; =N, h+-h, Nl o =0, €, —e,=1,. (6

Consideriamo ora le n congruenze :

it

l::k ¢ X, =0 (mod P), (con 0<Tl=e), (=1, 2,..., n); (12)

& chiaro che le X¢ (2 =1, 2,..., h,_,), date dalle (9), coslituiscono un sistema
di h,_, soluzioni indipendenti di queste congruenze, la cui malrice ha (mod P)
la caratleristica h,_,; questa matrice ¢ infatti una parte della matrice (11).

Siamo in tal guisa condotti a studiare le soluzioni (polinomiali) delle
congruenze (12).

Siano percio, in generale, X, X%,..., X7 r soluzioni comunque deter-
minate di esse congruenze, la cui matrice | X¢| (k=1,2,...,n;0=1, 2,...,7)
abbia (mod P) la caratteristica .

La matrice stessa pud allora, in infiniti modi (*), completarsi in una qua-
drata M, di ordine n, diversa da zero (mod P). Componiamo il determinante
D (w) colla matrice M. Il determinante prodotto

D' () = D (). (M)

per le (12) ha » colonne =0(mod P’), e quindi ha + divisori elementari
uguali ad wna potenza di P, il cui esponenie non & minore di 1. Diciamo in-
fatti I, I'esponente della potenza di P che divide tutti i minori di ordine
n—p di D' (»); sard 1, =0 e poiché ogni minore di ordine 7 —r i (i >0)
di D' () contiene almeno una colonna =0 (mod P’), potra svilupparsi per
gli elementi di questa colonna; si ha quindi I,_,=1_,,, +/1, donde e._,.,, =1,
il che per i=1, 2,..., r dimostra lasserto.
Si dica ora M’ la matrice di ordine =, definita rispelto al modulo P
dalla congruenza (*¥)
(MY(M')=(3,)(mod P) (i, k=1, 2,..., n)
(*) Sc ¢ ad es. jX(,f.’) j== 0 (mod P)(k, p=1, 2,..., ) hasta porre
Xg"*'g)z Spogife=1,2, ..., u; i=1,2,..., n—1).
(**) La congruenza simbolica (M) (M') = (§ix) (mod P) equivale alle »? congruenze lineari

1
Semip i =0in(mod Py (I, kE=1,2,..., 1)
1

essendo mir, mha gli elementi delle due matricl (M) ed (M'): e (ueste congruenze determi-
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il determinante D (o) si otterrd compounendo (mod P) IV () colla matrice (M');
sard cioe:
D(w)=D" (»).(M') (mod P)

e di qui risulta che, rispetto al modulo P, i due delerminanti D (o), D' ()
hanno gli stessi divisori elementari. Deve essere dunque r=h,_,. Daltra
parte si hanno h,_, soluzioni delle (12), la cui matrice ha (mod P) la carat-
teristica %,_,. Abbiamo cosi il teorema:
Le congruenze
Ve X, =0(mod P'), (I=l=e,)

anvnettono T,_, soluzioni (indipendenti) la cui matrice ha (mod P) la caratte-
ristica h,_, .

Qualungue matrice di soluzioni di esse congruenze ha (mod P) uno ca-
ratteristica non maggiore di h,_, (*).

4. Si abbia ora un sistema di & » funzioni
XPE=12,.,n;0=1,2,..., ) (13)

che abbia le proprietd seguenti:
a) Per h,<lg=nh,_,(conl=e,, ¢,—1,..., 1; h,, =0, h,=h) si abbia:

13

Y X9@=0(mod P’), (i=1, 2,..., u); (15)
1

b) la matrice
X9 (o=1,2,..,h; k=1,2,..., n)

abbia (mod P) la caratieristica h.
Un tal sistema si dird un sistema canonico di soluzioni relativo al divi-
sore P ed alle righe di D ().

Le X9, date dalle (9). del n.° 2, formano, ad es., per la (11), un tale sistema.

nano in modo unico (mod P) gli elementi w'ix, in quanto (M) = (mix)== o (mod P). (Clr,
per il teorema fondamentale sulla teoria delle congruenze lineari rispetto ad un modulo primo:
KroxECKER, Vorlesungen siber Zallentheorie, ler Band. S. 396-40% (Lipsia, Teubner, 1901)).

(*) Il teorema dimostrato vale evidentomente qualunque sia il grado in » dei poli-
nomi ¢

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV, 37
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Sia il sistema (13) un sistema canonico per il divisore P (e per le righe)
di D(w), e sia X, (k=1, 2,..., n) una qualunque soluzione delle congruenze

i

;}k ¢ X, =0(mod P, (0<Tl=e), (i=1,2,.., n). (12),

La matrice
[ XY, X9, ., Xﬁgé—ﬁ’, Xk], k=1, 2,..., 1)

ha allora (mmod P) la caratteristica %,_,; si ha quindi una relazione della
forma

A X,+ ﬁi 9, X9 =0 (mod P),
con 4 ==0 (mod P). Determinando A4’ dalla congruenza
4 4'=—1 (mod P),
e ponendo .= 4’6, (mod P), si avrd anche:
szhzi’jix,xqz (mod P), (k=1,2,.... n)
cioé sard:
Xk—_—”é';ia,.z{{;mpx;, k=1, 2,..., n)

e, per I>1, le X', soddisfano evidentemente alle congruenze

ki

}'{w ¢ X =0 (mod P). (12),_,

Inversamente sia X', una soluzione (arbitraria) delle (12),_, e si ponga,
indicando colle %, dei polinomi arbitrari di grado g--1in o:

Ngmy ‘
X, =¥, X0 +PX, (nod P, (k=1, 2,..., n); (15)

le X, danno evid. una soluzione delle congruenze (12),. Ne segue che la espres-
sione generale di una tale soluzione X, per le soluzioni di un sistema cano-
nico é:

] . -1 B, -t
X, = ‘}2 M, (0) X9 (0)+ 3 PP=¢ “‘ti,, Mep (0) XL () (mod P, (16)
1 1(,

indicando le A, (w), My, (») dei polinomi arbitrarf in o. La (16) si riduce in-
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fatti alla (15) per I = 1; quando inoltre si ammetta per il valore I — 1, in virth
della (15) stessa, vale anche per il valore I; & dunque vera in generale.
Nella (16) ogni polinomio M, (w) (r=1,..., h,_,) & determinato solo ri-
spetto al modulo P’, ogni polinomio M, (») rispetto al modulo P?. Ne segue
subito che: la soluzione piit generale delle congruenze (12), dipende da

-1
g ; Dol - g,, o (hoy — Iip) i =gh--h =4+ N_y)

parametri arbitrart.

Una soluzione delle congruenze (12), si dird infine primitiva, quando
non tutte le X, siano == 0 (mod P).

Dalla (16) si ha subito che la soluzione X, sard primitiva allora ed al-
lora soltanto che non tutte le M, (o) (r=1, 2,..., h,_,) siano =0 (mod P).

5. Si abbiano ora due sistemi canoniei:
Xe¢, X9, (k=1,2,..,n;p0=1,2,..., 1)
relativi al divisore P (ed alle righe) di D (w). Avremo allora, per le (16):

= Ty -1 ho—q
K@= 30 M9 (0) X (6) + Xy P¢ Sgp M9 (0) Xfe () (mod P,
f] 1

ot (17)

per h,<<s=h,_, (=1, 2,..., h; l=e¢e,,..., 1)

e quindi anche:
X =i XPLIMe, (modP) (k=1,2,..,m; 7, a=1,2,.., k) (18

quando, per h,<{oc="n,_,, sl supponga M‘® =0 (mod P) per »r>h,,. Ne
segue :
(M@ ==0(mod P), (r,c=1,2,..., h) (19)

o cid che & lo slesso, sard:
| M@|==0(mod P) (perr,c=h—+1,.. h_, I=1,2.., ¢) (19*
Inversamente nelle (17) si prendano le M@ (v) affatto arbitrarie (mod P’),

colla condizione ulteriore che valgan le (19) (o le (19)¥); dalla (18) si ottiene

che la matrice | X'?| ha (mod P) la caratteristica &, e quindi le X'¢ formano
un sistema canonico relativo al divisore P ed alle righe di D ().
Ne segue evidentemente:
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Il sistema canowico piiv generale relative al divisore P (ed alle righe) di
D (v) dipende da

1 o1
g %;1 (hz_l - hl) (]?'3_1 —- hl—-? = hi -+ h) =g }0—;" h;{ =g }:I’ (H: 2 7?,3) (QO)

parametri arbitrari.

In quanto precede si ha inoltre un mezzo per dedurre da un parti-
colare sistema canonico per il divisore P il pitt generale di tfali sistemi.
E poiché come abbiamo visto, le funzioni X'¢, definite dalle (9) del n.° 2
formano un tale sistema, da queste, mediante le (17), abbiamo il wmodo di
oftenere il pii generale sistema canonico relativo al divisore P ed alle righe
di D ().

Del numero g H dei parametri, da cui dipende il pil generale sistema
canonico per il divisore P, si pud dare un’espressione notevole per i nu-
meri I,. Si ha infatti, come si riconosce facilmente

e; -1
l,-z 2: (h:_‘i), ("":07 1:"" h—i)
0

dovendosi nella somma del secondo membro tener conto soltanto dei termim
non negativi; & dunque:

e;—1

e~-1 —
H= Zi by = Zt‘ {Il1+2(1+g+ oy — D) =1L +2( L+ ) =L
[

[1]
e quindi:
Il sistema canonico pii generale relativo al divisore P (ed alle righe) di
D (v) dipende da
g L = g( lO _AL e)‘ (ll MILM lz —lr cte ‘lf lz,_,x) } (QO)*

parametri arbitrari.

6. Sia X'@ (k=1,2,..., »; s =1,2,..., h) un sistema canonico, relativo
al divisore P e si ponga:

—1 l-1
X‘;‘;.”E‘:gZ‘,,, X apott ot Pr(mod PY), (perg=h,+1,..., b5 L=e,..., 1) (13)

T

Abbiamo il teorema notevole:
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La matrice dei coefficienti di un tal sistema
ESRS

21
=1 2,..., 0 t,=0,1,..., gl—1per h,<o=h,_,; l=e,,., 1) &0)

ha la caratteristica g (h—+h, - = le_,) =g, (& cioe diversa da zero).

La dimostrazione del teorema enunciato si trae in modo molto semplice
dalle osservazioni che seguono.

@) Una soluzione delle congruenze (12) (con I =r¢,) nella quale tutte

le X, abbiano un grado minore di g!-— 1 (o, come diremo, una seluzione di
grado minore di gl — 1) & identicamente nulla.

Infatti, in tale ipotesi, il primo membro di ciascuna delle (12) ha un
grado minore di gl; le congruenze stesse possono dunque aver luogo, sol-
tanto quando sia:

11

1 b .
2 Co Np=0, (i=1, 2,..., n),

cioe, poiche D (w)- =0, quando sia X, =0, (k=1, 2,..., n).
b) Sia:
P=o 4o, 0"+ -4a_,0+4a,
e, detto A (w) un polinomio arbitrario di grado g —1:

A@)=o,6"" o 6" 4,
poniamo:

o' A{o) =L, """+ (mod P), (u=0,1,.,9—1);
si ha facilmente
Bu E &’" +)‘u.1 “u—l + te + 2'u,u aO, (’M = O’ 19"’3 g“ 1\

indicando le 2 delle costanti opportune. Ne segue che possono determinarsi
le « in guisa che le §,, £,,..., §,_, assumano valori assegnati a piacere.
Veniamo ora a dimostrare il teorema enunciato.
Si abbia, se ¢ possibile, una relazione non identicamente nulla della
forma:
no epy—t

?;P Sttt =0, (k=1,2,..,n;e,=1per hy<<o=h,_,) (23
i 0]

e poniamo, colle p. arbitrarie:

no fe—l gt

I
(== }1_],, %‘ %,,» porgr e @ P X9 = 21;,, M, (0) P X‘@, (mod P*)
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con

Mp(w) = i i Ho,,g+,,. o Pe"" ! (mod P%);
0

le X, danno evidentemente una soluzione delle congruenze

3.6, X, =0 (mod P%), (i=1, 2,..., n),
1
nella quale il coefficiente di P4* & congruo (mod P) a

a el gt ,
A OG-t u’ , udut
? P Sv Ea.u’ Y prgtu BRI "

0 [

quindi, se si determinano le p,,,, in guisa che si abbia per tutti i valori

»

di p e v (come & possibile per b)):

et

g;
O)u, " P'Py"{l“f‘“ 0" = )\P»"g‘f‘“' . Cd'q-ul + e (ll]Od P), (u‘ == 0, 1

il coefficiente di o' P+ nella X, sard

B €eo—1
;p iﬂp Astg @

ooy g— 1)

ciod per la (23) ogni X, avrd un grado minore di ge, — 1. Si avrebbe dunque
X, =20, e quindi, poiche le X¢ (¢=1, 2,..., h) sono indipendenti, dovrebbe
aversi M, (0)=0 (p=1, 2,..., h) e quindi v, = 0. Ne seguirebbe allora anche,
(per a)) dpp =0, contro lipotesi che la (23) non sia identicamente nulla.

1l teorema enunciato & cosi dimostrato.

7. Esprimiamo che le X'¢ soddisfano alle congruenze:

5}» ¢, X =0 (mod P'), (per h<<o=lhy,, l=e,,..., 1)
1

Abbiamo subito nelle af'e le equazioni lineari:

n
S‘x Wy wg.varn _ % b;z L@ gt e a,_, zk b} .(v+ng— _ O
1

e come scriveremo brevemente (convenendo di porre x¢ '=0, per p=1, 2,..

(14)

(24)

N



di una sostituzione lineare omogenea e di wn fascio di forme bilineari. 279

k=1, 2,., n);
A, @0 — By @A) S a, B (P ) =
(t=1,2, ., nyp=1,2,..., h; u=0,1,..., g—1; (24)*
v=0,1,..., l—1 per h,p=Tl ,; l=c¢,,..., 1)

Inversamente (ueste equazioni, insieme colla condizione che la matrice

e
sia diversa da zero, definiscono 1 coefficienti di un sistema canonico relativo
al divisore P ed alle righe di D (w).

Infatti, per le (24), le funzioni X‘¢ definite dalle (13)" soddisfano alle con-
gruenze (14); la loro matrice ha poi (mod P) la caratteristica %; infatti I'i-
potesi contraria porterebbe che una di esse soluzioni si esprimerebbe linear-
mente ed omogeneamente per le altre (mod P) e quindi 1 suoi coefficienti
si esprimerebbero in ugual modo per i coefficienti delle altre soluzioni; la
matrice |x2% | avrebbe quindi una caratteristica minore di g1,.

La matrice dei coefficienti di un sistema canonico per il divisore P e
per le righe di D (») si dird brevemente una wmatrice canonica per il divi-
sore P e per le righe di D ().

Dal n. b si ha evidentemente il modo di costruire la pit generale di
queste matrici. Essa dipende, come il pilt generale sistema canonico, da
g H==g I, parametri arbitrari.

8. Consideriamo alcuni casi particolari notevoli.
a) Sia, per il divisore P che si considera, h=1, cio¢ D () abbia
un solo divisore elementare uguale ad una potenza di P, sia P'. Le con-

gruenze:
n

;kogkaEO (mod P9, (i=1, 2,..., n)

ammettono in questo caso una soluzione unica, determinata a meno di un
fattore arbitrario di proporzionalitd (mod P), la quale si ottiene (n.® 2) pren-
dendo le X, proporzionali ai complementi algebrici ?71)0(—0)) (=1, 2,..., n) di
rk
una riga generica, la », di D (»), che non siano tutti =0 (mod P); si ha ciog,
indicando con M (w) un polinomio arbitrario (mod P*):
oD

X,= M (o). _ﬁﬁ) (mod P, (k—1,2,.., n)
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Una tal soluzione dipende evidentemente (come viene anche dalla teoria
generale) da ge =g/, parametri arbitrari.
b) 11 divisore P abbia il primo grado e sia

P=1ty — 0,. (22y
Le congruenze (12) si scrivono

3 60 Xo=0 (mod (& — o)), (0<1=e,); (12
1 ,

e se le:

-1
X@ = %4: w8t (v — o) (mod (v — w,)) per b, <e=h,_, I=1,2,.,¢) (13

formano un sistema canonico per il divisore P e per le righe di D (»), le
xg* soddisferanno alle equazioni lineari:

A, (@) — v, B, (@0) — B, (@e'=1) =0 ! (our
24
(t=1, 2,..,n; t=1,2,..., L per h_, <p=h,_,). ) 4

Poniamo nelle (17) del n.” 5 che danno le relazioni tra due sistemi ca-
noniei X@, X'¢, oltre le (13)" ancora:

et ~ o1
M9 (0) = 3 pi2 (0 = 0,)" (mod P, MG (0) = X pi%, (0 — )" (mod Pr),

per h,<s=h,_,, o<l; t,=hp+1,.., hp,

. =i _ —
X0=Y, 27" (0 — 0,)* (mod P’), per h,<s=h,_,; (13y
[
le pi2, pif), saranno costanti affatto arbitrarie, e dalle (17) si otterranno le
identita:
Byt 1-1 gt /
Y s . x \ v > -
" = };,, 2 {J.fff,’ xy’ -+ ;:{, %gg 2‘ :J-ga).,”! a’}}::”” per hy<ls=h,_ (1 l)
E] U0 gl W ¢
(o=} (ue=wto 1)

le quali danno le relazioni tra due maltvici canoniche [ap® , @ relative
ambedue al divisore o —w,. Le (19)* del n.® 5 danno poi semplicemente che
i determinanti [p 2! (r, s=n,+1,.., b3 L=1e, —1,..., 1) debbono essere
diversi da zero.

Osserviamo infine che dalle (17) si ha, per gli elementi di una matrice
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canonica:

T d ) NP
- :ﬂ}(mxg» L (t=0,1,.. [ —1 per hy<<p=h,_; l=e,,.., 1). (13)

[O==10N

¢) Un caso particolare molto semplice, che dovremo considerare nel
seguito, si ha supponendo P=o, i = n.

i allora evidentemente a, =0, (i, k=1, 2,..., n) e, per le nostre ipotesi,
b, ==0.In questo caso le congruénze (12) diventano identiche ed il sistema
canonico o la matrice canonica pitt generale per il divisore » & data dal pit
generale determinante (con elementi eostanti) di ordine » diverso da zero.

d) Consideriamo il caso in cui il divisore P abbia il 2. grado, e sia

P=0o"4+a, 04 a,. (22)"
Ci limitiamo a scrivere in modo esplicito le eq. (24)* del n. 7. KEsse
sl serivono:

A, (x0%)  — B, (xe¥=1) 4-q, B, (x02+) =0
A; (et — B (o) +-a, B, (xe?t) =0 (24)"
(i=1,2,.., 0 t=0,1,..., 66— 1; 0=1, 2,..., ).

MATRICI CANONICHE PER LE RIGHE DI D ().

0. Riprendiamo le consideraziont generali, e siano P,, P,,..., P, s di-
visori primi diversi di D(w), dei gradi g,, ¢,,..., g,, ¢ sia:

Py = 0e 4 % wa™ - 4 ag’g , (a=1,2,..., s). (22)e
Indichiamo coll'indice o (o Pe) gli elementi tutti relativi al divisore Py (« =1,
2,..., s) e consideriamo s matrici canoniche relative ad essi divisori ed alle

righe di D) (0):
cagte (Po) i, (=1, 2,..., s) (21)4

e riuniamole in una matrice di » righe e di

8
2 (8) \
Gl A9 17 = 49 10 = 2‘1 a ol

Annali di Matemaltica, Serie III, Tomo XIV. 38
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colonne. Abbiamo il teorema:
8
Una tale matrice ha lo caratteristica : Yo go €.
i
Si abbia infatti, se & possibile, tra gli elementi di ogni riga di essa ma-
trice una relazione che scriviamo brevemente:

A1 (m& (Pl)) '“§'“ Ae (wk (PQ)) "’i”“ e —:_ A»s« (Jf’k (P@)) = 03 (k = 13 Qa rey ”‘) (A)

essendo le A. delle combinazioni lineari omogenee (non tutte identicamente
nulle) degli elementi delle colonne corrispondenti alla matrice relativa a P,.

Come al n.” 6, costruiamo dal sistema canonico relativo al divisore P
quella soluzione X'¢' delle congruenze:

1

;n. ¢y X, =0 (mod P4,

nella quale il coefficiente del termine di grado g.e® —1 & dalo dalla
A (2, (Ps)). Poniamo inoltre:

. em e(z) e(‘(”. 1 . s‘ Tl .
=P | Pei ... Pty Th:;—eﬂ;n (x==1,..., 9); X,_A-:_:zl‘,,,n,,xk,
1

[t

sioavrd:

i - fueh . ) .
;),,. Ch Ny =0 (mod P1), (i=1, 2,..., 0t; a=1, 2,..., 8),

e poiche i divisori primi P,, P,,..., P, sono diversi, anche:

o € X =0 (inod 1),
1

8
N (e}
2y el

Ma, per la (A), nella X, & nullo il coefficiente di o’ ; siha quindi
identicamente (n. 6, a):

X,=0, (k=1,2,.,n).
. . @ L <
Ne segue, rispetto al modulo P:i, poiche 1, & primo con Py:
- {ce) E
/\‘g’z(}(modP;{f), (k=1 2,..., n; a=1,2,..., 8),

¢, poiche la X¢ ha un grado minore di g, @, anche:

NO =0, (h=1,2,..., n; 2—=1,2,..., 8)
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cio¢ (se non & A, identicamente nulla) le soluzioni del sistema canonico re-
lativo al divisore P, (x=1, 2,..., s) sarebbero dipendenti, il che non & K
dunque A.=0, (2=1, 2,..., 8), il che dimostra il teorema.

10. Siano ora P,, P,,.... P, tutti i divisori primi distinti di D (e); sard
G Uy - g 129~ oo - g, 19 = iy e riunendo s matrici canoniche relative ad essi

divisori (ed alle righe di D (»)) avremo una matrice quadrata di ordine n, la
(quale, per quanto precede, & diversa da zero. Una tale matrice diremo wna
matrice canonica per le righe di D (o).

Le (9) del n.° 2, nelle quali si faccia successivamente P=P,, P,,..., P.,
danno il modo di costruire dagli elementi del determinante D (o) una par-
ticolare matrice canonica per le sue righe; le considerazioni del n." 5 danno
poi il modo di costruire da una matrice canonica particolare la piti gene-
rale di esse matrici e ‘dimostrano insieme che la pitt generale matrice ca-
nonica per le righe di D (e} dipende da:

LS
o
—

8 5
N= &, H* g, = 21]¢ Gl 1§ A2 (1 -8 oo i) ) (

parametri arbitrari.
Si pud dare del numero NV una espressione notevolissima. Si dica D, (o)
il massimo comun divisore dei minori di ordine #--r di D (0) e sia n, il

1)

N {2} ‘8 . -
suo grado; sard D, = Pir Pir .. Plr ¢ quindi anche:

o
o= Xaga I'®, (r=0, 1,..., 1; h,==1n).
i

La (25) si scrive allora semplicemente :
N=ir, +2 00, b, +- 4ty - -1-12,). (25)*

Si ha cosi il teorema:
La pite generale matrice canonica per le righe del determinaite D (w) di-
pende da

No==ny =200, -+ g = ity =+ -k,

parametri arbitrari, indicando con n, (r==0, 1,..., n) i grado in o del mas-
simo comun divisore dei minori di ordine w—r di D ().
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11. Si abbia una matrice canonica per le vighe di D (o), ¢ sia, decom-
posto D (w) net suoi divisori elementari:

D ()= (—1)"|by]. 1'1]’,, Pe.

Ad ogni divisore Py di D (e) (dove P, ha il grado g,) corrisponde un
gruppo di g, e, colonne della matrice canonica considerala, che indichiamo
conaget (u=0,1,..,9,— L v=0,1,..., ¢, — 1), le quali soddisfano (n.” 7)
alle relazioni:

Ai {‘,L@,z‘y'g+u) . B; (’x@,ryg—-}-n—i) _i__ a;i:.,,, }'_;? (g(v{»:)ye—l) j— 0’ )
(=12, ,n0=1 2, mo=01,.,e—Lu=01,.,9,-—1;2""==0). )
Inversamente si abbia una matrice quadrata di ordine n, diversa da zero:

Lt
ELY A

e

(B==1,2,0.,0; 0=1,2,...,m; t,=0,1,..., ¢, 9. — 1; Ype,g,=n)
1

le cui colonne possano distribuirsi in e gruppi (corrispoudenti ai diversi
valori di ¢) tali che le righe di ogni gruppo soddisfino a relazioni come le
(24, (indicando le a opportune costanti). ‘

Posto allora :

P, =0+ a'@ofe™ 4 4-a@, (p=1,2,..., m) (22),
g1 go—1
Xp =3, 3. woett o Py (mod Pgs). (k=1 9,000, m) (13),
[}

sioavrd (n.° 7):

H

;k ¢ X' =0 (mod Pge), (i=1,2,..., n);

ese ¢ ades. P, =DP,=-+- = D, |- Pp per o>, quando P, sic primo nel
campo R considerato, saranno le N'¢ (k=1, 2,..., n; o =1,2,..., ) gli ele-
menti di un sistema canonico per il divisore P, e per le righe di D (»). Ana-
logamente si avrd per gli altri divisori P,; quando dunque questi siano primi
in R, il determinante D (») sard decomposto nei suoi divisori elementari in R

D(w) = (— 1y by | Py Pg... Pen

M
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e la mafrice ag%e sard canonica per le righe di D(w). Le (24), adunque,
insieme colla condizione che i polinomi P, sian primi in R ¢ la matrice
‘agte ! sia diversa da zero, sono caratteristiche per gli elementi di una ma-
trice canonica per le righe di D (o).

12, Consideriamo ancora alcuni casi particolari,
a) Siano L, P,,..., P, i divisori primi distinti di D (0), dei gradi
Gis Gorerrs $u € ad ognt divisore primo I, corrvisponda un solo divisore ele-

il

mentare Pge; si avra quindi

3

0 €s o, == n. Il sistema eanonico relativo al di-

H
visore Pge (ed alle w»hc{ D (@) conterrd n sole funzioni, c¢he indicheremo
col simboli X', (=1, 2,..., »), per le quali si aved (0" 8, «):
. Do .
N¢=M,(v *vj ’) (mod Pfe), (p=1,2...., m),

!_)

essendo I, una qualunque colonna di D (w), per la quale non tutli i com-
plementi algebrici dei suoi elementi sono =0(mod P,) ed M, (0) un poli-
nomio arbitrario (mod Pg ). [ coefficienti ag’s di esse funzioni conterranno
quindi e, g, parametri arbitrari e la matrice canonica pitt generale per le
righe di D (o) dipenderd da » parametri arbitrari. Questo risulta anche del
resto dalla (25)* del n.” 105 si ha infatli in questo caso i, = n, ==+ =, = 0.

b) T divisori primi di D (e) sian tutti lineari: questo caso (che di-
clamo di Weierstrass, il quale lo considerd per il primo) si ha in partico-
lare quando il campo fondamentale di razionalita sia il campo di tutti i nu-
meri reali ¢ complessi. Il determinante D (o), decomposto nei suoi divisori
elementari, si seriverd:

om
Do) = (—1)" by .. I;Ip (o —op)e, (e,-Fe,—-- e, =hn);
sard o, una radice dell’equazione D (0)=0 ¢ a ciascuno dei divisori elemen-
tari (o -- oy)e corrisponde in una matrice canonica per le righe di D (o)
afte , (R=1, 2,.., n; p=1, 2., m; v,=0, 1,..., ¢, — 1)
un gruppo di e, colonne:

af’“, Q’ffg" IR a:‘é)e e b {k = 17"" ”’)
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le quali soddisfano alle relazioni (caratteristiche):
A; (&%) = e, B, (x¢%) - B, (ate™),

(i=1,2,..,n;6=1,2,...,m; v,=0, 1,..., ¢,— 1; 2P =0);

b~

e posto:

4
X@= ¥ ape(w—oe, (E=1,2,.., n;0=12,..,m),
[

e,=—1
sioavrd :

1
N o X =0 (mod (0 —wp)e), (i=1, 2., n;z=1,2,., m)
i

ed insieme:

k { v “(0)
a8re == Eﬂ.}"i‘;%ﬁf}:}j_{m 00, =12 . n;0=12,...m; v,=0,1,..., e,— ).
¢) Ancora pitt particolarmente supponiamo che l'equazione D (o) =0
abbia tutte le radici distinte ¢ diciamole o, o,,..., »,; sard allora m = p,
ep=1 per =1, 2,..., n; ¢ gli elementi i una matrice canonica che (omet-
tendo T'ultimo indice superiore che & sempre nullo) indichiamo con x¢, sod-
disferanno alle equazioni lineari omogenee (il cui determinante ha per ogni
valore di ¢ la caratteristica n—1):
11
2]:1; (ay —opby) e =0, (4 o=1,..., n).
dy Si abbia infine @, =0 per i, &k = 1,2,..., n 1l determinante I (v)
ha in questo caso n divisori elementari uguali ad o; le congruenze (12) del
1n.? 3 diventano identiche e qualunque determinante di ordine i diverso da
zero pud assumersi come una matrice canonica per lerighe di D (o) (¢f. 0.8, ¢).

RinuzZioNE A FORMA CANONICA DI UNA SOSTITUZIONE LINEARE,
TRASFORMAZION! LINEARI PERMUTABILI GON UNA SOSTITUZIONE LINEARYK.

13. 1 risullati precedenti hanno un’immediata applicazione al problema
della riduzione di una sostiluzione lineare a forma canonica.
Si abbia una sostituzione lineare § sulle varviabili w,, o', (=1, 2,..., n)
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definita dalle relazioni:

1} 1 3 e

Sy Miasu, = %} b, (B—1,2..., u;|0,]--0) (20)

1

o brevemente:
Sy A, ()= B, ('), (k—1, 2,..., n);
e, conservando tutte le notazioni superiori, sia:
ibf};} ¢ ly (9: l7 Qv"-, EIL fpf“o, | yores Eplu - l)

una matrice canoniea per le righe del delerminante carafteristico della so-
stifuzione
D (o) =|a,-—wb,]|

[ntroduciamo delle nuove vaviabili (varviabili canoniche) g, wpe, me-
5
diante le relazioni:

" 5\
, . J Y , .
B, %};,, by aflen, = I3 (%8s vy, = B, a¥') = A (u, at ) {

L (27)
\
(e=1,2,..,m; {.=0, 1,..., epg.— 1) ;
Sioaved allora subito, per le relazioni (2%), del n. 11:
! — U 1) B
T pog ton = Dy st =77 Oy Ty ) (28)

(p=1,2,...,m;v=0,1,....,e,—1:u=0,1,...  go—1; %, ,=0)

cioé la sostituzione sulle variabili 4, «" si decompone nel prodotto di tante
sostituzioni parziali, operanti su variabili diverse, quanti sono (nel campo di
razionalitd considerato) 1 divisori clementari del determinante caratteristico;
e la sostiluzione relativa al divisore P, di grado e, g,, opera su e, g, va-
riabili ed ha la forma canonica:

! — e \
7 Pyragtn "{’.l'!lg‘i- I a’yé-" "P.(v&-!)yg«l ) (‘28)
A 4 . /]
(e=0,1,.., e— 1I; u=0, 1,..., g, — 1; »np_, =0). )

Inversamente, se una trasformazione lineare non degenere sulle u; (e
sulle ") posta sotto la forma (27) (e qualanque trasformazione lineare puo
seriversi sotto questa forma, in quanto 5, | | 0) trasforma la sostituzione §
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in una 8’ che ha la forma canonica (28), dovranno le af% soddisfare alle
relazioni (24), del n.° 11, e quindi (quando i polinomi P, siano primi nel
campo R) costituiranno una matrice canonica per le righe del determinante
D (w), caratteristico della sostituzione S.

Abbiamo cosi il teorema:

Si abbia una sostifuzione lineare ommogenea su n variabill:

S) yibii,-%’iziia’m“i (]%:19 27'“7 ;5 Ibn‘kl ] Ua
1

ed il delerminante caratteristico della sostiluzione :
D(wy=|a,—ob,|, (G k=1,2,.., n)

st decomponga, in un campo K- di razionalite (che contiene le «, e b,) nel
prodotto dei suoi divisori elementari al modo seguente :

D(w)::(—l)"'bm{})i].})gg“. P;’;‘

La sostituzione S pud ollora ridursi, con operazioni razionali, ed in >~
modi, alla forma canonica S™ data dalle (28).

La pii generale trasformazione che riduce la S « forma canonica si scrive
sotto la forma (27), wnelle quale le x'e sono gli elementi di una matrice ca-
nonica (in R) per le righe di D ().

Una tale trasformazione dipende quindi da

N=1n,-+2 0 40,4 +n,

parawmetri arbitrari, indicando con n, il grado in o del massimo comun di-
visore D, (v) di tutti i minori di ordine n —r di D(v).

14. «) Quando i divisori primi P, sono tutti lineari (caso di Wgreg-
$TRASS), la parte della sostituzione canonica relativa al divisore P2 = (o — ),

diventa:
W =g,y 0pg,,, (=1, 2,..., m; v=0,1,..., ¢ —1) (28),

o esplicitamente (*):

! -, o ot - N . . up! J—— . _
N po == Wp Npy s Nip == f,Pn-{— g fiprse e L 59,%-2 —- Wp f.p,gpﬂg, (9 1, ‘2,..., T}é).
(*) Ponendo, conformemente al n.o 12, ):

e —1

o n (o)
Ho — 2p mpu (o0 — o)t — it bie X3P ae
¢ o 2 ¢ h ;
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b) Se in particolare i divisori o — w, sono tutti lineari, la sostitu-
zione canonica diventa
Wp=wptp, (p=1,2,..., n) (28)",

(omettendo l'indice v che deve essere sempre fatto uguale allo zero).

¢) Consideriamo ancora il caso reale, quando cioe.le a, e le b, sono
reali e si assume come campo fondamentale il campo di tutti i numeri reali.
In questo caso i divisori primi di D (o) hanno tutti il primo od il secondo
grado. Abbiamo gia considerato i divisori primi lineari; sia ora:

PF — ! _}_ a(lg) o + a(é})

un divisore primo di secondo grado di D (w) e Pg un divisore elementare di
D (0); la parte della sostituzione canonica ad esso relaliva si seriverd:

0 P == -,‘p’g"_t —- a,(gn 'f»p,‘-’" L1 )
(t=0,1,..., eo—1; 55, =0). S (28)",

1
Bppopr =Tps, — @'Y Bpp. 14,

15, Le (26) possono risolversi rigpetto alle «';; si ha in tal guisa:

7

S) .= ;l a, B, u.
dove abbiamo posto (*)

9log|b, |
0b,

B, = s (G E=1,2,.., n)

si ha:

1 (9° Hy

Tow = vl 0 w? ;w=we’ (—0,1,..., ¢ — 1)

E cosi giustificata un’ asserzione, a pag. 20, della mia Memoria: Sulla feoria della conver-
genza degli algoritmé di iterazione (Annali di Matemalica, Serie 11I, Tomo XIV, pagg. 1-30,
1907).
Osservo insieme che nella formula (3% di pag. 20 della Memoria stessa & incorso un
errore di stampa; essa deve scriversi:
L

112 ”n(u)
G=3%9:, GW=35 ”"7%!(

oG

a (;)1; =00y

, (w=1,2,..., t—1). 34%)

(*) Questa nolazione, leggermente diversa dall’ordinaria, & suggerita dal calcolo delle
forme bilineari.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV. 39
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od anche, ponendo 4 = (a,), B=(,), (4, k=1, 2,..., n), dove i & I'indice
delle righe e & quello delle colonne ¢ introducendo le notazioni del calcolo
simbolico sulle forme bilineari (*), fa S pud seriversi:

S=AB", (26)*

Sia X = |ag% | una matrice canonica per le righe di D (); le (27) si seri-
vono simbolicamente :
n=BXu, n"=BXu (27)*

e quindi la sostituzione canonica # == 8" 4, che dalle n fa passare alle =, si
serivera:
§S=BXSX' B, (29)
donde risulta anche:
S=X"B"'8BX; (30)
e 'una o laltra di queste due relazioni caratierizza, per quanto abbiam detto
al n.* 13, una matrice canonica per le righe di D (»). Se quindi X, ¢ un’altra
di queste matrici, «i avrd anche:
S'=BX, SX B!
e per la (30):
S=XTTXNSATX,
cioe poslo:
T=XX, (31)
si ha:
S=T"8T, oppwe ST=TS,; (32)

la trasformazione T ¢ cioe permutabile colla 8. Inversamente dalle (32) ¢
(29) si otfiene:
S=BXT'STX"B'=BXT")SXT"Yy'B";
posto dunqgue:
Ne=XT7, ciot T=X1'X,
sard X, una matrice canonica per le righe di ) (w). Abbiamo cosi il teorema:
La trasformazione lineare (non degenere) piit generdle pernutabile colla

(MY Murn, Elementarthedler ... pag. 20 ¢ sg.
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sostituzione lineare :

X ”»‘ N:‘ s . .
S) ;,.a—,.,“n,.z%kbm w,, (=1,2,..., u; b.|-] O

¢ data simbolicamente dalle formula :
T=X7'X, (31)

essendo N, una particolare (qualungue), N la piiv generale matrice canonica
per le righe del deferminante

D@)=|a,—ob,l, (G k=12, n

caratteristico della sostituzione S.
Una tale trasfornnzione T pud quindi determvinarsi vazionalmenle o (i-
pende da ;
N=atg+2(n, -t --n,)

parametri arbitrari.

[6. Diamo infine due esempi numerici, i quali provano la praticita del
metodo esposto.
Il primo di questi & dovuto al Burxsioe (¥).
Si abbia la sostituzione § in 5 variabili

/' = L, U, =B, =D,
\ W= —du, -1, — w4 3u,-+2u,,
Sy = TS —3u, —2u,,
/ w, = —4%u, —2u, — w, - D, - u,,

\ o= 4w, +u, +u,—3u,.

I determinante caratteristico della S si seriverd (conformemente alla (26)

(*y Gf. W. Burxsing, On the veduction of a Linear Substitution to its Canénical Form.
(Proceedings of the London Math. Sociely; Vol. XXX (1849), pag. 191-19%), ed insieme:

A. C. Dicxsox, id. id. (ibidem. Vol. XXXI (1900), pag. 175-176) ed anche:

T. 1. 1. A, Bromwics, id. id. (ihidem, Vol. XXXI (1900), pag. 295-297). 11 processo di ri-
duzione del BrowwicH conduce, salvo aleune lievi modificazioni, agli stessi calcoli del testo.
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del n.o 13):

D@y=|cp|=|a,—0b]= | —2—o0 — 4 1 — 4 4
—1 | —a 1 —9 1
—1 — 1 —w  — 1 L.
3 3 -3 H—o —3E
2 P — 2 1 —w |
Si ha quindi:
oD 5 0D 5, 0D .
e —_— 3 T e Y 2 ~——“2 B ~———J . ——Q%
9611 (’)(0} 9)? 8612 (.() i 1) (0) )’ 8013 (&) )’
oD : o 0D 9 (9 .
To = 3 (o1 1) (0 —2)% 5o .= (@ +1)(o-—2) (20-—1T),
0D . =
[ — .S_: 2 2 e
o g = Yol + 20— 1,
0D 0D 0D oD oD . 2
D("))::Gué‘g"**_cmg‘c_‘—{” 6!2§?+01§é—6—+015 é‘;x'— (('3 1 1)b (m - Q)

I1 determinante D (0) si decompone inoltre (come si riconosce con sem-
plici trasformazioni sulle sue righe e colonne) nei suoi divisori elementari
al modo seguente

D (o)== — (0 1)". (0 — 2)*. (o — 9),

I Do oD . .
e per le relazioni precedenti, il minore o (ad es.) & regolare rispetto al
it

2D
0¢, 00y

divisore o -1, i minori 5o sono regolart rispetto al divisore
12

©— 2,
Consideriamo prima il divisore o -+ I. Dobbiamo allora soddisfare le con-
gruenze:

C@re)X, - 4X, 4+ X, — 4X, 14X, =0 \
X+l —e)X, - X, — 2X, 4+ X, =0 /
— X, — X, — o X, — X, + X, =0 {mod(w—+1)"};(x)
3X,+ 383X, —3X,+(BG—a)X,—3X,=0 S
2X,+ 2X, —2X,-- X, — X, =0 |
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alle quali si soddisfa nel modo pitt generale, ponendo

oD
06y

. 0D
=l bt Digm s N= (et 1)

18

X, ={a 8wl

Xég{c{%wﬁ(w-{-l)}g—?—, X;‘E{x—%~@(o)+l)}§-gl {mod (o -+ 1)*}.

io

In particolare ponendo o -1 =={ e prendendo il moltiplicatore «—i- (0 +1)
in guisa che sia

—3{a4Blo+){o—2)=1{mod (0-+ 1)’}
otterremo la soluzione particolare (canonica):
X9P=3—-5¢ XV=0, X¢=3—2¢ XU=3f XP:z=31 (modf);
donde si trae che la matrice:
X0 xl E el e 3 0 30 0
wow wt wl —~5 0 —2 3 3

& canonica per il divisore (o 4-1) ¢ per le righe di D (). La piit generale
ﬁ x}ﬂ

11
| @

, (0=1,2,..., b) di queste matrici si ha poi ponendo:

o == axl, wl=axl+pal, (=1, 2,.., d),

indicando « e £ delle costanti arbitrarie, di eui « - 0.
Veniamo ora a considerare il divisore o — 2. Dobbhiamo considerare le
congruenze («) rispetto al modulo (o —2)* e rispetto al modulo (w— 2).
C e D - . .
Poicheé i minori o ——~ sono regolari rispetto al divisore o — 2, si
e
avra un sistema canonico particolare per questo divisore, ponendo (¢f. n.' 2 e 4):

L 8D oy L 0D o 1 aD

I (S T e

N 1 4D .
— 3»@1———‘2—) a———(;;—; 3 X 5 = 3*(—0)*:9‘—) a—a—; { IllOd (0) — Q) ]

V) -
Xo=—

X(Z) —
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e 1 D 1 2D S 1
(oo —_  + 9 L Ye—=__ , XO0—_ > &
X@ = 9 5e.70. X = X == 0

1 0° D V(8 —
G Fonden P

1 oD

) m { mod ((’) — Q) !

YV (8) e
X P

ciog, posto =0 —2:

X9=0, X9=3-4+24 X?=0, X@=—3¢t X?:z=3—1{ (mod#)
X9=1 X9=0, X¥=0, X9=0, XN¢ =1 (mod ).
Si avrd di qui il sistema pit generale, ponendo (n.” 5):

NG =(y+8) X9 +4XY (mod ),

I

XW = X(;ﬁ) - g f‘;‘.} {(mod t},

essendo v, 9, &, n, £ cinque costanti arbitrarie, delle quali y e % sono diverse
da zero.
Ne segue che la matrice:

a—}fn mgu w;_;n “/’3" w;z‘u 0 8 0 0 3
ot o wd w? w =10 2 0 .3 -1
Foa oo @ 1100 0

¢ una particolare matrice canonica per il divisore o —2 ¢ per le righe di

D (), ¢ la pitt generale:

P
|

aft |, (i=1,2,...,5)

20

&

di queste matrici i ha ponendo:
X =y af =y el Al ex; af =vaP-Llad, (i=1, 2,..., )

con ¥y, 3, € n, { costanti arbitrarie, di cui y ¢ % diverse da zero.
Porremo quindi (n.° 13):

i
o . - — " . - 3, R
o= Boaltwy nn = Bl tey= Rl ey ne = Fat g ns= Rl
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Ny == 3 (o, ~-y); 0y = -— Do, —2ae, -3, + Bu;
Nag =B (1, A 20); 0y = Dty B = hy U, W

e si avra la forma nomnale (come subito si verifica):

O e PR
o = == Niges Ny == Ny = Ty

N gy = 2 Gags '5‘21 ==y b 2 Ny s 0 g = <2"'l;w-
La pitt generale Drasformazione che riduce la S a forma normale si avra
ponendo :

o e gn. e e g B o p o v g S g e
o ™ By Gy = Ly PRy By = { Tpes oy 7Y Gy Ao € Nyp s

o

Nyo == N Nyo ~1=§ gy

essendo le «, B...7 7 costanti arbitrarie, tali che ayl 0.

Sinoti ehe nel nostroecaso ¢ =295, n, =1, 5,~ 1, = n, =0, quindi
¢ N=n-4-20@,-+n,- - -t n)-=512=7, come abbiamo (rovato diret-
tamente.

Facendo rispettivamente :

S o o 1 1 1 2 i
(C& B T ;) 2 {) == (‘“’ ey 0, Rl N 0, ()7 e E}*) ’ (:E} 3 0, g 3 0, e g * U, — ;g » 1) i
1 2 1 2 o 1
(—~ —5 g, 1), (1, 0,1, 0,0 L z,).

si hanno le sostituzioni date dal Burssmr (p. 194), dal Dicksox (p. 176) e
dal BromwicH (p. 296) nei lavori gid ricordati.

17. Come secondo esempio, consideriamo la sostituzione su quattro
rariabili :

W, = W, ——ly,
Ao, = Wy -y, — ity — 2,
2u', = Bu, 4w, —uyg— 2u,

W, == — My =~ H,
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Il suo determinante caratteristico &:

D=|—o I 3 —1 | =4 1)
f 1 1—26 1 1|
P—1 =1 —(1-+20) 0!
0 -2 —2 —a|

si ha inoltre:

oD . 2D N

m:-@(ww 1) —2(u'—4-1); m:_(m-{~ 1) (@ -+ 1) (1 4-20);
0 . 9D .
m=w+1+(ﬁ’"“}"i)§ m=4(f»'+?);

e di qui si trae che D (») ha un solo divisore elementare uguale ad (o* + 1)*,

. I oD , . o .
rispetto al quale, ad es. il minore o & regolare. Dobbiamo quindi consi-
21

derare le congruenze:

—w X, -+ X, -+ 3 X, — X, =0
X, +{(1—2e)X, -+ X, + X, =0

B (mod (& -+ 1)%),
— X — X, —(1+20) X, =0
--2X, —2X; —aX,=0

alle quali si soddisfa nel modo pitt generale ponendo:
X, =M.X, (mod(e2-+1)!), (=1, 2 3, 4):
con :
X =—20—1)—2@4+1), X,=—(0+1)—(*+1) (1+2a),
Xo=(o+1) (@1, X,=4(-+1) (mod(e*+ 1))

ed indicando:

M=atfo-L(w-1) (y-+56) (mod(e - 1))
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un polinomio arbitrario (mod (0® 4-1)*). Ne segue che la matrice:

x x x a 2 —1 1 0
® x w @ |=|--2 —1 1 0
@ @ @ —2 —1 14
o x x 0 —2 0 0

¢ una particolare matrice canonica per le righe di D(o) ¢ la pitt generale
di queste matrici:

xi, (1’213 2,3, 4;r==0,1,23
si ha ponendo (ef. n.% 9):

o

=t — Pty wh=pal--aal; wie=val b (B — 8w~ awi— P}

essendo «, B, v, 8 quattro costanti arbitrarie, tali che «* —4-£%-" 0. Si noti
che nel nostrocaso & ny,=n=4, n,=n,=-.-=n,=0e¢ quindi N =n-=4,
Ponendo allora (e¢f. la (27) del n.° 13):

1o=0, U — Dy it,-2 byyeintg-t by e == = Doeten, - Qo -ahes =2(1, —my—-ut,),

7, == =Y —u,—u,~u,),
fy== =2(—u,—n,--1u,4-2u,),
";;;: =—4u,,

la sostituzione prende la forma normale (ef. la (28) del n.° 13) semplicissima
(che subito si verifica):

0’___. B " » -I », t’ -
hy=—"Ty, 0, =Ty, Nog=7T0,—"1;, 0,;=="T,.

La pitt generale trasformazione, per cui la sostituzione prende la stessa
forma normale, ¢ data da:

Gy =@ hy— P} N =p0,+an,;
iy == Y-';h) +(B — 8) ;1 .’1" 7'.7]‘: - B—’;,; hy == 8 ;{s _“L” T:’X‘i “l:" {51{3 -+' o'-:;‘t_g

con a, £, v, 8 arbitrari ed o 2. 7. 0.
Annali di Malematica, Serie 111, Tomo XIV. 40
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CAPITOLO SECONDO.

Riduzione a forma canonica di un fascio di forme bilineari.
Il teoroma di Weierstrass.

SISTEMI CANONICI PER LE RIGHE E LE COLONNE DI D (o). IDENTITA RELATIVE.

18. I risultati ottenuti sui sistemi e sulle matrici canoniche relative ai
divisori primi ed alle righe di D (w) valgono evidentemente anche per le
colonne, ed & superfluo enunciarli.

Fra due sistemi e matrici canoniche, I'una per le righe, Falitva per le
colonne di D(w) si hanno delle relazioni identiche notevolissime, che ¢i pro-
poniamo di determinare.

Siano percio P e P due divisori primi (uguali o diversi) di D (), dei
gradi g, ¢’ esiano X, Y., (4, k=1, 2,..., n) due soluzioni delle congruenze:

() Ypca Xy =0 (mod P'), (b) ¥,¢,, Y, =0 (mod ), (i, k=1,2,...,m). (1)

St oavrd allora insieme:

1

;, ex Y, X, = C(Y, X)=0 (mod P') |

=0(mod P'") }

¢ quindi, se i due divisori P e P’ sono diversi, anche:
(Y, X)=0 (mod P’'. P'"),

Ma avendo i polinomi X, un grado minore di gl, i polinomi Y, uno minore
di ¢g'l, il polinomio C(Y,XN) ha un grado minore di gl-+ ¢ l'; si ha quindi
identicamente:

C(Y, X)=0 (2)*

donde il {eorema:



di una sostituzione lineare omogenea ¢ di wn fascio di-forme bilineari. 299

Per due soluzioni X, Y delle congruenze (1), relative a due divisori primi
diversi del determinante D (»), si ha la relazione identica :

C(Y, X)= ¥, 6 ¥, () X, (0) = 0.
1

Sia invece P= P’; dalla (2) si ha (¢ del resto ¢ evidente):
C(Y, X)=0 (mod P"),

indicando con I, il maggiore dei due niwmeri 1, T

o

19a). Conservando le notazionidel n.°2, sia P un divisore primo di ) (w) e

oD
a Csm 9 65252 P a Csmtm

C o =0, 1., B ()

un minore di D {w) di ordine n — « vegolare rispetto al divisore P. Le for-
mule :
0%
9—6;1t1 .0 Csy 11 0 Cegh

= P XY (a=1,2,.., h;kh=1,2,..., n) (%)
definiscono allora un sistema canonico X'¢ relativo al divisore P ed alle

righe di D (o) (¢f. 1.° 2). Ugualmente, ponendo:

%D
0 Cspty v 0Csy 11q 10 Cay

= PaY®(q=1,2,.., h;i=1 2,. n (4y

si ha un sistema canonico Y per il divisore P e per le colonne di D (o).
Tra i due sistemi X, Y cosy definiti si Tanno le relazioni identiche :

—— e \
a C(Y*, N“y=10, per a- . « ’ i
(o) CEn A0 =0 (1 =1, 2,0 1) | (B)
(b) C(Y*, X?)=P*Qq, con Qu= o (mod P), ]

Cambiamo infatti nella (3) del n.° 1 « ed 2" risp. in « — I, « — 1, ¢ sup-
posto ad es.: « = o, facciamovi:

(D iy Deoseees Paci Gus) = (Si by Satuyenes Suiy byoy)y 1= 8a, i =tlq.
Si avrd allora:

Apswoy = ple pre C(Yy‘, X‘”"}
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(214

e quindi per «==«', dalle (53') si hanno la (5,«); per «=2, la (3)" porta
alla (5,0), con:
0, = 1 o* ' D 0% D
= P’u+1‘1'1 a Cs1ty + + » 8 G$¢,11¢_1 9 Csm “ v a CSa‘ te

(mod P %), (6)

donde, rvicordando che i minori (3) sono regolari rispetto a' P, segue essere
@.==0 (mod P).
b) La considerazione dei due sistemi canonici X9, Y'® (2 =1,2,..., h)
sopra definiti porta a conseguenze notevolissime.
Siano X, (k=1,2,...,n), Y. (i=1,2,..., n) due soluzioni delle congruenze:

V.0, X,=0 (mod P'), X;c, Y, =0 (modP"), (I, m=e;i k=12,..,n) (7)
e sia, ad es.: I=m. Per le (16) del n.°% si avra:
] ’7!).—1 \

hl—x —_— L { e
X, =% M (6) X9 (o) - Pl=¢ ¥y, My (0) Xie (0) =
! % () X9 ( )—r‘;p 7%43 p.(0) Xie (v)

k — s
= Yo Mo (0) X3 (0) (mod P)
T

7y
I . i—1 gy R
Y. = %;8 N, (0) Y? (0) 4 ;, pPre 12:—:3 My, () Yo (w) ==

[ — I
= ¥ No (0) Y¢ (0) (mod P")

1

e ¢i0 che & lo stesso:

[, hoo__
s ; \ slal 1 W y G R
X, = ;‘al\lu~.‘\(1‘:)+y-k P, Y, =XuNe Y® v, P, (i, k=1, 2,..., n),

1

indicando le p,, v, dei polinomi in o. Ne segue:

i
LY

It I . — e
G(Y, X) == go: ﬂ.{a, J’.\fa, C()f“, X”’) "‘{"‘ P’ ;m’ C’ (IV:;,’ };"1, :J> “‘r

B R )
- P* 30O, T %) P O (s, )
1

ed avendosi anche:

C (N, Y*, p))=0(mod P*), C(v, M. X*) =0 (mod P), (e=1,2,.,h)
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sard infine, per le (5):

I R .
o X)E;”' Mo No P« Q, (mod P7H7),

Osserviamo ora che per a=h,, & eo >1; per a>>h, , (tisp. per a >, )
(donde e, <<l 0 <), si ha

M, Pe=0(mod P"), N, Puz=0(mod P")

e quindi aunche per «a>h,_, &:

WY e

M. N, P«=0 (mod P

Ne segue la formula:

T g
C(Y,XN)=L" ¥, Ma Ny Qs (mod P77, (8)
]
¢) Stano ora X', X%, X" Y', Y ..., Y delle soluzioni delle con-

gruenze {7); con notazioni analoghe alle superiori avremo:
|

p OO X)) = Zu MP NP Qu(mod P), (h==1, 2., w5 p=1,2,..., v)
1T

e quindi la matrice di » righe ¢ v colonne:
! c(ye \"“; r=1, 2 "w; 1 (9
P (re, . );’ Oo==1,2,..., n; P = y 2y 0) ()

st decompone (mod P) nel prodotto delle tre matrici:
M up Quly N (o, B==Tt L Py A=1,2,..., u; pe=1,2,..., ¢)

la seconda delle gquali & == 0(mod P).
Ne segue che la matrice (9) ha una caratteristica non maggiore di
I, — h,; quando inoltre si prenda w=v="h,_, — h,, ed 1 due determinanti

IMPL, [ N®L (e, d v=h+1,.., b, )
si prendano ==0(mod P), la matrice stessa avrd la caratteristica h,,_, - h,.
Abbiamo cosi il teorema notevole:

Siano XP, YP, (4, k=1,2,..., u;A=1,2,..,u; v=1,2,., v) due
sistemni di soluzioni delle congruenze

2 X, =0(mod P)), Y, Y,=0(mod P"), (m=1=e,).
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Lo matrice

— ¢
p=1, 2., v)

i
FOO™ XY, 0=1,2,0 05

ha (mod P) una caratleristica minore od uguale ad h,, ., — I, .

Si possono determinare (ed in infiniti modi) h,_, — h, soluzioni dell’uno
e dellaliro sistema di congruenze per le quali lo matrice (9) abbia (mod P)
lo caralleristica h,_, — I, .

Per l=m =1, e nel caso che il divisore P sia lineare il teorema dimo-
strato si riduce ad un noto teorema di STICKELBERGER (¥).

d) Siano X9, Y@, (i, k=1,2,...,n; p, 5=1,2,..., k) due sistemi ca-
nonici arbitrairi, relativi al divisore P°, 'uno per le righe, laltro per le co-
lonne di D (w); le X@ Y s esprimeranno per le X'©, Y date dalle (4)
e (4)' con formole analoghe alle (7). Facciamo allora nel teorema precedente

= e\ p=n+1,..., ;1 due determinanti:

ML INED (g pe=Ty = 1, B

sono allora ==0 (mod P), (n.° ). Abbiamo quindi il tecorema:
Siano X fé”, Y due sistemi canonici arbitrari, relativi al dicvisore P, 'uio
per le righe, Ualtro per le colonne di D (w). Il determinante di ordine h,_, —h,

»~G(Yf‘,)&) O p=nh,—+1, .., 0 l=1,2,..¢) (10)
¢ ==0 (mod P).

20, Siano X¥, YV, (L lh==1,2, .., 0 2,5==1,2,..., ) duc sistemi
canonici per il divisore P e per le righe e per le colonne di D (w); si avrd:
_‘c,w\(")_—() mod ), 3¢, Y =0 (modPa),(s,5==1,2,... . 0;i,k=1,2,.. ,n).
Indicando con e, il maggiore dei due esponenti e,, e;, possiamo porre:

C(yq: A"{') == P Q{-’f’ ('91 == 17 -y h,’

dove @ ¢ un polinomio in o, perfettamente determinato, di grado minore

*) Cf. ad es, MuTtg, L c., pag. 190.
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od uguale a g (e, 6. —e,) — 1 e gli e, determinanti:
iQPGia (o s=I+1,..., h_; 1=1,2,..¢)

sono inoltre (n.° 19, d) ==0 (mod P).

Questo risultato puo invertirsi col teorema seguente.

St abbiano I polinomi Que (¢, 6 =1,2,..., ) dei gradi (e, - e — eps) g — 1,
affatto arbitrart, ma tali che gli e, delerminanti :

Qps's (o s=Ny-> 1, s l=1,2,...¢€) (11)
siano diversi da zero (mod P); e sia :

X k=12, ,050=1,2,.., D [Y" (i=12,...,n:0=1,2,..., b

i sistema canonico per il divisore P e per le righe |per le colonne| di D (o).

L possibile, ed in un modo solo, associare al sistema X [Y ] wn sistema
canonico Y, [N} per il divisore P e per le colonne |per le righe] di D (o), per
il quale si abbia :

C(Ye, Xt)=PoaQps, (5, 6=1,2,..., h). (12)

Due tali sistemi Y, X si diranno associati al sistema (11) dei polinomi Q..
Sia ad es.: N¥ il sistema canonico dato, Y gquello che si cerca; essi

si esprimeranno per i due sistemi X, Y che abhiamo definito al n.° 19 «)
al modo seguente:

hp—1

Frgey - fomnnt —
XP=¥ MPX ()~ ¥, PP M@ Xt (o) (mod P’
P % E ( ) ; IZP g_*t_gl 19 ¥ ( } )

(per b, <<i=h,_,,1=1,2,..,8e)

Tepimy _ , m—1 hg_1 -
YU =Y NW YP (0)-4- ¥e P"° zu, N@ Y (o) (mod P")
1 1 P
L (per b, <<p=h,_,; m=1,2,...,¢)

ed i polinomi M saranno noti, i polinomi A si devono invece determinare
secondo le condizioni del teorema,
Cominciamo dal dimostrare che i polinomi N possono detlerminarsi ri-
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spetto al modulo P in modo che si abbia intanto:

Pfeoo(Yc, X)) =Qu(mod P), (5 o=1,2,...,h). (12),

Ricordiamo intanto che per la formula (8) si ha:

hm-l Y
}'7 c(Yr, X)= ¥, MPN®Q, (mod P) )
P k] ' .

per h<i=h_,, h,<p=h,, ed l=m;

(13)

quando sia invece h,<}=l,_, h, <<p=h,_ ed l=m, si ha, ancora
per la (8):
1 fiy

57 O (Ve X) = Y. M N® Q, (mod P). 13y
1

i

Le condizioni cui devono soddisfare i polinomi N¥ (mod P) (I, <<p-=h,,..)
sono quindi:

Tiapm, 3 _
per I=m, (a) YeMPNQ,= @, (modP)

}?;—f-'l )

Tey . (14)
per l=m, (b) Yo MP N Q.= Q;y(modP)

Int1

(h,<<)=hy,, I, <p= Ty Lm=1,2,..., ).

Si dia ora ad m un valore fisso ¢ facciamo [ = m; dovremo avere:

Ty ‘
Y, MPN® Qu=Qsu(mod P) (O p.=h,+1,..., I, ).
Tim1
Ora & possibile, ed in un modo solo, determinare le N in guisa da
? [73 &
soddisfare alle congruenze superiori; & infatti (n.% 5):

| M¥ | ==0(mod P), (&, »=h, ~-1,...; I, ;).

Faceiamo poi l=mt +1,..., e;; l=m —1, m—2,..., 1, le (14) (a) (b) deter-
minano successivamente (mod P) le N# (e =h, - 1,..., I,_y), in quanto si
ha ogni volta un sistema di h,_, — h, congruenze lineari il cui determinante
M (2, h=T,~1,.., b)) & ==0 (nod P). Perm =1, 2,..., ¢, ne segue
la nostra asserzione.

Si osservi c¢he con ¢id sono completamente determinati i polinomi
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N® (w=1,2.., h; a=h,-1,..., h) i quali, come le P,, relative, hanno il
grado g — 1.

Procediamo ora per induzione, ed ammettiamo sia possibile determi-
nare, ed in un modo solo, le N4, (o, v.==1, 2,..., h) (mod P*) (s <Te)), in guisa

che valgano le congruenze:

1

"G V/ pop— N 0
y2 C(Y*®, Xryz= Qs (mod Py, (12),
(cio che determina completamente le N4 (=1, 2,....h; a==h,-:-1,..., k)
e dimostriamo che & possibile determinare le N4 (=1, 2,..., h; «=h))
in guisa che si abbia ancora:
d C(Y°, Xf)y= dpi 2
Fg; ( , = Q{,a (mo ) (1 ) |1

Per quanto precede baslerd occuparsi delle 8%, per le quali « & mi-
nore od uguale ad h,. Si abbia gid:

-P; S MY N9 Qp == Qry (mod P (h,<<X=h,_,. h,<<p=h,_,;e =1 m=s)

(dove ogni volta i valori che deve assumere l'indice o sono determinati dalle

(13) essendo le N determinate (mod P*) ¢ si ponga:
NW = NW L. p*N® (mod P+

essendo le N'% da determinare (mod P). Siavran da soddisfare le congruenze:

1

o Do MY (N - P N'®) Qo = Qs (mod PH),

o posto:
1 « — ‘
~Bin 2o MP N Qo+ Qo = P qop (mod P,

le congruenze:

O R B
P | Pin e MP N Qa{::P Gp (mod P17y,
ciod
1 |y =) _
m! Yo MP NEQ, |\ = ¢ (mod P);

Annali di Malematica, Serie I1I, Tomo XIV. 41
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il che & possibile, ed in wn modo solo, ripetendo le considerazioni fatte per

s

le (14). Facendo s=1, 2,..., ¢,—1, si ha che & possibile determinave le

NE (2, .=1, 2,..., ) in guisa che si abbia:

:{-)%"; (/’( }vs, A\VP) [ Ops (_lnﬂd P"{’_Ir"(i_ﬁg(f);

v

e poiché ambedue i membri delle congruenze superiori hanno un grado mi-
nore di (e, - e; — eps) g, sard infine:

C(Y, X)) = Q Pies, (p,5=1, 2,..., })
il che dimostra il teorema enunciato.

Secondo questo teorema i polinomi @, quando soddisfino alle condi-
zioni superiori relative al loro grado e ai determinanti (minori) principali:

.;Qspj’ (97 G::]Z,—%l,..‘, hl—-l; l=1, 27"'7 61)5

sono del tutto arbitrari. 11 loro insieme dipende, come dimostra un caleolo
semplieissimo, da

g ¥n=gf{l,-=20, 1, -t _))=gL
parametri arbitrari, il che ¢ in completo accordo col teorema sopra dimo-

stratlo.

21. Riprendiamo le congruenze (1) del ne 18 ¢ poniamovi:

=1 Vel

,\,_z %‘ ay e P Y, =¥ % e Py (4, k=1,2,..., 1) (1)

()

dalle (1) stesse si avrd, confrontando i termini di grado maggiore:
il . ; -\
(a);‘ o Xy == — P'B, (" ) Z ¢ Y =P By ), (=12, ). (15)

Ne segue anche:

C(Y, X)= —P'B(Y, &"") =~ P" By, X). (16)

) Suppoiniamo ora che si abbia identicamente, per le soluzioni considerate :

CY, X)=0 (20)
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(questo in particolare accadrd quando sia P P’ (n.° 18)); si avra anche:
B(Y, 2" )Y=B(y" ™, X)=0
e percio:
By, 2" y=0, B(y'" ", @) =0,(r=0,1,., lg—1;8=0,1..,1¢g 1. (17)
b) Sia ora P= P’ ed insieme =1 la (16) di allora:
By, X)=P"" B(Y, a"), (16
donde come sopra si traggono le identitd:
() B, &)=0, perr<<(I—10)g: \

(r=0, I,....1g— l)( (18)
(h)y B(y” ', &)=B(y """, "), per r=(--1)g. 5
La (16)* conduce ancora ad un’altra proprietd notevolissima,
Deriviamo le (15, b) rispetto ad o; avremo:

% da Y; d r

. . SN & 7"y Ly iy
21"' % g B (3 vP do Bty ),

e moltiplicando per X, ¢ sommando, si otliene:

(e

] :\r) - ]f (13 ‘\') P l’ 1)//.,]

ar. it v
do By, X)

e per le (16), (16)*:

qAY v vy e o dlogl
()(i(lco‘,k)%h()’ )= 0 do BOY, o) =1 do ¢, ).
Ne segue, rispetto al modulo /) la relazione notevole :
B(Y,)=—1% g’f;l) ¢(Y, X) (mod P), (19)

o ¢id che ¢ lo stesso:
B(Y, X)=0 (mod P),

1 f v . AP 1
s B(Y, X)=—1 2o

| (20)
1)/—4

C(Y,X) (modP) S
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¢) Pit generalmente si ponga, indicando con o, una costante arbitraria:
Co, (Y, X)=(4d — o, B)(Y, X) = Xu(a,—0b,) Y, X,;
si avra:
Co (Y, X)=0C(Y, X)+ (0 —0,)B(Y, X),
e per la (19):

Co (Y, X)=—1 (0 —0, Q—I—:;lif C(Y, X) (mod P’), (19)*
ciod :
Co (Y, X)=0 (mod P""), ’
1 dP 1 ( (20

P Co (Y, X)=—1'(0—w,) To P C(Y, X) (mod P).

. . . dpr .
Si supponga ora P diverso da o — a,; & allora (o — ©,) =— primo con P
do

e si ricordino i due teoremi ¢), d) del n.° 19. Dalle (20), (20)* si ha subito
che due teoremi affatto identici valgono per le matrici :

1
P I—1

1

i :
B(Yr, XN, p

. GG“) (Y‘Ua XA)
analoghe alle matrici (9) ¢ (10) ivi considerate.
Quando poi sia P=w — o, si ha semplicementc:
Co (Y, X)=—(U'—1)C(Y, X). (20 )%

dounde si traggono conclusioni analoghe.

MATRICI CANONICHE ASSOCIATE PER IL DETERMINANTE D (w).

22. 1 risultati ottenuti sui sistemi canonici per le righe e le colonne

di D (») conducono a relazioni notevoli fra due matrici canoniche tratte da
essi sistemi

Supponiamo percid nuovamente che per le due soluzioni X, Y delle
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congruenze (1) del n.” 18 si abbia:
C(Y, X)=0;
avremo allora le (17) del n.° precedente :
By, )=By" ' a)=00r=01,.,lg—1;s=0,1,..., I'g — 1). (17)

Osserviamo ora che insieme colle N, (=1, 2,..., ») anche le X, defi-
nite dalle congruenze :

X, (0) = M (@) . X, (0) (mod P’
dove:

-1 g—1
Mo)y=Y, st Byer 0 P (mod P')
[1) [{]

¢ un polinomio arbilrario (mod P’), danno una soluzione delle (1),; poslo
dunque :

-~

— 1 g=1_ i
Xo=Y. 3. a?i*o” P (mod P’),

} (

insieme colle (17) si avranno anche le altre identita:

By, ®')=0 (s=0, 1,..., I'g'—1). (17)

Osserviamo ora che le @ sono delle forme bilineari nelle ) e nelle p
ed ¢ facile vedere che possiamo prendere le » in guisa che nelle g~ ven-
gano a mancare tutte le aj, tranne una fissa «j di esse. Si hanno infatti in
tal guisa [ g—1 equazioni lineari omogenee nelle p stesse, alle quali ¢ dunque
possibile di soddisfare con valori delle » non tutti nulli. Determinate in tal
guisa le p (od i loro rapporti) non puo accadere che si annulli il coefficiente
delle s, altrimenti si avrebbe @¥~'=0 per k=1, 2,..., » e quindi ogni X,
avrebbe un grado minore di gl — 1 e sarebbe percido identicamente nulla,
il che non & sc non tutte le » sono nulle. Saranno quindi le ¥~ propor-
zionali alle ap (k =1, 2,..., n) e dalle (17) si ottengono cosi le relazioni no-
tevolissime :

By, #)=0, (r=0,1,..,1lg—1;8=0,1,.,0qg—1) (17)*
Insieme con queste si avra anche, con simboli analoghi:

Ay, ) =0, (d— o, B) (¢f, @) = Co, (5, @) =0; )

- 17 )%
(r=0,1,.,lg—1;8=0,1,..., I'g—1). ) (17
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Infatti per le equazioni cui soddisfano le y* (o le "), le 4 (y°, «”) e per-
¢id anche le Co (y°, «7) si esprimono linearmente ed omogeneamente per le
By, o).

Dalle (17)%, (17)* si ha poi evidentemente:

(dl* Y X ) B {di‘ Y (Z’X) ,(df* Y @ X_] 0

T o S, oo, D
dot do Ndaor do’ dot  dw

(20)*

qualunque siano gli intieri p. e v, positivi o nulli e per qualunque o,; queste
relazioni sono dunque conseguenza della (20).

23. Sia ora nelle (1) P== P’ ed insieme I =1. Indicando con ¢ un in-
tero qualunque, non maggiore di I, poniamo
Y, =Y (mod P, (i=1, 2,..., n)
sara dalle (15),:
g1 11

}r(? — ;.;' %}r, y?'g%tz’ " P,./, (L — 17 Q,.,,, Il)
ed insieme

C(Y", X)== — P B(Y®, ") =— P' B(y*", X) (16),
donde
B(yu/"l’ A\f} :;])I-I 1))()'(/}) x/:/ 1}, (1 ftf_’{ l/) (2])’

Ne seguono le identitd :

@) By, e)y=0, per r<<(l--tyg; t=:1,2,..., [\

22
() By ' a)=B(y " a" ), per r=(0—t g t=12,..,1. (22

Usiamo ora il solito artificio e sostiluiamo alle Y, (i==1, 2,..., n)le Y,
definile da:

Y, =M (0) Y, (o) (mod Py, (i=1,2,..., n)

con s
P d =1

M (o) = Xa Xpteg:pef P* (mod P7);
0 0]
st avranno le altre relazioni:

(@) B, a)=0; t=1,9,., 0, r<(—1g;

R
—
S
@
~—

by B, w) =By )y t=1,2,.., 0, r=(1—1)g.
( Y ‘ ) )9
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Dalle (22, @) si hanno, come al n." antecedente, le relazioni notevolissime :

By, 2" =0, per v--v<l—1:; o, ' =0,1,...,9—1: (23),

ed altre relazioni si avrebbero confrontando nei due membri delle (22,b) i
coefficienti delle stesse w. Non scriviamo queste relazioni nel caso generale,
poiche non hanno una forma semplice e non ci occorrono nel seguito. Ci
limitiamo a darle nel caso che il divisore F abbia il primo grado. B alloa
g=1 ed insieme:

e le (22, b) danno le identita:

i (y’“, ;)3") == ]; (y-\'f’x», m7'"")7 ) (v)’))\

(-t sl 1y =0, Loy I —1;8=0, 1, U —1; s az=0, 7 a=0). § "

Nel caso generale (facendo nelle (29) £==1') si hanno dalle (22) I'g(lg- -1)
(per =0, 1,..., 1 g--2) relazioni lineari omogenee nelle

B (.UN’ my'% (".:0, 17"'3 l_(/l, SZO’ 17"'9 l’g"‘"l)a

di eul le (23)e sono-una parte. Queste I g(lg — 1) relazioni sono tulle indi-
pendenti. Aggiungiamo infatti ad esse le g relazioni:

DBy, «"""y=0, (s=0,1,...,7¢g -1); (24)
st avrd allora:
B(Y, " ")y= 0
¢ per la (16) del n.” 21 anche:
C(Y, X)=0,
donde (n.° 22) si trae:
By, «)=0, (r=0,1,.,1lg—1, s=01,.,0g—1)

Quindi le relazioni che si hanno delle (22) insieme colle (24) formano
un sistema di 17'g* equazioni lineari omogence nelle 17 g* quantitd B(y", x")
che hanno come unica soluzione la soluzione identicamente nulla; 41 loro
deferminante & quindi diverso da zero.
I cosi dimostrata la nostra asserzione: =i ha di pitt un altro risultato.
Per le soluzioni X, Y delle (1) si ha:
oY, Xy=P'.¢Q (16)
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dove:

Q=—B(Y, ") (16)+*

¢ un polinomio determinato di grado U g — 1. La conoscenza del polinomio Q
determina in modo unico le B (3, «"), (r =0,1,..., lg—1; =0,1,.., g —1);
per quanto precede infatti si hanno in tal guisa 11'¢g* equazioni lineari nelle
B (y", #") stesse, il cul determinante & diverso da zero. Sono allora determinate
anche, in modo unico, le C,, (¥, =), con o, qualunque (n.c 22).

24. @) Supponiamo in particolare che il divisore P sia lineare, sia:
P=0--u,
In questa ipotesi se &:
l’—‘l
t
Q == Zt Qt (") - "')n) 3
[]
si avrd dalla (16y** (poiche g=1):

145 Q|

800" | b,

By, &)= — ¢ =—

e quindi, per le (23) a), b), & anche (con I =1):

By, )=0, per O=r -s<<l—1;

N - 1 form Qg t
; s -1 ? l" = ‘ TEMFCTSY S 1 ; 7
B, @) i (rs—Il-+-DHoe ™" | e, (23)

l—l=r+s=1-1 -9,

(r=0,1,...,1—1;8=0,1,...,0—1). /
Avendosi inoltre dalle (24)' del n.° 8:
Ay, Yy=u0, By, ) By ', )

sard anche:

Ay, )y=0, per r-ts<<l-—1; }
fl (!IN: az“) = { 6)“ qr‘§-‘«~? 1 — q»'§~x_—l }} per l _ 1 ‘:_: [ ”‘i‘ S‘Vf l "j;“‘ l, I {2; 1 (‘23)”

(r=0,1,..,01—1,8=01,..., ' —1). !
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b) Sia ora Qp, (o, s=1, 2,..., k) un sistema di »* polinomi in o de-
terminati in guisa da soddisfare al teorema del n.° 20, e siano:

X® YO (o, 6=1, 2,..., h)

due sistemi associati al sistema Qps; poniamo:

’790—'1
Qps = ‘3‘:1. % (0 — w,), (tps = €4 —+ €5 — €p1),
ep—1
NE= % 2p” (0 — o)) (mod (o — w,)e), (25)
0
96—1 (9’ G:I) 2, ,h)

YO=3¥, 4% (60— o) (mod (v —u,)%o);
0

dalle relazioni precedenti si ha subito:

B (yos, xtr)y =0, per r4s<lepw—1; )
B (yos, o) = — ig*(r‘)s*"eﬁ 41> DET Tt s=ee—1; ’ (26),,,
(r=0,1,.,¢e—1;8=0,1,.., es—1)
A (yes, arr) =0
A (7 273 xp.r) —_ — w, %) — loo) ( 00 e 0) g (%)h
) - o Q@'—{-s—);gg-f-t q@'—{—s—;}eg y @, =Y)

¢) Consideriamo il caso particolarissimo in cui si abbia:

Qp7 == 0, pel’ P = ‘— G e Q’P = 1. s (Q7)

si ha in questo caso, per due sistemi associati X, Y®:
A (ys, @) = B (g, @pr) =0, per o-|-p, § ©8)
(r—0,1,.,e—1;8=0,1,..,e—1) "

per p=o¢ & invece, col simbolo & di KRONECKER:

B (y!"s’ ar;Pvr) e 81'4_8._29%_1 R )
(r,s=0,1,..., ¢g—1) (28),

A (y{’»s’ m?;r) = 0, 81‘+s_ee+1 “*}* 8,,_{_3_[,9 ’ §

0 brevemente:
B (szS’ w{’ﬂ‘) = 895 . 87._}_3_69,,’,1 y
(28%)

A(yc»s? Qj[/-r) — 895 . (0)0 3’%8—?9‘%[ —+ 8,._*_3_29).

Annali di Matematica, Serie [II, Tomo X1V, 42



314 Nicoletti: Sulla riduzione a forma canownica

d) Dai due sistemi canonici X, Y definiti al n.° 19 & facile dedurre due
sistemi canonici associati al sistema (27). Si determinino infatti 24 polinomi
My (o), Nu(w) determinati rispetto al modulo (& — o,)?, («¢=1,2,..., h) per
i quali si abbia:

My (w) Nu (0) Qe= —1 (mod (0 — 0,)*, (a=1,2,..., h) (29
essendo Q. espresso dalla (6) (con P=w —,). Uno dei polinomi stessi &
completamente arbitrario, purché == 0 (mod (» — ©,)**) e posto:

XP=M,XP, Y= N, Y? (mod (0 — 0,)%) )
G, k=1,2,..., m; a=1,2,..., h) {

H

(20)*

2

saranno, come & chiaro dalla (3) del n.° 19, X, Y@ due sistemi canonici
associati al sistema (27) relativo al divisore o — o,.

25. Quando il divisore P non ha il primo grado, la determinazione
delle B(y', @), (r=0,..., lg—1; =0, 1,..., I'g — 1) associate ad un poli-
nomio @ di grado I'g — 1 (essendo I=1) ¢ data dalla risoluzione di un
sistema di equazioni lineari, la cui forma non & semplice. Terremo in questo
caso una via inversa; supporremo date le B (y°, «”) in guisa che sian sod-
disfatte le condizioni imposte dall’essere X, Y soluzioni delle congruenze (1)
e determineremo dalla (16)** del n.® 23 il polinomio @ che figura nella (16)*.

Conviene percid tener conto delle condizioni cui devono soddisfare le
B (y, «). Queste condizioni (le quali comprendono evidentemente le rela-
zioni date ai n. 22, 23) troviamo al modo seguente.
Siano
Py, P%,..., Pom

i divisori elementari di D () e sia, come al n.° 11:

nt
P,,=cu"?+af"’¢,)ﬂp“—{—...+a§’§_1w+ag’;, (p_-:l, 2,..., m; ‘?&,geep———n)

siano poi:
X=|aple], Y=|ypw|

(GE=1,2,...,n; po=1,2,..,m; te=0,1,.., ggo— 1;
TO'=O; 1,-“, eugc—" 1)

due matrici quadrate di ordine n diverse da zero, ma affatio arbitrarie, e
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poniamo per brevitd di serittura:

B"’te“’v”o =B (y>7a, xMe); Aﬂ‘e:ﬁffo = A (y**o; wele); ) (30)

(poo=1,2,...,m; t,=0,1,..., 9, —1; 7a=0, 1,..., es gs — ) y
sard allora anche: .
| Bogyoz, | =1B|. X.Y--0. (30y

Supponiamo ora che la matrice X sia canonica per le righe di D (»); mol-
tiplicando le (24Y del n.c 8 per y# s, e sommando rispetto all'indice i da |
ad n, abbiamo le identitd (nelle quali intendiamo che sian nulle le B in cui
un indice f, o 7, sia negativo):

Aprgeimore = Bppgeru—tiozs — @},:,’_u Bp,wvt11g0~1076 3 3D
[
(eyo=1,2.,m;v=0,1,., 06— 1;0=0,1,.,00—1;76=0,1,., ¢ gs— 1)

7

inversamente, poiché la matrice Y si suppone diversa da zero, queste rela-
zionl equivalgono alle (24), del n.® 8; esse sono quindi caratteristiche per
una matrice canonica X per le righe di D (w).

Analogamente, se la matrice Y & canonica per le colonne di D (w), si
avranno le relazioni:

Apteorgorw = Bpteowgeiu—t — 0f)_, Betgownge-1; 3Ly

D]
(p,0=1,2,..,m; v =0,1,..,ec—1; u'=0,1,.,9s—1; =0, 1,..,epg,— 1).

Se quindi ambedue le malrici X, Y sono canowniche, 'una per le righe,
Valtra per le colonne di D (v), si avranno le identita fondamentali:

Bopgeruiopgoru — “g’;_u Beo41)90—10.0'901w = Bpogeruovgotu—1 —

— @) Beoge o mtnge—1 52)
(o o=1,2,...,m; v=0,1,...,—1;0=0,1,.., e,— 1;

u=0,1,...,90—1; w=0,1,..., ge —1).

Osserviamo esplicitamente che: le identita superiori dipendono uwica-
mente dai divisori elementari (nel campo R) del determinante D (v).

Inversamente si abbiano »* quantita By,yo7,, il cui determinante sia
diverso da zero e che soddisfino alle (32); o come diremo, si abbia una solu-
zione propria By, delle (32), e sia ad es. X una matrice canonica per
le righe di D (o); le prime »* delle (30) definiscono allora una matrice Y, la
quale, per quanto precede, sara canonica per le colonne di D (w). Due tali
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matrici X, Y, evidentemente legate in ugual modo alla soluzione propria
Be.tyoxs considerata, si diranno associafe a questa soluzione. Ad ogni solu-
zione propria delle relazioni (32) sono quindi associate oo” coppie di matrici
canoniche.

Segue anche di qui che la pitt generale soluzione propria delle (32) si
ottiene dalle prime delle (30), quando sia X la piu generale matrice cano-
nica per le righe di D (»), Y una particolare per le colonne (o inversamente,
il che & lo stesso); una tal soluzione contiene quindi linearmente ed omo-
genamente N=mn,—+ 2(n, +n,----+n,) parametri arbitrari.

E anche chiaro, che quando tutti i divisori P,, P.,..., P, abbiano il
1.2 grado (nel caso di WeIERSTRASS), le (26), del n.® 24 danno la pil generale
soluzione propria delle relazioni (32).

926, Nel caso generale si ha un sistema notevole di soluzioni delle re-
lazioni (32) al modo seguente.
Cerchiamo di soddisfare alle (32) stesse ponendo (indicando 3z il sim-
bolo di KRONECKER):
Bﬂrtgi"}"o = dps . .S‘gg)_!__[a , 2 33)
(o 6=1, 2oy 3 to=0, 1,0, pgp—1; To=0, 1,..., eage—1) |

essendo le %@ delle quantitd da determinare. Per f{, = — 1, si ha intanto

dalle (83):
5‘£§3 =0, per sp<lepgp—1; (34).

le (32) diventano poi identiche per P,=w; per P,-!-w diventano semplice-
mente:

C. (o8
“ngeg) —1 ~ %9§e+u-1
) = e ) .
oy, (34),

(h=ep,0a+1,...; %, —1; u=1,2,,.., 90— 1; p=1,2,..., m)
e si soddisfa ad esse ponendo:

sgr{g(,m}-u-J == A‘;f) ’ a’g’?—u 5
con: (34).
w=0,1,.,90—1; h=0,1,..,2¢,—1; Al»=0, per h<ep; p==1,2,...,m.
Con queste posizioni il determinante | Bprors| 81 riduce al prodotto
" ‘eege

‘ (o) ( .
];]P# “’é;ge_i ‘ »
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sard quindi diverso da zero, quando, per Pp==o, si prenda Aff: =|:0, e per
Pp=w si prenda 3%? <=0,

Otteniamo in questo modo una soluzione delle (32), la quale contiene
m
E = Ype, parametri arbitrari. Per una tale soluzione le (30) e (31) diventano:
1
BQ’tO;G’TI = A(”teioﬂo = 0’ per g ";‘ G5
(g s=1,0.c, m; tp=0, L,..., eagp —1; 7e =0, 1,..., es gs — 1)

Be,"re:ew .= Ao, “’if(,)-w con p 4 vp="nge+t— ;

(p=1, 2,..., m;up vp=0,1,...,ep 90— 1) (39)

, == Alo) ¢ — (g f
AQ’”QQ“'"%’!” gortt A‘l? : agi,)—t-}—l A(»‘Z?-}}-v’+l ag?—-u ag(;}-—-u”

per (v v)ge-+u—+uw'=hg,+t—1et>0, ciogperu—+u'- g—1I; j
’ —— ( —_— iy 4 * —— ! — —
Agpgpegw = Al a0 — Al L, ag’g_n . “,5/';,)_”'7 per w--u'=g—1 |

Per Pp=wo si ha semplicemente:

B(’:teadﬂa = Ag,t(,;ﬂ',‘re == 07 per ¢ \ G, (93 c=1,2,. ’ /"L);

i I I
B =5 . 4 =5 (S, =0 per sp<e,— | (35
Ortgisty T M“(‘_*‘v(’ s Llougiesty = -4»449—}-0{,-—1; 'r’s{)=0 = pe Se (4 )
Consideriamo il caso particolarissimo in cui si abbia:
Ad=0, per h |- e (0per Pp=u sia SO=0, per s |-e—1),
essendo sempre A®-|-0 (3@ _ -| 0). La soluzione corrispondente delle (32)
0 3

si dird la loro soluzione principale e due malrici canoniche associate ad essa
si diranno sewplicemente associate. Le (35) in questo caso diventano:

Bé”te;""fa = A(”te;“s"'a =0 per ; |- 53
Bg,ue:e,ve = Bhee . Ag’) . Cbé(;;)___t, per Yo Vp == h 9ot t—1 s
A(:,rvge+u;g,fu'ge+u' = A.g;) { ahee a;% )-t % (S‘c-i-ul.i.l,e(, ag(;g__ " ag’g__u, §
per >0, ciot -+ u' =j=g—1;

Aemge-!-u,g.v'ge—}-u’ == Ag?} 8@'—{-0’,69 a({’) - 80'{-”’ +Leg aé?_. 3,@ ag(;?—-u' {

per t=0,ciotu +u =g—1;
e=1,2,..., myvp, up=0, 1,..., eogo—1; u, w =0, 1,..., gp —1;
v, v=0,1,..., ¢— 1)
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e per P=ou:
B(’yte;vy'ta = Aeste;ﬂ,‘fg = 0’ per P;[v ¢ ; |
(b o=1,2,...,m; =0, 1,...,60g0—1; ta=0,1,..., esgga— 1) 35y
5
— X <(p) . — (p) .
Beme;ga,‘ve = 6%-}-1,-9,%_1 . ../g;) ; Ae’ué’;e’”e = 844{,-{»0(,,39 . ,Jg(: ;

(e=1,92,...,m; up, v,=0,1,...,¢,— 1).
Scriviamo le (35)* anche nel caso che P, abbia il primo grado e sia
P, =0 —w, (con o, =|=0). Abbiamo allora g, =1, ag;) = —wp € prendendo

1 . ..
A.Efe} =——, otteniamo le relazioni:
o

N -
Bg,ue;g,-ve == bue-{-ve,ee—i; AQ’“Q;Q’”Q = 8“(’ Vgrly ~~ Gup 394(,-{-%,90—1 5

p=1,2,...,m; up, vp=0,..., ¢p— 1)

che contengono le precedenti (per ng) ==1) e coincidono colle (28) del n.o 24,

nelle quali si sia fatto w, = wp.
Facciamo ancora un’osservazione. Siano |®f% |,|y7% | due matrici ca-

noniche, per le righe e per le colonne di D (»), tra loro associate e si dicano
X9, YO (4, k=1,2,...,p06=1,2,...,m) i polinomi corrispondenti.
Dalla (16)*** del n.c 23 e dalle (35)* si traggono le identitd notevolissime
C(Ys, Xp)=— SPa.Ag;)PZp Poyy (o, 6=1,2,..., m)
(Be=fa) | (36)
con Py, = P, — o = al®) a9p—1 + af) wge-? e, agfg ;
e per Pp= o, .95;2: 1, semplicemente:

C(Y®, X¢) = 3, ote, (36)

Osserviamo infine che & possibile, in modo molto semplice, trarre dai
due sistemi canonici particolari definiti al n.® 19, due sistemi canonici (e
quindi due matrici canoniche) associati. Si determinino infatti dei polinomi
My, Np (p=1, 2,..., m) definiti rispetto al modulo P, dalle congruenze:

M, N, Qp=— Ag;) - Pp, (mod Pee)
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essendo @p definito dalla (6) del n.° 19, fattovi « = ed analoghe. Posto:
X0 =MXP, YO=N,T® (mod Pg), (p=1,2,..., m)

saranno X, Y% due sistemi canonici associati.

RImuzIioNs A FORMA CANONICA DI UN FASCIO DI FORME BILINEARI,
I TEOREMA DI WRIBRRSTRASS,

27. Siano:

L2 ki3
Amv)y= 3, a,u,v,, Buov)=Y,b,u v, (37)
1

due forme bilineari in due serie di » variabili u,, u,,..., u,; v, v.,..., v,,
la seconda delle quali abbia il determinante |b, | diverso da zero. 11 deter-
minante :
D) =|a,—ob,|, (G E=12,...,n)
si dird il determinante del fascio 4 —» B. Sia R un campo determinato di
razionalitd (che contiene le a,, b,) e si decomponga, nel campo R, il de-
terminante D nei suoi divisori elementari al modo seguente:
D ()= (—1)"|b,|. P4 Pg... Pom
con: Pp=09 - ald 09" 4. .. —{»—afq@;, (e=1,2,.... m).
Sia inoltre:
Botpozas (0 0=1 2,..., m; =0, 1,..., e —1; 7a=0,1,..., ec g — 1)

una soluzione propria (appartenente ad R) delle relazioni fondamentali (32)
e siano:
X=| w};;tel, Y =|y%%|

due matrici canoniche, 'una per le righe, l'altra per le colonne di D (), as-
sociate alla soluzione stessa.

Assumiamo, invece delle u, v, delle nuove variabili 4,5, {os,, mediante le
formule:

i eggg—1

[}

g

— (6, k=1,2,..., n); (38)

9z
¢ 5
v, = ;p %‘tp w%tﬂ‘ C.,p,tgg
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per un tale cambiamento di variabili le forme A4 (uv), B (uv) ed il fascio
4 — o B si mutano rispettivamente in

Awv)= A0 = X dosor, tety Gory

B (uv) = B(nl) = 3 Bytyor, Mgt Corg;
Awv)—o0Buv)=A4A(nl)—oB»l)=3 (Aevtg;mo —o B{”tgw:Ta) "'etgt-ﬂa;
(poo=1,2,...,m; b,=0,1,..., 9. —1;7,6=0,1,..., eags— 1);

2 (39)

e per le (31), (32) del n.® 25 ¢ coefficienti dipendono soltanto dalla soluzione
considerata B, delle (32) stesse.

La (39) si dird la forma canonica del fascio di forme bilineari:

dasOTg
¢

A(uv) — o Buv),

associala alla soluzione B,

03057 *

Abbiamo cosi il teorema:

Se (B(,;?;MG)A ¢ uno soluzione qualunque (propria) delle relazioni fonda-
mentali (32) del n.o 25, il fascio di forme bilinear::

A (uv)— o B v)= (@, — 0 b,)u, v,
1

pud (in oo modi) ridursi alla forma canonica, associata alle soluzione con-
siderata:

Al —eB@rl)=23 (.Ae,teza,'rg — Be,tesﬂ,’fa) Nty Lot

nella quale le Ae,tg;mo si esprimono per lo Be:"g:ma nel modo dato dalle rela~
zioni (31).

11 risultato ottenuto pud invertirsi al modo seguente.

Sia ancora Bg,te;g,,o una soluzione propria delle (32), ed il cambiamento

(38) di variabili riduca il fascio 4 — o B alla forma (39), essendo le dot01,
espresse per le Botyoz, mediante le (31); allora, per quanto abbiam visto al

n.° 25, saranno le matrici | X | ed | Y| due matrici canoniche, per le righe e
le colonne di D (w), associate alla soluzione considerata.
Ora i risultati del n.° 26 ¢i danno il modo di determinare infinite solu-
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zioni proprie delle relazioni (32) (quando i divisori P, sian lineari, dal n.° 24
ne abbhiamo tutte le soluzioni); sappiamo inoltre (n.° 10) costruire la pin
generale matrice canonica per le righe di D (w), dopo di che le prime tra (30)
del n.° 25 determinano razionalimente la matrice canonica Y associata. Ab-
biamo dunque:

La pin generale trasforinazione di variabili che riduce il fascio 4 — o B
alla forma canonica associata ad una soluzione propria delle relazioni (32)
si ha considerando due malrici canoniche, per le righe e colonne di D (w),
associate alla soluzione stessa.

Una tale trasformazione di variabili & determinabile razionalmente e con-
tiene

N=mn,+2(n+n-+---n,)

parametrs arbitrari, essendo n.(r =20, 1,..., n) il grado del m. ¢. d. D, (v) di
tutti ¢ minori di ordine n — r del delerminante D (w) del fascio.

28. Dal teorema dimostrato segue, come corollario immediato, il feo-
rema di WETERSTRASS (¥):

Condizione nocessario e sufficienie perché due fasci di forme bilineari
tn due serie di n variabili, ¢ cui determinanti non siano identicamente nulli,
siano equivalenti, & che i deterininanti dei due fasci abbiano gli stessi divi-
sori elementari.

Due fasci di forme bilineari 4 — o B, 4'— o B’ si dicono, come & noto,
equivalenti, quando esiste una trasformazione di variabili, indipendente da o,
che muta la forma generica 4 —w B del 1° faccio nella 4" — o B’ del se-
condo, corrispondente allo stesso valore di . L’ipotesi che i determinanti
delle due forme B, B’ siano diversi da zero, & inoltre, come subito si rico-
nosce, equivalente all’altra che i determinanti dei due fasci non siano iden-
ticamente nulli (*¥).

(Cid premesso, & chiaro che la condizione enunciata nel teorema di
WEIERSTRASS & necessaria per 'equivalenza dei due fasci 4 — o B, 4'— o B;
dimostriamone la sufficienza.

Siano D (w), D' (») i determinanti dei due fasci; poiché essi hanno, per
ipotesi, gli stessi divisori elementari, avranno comuni le relazioni fondamen-

(*) Cf. Murs, L c., pag. 61.
**) Cf. MurH, L ¢., pag. 84.
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tali (32) e le (31) del n.»o 25 e quindi anche le soluzioni relative. Fissata una
qualunque soluzione (propria) Byt delle relazioni stesse, & possibile ri-
durre (in modo razionale) l'uno e Valtro fascio alla forma canonica asso-
ciata alla soluzione considerata; i due fasci sono dunque equivalenti. E inoltre
chiaro che:

Si pud delerminare, in modo razionole, lo pinn generale trasformazione
delluno nell’alire fascio. Una tale trasformazione contiene

N=%o+9(n1+nz+"'+%n)
parametri arbitrari.

Se infatti § & la pitt generale trasformazione di variabili (data dalle (38))
che porta il fascio 4 — o B nella forma canonica (39), T, una particolare
che porta il faseio 4'— o B’ nella stessa forma canonica, la piltt generale
trasformazione che porta il fascio 4 — o B nell’altro 4'— o B’ sara data da
S T:4 il che dimostra quanto abbiamo affermato.

Facciamo ancora Posservazione seguente.

Siano P, P,,..., P, dei polinomi in o, uguali o diversi, primi nel campo R,
dei gradi ¢,, g2 ..., gu, d indicando con e,,e,,..., e, dei numeri interi non
minori di uno, si ponga n=-¢, g, + ¢, g, -+ -+ €. g..; si considerino quindi
le relazioni (32) del n.° 25 (dove le a¢ hanno i valori corrispondenti al po-
linomio Py, (p=1, 2,..., m)) e ne sia Bpgers Una soluzione propria, affatto
arbitraria (ad es. determinata come al n.° 26). 11 fascio (39) di forme bili-
neari nelle variabili n e { ha i divisori elementari P, Pg,..., P Consi-
deriamo infatti il determinante del fascio ed aggiungiamo alla colonna (g, 0)
di esso le colonne (p, v g, + u) moltiplicate per

w"P‘Z, (v=0,1,..., ¢,—1; u=0,1,...,g.—1;p=1,2,..., m);
la colonna (p, 0), per le (31) del n.o 25, verrd a contenere il fattore Pge (cfr.

kil
n.° 3), donde, poiché Y, e, g, =n, ordine del determinante, segue senz’altro
1

la nostra asserzione)

Abbiamo cosi il risultato:

Siano P,, P, ,..., P, dei polinomi in v, uguali o diversi, dei gradi
Gis Gz srevy Guy Primi nel campo R (ma del resto affatto arbitrari) e siano
€1,€y,5..., €, dei numeri inferi non minori di uno, e st ponga:

0

fn,'::el g‘“‘%"egge—‘h: ey + emgm'
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Esistono infiniti fasci di forme bilineari in due serie di n variabili, che hanno
. e 4' y - . @, *
i divisori elementari Py, P&, ..., P (*).

29. £ da osservare in modo speciale la forma canonica del fascio
4 — o B, associata alla soluzione principale delle relazioni (32). Questa forma
si dird semplicemente canonica. Le (35)* del n.° 26 danno:

Al —wB@nl) = ;e AP (A® (1) — 0 BP (7)) (40)

essendo, per P,-|=o:
e,~1

5 Jo
AP0 )0 B0 =3 (@) 1y — o a9 ) BOG ) — B,

[

P sﬁ') (n) ‘ng)—u—-i (C)

B} (0 ) == N, tipup Love; CONUp—+Vp=€pgpt+1t— L;up, vp=0,1,..., ¢ go—1; (41)
Bge)"i (n,0)=0. per e=1;

Gt gp—1
)= ¥ ; e ¥ .
PSf) (.q) — %t ag‘;)—.t ﬂ&’,'w{; 13 Pg;e) (‘7) - %i a’(g(g.__f ZP,:‘;/QM s
e convenendo insieme di porre af) = al®), = 0; per P,=wo si ha invece sem-
. o
plicemente (facendo 3@ = 1):
e

~1

99—1 . e . ,
B® (0 () = %; gu Cpegnss AP (0, L) = i} T Cprogeue (41)

Abbiamo quindi:
Il fascio A(n)—w B(nl) si decompone nella sonuna di m fasci:

AP (3 )— o B® (40), (p=1,2,..., m),

corrispondenti ai singoli divisori elementari del determinante D (o). Il fascio
corrispondente ol divisore elemenlare Pge , di grado e, g,, conliene due serie

di e, gp variabili npu,, Lew,, (tp, V=0, 1,..., eog,—1) ed ha la forma ri-
dotta data dalle (41), (41) (**).

(*y ¢f. MuTs, 1. c., pag. 86.
(**) Il decomporsi il fascio 4 — e B negli m fasci 4) — o B & evidentementie conse-
guenza delle sole:

Be;tlﬁ"ﬂa::ov (P,G:i, %7'“? m; pei=v, T =0, 11--'939 ge"‘la T =0, 1’---16"90 _‘1)'
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30. Consideriamo infine alcuni casi particolari.
a) 11 divisore P, sia lineare, P,—=w — 0, (con w,—|-0). Facendo
1 . .
A® = — —, si ha semplicemente (*):
%o 0p
Ag‘;) (A(P) — B(P)) = ("’)P - (0) (WPO ‘C-Q’eewl -+ g1 Z—e,ee—ﬂ R "lg,e{,_x CPO)

(42)
-+ ('nPl Zg,ee_l —+ Tip Cg,ee_g +- 1 T‘Q,E’-e—l E:Pl)

(e la seconda parte mancherd per e,=1); e questa forma, come & chiaro
dalla (41), comprende anche il caso di w, =0, cio¢ di P=a.
b) 11 divisore P, abbia il 2.° grado, e sia:

Pp =o'+ al® o + a¥).
Si ha in tal caso:

A¥ — 0 B = — a,g(’) (0] (Vnpo Ce,a_?ee._x -+ MNpy Z'e’%?—Q SRR 'ne,a_)eg_1 C{:o)
v 7 . . 7
+ (aé@) - a/(f’) (’)) (npx 2g:200—1 ~+ g Ce,@,ee_z -t ng,%ee-1 C.pl)
., [y / ”
+ a, ('npz C.g,@ee_l "i'_ 'ﬂpg C.g,@ee~2 + e + W(),Qee_l sz) (-‘l‘@)
e,~1

o %‘“ (G/SHS’) Tp2u -+ a(le) 'nP:%“H) (a’ée) Z—&“—’(eg"“_i)+ a'gg) C(’:Q(ee _")“1)a !

(ed il terzo termine mancherd per e,=1).
¢) 11 divisore P, abbia un grado arbitrario g, e sia e, = 1. K in questo
caso Bge_1 (n%)=0 e si ha:

AP — o B = — “g © (ﬂpo Kg,ge_l ~+ g, Zp,ge.—a -+ ﬂe,ge_l Cpo)
+ (a’fgeg - a(gg;)——i (0) (T‘Pl Ze,ge_1 + Tlpz Cg,g...z “}‘ e + 'ﬂe,ge_l C-Pl)
_!,_. . . . . .
) o A "
+ (afp) — ol ©) 15, Lpgs — (42)

— (@) B,g, s 1 af) Ng.gy—o =+ “(ﬁz Tp,)-

(Cb(f’) Cg,ge-1 -+ aﬁlﬁ’) Zg, o2 + -+ Clz(g?; C.po)'

d) Quando tutti i divisori P, abbiano il 1.° grado e sia e, =1, (p =1,
2,..., m) e quindi il determinante D decomposto nei suoi divisori elemen-

(*) Cf. Muts, p. 82.



di una sostituzione lineare omogenea e di un fascio di forme bilineari. 325

tart sia:

D () = (— 1) | ba | Tp (o w),

ponendo per brevith np, =np, Loy =104 (p=1, 2,..., %) e facendo (per w,-| 0)

Agz) =— %—, si ha la forma semplicissima:
o
"
A —~0Bnml)= ;p (wp — ©) 1p L. 42y

Inversamente questa forma pud aversi soltanto in questo caso (*).
¢) Una tal forma si ha in particolare quando sia e, =0, (i,k=1, 2,..., n)
e 'b,|==0. E infatti allora Pp= 1, per p=1, 2,..., n. Si ha cosi il teorema
(cfr. n.!' 8, ¢) e 12, d)):
Qualunque forma bilineare B in due serie di n variabili, il cui determi-
nanle sia diverso da zero, pud trasformarsi, in infiniti modi, nella forma wnitc:

E=n111+n2.<2+"'+.ﬁn:n'

La pia generale di tali trasformazioni ¢ delerminabile roazionalmente e
contiene n® parametri arbitrari.

™ Cf. MurH, L. c., pag. 93.



