
I1 teorema di Desargues,  il teorema di Pappo 
e l 'esistenza d'una reciprocit/t o d'una po- 
larit/ . 

(1)i BElq 'o  l~l,:vt, tt, Ca.gliari.)  

1 •  IIOtO come, sul fondamento dei l eoremi di I)l,:S~l¢GUl,:S e di I'~tVPO- 
PASCAL, si posstt costruire l 'intera geometria projetiiva (*). Questa osserva- 
zione ha ispirato a vari geometri di ricercare le mutue dipendenze fra quesli 
teoremi e le proposizioni che pitt comunemente usano mettersi a base della 
geometria projettiva: postulati metrici, postulati dell'ordine, postulati di con- 
tinuith (d'ARCmMET)E e di DE1)EKIND)(**). 

L'ammettere il teorema di DF~SAI~OUf:S in una geometria piana in cui 
vttlgano le 1)roprieth projettive di at)partenenza (***) cquivale (****) ad am- 
mettere quel piano immergibile in uno spazio di tre dimensioni nel quale 
siano veriiicate le proprieth projettive e di a.ppartenenza di punti, rette, 
piani (*****). Si pub allora parlare di projezioni e sezioni nel significato pifl 

(~) Si t rova questa costruzione raccolta in modo sistematico helle Vorlesungen i'~ber 
die n.euere Geometrie del PAStil. 

(~ )  t / icordo in part icolar  modo il Scnun, lo HILBERT, il SCH(ENr~LJ~:S, Io HESSeN~ERC : 
iu connessione con queste ricerche fondamentali ,  molte a l t re  di attri autori  si ebbero in 
questi ul t imi anni,  che sarebbe qui lungo il r icordare.  Io stesso me ne occupai sotto pill 
punti  di vista nella Memoria : Fondamenti della metrica projettiva (Memorie della R. Accad. 
delle Scienze di Torino, 190~), che sarh ancora r icordata  in seguito. 

(~~) Due punti  individuano una ret ta  cui essi appartengono;  due rette individuano 
un punto, per cui passano. 

( ~ )  Cfr. H~LBERT, Grundlagen der Geometrie (2.te Auflage, Leipzig, Teubner,  1903), 
pag. 66-67. 

( ~ )  Vale a dire che ai postulat i  di appartenenza enanciat i  nella nora (~-~) oecorre ag- 
giungere g]i analoghi dello spazio:  trc punt i  individuano un piano cui a ppartengono, due 
piani individuano una ret ta  per cui essi passano.  
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vas to  in cui  r i c o r r o n o  o r d i n a r i a m e n t e  ne l la  g e o m e t r i a  p ro j e t t i va ,  e, s e g u e n d o  

il Ct~EMO~A, il THOMAE, il PASC~, def in i t e  colli~eari od  omografiche (o, t r a t t a n d o  

di sole f o r m e  di 1. a specie ,  a n c h e  projettive) due  f o r m e  di p r i m a  o di s e c o n d a  

spec ie  che  s i ano  fra  lo ro  r i fe r i te  m e d i a n t e  u n a  c o r r i s p o n d e n z a  def in ib i le  con 

u u a  s u c c e s s i o n e  di p ro j ez ion i  e di se~ioni  (*). N o n  si p u b  pe rb  a f f e r m a r e  che  

tal  c o r r i s p o n d e n z a  sia i n t e r a m e n t e  d e t e r m i n a t a  da  t re  copp ie  (pe r  le f o r m e  

di 1. a spec ie  - -  q u a t t r o ,  pe r  que l le  di 2. a) di e l e me n t i  omologh i .  

A s tab i l i re  q u e s t o  fa t to  o c c o r r e  a p p u n t o  il t e o r e m a  di PAPPO-PASCAL: 

(( I pun t i  d ' i n c o n t r o  del le  copp ie  di lat i  oppos t i  di u n  e s a g o n o  insc r i t to  in 

u n a  c o p p i a  di r e t t e  s o n o  al l ineat i .  ~ 

Si 5 q u e s t a  p r o p o s i z i o n e  che  si p u b  r i t e n e r e  e q u i v a l e n t e  al  t e o r e m a  fon- 

d a m e n t a l e  di STAUDT;  ed  in vir t f i  di essa  si p u s  c o s t r u i r e  l ' i n t e r a  g e o m e t r i a  

p r o j e t t i v a  l i nea r e  (**). Deves i  p e rb  o s s e r v a r e  - -  e ci5 n o n  fu forse  spesso  suf- 

f i c i e n t e m e n t e  r i l eva to  (***) - -  che  ta le  e q u i v a l e n z a  al t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  

(~) Si pub pure definire la collineazione fra due spazi (sovrapposti necessariamente se 
si pensa di restare in ua determinato spazio di tre dimensioni); la nozione di projezione e 
delia, eonseguenLe corrispondenza prospettica va allora comptetata colla condizione di colli- 
nearifft (cio~ che ogni retta si muta in una retta) che ~ allora indipendente da quella di 
prospettivifft. Cfr. PASCH, 1. C. 

Questa definizione deila projettivit~ si attribuisce di solito al THOMAE chela espose nella 
sua Geometrie der Lage. Ma prima della pubblicazione di questo, nel 1873, anche il CREMON~ 
aveva gih adottata questa definizione helle sue Lezioni, e Ja troviamo riprodotta nella sua 
Geometria projettiva, pubblicata precisamente nello stesso anno 1873 di quella del TttOMAF, 

(~) Non naturalmente la geometria quadratica; non si potr~ cio~ asserire ancora nulla 
sull'esistenza di punti uniti d'una projettivit~t e sulie questioni connesse a questa. 

( ~ )  Invero fu dimostrato dal PASCH (1. C.) e por via aritmetica dallo HILBERT (1. C., 
pug. 68 e 71) che il solo postulato di continuitb~ che occorra per stabilire il teorema di PASCAL 

quello d'ARcmMEDE, e che si possono dopo cib dimostrare tutte le proposizioni grafiche 
senza pifi far intervenire considerazioni di continuitY: ma il PASCH finisce tall considera- 
zioni osservando (pug. 125-126) che al postulato d'ARcmMEDE (di apparenza metrica) si pub 
sostituirne un'altro (forma projettiva del postulato di DEDEKIND - -  si possono a tal riguardo 
consultare le Lezioni di Geometria projettiva del BEaZOLARI, Torino, 1894-95, o de]I'ENRIQUES, 
Bologna, 1898), col quale si eolma la lacuna indicata dal KLEIN (Math. Ann., 7, pug. 532) nella 
dimostrazione di ST&'UDT. Ora, s e i l  nuovo postulato (quando sia unito al postulato dell'or- 
dine) include quello d'ARCHIMEDE, i'inverso non avviene, oade esso ~ esorbitante e non 
omogeneo al sistema del PAscm Questa insuffieiente distinzione nello scritto del PAsen 
fu causa, certo, ehe in scritti posteriori in cui non si aveva di mira la eritica di questo punto 
particolare, si affermasse senz'altro una equivatenza che non sussiste. Cosi il PIERI, Circa il 
teo~'ema fondameutale di STAUDT, ece. Atti della R. Accad. di Torino, 1904; Introduzione. 
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essenzialmente connessa alia definizione adottata per l'omografia. Se ap- 
pena si seguisse invece la detinizio~e staudtiana (~ si dieono omograiiche due 
forme di prima specie quando sono riferite in modo ehe ad ogni quaterna 
armonica corrisponda una quaterna armonica >~ (*), essa cesserebbe d'un 
tratto: la l~roposizione di STAUDT, che la corrispondenza ~ completamente 
delinita da tre topple di elementi omologhi, non si potrebbe stt~bilire senza 
rieorrere al postulato di DEDEKIND od a qualche altro pid o meno equiva- 
leate (**). 

(~) Cfr. Geometrie der Lage, pag. 50. II PJ~:RI ha rilevato che questa detlnizione in quauto 
chiede che il fatto si verifichi per ogJ~i quaterna armonica,  contiene del sovrabbondante  (Cfi'. 
Sulla definizione Slaudtiana dell'omografia fra forme semplici ~'eali. Periodico di Matematica, 
Vo]. ~1, 1905). 

(~'~) Per es., ~ ben noto the  al postulato di DEI)EK1N]), ehe involge l 'esistenza di punti  
aventi per ascissa ogni numero irrazionale, baster5 sost i tuirne un altro da cui derivi, sotto 
convenienti  condizioni, l 'es is tenza di punti  corrispondenti  solo a radici di equazioni r isolu- 
bill con una catena di cquazioni quadratiche.  Cosi opera il Pinto (I principii della geometria 
di posizione, ecc. Mere. della R. Acc. delle Scienze di Torino, 18(.)8, e II. co.) e cosi r i sul ta  
gih dalte ricerche del Dml~oux (Sur la 9domdtrie projective, Math. Ann. 17, 1880, pag. 55 
c seg.). 

l )a  altro punto di vista, si pub cercare di sost i tuire al post. di DEt)};~IXD un altro rcla- 
tivo alia natura  dell 'aggregato degli elementi di una forma di prima specie. Per vero, in se- 
guito ad una nora osservazioae det DAm~ou): 1. c. la questione assume la forma datale dal 
SEGI~t~ ([nlermddiaire des malhdmaticiens, t. I, 189{% pag. J8~): << qua l i 'possono essere in nn 
campo in cui nou si verifichi o l 'ordinamento  l ineare dcgli elementi, ovvero il postulato di 
I)EDEKIND (O utla parte conveniente di esso, come sopra si disse) le soluzioni del s is tema d'e-  
quazioni funzionali ~ (x + y) ~ ~ (x) + ~ (y), ~ (x 2) - - [ ?  (x)] ~ ? ~> 

facile vedere e h e l a  soluzione non ~ sempre la sola identitb~ cone  vorrebbe il teorema 
di STAUDT, quando sia numerabile,  od almeno ben ordinabile  l 'aggregato dei punti  della ret ta  
(Cfr. Vt.mL~N and BUSSE¥, Finite projective geomebries. Transact .  of the Amer.  Math. Soc., 1906. 
- -  B. LEvi, Geometrie projettive di congr~tenza e geometrie projettive finite. Trans.  of the Amer. 
Math. Soc., 1907. - -  VOLPI, Sopra le funzioni che godono della propriet~ distributiva. Giornale 
di Battaglini ,  Vol. 35, 1897. - -  HAMEL, Eine Basis aller Zahlen und dee unstetigen LSsungen 
der Funetionalgleichung f (x + y )=  f (x) + f (y). Math. Ann.,  60, 1905). 

[La questione proposta  dal  prof. SEGRE ha r iehiamato recentemente l 'at tenzione del si- 
gnor LEBESGUE il quale ha dimostrato (Sur les transformationsponctuelles etc., Atti della 
R. Ace. di Toriuo, Matzo 1907) che l ' identitfi  ~ ia sola iunzione ~, definibile anali t icamente.  
Mi si permetta di r icordare che in una Nora : Sulla teoria delle funzio~i e degli iJ~siemi (Ren- 
diconti della R. Ace. dei Lineei, Serie 5, Vol. IX, °2.~. sere., 190O) io annunciavo una simile 
proposizione come c°nseguenza di nun propos iz ione  (prop, V ; pag. 76) che non differisce es- 
senzialme~te dalle conscguen'ze delia delinibilit~) aaa l i t i ca  su cui si fonda il LEBESGUE. 

Ma poich5 in quello s tudio io a t t r ibuivo molto m,~ggior generalith alla definizione delle 
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Questa  differenza essenziale fra le due forme del teorema fondamenta le  

si riflette in tensamente  sulla definizione delle corr ispondenze projett ive fra 

forme di 2. a specie:  invero, mentre  ammet t endo  la delinizione della projet- 

tivit~ fra forme di 1. a specie e i l  teorema fondamenta le  nella forma dello 

STAUDT, si puo accettare pure  la definizione che questi  d~ di cor r i spondenza  

projet t iva fra forme di 2. a specie: ~ che per essa le forme fondamenta l i  di 

pr ima specie si mu[ino in forme foI~damentali di 1. a specie )~ e dedurne  una  

t ra t taz ione uni forme e s imul tanea  di omografie e di reciprocitY; ben diver- 

samente  avviene accet tando la definizione di CnEMO~'A, THOMAE e PASCH. l~on 

si pus  infatti  allora estendere alle reciprocit~ la defiuizione r icordata  in 

principio per le omografie, che riduce queste a successioni di projezioni e 

sezioni, n5 S i pub adot tare  la defiuizione s taud t iana  senza che cessi il teo- 

rema c h e l a  corr ispondenza ~ de te rmina ta  da quat t ro  coppie di elementi  omo- 

loghi (*). Perci6 il P~scs  detiuisce la reciprocit'~ spaziale (e conseguente- 

mente  - -  mediante  una  projezione o una  sezione - -  la reciprocitb~ ira forme 

di 2.a specie) come il prodot to  di una  omografia  e di una  polarit~ nulla, 

de te rmina ta  ques ta  mediante  la pro jettivit~ che su due rette reciproche se- 

gano le rette reciproche che le incontrano (**). Si potrebbe d 'a l t ronde evitare 

la considerazione dello spazio definendo di re t tamente  la reciprocit'k (come 

caso particolare, la polarit'~) fi'a forme di ~.a specie coll 'assegnare te projet- 

tivit'~ da esse subordinate  ira due coppie di forme di 1. a specie omo]oghe. 

funzioni, in una pig completa redazione insorsero difficoltg circa la dipendeaza di quclla 
proposizione V dai procedimenti di definizionc delle funzioni, onde quella Nota non cbbe 
per allora altro seguito. 

Ritengo perci5 doveroso il ricolloscere a[ sig. LEBESGUS la priorit'h dcl nuovo caunciato 
delia proposizione e della pubblicazione d'una dmlostrazione della mcdesima] (0ttobre 1907). 

(~) Cosi in una geometria projettiva finita P G (p~), quali furono studiate dai signori 
VEBLEN e BUSSEY (cfr. ta nota precedente) una collineazione in un piano di cooJ'dinate 
omogenee x,, x 2, x~ 6 dcfinita dalie formole (l. c., p. ~25o~) 

x'~ Xjc~j~x~i ~ ~ i ~ l ,  ~, j ~ l ,  % 3 t 

(V. pure VEm~F~N, ColllneatioJ~s iJ~ a fiJ,ite projective Geometry, Trans. of the Amer. Math. 
Soc., t907, pag. 366). 

Se allora si fissa che a 4 dati punti di coordinate numcri il~tcri (per cui xj = xi (modp)) 
debbalm corrispot~.cre ~ puuti di coordiuate pure humeri h~teri, lc qj-~ risultano pure humeri 
it~teri indipcndenti dalla seelta di k, e,.attribue~do a k gli n valori di cui ~ capace, si or- 
tcngono n diverse collincazioi~i (secondo la definizione staudtiana) che stabiliscono la data 
corrispondenza fi'a le due quaterne. 

(~) V. Pnsc~, 1. c., pag. 140 e segg. 
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Per tat modo il teorema di PAPPO-PASCAL viene ad assumere, apparen- 
temeute almeno, una posizione essenziale nella possibilith di definire una 
reciprocith. Alcune osservazioni complementari paiono aggiungere interesse 
a queste osservazioni. 

Si noti anzitutto c h e l a  legge di dualith, che si pub verificare sui po- 
stulati projettivi prima di giungere al teorema di PASCAL e alle ipotesi che 
ne concedono la dimostrazione, non pub essere argomento perch~ si possa 
illferirne (come potrebbe parere) l'esistenza di una reciprociff:. Infatti la legge 
di dualith stabilisce fi'a due iigure reciproche una corrispondenza nominele:  
ammessa l'esistenza di una determinata contigurazione di punti e rette di 
un piano (per es.), essa permette di affermare l'esistenza della contigurazione 
che, in parole, si detinisce scambiando nella descrizione della prima le pa- 
role punto e retta; fra le due configurazioni essa permette altresi di stabilire 
una corrispondenza reciproca, e permette in segnito di estendere, in modo 
ben detinito, tale corrispondenza a tutti gli elementi (punti e rette) che datle 
due confignrazioni si possono otten ere mediante sole operazioni lineari ef- 
fettuate sugli elementi di esse: ma nulla dice la legge di dualith sulla pos- 
sibilit~ di estendere, in modo ben deiinito tale corrispondenza ad altri ele- 
menti che in tal modo non possano generarsi. L'osservazione prende forma 
pifi precisa quando si introduca una rappresentazione per coordinate:  due 
si.stemi piani, punteggiato l'uno, rigato l'altro, si riferiscano a due sistemi 
di coordinate projettive (il che pus farsi col solo sussidio del teorema di 
DESAR~UES (*)) : se allora queste coordinate potessero avere una rappresenta- 
zioue comune, per es. mediante numeri dell 'ordinaria aritmetica, si potrebbe 
definite una reciprocit'h fra i due sistemi piani chiamaudo corrispondenti 
elementi che abbiano le stesse coordinate: ma le coordinate nel senso ge- 
nerico qui considerato non sono gi~ humeri aritmetici, bensi gli elementi me- 
desimi delle forme (di 1." specie) di riferimento, onde non ha alcun senso 
parlare di ~< stesse coordinate >> sopra due diverse forme di prima specie: le 
coordinate diverranno humeri solo eoll'aggiunzione dei postulati che permet- 
tono di far corrispondere un'ascissa numerica agli elementi d'una forma di 
12 specie, quindi solo coll'aggiuuzione del postulato di DEDEKIND, se Si esce 
dal campo delle ascisse razionali. 

La dimostrazione del teorema di PASCAL ~ riuscita, d'altronde, per pifi 
vie mediante l'uso dei postulati metrici:  qual ~ la parte ch'essi hanno in 

('~') Cfr. HILBERT, i. C., pag. 64. 



176 B e p p o  L e v i :  I l  teorema di Desctrgues, il teorema di Pappo 

tal  d e d u z i o n e ?  Se a p p e n a  si e s a m i n a n o  le d imos t r az ion i  d iverse  che ne fu- 

r o n o  da te  ( i nd ipenden t i  dal  p o s t u l a t o  d'ARc~IMEDS, perch~ a m m e s s o  tal  po- 

s tu la to  - -  anche  solo in u n a  sua  q u a l u n q u e  f o r m a  p r o j e t t i v a - - ,  il t e o r e m a  

di PASCAL ~ i m m e d i a t a  c o n s e g u e n z a  di quel lo  di DESARGUSS (*)) tos to  si ri- 

leva l ' i m p o r t a n z a  che a s s u m e  in essa l ' ipotesi  de l l ' e s i s tenza  d ' u n a  polar i th  - -  

a def in iz ione  me t r i ca  (**). 

]~ qu ind i  n a t u r a l e  il chieders i  qua l  diper~denza es is ta  f ra  l ' ipotesi  dell 'e- 

s i s t enza  di u n a  reciproci t~ in u n a  f o r m a  di ~.~ specie (ed in parLicolare di 

u n a  polarifft) e i l  t e o r e m a  di PAPPo-PAscAL. Nel n. ° 33 del la  mia  Me mo r i a :  

Fondament i  della metrica projettiva (***) ho t r a t t a t o  a p p u n t o  q u e s t a  q u e s t i o n e :  

m a  u n a  svista  ihcorsa  alla pag. 59 (****) mi ha  fa t to  cone ludere  per  l 'equiva-  

l enza  delle due  p ropos iz ion i  ( q u a n d o  sia a m m e s s o  il t e o r e m a  di DSSAI~GUES). 

Tale  equ iva lenza  n o n  suss i s te  di f a t to ;  le due  p ropos i z ion i :  (~ AeIla geome- 

tria considerata si pub definire una  reciprocitge >~, ~( Nella geometria considerata 

si pub  definire u n a  polaritg~ ~ p o s s o n o  i n te rca la r s i  s u c c e s s i v a m e n t e  f r a i l  teo- 

r e m a  di DESARGUES e i l  t e o r e m a  di PAPPO-PASCAL : esse sono  o r d i n a t a m e n t e  

i n d i p e n d e n t i  f ra  loro e da  ques te  due  proposiz ioni ,  e r a p p r e s e n t a n o  eosi una  

effet t iva scompos iz ione  dei pos tu la t i  del la  geome t r i a  proje t t iva .  

Egli  ~' cib che mi p r o p o n g o  di mo s t r a r e  in ques to  breve  scritto.  

Si i m m a g i n i n o  percib due  p iani  ( e v e n t u a h n e n t e  s o v r a p p o s t i ) r i f e r i t i  cia- 

seuno  ad  un  s i s t ema  di coo rd ina t e  (desa rgu iane  (*****)) n o n  o m o g e n e e  (~, "~,) 

(~) A1 modo medesimo che, in consegueaza del postulato d'ARe~IMnDF~ e della defini- 
zione Euclidea delle proporzioui, si stabilisce la commutabilit& dei medi in una proporzione, 
e quiudi il teorema di PAPPO. 

(~) Cosi nella dimostraziolte delIo SCHUR (Math. Ann., 51) it~ cui si fa uso dello spazio, 
ma non si fanno timitazioni circa l'ipotesi euclidea, si ricorre alia considerazione di simme- 
trie rispetto a piani e quiudi, implieitamente, alia co~siderazione della poiarit'h assoluta. In 
altre dimostrazioni, in cui invece si evita la coJ~siderazione dello spazio, e si deve perci5 
distinguere quale deile tre ipotesi sutle rette parailele si voglia ammettere, l'uso di polarith 
metriche compare diversamente: cosi nella dimostrazione dello HILBERT (Math. Ann., 57 e 
Grundlage~ der Geometrie, I[ Auflage, Anhang III, pag. t07) relativa al piano di LO.nA- 
CEWSKY e in quella dello HESSENBERG (]~ath. Ann., 61) relativa alia sfera (piano di RIEMANN) 
compie ancora funzione essenziale la poi-arit'h assoiuta (che in queste geometrie non 5 dege- 
nere) e nella dimostrazione delIo HILBERT (Grundlagen der Geo~uetrie, § l~. -- Cfr. pure B. Lew, 
Supplemento al periodico di Matematica, 1903. MOLL~RUP, Math. Ann., 56) relativa al piano 
euclideo hanno parte essenziale le proprietor del cerchio. 

( ~ )  Memorie della R. Accad. delle Sc. di Torino, 190~. 
( ~ )  Delia Memoria, pag. 339 del volume. 

( ~ ' ~ )  Cfr. HILBERT, Grundlage~ der Geometrie, 1. c., §§ ~2~-~29 e la mia Memoria citata, 
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e (x, y) rispettivamente, in cui l'origine del primo abbia per eorrispondente 
la retta all'infinito del secondo. A1 punto (~'r,) corrisponder5 generalmente 
una retta 

a ( ~ ' ~ ) x - ~ - b ( ~ ' ~ ) y - ~ -  1 = 0 ;  (1) 

questa equazione (1) pub dunque considerarsi come la rappresentazione a na- 
litica della reciprocith. Dall'ipotesi che all'origine del piano ~-~ corrisponda 
la retta all'intinito del piano x y si ha 

a (o  0 )  = b (0  o )  = o. 

Si sempliticano ancora notevohnente i calcoli supponendo the nel piano 
x y  gli assi x = 0 ,  y : 0  siano le relic reciproche ai ]mnti all ' iniinito dcgli 
assi .r, = 0, ~ = 0, rispettivamente. Se allora si pone in (1) y = 0, l 'equazione 
risultante 

1 a - 

deve essere equivalente (helle varial)ili ~, ~) a 

---- cost., 

questa cost. dipendendo biunivocamente dal valore di x. 
Quindi a (~'~) ~ fimzione della sola ~, e si pub porre 

a (~-~) = ? (~) e analogamente b ( ~ )  = ~ (-@ 

Si osservi inoltre the, s e i l  punto (~-~) si muove su una retta per l'ori- 
gine, la (1) deve descrivere un faseio di rette parallele; el6 equivale a dire 
ehe se ~ ed "~ si  molt ipl icano posteriormente  per  "u~w stesso numero ~, p (~) e 

('~) debbono mol t ip l icars i  anler iormente  per  uno stesso numero ; in simboli: 

1 1 
- x) 

l Mantenendo tisso ~ e facendo variare .; si vede cosi che p (~.X) ~ ~ fun- 
7t~)  

pag. 34 e segg. (314 e segg. del volume):  part icolarmente quest 'u l t imo luogo per le avver- 
tenze da ,usa rs i  nel calcolo con questi  humeri,  per cui si suppone vaJgano le proprieth fon- 
damental i  detle operazioni con humeri  razionali,  salvo la proprieta  commutat iva del prodotto.  

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. ~4 
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zione della sola ),; ind ieando  con ~: (X) ques ta  funzione  e p o n e n d o  

si ha 
(1)  = r : ( l )  = ,  

,~ (x) = • (x) r ~ (x) = ~ ( x ) ,  

(~) 

e l ' equazione (1) diviene 

c o n  

(1)  = l ,  ~ ( o )  = o .  

(1 ') 

(3) 

Si consider i  la cos t ruz ione  con cui si ot t iene il p u n to  ~1 t - .~ ~ (*); ad essa 
]a reciprocit 'h far~ cor r i spondere  la cos t ruz ione  seguen te  (flg. 1): 

,\ ,,/ x\ , 

\.\/ ,//" ~'>_ ., 

Fig. 1. 

/ 

\ 

\ / 

\.\ . / t .  / o/ . / 

~=o / / ' \  
I / ',, 

I 2.,¢ 5 / 

Si consider'i la ret ta  ":(.~,) r x  +-~: (~) s y  + 1 = O, reciproca del p u n t o  
(,~,, ~), la si seghi  cotla te tra  r x + ' :  ( - - 1 ) s  y = O. La paral lela  alla x = 0 

1 
pel pun to  d' in tersezione ~ la ret ta  x = , reciproca del p u n t o  

(~, + ¢: ,  o).  

(~) C f r .  HtLBERT, ]. c . ,  pa.g.  5*t~. 
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Espr imendo anal i t icamente  si ha 

1 

v (¢, -~- {,) r Iv (~,) - -  

Osservando the  {, -k E o = -~ ; ~-1- si ricava da qucsta stessa uguagliauza 
che deve essere -: ( - - 1 ) = -  1, e quindi  

Del pari, alla costruzione sul piano { r, del punto  (0, {, {~) (*) ('.orrisl)on(h, , 
per la reeiprocitgh nel piano x y, la seguente (fig. ~): 

\ \ 

\ x x 
\ % 

/ ' , , ,  ",,, x\  x \ \  

1', 1~ 

..-r 

7 
/ / 

/ %  . I -, 
/ 'l" / , ¢ , "  

• Fig. ~. 

S i c ° n s i d e r i  la r e t t a (O 'O)  ( - Ir ' v(,,)s~-I ) " ht si seghi c°lla' t e t r a '  

1 - - - - - ;  ht parallela alia y - -  0 pel tmnto d' iutersezione 8 ht retta 
(L.) r 

1 
Y - -  ,:({, {o)s' reeiproea di (0, {, {,~). 

Esl)rimendo anal i t ieamente  si ha 

1 1 1 1 

(*) Cir .  H|LBEnT, ]. C., pag .  5~. 
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ossia 
, ( ! ,  = , • (5) 

Oalle equazioni (3), (/~), (5) si ha tosto the  qualunque sia il numero ) 

r a z i o n a l e  (*) sara 
, ( x )  = ( I )  

In generale poi le relazioni (4~) e (5) si r iassumono nell 'unica seguente: 
Sia  R (1, ~, "~, ...) un'espressione razionale a eoeffieienti razionali helle 

~, "~,,... : eio~ una somma di termini eiascuno dei quali sia il prodotlo di un 
coe[fieiente numerieo razionale, di altri /attori, potenze deUe ;~, ":,,... e infine 

1 
di fatlori della forma ~ ,  dove It' O~ una espressione razionale della stessa 

natura (e, naturaimente, pii~ semi)lice (**)). S i  chiami R (1, ~, -~ ,...) la funzione 
che si ottiene serivendo in ogni termine di R i fattori, diversi dal coef[iciente 
numerieo, in ordine invertito, coll'avvertenza ehe, per ogni fattore della forma 

| 
-1~ ' ollre all'ol)erare lo spostamento riehiesto da questa inversione, si sostituisca 

all'espressione R' la eorrispondente espressione R'. Dovrie allora essere : 

"~ [R (1, ~, "n,...)] = B- ( J ,~  (~), : ('~),...t ': (II) 

Tosto che una  funzione ~ soddisfacente a questa  condizione sia nota, 
t 'equazione (1'), qualunque siano le costanti r ed s, definirh una  reciprocit'a 
fl'a i piani (~',) ed (x y). Ad ogni punto (~'~) essa fa corrispondcre infatti la 
ret ta rappresentata  dalla (1') per quei vatori particolari di ~ e di -~; c s e i l  
punto ( ~ )  si muovc sulla tetra 

~ + ~ ~ + 1 = 0 (~, ~ costanti), 

(~) Ogni sistema di numeri desarguiani contiene come parte il sistema dei razionali : 
i l l  ogni prodotto i fattori razionali souo commutabili con tutti gli altri (Cfr. HILBERT e 

B. LEvi, ll. cc.). 
1 

(~)  Per modo che, esaminando i termini di R' e in questi i fattori della forma ~ ,  e 

cosi proseguendo, si giunga alfine (dopo un numero finito di passaggi) a termini che non 

contengono pii~ fattori di questa tbrma. 
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si avr'~, per  le (II), 
( : )  • (~ )  + ~ ( 6  ~- (~)  + 1 = 0 

cosicch~ tu t te  le co r r i sponden t i  ret te  (1') p a s s e r a n n o  pel p u n t o  

1 1 
r 8 

I1 problema della, definizione di u n a  reciprocit'~, a s s u m e  cosl u n a  forma 
funzionale  s ingo la rmente  ana loga  a quel la  che r isul ta  dalle cousiderazioni  
del DARBOUX pel problema della dct inizione di u n a  cor r i spondenza  a rmonica  
in u n a  forma di 17 specie. 

La reciprociti: d iverrh  u n a  polari th q u a n d o  (~ ~), (x y) si in te rp re t iuo  
come simboli  diversi  per  le stesse coord ina te  e la f tmzione ~ sia tale the ,  

(tualu~:(tue sia ;(, 
(~) :~ (~,) = r ~ ~ (~) ~'~ (~) = s ~. 

Facendo  9~ razionale,  per  cui :~ = ": ( ? , ) :  :~ (),), si ha 

" ~ ( r ) = r  z ( s ) = s  (IH) 

(m(]e segue the ,  per og~d )., dovrh essere 

~'  ( z )  = ~. ( ~ v )  

¢ ¢ 

Le co~ldizioni (I) e ([I) che def iniscono u n a  rcciproci th  gener ica  si sod- 
disfano i m m e d i a t a m e n t e  ogni volta the  il c ampo  numer i co  in cui si pos sono  
scegliere a rb i t r a r i amen te  le coord ina te  delle nos t re  forme di 2. a specie am- 
metta u n a  base; esis ta  cio~ u n  g ruppo ,  finito o non,  di n u m e r i  (*) razional-  
m en t e  ind ipenden t i  

1, )~,, ; % , . . .  

tale che ogni al tro n u m e r o  del c amp o  si o t t enga  da essi med ian t e  opera- 

(~) Numeri desarguiani, non necessariamente numeri aritmetici (razionali od irrazionali), 
come fu ricordato al principio del paragrafo precedente. 
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zioni razional i :  baster~t allora indieare con 1, X'~, ),'2,... u n ' a l t r a  base del 
eampo, quale si o t te r rebbe ,  per es. molt ipl ieando le ;~, per  numer i  razionali  
arbitrari ,  ovvero faeendo loro subire una  sost i tuzione l ineare a de te rminan te  
non  nullo, e porte,  per  es., 

: 0 ) = 1  : (a , )=x ' ,  ( i=: t ,  2,...); 

ogni altro numero  del eampo sar'h un 'espress ione  razionale helle :(, 

R ( I ,  ~ , ,  x~ , . . . ) ,  

e la (I[) definir'h i[ suo t rasformato  per l 'operazione r 

,[R(~, ~,, b , . . . ) ]=R(1 ,  )q, ~'~,...). 

da notare  ehe, se : , ,  ~ :~,...~ sono humer i  del eaml)o , e, indieando con 
E,, E~,... espressioni razionali,  ~. p ree isamente  

, , - -  - -  z,.(1, ~, ~,...), 
la eondizione (II) 

~, ,  ~ , . . . ) ]  = R  ( i ,  .~ (~,),  .: ( ;~ ) , . . . )  

sara. iden t icamente  soddisfatta,  poieh~, se si pone 

R (1, ..,,~ :~,..-~ .) = R [1, ~ ,  ( 1 , ) , ,  ~,,,...), ~,~ (1, ~,,, ),~,...),...] 

= s ( l ,  ~, ,  x ~ , . . . )  
s i  h a  

)~ ( J , ,  ( ~ , ) , ,  (~..,),...) = R-[f ,  --=, ( l ,  ~,', , ~'~,...), ~ (J, x',, ) ' , , , . . . ) , . . . ]  

;s'-(J ' ' ) ~--- , ? ~ ,  ) , ~ ,  . . . .  

Ne segue the,  nell ' ipotesi considerata ,  la possibilita di definite una  re- 
ciproeifft non impone nulla r iguardo alla propriet/~ commhtat iwl  della mol- 
tiplicazione e (luindi r iguardo al verifiearsi o meno del t eorema di P~tpPo- 

t',~scaL. 
Ma si supponga che dal campo numecieo totale non si sappia cs t rarre  

una base:  ci5 avviene per es., ahneno  hello stato at tuale delle nos[re corm- 
secnze, per il eampo di tutt i  i humer i  reali. 1;] assai probabile ehe in questo 
easo non si riesea a detinire una  funzione ": per (:ui sia soddisfat ta  la (II), 
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a l t r iment i  che p o n e n d o ,  per ogni 

( x )  = 

e supponendo che sia quindi  

=RO, 

St  al lora ;:, -a sono due  n u m e r i  q u a h m q u e  (lel campo,  sarh ~r,:=-a~;; 
vale d u n q u e  la p ropr ie th  eommula t i va  della mol t ip l icazione e i l  t eorema (li 
Pavpo  (*). 

1~ na tura le  ehe si r ieadrebbe  in una  ovvia general izzazione del 12 case 
quando ,  in luogo di suppo r r e  che pel nos t ro  camp o  di n m n e r i  esisla una  
base cost i tui ta  di m m  de te rmina ta  success ione  (]i m m m r i  fl'a lore razional-  
men te  ind ipendent i ,  si s u p p o n e s s e  ehe il c amp o  r isul tasse  da. tu t te  le espres- 
sioni razionali  compos te  med ian te  i humer i  d i t m  certo g r u p p o  di campi  
l)arziali, c iascuno dei quali  possa  non ammet t e r e  u n a  base ma  a m m e t t a  ]a, 
p ropr ie th  c o m m u t a t i v a  pei p rodot t i  di h u m e r i  che ad esso esc lus ivamente  
appa r t engono .  

Se si considera Ia diffieolt& quasi  i~,sormontabile che si presenla a voler 

esemplifieare in mode esplicito la possibilit& di numer i  desarguiani ,  non l)a- 

scaliani i quali  non posseggano u n a  base, ahneno nel se~so pi i ,  generale 

esposto era, si vede ehe so l'ipotesi dell 'esistenza di una  reeiproeit6, non pub 
mostrarsi  come conscguenza del teorema eli I)ESAm~UI':S, ess(t aggiunge perb ben 
poco a questo teorema. 

Ben diversa, mente  avviene q u a n d o  si chiede invece l ' es i s tenza  di una 
polarit'h, per  i pifl strett i  vincoli  impos t i  dal la  (IV). 

Si eonsideri ,  per  es., un  eampo  di n u m e r i  desarguian i  avente  la base 

1, t, u 
eoll ' ipotesi  

t~ ~ - 1  k t u - ~ - u t  

(~) Si ricordi the ill ogni geometria desarguiana it teorema di PAppo 6 equivalcnte alia 
propriet'~ comnmtativa del prodotto (Cfr. H|LBERT, I. C., Kap. V], §§ 31-35). 
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ove k sia u n  n u m e r o  razionale;  baster'~ suppor re  ehe le diverse po tenze  di u 
non  s iano fra loro legate da a leuna  relazione l ineare con un  n u m e r o  finito 
od infinito di termini ,  a eoetIicienti appa r t enen t i  al campo  definito dalla  base 
(1, t), pereh~ k possa  essere un  n u m e r o  qua lunque .  Ogni n u m e r o  del campo  
potr~ rappresen ta r s i  nel la  fo rma :  

(u) + t ~ '  (u) 

dove ~ e ~' sono serie di potenze  intere (posit ive o negative),  a seendent i  di u, 
con eoettieienti  razionali .  Dovrh essere 

[ ,  ( t ) ]  ~ = - (t ~) = ,  ( -  l )  = - 1; 

onde,  p o n e n d o  ~: (t) = ~3 (u) + t ~ '  (u), e ind ieando  con ~ (u), ~'~ (u),. . .  te 
serie ehe si o t t engono  sos t i tuendo  in ~3 (u), ~'  (u ) , . . . ,  u c o n  k u 

{ ~ (u)  ' - ~ '  (u) ~'k (u) l +  t ~ '  (u) { ~  (u) + ~,. (~) t =  - -  t. 

Segue 
~ '  (u) l~) (u) + ~ ( u ) } =  o 

(u) ~ = ~ '  (u) ~'~ (u) - i, 

Se k : l=  - -  1 ~ s empre  N(u) + ~ (u) =i=0 tos to  ehe N (u):  I ~ 0 ;  ma allora 
la 12 equazione  dh ~' (u) = 0 e la 22 d'~ la eondizione impossibi le  ~ (ufl ~ - -  J ; 

dovr'h qu indi  essere 
~) (u) = o, ,~' (u) ~'~ (u) = 1, 

onde  ~'  (u) deve essere ind ipenden te  da u e p ree i samente  ~'  (u) ~ ~'~ (u) = ± 1, 
e 

-: (t) = ± t. 

Si ponga  ancora  -: (u) : ~ (u) -t- t ~ '  (u), ,r~. (u) ~ ~3~. (u) q- t ~J'~. (u). 
Deve pure  essere 

e d 'a l t ra  parte,  in forza della (II) e della p receden te  relazione,  si ha  

(t u)  = ± • (u) t = ± t ,~ (u) 
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quindi,  poich~ ~. [v~ (u)] si ot t iene sos t i tuendo  k ~ u ad u in • [v (u)] = ~-~ (u) ---- u, 

u ~ k ~  u k ~ - - - 1  k ~ -  ~ l .  

i n  u u  e a m p o  DESARGUIANO a v e u t e  p e r  base  (1, t, u)  eou t ~--- - 1, k t u = u t 

e k ~- ~= 1 non  p u b  d u u q u e  es is tere  u n a  p o l a r i t &  Ma d a l l ' e s i s t e n z a  de l la  poh~.ritO. 

n o n  segu i r& a n e o r a  il  t e o r e m a  d i  PApPO, perchb,  p e r  k ~ - - -  1 la moltil~lioa- 

z ione  ~.wn ~ c o m m u t a t i v a .  

Risul ta  da ques t a  discuss ione elm nella d imost raz ione  del t eorema di 
I'As(zaL mediante  propriet 'a metr iche diverse dai postulat i  della cont, imfitS, 

ques te  harem una  parte  maggiore  di quella  eost i tui ta  (lella semplice csistenza 
della polarit'a asso tu ta :  ~ facile r iconoscere  the  ques to  maggior  cont r ibu to  6 
l)ortato da ipotesi  ehe toceano fatti di 2.') gra(io: tail sono per  la metvica 
iperbol ica l 'esistenza dei due punt i  all ' infinito su ciascuna ret ta  metrica,  per  

la metr ica parabol ica  e per  l 'ellittica le propriet5 delia c i rconferenza (*). 

Nella forma proje t t iva  ch'~ pifi p ropr ia  del presente  lavoro,  una  tale pro- 
priet'a po t rebbe  essere la seguente :  

Assegnato  alia { un valore costante,  ment re  si lascia variare la '~, il 

punto  ({-~) e la sua  polare  descr ivono due forlne projet t ive nel senso  di 
STAUDT: hello stesso senso sono allora projet t ivi  il fas(;io di ques te  polari e 
il fascio delle corr ispondent i  ret te y =-~ the  dal pun to  all' infinito dell 'asse 

delle x pro je t tano  i loro poli; si chiami con iea  il tuogo delte intersezioni  delle 
ret te  omologhe  dei due fasci. 

Si ammet terh  che, q u a l u n q u e  s i a  il va lore  d i  Xo, esis te  u n  n u m e r o  raz io-  

ha le  k tale che la re t ta  x : k Xo i n t e r seca  la  eon i ca  (**). 

(.2) Invero I'HILBERT ha mostrato, per la metrica parabolica, la dipendenza del teorema 
di PAPPO datl'ipotesi dell'uguaglianza degli angoli alla base del triangolo isoscele; si con- 
sideri il cerchio definito come luogo delle intersezioni delle rette ortogonali uscenti da due 
punti fissi : si potr~t eonsiderare tale uguaglianza come equivalente all'esistenza delle inter- 
sezioni della cireonferenza con ogni retta uscente dal centro. Riguardo alla geometria e.llit- 
flea i procedimenti dell'Hnss~im, mo la ricondueono alla parabolica. 

(~) Si noti l'analogia di questa richiesta con quelta che le rette di una certa striscia 
o d'ml certo angolo incontrino una cireonferenza. 
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Per  r a p p r e s e n t a r e  a n a l i t i e a m e n t e  q u e s t a  ipotesi ,  si osservi  ehe la eon iea  
sar~t r a p p r e s e n t a t a ,  nelle var iabi l i  x,  y, da  

• (~) r x + - .  (y)  s y  + 1 = o;  

cosl il posLulato e n u n e i a t o  si esprimer'~ in eib ehe, 

mero  xo, esis te  ml  l~ raz iona le  tale che l ' equaz ione  

": (y) s y = - -  1 - -  k = (-~) r xo 

q u a l u n q u e  ~ia il nu- 

a m m e t t e  so luz ioni (*) ;  sia yo u n a  di ques te  so luz ioni :  dal la  

h~. (~)r Xo + ~(yo)syo + l ~ - 0  

segue,  o p e r a n d o  sui due  m e m b r i  eo l l ' operaz ione  

k~: (~Co)r ~ + ~. (yo) Syo + 1 -~-0 

a causa  del la  (II) e della (IV); qu ind i  

, (~) r x,, = ,  (Xo) r 

Si faeeia  anz i t u t t o  r Xo raz iona le :  e s sendo  a l lora  ~ (x,,) r -= • (r x,,) = r x,,, 
r i su l te rh  -: (~) = ~; si faccia poi x0 = ), r {; si o t t e r rh  ~r  X r ~ ---- ~ r T (X) r { ossia, 

qualunque sia "A, 
(x)  = ~. 

Se in t ine per  ;~ si a s s u m e  u n  p r o d o t t o  q u a l u n q u e  ?,--,,1. v, risulter'5 da 
": (b'- v) - -  = (~)~ (u.), ~. , = ~  g. onde  la proprieff~ e o m m u t a t i v a  del  p rodo t to .  

(*) Atmeno due, perch5 sc Y0 5 una prima soluzione, sarS. pure soluzione delia stessa 
equazione --  Yo • 

Gennaio, 1907. 


