Applicazione della teoria di Fredholm
al problema del raffreddamento dei corpi.

(Di Gruserrr LAURICELLA, @ Cafania.)

Il Prcarp nella sua elegante Memoria: Sur quelques applications de
Véquation fonctionnelle de M. FrepnoLm (*) integra Pequazione delle vibrazioni
delle membrane, introducendo la funzione di Green e facendo uso della nota
teoria delle equazioni integrali di FrepuoLm, a simiglianza di quanto fa
I'HiLBERT in quistioni analoghe, nei suoi lavori dei Nachrichien di Gottinga.
In tal modo Egli ritrova con notevole rapiditd e generalitd quei risultati, che
erano stati ottenuti solo mediante I'applicazione del noto lemma di PoiNcaR®.

L’estensione delle considerazioni del Prcarp al problema del raffredda-
mento dei corpi richiede anzitutto che sia risoluto il problema delle tempe-
rature stazionarie, ed inoltre che siano generalizzate la funzione di GurerN
ed alcune formole ricorrenti che ne seguono.

Una nuova ed elegante soluzione del prohlema delle temperature stazio-
narie si trova nella detta Memoria- di Picarp, come applicazione dei risultati
di FrepmoLM. La generalizzazione della funzione di GREEN e delle menzionate
formole ricorrenti pud farsi, seguendo, ad esempio, le orme di LiapouNorr (**);
benche essa nei dettagli deve certamente offrire maggiori difficoltd di quelle
che si presentano nello studio della funzione di Greex e sue applicazioni. Fu
appunto per evitare tali difficoltd ed anche in vista dell’ estensione del me-
todo di NeguMANN ai campi non convessi, fatta dal Porncars, che nella mia
Memoria: Sull'integrazione dell’equazione della propagazione del calore (¥+¥)
mi valsi esclusivamente del mefodo di Nrumaxx e non feci alcun uso della
funzione di Green e delle sue generalizzazioni.

(*) Rendiconti del Circolo Matematico, tom. XXII, anno 1906.
(**) Sur certaines questions . .. (Journal de Mathématiques, s. 5.2, tom. IV, anno 1898).
(***) Memorie della Societd italianu delle Scienze (detta dei XL), s. 8.7, tom. XII).
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Nel presente lavoro, mediante 'uso di una conveniente equazione inte-
grale, ritrovo i noti risultati del Pomvcart sul raffreddamento dei corpi, in-
dipendentemente dal problema delle temperature stazionarie, dal lemma di
Porncart, dalla funzione di Green e dalle sue estensioni. Le superficie, con-
vesse o non convesse, che considero, e per le quali valgono cosi i detti ri-
sultati, sono generali quanto quelle per le quali si risolve il problema di Dr-
RICHLET col metodo di FrREDHOLM (¥).

I/estensione dei risultati del PoiNcarg ai campi non convessi & stato og-
getto di vari importanti lavori, tra 1 quali stanno in prima linea quelli dello
STERLOFF (**) e dello ZAREMBA (***); pero i metodi a tal uopo escogitati fin
qui, oltre diessere poco semplici, dipendono sempre dal lemma di POINCARE.
Questo lemma & stato esteso, & vero, ai campi non convessi (****); ma con
aleune restrizioni sulla natura della superficie limitante il campo, e non con
quella generalitd che, come si vedrd, apporta I’ applicazione della feoria di
FreEDHOLM.

Dovendo, in cid che segue, riferirmi spesso alle mie due citate Memorie,
indicherd quella Sull’integrazione delle equazioni, ecc., col simbolo (M),, I'altra
Alcune applicazioni della teoria, ecc., col simbolo (M),.

1. Sia § lo spazio finito limitato da una superficie s ed § lo spazio
infinito limitato dalla medesima superficie.

Prendiamo per direzione positiva della normale » in ogni punto p di g,
quella rivolta verso il campo finito S; riferiamo i punti dello spazio ad una
terna di assi cartesiani ortogonali; ed indichiamo con r il vettore congiun-
gente due punti (x, v, 2), (£, 2, ) qualsiasi dello spazio, con #’ il vettore con-
giungente due punti p, p’ qualsiasi della superficie 6, con k& un parametro
variahile, il quale possa assumere qualunque valore reale o complesso, con h
(coefficiente di permeabilitd) una costante qualsiasi reale e non negativa. Po-

(*) Cfr. ad es. la mia Memoria : Alcune applicazioni della teoria delle equazioni fun-
zionali. .., Cap. II, § 8 (Il Nuovo Gimento, anno 1907).

(**) Sur les problémes fondamentaux de lo physique mathématique (Annales de 'feole
Normale supérieure, anno 1902) ; Théorie générale des fonctions fondamentales (Annales de la
Faculté des Se. de Toulouse, 2.¢ s., VI).

(***) Solution générale du probléme de FOurier (Bulleiin international de 1’Acad. des
Sc. de Cracovie ; Février 1005).

(**#%) A, Konx, Abhandlungen zur Potentialtheorie, & (Berlin, 1902). — E. E. Lavi, Su
awn Temma del Poixcart (Reudiconti della R. Ace. dei Lineei, vol. XV).
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niamo poi:

a 2 a 2 a 2 s 82 a? a?
s=(5a) + 55 (5] = Fw ey tan

i—-———a—cosn/\co—i——{53~C()s,1';\ —icos/;
dn 3¢ ga COSNY Hgycosne

8"“—3—80 » —a~cos'l’\ _8_ >
S 3w snm—}—ay ny—{—azt,osnz,

intendendo nella terza formola che le derivazioni siano fatte nel punto
p={( »n {) di s e che n sia la direzione positiva della normale a ¢ nel
punto p stesso, ed intendendo nell’'ultima che le derivazioni siano fatte nel
punto (x, y, #), preso ad arbitrio nello spazio, e che »’ sia la direzione po-
sitiva della normale in un punto arbitrario p’ = (', ¥, #") della superficie o.
Finalmente supponiamo che la superficie ¢ soddisfaccia alle seguenti
condizioni :
1. abbia un piano tangente determinato in ogni punto, variabile con
continuitd al variare con continuitd del punto di contatto;
2.2 esista. un numero finito positivo a tale che, presi su di essa su-

. . . , . N
perficie due punti arbitrari p e p’ ed indicato con nwn' 'angolo acuto fatto
dalle corrispondenti normali, si abbia:

/N, ,
nwn << ar.

ESTENSIONE PEL TEOREMI SULLE FUNZIONL POTENZIALL

2. Come caso particolare di teoremi sui potenziali ritardati (*), si hanno
i seguenti, che sono una estensione di quelli noti sulle funzioni potenziali
di spazio, di doppio strato e di strato.

I. Indichiamo con p(, y, #2) una funzione del campo S finita e con-
tinua insieme alle sue derivate del primo ordine, i punti di ¢ al piu esclusi

(*) V. VOLTERRA, Sul principio di Huyauens (Nuovo Cimento, s. 3.%, tom. XXXII[ e XXXIII).
Annali di Matematica, Serie {II, Tomo XIV. 20
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per queste derivate; e costruiamo l'espressione :
— o girVE
V@, w55 VR == (oG DO as. 1)
s

Si ha che la funzione ¥, (, ¥, #; \/l},_), per qualsiasi valore finito di %, ¢
finita e continua insieme alle sue derivate del primo ordine rispetto ad =,
y, # in tutto lo spazio, ha le derivate del secondo ordine finite e continue
in tutti i punti dell'interno di S (i punti di » cio& al piit esclusi), e soddisfa
alla seguente equazione:

(nei punti di 8) AW, kv, (2, 9y, 25 ) +o (@, y,2)=0. (2)

IL. Consideriamo sulla superficie s un sistema ortogonale (=, £); ed
indichiamo con p («, 8) una funzione finita e continua qualsiasi dei suoi punti

(2, BY=(&, =, {). Posto:

d z’r-\/lc—
@ . 5 VD =g [o( B) g (5o | )
si ha, per qualunque valore di 7,
, _ ir’\/’k—'
(v o, 65 VRl = (<, )+ 5o ] b (S )an W
R L 1 d [erVkE _
(v, @, 85 Bl =— (s ) g [o B 7 (S )ds ©)

dove la notazione [ ], serve ad indicare il limite dei valori della funzione,
che si considera, quando il punto (x, y, #) si avvicina indefinitamente al
punto (x, ¥, 2) = («, ') di s, mantenendosi nell’interno del campo S, l'altra
[ ]. serve ad indicare il limite dei valori della funzione, che si considera,
quando il punto (x, y, #) si avvicina indefinitamente al punto («, &) di o,
mantenendosi nell’interno del campo §°.

II. Sia ¢ («, £) una funzione finita e continua qualsiasi dei punti di s
Posto.

zr!z

v @, g2 VD =g [p (6 B)° (6)

G
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si ha, per qualunque valore finito di %, che la funzione W, (z, ¥, z; Vk) &

finita e continua in tutti i punti dello spazio e nei punti (+, ') = (@, ¥, 2)
di s soddisfa alle equazioni:

_8 ¥, - ‘ ' 1 7 a eﬂ"\/?
( Sn’Jt:_‘"P(“7 B)’“{_ Gz",g ’P(ay @) E;(”‘;ﬁ‘) dG’ (7)
3w, Y | o @ oirVE
»3%’]('_ r(“,ﬁ)*{—g‘%.’?(“, H)—d-;z( po )(1,, (8)
dove si & posto:
e 0 y N 0 " N A . N
T = 5 OS WB o cos Wy 45 cos w.

RAFFREDDAMENTO DEI CORPI NEI CGASI DI i FINITO.

3. Sia f(x, y, 2) una funzione finita e continua insieme alle sue de-
rivate del primo ordine in tutto il campo S, i punti di ¢ al pid esclusi per
(queste derivate. Poniamo :

. . i d ... L pirVE . . eirvk
H (e, 5 \/k)zﬂ[ﬂ; [1G o 05—as—n|rE o, Q)Z?—dSJ; 9)
5 5

e consideriamo I'equazione integrale :

- 1 7 irVE d [eirVE _ -
(<, 55V k) g ‘%hg?—“dn'(e ” )2?(%S;Vk)%:ff(a,ﬁ;\/k) (10)

[

e la corrispondente equazione omogenea :

¢ / 1. 1 I
Y BB+ g | Vo b5 vB do=0. (1)

7

B 8&;#\/75 o -d ez'rfw/'!g A #
v dn ) {

Dimostriamo che Uequazione omogenen (11) non amnetle soluzione aleuna
diversa da zero per k reale e negativa o complessa.
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Infatti formiamo con una qualsiasi soluzione dell’equazione (11) espre
sione :
’iﬁ/?
£ "4

7.

¥ (QG, Y, % \’;7‘;) =Q_1T—c qu’(% B; \fITC}

[

Dalla (7), (8) si ricava, in virtd della continuitd della ¢ (=, B; &),

r

8 v ’ ’ T 1 4 . — a eir"\/E v
[3 n]z — 4 («, B3V R) + g ‘ Y (=, 5 VA dn(r—)d 3, (7)
SlF ’ ’ T 1 h —a ir"\/% )
R A LRy IO IRR P LS R

e quindi, in virta della (11),

(nei punti di o) [g%} — h[¥], = 0.

Di qui, rammentando che la ¥ (x, y, z; k) soddisfa all’equazione inde-
finita :
AW kW (, y, 25 VE) =0, (12)

risulta, come & notorio, per k reale e negativa o complessa,

(net punti di S) ¥ (@, y, 2; Jk) = 0;
ed ancora:

, - oW .
(nei punti di o) [WL: 0. (13)
Posto:
k= p (cos o -+ i sen ),
sard:

- -r\/g_scn %’— irﬁcos —(:,i
ek —¢ “e -

Questa ci dimostra che per o diversa da zero e da 2=, ossia per k reale

e negativa o complessa, il modulo dell’espressione eVF | al crescere indefinito

di r, diviene infinitesimo d’ordine superiore a qualsiasi ordine rispetto a —;
7

e quindi si pud alla funzione ¥ (@, y, 2; k), considerata nel campo infinito S,
applicare il lemina di GREex.
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La ¥ (x, y, 2; k) & continua in tutto lo spazio; quindi si avra nei punti
di s: [¥],=0; ed allora tenendo conto dell’equazione indefinita (12) nei punti
del campo S’, ne segue, mediante l'applicazione del detto lemma, per k reale
e negativa o complessa,

(nei punti di 8°) W (, y, z; k)= 0;
ed ancora:

(nei punti di &) {%Z—]e: 0.

Questa, insieme alla (13) ed alle (7), (8), c¢i di, come volevamo dimo-
strare,
(nei punti di 6) ¢ (a, B; Vk)=0.
4. Dal teorema, testé dimostrato, segue che il determinante D’ (V&) del-
I’equazione integrale (10) & certamente diverso da zero per qualunque valore

reale e negativo o complesso di k; quindi esso non ¢ idenlicamente nullo.
Dal fatto poi che la funzione carafleristica della detta equazione (10) & fun-

zione olomorfa di Vk, si deduce che il determinante D' (Jk) ¢ anch’ esso una

funzione olomorfa di Jk; e quindi ancora che 'equazione:

D () =0 (19)

puo avere al pit un nwmero infinito di radici, ciascuna di ordine finilo, e
.

tali che qualungue porzione finita del piano della variabile complessa X non

pud conlenerne che un numero finilo.

Osserviamo ancora che la funzione H (2, '; \'k) & olomorfa in \E; quindi
la soluzione dell’equazione integrale (10) sard una funzione meromorfa di

VE (*), la quale potrd avere dei poli nei punti corrispondenti ai valori di
Jk, che annullano il determinante I’ (Jk), e si potrd scrivere:

o Y :d)(zz, gi@
o («, B; VE) 7B

La @ (x, p; V&) sara funzione olomorfa di J' e, in virtt della (10), sod-

(*) J. PLEmELY, Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichuny, pag. 126 (Monaishefte
fiir Math. und Physik, XV, Jahrg.).



150 Lauricella: Applicazione della teoria di Fredholm.

disfera all’equazione integrale:

R 1 7 irv i u\/“
@(a,p;\/k)»%%.l%h%fw dn(er ) ‘& (2, 8; Vh)d o=

(10y
= D' (V). H(«, §'5 \B).

5. Ci0o premesso, si costruisca la funzione:

P’ (m Y, 7\k)m

’ VE). fE 00 ——~-~dS F@ [tb(ap VE) —-——dr. (15)

8 a,
In virta della formola (2), segue:
(nei punti di 8) A*P kP (% y, 2; Vk)+ D (k). (2, 4, 2)=0. (16)
Si ba poi, in virti della formola (7) e dell’equazione (10},

{%%J;_“P =D WH). 4 [i‘j £ E é)e“ 45—

—h [ , J—— y (17)

$

(nei punti di s)

’ ’ 7 1 |
— @ (5 R) — 5 ' :7"7”7175’

a

ik 'l —
¢ a (?T, ):(lr(oc,@;\//z)da::O.

Osserviamo che Pequazione: D' (—1)=0 ha le medesime radici, mu-
tate di segno, dell’equazione (14); sicche I'espressione:

D (). D (—2) =D

non & identicamente nulla ed & funzione olomorfa di »*. Ne concludiamo
che la D (k) ¢ funzione olomorfa di k e l'equazione:

D(k)=0 (14)

puo avere al pity wn nwumero infinito di radici, ciascuna di ordine finilo,
aventi per unico valore limvite il valore k= oc
Poniamo:

P'(x, gy, 23 VE) . D (— B =P, y, 2 Vk);
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e moltiplichiamo ambo i membri delle (16), (17) per D' (— k). Risulta:
(nei punti di ) A* P(x, y,2;Vk) +k.P(x, y,2; k) + D (k) f (2, ¢, 2) = 0, (16)

(nei punti di o) [»2—;—?]:7@[1-’] a7y

Da queste equazioni si ottiene ovviamente:
(nei punti di S) A% P(w,y,2;Vk)— P (x, y, 2;-—\VE) |+
+E{P(x, 3y, 5; Jb) — P2, y, 2; —JEk) ] =0,

(nei punti di o) [S—}(P(m, Y, 2; VE) — P(a, v, zgw\/ﬁ)z] -

= h[P(x, y, 2; JE)— P (x, ¥, z;— k).

Queste ci dianno, come & noto, per 2 quantitd reale e negativa o complessa,
(in tutto S) P(x, y, 2; VE)— P(x, 9, 2; — y k) =0;

e quindi, osservando che il primo membro di quesla uguaglianza & funzione
olomorfa di &, risultera identicamente rispetto a yk:

(in tutto §) P(x, g, 2; VE) = P(, y, 2; —\E).

Adunque la funzione P(x, y, #; Jk) & funzione pari di {%; sicché essa
¢ funzione olomorfa di k, e si pud scrivere:

P'x, y, 2; JE). D' (— k)= Pz, y, 2; k)

Osserviamo ancora che la funzione P’ (x, y, #; V%) e il determinante

D' (k) contengono esplicitamente 1'unitd immaginaria ¢ nello stesso modo
che contengono \%; quindi la P(x, y, z; k) é funzione reale di k.

6. La funzione P’(x, ¥, #; y k), come risulta dalla (15), ha le derivate

di primo ordine rispetto ad «, y, # finite e continue in tutto il campo S, i

punti di s al pitt esclusi; sicche lo stesso avverrd della funzione P (x, y, #; k);
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e per conseguenza si potrd scrivere, come & noto, in virtl delle (16, (17),

i punti di ) P(w, 4, 2; & 1 2 a
(nei punti di §) P(x,y,2; k) :EJMP(E, n, LR+ D). fE 0 2)1—8~
S

1
d-
Mi} 3'&7;— e
(nei punti di 8" 0
Da queste formole risulta:
Py 1 0 P  0'D gdS
(nelpuntldlS)ﬁk, ——4%’ ;kdk'+t T T FE ¢ aian
1 15y

a =
L {"r  nie
a=f |aw g |1e
La prima di queste ultime ci da, in virtu del feorema di Poissox,

(nei punti di §) A“ak,—ﬁ—kak,"i—t%;&,{)—k =T [, y, 2)=0. (16)

(neipuntidiS’) O

Dalla seconda risulta che esiste ed & finita e continua su ¢ I'espressione:

di

3 e,
vor| a3 )2
di modo che si avrd, in virtd del feorema di Liapounorr (¥),

dI

[88' dnﬁk‘J ] [Mfdn[ak*J ]

Cid premesso, si avrd, da ambedue le (15) e dalla formola di disconti-
nuitd della derivata normale di strato,

. . 3 (0° P 0'P "
(nei punti di o) [S—n' (W}};x h[ﬁ] (17)

(*) V. ad es. la Memoria (M),; Cap. III, § 14.
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7. Ora sia k' una radice dell’equazione (14) di ordine ¢+ 1 (¢ =0).
Sard per B=%":
6D o°D ot'D

O=D=%%=ow = =W’

e risulterd dalle (16), (17), (16)”, (17)" pure per k= &'

(nei punti di S) (nel punti di o)

AP+EP=0, :ﬂ = [P],,

0P 0P 5 (2P 90

Mar TRt E=0, (‘ai(alz)] h M] 15
P PP 9D (S (2P P
Aak”kak@‘”ak o, G (ak)] k[ak}

at'P wp L a-ip P o P

Yow TR et =0 bn(akf’)} Ilaka /

Queste equazioni c¢i danno per &' quantiti complessa o negativa, come
& nolo,
0P ot P

(nei punti di S) P_}Tig“"' T =0.

Applicando il lemma di Greex, si ricava ancora dalle (18):

2PV .
JP a8=0, ‘ Q(@z)zdﬁmﬂ,
SNRY 8‘ PP P

yi? 1)8}3” =" akt ‘—t(g‘l}};:i)i(ls——w(),

e quindi, poiche la P(x, y, #; k) ¢ funzione reale di k. avremo in tutto il
campo S per &' quantitid reale:

oP o*P ot P
P=" == a0 (19)

In conclusione si ha che se &' & radice multipla dell’ordine ¢ -1 del-
Vequazione (14), si pud scrivere:

— (K — kY. D,, P=(k —hY.P, (20)
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV. 21
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con D, funzione olomorfa di k, che non si annulla per & = k’e con P, (%, 4, 2; k)
funzione finita e continua insieme alle derivate prime e seconde rispetto ad
x, ¥, 2 in tutto S, i punti di s al pilt esclusi per queste derivate, e tale che

I'espressione:
3P,
[WT J

¢ finita e continua in tutti i punti («, §) di
Y
8. Se la ar per k =k’ (quantitd reale e non negativa) non ¢ iden-

ok
ticamente nulla in tutto il campo S, si avrd, dalle ultime due equazioni
delle (18) e dalle (19),

. - 2O00P P

(nei punti di §) A THE +k Fyra 0, )
"3 (o' P o' P 1)

(nei punti di =) [m (W)Jizh[b—%—di; 5

e sard ancora, in virtd della seconda delle (20),
Py oo (
(G )= 0 (O (P @2)
Da tutto ¢id che precede risulta che la funzione:

W (x,, Y, %; k)__—: M (Q3)

D ()

¢ meromorfa in k. Essa puo solomente avere una serie finila o infinita di poli
semplici, corrispondenti alla serie finita od infinita di radici reali e non ne-
gative dell’equazione (14). Questa serie di radici, nel caso che é infinila, ha
per wunico valore limite il valore k= oo. La funzione w, per i valori di k per
i quali non ha poli, & finita e continua in tutio lo spazio, ha le derivale dei
due primi ordini rispetio ad x, y, z finite e continue in qualunque campo in-

, Sw] . . . .
terno al campo S, é tale ancora che Uespressione [5‘75} ¢ finita e econtinua

in tutti i punti («, B') di o, e, in virth delle (16), (17), soddisfa alle equazioni:
(nei punti di 8) A*w—+kw(w, y, 2; B)+f(x, 9y, 2) =0,

3w

(nei punti di o) [_J._ n . (24)

\ FE B
S#');
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Per ogni valore B di k, per cui lo w diviene infinita, il residuo:

, L o & . (— b (at'P)
v =limtm =)~ (G,

¢ funzione di x, y, z della medesima natura della funzione P e soddisfa alle
equaziont:

(nei punti di §) A p +k'p'=0, (nei punti di o) {gﬁ,]zh{pji. @y

i

Diremo che %" ¢ un wvalore eccezionale ¢ p' una corrispondente soluzione
eccezionale.

(CASO DI PERFETTA PERMEABILITA (h = o0),

9. In questo caso si consideri, in luogo dell’equazione integrale (10), la
seguente:

s, bora (erVE . 1 (.. eV E -
o (2, VB - g ‘@( . )@(a, b k) de — — :,-y-;.‘f(;, w09 S; (25
g S

o

e, in luogo della (11), la corrispondente equazione omogenea:

T 1 d [eirVE — X
¢ (<" B \/k)’i’@*;f&;b(?—r")‘f’(“a B;VE)d o=0. (26)

r
4

Si puo dimostrare, ragionando come al § 3, che I'equazione integrale
coniugata a quest'ultima non ammette soluzione alcuna diversa da zero per &
reale e negativa o complessa. Lo stesso sara allora della (26) medesima; e quindi
avremo che il determinante D' (V&) dell’equazione integrale (25) & certamente
diverso da zero per k reale e negativa o complessa.

Osserviamo poi che la funzione caratteristica della medesima equa-
zione (25) & funzione olomorfa di & ; per conseguenza il determinante IV ()
dell’ equazione (25) é funzione olomorfa di VE e non & identicamente nullo.

Risulta ancora, come al § 4, che la soluzione dell’equazione (25) si pud
scrivere sotto la forma:

O (2, £; VE)

v b B ==
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dove la & («, ;&) & funzione olomorfa di JVE, che soddisfa all’equaszione in-
tegrale:

o (25),

Vi
-d S,
,

o (2, §5VE) + é
)

L (d (¢rVE % Vg
_i_%._‘bm(e o )‘b(“’?);\/k)dc:‘—EJD(VI’%)-}“(Q,'n,C)
’ S

19. Analogamente a quanto fu fatto al § 5, si costruisca con questa
& (z, b; VE) la funzione: B
P (x, y, 5V k) =
it"\/T
e f) d
’

U prr iy & 1 o d
£ [P UR 1m0 s g [ o i) 15

S [

@7)

(
S .

Dalla (2), dalla (4) e dalla (25), risulta per questa funzione:
(nei punti di ) AP 4+ kP (@, y, z; VB)-+D' (V&) . f(x, y, 2) =0,
(nei punti di o) [P(«, &'; VE)], = 0;

e quindi, ponendo:

D()=D {F). D (—h),

i (28)

P(x, y, 2; By =P (, 4, 2; k). D' (— Jk),

e ragionando come al § 5, si avrd:

(nei punti di 8) A" P+kP(w, y, 2; k) -+ D(k) . f(®, y, 9)=0, ) (98
(nei punti di ¢) [P(«, B'; k)),=0. )

Dalla (27) segue che la funzione P’ (x, y, 2; Jk) ha le derivate dei due
primi ordini rispetto ad «, y, # finite e continue in ogni campo interno al
campo S, e che si pud invertire Pordine di derivazione in qualsiasi derivala
di P'(x, 9, z; VE) di un ordine qualsiasi rispetto a J% e di primo o di se-
condo ordine rispetto ad x, y, z; e poiché le derivate di P (%, 9, 2; k) sl pos-
sono esprimere linearmente per le derivate di P’ (z, y, #; J%) (queste ultime
moltiplicate per le derivate di I’ (— k) e per potenze positive ¢ negative
di { &), ne segue, per & - 0 (¥), che Vordine di derivazione si pud scambiare

(*) Si esclude il valore k=0, che non avremo a considerare, per risparmio di ulteriori
discussioni.
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pure nelle derivate di P(x, y, #; k) di un ordine qualsiasi rispetto a k e di
primo o di secondo ordine rispetto ad «, y, 2.
Cid posto, per k=/=0 si avrd dalle (28), derivando ¢ volte rispetto a k,
L SNIACE P L) _
akt+kakf+takf—l+a]€? f('E7 y7 z).—(),
P
d &

(net punti di S) a

(28)”

=0. /

i

(nei punti di o) [

Osserviamo ancora che l'equazione omogenea (26) per k=0 non am-

mette soluzione aleuna diversa da zero (*), ossia che il determinante D’ (V%)
non si annulla per &z = 0; di modo che Uequazione:

D(k)=0

non & verificata dal valore k= 0.

Arrivati a questo punto, basterd ripetere i ragionamenti dei §§ 7 ¢ 8 per
concludere che il teorema enunciato al § 8 sulle funzione w(x, y, 2; k), dale
dalla formole (23), vale anche nel caso di h== oo, ossia nel caso in cui le
condizioni nei punti di ¢ sono:

[w), =0, [p] =0,

invece di quelle che compariscono nelle (24), (21).
S’ intende che in questo caso la funzione P(x, y, z; k), che va seritta

2

nella formola (23), ¢ quella introdotta nel presente paragrafo

ESISTENZA DI INFINITI VALORI BCCHZIONALL

11. Dimostriamo, indipendentemente dal teorema del § 8, che i possi-
bili valori eccezionali sono radici dell’ equazione (14).
Infatti, come & noto, una soluzione eccezionale p (%, y, #; k) pud sempre
esprimersi mediante la formola:

1 7\ d (eVE irV &
p(w,z,z;k):il;[;d—n(ey )—-—hey zp(a,?»;k)da,

(*) Cir. ad es. la Memoria (M),; Cap. 11, §§ 4 e 5.
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la quale ci da, in virtd della (4),

. 1 ir i d [(eirVE
13(1,?);}3)4—@—7;[;?&?7——%(64——) p(x, B; B)de=0.

T’

Questa equazione integrale omogenea & coniugata alla (11); quindi per-
cheé la p(«, B; k) sia generalmente diversa da zero, & necessario che il valore
di % sia radice dell’equazione (14), come si voleva dimostrare.

Nel caso di k==00, dopo di avere osservato che ogni soluzione eccezio-
nale ammette nei punti s la derivata normale finita e continua, basterd ri-
petere su questa derivata i precedenti ragionamenti.

Il teorema ora dimostrato ¢i da, a complemento del teorema enunciato
al § 8, che Uinlegrale w(x, y, z; k) delle equazioni (24) é certamente uwico
per tutti ¢ valori di k, che nown sono radici dell’equazione (14).

12. Rammentiamo (§ 10) che Vequazione (14) mnel caso di h= oo non
¢ soddisfalta dal valore k= 0. Ora vogliamo dimostrare che anche per h finita
e diversa da zero (h > 0) Uequazione (14)" non é soddisfatta dal valore k= 0.

Infatti si costruisca con una soluzione qualsiasi ¢ («, £) dell’equazione
omogenea (11) per k=0 lo strato ¥ (=, y, 2). Esso si puo ottenere dalla fun-
zione ¥ (x, y, 2; V&) del § 3 ponendo & =0; e si pud dimostrare, come in
quel paragrafo, che si ha:

(nei punti di 8) ¥ (», ¥, 2)=0,
da cui, come & notorio, risulta:
(nei punti di 8"} Ww{x, y, 2)=0.

Avremo allora:

Sw S
o N . ';\ — — == .
(nei punti di s) {8 n'J,- 0 {_5 nl 0;

e quindi dalle (7), (8), scritte per k=20, si ricava, come si voleva dimostrare,
(nei punti di o) ¢ (o, £)=0.

Per I =0 Uequazione (1&) amnetle invece lo radice k = 0. Infatti, come
& noto, equazione coniugata alla (11) per h =0, £ =0, ossia 'equazione in-
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tegrale omogenea:

. 1
% (@ f’)—'ggj =y (2, B)da=0

ammette 'unica soluzione diversa da zero: y («, ) == C (costante) (*).
13. Allora per >0 (finita) e £ =0 la soluzione dell’equazione inte-

grale (10) sard finita, per k=0 la soluzione dell’equazione integrale (25)
(h = 00) sard anch’essa finita; quindi per k=0 ed i >0 (finita od infinita)
la soluzione delle equazioni (24) sara finita e unica.

Per h =0, £ =0 invece la soluzione dell’equazione integrale (10) non &
finita. Condizione necessaria e sufficiente affinché essa sia finita & (**) che
si abbia:

0— "']1 (2, 8; 0y.Cds :lo[;% (»l{%jf(g’ .

o o S

al

s dc} as=C|1¢ % Yds,

as

r

}dcx

. wldn
. N a S
ossia:

"f(g, 2, ) dS =0. (29)

S

Se quesla condizione & soddisfatta, I'integrale delle equazioni (24) per
h=1Fk=0 sard finito e, come & noto, delerminato a meno di una costante
addittiva.

Se la condizione (29) non & soddisfatta, determiniamo una costante p,
in modo che si abbia:

~

[ trE 2 9 —pras=o.
8§
Allora la soluzione dell’equazione integrale, che si ottiene dalla (10) po-
nendo f(x, y, 2) — p, al posto di f(x, ¥, #), sard finita per h =k =0, con-
seguentemente la soluzione w, (x, ¥, 2; k) delle equazioni, che si ottengono

(*) Cfr. la Memoria (M),; Cap. 111, § 7.
(**) FrEpHOLM, Sur une classe d’équations fonctionnelles, pag. 378 (Acta mathematica,
tome 27).
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dalle (24) facendo h =0 e ponendo f(x, y, 2) — p, al posto di f(x, y, 2), sard
finita per 2 = 0; e quindi, come si verifica immediatamente, I’ infegrale delle
equazioni (24) per h =10 avrég la forma:

w(x, y, 2; k) = _%—}—wo(ac, Y, 2; k). (30)

14. Nel caso di & finita, I'integrale delle equazioni (24) per % = 0, ossia
I'integrale delle equazioni:

’

(nei punti di §) A*v' - f(z, ¢, 2) =0, (nei punti di c)d"; — v (31)

d
si puod esprimere mediante la formola:
dl
17 as 1 (("r h
’ — . 7 il N o~ ’ ()
R (GRS E oy [ Pe r)@ (% pdo.  (32)
S o

Quindi la ¢" nei punti di s, ossia la ¢'(«, £), soddisfera all’equazione integrale:

L ((h d:_*'
CRC {51)+Q‘7;J (7 “’ﬂ) v (o, P)do=K(, §), (33)
dove:
L., dS
K(x §)=g= |16 05
s

L’equazione integrale omogenea corrispondente all’equazione (33) & co-
niugata all’equazione (11) per k= 0; quindi (§ 12) per 2 >0 'equazione (33)
ha il suo determinante diverso da zero e, per conseguenza, ammetle una
soluzione finita, la quale sard unica e si potrd esprimere mediante la for-
mola (*):

v (2, B) = K (o, ') +- f F(a, B; o) £). K(s, §)do,

con F(«, P; « §) funzione analoga alla funzione caratteristica della (33),

(*) J. Pugmers, 1. c., pag. 124
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ossia finila e continua per tutti i valori che possono assumere «, «, B, §’
ad eccezione dei valori « =o', § = [, per i quali si comporta come e
Di qui risulta:
[|F(a 85, 8) do=4,
o

con A quantitd finita ed indipendente da «/, £
Dalla nota disuguaglianza di ScHwaRrz si ha:

K (o, ) :{aj;\/‘ds \/’f as;

quindi si avri:

(45 \/'f as.

Adunque per h finita ¢ maggiore di zero si pud serivere, in virld
della (32),

’ ’ - A
I‘L’ (a’p‘)‘f (2+‘,/_

1V (, ¥, ~)|4P\/’f s, (34)
[V (%, y, )| = E.M, (34Y

dove M & il massimo valore assoluto della funzione f(z, ¥, 2), ¢ dove B
ed /£ sono duc costanti finile e positive, indipendenti dal punto (x, 4, 2) e
dalla funzione f(x, ¥, #).

15. Nel caso di h =00 la soluzione dell’equazione integrale (25) per
k=10 si pud esprimere mediante la formola:

o(« B)=— 5 K(«, £)+|Fi (s 85 «, ). K (x §)do

con I7, («, f; o, p') funzione della medesima natura della F («, §; «’, £); quindi,
ragionando come precedentemente e sostituendo alla formola (32) Ialtra:

al

17 r
gz [ (=, B) g, 4o (32)’

V(@ o =g 16 OO

S
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 22
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risultera:
(e, B)l=6G.M (34)"
con G costante finita e positiva, analoga alle B, E, ed inoltre risulteranno

valide anche per = oo le (34), (34).
16. Per esaminare il caso h =0, si consideri 'equazione integrale:

[y

d-
P o ., 5
(P(a?ﬂ;)‘)"*"gﬂ“ﬁﬁo(“a B; Mdo=K(2, ) (3:))

e la corrispondente equazione omogenea :

1
x (27 -
V5N g [ b (5 B W5 =0, 35/
Per ) = — 1 l'equazione (35) ammette l'unica soluzione ¢ («, 8;-—1)=C

(costante) e l'equazione omogenea coniugata I'unica soluzione o, (2, £), la
quale, come & noto, risolve il problema dell’elettrostatica, ossia & tale che
si ha (*):
(nei punti di §) - [2(%F) g, ¢
punti di S) Q‘EJ ; , (costante).
o

La ¢, («, ) & determinata a meno di un fattore costante e l'integrale di
¢, (@, B) esteso a ¢ & diverso da zero (**). Allora, se supponiamo soddisfatta
la condizione:

(q)l («, P)ds=1,

o
[+

la soluzione dell’equazione (35) avra la forma:

o (o B3 =K (o, §) —r—f Fa, B; o, 83 %). K (3, £) do,
dove (¥} ’

Y 1 %y LA S LN
Flo b2 85 0= o p e 65 o, 50,
(*) V. la Memoria (M),; Cap. III, § 7.

(**) Thid, ; Cap. III, § 12.
(***) V. PremeLi: L c., pag. 127,
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essendo L («, B; o/, B'; %), per x =—1 e nelle vicinanze di 2 = — 1, della me-
desima natura della funzione caratteristica dell’equazione (35).

Supposto che la funzione f(, y, 2) soddisfaccia alla condizione (29), si
avra:

{‘% (2, B). K (2, P)ds ZJA [‘?1 («, B) 917; ‘ (_, 7, @] do=

T
__f[ j‘*’l(“ p)dc]dS C’f(E a, 0 d S =0;
e quindi risultera per la soluzione dell’equazione (35) nell’ipotesi di » = — I,

ossia per la soluzione dell’ equazione (33) nell’ipotesi di h=0:

( 7@>_?(a’ﬁ,“1)—_1{ 18))‘%’

(J’

L“: g; @, B —1). K (2, B)do.

Da questa formola si possono dedurre, come al § 14, le formole (34), (34)’
nell’ipotesi che sia =0 e che la funzione f(x, y, 2) soddisfaccia alla con-
dizione (29).

17. Cio premesso, si considerino successivamente le equazioni:

(nei punti di S) (nei punti di o) \\
d
A2vo+f(w9 Y, 2)20, d,:::k”o,
. dv, (36)
Ao, v, (, ¥, 2) =0, dnwk@”

nelle quali kb abbia un valore reale qualsiasi del campo (0, oo) (gli estremi
inclusi), e con la condizione che la funzione arbitraria f(x, y, 2) nel caso
di h==0 soddisfaccia alla (29).

Le precedenti equazioni sono della medesima natura delle (31), e deter-
minano una serie v,, v, v,,... di funzioni finite e continue del campo S
(i punti di s inclusi).

Nel caso k=0 I'integrale v, & determinato a meno di una costante ar-
bitraria; e noi disporremo di questa costante in modo che sia soddisfatta la
condizione:

JvO(E, a, ) dS =0,

8
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Lo stesso faremo per le successive funzioni ¢, v,,..
Nel caso.di kh==o0c indicheremo con o,, ¢,, ¢,,... le funzioni analoghe

alla funzione ¢ (=, £) del § 15 e corrispondenti rispettivamente agli integrali
¥y, Uy, Us,... delle equazioni (36).

18. Dalla (34) si ha in tutti i casi:
(v, (2, y, 2) | =E. M, |v,(@, 9y, 2)|=E*"M, |v,(%, y, 2 |=FE.M,...;
e dalla (34)" si ha nel caso di h= oo
oo (¢, )| =G .M, |o (¢, )| =G.E.M, |o,(«, ) =G.E*M,...
Risulta quindi per % qualsiasi che la serie:
V=0, v kv, B (37)

¢ convergente in ugual grado in tutto il campo S (i punti di ¢ inclusi) per tutti

t valori di k di modulo inferiore-ad un cerfo nwmero k, maggiore di zero; ¢
per h==oc che la serie.

C?:CPO‘JF%k'ﬁL‘(??kZ“*_-“ (37}/

¢ convergente in ugual grado sw ¢ anche essa per tutti i valori di k di modulo
inferiore a k.

In virtu delle (31) si ha, insieme alla formola (32), Paltra:

AL
(nei punti di §") 0—~ “ ’-f &, =, -)——~ —{~4 ”Ziﬁ — ?) v («, B)do.
"y

Applicando questa e la (32) e integrando per serie, risulta per & finita:

1
(nei punti di S) v(w, y, #; k) = in f(f+k v)— +4T[( ; — :f)«v(x,ﬁ)dc, (38)

1

d=
. c e e 17 dSs 1 ¥ h . s
(HEI puntl di S) O——E:S! (f‘z"‘k’l))T—{—EJ(%*—?/)@(d, p) do. (38)

Dalla seconda di queste formole segue che il doppio strato:

L
T @,
[0 pae,
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considerato nel campo infinito S, & tale che nei punti di ¢ ammette la de-
rivata normale finita e continua; quindi, in virta della continuitd della fun-
zione v e del teorema di LiapoNvorr (*), esso ammettera la derivata nor-
male neil punti di ¢, anche quando viene considerato nel campo finito S, e
1 valori negli stessi punti di s delle due derivate normali saranno uguali.

Dalla (38) segue poti che la funzione v in ogni eampo interno al campo §
ha le derivate del primo ordine rispetto ad «, g, 2 finite e continue.

Questi risultati sono sufficienti per concludere, servendosi ancora delle
(88), (38)', che per h finita la funzione v (%, y, 2; k), determinata dalla serie (37),
soddisfa alle equazioni:

(nei punti di 8) A*v-+kov{x,y, 2 k) +f(x, y, 2)=0,

: . dv | o (24)
(nei punti di o) o =T §

Nel caso di b= oc si ha, applicando la (32) ¢ inlegrando per serie,
E o

1¢ as () drl
(neipunti di S) v (x, y, 2; k) :—:-4‘—7—?.‘ (f+kv) -+ 9n o (%, B) an ds; (38)
s a

¢ da questa segue che il risultato precedentemente enunciato per la funzione
v(x, y, 2; k) vale anche nel caso di h = oc.
19. Le equazioni (24) coincidono con le (24); quindi, in virtu del teo-
rema di unicitd del § 11, si ha che Uinlegrale w (w, y, 2; k) delle equazioni (24)
coincide per | k| <k, con lo funzione v, date dalla serie (37).
Da questo risultato ¢ da quello dei §§ 8 e 10 segue che il raggio k, (>0)
di convergenza della serie (37), se ¢ finito, corrisponde ad un primo polo (del
1° ordine) dell’ integrale w delle equazioni (24).
S’intende qui che per k=0 la funzione arbitraria f(z, y, 2) deve sod-
disfare alla condizione (29).
20. Posto:

W,,,,szus.v,dS,
4

si dimostra facilmente (**) che I'espressione W,, dipende solo dalla somma

(*) Cfr. la Memoria (M),; Cap. HI, § 14.
(**) Vedi ad es. la Memoria (M), ; Cap. II, §§ 11 ¢ 12,
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dei suoi indici; per cui si pud scrivere:

W, =W,

e si dimostra ancora che le espressioni W, sono tutte positive e soddisfano
alla serie di disuguaglianze:

W, _W, W,

=t = =... (39)

W, W, W, =

Moltiplicando i termini della serie (37) per v, e applicando il teorema
dell’integrazione per serie, risulta che la serie:

W= W0+W1k+W2k2+-'-

¢ certamente convergente per | k| <k, (k,>0).
Se ne deduce che la serie dei rapporti, che compariscono nella (39), deve

avere un limite ¢ finito (f %—) e maggiore di zero ( = %), e quindi che il

\

valore reale e positivo di &, deve essere finito (éi— f%)
1

La formola ricorrente (34) ci da poi che il raggio di convergenza &, della

serie (37) non & inferiore al raggio di convergenza » della serie:

VW, + VW kWt - -
ossia ci da:
1

Ri=—.
c

In conclusione risulta: & = -5 € cosi, riepilogando, si ha che Uintegrale

ww, ¥y, 2; k) delle equazioni (2&) ha un primo polo del primo ordine per il
valore finito e wmaggiore di zero :
1 . W,
h=k =—=I1im &~
[ PN W ;
21. Indichiamo eon p, il residuo (soluzione eccezionale corrispondente
al valore eccezionale k,) della funzione w (x, y, 2; k) nel polo %, ; e poniamo:

wix, ¥, 2 k)= i ji’_k ~+w, (@, y, 2; k). (40)
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Se si tiene conto del fatto che la funzione p, soddisfa alle equazioni:

a p,

(nei punti di S) A’p,+k, p, =0, (nei punti di o) an

::hpla

e che la w(x, ¥, #; k) soddisfa alle equazioni (24), si verifica inmediatamente
che la w, (x, y, z; k) soddisfa alle seguenti equazioni :

(nei punti di §) A*w,+Ekw, (2, ¥y, 2; k) -+ (f—p,) =0,
(24),

(nei punti di o) %~=h 7,.

Si ha poi (cfr. § 8) che la funzione w, (x, y, 2; k) ¢ certamente finito
per k complessa e per k==F,; essa puo solamente avere una serie finita o in-
finita di poli del 1.° ordine per valori di k reali ¢ superiori a k,. Questa serie
di poli, nel caso che sia infinita, ha il solo punto limite k == oo,

Nel caso di k=0 abbiamo supposto che la funzione f(x, y, #) sod-
disfaccia alla condizione (29). Se questa condizione non & verificata, la
w(x, ¥, #; k) avrd la forma (30), la funzione f(x, y, 2) — p, soddisfera alla
condizione (29) ¢ la funzione w, (x, y, #; k), che comparisce nella (30), avri
la forma (40). Quindi nel caso di h =20, se la condizione (29) non ¢ verificata,
avremo:

w (2, Y, 2; k):—%_f‘kll)tl“;g_f‘”’l (x, ¥, 2; k). 40y

22. Arrivati a questo punto, bastera porre nelle equazioni (36) la fun-
zione f(x, y, ) — p, (@, 9, 2) (*) al posto della f(x, y, 2) ¢ ripetere le con-
siderazioni dei §§17,...21, per dimostrare che U'integrale w, (x, y, 2; &) delle
equazioni (24), ha un primo polo semplice per k& ==£,, con k, numero reale,
positivo e maggiore di k,; e quindi che U integrale w (x, y, 2; k) delle equa-
zioni (24) ha uwn secondo polo (lerzo nel caso di h=0) del primo ordine per
k=Fk, >k,

Indicando con p, (x, ¥, 2) il residuo (soluzione eccezionale corrispondente
al valore eccezionale k,) di w(x, y, z; k) nel polo &,, si potra scrivere (**):
D,

%’(.CU, Y, % k):k ~——k+

p
k;j-k -+ w, (x, ¥, 2; k),

(*) Nel caso di =0 la funzione f—p,—p; .
(**) ¥ superfluo qui notare le modificazioni oceorrenti nel easo di h-—0.
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la funzione w, (x, y, 2; k) sara certamente finita per & complessa e per &k =%,
e soddisfera alle equazioni:

(nei punti di §) A’w,+Rkw,(x, vy, 2; &) +f—p, —p. =0, 2

; . g dw, .
(net punti di o) ~d7—.hm. 5

(24),

Evidentemente si puo seguitare a ragionare sempre nella medesima guisa,

a meno che dopo un certo numero ¢ (=1) di operazioni non risulti identi-
camente in tutto il campo S:

f@ 4,8 —p—p.—-—p=0 (41)

In questo caso I'integrale regolare delle equazioni:

(nei puntidi 8) A’w,+kw (v, y, 2 B)+f—p —p,---—p, =0,
24,
(nei punti di o) fl::"z hw, ()
sard w, (x, ¥, 2; k) =0; e quindi risulterd :
, By = P Po oo P
W@ Y 25 k) =t gt

Importa osservare allora che la funzione f(x, y, 2), come le p, p.,..., p.
che la compongono, deve necessariamente soddisfare net punti di s alla con-
dizione :

% =h{. (42)

Se la funzione f(x, y, 2) non soddisfa a questa condizione, non potra
mai aver luogo la (41); e quindi Vinfegrale w (x, y, 2; k) delle corrispondenti
equazioni (2%) avra certamente una serie infinita di poli del primo ordine.

Finalmente, se osserviamo che si puo sempre sceglierc una funzione
{(x, y, ), la quale non soddisfaccia alla condizione (42), se rammentiamo (§ 8)
che i poli della funzione w (x, y, 2; k) sono valori eccezionali e ancora ra-
dici dell’equazione (14Y, e che le radici di questa equazione sono tali (§ 4)
che qualunque ‘porzione finita dal piano della variabile & ne contiene sempre
un numero finito, se ne deduce, come gi voleva dimostrare, che esiste una
serie G infinita di valori eccezionali (reali e non negativi), aventi per wuwico
valore limite il valore | = occ.

Sappiamo poi che solo nel caso h =0 fou parte delle serie 'G di valori
eccezionali il valore k=0 (§ 13).
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SVILUPPI IN SERIE DI SOLUZIONI ECCEZIONALIL

23. 1 risultati fin qui ottenuti sono sufficienti per dimostrare che quando
la funzione f(x, y, 2) soddisfa nei punti di s alla condizione (42) ed ¢ finita
e continua insieme alle sue dervivale parziali dei primi tre ordini in futlo il
campo S (i punti di ¢ al piit esclusi per le derivate terze), si ha che essw ¢
sempre uguale alle somma della serie finite [form. (41)] od infinita delle cor-
rispondenti soluzioni eccezionali (*) p,, Py, Ps,. ..

Basterd infatti ripetere 1 ragionamenti déi §§ 32, 33, 34, 35 (Cap. 1I) della
Memoria (M), .

Si pud ottenere il medesimo risultato ponendo per la funzione f(x, y, 2)
condizioni un po’ meno restrittive. A tal uopo basterd ripetere i ragionamenti
che lo Stexkuorr fa nei ni 25,26, 27 (Cap. 11, § IID) della sua citata Memoria
degli Annales de I Ecole Normale, i quali perd sono meno semplici di quelli
sopra richiamati della Memoria (M),.

PROBLEMA DEL RAFFREDDAMENTO DEI CORPI SOLIDI OMOGENEIL

24, Dimostrata In un modo qualsiasi la sviluppabilitd in serie (finita
od infinita) di soluzioni eccezionali della funzione arbitraria f(wx, y, #), la ri-
soluzione del problema del raffreddamento dei corpi solidi omogenei, che
inizialmente hanno la temperatura arbitraria f(x, y, 2), immersi in un mezzo
il quale nei punti della superficie contatto ha la temperatura zero, non
presenta pit alcuna difficolta. Infatti bastera ripetere le considerazioni, assai
sempliet, dei §§ 37,...40 (Cap. II) della Memoria (M),.

Catania, Luglio 1907,

(*) Aggiungere la p, nel caso di k=0, se la f(z, y, 2) non verifica la condizione (29).
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