
Applizazione della teoria di Fredholm 
al problema del raffreddamento dei corpi. 

(Di G~USF, ePE LAURICELLA, a Catania.) 

I1 PICARD nella sua elegante Memoria: Sur quelques applications de 
l'dquation fonclionnelle de M. FREDHOLM (*) integra l 'equazione delle vibrazioni 
delle membrane, introducendo la funzione di GREEN e facendo uso della nota 
teoria delle equazioni integrali di FREDHOLM, a simiglianza di quanto fa 
I'HILBERT ill quistioni analoghe, nei suoi lavori dei Nachrichten di Gottinga. 
In tal modo Egli ritrova con notevole rapidith e generalith quei risultati, che 
erano stall ottenuti solo mediante l'applicazione del nolo lemma di Po1schm~. 

L'estensione delle considerazioni del PICARD al problema del raffredda- 
mento dei corpi richiede anzitutto che sia risoluto il problema delle tempe- 
rature stazionarie, ed inoltre che siano generalizzate la funzione di GIIEEN 
ed atcune formole ricorrenti che ne seguono. 

Una nuova ed elegante soluzione del problema delle temperature stazio- 
narie si trova nella delta Memoria. di PICARD, come applicazione dei risultati 
di F'REDttOLM. La generalizzazione della funzione di GREEN e delle menzionate 
formole ricorrenti pub farsi, seguendo, ad esempio, le orme di LIAPOUNOFF (**); 
bench~ essa nei dettagli deve certamente offrire maggiori difticoltfi, di quelle 
che si presentano nello studio della funzione di GREEN e sue applicazioni. Fu 
appunto per evitare tall difiicolt~ ed anche in vista dell' estensione del me- 
todo di NEUMANN ai campi non convessi, fatta dal POINCARfi, che nella mia 
Memoria: Sull'integrazione dell'equazione della propagazione del calore (***) 
mi valsi esclusivamente del metodo di NEUMANN e non feci atcun uso della 
funzione di GREEN e delle sue generalizzazioni. 

(~) Rendiconti del Circolo Matematico, tom. XXII, auno 1906. 
(*~) Sur certaines questions... (Journal de Math~matiques, s. 5.% tom. IV, anno 1898). 

(~*) Memorie della Soeietd italiana delle Seienze (detta dci XL), s. 3. a, tom. X]I). 
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Nel presente lavoro, mediante l 'uso di una conveniente equazione inte- 
grale, ritrovo i not[ risultati del POrNfiARfi sul raffreddamento dei corpi, in- 
dipendentemente dal problema delle temperature stazionarie, dal lemma di 
POTNCARfi, dalla funzione di GREEN e dalle sue estensioni. Le superficie, con- 
vesse o non convesse, ehe eonsidero, e per le quali valgono eosl i detti ri- 
sultati, sono generali quanto quelle per le quali si risolve il problema di DI- 
RICHLET go1 metodo di FREDHOLM (*). 

L'estensione dei risultati del POINCAn£ ai eampi non convessi ~ stato og- 
getto di vari importanti lavori, tra i quali stanno in prima linea quelli dello 
ST~KSOFF (**) e dello ZAREMBA (***); perb i metodi a tal uopo escogitati fin 
qui, oltre di essere poeo semplici, dipendono sempre dal lemma eli POINCAI(~. 
Questo lemma ~ stato esteso, ~ vero, ai campi non convessi (****); ma con 
alcune restrizioni sulla natura della superficie limitante il campo, e non con 
quella generalit'A che, come si vedr~t, apporta l' applicazione della teoria di 
FREDHOLM. 

Dovendo, in el6 che segue, riferirmi spesso alte mie due citate Memorie, 
iadieherb quella Sull'i~legrazione delle equazioni, ecc., col simbolo (M),, l 'altra 
Alcune applicazioni della teoria, ecc., col simbolo (M)~. 

1. Sia S lo spazio rialto limitato da una  superficie ¢ ed S' lo spazio 
infinito limitato dalla medesima superficie. 

Prendiamo per direzione positiva della normale n in ogni punto p di ¢, 
quella rivolta verso il campo finito S; riferiamo i punti dello spazio ad una 
terna di assi cartesiani ortogonali; ed indichiamo con r il vettore congiun- 
gente due punti (x, y, z), (~, "~, ~) qualsiasi dello spazio, con r' il vettore con- 
giungente due punti p, p' qualsiasi della superficie ¢, con k un parametro 
variabile, il quale possa assumere qualunque valore reale o complesso, con h 
(coefficiente di permeabilitde) uua costante qualsiasi reale e non negativa. Po- 

(~) Cfr. ad es. la mia Memoria:  Alcune applicazioni della teoria deUe equazioui fun- 

ziouali . . . .  Cap. II, § 8 (I1 Nuovo Cimento, anno 1907). 
(~ )  S~r les probl~mes fondameutaux de la physique mathdmatique (Annales de l'l~cole 

Normale supSrietire, anno 1902) ; Thdorie gdndrale des fouctions fondamentales (Annales de la 
Facult~ des Se. de Toulouse, ~.* s., VI). 

(~'~) Solution gdJ~drale d~ probl~me de FbUmER (Bulletin international de l 'Acad, des 
Sc. de Cracovie; F~vrier 1905). 

( ~ )  A. KoR~ ~, Abhandlungen zur Poten.tialtheorie, 4 (Berlin, 190°2). - -  E. E. LEvi, Su 
uu lemma del POIa'CARiZ (Rendiconti della R, Acc. dei Lincei, vol. XV). 
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n iamo poi : 

A ~  

d ~ / ~  . ~  / ~  ~ / ~  
d n  ~ ~ c o s n x - + -  c o s n y - + - ~ - ~ c o s n z ,  

8 n, - -  ~-x eos n x ÷ ~ eos n y -+- ~-~ cos n" z, 

i n t e n d e n d o  nel la  terza formola  che le der ivazioni  s iano fatte nel  p u n t o  
p ~---(~, "~, ~) di z e c h e n  sia la d i rezione posi t iva  della n o r m a l e  a ~ nel  
p u n t o  p stesso, ed i u t e n d e n d o  ne l l 'u l t ima che le der ivazioni  s iano fatte nel 
p u n t o  (x, y, z), preso  ad arbi t r io  nel lo spazio, e c h e n '  sia la d i rezioue po- 
sitiva della no rma le  in uu  p u n t o  a rb i t ra r io  p'_~. (x', y', z') della super i ic ie  G. 

F ina lmen te  s u p p o n i a m o  che la superi ic ie  z soddisfaccia  alle seguent i  
condizioni  : 

1. ° abbia  u n  p iano  t angen te  de t e rmina to  in ogni  punto ,  variabile  con 
cont inu i th  al var iare  con cont inui th  del p u n t o  di conia t to ;  

~.o esista un  n u m e r o  tinito posi t ivo a tale che, presi  su  di essa su- 
/ \  

periicie due  punt i  arbi t rar i  p e p '  ed indicato con n n '  l 'a l lgolo acuto  ratio 
dalle co r r i sponden t i  normal i ,  si abbia:  

/ ' x  
~ ' n '  ~ t~ r ' .  

ESTENSIONE DEI TEOREMI SULLE FUNZION[ POTENZ[ALI. 

2. Come caso par t icotare  di teoremi  sui  potenzial i  r i tardat i  (*), si h a n n o  
i seguenti ,  che sono u n a  es tens ione  di quelli  not i  sulle funzioni  potenzial i  
di spazio, di dopp io  s t ra to  e di strato.  

I. I n d i c h i a m o  con ~(x, y, z) u n a  funz ioue  del campo  S finita e con- 
t inua  ins ieme alle sue der ivate  del p r imo  ordine,  i pun t i  di ~ al pifi esclusi  

(~) V. VOLTERRA, Sulprincipio di HUYOH~'NS (Nuovo Cimento, s. 3.", tom. XXXI[ e XXXIII). 

Annali  di Matematica, Serie lII, Tomo XIV, 20 
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per queste derivate;  e costruiamo l 'espressione : 

• ~ (~, ~, ~ ; C k - ) =  ~ 0(~, "~,, ~) 
S 

e~/~ a s .  (1) 
r 

Si ha che la funzione % (x, y, z ; ~./A), per qualsiasi valore finito di k, 
finita e cont inua insieme alle sue derivate del primo ordine rispetto ad x, 
y, z in tutto 1o spazio, ha le derivate de l  secondo ordine finite e continue 
in tutti i punti  dell ' inferno di S (i punti  di z cio~ al pifi esclusi), e soddisfa 
alia seguente equaz ione :  

(nei punti  di S) A ~ % + k % (x, y, z ; ~/-) 4- e (x,  y, z) = O. (~) 

II. Consideriamo sulla superficie z un sistema ortogonale (% ~); ed 
indiehiamo con ~ (% ~) una  funzione finita e cont inua qualsiasi dei suoi punti  
(~, ~ ) ~  (~, ~, ~). Posto:  

~ (x, y, z ; ~7) = ~ ~ (~, ~) ~ d ~, (?,) 

si ha, per qualunque valore di 1¢, 

I ( ?  (% ~) d {ei¢~/£ t [% (¢, V; qk)], = e (~', ~') + ~  ~, f ~  L - ~ - )  d ~, (~) 

[%(¢, ~'; ~!k-)]o=--~(¢, ~')-I--~-~ ~(~, f~)~ [---~-) d~, (5) 
t /  

dove la notazione [ ], serve ad indicare il limite dei valori della funzione, 
che si considera, quando il punto (x, y, z) si avvicina indefini tamente at 
punto (x', y', z') =~ (~', ~') di z, mantenendos i  hel l ' inferno del campo S, l 'altra 
[ ]o serve ad indicare il limite dei valori delia funzione, che si considera, 
quando il punto (x, y, z) si avvicina indei ini tamente  al punto (~.', 8') di % 
mantenendos i  nel l ' interno del campo S'. 

III. Sin e (% f~) una funzione finita e cont inua qualsiasi dei punti  di ~. 
Posto. 

- d ~, (~) ,l.'~ (~, y, ~ ; ~ / ~ ) =  (~' ~) r 
6 
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si ha, per  q u a l u n q u e  valore tinito di k, ehe la funz ione  q'~ (x, y, z ;  ttk) 
finita e eon t inua  in tut t i  i pun t i  dello spazio e nei pun t i  (~.', ~')=~ (x', Y', z') 
di , soddisfa  alle equazioni  : 

~ n J . - -  

dove  si ~ p o s t o :  

~(~', V ) +  • d ' '  - -  

(I 

% (S) 

d 
d n '  - --  ~ X ° 

/ - ,  ~ / x  ~ / - .  
cos r~'x ÷ ~-y-, cos Wy + -~)7' cos r;z. 

R A F F R E D D A M E N T O  DE[ CORPI NEI CASI DI h F INITO.  

3. Sia f ( x ,  y, z) una  funziolie finita e con t inua  ins ieme alle sue de- 
r ivate del p r imo  ordine  in tu t to  il e ampo  S, i pun t i  di z al pifi eselusi per  
ques te  derivate.  P o n i a m o  : 

' d S h z ~.) e~ d S (9) . . . . . .  f ( . ,  .~, H(~, ~'; ~/~) ~ h ~ .  f(~' :~' ~) ~ 
s S 

e cons ide r i amo l ' equazione  in tegra le :  

0 

~ ( , , ~ ; V ~ ) a ~ = H ( ~ ' , V ; q ~ )  (lo) 

e la eo r r i sponden te  equaz ione  o m o g e n e a :  

'~(~', ~'; tik)-]-~2-- ~ h r . r d n ' [  r' ] ,}(~,  It \ lk)  d z - - ~ O .  ( | 1 )  
cr 

Dimos t r i amo  che t' eqteaziorte omogertea, (11) non ammetle soluzione alcuna 
diversa (Ice zero per k reale e negativa o complessa. 
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Iofatti formiamo con una  quatsiasi soluzione de l r equaz ione  (11)l 'espre 
sione : 

= j , V k) ~,. '~" (x, y, z; X/k) ~. (:~, ~" ' -  
,. r 

Datla (7), (8) si ricava, in vir th della, eontinuit 'a della + (:~, }; ~k), 

,~nJ, = - ' } ( ~ '  [~'; ~/~)+-~;4.  d/(~., ~; x / k ) d n ' \  r' ] d q ,  (7)' 

; 

e quindi, in virtfl della ( l l ) ,  

[a ,,:1 (nei punti  di a) [~ ,:c7] , -  h pr°], = 0. 

(s)' 

I)i qui, r amnmntando  ehe la ~r (x, y, z; ~/k) soddisfa al l 'equazione inde- 
tinita : 

-~ q~ k ,v (x, y, z ; ~/k) = O, (1~) 

risulta, come 5 notorio, per k reale e negativa o complessa,  

(nei punti  di S) ,F (x, y, z; x/k)----O; 
ed aneora  : 

Posto : 

sar~ : 

I (nei punti  di ~,) [8 n'L-- O. (13') 

k == ? (cos o) q- i sen o)), 

al ' /r S ly - cos  (0 

Questa ei dimostra  ehe per ~) diversa da zero e da 2 =, ossia per k reale 

e negativa o eomplessa, il modulo dell 'espressione e °4~:, al ereseere indefinito 
1 

di r, diviene infinitesimo d 'ordine superiore a qualsias] ordine rispetto a - - ;  
r 

e quindi  si pub alla funzione q; (x, y, z; x/k-), considerata  nel campo infinito S', 
applicare il lemma di GREEI','. 
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La ~" (x, y, z; x/k-) g continua in tutto lo spazio; quindi si avrh nei punti 
di z: [~]~ -~ 0; ed allora tenendo conto dell 'equazione indefinita (12) nei punti 
del campo S', ne segue, mediante l 'applicazione del detto lemma, per k reale 
e negativa o complessa, 

ed angora: 
(nei punti di S') '~" (x, y, z; ~/k)= 0; 

(nei punti di ~) [,~ n']~--O. 

Questa, insieme alla (13) ed alle (7)', (8)', ei da, come volevamo dimo- 
strare, 

(nei punti di ~) + (~, It; t / ] / )~ 0. 

4. Dal teorema, test5 dimostrato, segue the il determinante D' (\/}~) del- 
l 'equazione integrale (10)~ certamente diverso da zero per quMunque valore 
reale e negativo o complesso di k; quindi esso non ~ identicamente hullo. 
Dal fatto poi ehe la funzione caralteristica della detta equazione (10) "e fun- 

zione olomorfa di ~/k, si deduce the il determinante D' (~/k) ~ anch' esso una 

[unzioue olomorfa di x/k; e quindi aneora the l'equazione: 

D' (~) = 0 (1~) 

pub avere al pii~ un  mtmero infinito di radici, ciascuna di ordine finito, e 
B 

tali che qualunque porzione finila del piano della variabile complessa k non 
pub contenerne che un numero finito. 

0sserviamo ancora che la  funzione H(~.', f~'; ~'k) ~ olomorfa in x/k-; quindi 
la soluzione dell 'equazione integrale (10) sar'~, una funzione meromorfa di 

~/k- (*), la quale potr~ avere dei poll nei punti eorrispondenti ai valori di 

x/if, the ammllano il determinante D' (~]k), e si potrh scrivere: 

®(, ,  9 ; 
D' 

La ¢1, (:(, ~; qk) sara funzione olomorfa di \/.i e, in virtfi della (10), sod- 

(*) J. PLEMELJ, Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung, pag. 126 (Mona.tshefte 
ffir Math. uud Physik, XV, Jahrg.). 
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disfer~ all 'equazione integrale: 

~ ]'I e<,J~ d ( " ~ ) {  • (¢, ~'; ~ I ~ ) + ~  h 
• r d n '  
o 

= I>' (~/~). H ( ¢ ,  ~'; ~<~). 

(m)' 

5. Cib premesso, si eostruisea la funzione: 

"D' . e+'~ ik d S ._~ - 1 ,~,(~,~; @)----d~. P '  (x, y, z; \/h) = (~k) f ( : '  "~' ~) r o ~  r 
s a. 

(15) 

In virtfl della formola (~), segue: 

(nei punti di 8)  A = I : " + h P ' ( m ,  y, z; X/~)÷D'(~/k) .f(x,  y, z )=0 .  (16) 

Si ha poi, in virtfl della formola (7) e dell 'equazione (lO)', 

,,P D' 1 d " ei"~ d S - -  -~-~, [-- h [P']: := (~/-1~) . ~ f ~ ;  f (~, r,, "~) r 
S 

ei~q-k d 

s 

- • (,.', ~,'; \:-k) - ~ . .  h , a 7  \ - 7 - :  
o 

'> (t7) 

Osserviamo the l 'equazione: D ' ( - -  X) = 0 ha le medesime 
tare di segno, dell 'equazione (1$); sieeh~ l 'espressione: 

D' 0,).  D' ( - -  ~) = D ( ~ )  

radici, mu- 

non ~ identicamente nulla ed ~ funzione olomorfa di )J. Ne conefudiamo 
e h e l a  D (k) 8 [unz ione  o lomorfa  di  k e l 'equazione:  

D (k) = 0 (l~)' 

p u 6  avere al pi i t  u n  numero  inf in i to  di  radici ,  c iascuna  di  ord ine  

avent i  per unico valore limite il valore k ~-c~ .  

Poniamo : 

finito, 

t , ' (< :,:, z; ~ /~) . I*(-4~ ' )=P(x,  v, ~; q~); 
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e moltiplichiamo ambo i membri delle (16), (17) per D' (--~k).  Risulta: 

(nei punti di S) ~ P (x, y, z; V k) -4- k.  P @, y, z; ~/k) -I- D (k) f (x, y, z) ----- 0, (16)' 

(nei punti di o) [ 3 P ]  [ ~ ] =  h [P],. (17)' 

I)a queste equazioni si ottiene ovviamente: 

(nei punti di S) g " I P ( x , y , z ; \ / k ) - - P ( x ,  y, z;--~/k)}-~ 

~ - k { P ( x ,  y, z; ~ /k ) - -P(x ,  y, z ; - - ~ / h ) } = 0 ,  

(nei punti di o) [ 3  ] ~ { P ( . ,  y, z; ~/~)-P(x, y, z ; - ~ / i ) t  = 

= h [P(~,  y, z; ~ ) - - P ( ~ ,  v, z ; -  ~/~)],. 

Questc ci d'~nno, come ~ noto, per k quantith, reale e negativa o complessa, 

(in tutto S) P(x,  y, z; ~/h)--P(x,  y, z ; - - v ~ k ) = 0 ;  

e quindi, osservando che il primo membro di questa uguaglianza ~ funzione 

olomorfa di \/k, risulterfi identicamente rispetto a ~/h: 

(in tutto S) P(x,  y, z; ~]~)-~P(x, y, z ; - -~k ) .  

Adunque la funzione P(x,  y, z; X/k) ~ flmzione pari di ~/k; sicch~ essa 
funzione olomorfa di k, e si pub scrivere: 

~'(~, y, ~; ~ / ~ ) . D ' ( - - ~ ) = P ( ~ ,  y, ~; k). 

Osserviamo ancora che la funzione .P ' (x ,  y, z; ~]k) e il determinante 

D'(~!~) contengono esplieitamente l'unit'h immaginaria i nello stesso modo 

ehe contengono ~/h; quindi la P (x, y, z; k) ~ funzione reale di k. 

6. La funzione P' (x, y, z; ~/-k), come risulta dalla (15), ha le derivate 
di primo ordine rispetto ad x, y, z finite e continue in tutto il campo S, i 
punti di z al pi~ esclusi; sicch~ to stesso avverrh della funzione P (x, y, z; k); 
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e per conseguenza si potrh scrivere, come ~ noto, in virtfi delle 06)', (17)', 

(nei punti di S) P(x ,  y, z; h) 

(nei punti di S') 0 

= ~ - ~  {hP(i,  -~, ~; k )+l ) (k) . r (~ ,  .~, ~ . ) t - - +  
s 

a ~- 
+  Jl .-" .I' I i.j,.o. 

Da queste formole risulta: 

(nei punti di S) 0 'P 

(neipunti  diS ')  0 

= . a~-~ . t T - ~ + N ~ 7 . f ( ~  , -~, ~ ) I - T +  
s 

d~ 
~ f l  ~ h 'F°~PI ~ 

(15)' 

La prima di queste ultime ci d~t, in virth del teorema di PoIssoN, 

(nei punti d i S )  a ~ ~' P O'P , ~ + ~ ' D  ~ , + h - ~ t  3h_  ~ . f ( x ,  y, z )=O.  (16)" 

Dalla seconda risulta che esiste ed ~ finita e continua su a l 'espressione: 

1 
F ~ c d)-r~ ~P1 1 

di modo che si avr'h, in virtfi del teorema di LIAPOUNOFF (*), 

1 1 
[~ ['d~[o'P I. 1 r~ rd~l-O'Pl, l 

1, 

Ci6 premesso, si avr~, da ambedue le (15)' e dalla formola di disconti- 
nuit~ della derivata normale di strato, 

[ ~ ff'-Pil WP1. (nei punti d i ~) [ ~  ~ ] ] - - - - -  h IV k,j, (17)" 

(*) V. a d e s .  la Memoria (M)~; Cap. III, § i4. 



al problema del raffreddamento dei corpi. i53 

7. Ora sia k' una  radice del l 'equazione 
Sarh per h ~ k': 

D ~ D  O = D = g - ~ - -  a ~ - -  

(1Q' di ordine t'-4- 1 (t' ~ 0). 

~t'D 
kt' , 

e risulter~ dalle (16)', (17)', (16)", (17)" pure per k== h': 

(nei punti  di S) 

a ~ P- t -  k' P -= O, 

a~ 8 ~ P  8 ~ p  ~ I ) 
~ ~  -~- ~' ~ ii ~ + °2 -~7i = o, 

~ ~t' p k,  Dt' p _~_ t, ~t '-l  I )  
~ ÷ ~ ht, ~i~:  ~ = O, 

(nei punl i  di o) 

V vl 

I %1_ l- :'vt 
a¥'  \~-h~)_j<- h l ~ kLl ;' 

• . . . , . , . . 

f t,o,, Sql 1 ~--~ ---~-p .... h 
l a n \a  k )J, l ~ J , '  

( i s )  

Queste equazioni  ci dhrmo per k' qualltit5 coinl)lessa o negativa, come 
noto, 

(nei punt i  di S) P - -  ~ P ~t'p 
- -  ~ -  . . . . .  o h - - - >  = o .  

Applicando il l emma di GI/EI~;N, Si ricava ancora  dalle (18): 

t Jl . . ~'-~-k~ °2\~h) ~ d S = : O , . . .  

S S 

-)it'-~" ~ k r ~ lffk ~::~ ) i d S = 0; 
S 

e quindi,  poich~, la P(x ,  y, z; k) ~, funzione reale di k. avremo in tutto il 
campo S per k' quant i th  rea le :  

P-~- ~k - - ~  ~ . . . .  ==-~ ke:::i-~-0. (19) 

in  conclusione si ha  che se k' ~ radice mult ipla  del l 'ordine  t ' ~ - 1  deb 
l 'equazione (IQ',  si pub serivere: 

D = ,h  - -  k ,  . D , ,  P = ( k ' - -  h)~'.  P ,  (~0 )  

Annal i  di Matematica, Serie III,  Tomo XIV. ~2[ 
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con D~ funzione olomorfa di k, che non si annulla per k = k' e con P, (x, y, z; k) 
funzione finita e continua insieme alle derivate prime e seconde rispetto ad 
x, y, z in tutto S, i punti di ~ al pih esclusi per queste derivate, e tale che 
l 'espressione: 

finita e continua in tutti i punti (£, ~') di 

~t, p k' 8. Se la ~ per' k = (quantit~ reale e non negativa) nol~ ~ iden- 

ticamente nulla in tutto il campo S, si avrh, dalle ultime due equazioni 
delle (18) e dalle (19), 

(nei punti di S) A ~ Ot' P k '3t' P O, t 

(o2!) 

1 (nei punti di ~,) [~ n , ~ O k r } j - - a [ - ~ - e j ;  

e sar~t ancora, in virth della seconda delle (20), 

(a"P  ~-'}~_k,-~- ( -  1)t'" ~ (t'). (P,)~_~,. (22) 

Da tutto ci6 che precede risulta c h e l a  funzione: 

~v(x, y, z; k ) =  P ( x ,  y, z; k) 
D (k) 

meromorfa in  k. Essa p u s  solamente avere urta serie finita o infinita eli poll 
semplici, corrispondenti alia serie finita od infinita di radici reali e non ne- 
gative deU'equazione (14@ Questa serie di radici, nel caso che ~ infinita, ha 
per unico valore limite il valore k = cx). La  funzione w, per i valori di k per 
i quali non ha poli, ~ finita e continua in  tutto lo spazio, ha le derivate dei 
due pr imi  ordini rispetto ad x, y, z finite e continue in  quaIunque cam~9o in- 

terno al campo S, ~ tale ancora ehe l'espressione [3 n J, ~ finita e continua. 

in  tutti i punt i  (~', ~') di z, e ,  in virtfi delle (16)', (17)', soddisfa alle equazioni: 

(nei punti di S) M w + k w ( x ,  y, z; k ) -+- f (x ,  y, z ) = O ,  

(nei punti di ~) [g~?,j = h [n,];. 
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Per ogni valore k' di k, per cui la w diviene infinila, il residuo : 

p' (x, y, z) = lim ( k ' - - k ) w  = (t'). (D,)~_~ \~-~]k=~" 

6 funzione di x, y, z della medesiina natura della funzione P e soddisfa aUe 
equazioni : 

l J>'l h ' (nei punti di S) a 2 p ' + k ' p ' - -  0, (nei punti di ~) L~L/,= iv],. (2i)' 

Diremo the k' ~ uri valore e(Jcezionale e p' una corrispondente soluziotte 
eecezionale. 

CASO 1)I PERFETTJ PERMI,]AI l I I , ITX (h  = e~),  

9. In questo caso si consideri, in hlogo dell 'equazione i,ltegrale (1()), la 
seguente: 

'~ (~-', V; q~) + ff-77 7-~ - 7 -  <P (~<' '~' \;)~) d ~ = - -  ~-~. (~' " '  r d S; (~5) 
o- S 

e, in luogo della (11), la corrispondente equazione omogenea: 

- 1 ( d  t 
+ (~' ~'; \ih) + fir: J 3 ~  t - F - ]  + (% ~; q~) d ~ = O. (26) 

Si pub dimostrare, ragionando come al § 3, che l 'equazione integrals 
coniugata a quest 'ultima non ammette soluzione alcuna diversa da zero per 1~ 
reale e negativa o complessa. Lo stesso sat& allora della (26) medesima; e quindi 

avremo che il determinante D'(~/k) dell'equazione integrale (°2.5)~ certamente 
diverso da zero per h reale e negativa o complessa. 

Osserviamo poi c h e l a  funzione caratteristica della medesima equa- 

zione (~5) ~ funzione olomorfa di ~/k; per conseguenza il determinante 1)' (~/k) 

dell'equazione (25) ~ funzione olomorfa di ~/-k e non ~ idenlieamente nullo. 
Risulta angora, come al § /~, che la soluzione dell 'equazione (25) si pub 

scrivere sotto la forma: 
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dove la (I, (~, 8; ~/k) ~ funzione olomorfa di ~/~, che soddisfa all'equazione i,u 
tegrale: 

1 ( d  (e i~'~/-~] 1 (D'(Vk) f(~,'~,~) r 

19. Analogamente a quanto fu fatto al § 5, si costruisca con questa 

¢, (~., ~; ~l~) la funzione : 

P'  (x, y, ~; W) = i 

S 
Dalla (2), dalla (~) e dalla (25)~ risulta per questa funzione: 

(nei punti di S) A~P' + k P  ' (x, y, z; ~-t~)+l)' ( q k ) . f ( x ,  y, z )=O,  t 

(nei punti di ~) [P(~', ~'; ~]k-)J;--0; 

e quindi, ponendo: 

D (k) = D'  (~/~). D' (-- ~/~), 

P(x ,  y, z; k ) = P '  (x, y, z; ~/~). D' ( - - f k ) ,  

e ragionando come al § 5, si avr'h: 

(nei p u n t i d i  S) A ~ P + k P ( x ,  y, z; k ) + D ( k ) . / ( x ,  y, z ) = 0 ,  }(e8), 

(nei punti di ~) [P(~', [~'; k ) ] ,=  0. t 

Dalla (27) segue ehe la funzione P' (x ,  y, z; ~,/h) ha le derivate dei due 
primi ordini rispetto ad x, y, z finite e continue in ogni eampo interno al 
eampo S, e ehe si pus invertire l'ordine di derivazione in qualsiasi derivata 

di P' (~, y, z; t/-k) di un 0rdine qualsiasi rispetto a X/-k e di primo o di se- 
condo ordine rispetto ad x, y, z; e poiehg le derivate di P (x, y, z; k) si pos- 

sono esprimere linearmente per le derivate di P' (x, y, z; ~,/k)(queste ultime 

mottiplieate per le derivate di D' (--x/~) e per potenze positive e negative 

di ~] ]/), ne segue, per k =l: 0 (*), ehe l'ordine di derivazione si pub seambiare 

(~) Si esclude il wdore k ~ 0, the non avremo a considerare, per risparmio di ulteriori 
discussioni. 
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pure  nelle der ivate  di P ( x ,  y, z; k) di u n  ordine  qualsiasi  r i spet to  a k e di 
p r imo  o di secondo  ordine  r ispet to  ad x, y, z. 

Ci5 posto,  per  h =l= 0 si avr'~ dalle (28)', de r ivando  t volte r i spet to  a k, 

(nei pun t i  di S) a~ ~'P ~'P O'-~P O'D 

P'P1- f (nei pun t i  di a) [9 k']i 0. / 

Osserv iamo aneora  ehe l ' equazione  o m o g e n e a  (26) per  k = 0 non  am- 

me t t e  so luz ione  a lcuna  diversa da zero (*), ossia ('he il de te , 'minante  D' (VTd 
non si annu l t a  per  k ~ -0 ;  di m o d o  t h e  l'eqttazione: 

D (k) = 0 

no~ ~ verificata dal valore k--~ O. 
Arrivati  a ques to  punt(), bas tera  r ipetere  i r ag ionamen t i  dei §§ 7 e 8 per  

conc tudere  t he  il teorema enunciato at § 8 suUa f~nzione w(x ,  y, z; k), data 
dalla formola (23), vale anche nel caso di h ~ cx), ossia nel caso in cui le 
condizioni  nei punt i  di ~ so n o :  

= 0 ,  [p ' ] ,  = o, 

inveee di quelle ehe compar i s eono  helle (2~), (21)'. 
S ' i n t e n d e  the  in ques to  caso la funz ione  P ( x ,  y, z; l~), ehe va scri t ta  

nel la  formola  (23), 5 quella, in t rodo t ta  nel presente  paragrafo  

E S I S T E N Z A  DI I N F I N I T !  VAI,OI/ I  ECCEZIONALI .  

11. Dimos t r iamo,  i n d i p e n d e n t e m e n t e  dal t eo rema  del ~ 8, che i possi- 
bill valori eccezior~ali so,so radici dell'equazione (I~)'. 

Infatti ,  come ~ noto,  una  soluzione eccezionale  p (x, y, z ;  k) pub  sempre  
espr imers i  med ian t e  la formola :  

- - h  p ( % p ' k ) d %  
r 

o 

(~) Cfr. ad es. la Memoria (M)~; Cap. III, §§ 4, e 5. 
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la quale ei rib, in virtfl della (4), 

p ( ¢ , V ; k ) +  1-(I 27:  h -  
a 

e i~'qv d (e i''q~ ~ i r' ~ - - ]  p (~ '  ~; £ ) d z - - O .  

Questa equazione integrale omogenea 6 coniugata alla (11); quindi per- 
ch6 l a p  (~, ~; k) sia generalmente diversa da zero, 6 necessario the il valore 
di h sia radice dell 'equazione (14)', come si voleva dimostrare. 

Net caso di h = ~ ,  dopo di avere osservato che ogni soluzione eccezio- 
nale ammette nei punti ~ la derivata normale finita e continua, baster~ ri- 
petere su questa derivata i precedenti ragionamenti. 

I1 teorema ora dimostrato ci d&, a eomplemento del teorema enunciato 
al § 8, che l'integrale w (x, y, z; k) delle equotzioni (24) ~ certamente unico 
per tutti i valori di h, che non sono rotdici dell'equazione (1~)'. 

1~. Rammentiamo (§ 10) che l'equazione (l&)' nel easo di h ~--o¢ non 
soddisfalta dotl valore k =- O. Ora vogliamo dimostrare che anehe per h finita 

e diversa da zero (h > O) l'equazione (lae)' non ~ soddisfatta dal valore k ~ O. 
lnfatti si costruisca con una soluzione qualsiasi ~ (:~, ~) dell 'equazione 

omogenea (1/) per k = 0 lo strato tit (x, y, z). Esso si pub ottenere dalla fun- 

zione ~v (x, y, z; I/k) del § 3 ponendo k ~-- 0; e si pu6 dimostrare, come in 
quel paragrafo, che si ha :  

(nei punti di S) ,v (x, y, z ) =  O, 

da cui, come 6 notorio, risulta: 

(nei punti di S') q~(x, y , z ) = 0 .  

Avremo allora : 

(nci punti di.~) [ a ' v ] - -  [aq,]  [a %-#j,- o, l,%?L = o; 

e quindi dalle (7)', (8)', sccitte per k- -O,  si ricava, come si voleva dimostrare, 

Omi punti di ~) ,~(~., ~ ) = 0 .  

t)er h = 0 l'eqaotzione (1~)' otmmette i~vveee lot rotdice k == 0. lnfittti, come 
6 noto, l 'equazione coniugata alla (1 / )per  h = 0 ,  k = 0 ,  ossia l 'equazione in- 
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tegi'ale omogenea: 

ammette l'unica soluzione diversa da zero: )~ (:¢, ~ ) =  C (costante)(*). 
13. Allora per h ~ 0  (iinita) e k = 0  la soluzione dell 'equazione inte- 

grale (10) sarh iinita, per h - ~ 0  la soluzione dell 'equazione integrale (25) 
( h :  ~ )  sarh anch'essa tinita; quindi per k--~ 0 edh ~ O  (finita od infinita) 
la soluzione delle equaziong (2~) sar(~ finila e unica. 

Per h = 0, k ~--0 invece la soluzione dell 'equazione integrale (10) non 
tinita. Condizioue necessaria e sufficiente aflinch~ essa sia tinita ~ (**) che 
si abbia: 

• ' d " f ~ ,  = ; . ~ C ~)  r - l d  o , H ( % ~  o) C d  = .  . ~ =  

~ a S 

• I £ ( ' 1  = f(~:,-,,, ~) }~;;d~ d S =  ~)dS ,  
s o s 

ossia: 

.I "f (~' "~' ~) d S = O. (2(.)) 
s 

Se qnesta condizione ~ soddisfatta, l ' integrale delle eqnazioni (24) per 
h---~ k =  0 sar'h finito e, come ~ noto, determinato a meno di una costante 
add ittiva. 

Se la condizione (~(.)) non 5 soddisfatta, determiniamo una costante po 
in modo che si abbia: 

f {f(L "~, ~ ) - - p o l d S - ~ O .  
8 

Allora la soluzione dell 'equazione integrale, che si ottiene dalla (]0) po- 
nendo f(x, y, z ) - -po  al posto di f (x ,  y, z), sar~t finita per h = k : O ,  con- 
seguentemente la soluzione w o (x, y, z; k) delle equazioni, che si ottengono 

(*) Cfr. la Memoria (M)~; Cap. l l I ,  § 7. 
(**) FREDHOLM, Sur une classe d'dquations fonctionnelles, pag. 378 (Aeta mathematiea,  

tome ~7). 
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dalle (24) faeendo h --= 0 e ponendo f ( x ,  y, z) --Po al posto di f(w, y, z), sarh 
tinita per k = O; e quindi, come si verified immediatamente, l'integrale delle 
equazioni (2~) per h ~ 0 avr& la forma : 

w (x, y, z; k ) =  Pok ~-wo (x, y, z; k). (30) 

l& Nel caso di h finita, l ' integrale delle equazioni (2~) per h-~  0, ossia 
l ' integrate delle equazioni: 

(nei punti di S) ~ v '-F f (x ,  y, z ) =  O, (nei punti di ~)~dv' = hv" (.3]) 

si pu6 esprimere mediante la formola: 

1 

v' (x, y, z) : ~ l~f (~, "~, ~) - -  - ~ , ~  ~ n r (% f~) d o. (32) 

Quindi la v' nei punti di a, ossia l av '  (v., ~), soddisfer'~ all'equazione iategrale: 

dove: 

v ' ( ¢ ,  ~ , ) + ~ j  , ~ v ( , ,  ~ ) d ~ = K ( ~ ' ,  V), (33) 

K(~, ~ )=  ~) dS 
(f(i' ~' -r-" 

8 

L'equazione integrale omogenea corrispondente a]l'equazione (33) ~ eo- 
niugata all 'equazione (]1) per k =  0; quindi (§ 1~2) per h : > 0  l'equazione (33) 
ha il suo determiuante diverso da zero e, per conseguenza, ammette una 
soluzioae finita, la quale sar'~ unica e si potrh esprimere mediante la for- 
mola (*): 

v'(£,  ~ ' ) = K ( £ , ~ ' ) + f F ( : q  ~; a', ~ ' ) .K(% ~)d% 
cl 

con F(:~, ~; :¢' ~') funzione analoga alla funzione earatteristica della (33), 

(~) J. PLEMe~a, 1. c., pag. 1~4. 
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ossia tinita e cont inua per tutti i valori ehe possono assumere ~, :c', ~, ~3' 
1 

ad eeeezione dei valori ~-----:~', ~ = }', per i quali si eomporta eolne -;;,. 

Di qui risulta: 

( I F (  ~, }; £ , } ' ) I d ~ - ~ - A ,  
(/ 

con A quantilgt tinita ed indipendente  da a', ~'. 
Dalla nota disugu(~glianzc~ di ScHwaRz si ha: 

quindi si aVTi'i: 

Ih? (~', [~')l--- ~ ~-~ . r " - . ,  el S ;  
S 8 

~,, , l - f -  l ~ d 8  
I* t~, V) ~ - ~ - = - V . l - #  

8 S 

Aduiiqlie 
della (302), 

per h finita 6 maggiore di zero si pub scrivere, in virt,h 

8 

t ~' (.% y, z) t -~ E .  M, (aa)' 

dove 3I t~ il massimo valore assoluto della thnzione f (x ,  y, z), e clove B 
ed E sono due eostanti finite e positive, indipendenl i  dal punto  (x, y, z) e 
dalla funzione f(x,  y, z). 

15. Nel easo di h = ~ la soluzione dell 'equazione integrale (°25) per 
h = 0 si pub esprimere mediante la fornmla: 

¢/ 

con F, (% ~; ~/, ~') funzione della medes ima natura  della F(~,  ~; ~', f~'); quindi, 
ragionando come preeedentemente  e sost i tuendo alia formola (32) l 'al tra:  

g l  
• dS_+_ 

5' a 

A n n a l i  eli Matemat ica ,  S e r i e  I I I ,  T o m o  XIV.  ~22 
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risulterM 
(3+)" 

con G eostante finita e posit iva,  analoga alle B, E, ed inoltre r isul teranno 
valide anehe per h = ec le (3Q, (3¢)'. 

16. Per  esaminare  il easo h - =  0, si eonsideri  l 'equazione integrale:  

v(~, ~; z )d~=K( , . ' ,  V) (35) 

e la eorr ispondente  equazione omogenea :  

+(¢ ,. , ~; 9,) d z = O. ( 3 5 /  

Per  ), = -  1 l 'equazione (35)' ammet te  l 'uniea soluzione q, (~., ~ ; - - 1 )  = C 
(costante) e l 'equazione omogenea  coniugata l 'un ica  soluzione ~, (~, ~), ta 
quale, come ~ noto, risolve il problema delt 'elettrostatica,  ossia ~ tale ehe 
si ha  (*): 

(nei punti  di S) / "9' (~' $) d ~ = C (costante). 
• ] r 

La % (~, ~) ~ de terminata  a meno di un fattore costa,nte e l ' integrale di 
+1 (~, f~) esteso a z ~ diverso da zero (**). Allora, se supponiamo soddisfatta 
]a eondizione : 

(%_ (~, a) d ~, - -  l ,  
o 

la soluzione dell 'equazione (35) avrh la h)rma: 

(love (***): 

~(~' ~';~) = K(,.' ,  ~ ' ) + f F ( = ,  ~; ,.', V; ~ ) . K ( ~ ,  ~ ) a , ,  

F(~, ~; ~' V; ),)--%'~'~ ~) + L ( ~ ,  ~; ¢, V;~), ),-q- 1 

(+) V. la Memorla (M)=; Cap. l I I , §  7. 
(++) Ibid. ; Cap. III, § l~. 

(+++) V. PLI:MELa: t. C., pad. 1~7. 
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essendo L (:¢, ~; :¢', ~'; ),), per  ;~ -~ - -  1 e nelle v ic inanze di ;~ ~ - -  l, della me- 
des ima  na tu ra  della funz ione  carat ter is t ica  del l 'equazione (35). 

S u p p o s t o  che la funz ione  f(x,, y, z) soddisfaccia  alla condiz ione  (29), si 
avr~: 

a a 

e quindi  risulterA per  la soluzione de l l ' equazione  (35) nel l ' ipotes i  di ?. = - -  I, 
ossia per  la soluzione de l l ' equaz ione  (33) ne l l ' ipo tes i  di h-----0: 

' ' ' + ( L  V) % 
ff 

Da ques ta  formola  si possono  dedurre ,  come  al § 1~, le formole  (3~,), (3z~)' 
ne l l ' ipotes i  ehe sia h-----0 e e h e l a  funzione  f ( x ,  Y, ~) soddisfaeeia  alia eon- 
dizione (02,9). 

17. Cib premesso ,  si eons ider ino  sueeess ivamente  le equaz ion i :  

(nei pun t i  di S )  (nei pun t i  di ,) 

d %  __~ h v o  " A2 vo + f (x, y, z)~-O, d n  ' 

~" v, + Vo (x, y, z) = O, d v, __ h v, • 
d n  

helle quali  h abbia  u n  valore reale qualsiasi  del eampo  (0, ~c) (gli es t remi  
inelusi), e con la eondiz ione  ehe la funzione  arbi t rar ia  f ( x ,  y, z) nel easo 
di h = 0  soddisfaeeia  alla (29). 

Le p reeeden t i  equazioni  sono della m e d e s i m a  na tu ra  delle (31), e deter- 
m inano  u n a  serie Vo, v~, v, , . . ,  di funzioni  finite e con t inue  del eampo  S 
(i pun t i  di , inelusi). 

Nel easo h = 0 l ' in tegra le  vo ~ de t e rmina to  a m e n o  di una  eostanLe ar- 
bi t rar ia ;  e noi d i spo r remo  di ques t a  eos tan te  in m o d o  ehe sia soddis fa t ta  la 
eondiz ione  : 

f v0( ,  )d8=0. 
8 
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Lo stesso faremo per le successive funzioni v,, v~ , . . .  
Nel caso .d i  h~---oc indicheremo con %, ~ ,  ~ , . . .  le funzioni analoghe 

alia funzione ? (~., ~) del § 15 e corr ispondent i  r ispet t ivamente  agli integrali 
v0, v~, v~ , . . .  @lie equazioni  (36). 

18. Dalla (34)' si ha in tutti  i casi: 

I~o(X, y, z ) I ~ E . M ,  Jvl(x, y, ~)J--~E~.i, lye(x, y, ~ ) J ~ E ~ . M , . . . ;  

e dalla (34)" si ha  nel caso di h =  oc:  

I%(£ ,  ~ ' ) i~_~e.M, 1%(:¢', ~ ' ) I ~ _ G . E . M ,  ]%,(~.', IJ) I ~ _ G . E ~ . M , . . .  

Risulta quindi  per  h qualsiasi che la serie: 

v ----- Vo -~ vl k ~- v~ h ~ -~ . . . .  (37) 

convergenle in ugual grado in tutto il eampo S (i punli  di ~ inelusi) per tutti 
i valori di k di modulo inferiore ad un  certo numero h~ maggiore di zero; e 
per h ~-~ c~ c h e l a  serie. 

= ~ o ~ % k ~ k  ~ . . .  (37)' 

i~ eonvergente in ugual grado su z anche essa per tutti i valori di k di modulo 
inferiore a ks. 

In virt5 delle (3I) si ha, insieme alla formola (32), l 'altra: 

d l_ 
1 ( . : . d S .  1 : /  r h~ , 

( n e i p u a t i d i S ' )  O - ~ . , f ( ~ , . : , ,  ~ ) - - ~ g - - ~ . J [ 3 n  ; ) v ( ~ ,  ~)<l~. 
S o 

Applieando questa e la (3~) e in tegrando per serie, r i su l ta  per h finita: 

d 1- 
( n e i p u n t i d i S )  v ( x , y , z ; k ) = 4 ~ / ( f  h v ) ~ - g - ~ .  d n  r ~' 

S a 

1_ 
~ d  1 

(nei punt i  di S') 0 -= -~.,  r ~ ,~ Ji, d n r 
8 a 

/ 

Dalla seeonda di queste formole segue the  il doppio strato: 

f~  ~(~, ~)do, 
g 
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eons idera to  nel eampo  infinito S', 5 tale ehe nei pun t i  di z a m m e t t e  la de- 
r ivata  no rma le  finita e c o n t i n u a ;  quindi ,  in virt~t della, eontinuit 'a  della fun- 
zione v e del teorema di LIAPONNOFF (*), esso ammetter 'a  la der ivata  nor- 
mate  nei pun t i  di z, anehe  q u a n d o  viene eons idera to  nel  e amp o  finito S, e 
i valori  negli  stessi  pun t i  di o- delle due der ivate  normal i  s a r anno  uguali.  

Dalla (38) segue poi e h e l a  funz ione  v in ogni e amp o  in te rno  al eampo  S 
ha  le der ivate  del p r imo  ord ine  r ispet to  ad x, y ,  z finite e cont inue.  

Q uesti r isultati  sono suffieienti per  eoneludere ,  smwendosi  aneora  delle 
(38), (38)', ehe per  h finita la funzione  v (x, y, z; h), de te rmina ta  dalla serie (37), 
soddisfa  alle equaz ion i :  

(nei pun t i  di S) ± = v - k l ~ v ( x , y , z ;  k ) - k [ ( x ,  y, z ) - -O ,  

dv i 
. . . .  h V. I (nei punt i  di a) d n  e 

(02,)' 

Net caso di h = ~,  si ha, app l i eando  la (302) ' e i n t eg rando  per  serie, 

d 1_ 
(nei punt, i (ti S )  v @, y, z; h) := ( fq-kv)  --~ . }-in ~'; (as)' 

e da (lUeSta segue ehe il r isul ta to  p r e c e d e n t e m e n t e  enunc ia to  per  la funzione  
v(x,  y, z; h) vale anehe  nel easo di h =  ec. 

19. Le equazioni  (2~)' eo ine idono  con le ( ~ ) ;  quindi ,  in virt~ del tco- 
re ,ha  di unieitt~ del § I1, si ha  ehe l'integrale w (x, y, z; k)delle equazioni (2ae) 
coincide per I h l < k ~  con la funziot~e v, data. datla serie (37). 

Da ques to  r isul ta to  e da quello dei §§ 8 e 10 segue ehe il raggio k~ ( > ( ) )  
di convergenza della serie (37), se ~ finito, eorrisponde ad un primo polo (det 
10 ordine) dell' i~degrale w delle equazioni (~4). 

S ' i n t e n d e  qui che per  h - - 0  ta funz ione  arb i t rar ia  f (x ,  y, z) deve sod- 
disfare alla eondiz ione (029). 

20. Pos to  : 

W,¢ ~---f%. v, d ~q~ 
8 

si d imos t ra  faei lmente  (**) t h e  l ' espress ione  W~,, d ip en d e  solo dalla s o m m a  

(+) Cfl'. la Mcmoria (M)~; Cap. III, § l~. 
(++) Vedi ad es. la Mcmoria (M)I; Cap. II, §§ I I e J~. 
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dei suoi indici;  per  cui si pub scrivere: 

w.+,; 

e si d imostra  ancora  che le espressioni W, sono tutte positive e soddisfano 
alia serie di d isuguagl ianze :  

w, W, 
~ . . .  (39) 

W o - - W , - -  - - w , _ , - -  

Moltiplicando i termini  della serie (37) per v o e  appl icando it t eorema 
del l ' in tegrazione per serie, r isulta c h e l a  ser ie:  

W =  Wo + W~ l~ + W~ k ~ + .  .. 

cer tamente  convergente  per l k t < k, (k~ > 0). 
Se ne deduce c h e l a  serie dei rapporti ,  che compariscono nella (39), deve 

avere  un limite c finito _ ~  e maggiore di zero 1 - - W o ] '  e quindi  the  il 

valore reale e positivo di k, deve essere flnito ( ~  1 -  LW:'t--- 
vv~]  

La formola r icorrente  (3~) ci d'a poi che il raggio di convergenza k, della 

serie (37) non  6 inferiore 31 raggio di convergenza 1_ della serie: 
6 

Cwi +,k q 4 W,+ . . . .  
ossia ci dh :  

1 kl ~ - -  . 
C 

1 
Ill conclusione r isulta:  k, := -- ; e cosi, riel)ilogando, si ha  che l 'i~tegrale 

c 
w (x, y, z;  k) delle equazioni (25) ha uJ~ pr imo polo del pr imo ordine per il 
valore finito e maggiore di zero: 

k = kl 1 lira Wi_~ 

2t. h-Miclliamo con p, il res iduo (soluzione eccezionale corr ispondente  
al valore ecceziomde k,) della thnzione w (x, y, z ; k) nel polo h, ; e poniamo : 

P' + w, (x, y, z;  k). (40) w (x, y, z; h ) - - h , _ k  
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Se si tiene conto del fatto c h e l a  funzione p, soddisfa alle equazioni:  

d P ~ h p l  , ( ne i pun t i d i  S) A ~pl-~-klp~=O, (nei punti di z) d n  

e c h e l a  w (x, y, z; /¢) soddisfa alle equazioni (2~), si veriiica immediatamente 
che la wl (x, y, z;  k) soddisfa alle seguenti equazioni : 

(nei puati d i S )  a ~w~-Vhw,(x,  y, z; k)-~- ( f  - -  p,) ~-- O, 

d w, __ h n,1. (nei punti di z) d n  

Si ha poi (cfr. § 8) c h e l a  funzione wl (x, y, z; h) ~ certamente finita 
per k complessa e per k ~_ k, ; essq, pub solamente avere una serie finita o in- 
finita di poli del 1. ° ordine per valori di k reali e superiori a hi. Questa serie 
di poli, nel caso che sia infinila I ha il solo punto limile k ==-~. 

Nel caso di h : 0  abbiamo supposto ella la flmzione f ( x ,  y, z) sod- 
disSiccia alla condizione (29). St questa condizione non 5 verificata, la 
w ( x ,  y, z; h) avrh la forma (30), la funzione f ( x ,  y, z ) - - p o  soddisfefft alia 
condizione (~29) e la funzione w,~ (x, y, z; k), ehe COml)arisce ne]la (30), avrh 
la forma (40). Quindi net caso di h---~ 0, se lc~ condizione (2!)) non ~ verificata, 
a, v r e m o  : 

y, h)= P°h  h1-t  y' h). 

22. Arrivati a questo punto, basterh porre nella equazioni (36)la fun- 
zi(me f ( x ,  y, z ) - - p ,  (x, y, z)(*) al posto della f(x~ y, z) a ripetere le con- 
siderazioni dei §§ 17 , . . .  21, per dimostrare the l 'integrale w, (x, y, z; k) delle 
equazioni (2Q, ha un primo polo semplice par h = k~, con h~ numero reale, 
positivo e maggiore di h,; e quindi che l' inlegrale w (x, y, z; h) deUe equa- 

zioni (2~) ha un  secando polo (terzo nel caso di h : O) del primo ordine per 

Indicando con lh (x, y, z) il residuo (soluzione eccezionale corrispondente 
al valore eccezionale k~) di w (x, y, z; h) nel polo k~, si potrh scrivere (**): 

_ Pl  P~ q - w ~ ( x ,  y, z ;  k), n,(x ,  y, z; k) k l - - k  t - k ~ - - h  

(~) Nel caso di h : O  la  funzione f - - P o - - P , .  

(~~') ];] superf luo qui no ta te  ]e modif icazioni  occorrenti  nel caso di h ~ O .  
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la funzione  w~ (x, y, z; h) sar~t ce r t amente  finita per  h complessa  e per  k ~ h.~, 
e soddisfer~ alle equazioni :  

(nei punt i  di S) , ,dw~+kw~(x,  y , z ;  h ) - i - f - - p ~ - - p ~ = 0 ,  ) 
[ 

(nei pun t i  di (~) dd nW~ _~_ h w~. t 

Eviden temen te  si p u s  segui tare  a rag ionare  sempre  nella medes ima  guisa,  
a m e n o  che dopo  un  certo n u m e r o  i ( ~  1) di operaz ioni  non  risulti identi- 
camen te  in tu t to  il campo  S :  

f ( x ,  y, z ) - - p , - - p ~  . . . . .  p , = O .  (4J) 

In ques to  caso l ' in tegrale  regolare delle equaz ion i :  

(nei punt i  di S)  a ~ w~-t-kw~ (x, y, z; k) + f - - p ,  --p.~ . . . .  p~--- O, 

d we __ h w~ (nei pun t i  di a) d n  

sar5 w,(x ,  y, z; k ) =  O; e quindi  risulter'h : 

w (x, y, z; k ) -  h + . . . . .  t -  

h n p o r t a  osservare  allora ehe la funzione  f ( x ,  y,.z), come le p , , p ~  , . . . ,  p~ 
t h e  la c om pongono ,  deve neeessa r i amente  soddisfare  nei punt i  di ~ alia con- 
(lizione : 

d f _ h t. ( ~ )  
d J¢ 

Se la funzione f (x, y, z) non soddisfa a q~testa co~dizione, non  potr~'l 
mai  aver  luogo la (4d) ; e qu indi  l'integrale w (x, y, z;. k) delle corrispondenti 
equazioni ( ~ )  aw'¢~ certamente una serie infinita di poli del primo ordine. 

Fina lmente ,  se osse rv iamo che si p u s  sempre  scegliere u n a  funzione  
f ( x ,  y, z), la quale  non  soddisfaccia  alla condiz ione  (~2), s t  r a m m e n t i a m o  (§ 8) 
che i poll della funzione  w (x, y, z; h) sono valori  eccezionali  e angora  ra- 
dici de l l ' equazione  (iQ',  e che le radiei di ques ta  equaz ione  sono tall (§ 4) 
che q u a l u n q u e  p o r z i o n e  finita dal p iano  della variabile k ne cont iene  sempre  
u n  n u m e r o  tinito, se ne deduce,  come si voleva d imost ra re ,  che esiste una 
serie G it~fi~ita di valori ecceziortali (reali e non negativi), aventi per unico 
valore limite il valore k--~ ~z. 

Sapp iamo  poi che solo nel caso h - ~  0 fa parte della serie ~G di valori 
eccezionali il valore k - ~  0 (§ 13). 
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SVILUPPI IN SERIE DI SOLUZIONt ECCEZIONALI. 

23. l risultati fin qui ottenuti sono suflieienti per dimosh'are ehe quando 

la funzione f (x, y, z) soddisf(~ net l)u~ti di z alla condizione (~2) ed ; finita 
e continua insieme alte sue derivate parziaIi  dei pr imi  trc ordini in tutto il 
eampo S (i punt i  di z al pit4, esclusi per le derivate terze), si ha che essa ~, 
seml)re uguale alia somma delta, serie finita [form. (4d)] od infinita delte cor- 
rispondenti soluzioni eccezionali (*) p~, P2, 1)~,. • • 

Basterh infatti ripetere i ragionamenti dei §§ 32, 33, 35, 35 (Cap. l[)della 
Memoria (M),. 

Si pub ottenere it medesimo risultato ponendo per la flmzione f(x,  y, z) 
eondizioni un po' meno restrittive. A tal uopo basterh ril)etere i ragionamenl.i 
ehe lo STF~UI~OFF fa net n. i ~5, ~6, 027 (Cap. I1, § t1I) della sua eitata Memoria 
degli Annales de l'I~eole Nor.male, i (luali perb sono meno semt)liei di quelli 
sopra riehiamati della Memoria (M),. 

PROBLEMA DEL ]{AFFIIEDDAMENTO I)EI (]OI/PI SOLIDI OMOGENEI. 

25. Dimostrata in un modo qualsiasi la sviluppabilit'h in serie (finita 
od infinita) di soluzioni eecezionali della funzione arbitraria f ( x ,  y, z), la. ri- 
soluzione del problema del raffreddamento dei eorpi solidi omogenei, ehe 
iniziahnente hanno la temperatura arbitraria f(x,  y, z), immersi in un mezzo 
il quale net punti della, superfieie eontatto ha ta temperatura zero, non 
presenta pifi aleuna dittieolth. Infatti basterh ripetere le eonsiderazioni, assai 
sempliei, dei §§ 3 7 , . . .  4~0 (Cap. II) della Memoria (M)~. 

Catania, Luglio 1907. 

(*) Aggiungere la Po nel caso di h ~ 0 ,  se la f ( x ,  y, z) non verifica la condizione (919). 

Annal i  di Matematica, Serie HI, Tomo XIV. ~23 


