
Nuove applicazioni del principio di minimo. 

(U Problema di Lord Kelvin.) 

(Di GUIDO FUBINI, a Genova.) 

INTRODUZIONE. 

I n  questo lavoro studio, col principio di minimo, il problema di eostruire 
una funzione armoniea U in un eanipo r, quando sul eontorno ~ di r/~ data 
la derivata normale di U, o, t)ifi preeisamente, studio il problema di minimo, 
ehe Lord Kelvin ha sostituito al problema eitato, e ehe, in eerti easi, gli 
equivalente. L'idea fondamentale g la stessa, ehe mi ha servito in altro la- 
voro (*); per6 la diversith del problema studiato porta svariate differenze nei 
singoli punti della trattazione. I1 problema ~ studiato per il easo di tre va- 
riabili indipendenti :  non avrebbe infatti avuto aleuno seopo lo studio della 
questione per il easo di due sole variabili. Io tratto il problema di Lord 
Kelvin soltanto a titolo d 'esempio: metodo e risultato si estendono ai pro- 
blemi dello stesso tipo per qualsiasi equazione lineare, o per qualsiasi si- 
stema di equazioni lineari in modo analogo a quello esposto nei §§ 9-10 della 
mia Memoria eitata. I1 problema di Lord Kelvin g da noi seelto soltanto come 
un problema tipico, pereht~ il pifl eonoseiuto e il pifi sempliee dei problemi 
dello stesso genere. E io credo fermamente ehe per equazioni differenziali ti- 
neari (e forse anehe per equazioni non lirieari, appena si sappia superare 
qualehe diffieolt.~ aneora non sormontata (**)) il metodo di minimo sia uno 
dei pifi potenti e sempliei metodi per stabilire i teoremi di esistenza. 

(~) II prlncipio di minimo, ecc. (Rend. del Circ. Matem. di Palermo, Tomo 23). In questa 
Mere., il lettore trover~ notizie bibliografiche di altri lavori (di WnBER, HILBERT, LEVI) SU[ 
principio di DmmHLET. Ricordo ancora una nota del Prof. ARZEL~ (Rend. dell'Aecademia di 
Bologna 1897), in eui sono contenute molte eleganti osservazioni a proposito della validit~ 
del principio di minimo. 

(*~) Queste difiicolth non consistono gi£ nel determinare la funzione, o le funzioni cer- 
care, ma piuttosto nel verificare ehe questa funzione, o queste funzioni soddisfano all 'equa- 
zione differenziale, o al sistema di equazioni differerenziati proposto. 
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Sar~ bene dare qui un' idea dei risultati, eui si perviene in questo ordine 
di studii. I problemi, di eui si tratta, si propongono di trovare, in un eerto 
insieme di funzioni, una funzione U, la quale rende mini~no un eerto inte- 
grale I(U),  il eui integrando ~ una funzione detinita positiva di U e delle 
sue derivate. Come ha osservato WEIE~S'rmtss, l'esistenza di un tale minimo 
ha bisogno di essere rigorosamente dimostrata:  a priori si pub soltanto af- 
fermare l'esistenza di un limite inferiore d. Nel eampo di funzioni eonside- 
rato si pub dunque trovare una sueeessione (minimizzante) di funzioni v~, 

l 
v~,..., tati ehe, posto I(u,,) = d ~ ~- ~ ,  si abbia lira ~. --- 0. E anzi si pub 

supporre ehe le ~ tendano a zero con una rapidit~ grande ad arbitrio, ehe 

p. es. la serie ~ ~ sia eonvergente. Ora avviene questo fatto, ehe in aleuni 

punti del eampo r il lim u,, esiste ed ~ uguale al valore della funzione U 

eereata; mentre in altri punti ei6 pu6 non avvenire (n~ per la sueeessione 
delle u,,, n5 per aleuna sueeessione subordinata,  come H~LB~I~T enunei6 in 
un easo partieolare). Questi punti eeeezionali formano un aggregato, iI quale 
da ogni piano, da ogni sfera, da ogni superfieie ~ regolare, ehe soddisfi eio~ 
a eerte eondizioni di continuitY, Get.) g interseeato in un aggregato di punti 
di misura superfieiale nulla, (vale a dire in un aggregato di punti, ehe si pub 
traseurare, quando si ealeo!ino, al modo di LEBES~U~, gli integrali di una 
funzione estesi a una porzione del piano, o della sfera, o della superfieie ? 
in diseorso). In altre parole, se :~ 5 un pezzo di una superfieie regolare (piano, 
o sfGra, Gee.), e d~  ne g l 'elemento d'area, si ha ident ieamente:  

t U d z = l  l i m u , , d ~ - - l i m  u,~dz. 

Naturalmente io qui parlo di sfere, di piani, ece., perch~ [" ~ supposto 
a tre dimensioni. S e r  fosse supposto a ~ dimensioni, dovrei parlare di rette, 
eerchi, ecc.; se r fosse supposto a n dimensioni, parlerei di ipersuperficie 
sfGriehe, o plane, ecc., ecc. 

Mi spiegher6 pifl chiaramente:  Sia S una qualsiasi sfGra, interna a r ;  
e supponiamo che sul eontorno di S le u, siano sviluppabili in serie di fun- 
zioni sferiehe. Allora anche U ~ sviluppabile in serie di funzio~,i sferiche ; e 
i coeffi~ie~ti dello svib~ppo si ottengono precisamenle come limite dei coefficienti 
dello svilnppo in serie delle fmtzioni u,. 
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Come si vede, pure  non potendosi  porre (in ogni pun to  di r) U - -  lira u . ,  

si pu6 c iononostante  dire che U ~ la funzione limite delle u,,; il teorema pre- 
cedente infatti  non vale sol tanto per  gli sviluppi in serie di funzioni sferiche, 
ma per  uno quals iasi  di quegli sv i luppi  in  seri¢, i cui coefficieuti si ottengono 
mediante quadrature.  

In questo lavoro io uso degli integrali del LEBESGUE, e cerco di appro- 
fondire i minimi dettagli dello studio. Si potrebbe fors 'anche limitarci all 'uso 
degli integrali del RIEMANN; ma la trat tazione perderebbe la sua semplicit5, 
per diveuire di una  ben maggiore complicazione. D'altra parte  nfi six per- 
messo esporre l 'opinione che degli studii di questi ult imi anni  sui fouda- 
menti  del calcolo il concetto di misura  e di integrale secondo LEBESGUE 
la pih grande conquista. Per  consiglio di autorevoli  amici, e per essere pifi 
chiaro, nei §§ 1-2 ho r iassunto nel modo  pif~ conciso la detinizione e la pro- 
priet~ di detti integrali : e forse il lettore potrh da essi rico,mscere quante  e 
quante  questioni fondamental i  si possano risolvere col loro mezzo, quanti  
teoremi guadagnino di generatit(t e di semplicit(t ! 

N~ si deve credere che il concetto di integrali del LEBESGUE sia un  con- 
cetto, che esca assolutamen[e fuori del quadro  delle idee abituali  agli ana- 
listi d'oggi. Le seguenti  eonsiderazioni d imost rano anzi che esso vi r ientra 
nel modo pifl semplice. 

Si chiami integrale di una  funzione continua,  o di una  fuazione integra- 
bile secondo RIEMANN, l ' integrale di essa (definito come nelle solite esposi- 
zioni del calcolo integrale). 

Si ponga poi per  definizione uguale a zero l ' integrale di una  qualsiasi 
funzione, la quale ~ nulla dappertut to ,  eccetto che in un  aggregato E di punti ,  
il quale si possa racchiudere in  un  numero finito, o in  un ' in f in i t~  numera-  
bile di intervalli,  tali c h e l a  somma delle loro lunghezze sin minore di un  
numero  prefissato, piccolo a piacere. 

Se f ( x )  ~ uua  funzione uguale  a lira f,, (x), dove le f,~ (x) sono funzioni 
n ~ ¢ O  

tut te  inferiori a u n a  stessa costante in valore assoluto, e per  ciascuna delle 
quali in un  modo qua lunque  si conosca il valore dell ' integrale, si ponga  per  

Z.  

Si pub dimostrare  che queste definizioni non sono mai  eontradditorie (*) : 

(~) Che le precedenti definizioni esauriscano il campo delle funzioni limitate integrabili se- 
condo LEBESGUE, segue da un teorema del prof. VITALI : (< Ogni funzione misurabile 8 somma 
di una funzione di BArns di classe 0, oppure 1, oppure 9, e di uua fuuzioue a integrale nullo. 
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e che, per mezzo di esse, moire funzioni, non integrabili secondo RIEMANN, 
acquistano un integrale perfettamente determinato. Si pub dire che le pre- 
cedenti definizioni costituiscano, rispetto alla definizione di integrali di RIE- 
mANN, un progresso affatto simile a quello, che questa ultima definizione co- 
stituisce rispetto all'altra.: (( Dicesi integrale indefinito di una funzione f (x )  
ogni funzione F(x) ,  che abbia f ( x )  per derivata (quando una tal funzione 
/7'(x) esiste >7. N~ questi integrali sono una creazione arbitraria. Basti notate 
che, mentre la derivata f '  (x) di una funzione f (x) ,  pure essendo limitata, 
non 5 sempre (VOLTEnRA) integrabile secondo RIEMANN, essa (se limitata) 
sempre integrabile secondo LEBESGUE : i1 SUO integrale indefinito ~ poi (a ineno 
della solita costante additiva) uguale a f(x).  

Nel nostro caso l'ufticio dei nuovi integrali ~ massimamente quello di 
ristabilire la continuit& Mi spiegherb con un esempio. La funzione ~ (x) della x, 
nulla per tutti e soltanto per i valori irrazionali della x, non ~ integrabile se- 
condo RIEMANN, ma ~ integrabile secondo LEBESGUE. E precisamente il suo 

integrale indefinito possiede in ogni punto derivata: e si ha )--~ ~ ( x ) =  0. 

a dire la fuuzione f (x) = ~ .  ( ~ (x) d x ~ una funzione dappertutto con- Vale 
/ 

tinuc~, mentre ~ (x) era dapt)ertutto discontinua. 
Per il presente lavoro, il eoneetto di misuro~ seeondo LEBESGUE g u n  con- 

certo fondamentale:  soltanto mereg sua io ho potuto eompiere le presenti 
rieerehe. Esso rientra per5 nel eoneetto pifi generale di integrate. La misura 
di un aggregato misurabile E di punti del segmento (0, 1) non ~ ehe rin- 
tegrale, esteso a detto segmento, di una funzione uguale a 1 nei punti di E, 
nulla negli altri punti. 

§ l .  MISURA E INTEGRALE SECONDO LEBESGUE. 

Un insieme E di punti su una tetra si dir~ limitato, se esiste un seg- 
mento tinito, che contiene lutti i punti dell'insieme. Indicheremo con I tanto 
questo segmento, quanto la sua lunghezza. Rinchiudiamo E in nn numero 
iinito, o in un'infinith numerabile di segmenti 8, interni a l, in guisa che 
ogni punto di E sia interno almeno a uno dei segmenti 3. Sia D la somma 
delle lunghezze dei segmenti 8; le quantitt~ D avranno un limite inferiore too. 
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che chiameremo misura esterna di E. I punt i  di l, che non  sono punt i  di E, 
formano un  insieme E', che si dice l ' ins ieme complementare  di E. Se m, 
la misura  esteriore di E', noi chiameremo la quantit'~ m, : 1 - -  mo la misura 
interiore di E. Si dimostra  che m: -~m~.  Gli insiemi E,  per cui m,-~m~,  si 
dicono insiemi misurabili. La quanti t~ m ~ m,-----m~ si dice misura di E e si 
indica con re(E). Si dimostra  che :  

12 Due insiemi uguali  (trasformati l 'uno dell 'altro mediante  un  movi- 
mento) hanno  la stessa misura. 

~.o L'insieme E somma d 'un  numero  finito, o di un'infinith, nmnera-  
bile di insiemi E, misurabili  senza punt i  comuni  a due a due, ~ anch'esso 
misurabile e ha per misura  la somma delle misure degli insiemi E,. 

3. ° La misura  di tutt i  i punt i  di un  intervallo ha per misura  la lure 
ghezza dell 'intervallo. 

4. ° Un insieme numerabi le  di punt i  ha misura  nulla. 
5. ° L'insieme comune a pifi insiemi E~, E.,, E~,... misurabili  ~ misu- 

rabile; esso ha per  misura  il lira m (E,), se ogni insieme E, contiene quelli 

di indice maggiore. 
6. ° Condizione necessaria e sufficiente, affinch~ una  funzione sia in- 

tegrabile secondo RIEMA~N ~ che i suoi punt i  di discontinuith formino un  
insieme di misura  nulla. 

Noi diremo che una funzione f (x) ~ misurabile, se, qualunque sieno le co- 
stanti :¢, ~, l'insieme dei punti, in 9ui :~ ~ f (x) .~  ~ (se ~ ~ ~), oppure l'insieme 
dei punti, in cui ~ ~ f (x) :> ~ (se ~. ~ ~) ~ misurabile. 

I1 limite di una  serie convergente di funzioni misurabili ,  o in particolare 
la somma di pifi funzioni misurabil i  ~ misurabile (LEBESGUE). 

Quindi, poich~ le funzioni y ~ 1, y : x" (n intero) sono evidentemente  
misurabili,  ogni polinomio, ogni funzione limite di polinomi, e quindi in partico- 
lare ogni funzione continua,  ogni funzione limite di funzioni cont inue (*) (fun- 
zione di BAmE di pr ima classe), ogni funzione limite di tall funzioni, ecc., ecc., 
sono al tret tante funzioni misurabili .  

E viceversa si pub dimostrare  (VITAL 0 c h e s e  u ~ una  funzione misu- 
rabile, esiste una  funzione v di BArnS di seconda classe (vale a dire una  
funzione limite di funzioni di BAmE di pr ima classe) tale che u -  v ~ diffe- 
rente da zero soltanto in un  aggregato di punt i  di misura  nulla. 

(*) Che ~ anche, per un teorema di WEIERSTRA_SS, timite di polinomii, 
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S i a y  ~--f(x)  una funzione misurabile della x, definita in un aggregato 
limitato E di punti (p. es. un segmento finito). E siano l, L i limiti inferiori 
e superiori della y. 

Se l, L sono fnite,  la funzione si dir~ limitata. Supponiamo dapprima 
di essere in questo caso. Dividiamo l'intervallo 1 -  ~, L -4- ~ in intervalli par- 
ziali per mezzo di numeri  l, 

1 - - ~ - - ~ l o ~ l ~ 1 2 ~ " ' ~ l ~ - - - L ~ - ~ .  ( ~ c o s t . ,  ~ 0 ) .  

Poniamo m, ed m', uguale cispettivamente alia misura di .quell'aggregato 
di punti, in cui l, ~ f (x) , (1 ,+,  , o I,_~ ( f (x) ~ 1,~ . Le due somme 

0 

differiscono di una quantit~ non maggiore del prodotto della misura di E 
per la pifl grande delle differenze l~+~- 1,. Se no i  facciamo diminuire inde- 
finitamente tutte queste differenze, le due sommatorie c ra te  tendono a uno 
stesso limite, che si direr l ' integrale di y, esteso ad E. Questo integrale non 
dipende dal  modo, con cui si fanno impicciolire le differenze l , ÷ ~ -  1,, e di- 
pende soltanto dall 'aggregato E e dalla funzione y. Se E ~ l 'aggregato dei 
punti formanti il segmento a _~ x ~ b, l 'integrale in discorso si indica col 

b a b 

simbolo t / y d x .  E si pone poi t,, d - -  y d x .  Si ha quindi :  
a b a 

Ogui funzione l imitata misurabile  ~ integrabile (ammette un integrale) (*). 
Se una delle quantit~ l ed L non ~ fnita,  ossia, se la funzione misura- 

bile y non ~ limitata, si scelgano infinite quantit~ 

• . . l _ ~  ~ ' l _ 1  ~ lo ~ l ,  ~ l~ . . . 

il cui linfite inferiore (superiore) sia - - ~  (-~ oc). Ripetendo le considera- 
zioni precedenti, saremo condotti atlo studio delle (1), le quali per6, non sa- 
ranno pifi semplici sommatorie, ma vere e proprie serie. Se si ammette la 
loro cortvergenza, si pu6 ancora dimostrare che esse tendono a uno stesso 

(~) Se poi la funzione ~ integrabile sec0ndo RIEMANN, 1' integrale COSi definito coincide~ 
con l'integrale ordinario, 
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limite, quando la massima delle differenze l , - -  I¢_, tende a zero. E di nuovo 
si definisee l 'integrale di y come uguale a questo limite. La funzione f ( x )  
quindi integrabile, seeondo LEBESGUE, allora e allora soltanto ehe i f (x)  l 
integrabile. Si dimostra:  

12) Se le funz ioni  misurabi l i  L (x) sono t~tlte in fer ior i .a  u n a  stessa co- 
stante K in  valore assoluto, e se f (x) = lira [,, (x), allora f (x) ~ integrabile, e 

ha per  inlegrale il limite dell'integrale di f,, (x) per n = ~ c .  (LEBESGUE). 
~.o) Se i resti di  una  serie di funz ioni  misurabi l i  sono tutti inferiori  a 

u n a  stessa costante in  valore assohtto, la serie si pub  inlegrare termine a 
ter~nine. (LEBESOUE). 

3. °) Se la serie u~ ~-u~-~- u~-~ . . . .  ~ convergen.te, e se converge la. serie 
degli inlegrali  deIle funz ioni  l u, l, la serie si pub  integrare termine a ter~nine. 
(LEw). 

&o) Se f ( x )  ~ integrabile in  ogni segmento inferno a un  segmento (a, b) 
(per il ehe oeeorre e basra che sit~ integrabile nel segmento (a, b)), la deri- 

35 

ra ta  d i i  f (x) d x O~ uguale a f (x) in  tutti i pm~ti del segmento, eseluso al pii t  
! 

C~ 

un  aggregato di m i sura  nuUa. (LEBESGUE, LEVI, V1T2sLI). 
5. °) It valore delt 'integrale di una funzione f ( x )  non muta, quando si 

eambino i valori di f ( x )  in un aggregato di punti di misura nulla. Cosiech~ 
si pub l)arlare di i ntegrale di u n a  funzione,  anche quando questa funzione 
non 8 definila in  un  aggregato di pu~ t i  di ~nisura nulla. 

Diremo ehe una funzione f(x),  deiinita in un segmento a ~ x _ ~  ~ b ,  
assolutamente continua, se, dato un quatsiasi numero positivo ~, si pub tro- 
vare un numero positivo 3 tale ehe:  

Se (a, ~ x ~ b, dove a, ~ a, b~ ~ b) sono dei segmenti qualunque in  nu- 
m2ro finito, o formctnti un'  inf ini th  numerabile, la somma delle lunghezze dei 
quali  ~ inferiore a ~, allora: 

Vale allora il teorema (V~TM~I) : 
Condizione necessaria e suffieiente, affinch~ u n a  ['unzione f (o~) possegga 

un~.t derivata [' (x) (eseluso al pih un aggrekato di punti di misura nulla) 
tale ehe l 'integrale indefinito di f '  (x) sia. (a meno d[ una  eostante additiva) 
ug~.v~le a f (x), ~ ehe la funzione f (x) s ia assolutamente continua. 
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Daremo ora un semplicissimo corollario della definizione d'integrale: 
TEOaEMA I. Se f (x) ~ una funzione positiva definita nell' intervallo 

fl 

I .  x ~__ ~, e se ~ f (x) d x ~-- L, la misura dell' aggregato di punti, ove f (x) ~ K 

L 
(K costante qualunque) ~ non maggiore di - ~ .  Siano ora f~, f~, f~,.., infni te  

P 
funzioni positive definite nello stesso intervallo ~ -~ x _~ ~ ; e sia ~ ]; d x L 5;, 

L'aggregato dei punti dove f, ~ ~7 (a = cost.) ha una misura non maggiore 
di ~-~. L 'aggregato S, dei punti ,  dove vale almeno una delle disugua- 
glianze : f, ~_~ s~, f,+~ :~ s?+~, f~+~ ~_~ ~5~, . . .  ha una misura non maggiore di 

I - - ~  l - - a  ~ I - - a  ~, -~ s,+, -~- o,+~ ~- .  • • Supponiamo che si possa trovare una  costante a in 
guisa che ~ sF" sia una serie convergente. Altora lira ( ~ - ~  ~N" ~- ~-" - .  ,+~ ÷ . . . )  = 0 .  

Notiamo ora che l 'aggregato S, contiene tutti gli aggregati 8,+~, S,+~,... L'ag~ 
gregato 8, comune a tutti gli aggregati S,, 8,+,,..., ha quindi per misura il 
limite per i = ~ della misura di 8,, ossia ha misura nulla. 0gni  punto A, 
esterno a S, ~ poi esterno a tutti gli aggregati S~, da un certo valore di k 
in poi, p. es. per k > j ,  dove j ~ un intero, che varier'~ generalmente col 
variare di A. E quindi, per k > j ,  sara (nel punto A)f~ < sL Quindi:  

TEOREMA IL Se le funzioni positive L,  definite in uno stesso intervallo 

< x  < ~, soddisfano alle I f~ d x < ~, e s ea  ~ una eostante tale, che la  serie 

~ ~-a sia convergente~ allora, escluso al pile un aggregato di punto di misura 
$ 

nulla, esiste per ogni altro punto A del citato segmento un numero ], tale 

che per i > j  sia f~<s?. 

§ 2. GENERALlZZAZIONE ALLE FUNZIONI DI DUE O PI[~ VARIABILI. 

La misura esteriore di un insieme E di punti, posti in un piano, si de- 
finisce come il limite inferiore della somma delle misure (aree) dei triangoli 
(in numero finito, o formanti un'intinit~ numerabile), nei quali si possono 
racchiudere i punti di E. La definizione ~ la stessa, che nel § I abbiamo dato 
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pet: gli insiemi di punti di una retta: soltanto the ai segmenti abbiamo ora 
sostituito dei triangoli. Come nel § 1 si defi~lisee poi la misura interiore; si 
dieono misurabili  gli aggregati, la eui misura interiore e esteriore sono ugnali. 
I1 valore eomune di queste misure si dice misura dell'aggregato. 

Per la misura degli aggregati di punti di un piano valgono propriet~ 
affatto analoghe a quelle enunciate nel § 1 per la misura degli aggregati di 
punti posti sopra una retta. 

Quando si voglia distinguere la misura di un aggregato, definita test~, 
dalla misura detinita al § 1, si ehiama quest 'ul t ima misura lineare, e l 'altra 
misura superficiale. Cosi p. es. un aggregato E di punti  posti su una retia r 
di un piano = ha misura superficiale nulla, mentre pub avere una qualsiasi 
misura lineare, e pub anehe non essere misurabile linearmente. 

L'insieme eonmne a due o pifi aggregati si dirh i ntersezione degli ag- 
gregati stessi. 

Un aggregato di punti del_piano (x, y) si dice essere linearmente misu- 
rabile se la sua intersezione con una qualsiasi retta x = cost., o y - ~  cost. 
(linearmente) misurabile (nel senso del § 1). (Ricordo che con (x, y) indieherb 
qui e pifi avanti coordinate cartesiane ortogonali). 

Un aggregato E di punti del piano (x, y) si dice (FuBINI) essere linear- 
mente hullo, se i valori di un parametro K, tall ehe la retta x ~ K, o la retta 
y ~-~ K, o i l  eerchio (x - -  ~)~ ~- (y - -  [~)~ = K ~ (dove (~, ~) ~ un punto fisso, ma 
qualunque del piano), o eee., contenga almeno un punto di E, formano un ag- 
gregato di misura nulla. Gli aggregati l inearmente nulii hanno misura super- 
ficiale nulla. 

Oss. Per definire la misura esteriore di un aggregato posto in un piano 
(donde abbiamo dedotto i concerti di misura interiore, di aggregati misura- 
bili, eee.), siamo partlti dall' insieme dei triangoti del piano. Inveee di trian- 
goli, avremmo potuto usare rettangoli, o in partieolare rettangoli con ]ati 
para]ieli agli assi eoordinati, o pifi generalmente ogni insieme :~ di aree z, 
il quale goda delle due seguenti propriet'~: 

1. a) Ogni area ~ di x g misurabile. 
~.a) Preso un qualsiasi triangolo A del piano, si pub trovare un nu- 

mero finito, o un'infinit~t numerabile di aree z di x, tale che ogni punto in- 
ferno a ~ sia interno ad almeno una delle aree ~ considerate, e che ]a  somma 
di queste aree differisea dal l 'area  di h di una  quantit~ piceola a piaeere. 
Tra tali sistemi di aree, ricorderemo, come specialmente notevole, il sistema 
dei quadrangoli, due lati dei quali sono segmenti di rette uscenti da un 

Annali  di Matematica, Serie III,  Tomo XIV. :[7 
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punto 0 fisso, mentre gli altri due lati sono archi di cerchii, aventi il centro 
nel punto O. Questo sistema di aree serve, quando si usano coordinate po- 
lari. Considerazioni simili si possono ripetere per i sistemi pifl svariati di 
coordinate curvilinee. 

Come nel § 1, si defittiscono poi le funzioni f ( x ,  y) misurabili di due 
variabili x, y, e gli integrali di dette funzioni, estesi a u n  campo r del piano 
(x, y); si pub dimostrare che le funzioni f ('x,, y) misurabili e limitate sono 
integrabili superficialmente, e si possono estendere gli altri teoremi, enun- 
ciati nel § I per le funzioni di una sola variabile. 

con i f  (x,, y ) d  x d y l 'integrale di f (x, y) esteso a un Se noi indichiamo 
/ 

F 

campo r del piano (x, y), si pub dimostrare che detto integrale 5 in ogni 

caso (LEBESGUn, FUBISr 0 uguale a f d x  j f  (x; y) d y  = f d y f  f(a~, y) d x .  

Questa formola, ehe rieonduce nel caso pifl generale il ealeolo di inte- 
grali supertieiali al ealeolo di integrali lineari, si pu6 estendere anehe a coor- 
dinate polari, o ad altri sistemi di coordinate eurvilinee. 

In modo analogo si definiscono la misura a tre o pifl dimensioni di un 
aggregato di punti, e l ' integrale di una funzione di tre, o pifl variabiti; e 
si estendono a questo caso le proprietb~ enunciate per gli aggregati di punti 
su una retta, o su un piano, e per gli integrali de]le funzioni a u n a  o due 
variabili. 

3. L A  COSTRUZIONE DI UNA FUNZIONE ARMONICA U IN UN CAMPO F DATO~ 

QUANDO SIANO PREFISSI  I ¥ALORI DELLA DERIVATA NORMALE DI U SUL CON- 

TORNO G D1 lP. 

I1 problema enunciato nel titolo del presente paragrafo ~ stato,-come ~ 
noto, trasformato da Lord KELVIN in un problema di minimo, che enuncie- 
remo (per il momento sotto forma un po' grossolana) per it caso di eampi 
a tre dimensioni: 

Si(~ F u n  campo deIlo spc~zio a tre dimensioni, in cui (x, y, z) sono coor- 
di~.ate cartesia~e orlogonali. E ne sia z la superficie contorno. Sia f una fun- 
zioJ~e it~tegrabile dei punt i  di ~. Si  coslr~tisca uJ~a funzione U, esi~lente in F, 
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tale che 
$ 

t f U d  ~ = 1 (1) 
? 

(quando t ' integrazione sia estesa a tu t ta  la superfieie % e si indichi con d 

l ' e lemento  d 'a rea  della ~), e che l'integrale I ( U ) - =  j a~ Ud ~ (dove, aI SO- 
T 

lito, ho indicato con a, U il pa ramet ro  ~ ) - Z  con d v 

l 'elemento di volume di r ,  e dove l ' integrazione ~ estesa a tut to  il campo r) 
abbia il minimo valore possibile, eompatibile con la, (1). Dimostrare poi che U 

armonica. Faremo anzitut to alcune osservazioni: 
1. a La funzione f dei punt i  di ~ 5 una  flmzione, cbe differisee soltanto 

per  un  fattore eostante dai valori prefissati della derivata normale  di U. 
Ammessa  per  un  momen to  l 'esistenza della funzione armonica  b, ehe risolve 
il problema di Lord KELVIN, e ammessa  l 'esistenza della derivata normale  
di U nei punti di z, si pub iufatti (*) (con eonvenienti ipotesi restrittive di 
continuit'~, ecc., relativamente alla superfieie ~, e alia derivata normale di U) 
dimostrare chela derivata normale della U ~ proporzionale alla funzione f. 
II problema di Lord KELVIN ~ quindi pifl genera]e del problema, ricordato 
nel titolo dell'attuale paragrafo, non solo perch6 il problema di Lord KEI~VlN 
impone alla f la sola condizione della integrabilith, ma anche perch~ nel- 
l'enunciato di esso non figura per nulla la condizione che il contorno z di r 
possegga norma]i. 

2. ~) Nel problema ricordato nel titolo del presente paragrafo si am- 
mette sempre, come 6 noto, che i valori f della derivata normale della fun- 
zione cereata soddisfino alla 

f . d  = O. 
a 

Qual '~ l'efficacia di questa  condizione per il problema di Lord Km, vlN? 
Se la (~2) b soddisfatta, allora in virtfl di (1), la funzione U non pub essere 
una  costante. E inveee, se la (~) non  fosse soddisfatta, la funzione U, che 

risolve il problema di Lord KELVXN, B uguale alla costante 1 _ _ ~ .  L' effetto 

f f d ~  

(*) Cfr., p. es., HADAMARD, Legons sur la propagation des ondes (1906), page 6, 
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dunque della (2) per il problema di Lord KELVIN ~ quello di assieurare ehe 
la funzione cercata U non sia una costante. 

3. a) Faremo ora un 'u l t ima osservazione. Abbiamo detto nell 'enunciato 

del problema di Lord KELVIN che I ( U ) =  ( h i  Ud ~ ha il valore minimopos- 

sibile, compatibile con la (1). Ma in modo analogo a questo fu gi~ osservato 
(LEVI) per il problema di DIRICHLET, si pub dimostrare che il problema,  eosi 
enunciato,  non  ammet te  in generale risoluzione. Cib si evita precisando il 
problema di Lord KELVIN Eel modo seguente:  

Si potrebbe p. es. dire the  una  funzione v (x, y, z) appart iene al campo 
funzionale (u), se essa esiste in r ,  soddisfa su~  alla (1), ed ha in ogni punto  A 

~v  ~v ~v 
interno a r derivate prime ~-~, ~ ,  ~-~ continue, le quali possono anehe 

crescere indefini tamente quando A si avvicina a ~, in guisa perb the  esista 

~ ( A ~  ~-. e sia iinito l ' integrale I(v)  v d Ammessa  per un momen to  l 'esistenza 
r 

di tali funzioni, si dica d il limite inferiore dei valori di I(v). I1 problema 
di Lord KELVIN si pus  enunciare  cosi: 

Dimoslrare che d ~ un minimo, ossia che i~ (u) esisle una funzione U, 
tale the I ( U ) ~  d. Dimostrare poi che U ~ armonica. 

t~ perb interessante notare,  che le condizioni da noi imposte alle fun. 
zioni di (u) non sono tutte.essenziali ,  e the,  pure lasciando al campo (u)d i  
funzioni una  maggiore generalith, non si complicano per nulla le future cor~- 
siderazioni. E anzi il risultato che ciononostante la funzione Uminimizzante 

unica ed ~ analiliea acquista maggior rilievo, tl campo (u) funzionale, a 
cui ci riferiremo, ~ il seguente :  

:~) Le funzioni di (u) esistono in ogni punto  A interno a F, e vi sono 
continue. Per  ogni funzione v di (u) esiste ed ~ finito I(v). 

[) I valori, assunti  da una  funzione v di (u) in un punto  A di F, hanno,  
quando A tende a un  punto  di z, limiti, che soddisfano la (l)(*). 

,() Sopra  ogni retta coordinata,  eseluso al pih un aggregato G di rette 
di misura  nulla, ogni funzione v di (u) ~ assolutamente  continua. (G potrebbe 

(*) E, per quanto si ~ visto al § 1, potrebbe anche darsi che esistessein a an aggregato G 
di punti di misura nulla, tale che it valore di una funzione v di (u) ill un punto A interno 
a /" non tendesse ad alcun limite, quando A si avvicinasse a un punto di G. Naturalmente 
questo gruPl~O G potrebbe variare, al variare di v in (u). 
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anche  var iare  al var iare  di v in (u)). R icordo  che con le paro le :  ret te  coor- 
d ina te  e p iani  coordinat i  indico,  secondo  u n a  t e rmino log ia  u n i v e r s a h n e n t e  
addot ta ta ,  ie ret te  e i p iani  parallel i  r i spe t t ivamen te  agli assi e ai p iani  
coordinat i .  

La  condiz ione  (y) (Cfr. § 1) ha  per  conseguenza ,  che su u n a  re t ta  coor- 
dinata ,  p. es. u n a  ret ta  y-----yo, z ~-z0,  (escluso al p ih  un  aggregato  di mi- 

sura  nul la  di tall rette) esiste la ~ v ~ x '  e vale la 

I'~v(xl Yo, zo)=v(xl ,  yo, Xo)--v(~Co Yo, Zo) 
xo 

s e i l  s egmen to  cong iungen te  i pml t i  (xo, yo, Zo) e (x,,  yo, zo)~ fo rmato  tu t to  
di pun t i  a p p a r t e n e n t i  a r .  L 'es is tenza  di funzioni  v (x, y, z) soddisfacent i  alle 
p receden t i  condizioni  ~ u n  fatto intui t ivo,  e si p u s  d imos t ra re  r i go rosamen te  
nei casi pifi ampi i  e svariati .  Se infatt i  w (x, y, z) ~ u n a  funz ione  es is tente  
in 17, o in u n  campo  pifi ampio,  che ent ro  r soddisi/t  alle (:¢), (•), e su z n o n  

soddisfa  p ropr io  alla t f w d a = 1, esiste u n a  cos tante  h =l= 0, tale che la fun- 
t 

zione v ~ h w soddisfa  alla (~). 
Sul  campo  r e sul  con to rno  ~ ~ necessar io  impor re  qua lche  cond iz ione :  

le condiz ioni  si pos sono  enunc ia re  d icendo che it p r o b l e m a  p receden te  deve 
avere u n  significato : vale a dire che si possa  par la re  di integral i  estesi  a I', 
o a z, di pun t i  in te rn i  a F, ecc. N~ d iminu i sce  ta general i t~  il s u p p o r r e  r 
connesso.  N a t u r a l m e n t e  si deve p o i  a m m e t t e r e  la integrabilit~t d i  f su  z, af- 
finch~ le (1), (2) abb iano  u n  significato. Nel § 5 perb  pe r  sempticifft impor-  
r emo alla funzione  f, e alla superficie z ul ter ior i  condizioni ,  poco  restri t t ive,  
che abbrev iano  la t ra t iaz ione  in qua lche  punto .  Noi s u p p o r r e m o  cio~; 

:¢) che z si possa  suddiv idere  in u n  n u m e r o  finito di pezzi z,, z~,..., z,, 
c iascuno dei qual i  sia in re lazione b iun ivoca  con la sua  proiez ione (ortogo- 
nale) su  a lmeno  uno  dei p iani  coordinat i .  

~) Che, se ~, (i _~ n) ~ in re lazione b iun ivoca  con la sua  proiez ione or- 
togona le  z', p. es. sul p iano  x ~ cost., esiste u n a  cos tante  finita L, tale che 
valga la 

q u a l u n q u e  sia la funzione  ? (purch~ integrabile)  dei pun t i  di z,, o, cib ch'~ 
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1o stesso, dei punt i  di ~',. Questa ult ima eondizione ~ soddisfatta p. es. se f 
una  funzione limitata, e se ~, ha in ogni punto  un  piano tangente varia- 

bile con eontinuitfi, e giammai normale  al piano x - ~  O. 

§ ~. LE SUCCESSION[ MINIMIZZANTI PER [L PROBLEMA DI LORD KELVIN. 

Essendo d il limite inferiore dei valori di I(v), quando v 6 una  funzione 
dell ' insieme (u), noi pot remo in infiniti modi scegliere in ( u ) u n a  successione 
minimizzante di funzioni vl, v~,...: eio5 una  sueeessione di funzioni tale ehe 

~n I(v~) abbia per n - - - - ~  il limite d, ossia the, posto I ( v ~ ) = d + - g ,  sia 

lim ~----0. E anzi noi pot remo sceglierla in guisa elm s, <~ 1, ~_, > ~., e ehe 

1 

ta serie ~ sia eonvergente. Se k _~ 1 ,  la serie ~ ~,~ ha per  u ~''° termine 
gt }~ 

1 k - y  ( 1 
la quantit~t ~ = ~ ~n Ossia poich~ k - -  -3- ----- 0, 0 ~ ~ <~ 1, e quindi 

1 

~ ~ 1 i termini  della serie ~ .~o~ sono minori  dei termini della serie ! n 

1 

~,~ ; quindi  la serie ~ ~, ~ pure convergente.  Noi dunque  potremo riferirci 

successione nlinimizzante v~, v~, .... tale che, posto I(v~) = d- t -  a u n a  ) 

sia ~ 1 ~ 1 ,  S . ~ 0 ,  ~ , ~ . + 1 ,  per n =  I, 2, 3,. . . ,  e c h e l a  serie ~ eonverga 
~t 

1 
per  k ~__ ~ .  Porremo M, = v, - -  vi_~. 

Studieremo ora il compor tamento  della successione delle v,~ sulle rette 
coordinate:  noi parleremo delle rette y = z = cost. Ma na tura lmente  quanto  
diremo per esse varrg ancora per le rette parallele all'asse delle y, o a quello 
delle z. Le rette parallele all'asse delle w si divideranno in due categorie:  
rette regolari e rette eccezionali. Diremo rette regolari quelle, su cui sono 
soddisfatte le seguenti  proprietY: 

1. a) Le funzioni v, (considerate come funzioni della sola x) vi sono 
assolutamente  continue. 
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f ( ~ ) ~ d  (dove M , = v , . - - v , _ l ) e s t e s o  a uu qualsiasi 2. a) L'integrale x 
z 

segmento, o a un qualsiasi gruppo di punti l della retta considerata, tutto 
interno a F, ~, da un certo valore di i in  poi (che varierh in generale col va- 

riare della retta considerata) minore o uguale a a .  Chiameremo rette ecce- 

zionali quelle, su cui non ~ soddisfatta t 'una o l 'altra delle precedenti pro- 
prietgt. 

Vale il t eorema:  
Le rette eccezionali [ormano un aggregato di misura (superficiale) nulla. 

Infatti, siccome per ipotesi ogni funzione v appartiene all 'insieme (u), le 
rette, su cui una qualunque delle v, p. es. l a v , ,  non ~ assolutamente con- 
tinua formano un aggregato di misura nulla. E, poich~ la somma di un'in- 
finit'a numerabile di aggregati di misura nulla ~ aneora un aggregato di mi- 
sura nulla, le rette, su cui non ~ soddisfatta la prima delle due condizioni 
enunciate pifi sopra, formano un aggregato di misura nulla. 

Basterh dunque dimostrare che le rette, su eui non ~ soddisfatta la se- 
conda delte due condizioni precedenti, formano anch'esse un aggregato di 
misura nulla. Si pub infatti dimostrare che I ( 3 L ) ~  ~,: (*). Ora, per i teoremi 
del § 2, si ha 

i (M,) = . 

E quindi, per il Teor. II del § 1 .(che si estende immediatamente alle 
funzioni di due variabili) s' ~.l ha che esiste al pi~ un aggregato di retie di 
mism'a nulla, in cui non ~ soddisfatta, a partite da un certo valore di i (varia- 

bile in generale al variare della retta considerata) la M, d x ~ ~ = E~ . 

La quantit'a cui si nell 'enunciato del eitato Teor. II ~ nel nostro accenna 

easo uguale a 1---3----- • A fortiori resta dimostrato il nostro teorema, 

[a M, ~," 

(*) LEVI, S u l  p r i n c i p i o  d i  DIRICHLET (Rend. del Circ. Mat. di Palermo, tomo 22), §§ 30-31; 
e FumNt (loc. cit.), § 2. II teorema in diseorso ~ il seguente: Se v, w sono funz io~, i  d i  (u), se 

I (v) ~:  I (w) ~ d -+. e, al lora I (v - -  w) ~_ 6 s. 
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Studieremo o r a i  piani coordinati, e ci riferiremo ai piani x----cost. Di- 
videremo i piani x ~ cost. in due categorie: i piani regolari, e i piani ecce- 
zionali. Diremo piani regotari quelli, che soddisfano alle due seguenti pro- 
priet~ : 

[ (~ M~ ~-t- d y d z ~, a partire da un 1. a) Su un tal piano [ \ ~ y ]  

certo valore dell'indice i (variabile in generale col variare del piano), minore 
2 

di ~ ,  quando l 'integrale sin esteso a una qualsiasi porzione, o a un qual- 
siasi gruppo di punti del piano considerato, che ~ interno a r .  

2. a) Le rette eccezionali, parallele all' asse delle y o all' asse delle z, 
poste su uu tal piano, formano un aggregato che ha misura (lineare) nulla. 

Vale il teorema: 
I piani eccezionali formano un aggregato di misura (lineare) nulta. 

Poich~ I(M,)~-oI'A~ M~dz ~ ,  e, per i risultati del § 2, 

si ha,  per il Teor. I1 det § 1, ehe esiste al pifi un aggregato di piani x = cost., 
di misura nulla, in eui, a partire da un eerto valore dell ' indiee i (variabile 
in generale da piano a piano) non ~ soddisfatta la 

a~M, aydz~_.~ ~. Poich~ \ O y ]  [ ~ - - ) ~ 5 ,  M, 

ne segue immediatamente che i piani, i quali non godono della prima delte 
due citate proprietY, formano un aggregato di misura  (lineare) nulla. 

Consideriamo ora le rette eccezionali parallele, p. es., all 'asse delte y. 
Esse formano un aggregato di misura (superficiale) nulla: vale a dire esse 
intersecano il piano y =-0  in un aggregato E di punti di misura (superfi- 
ciale) nulla. 

Ma per i teoremi del § 2 tale misura si ottiene integrando rapporto a x 
la misura (tineare) dell'aggregato, in cui E ~ intersecato da una retta x ~- cost. 
Le rette a~ = cost. del piano y ~ O, su cui questa misura o non esiste, o 
differente da zero, formano dunque un aggregato di misura (lineare) nulla. 
Percib i piani x =  cost., che contengono un aggregato di rette eccezionali 
parallele all'asse delle y, la cui misura lineare o non esiste, o non ~ nulla, 
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formano un aggregato di misura nulla. Altrettanto si pu6 ripetere per le 
rette parallele all'asse delle z: e resta eosi dimostrato eompletamente il teo- 
rema enuneiato. 

T e o r e m a  f o n d a m e n t a l e .  Se let meccessione mi~imlzzante delle ,v~ 
converge in  un  punto A di uJ~a rettc~ regolare r, essa coJ~verge uniforme,mente 
in  ogni segmento l di r, interno a F e conteuente il puu.to A. 

Six B u n  punto qualunque di tale segmento 1. Sat'h, a partite da un 
certo valore di i 

B 2 

i .," -- .!  \ ~ x ) ~i 
A l 

Ora per la formola di SCHWM~Z, the vale anehe per gli integrali del im- 
B~SGUE (*), se ne dedl~ce: 

B t 
( M'ax _ 

. ! - d x  ~ ~'[ s~u-(/= lunghezza del segmento l). 
A 

Poich~ r 5 una  retta regotare, se ne deduce 

1 

I M,(B)-- M, (A) 
ossia 

1 

Questa disuguaglianza vale, a partire da u n certo valore di i, dipendente 
dalla retta r considerata, per tutti i punti B di I. 

Ora la convergenza della successione delle v,. equivale alla convergenza 
O0 

della serie v~ -4- ~l(v~.+~ - -  v~.), ossia alla convergenza della serie x M,.. Questa 

1 
.,. 3 serie converge dunque per ipotesi nel punto A; e, poich~ la serie - ~  ~ asso- 

(~) LEVI, loe. cik, n. ° 27. Veramente noi qui adoperiamo soltanto un caso particolare 

della formola di SCHWARZ: che cio~ l ' in tegra le  di una funzione y, esteso a un aggregato A 

di misura ~, ~ minore in valore assoluto del prodotto della radice quadrata  di a per la 

radice quadrata  del l ' integrale di ~ ,  esteso allo stesso aggregato A. 

A n n a l i  d i  Ma tema t i ca ,  Serie lII, Tomo XIV. 18 
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lu tamente  convergente, dalla uguaglianza precedentemente  stabilita segue the  
la serie x 3/, converge uni formemente nel segmento l. c. d. d. 

Osserviamo ora the,  essendo r per ipotesi un campo connesso, due punt i  
di v si po t ranno sempre (e in infiniti modi) congiungere con una  spezzata 
rettilinea, formata tut ta  di 'segmenti interni a r e paralleli a uno degli assi 
coordinati. Una tale spezzata si dir'a una  spezzata coordinata. 

Diremo poi che una  spezzata eoordinata ~ regotare, se i suoi lati sono 
tutt i  rette coordinate regolari. 

Dal teorema precedente  si deduce :  
Se Ia sueeessione delle v. ~ eonverge~te i~, un  p~nto A, essa converge in 

tutti i punt i  B,  che,si possono congiungere con A mediante una  spezzata coor- 

d inata  regolare. 

l~ poi ben evidente che:  
Se S b u n '  area p iana ,  com~essa, in terna a F, posta su u n  p iano  coordi- 

nato = (parallelo, p. es., al p iano delle x) e regolare, due pun t i  A e B di S 

sono sempre con, giungibil i  mediante unc~ spezzata regotare, se l 'uno e l 'altro 

sono posti  su una  retta coordinata regolare del p iano  ~. 

Infatti siano r, r' le due rette, su cui sono posti r ispet t ivamente i punt i  
A, B ;  e supponiamole  dappr ima concorrenti  in un  punto  C, tale che i seg- 
menti  A C, C B  siano interni a V. La spezzata A C B  congiunge i punt i  A, B 
ed ~ regotare. 

Se inveee non ~ soddisfatta l 'ipotesi, da eui siamo partiti, 5 ben evidente 
the  potremo congiungere i punt i  A, B con una spezzata A C, C~. . .  C. B, tale 
che i lati A C,, C,, B siano posti r ispett ivamente sulle rette r, r ' ;  e the  ogni 
altro lato della spezzata sia una retta coordinata del piano =. 

Le rette coordinate eeceziona]i di = formano aggregati di misura  (lineare) 
nulla. Qnindi le rette regolari formano aggregati dapper tu t to  densi in S ;  
pot remo dunque  sostituire ai punti  C altri punt i  C', vicini quanto  si vuole 
ai corr ispondenti  punti  C, in guisa che la spezzata A C', C '~ . . .  C',, B sia una  
spezzata regolare c. d. d. 

Sia ora S una  qualsiasi regione piana connessa, interna a v. Essa si 
port5 evidentemente dividere in un numero  tinito, o in un'intiniff~ numera:  
bile di pezzi S,, S;, S ~ , . . .  eiaseuno dei quali si pub proiettare ortogonal- 
mente in un pezzo, tutto interno a r ,  di un piano coordinato regolare (*). 

('~) Infi~tti i pianl coordinati non regolari (eecezionali) formano aggreg~ti di misura nulla ; 
e (lnimli i pi;mi regolari formano aggregati dappertt~tto densi in F. 
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S i a p .  es. $1 proiet tato or togoualmente  in un  pazzo S',  di un  piano r., re- 
golare,  coordinato ,  e parallelo al piano dells x. I punt i  di S, ,  S' ,  sono 
in corr ispondenza biunivoca. Le rette eccezionali parallele all 'asse delle x 
formano un  aggregato di misura  nutla. Quindi, escluso al pifi Uu aggregato 
di punt i  di misura  nulla di S , ,  ogui altro punto  di $1 ~ unito al corrispon- 
dante di S'1 da una tetra regolare. I punt i  di S ' , ,  t he  noll sono posti su 
alcuua rett,q, regolare di =1, formano un aggregato di misura  nulla. Escluso 
quindi  al pifi un  nuovo aggregato di punt i  di misura  nulla, ogni altro pun to  
di S, ~ eongiungibile mediante  una  retta regolare a u n  punto eli 7:1, posto su 

una retta coordinata regolare di ~:1. 

Ripetendo analoghi ragionament i  per S~, S ~ , . . .  e r icordando che un  ag- 
gregato, somma di un  numero  finito o di un ' iaf ini t5  numerabi le  di aggregati 
di misura  nulla, ~ pure  di misuva nulla, o t teniamo:  Se S ~ una qualsiasi, 

regioJ,e p inna  connessa interna a I', ogJ~i punto di S (escluso al pih un aggre- 
gato di punt i  di misura  nulla) ~ congiungibile con una retta coordinata re- 

goIare a un  punto posto s~t una retta coordinata regolare di un  piano coor- 

dinato regolare. 

Siano ora S, S' due aree piane interne a r ,  che suppor remo senz'altro 
posts  su due piani ~, =' regolari (*). E ben evidente she noi pot remo trovare 
due arse S , ,  S'1 in terns  r ispet t ivamente a S, S' e un  numero  finito di piani 
7:,, ,%,..., =,, in modo the  ogni pun to  di $1 sia congiungibite a un  pun to  
di S'1 mediante  una  spezzata coordinata,  i eui vertiei sono posti su ,%, ~ , . . . ,  
7:,. E anzi, se escludiamo un  aggregato di punt i  di misura  nulla su S, ,  S' , ,  
pot remo suppor t s  che questa spezza.ta sia rego]are. E, se escludiamo altri 
aggregati di misura  nul la ,  po t remo supporre  che punt i  eorr ispondenti  di 
S~, S'~ siano posti r ispet t ivamente su rette regolari dei corr ispondent i  piani 
~, ='. Dunque  : 

Se 7:, ~' sono p ian i  coordinati regolari, possiamo sempre trow, re, data una  

regione S di ~ interna a r e una regione S '  di ¢:' interna pure a F, un  punto 

A di S, e un  punlo A' di S',  posti l'uno su una  retta regolare di % l'altro 

su una  retla regolare di 7(, i quali siano congiungibili mediante una spezzata 

regolare. Se ora  r ieordiamo i risultati fin qui ot tenuti ,  e r icordiamo che, 
se un  punto  A ~ congiungibile tanto a u n  punto  B, che a un  punto  C me- 

(~) Potrebbe anche darsi che ~r, ~r' coincidessero in uno stesso piano ~r, che l'interse- 
zione di % e di r risultasse composta di pifi aree distinte R1, R~,..., e che S, S' fossero 
parti di due di queste aree, non conuesse tra di loro. 
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diante una spezzata regolare, anehe i punti B, C sono eongiungibili mediante 
una spezzata regolare, troviamo : 

S in  A u n  punto  di un  p iano  regolare % posto su  una  retta regolare di 7:. 

I pun t i  di r non congiungibili  con A mediante una  spezzata regolare formano 

su ogni p iano  (eoordinato, o no) u n  aggregato di m i sura  superficiaIe nulla, 

e in particolare formano su ogni p iano  regoIare ~.' ~en aggregato Eu,, tale ehe 

le rette coordinate, le quali  contengono un  punto di E~., formano aggregati  di 
m i sura  (lineare) nulla. L'insieme E di questi punti ha dunque misura (a tre 
dimensioni) nulla. Se esiste ed ~ finito in  A il lira %, questo lira.ire esiste ed ~ finito 

in tutto F, esclusi al pil t  i pun t i  di E. Le rette coordinate che contengono u n  punto  

di E formano aggregati di m i sura  (superficiale) nulla. L'  intersezione di E con 

u n  p iano  coordinato regolare ~ un  aggregato linearmente hullo. Ad altri e 
analoghi risultati perverremmo, se, in luogo di coordinate cartesiane ortogo- 
nail, usassimo coordinate polari, o altre coordinate curvilinee. 

Osserviamo ora ehe in virttl della (2) (§ 3), s e u n a  funzione v appartiene 
a (u), anche la funzione v-I-cost,  appartiene a (u). Se v~, v~,... ~ una suc- 
cessione minimizzante, e h~, h~, h~,.., sono costanti arbitrarie, anche v~-I-h~, 
,,~ + h ~ , . . .  6 una suceessione minimizzante, ehe ha a comune con la succes- 

sione iniziale rette e p i a n i  coordin~ti regolari. Noi potremo servirei di queste 
costanti additive, the sono in nostro arbitrio, in guisa e h e l a  successione 
minimizzante v~ + h,, v~ -]-h~,... eonverga nel punto A verso un valore finito. 
E, per non introdurre nuove no.tazioni, indieheremo questa suceessione an- 
cora con v,, v~,... Essa converger& in  tutto r,  esclusi al pi6 i punti dell'aggre- 
gato E;  ossia (come potremo dire con linguaggio analogo a quello della mia 
Mere. tit.) sarh quasi-convergente in r. Di pi~, per quanto abbiamo visto, la 
funzione limite v = lira % sar~ una  funzione continua su ogni retta regolare, 

non conte~enle puJtti di E. In modo ancora pifi semplice si potrebbe dimo- 

% "" ° % lira ~v,, esistono in  tutti i p u n t i  di F, eecetto che strafe ehe i lira ~)-x' mn ~ - - ,  

in  u n  aggregato F di m i sura  nul la  (*). Ma eib ha 'pe r  noi searso interesse. 

(~) Del teor. lI del § I si deduce ehe, escluso al piit un aggregato di I)unti di misura nulta, 

esiste per ogni altro punto A di r u n  intero ~, tale ehe per i 2> k, si ha (in A) A 1 3Is __~ ,i 3, 
1. 1 1 

t ~ ,  ~ ~g ' ~ z  --  i • In questi punti eonvergono 

e M; ~ M~, 0 t1'/,. 0 
dunque le serie ~. -gx- '  ~ ~ fi -~T ;  ed esistono quindi i lim.=~¢,-0-x ~ v,,, lira= ~Y'0 v,, .=~lim -0v~.. 
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§ 5. LA FUNZIONE ARMONICA L|MITE. 

Noi d imos t re remo ora che esiste in  I ~ unc~ funzione armonica, U, la qua, le 

coincide con v ~ lira v. in tutti i punti ,  esclusi al pii~, i punti  di un aggregato E '  
Tt~-O0 

d i misurc~ null(~, e the  di pi~ te rette coordinate, che conte~tgono un  punto di E o 

di E '  formano un aggregato di misura (superficiale) nulla. Dimoslreremo poi 

che U ~ la funzione the risolve il nostro problema. Premet te remo lo studio di 
a lcune proprie th  della, v, a cui abbiamo gih alluso nel l ' introduzione.  Sia 7: un 
piano coordinato x = ~ (~ ~ cost.) regolare. Sia R (in ret tangolo posto su =, in- 
terno a r ,  col tati paralleli  agli assi coordiuati .  Le rette eccezionali di = for- 
maim un  aggreg~do di misura  (lineare) mfl la:  quindi  le rette regolari  di 
fo rmano un aggregato dapper tu t to  denso. Sin y ~ yo u n a  ret ta  regolare,  in- 
tersecante R. Se le integrazioni  sono estese a u n  qualsiasi  seglnento 1 di 

; f f questa  retta,  interno a R, la serie I v~ I d z + 1 3t~ 1 d z -~. 1 3I~ I d z - ~ .  • • 
l 1 l 

uni fo rmemente  convergente.  (Cfr. il Teor. fond. del § Q. Sin y = y~ un 'a l t ra  
retta, regolare o no, parallela alla precedente ,  e in tersecante  R. Sia l' un  seg- 
mento  di questa  retta,  tale che l, l' formino due lati opposti di un  rettan- 
golo R', in terno a R. Si ha (se Zo, z~ sono le terze coordinate  degli estremi 
d[ 1 o di l') 

I I l z 0 R t 

P°iehe 7: e un p lan°  c ° ° rd ina t °  reg°lare '  l ' integrale di (0 M~-~-  {-~--z/~)~' ~ O y ]  

ed (( a f o r t i o r i  >~ l ' integrale di [~ M ~  ~ [ ~ Y j , esteso a u n a  qualsiasi  regione, posta 

su = e in terna  a r ,  e quindi  aache  in par t icolare  l ' integrale di [ ~ y - j  esteso 

a R', ~ minore di ~ ,  a lmeno a part ire da un certo valore di k in poi (va- 
lore, che d ipende soltanto dal piano =). Se ~' ~ l 'area di R', si ha  per  una  
formola di SCHWARZ gih citata (Cfr. il teor. fondam, del § ~): 

R' /~' 
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e, se ~ b l 'area di R, (~ ~ ,~') si ha a f o r t i o r i  

. d v d 

R'  

almeno a partire da un eerto valore di k. Ma dalla (~), (~') seende 
1 

i" l 

Ora, per le ipotesi fatte su l e sulle ~, le serie 
1 

fJ f 
l 

sono eonvergenti (e la prima converge anzi in ugual grado). Quindi la serie 

(l I : ~.~ M~ d converge per un teor. (del LEVI)ricordato al § 1, segue ehe 

su l', ossia su ogni seg~nento parallelo all' asse delle z, posto su  ~, la ~erie 

u~ + M~-~- M~ + . . . ~ integrabile termine a termine ; e la serie degli integrali  

rappresenta l ' integrale della serie, ossia l ' integrale di v ~ - l i m  v, esteso al 

segmento considerato. 
2~ 

Notiamo poi che le M~ sono per ipotesi continue; quindi t M,: d z  ~ una 
Z0 

funzione continua della y. La serie ~ | M~ d z converge, come abbiamo di- 

Z 0 

mostrato test~, uniformemente. Essa rappresenta quindi una funzione con- 

/ 

tinua della y. Ossia t v d z ~, su 7:, una  fuuzione continua della y. 
I 

Da quanto abbiamo detto iia qui, si deduce facitmente ehe anche la 
serie, ottenuta integrando (superiicialmente) termine a termille la serie 
v~ + I M ~ I + I M ~  I + " "  in una qualsiasi regione di =, interna a r,  converge; 
e che quindi la serie v, -~ M~ -~ M~ + . .  • si pub integrare superficiahnente 

termine a terntine i:n una  quals iasi  regione di ~, in terna a r : l a  serie cosi 
ottenuta rappresenta proprio l'integrale di v esteso a detta regione. 

Nello stesso modo, con cui da]l'integrabilit~ termine a termine della 
serie v~ + M~ + M~ + - . .  su una tetra regolare di 7: abbiamo dedotto l'inte- 
grabilit/t termine a termine su ogni altra retta regolare, o no, di % cosi 
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dall ' integrabililk termine a termine della solita serie in una  qualsiasi r eg ione  
di % interna a r ,  possiamo dedurre  l'integrabilit& termine a termine della 
serie vl ~- M~-~- M3-~-. . . in  una qualsiasi regione di un  altro piano coordi- 
nato, regolare o no. Anzi con lo stesso metodo po t remmo dedurne  l 'integrabi- 
lith termine a termine in un qualsiasi pezzo di una  superficie S, apparte- 
nente a r ,  che si proietti b iunivocamente  su una  regione S' di m~ piano 
coordinato, in guisa che il rapporto  tra ]a misura  (superticiale) di una  por- 
zione di S o di un  aggregato di punt i  di S, e la misura  della sua proiezione 
su 7: sia inferiore a una  costante K. Noi po t remo anzi  d imostrare  una  formola 
pifi generale, da cui in particolare pot remo dedmTe che v soddisfa la (1). 

Sia S una  superfieie che goda de]le citate propr ie th:  e sia = un  piano 
x = cost. Le proprieth volute saranno soddisfatte, se p. es. S ~ rappresen- 
tara da un 'equazione x ~ ~(y, z), dove ~ ~ una  funzione che possegga de- 
rivate prime tinite. Sia f una  funzione limitata dei punt i  di S, e quindi anche 
(lelle y, z. E sia p. es. I f] ~-~ H ( H =  cost.). Ira. misura  M di un  aggregato G 
di punt i  di S sia minore  di K i n ,  dove h?-~ cost., m ~ la misura  della pro- 
iezione di G su =, o, ci5 che ~ lo stesso, su S'. 

Se ? ~ una  qualsiasi funzione dei puuti  di S, integrabile in S, si aw"t 

S S' 

quando con d z si intende l 'elemento d'area di S. Quindi per dimostrare  che 

[I la serie ~ .  fM~, g eonvergente,  baster'~ dimostrare  ehe ~ eonvergente 
S 

la serie ~ j  i M, Id~' , \{quand° con la notazione l ~  d z' si in tenda l ' integrale 
s S 

esteso a S di una  funzione ? dei punt i  di S, calcolato con la convenzione di 
assumere come misura di una  porzione, o di un  aggregato di punt i  di S la 

misura  della sua proiezione su S ' ) .  Come precedentemente  (*) si d imostra  

(~) Come sopea, si comincia coll 'osservare che 
i 

dove con R si iudic,~ quella regione di F, che ~ luogo delle normali calate dai punti  di S 
sul piano ~r, e con t~ il volume di R. Questa formola si dimostra come le precedenti (a), (~), 
e ha nella attuale questione un ufiicio affatto analogo, a quello che le (~), (/~)avevano nella 
questione precedente. 
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una tale convergenza, dalla quale si deduce la integrabilith termine a ter- 
mine della serie 

f v, -+- f M. -+- f M~ ÷ . . . ,  

quando l 'integrazione sia estesa a S.  

In particolare per il contorno ~ di r si deduce che 

.-. .  ( f v . g . = l .  
a 

La funzione v soddisfa quindi sul contorno z di r alla condizione (1), imposta 
alle funzioni di (u). 

"i 

Come nel caso precedente abbiamo dimostrato che ~ v d z  (funzione chia- 
z0 

ramente continua delle zo, zl) ~ funzione continua della y, cosi ora si pub 
dimostrare (se il paratlelopipedo avente per spigoli rette coordinate, e per 
vertici opposti i punti (0, 0, 0) e (x, y, z) ~ tutto interno a r) che gli inte- 

" v d x e [ortiori gli in- "V grali d x d y ,  dz, dz quindi anche a 

0 0 0 0 0 0 
x y z  w ~ y z 

tegrali f f f v d x d y  dz, j dwfdwfd y(ea , ecc.)sono funzioni continue 
0 0 0 0 0 0 0 

delle x, y, z. Per dimostrare che la nostra funzione U esiste ed ~ armonica, 
ci serviremo delle propriet'~ testb~ dimostrate degli integrali della v. Siccome 
t a v  pub non esistere in qualche punto di r ,  bisogna cercare di dedurre da essa 
una funzione U, che differisca dalla v soltanto in un aggregato E' ,  e che esista 
in tutto I'. Poich~ deve essere v - -  U =  0 in tutti i punti interni a F, escluso 
al pifi un aggregato E ' ,  che per ipotesi deve essere intersecato da ogni su- 
perficie in un aggregato di misura nulla, gli integrali di v, U, estesi a uno 
stesso pezzo di superficie inferno a F, devono essere uguali. Not dunque co- 
nosciamo i valori dell 'integrale di U esteso a un qualsiasi pezzo di superficie, 
interno a r .  Si tratta di ricavare da questo fatto una determinazione di U 
in ogni punto interno a p. Tra le propriet~ delle funzioni armoniche che 
potremmo utilizzare vi sono le seguenti due:  

l. °) La formola di PoIsso~, che esprime il valore di U in un punto 
interno a una sfera per mezzo di un integrale esteso al contorno della sfera. 
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2. °) La formola  di GREEN, che esprime il valore di U in un  punto  in- 
te rne  a una  superticie chiusa S, median te  un  integrale esteso al contorno  
di S di una  espressione d ipendente  dai valori di U e della sua der ivata  nor- 
male sul contorno di S. 

Tanto  l 'una,  che l 'al tra di queste  formole possono servire allo scope no- 
stro (*); ma  io per  ragione di brevit~ non me ne occuperb,  r inviando il let- 
tore ai §§ 6-7 della mia Mere. pifi volte citata. 

Noi p rocederemo pifl sempl icemente  con un metodo,  che ~ in sostanza 
t 'applicazione al case nost ro  di un ' idea  di H[ImERT. 

Suppor remo per un  m e m e n t o  gih d imost ra to  il nost ro  asserto. 

t t'v d ~. quando  l'inte- Noi osserveremo allora the ,  poich~ si h a .  U d ~ ~.  

grazione sia estesa a una  qualsiasi  superticie S, di cui con d a si indica t'e- 
lemento  d'area, si ha  pure  in part icolare 

l v d z d x ~ -  z d x ,  

quando  le integrazioni  siano estese r isl)et t ivamente a un  pezzo di un  pitmo 
z = cost,., o x ~ cost., o y = cost. E siamo cosi condott i  a deiinire U come 
uguale  a 

v d x d y ,  o a  v d y d z ,  o a  ~ z ~ x  ~ x ~ y . .  ~ y ~ z . .  v d z d x .  

Per s immetria ,  noi def iniremo senz 'al tro U come uguale  a 

O x ~ ) ~ z  .. v d w d y d z  

e ne s tudieremo le propriet'h, par tendo  appunto  da questa  definizione. Con- 
s ideriamo un  qualsiasi paral lelopipedo R, in terne  a r ;  e ne siano (0, 0, 0) 
e (a, b, c) (a ~ 0, b ~ 0, c : >  0) due vertici opposti. 

(~) Nel secondo case compariscono anche integrali  della der ivata  di U; dovremmo quindi 
utilizzare l 'u l t imo r isul ta to  del § ~, assumendo come superficie S p. es. una superficie sfe- 
rica generica e quindi intersecante F in un aggregate di misura  superficiale nulla. 

Annali di Matematica, Serie I]I, Tome XIV. 19 
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Porremo in ogni punto x, y, z interno a R 

x y z 

U - - ~ O x O y y z  . ~ v d x d y d z .  (3) 
O O a  

Noi dovremo dimostrare che U esiste in  ogni punto di R, e che vi ra~)- 

presenta una  funzione armonica. Poniamo 

oo y z 

fit V----- v d w d y d z .  

o o o  

Si ha che V esiste in ogni punto di R, e che 

x y z 

V = l i m  d w d y d  

o 0 0  

Z. 

Se noi seguiamo un met0do analogo a quello di HILBEWr (*) troviamo, 
posto 

I Yj Yf j W ~ j  l x  x d d d z  V d z ,  

o o 6" .o o o 

che 
~ W ~ W +  3 ~ W 

A: W - -  ~ x ~ -F- 3 y.~ ~ z ~ - -  A -~ x B "+- x~ C -F- L -~ y M + y~ N + 

+ P + z Q + z ~ R  

dove A, B, C, (L, M, N), (P, Q, R) sono funzioni indipendenti dalla x (dalla y), 
(dalla z). Ora a~ W ~ nullo per w----0, perch,. V si annulla per definizione 
sul piano w-----0. 

Quindi A ----- - -  (L + y M + y~ N)~=o - -  (P -~- z Q + z ~ R)~_o. Sostituendo 
ad A questo suo valore, e scrivendo L, M, ecc., al posto di L--(L)~=0, 
M-- (M) .=o ,  ecc., troviamo potersi supporre A----0. Nello stesso modo tro- 
viamo potersi anche supporre P = 0 ,  L =  0. Ma, com'~ ben evidente, a~ W 
ammette derivata prima rapporto p. es. alla a~; poich~ a~ B - i - x ~ 6  ' ammette 
derivata prima rapporto a ~, anche y M +  y~ N +  z Q-t- z ~ R ammette deri- 

(~) Math. Ann., tomo 59; U e b e r  D i r i c h l e t ' s  P r i n c i p .  
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vata pr ima rapporto  a x. Supponiamo,  per tissare le idee, che c : > 2 ;  po- 
nendo successivamente z-~-1, z ~ 2 t roviamo che anche 

y (M)z=1 + y: (N)~=, -}- Q + R 

y (M)z=2 + y ~  (N):=.~-}- 2 Q-I-~R 
e quindi anche le 

2 Q -I- y I ~ (M)z=I -- (M).=~ I -~- y~ ] ~ (N):=~ -- (N)..=~ I 

ammet tono  derivata pr ima ral)porto x. Noi indicheremo queste due ultime 
espressioni r ispet t ivamente con 

2 ( R + y X + y ~ X I ) ;  2(Q-i-yX~+y~X~) 

dove X, X,,  X~, X, sono funzioni della sola x. 
Cosi pure  si troverebbe, indicando con Y, Y,, Y~, Y~ delle funzioni della. 

sola y, che 
2 ( R + x  Y-q-x ~ Y~); 2(Q-q-x Y~+x~ Y3) 

ammet tono  derivata pr ima rappor to  a y, ossia che 

2R, - - - ~ ( R + w  Y + x  ~ Y ~ + y X + y ~ X ~ )  

2 Q~ ~- 2 (Q + x  Y~-q- x"Y~ + yX2-q-y '~ x~) 

sono funzioni della y e della x, derivabili tanto rispetto alla x, che rispetto 
a l l a y .  Ma si pub scrivere : 

a~ w = z  Q1 + z ~  R,  + x , ( B  - -  y ~ z - -  y z  ~) + x  ~ ( C - -  ¥1 z ~ - -  ¥~z)  

ossia, con notazioni,  che ~ superfiuo spiegare:  

dove Q~ ed R~ sono derivabili tanto rispetto alla y, che alla x. 
Se ne deduce c. s. che x B, -q- x" C~ -q- y M~ -q- y-~ N, ~ derivabile rispetto 

a ciascuna delle variabili x, y, z. 
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Con metodo aualogo at precedente si d imostra  the  questa  espressione si 
pub scrivere sotto la forma x B~ + x ~ C~ + y M~ + y~ N~, dove B2, C2 (M~, N~) 
sono indipendent i  da x (y), e dove B~, Q ,  M~, N~ souo derivabili rap- 
porto a z. 

Poich~ poi x B~ + ~v~C~ ammet te  derivata rapport() a x, al tret tanto av- 
verr~ di y M ~  + y ~  N~, qualunque  sia l a y .  E quindi  2J~, N~ ammet tono  de  
rivata rapporto a x. In simile modo si riconosce che B~, C~ ammet tono  de- 
rivata rapporto a y. In conclusione dunque  vediamo che si pus  porre (con 
notazioni evidenti): 

A~ W - - ~ z Q + z ~  R + x  B + x  ~ C + y  M - ~ y ~  N 

dove Q, R (B, C), (M, N) sono funzioni delle sole y, x,  (y, z), (x, z), the hanno 

derivate p r i m e  (finite e continue). 
Si sa allora che esistono (*) delle funzioni derivabili z, ~, (~, T), (g., ') 

delle sole variabili y, x (y, z), (x, z) tall che a~ ~. = Q, ~2 ? = B, As ~ = B, ecc. 
Quindi 

Esiste pure  una  funzione r (c) (n) detle sole variabili y, x ,  (y, z), (x, z) 

tale (**) che a~r ~ 2 ~ ,  a ~ c ~ - ~ - 2 y ,  A~n ~ - t - 2 ~ .  
Quindi, posto 

T ~ W - -  z ~. - -  z~ p - -  x ~ - -  x~ "{ - -  y T. - -  y~ ~ --~ r --~ c -~ n, 

si avrh a~ T :  0. La funzione T ~ dunque  armonica,  ed ha quindi  derivate 
di tutti  gli ordini, che sono pure armoniche.  I n  parl icolare  dunque  ~ armo- 

nica la funz ione  
@~ T 

U - ~  
~ x~ ~ y~ ~ z ~ 

Ma ora ~ facile dimostrare  che l 'equazione precede.hie equivale al la 

~ W 
U ~  

e qu ind i  anehe alta (3) del presente paragra fo .  

(*) In virt~, p. es., dei noti teoremi sugli integrali di Polssou, che vMgono, quando 
la densith ha derivata prima timitata integrabile. 

(**) Infatti 7, P, • hanno derivate prime, e si pus quindi applicare il ragionamento pre- 
cedente. 



del principio di minimo. l~ i  

Infat t i  una  quals ias i  der iva ta  di una  funzione  a pifl variabili  si pub  de- 
finire come il ] imite di u n  r appo r to  inc rementa le :  cosi p. es. 

0 T  
= lira 

x h=0 h 
T (x + h, y, z ) -  T(x, y, z) 

~ T lira T(x-~-h ,y~-k ,z ) - -T(x-~-h ,y , z ) - -T(x ,y-~-k ,z ) -~-T(x ,y , z )ecc .  
Ox~y- -h=o h k  

k~O 
~3 

Se not  def in iamo in m o d o  ana logo  la 0 x ~ ~ y~ 0 z :~ ' r i conosc iamo subi to  l 'equi- 

va lenza  delle due  definizioni  date  pifl sopra  per  la funz ione  U. 
R ipe t endo  quest i  rag io l lament i  pe r  ogni  para l le lop ipedo  in te rno  a r ,  e 

r i co rdando  i t eoremi  sulle der ivate  degli h~tegrali (*) d e d u c i a m o  che U =  v, 
t r aone  al pifl in u n  aggregato  E '  di mi su ra  nulla.  Le ret te  coord ina te  pa- 
rallele p. es. all 'asse delle x, che in te r secano  E od E '  in u n  aggrega to  di 
misura  ( l i n e a r e ) n o n  nulla,  f o rmano  d u n q u e  un  aggregato  di mi su ra  nulla.  
Ma su ogni  al tra  re t ta  r t an to  v che U sono funzioni  con t inue ;  quindi  esse 
devono  essere ugual i  in og~,i punto di r, in quan to  che esse sulla  r differi- 
scono per  ipotesi  so l tan to  in u n  aggrega to  di mi su ra  (lineare) nulla,  b, qu indi  
co inc idono  in un  aggrega to  di pun t i  denso  su  tu t t a  r (**). 

In  par t icolare  ne scende  che U ~ v in tut t i  i pun t i  del con to rno  I', escluso 
al pifl un  aggregato  di mi su ra  nulla.  E quindi U Soddis/a pure la (1). 

Poich5 pot gli integral i  superficiali  di U e di v, estesi  p. es. a u n a  su- 
perficie sferica in te rna  a r ,  coincidono,  segue pure  il t eo rema  enunc ia to  nel- 
l ' i n t roduz ione .  

I1 t eo r em a  di es is tenza  propos toc i  5 cost c o m p l e t a m e n t e  d imos t ra to .  E 
sa rebbe  ben  facile d imos t r a r e  (Cfr. LEvs, loc. cir., HILBEllT, 1.OC. cir.) c h e s i  
ha  p ropr io  I ( U ) =  d. 

(~) Cfl'. il § 1. 
(*~) Due funzioni contiaue, che coincidono in un aggregato di punti dappertutto denso, 

coincidono in ogni punto: questo teorema 5 immediata co~lseguenza della definizione di fun-  

z ioni  continue. 


