Sulla teoria delle funzioni automorfe
e delle loro trasformazioni.

(Di Guipo FuBiNi, a Genova.)

INTRODUZIONE.

§ 1. Il problema piti generale, che si pud porre nella teoria delle fun-
zioni automorfe, si pud enunciare nel seguente modo:

Se G & un gruppo discontinuo di trasformazioni birazionali su n varia-
bili x,, @,,..., ®,, e T & un gruppo, isomorfo a G oloedricamente o meriedri-
camente, di trasformazioni birazionali su m variabili z,, z,,..., 2, si trovino
tutti © possibili sistemi di funzioni uniformi z delle variabili x, le quali, quando
le ® subiscono una trasformazione di G, subiscono la corrispondente trasfor-
mazione di T.

Questo, che io chiamerei il problema fondamentale, ¢ ben lungi dall’es-
sere risoluto in gencrale. Noi vedremo che & possibile risolverlo per ampie
classi di gruppi di movimenti, di gruppi misti (¥), di gruppi ciclici di trasfor-
mazioni birazionali. Risultati classi¢i sono dovuti (**) a Poivcart e Picarp;
altri sono dovuti a Brumextaan, a E. Levi e all’Aut.

{*) Gfr. la Mem. dell’Aut., che noi citeremo con (A): Sulla feorin dei gruppi discontinui
(Ann. di Matem., 1905).
(**) Gfr. 1 lavori di Poincar® e di Picarp nei tomi 1-5 degli deta Mathem.,
di BLuMENTHAL, Ueber die Modulfunctionen, ecc. Math, Ann., 1903.
di Fusini, Mem. cit. (A),
idem  Sulle funzioni automorfe, ecc. (Ann. di Matem., 190%),
idem  Applicazioni analitiche dei gruppi, ecc. Mem. dell’Acc. Gioenia, Sez. 4, Tom. 17.
Citerd questa Nota con (B),
di PoiNcanr®, Sur une classe nowvelle de trascendantes uniformes. Journal de Liouville, 1890.
Citerd questa Mem. con (Pq),
di Picarp, Sur une classe de trascendantes nouvelles. Acta Mathem., Tomi 18 e 23. Citerd
questa Mem. con (Py),

Annali di Matemoitica, Serie ITII, Tomo XIV. b
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Riassumere brevemente lo stato attuale delle ricerche, e cercare di gene-
ralizzare i risultati a nuove clagsi di gruppi G, 1. Ecco lo seopo che si pre-
figge la prima parte del presente lavoro, aleuni paragrafi della quale non
sono che un ampio svolgimento delle idee contenute nella Nota prelimi-
nare (B), citata pitt sopra a pié di pagina. Le dimostrazioni, che sono ovvia
generalizzazione di dimostrazioni gid note, non sono sviluppate completa-
mente: ma & soltanto svolto quanto vi ha in esse di essenzialmente nuovo.

I metodi, qui seguiti, si inspirano principalmente:

1.%) alle serie, oramai classiche, di Poixcarg, che gid trovarono qualche
generalizzazione ;

2.°) alla terza Memoria di HiLBerT sulle equazioni integrali, recente-
mente pubblicata nelle Gdéttinger Nachrichien ;

3.y alle Memorie di Poixcarg e Picarp, sopra citate con (P,) e (Py);

4.°) alle idee geometriche, da me svolte nella mia Memoria gia citata
con (A), che, come dimostrai in (A) e in un altro mio lavoro (*), sono anche
tanto utili per lo studio dei gruppi propriamente discontinui. Io sard lieto
se le seguenti pagine potranno dimostrarne efficacia per la teoria analitica
delle funzioni automorfe, facendo vedere con quanta semplicita si possa p. es.
estendere la teoria delle funzioni fuchsiane e zetafuchsiane a classi molto
ampie di gruppi discontinui (**). Per non allungare troppo queste pagine,
suppongo famigliari al lettore le Memorie classiche di PoiNcar®.

Nella seconda parte della presente Memoria mi occupo poi della trasfor-
mazione delle funzioni ¢ (x,) fuchsiane, o Kleiniane di una variabile ,, e
delle funzioni ¢ (x,, ,) iperfuchsiane di due variabili «,, @,. Pil precisa-
mente ricerco i casi, in cui esiste un gruppo continuo @ di trasformazioni,
tale che passi una relazione algebrica tra il valore di ¢ in un punto , (in
un punto «,, x,) e il valore di 9 nel punto trasformato di «, (di «,, x.) per
una qualunque trasformazione di G. Questa ricerca & la pitt semplice gene-
ralizzazione del teorema di addizione delle funzioni ellittiche.

di E. Levi, Ricerche sulla teoria delle funzioni automorfe, Rend. della R. Acc. dei Lincei. Di-
cembre, 1906,
La pubblicazione di questa Nota ebbe lnogo, quando il presente lavoro era gid in corso
di stampa.
(*) Sulla costruzione dei campi fondamentali, ece. Annali di Matematica, 1906.
(**) Parte delle ricerche di'questa prima parte sono riassunte in un mio trattato, di pros-
sima pubblicazione, sulla teoria delle funzioni automorfe.
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PARTE PRIMA

I TEOREMI DI ESISTENZA. GENERALIZZAZIONE DELLE SERIE TETAFUCHSIANE
pi Poincagrg.

§ 2. Questo paragrafo ¢ dedicato a quel problema speciale, che si de-
duce dal problema fondamentale, supponendo che I' si riduca alla sola tra-
sformazione identica, ossia che si debbano costruire delle funzioni uniformi #z
delle variabili @, le quali rimangono inalterate quando le « subiscono le tra-
sformazioni T,(i=1, 2, 3, 4,...) del gruppo G. Faremo poi successivamente
varie ipotesi sul gruppo G. Indicheremo con T,x le quantitd trasformate
delle «, mediante la T,; e se f(x) & una funzione delle wx, indicheremo con
f(T,x) il valore della f, quando al posto delle x si sostituiscano le T, .
Porremo poi @, ==&, +in,, dove £, e w, si considerano variabili reali, che
noi spesso considereremo come coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio
euclideo S,, a 2% dimensioni reali.

Indicheremo poi con D, (x) I'lacobiano della trasformazione T;; porremo
T2, = T, ¢ T;u,, dove indichiamo con T§,, T, rispettivamente la parte
reale e la immaginaria delle T,«. Indicheremo con 4° la quantitd immagi-
naria coniugata di una qualsiasi quantitd 4, e con A, I'lacobiano delle T,¢,
T, = rispetto alle &, «. Si avrd A, = D, D} = (mod D,)’.

Indicheremo con 6 (f, p, =) la serie (generalizzazione delle serie di Poix-
cARE) definita dalle

0(f, w p)= %7 (T.%) D} () (1)

dove f ¢ una funzione delle , che si supporrd uniforme, e quasi sempre
addirittura razionale, e dove p & un intero positivo qualunque. Se noi con-
sideriamo un’altra serie 9 (¢, @, p), corrispondente a un’altra funzione ¢ delle «,
e allo stesso valore dell’intero p, riconosciamo facilmente che la funzione # (x)
definita da
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rimane formalmente invariata, se noi facciamo subire alle ®# una qualsiasi
trasformazione T, del gruppo @. Per dimostrare dunque l'esistenza di fun-
zioni uniformi delle @, che rimangano invariate per il gruppo @, bastera di-
mostrare che in un intorno di un sistema generico di valori delle x la (1)
converge assolutamente, e in ugual grado (*).

Ripetendo i ragionamenti usati da Pomncarf nella dimostrazione dell’e-
sistenza delle funzioni fuchsiane e Kleiniane, si trova che per dimostrare la
convergenza delle (1), almeno per p sufficientemente grande, basta p. es. di-
mostrare che:

1.°) Il gruppo G & propriamente discontinuo in una regione S di S,,.

2.°) Esiste in S una rete R di campi fondamentali per G, posta tutta
a distanza finita, escluso al pilt un numero finito di campi fondamentali, che
possono anche aver punti all’infinito. L’insieme dei punti di R, che sono
singolari per f o sono equivalenti a un punto singolare per f, non formano
un insieme denso in R.

3.0) In un intorno sufficientemente piccolo di un punto generico 4,
interno a R, il rapporto tra il massimo e il minimo valore assoluto di D,
(o di A) & compreso tra due costanti finite positive e, M, indipendenti da 4.

Un primo metodo per studiare la convergenza della (1) & dunque quello
di trovare i gruppi e le funzioni pit generali, per cui sono soddisfatte le
precedenti condizioni (1), (2), (3).

Un caso specialmente importante & quello in cui si possa trovare uno
spazio £ a 2n dimensioni, in cui le £ = siano variabili coordinate, e in cui
sia definita una metrica rispetto alla quale il gruppo G si possa considerare
come gruppo di movimenti (**). Affinche la metrica sia reale, le &, 4 dovranno
in generale soddisfare a certe condizioni (definite da disuguaglianze); cosicche
le £, » non potranno variare a piacere; e lo spazio £ avra in S,, per imma-
gine una certa regione A, i cui punti saranno in corrispondenza biunivoca
coi punti di %, quando si considerino come corrispondenti punti di A e di 2,
che abbiano le stesse coordinate £, .

{*) Bisognerebbe, & vero, dimostrare di pilt che si possono scegliere le f, 9 e la co-
stante p in guisa che la funzione 2z, definita da (2) non sia costante. Ma ¢id si compie nei
casi qui sotto studiati eon grande facilitd. (Cfr. i citati lavori di Picarp sulle funzioni iper-
fuchsiane.}

(**%) Per il significato della parola «metrica» cir. Biaxcui, Lezioni di Geom. differenz.,
2.2 ediz,, Tom. 1,
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Noi diremo, dal nome di PoixcaArg, che la metrica vigente in £ & una

metrica P, se

1.°) La regione A & in §,, a distanza finita (o tale si puo rendere con
una opportuna trasformazione sulle x).

2.°) La nostra metrica possiede almeno un invariante 1 non assoluto,
che soddisfa alla seguente condizione. Per ogni costante positiva § si puo
trovare una costante d, tale che i valori di I in due punti qualsiasi di ¥, la
cul distanza geodetica & inferiore a J, abbiano un rapporto minore, in valore
assoluto, di d.

Con le parole «invariante di una metrica » intendo una funzione
delle & = tale che, se noi eseguiamo un movimento M nella metrica, essa
resti moltiplicata per la potenza k™ (k = costante) dell’lacobiano di M. Dico
poi che Tinvariante & assoluto, se l'intero % corrispondenie & uguale a
zero (*).

Un gruppo di movimenti in una metrica P sara detto un gruppo P.

Io dico allora:

Per p=29, le serie (1) convergono, se G & un gruppo P, e se un punto
generico di A wnon & punto limite di punli singolari per la funzione f, oppure
equivalenti, rispetto al gruppo G, o tali punti singolari. Quest’ultima condi-
zione & p. es. soddisfatta, se i punti singolari della f sono esterni a A. Os-
serviamo che potremo supporre che la regione A sia a distanza finita in S,,,
perché, per ipotesi, se A non & a distanza finita in S,,, tale la possiamo
rendere con una trasformazione sulle . Tale trasformazione porta il gruppo G
in un gruppo simile: ma, per i nostri problemi, il sostituire un gruppo a
un gruppo simile nulla toglie alla generalita del risultato. Dimostreremo ora
che, assumendo in §,, la regione A come regione S, sono soddisfatte le con-
dizioni (1), (2), (3) enunciate pitt sopra.

La (1) & senza dubbio soddisfatta per un teorema dato nella mia Mem.
cit. (A) (§ 6).

La regione A ¢ invariante per il gruppo G, perché G & un gruppo di
movimenti di una metrica, e A & la regione, ove questa metrica & reale e
regolare. Per i risultati della mia Mem. cit. (4dnn. di Matem., 1906) il gruppo G
ha dunque in A una rete R di campi fondamentali, che & quindi posta tutta
a distanza finita nello spazio euclideo immagine S,,. Anche la condizione (2)

(*) Se la metrica & definita da una forma differenziale quadratica, il determinante del-
Ielemento lineare & un invariante non assoluto.
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& percio soddisfatta. Basta dunque limitarci a dimostrare soddisfatta la con-
dizione terza. Sia % il grado (non nullo per ipotesi) dell'invariante consi-
derato 1. Sia « un intorno di un punto generico 4 di 2, e siano rispetti-
vamente «, 4 l'intorno e il punto corrispondente per una trasformazione 7.
di @. Il quadrato A= D D° del modulo dell'lacobiano D di T, & per ipotesi

k
uguale a \/ T%’ Se noi vogliamo trovare il valore di A in un punto di =,

basterd che noi in questo radicale sostituiamo a I il valore che esso ha nel

punto considerato, e a 7.1 il valore di I nel punto corrispondente di «. Sia
ora ¢ la massima distanza geodetica di due punti di «; poiché nella nostra
metrica « ed « sono congrui, la massima distanza geodetica di due punti
di « sard ancora uguale a 3.

Il rapporto dei valori di I in due punti di « sard in valore assoluto infe-
riore a d; e altrettanto avverrd dei rapporti dei valori di I in due punti
di «. Quindi il rapporto dei valori di A in due punti di « sard minore in
valore assoluto di {d”, che & una costante, indipendente dalla trasforma-
zione T, considerata. La condizione (3) & dunque anch’essa soddisfatta.

Il teorema testé dimostrato ci assicura della convergenza delle serie (1)
per una vasta classe di gruppi di movimenti: 'importanza di questo teorema
sta in cid che tutti i casi finora noti, in cui le (1) convergono (eccetto il caso
dei gruppi Kleiniani), e anche alecuni casi nuovi sono altrettanti casi parti-
colari di esso. Cid che risulta facilmente dai teoremi del seguente paragrafo.

D1 ALcUNE METRICHE P.

§ 3. Teor. I). Le metriche (a due dimensioni, a curvatura costante), che
ammettono come movimenti quelle trasformazious

,_ex+p N .
2= (« v, 0 costanti
.{w+ 3 ( bl B? I/? )
che trasformano in sé uno stesso cerchio reale C del piano = della variabile
completa x, sono metriche P.
Come ¢ ben noto dalla teoria delle superficie pseudosferiche, noi potremo
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supporre, senza diminuire la generaliti, che I'elemento lineare della nostra
d& - dnt
Come invariante I, sceglieremo la radice ottava del discriminante di
questo elemento lineare; porremo cioé:

metrica sia 4 se x==F8-1din.

I— ,_u_.ioz____ .
T—f—w
Se indichiamo con r la distanza geodetica del punto (£, «) dal punto
(0, 0), si ha
"

& 0 = tangh® 5

I=\/2cosh % .

Siano ora 4, B due punti, la cui distanza geodetica 4 B sia minore
di 3, e le cui distanze geodetiche da O sieno rispettivamente r,, r,. Sard
Ty

2 2

<%- Il rapporto @ dei valori di 7 in 4 e in B sard

chiaramente

"1
cosh -
-

r
cosh -2
2

Se r, =17r,, avremo che

cosh (% e g)

) 3 3
1@ = = cosh 9 - tangh % senh —3: <
cosh -
92
3 b}
<Z cosh 9 -senh o
Se poi r, <r,, avremo naturalmente
1
cosh o -+ senh 5

Esiste dunque una costante d——:cosh%—{— senh %, a cui Q & in ogni

caso inferiore in valore assoluto.
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Osserviamo poi che, nel nostro caso, il piano = fa P'ufficio, che nel caso
generale faceva lo spazio S,, e che la regione A & nel caso attuale la regione
interna al cerchio C(8° ++* =1) ed & quindi a distanza finita in =.

La metrica considerata ¢ dunque una metrica P.

Teor. 2° Le metriche Hermitiane di tipo iperbolico (*) sono wmetriche P.
Le metriche Hermitiane reali sono definite dalle forme Hermitiane, riduci-
bili al tipo 2, &8+ ---+=2,,20 2,2, Il caso pil interessante & quello in
cui vale il segno inferiore, che noi abbiamo chiamato «di tipo iperbolico ».

Supposto per fissare le idee che » =13, e posto —j‘—:w,, = =, lele-

mento lineare della nostra metrica & (**)

(1 —x,xd) da, dacd -+ (1 —wx, 28 dac, d o, Ao, dact -, 00 d ¢, d o _
(1—u, 2} — x, )"

Questa metrica & una metrica reale, come facilmente si vede (ponendo
@, =%, +in, [k=1, 2]) nella regione A (a distanza finita) luogo dei punti
interni all’ipersfera assoluto

B+ui+8+ai=1

I movimenti nella nostra metrica sono poi quelle trasformazioni lineari
fratte sulle z, che si deducono dalle trasformazioni lineari intere sulle #, che
trasformano in sé la nostra forma Hermitiana.

Si trova, come sopra, che si pud porre

1 1

I’: g .
I—w ol —wo T—&G—8—u—ul

(*) Le metriche Hermitiane furonc da me date la prima volta in una Mem. dell’4ec.
Gioenia di Catenia (Ser. 4, Vol. 17) e pil estesamente in una Nota dell'Istitufo Venefo di
Scienze, ecc. (1904, Tom. 69), che hanno rispettivamente per titolo: Sulla feoria delle forme
guadratiche, Hermitiane, ecc. ¢ Sulle metriche definite da una forma Hermitiana. Esse furono
piu tardi ritrovate dallo Stupy nel vol. 60 dei Math. Ann. Ad aleune, secondo me, ingiusti-
ficate obbiezioni rivolte dallo Stupy alla mia trattazione io risposi in una breve Nota pub-
blicata nel Boll. dell’Acc. Gioenia.

(**) In generale, per # qualungue, 1’elemento lineare in discorso & del tipo:

E=__~1_2 i X Xy .. dwy Y1 “}
1
|

‘ n-‘i o !
" 1:1',-&'»—1\ fday dwy. .. daw, 0
{ 1r==

Adx? dxy... des, 0 tl
i

0] 0 Y
x(l) Xz . A'n—1 \/—' 1
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Posto poi @, 2 - x, 2 = tangh® r, si ha I=coshr; e la dimostrazione
procede come nel precedente teorema.

§ 4. Se noi abbiamo piu forme differenziali E,, E.,..., E, dello stesso
grado, e la E, dipende dalle variabili y?, ¢?,..., 42 (=1, 2,...,s; #,=2) ed
¢ affatto indipendente dalle ¢, y®,..., ¢, y“t",...., *, io dird, con lin-
guaggio analogo a quello gid usato nei lavori citati, che la metrica definita
dalla forma F= Y E, & una metrica mista, somma delle metriche parziali

13

definite dalle E;. Una trasformazione @ sulle gy, che sia prodotto di s tra-
sformazioni @, (i=s), la +*" delle quali & un movimento nella metrica £,
sard un movimento nella metrica E. Un gruppo @ di tali movimenti @ sard
detto un gruppo misto, prodotto di pilt gruppi parziali G,. 11 gruppo G, &
quello generato dalle trasformazioni @Q,, corrispondenti alle trasformazioni
Q di G.

St ha il teorema:

Teor. 1lI. Una wmelrica, somma di pin metriche parziali P, é una me-
trica P; e quindi il gruppo dei corrispondenti movimenti é un gruppo P.

Siano I,, I,,..., I, rispettivamente gli invarianti non assoluti, che si con-
siderano per ognuna delle metriche E,, E,,..., E,. Ne siano k,, k,,..., k,
rispettivamente i gradi. Posto k =11k, avremo evidentemente che la quan-

?

tita 7, definita dalla
Kk i
I=I" B*. .. L”

é evidentemente un invariante non assoluto di grado % nella metrica E.
Un punto di £ & individuato dalle Y, »n, coordinate y®, y®,..., y©. Sia =

(]
lo spazio in cui vige la metrica E, e sia S, il solito spazio euclideo rappre-
sentativo a v= Y, »n, dimensioni, in cui le y sono coordinate cartesiane or-
3

togonali. Cosl pure sia 2, uno spazio, in cui vige la metrica E,, e sia S§ uno
spazio euclideo, in cui le y sono coordinate cartesiane ortogonali. Per ipo-
tesi 3, sard rappresentato in una regione A, di S, posta a distanza finita.
Osserviamo ora che per dare un punto 4 di % basta darne le corrispondenti
coordinate g, y®,..., y*; ma, date le ¢, resta individuato un punto 4,
di %, o di 87, che noi potremo chiamare la proiezione di 4 su %, o su S,
Ne verrd tosto che, per dare un punto 4 di = o di S,, basta darne le pro-
lezioni 4, sugli spazii parziali ¥, o 8. Ora A, & in S la regione imma-
Annali di Malematica, Serie I1I, Tomo XIV. 6
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gine di %;. Per ipotesi noi la potremo supporre a distanza finita. Quei
punti di Sy, la cui proiezione su ogni spazio S & interna a A,, (i=1,
2,..., ) riempiranno dunque una regione A, a distanza finita, immagine di .

Sia ora h il grado delle E;; e siano 4, B due punti di 2, le cui proiezioni
su ¥, saranno da noi indicate con 4,, B;. Sia r la distanza geodetica 4 B
misurata in 2, e sia r, la distanza geodetica 4, B,, misurata in ¥,. Sara evi-

denfemente
T Y h
V——— i .
>

Se dunque r <38, sard a fortiori r,<Cd. Ma, per ipotesi, il rapporto dei
valori di I, in 4, e in B, & minore di una costante d,, dipendente solo
da 3. Quindi il rapporto dei valori di I in 4 e B & inferiore alla costante

Bk k
k ko k.
d=d" d ... dF

la quale dipende soltanto da 3. Il nostro teorema & quindi dimostrato.

UNA APPLICAZIONE FUNZIONALE
{(ai gruppi iperfuchsiani misti).

§ 5. I teor. 1.° e 2.0 del § 3, ci danno esempi di metriche P: il teo-
rema 3.° ¢i permette di trovare, date pitt metriche P, una nuova metrica P.
Alle metriche, cosi determinate, noi applicheremo ora i teoremi del § 2.
Noi indicheremo con «{ delle variabili complesse, con s un intero posi-
tivo, e con n, degli interi positivi, maggiori di 1; e noi supporremo che ¢
possa variare da 1 a s, e che ¢ possa variare da 1 a n,— 1. Porremo poi

x = EP - \— 1« (dove £, = sono variabili reali).

Indicando con a, b delle costanti, noi chiameremo gruppo iperfuchsiono
misto (con locuzioni analoghe a quelle usate da Prcarp e da me nelle Me-
morie citate) un gruppo, le cui trasformazioni T sono del tipo seguente

3 A
ol wf +ap
?2 bﬁ" wg:‘) —+ 5O

a};f” _

(t=1,2,..,8 k t=1,2,.,n—1)
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e trasformano in seé stesso il sistema delle equazioni

2w g ) e, —1=0 (i=1, 2,..., t).

Io dico che

Un gruppo G iperfuchsiano misto é un gruppo P,

Infatti ogni trasformazione T di G & prodotto di pit trasformazioni par-
ziali T, (i =s), la i delle quali trasforma soltanto le =, e, considerata
come una trasformazione sulle corrispondenti £, 4, & un movimento in una
metrica Hermitiana. La 7, genera dunque, al variare di 7, un gruppo P
(teor. 2.2, § 3). Per il teor. 3.° del § 8.% anche il gruppo G dato & un gruppo P.
La metrica mista, in cui G & un gruppo di movimenti, si dird una metrica
Hermitiana mista. Dai risultati precedenti possiamo cosi dedurre:

«Se G & un gruppo iperfuchsiano misto qualunque, privo di trasforma-
ziont infinilesime, esistono sempre delle funzioni uniformi, invarianti per G.

Questo teorema comprende come caso particolare il teorema di Poivcarg
sulle funzioni Fuchsiane (s =1, n, = 2), i teoremi di Picarp (s =1; n, = 3),
e 1 teoremi di HiuserT-BLuMeNTHAL che si riferiscono a certi gruppi partico-
lari, per cui #, =mn,=-..=n,=2

Le runzioNI zZETA-FUCHSIANE E zETA-KLEINIANE (Cfr. §§ 7-89).

§ 6. Questo paragrafo, e i seguenti, sono dedicati allo studio del no-
stro problema fondamentale, quando il gruppo I non & pit ridotto alla sola
trasformazione identica. Eccetto perd nell'ultimo paragrafo, noi supporremo
che 1 grupplt @, ' siano gruppi di trasformazioni lineari.. Prima di tutto,
supporrd che G sia un gruppo fuchsiano o Kleiniano in una sola variabile .
Il caso che il gruppo G sia un gruppo fuchsiano fu studiato da Poincarf
nelle Mem. cit., in cui perd non & dato in generale il teorema di- esistenza
per le funzioni z. Noi, servendoci dei risultati sulle equazioni integrali di
Freprorm e di HiuserT, vedremo che con grande semplicitd si puo stabilire
I'esistenza delle funzioni 2z, sia per un gruppo G fuchsiano, che per un
gruppo G Kleiniano. Sia K un poligono fondamentale di G sul piano com-
plesso = della variabile x: supporremo che esso abbia un numero finito di
vertici. B facile vedere che il nostro problema (appunto come il problema
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dell’esistenza delle funzioni fuchsiane e Kleiniane) si riduce alla costruzione
in X di una o pilt coppie di funzioni reali armoniche coniugate, i cui valori
al contorno sono legati da certe relazioni, individuate dai gruppi G, r. E,
come avviene in generale per i problemi al contorno, anche questo problema
si riduce a risolvere una equazione integrale, cui potremmo applicare i me-
todi di FreproLm-HiLBerT. La terza Memoria di HILBERT ci risparmia perd
lo studio diretto, perché facilmente si vede che il nostro problema si puo
ridurre al problema di inversione di RIEMANN, risoluto esplicitamente da Hrv-
BERT nel lavoro citato.

Supponiamo per il momento che @ sia un gruppo di genere zero: esi-
sterd allora una funzione X uniforme della @, la quale in K riprende ogni
suo valore una volta e una volta sola, cosicche sard stabilita una corrispon-
denza biunivoca tra i punti di K, e i punti del piano della X. Al passaggio
della « da un punto di K a un punto equivalente di un altro campo fon-
damentale corrisponderanno nel piano della X dei giri attorno ad alcuni
punti a,, a,,..., a,, immagini dei vertici di K. Se noi dunque consideriamo
le funzioni cercate z come funzioni di X, si vede che il nostro problema di-
venta quello di costruire delle funzioni di X, le quali subiscono delle tra-
sformazioni lineari prefissate, quando X gira attorno ai punti a. 1l nostro
problema & cosi senz’altro ricondotto al problema risoluto da HiLBERT.

Per studiare ora il caso in cui il genere di G & maggiore di zero, po-
tremmo p. es. cercare di estendere alle superficie Riemanniane (*) la riso-
luzione, che HrLBert diede del problema di inversione per il caso del piano.
Ma & facile vedere che si puod evitare lo studio diretto, riconducendo il no-
stro problema a quello testé trattato. E facile infatti riconoscere che, se
Z,..., 2, sono  funzioni su una data superficie Riemanniana 7 a r fogli,
le quali subiscono un dato gruppo G di trasformazioni lineari, quando si
faccia descrivere a un punto della superficie T un qualsiasi cammino chiuso
(su T), noi possiamo subito dedurne un sistema di mr funzioni v di una
sola variabile & le quali subiscono un dato gruppo di trasformazioni lineari,
quando la & descrive cammini chiusi nel suo piano. Il problema di costruire
le #z & cosi ridotto al problema di costruire le v.

(*) Nel caso cheil genere di G sia maggiore dizero, si possono trovare due funzioni X, Y,
invarianti per G e legate da una relazione algebrica definente una superficie Riemanniana T
in guisa da avere una corrispondenza biunivoca tra i punti di K e i puntidi 7. Questa su-
perficie T avrebbe, nel caso attuale, I'ufficio, che nel caso precedente aveva il piano di X.
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Siano infatti ¢, » due variabili, legate da una relazione algebrica di
grado + nella 1, che definisca la nostra superficie 7. Ad un punto generico 4
del piano di § corrisponderanno » punti sovrapposti sulla 7: 4,, 4,,..., 4,.
E noi potremo segnare sul piano della & r —1 cammini chiusi C,, C,,...,
C,.,, tali che, se 4 descrive uno di questi cammini, p. es. il cammino
C, (s =r— 1), il punto 4, corrispondente descrive su T un cammino chiuso v,,
che lo porta nel punto 4..,. A ogni altro cammino chiuso descritto da A4
corrisponde sulla superficie 7 un cammino, che porta il punto 4, o in s&
stesso, oppure in uno dei punti 4,, 4,,..., 4,: un cammino cioe, che, se non
& chiuso, si pud decomporre nel prodotto di un cammino chiuso per uno
del cammini ¥,, Yayeees Yrox-

Le z,, #,,..., 2,,, in un intorno di 4,, si possono considerare come fun-
zioni della Z: restano cosi definiti, in un intorno di 4, m elementi di fun-
zioni analitiche v, v,,..., v, Se noi li prolunghiamo lungo C,(s=r —1),
ritornando poi in 4, otterremo nel punto 4 m nuovi elementi di funzioni
analitiche, che indicheremo con v,,.,,, Vuuizse-er Vppnm- Ogni altro cammino
chiugo sul piano della £, o corrisponde a un cammino chiuso sulla T, op-
pure, per quanto abbiamo visto, & prodotto di uno dei cammini ¢, per un
cammino, a cui sulla T corrisponde un cammino chiuso. Poiché noi sap-
piamo come C, trasforma le v,, v,,..., v,, € per ipotesi & dato il gruppo I
delle trasformazioni prodotte sulle # dai cammini chiusi descritti sulla T, noi
verremo a conoscere l'effetto, che ogni cammino chiuso sul piano della ¢
produce sulle v, v,,..., v,, e quindi anche su tutte le altre © (v,.s, V,i2see.s
v,,). La determinazione delle funzioni # sulla superficie 7 & cosi ricondotta
a determinare le »m funzioni v sul piano della £, ossia & ricondotto proprio
al problema, che & stato risoluto da HiLBERT.

LE FPUNZIONI ZETATPERELLITICHE E ZETAIPERFUCHSIANE.

§ 7. Questo paragrafo & dedicato alla risoluzione (per mezzo di svi-
luppi in serie, cfr. § 6) del nostro problema fondamentale, quando G & un
gruppo iperfuchsiano puro o misto (*) (§ 5), e T' & un gruppo di trasforma-

(*) Pud essere interessante anche lo studio del caso, in cui G & un gruppo di movimenti
euclidei (le metriche euclidee sono caso limife di metriche Hermitiane) o in particolare del
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zioni lineari, intere, omogenee. Esso costituisce un ampio sviluppo delle idee,
svolte nella Nota preliminare (B) citata al § 1. Il metodo che seguiremo con-
siste nel generalizzare la serie, che Poincart ha dato per il caso delle fun-
zioni zetafuchsiane, e nel dimostrarne la convergenza. Indicheremo con H,,
H,,..., H, m funzioni delle =, con T, una trasformazione generica di G, con =,
la trasformazione corrispondente di I'; di pid, se %,...2%, sono m quantiti
qualunque, indicheremo con 7, 1,,..., 7,1, le loro trasformate mediante una
trasformazione =, di . Consideriamo le m serie

b =N [H (T)]) D (=1, 2,..., m) )

k2

dove- p & un intero, che per ora lasciamo arbitrario.
I guozienti z, delle serie (b) per una serie (1) risolvono formalmente il no-

. N

stro problema, che & quindi ridotto a dimostrare la convergenza assoluta e
uniforme, nell'intorno di un punto generico, della serie (). Siccome per ipo-
tesi @ ¢ un gruppo iperfuchsiano misto, esso si pud considerare come gruppo
di movimenti in uno spazio 2. Noi indicheremo con O quel punto di 2, le
cui coordinate x sono tutte nulle, e con » la distanza geodetica da O a un
punto generico 4 di %. Supporremo che le H, abbiano i loro punti singolari

DY

non densi nella regione, ove la metrica = & reale.
La dimostrazione, che Poincarg da per la convergenza delle (5) nel caso

cago in cui G & un gruppo di traslazioni. Specialmente notevole, perché intimamente econ-
nesso alla teoria delle serie 8, & 1l seguente caso particolare del nostro problema fondamen-
tale: Siano date n variabili x ¢ Sn sistemi di periodi ai,..., 0 (t=1,2,..., 210} {ali che
esistano funzioni wniformi y della x, 2n volle periodiche, che ammettano appunto © dati si-
stems di periodi, e che non abbiano singolarita essenziali a distanza finita, le quali saranno
percid invarianti per un gruppo G di traslazioni. Sia I' un gruppo di trasformazioni lineuri
intere omogenee su m variabili z,, 2,,..., #m, ¢ isomorfo a G. Si costruiscano m funzioni 2,
Zey..., 2m (zetaiperellittiche) uniformi delle x, le quali, quando le x subiscono wna trasfor-
mazione di G, subiscono la trasformazione corrispondente di I'.

Per n =1 il problema & gia stato risoluto (Gfr. ScHLESINGER, Handbuch der linearen Dif-
ferentialgleichungen, Bd. 1, XVII Abschnitt, V Kapitel). La generalizzazione al caso di » qua-
lunque & cosi facile ed ovvia, che mi pare inutile V’esporla. Si troverebbe ancora che il pro-
blema in discorso si riduce a determinare delle funzioni z, le quali, per le trasformazioni
di G, o subiscono I'aumento di una costante additiva, o restano moltiplicate per un fattore
costante. E, come le y sono esprimibili mediante serie €, si troverebbe che queste funzioni =
si possono esprimere mediante combiuazioni lineari di funzioni ¢, e di derivate logaritmiche
di tali funzioni. A noi bastera ricordare che la risoluzione dell’attuale problema si compie,
per mezzo di frascendenti ben note, e non porta quindi a nuove classi di funzioni.
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dei gruppi fuchsiani (nel caso trattato da PoiNcaARrg) si generalizza immedia-

tamente alle serie (5) per p abbastanza grande, appena si possa provare che
1.°) Esiste una costante « tale che, se il segmento di geodetica che

congiunge 4 ad O incontra un numero # di campi fondamentali, &

n<lar.

2.°) L'ipersfera V di centro O e di raggio R (nella nostra metrica) (vale
a dire il luogo dei punti, la cui distanza da O & minore o uguale a R) ha
un volume minore di h €**, dove h, k sono costanti positive opportune.

3.° Se T & un movimento nella nostra metrica, che porta il punto 0
nel punto 4, e se la distanza geodetica 0 4 & uguale a 7, il valore asso-
luto dello Tacobiano di 7' in un intorno sufficientemente piccolo di 0 & mi-
nore di ye#, dove y, § sono costanti positive (che non variano al va-
riare di T).

Notiamo tosto che O si pud considerare come un punto generico (perche
ogni punto si pud portare in O, mediante un conveniente movimento).

Noi dimostreremo che, se G é privo di trasformazioni infinitesime (nel
qual caso per i teoremi di (A) possiede certamente un campo fondamentale)
e se il suo poliedro fondamentale C non ha vertici a distanza infinita nella me-
trica vigente in X, allora le condizioni precedenti sono soddisfatte; e resta cost
dimostrato Uesistenza delle nostre funziont .

Se invece il poliedro fondamentale di G avesse vertici a distanza infi-
nita, le (5) non sarebbero pilt in generale convergenti. Bisognerebbe am-
mettere delle condizioni restrittive per I', cosicché non ce ne occuperemo
pit oltre.

11 teorema precedente comprende come casi estremamente particolari quasi
tulli i risultati di POINCARE sulle funziowni zelafuchsiane, i teoremi da me dati
in (B); e li generalizza ad ampie classi di gruppi G, in cui sono p. es. in-
clusi i gruppi iperfuchsiani di PicarDp, @ gruppi ipermodulari di HinerT-
BrumerTHAL, ece.

La condizione (1) si dimostra facilmente (*). Infatti, poiché un poliedro
fondamentale ¢ & tutfo a distanza finita in 2, e poiche in una regione finita
(nella metrica X) pud evidentemente penetrare soltanto un numero finito di
poliedri fondamentali (che sono, in detta metrica, tutti congrui tra loro), un

(*) Cfr. ScHLESINGER, Theorie der lin. D., B. 2, I Theil, S. 108, 351,
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qualsiasi spigolo di C(*) a 2n—2, 0 a 2n—3,... dimensioni pud essere
comune soltanto a un numero finito di campi fondamentali. Si possono
quindi ripetere quasi parola per parola i ragionamenti, che si fanno per il
caso dei gruppi fuchsiani.

Studiamo ora la condizione 2.2). Poiché G & iperfuchsiano misto, le =
variabili @ si potranno dividere in pit sistemi parziali (§§ 4-b)

.l (=1, 2,.., 5; N(n—1)=mn) (*);
(2

la metrica £ & una metrica mista, il cui elemento lineare & (§§ 3, 4)

8

E= Y E;, dove E,=

=

_ 1 , l x aP . owf, V—1
T my—1 2
; Y [l ] — 1% I da dap ... dav, 0

=

poal

H da™,.. dat>, 0 1
H a® Loa, (J—1 ]
Il diseriminante 7 di E & dato da:

I=> 101, dove I— !

7

o X o 2y
=1 [ z a,}g:) mgs) . —l:'

t=1

e % & un fattore numerico. Il volume della ipersfera V & uguale all’integrale di
VT esteso alla nostra ipersfera. Usando le locuzioni del § 4, riconosciamo
tosto che lipersfera V avrad sugli s spazii parziali ¥, per proiezioni delle iper-
sfere V,, di raggio R nella metrica esistente in ¥,; ed & facile riconoscere
che il volume v di V & minore del prodotto dei volumi », delle ipersfere V..
Il volume di V, & uguale, a meno di un fattore numerico, all’integrale di
VT, esteso all'ipersfera V,. Posto o =0 - \/— 149, le &, % cosi definite si
possono assumere come coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio eu-

(*) Se le variabili # sono in numero di », X & a 2% dimensioni: e gli spigoli di € (in-
tersezione di due o pil faccie di €) sono a una, o a due,... 0o a 2#— 2 dimensioni.
(**) Se il gruppo fosse iperfuchsiano non misto (puro), sarebbe g=—=1.,
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clideo S, immagine di 2;; la ipersfera V, di %, avra in 8 per immagine una
ipersfera W,; e, se ¢ indica 1 raggi vettori in 89, cioe la distanza euclidea da
un punto generico di SY all’origine 0,, si ha

— 1
I=r—
v (1 —%)y

Il volume v, & dato evidentemente, a meno di un fattore numerico, dal-

I'integrale di \/I, esteso a tutta la regione racchiusa da W,: integrale, che noi
indicheremo con

‘ VI.d~, dove d==dEi®...dE0  d=®... d=¥_,.
. Ww; ¥

Per calcolare questo integrale multiplo, useremo in S” coordinate polari;
e troveremo allora che questo integrale & uguale all’integrale:

a3

_ -
Lo dp= [ & d

J \/ LY s . (1 — ‘02)”{ \

esteso a un raggio dellipersfera W;, e moltiplicato per I'area di una iper-

sfera di S“ di raggio cuclideo uguale a 1. Indicando con p, un fattore nu-

merico, troviamo dunque

» 21;,—8 2n,—3

v, = p, ’ (T;_‘oz—)"-".dp< ,‘ (—11—:_—55; do.

Ora lo spazio £, & rappresentato in quella regione di S, che ¢ interna
all'ipersfera di raggio euclideo 1, e di centro O,; quindi p<<1, e

fode 1 ’
;<] Pes " (1 — &)"" - n, — 1 [(1 . 7-’_)"1?‘;1 - 1J

h

dove con r; indico il raggio euclideo di W,. Troviamo ora che relazione
passa tra il raggio non euclideo R di V, e il raggio euclideo r, di W,. Evi-

dentemente R = { VE, d o, esteso ad un raggio r, di W,, p. es. al raggio, de-

finito dalle Y =af = ... =af_, =0, ossia
__w di 1 147, efF— ¢ %
B = .’( 1—:'? == g log Tj’;‘: dOnde v, = mﬁ .
0

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV. 7
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Indicando con v, una costante, si trova infine

. 1 .- o
v; ;,i—y_i__I [Qnrl (6213—{— 1yt — 1] <y, g2 VE,

Percio v (che & minore del prodotto dei v;) & minore di

h ek’R

se h=1Iv,, k=23 (n,—1)=2n. La 2* condizione si trova quindi soddi-
i i
sfatta.

Studiamo ora la 3.2 condizione. Lo lacobiano A = D D’ di una trasforma-
zione, che porta un punto C in un punto B, & uguale nel punto C (cfr. § 2) alla

radice quadrata del quoziente %% dei valori che I ha nei punti ¢, B. Ora,

se C resta in un intorno del punto 0, la quantitd I (C) resta inferiore a una
costante finita ». dipendente soltanto dall’intorno scelto. Quindi

N

Indicando con B, ... B, le proiezioni di B sugli spazii parziali S;, si
trova:

1 1
A e [ —— -
=t LE)

Indichiamo con Z¥, «® le coordinate di B; in S, con r, la distanza eu-
clidea da B, a 0,, e con &, la distanza geodetica corrispondente in ;. Se ¢
¢ la massima distanza geodetica di due punti dell'intorno scelto del punto 0,
¢ sard pure la massima distanza geodetica di due punti dell’intorno trasfor-
mato. In particolare la distanza da B, al punto trasformato di 0, & minore

di = Se quindi 9, ¢ la distanza geodetica da O, al suo punto trasformato,
sara 9,>60,—¢. Ora

vf(BT): T one—1 1 ﬂ,'= 1 1 o\n;
{__z (ggi)2+‘n$()3)+1] ( —”'i),

=1

Per la relazione trovata sopra tra la distanza euclidea O, B; da O, a un
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punto B, di S, e la distanza corrispondente in £,, abbiamo:

efi — g di

T g i
e quindi (indicando con %,, L, costanti numeriche)

—e = )\£ (ed‘t + e'“'a\i en < Li e"”?nl’ai < L:‘ e" 2nqe e"zniei.

Poiché ¢t & una costante finita, dipendente solo dall’intorno secelto, tro-
viamo infine
A < ‘}f 8_227’“9;'

Y

dove y & una costante finita, dipendente dallintorno scelto. Indichiamo ora
con r la distanza geodetica nello spazio ambiente X dal punto 0 al suo tra-
sformato, sard r=Y,0? e quindi

i

r 0 >r
Su, 0, >pr

dove { & una costante positiva non maggiore di alcuna delle »,. Si ha quindi
infine
| D|<<yes.

La 3.2) e ultima condizione si trova quindi anch’essa soddisfatta.

§ 8. La precedente dimostrazione continua a valere, anche se il campo
fondamentale di G ha vertici a distanza (non euclidea) infinita, in alcuni casi:
p. es. nel caso che il gruppo I' sia un gruppo ridotto alla sola trasforma-
zione identica. Otteniamo cosi una nuova dimostrazione dell’ esistenza di fun-
zioni invarionti per un gruppo iperfuchsiano misto; dalla quale, ripetendo
considerazioni ben note dovute a Poixcarf, si potrebbe dedurre che fali
funzioni variano con continuila al variare continuo del gruppo, ecc.

§ 9. Le funzioni teste determinate soddisfano i Interessanti sistemi
di equazioni differenziali. Io me ne occuperd qui soltanto in un caso parti-
colare, specialmente notevole: che sia cioe » =1, ossia che G sia un gruppo
iperfuchsiano non misto. Supporrd per semplicitd che sia n=mn, —1=2,
ossia che G sia un gruppo iperfuchsiano in due variabili », y; e riporterd
quasi letteralmente cid che dissi gid nella mia Nota (B) citata.
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Come dimostrd Picarp in un caso particolare (Mem. cit.), tra le funzioni
invarianti per G si possono scegliere in infiniti modi due funzioni u, v, tali
che ogni altra funzione iperfuchsiana, invariante per G, & funzione algebrica
di », v. Siano 2, ...z, p funzioni uniformi delle @, y, le quali subiscono le
trasformazioni di un certo gruppo lineare T, quando le x, y subiscono le
trasformazioni di G: noi le sappiamo costruire p. es. nel caso che G non
abbia vertici a distanza infinita. Supponiamo

. E(k—+1
p=1-4+24+3 4. k= _L.Q"i__),
dove k & un intero positivo. Consideriamo le #z come funzioni di u, v. E ben
chiaro che noi potremo determinare delle funzioni a,.,,, delle x, y, tali che sia:

o 2, g 2,
m:lga,-mm O=t+d<<k)

dove 7, s sono due.interi positivi o nullli qualunque, la cui somma ¢ &, e
t, d sono due interi positivi o nulli, la cui somma & minore di .

Infatti, per ogni coppia di valori r, s, otteniamo, ponendo per i succes-
sivamente i suoi valori ¢ =1, 2,..., p, tante equazioni nelle a,,,,, quante sono
le incognite a,.,, stesse. Risolvendo queste equazioni rispetto alle a, otte-
niamo le a date sotto forma di quoziente di due determinanti.

Ognuno di questi determinanti & formato di p righe: la i delle quali
contiene termini, che sono o la 2, o le sue derivate.

Se noi facciamo sulle #, y una trasformazione di G, le u, v non mu-
tano, le ¢, subiscono una trasformazione lineare. I precedenti determinanti
restano moltiplicati per uno stesso fattore; e quindi le @ restano inalterate.
Le a, considerate come funzioni delle u, v, sono dunque funzioni algebriche
delle u, .

Il precedente sistema di equazioni lineari, ¢ dunque un sistema di equa-
zioni lineari alle derivate parziali, a coefficienti algebrici, il cui integrale ge-
nerale dipende da un numero finito di costanti arbilrarie, e che noi possiamo
dire di sapere completamente infegrare (nel senso moderno di tale parola).
Noi sappiamo infatti esprimere tanto le variabili u, v, quanto le funzioni in-
cognite z mediante funzioni analitiche uniformi iperfuchsiane e zelaiperfuch-
siane di due variabili indipendenti ausiliorie o, y.

Resta posta la questione se ogni sisterna di equazioni differenziali lineari
a coefficienti algebrici, il cui integrale generale dipende da un numero finito
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di costanti arbitrarii si possa integrare in tal modo: questione analoga alla
questione tanto studiata dell'integrazione delle equazioni lineari alle derivate
ordinarie mediante funzioni fuchsiane e zetafuchsiane.

LE runzioNr CREMONIANE.

§ 10. Le funzioni z,, 2,,..., #, di » variabili x, che si ottengono ri-
solvendo (se possibile) il problema fondamentale, quando G e ' sono gruppi
di trasformazioni birazionali, si diranno funzioni cremoniane. Le serie (1) del
§ 2 e (se I' & composto di operazioni distributive) le serie (5) del § 7 con-
servano le loro proprietd formali. Ardua impresa ¢ pero lo studiarne la con-
vergenza.

Noi ¢i oceuperemo, con altri metodi, del solo caso che G e I' giano gruppi
ciclicl, siano cio¢ generati dalle potenze di una trasformazione birazionale
rispettivamente nelle « o nelle z. Poincar# (nella Mem. citata con (P,) al § 1)
ha studiato due casi particolari di questo problema:

1°) w=1: G & il gruppo ciclico generato dalla trasformazione o' == p .
Il gruppo T & generato da una trasformazione ~, definita dalle

=R, (2, Zsyeey 2,),

dove le R sono funzioni razionali. Poincar# ha cominciato anzi dal caso che
la = sia soltanto una trasformazione razionale e non birazionale, determi-
nando cosi delle funzioni #;, che soddisfano alle z, (p x) = R, [z, (%), 2, (x),...,
z, (x)]. Egli suppose R,=0 per z,=.-.=2, =0, e prefisse che le 2, si
annullassero per « =0. Trovo (col metodo delle funzioni maggioranti) che
il problema era risolubile, se

o) [p|>1.
0 R, . .
) Posto %_) =by, ¢u,=1, e, =0 per i==k, (i, il =1,

k Ja1—ro—sev=2m==0

2,...,m) il determinante D (p) = | b, — ¢, p| & nullo per s = p, e differente da
zero per p==p*, se k & un qualsiasi intero maggiore di 1.

2.2) 1l secondo tipo di funzioni cremoniane determinato da PoINCARE
si deduce dal precedente: noi ne parleremo pitt avanti, dimostrando che i

risultati di Poincarg valgono anche in casi pit vasti da quelli da lui trattati.
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Il Picarp ha pure (col metodo delle approssimazioni successive) risoluto
il primo dei due problemi precedenti, senza imporre alle funzioni cercate di
annullarsi per x==0; egli cosi poté far a meno d’imporre alle R, le condi-
zioni restrittive imposte da Poivcarf. Le funzioni ottenute da Picarp esi-
stono ancora (se I' & una trasformazione birazionale) in tutto il piano della
variabile complessa x; ma hanno per @ =0 una singolaritd essenziale.

Le funzioni di Poincarf e di PicARD non esauriscono (¥) pero il coampo
delle funzioni soddisfacenti alle 7', = R, z,(p ) = B, (#,..., #,). La determina-

Y

zione di tulle queste funzioni & un problema non ancora risoluto.

§ 11. T metodi e i risultati di Poincarg si estendono con la massima
facilitd al caso di » qualunque, quando G & un gruppo ciclico di trasforma-
zioni lineari. Se p. es. G & generato dalla: o', = p,a, (i=1, 2,..., n), Pesistenza
delle funzioni #z si dimostra nel caso che |p,|>1, che

D(p)=D(p)=---=D(p,)=0,

mentre D (ph ple... pl#)=j=0, quando h,, h,,..., h, sono interi qualsiasi nulli
o positivi, soddisfacenti alla b, +h, + -+ +h, > 1. Se n =m, e lo lacobiano
g——————»—gz’ — ;) non & identicamente nullo, potremo esprimere le  in funzione
L= n
delle z. Con le stesse considerazioni svolte nella seconda parte della citata
Memoria di Poincarf si dimostra che le  sono funzioni uniformi delle z, le
quali esistono in una regione A dello spazio, in cuile # sono variabili coor-
dinate. Questa regione A & il luogo dei punti 4 tali che I'aggregato di punti,

(*) Supponiamo infatti soltanto che 1’equazione D{g)==0 abbia una radice & tale che
|B1>1 e che D(W*)=!=0, se k & un qualsiasi intero maggiore di 1. Noi potremo costruire
col metodo di Pomncari delle funzioni uniformi z di una variabile X soddisfacente alle
2 (h X)==R:[2,(X),..., 2u(X)]. Se 'equazione D{(g)==0 non soddisfa alle precedenti condi-
zioni, dovremo usare del metodo di Prcarp. Costruiamo ora una funzione uniforme X della
variabile « tale che X(p x)==# X (x). Potremo p. es. assumere come funzione X una funzione
doppiamente periodica di logw, col periodi 2= ¢, log p, e coi moltiplicatori 1, k. Le 2, con-
siderate come funzioni della x, sono funzioni uniformi soddisfacenti alle

2i(pxy=Ri(2(X),..., 2Zunix)),

le quali sono distinte dalle funzioni, soddisfacenti a queste condizioni, che si possono otte-
nere col metodo di Powcarg o con quello di Picarp.
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formato dal punto 4, e dai punti trasformati di 4 mediante le v, +7% «%,,.,

ha il punto 2z, =0, z,=0,..., 2, = 0 come unico punto limite. E le funzioni «
cosi determinate delle variabili z soddisfano alle

o |Bi(2,...2,), Ro(2,...2),..., B, (2,,..., 2)] =p,x{2,..., 2,)

La loro esistenza & dimostrata, appena le p, soddisfino alle condizioni
sopra esposte.

Sia ora T un’altra {rasformazione birazionale su m variabili Z,, Z,,...,
Z,, definita da equazioni

7' =024\, Zy,..., Z,).

Poniamo (?*‘o—"—)

8 %) Ly —arvZogy =)

delle costanti soddisfacenti alle |=,[>1, A(z)=0, A (s k... 2l) - -0, se

By, hyy..., b, sono interi qualsiasi, positivi o nulli, la cui somma & maggiore

di 1. Esistono allora, come dicemmo, delle funzioni Z uniformi di » varia-
bili &,, &,,..., &, soddisfacenti alle:

=Cu, Ap) =0y —cupl. Siano =, (1 =1,2,..., n)

3

Zi(ﬂlig,rl’ 7725’;2,-'-7 Wﬂzn)zpv'[zl(£17"'3 i::)»--'v Zn(glanw En)]

Consideriamo ora delle funzioni Z,, &,,..., £, doppiamente periodiche di
seconda categoria delle variabili log «,,..., logx, coi periodi 2=4, logp,, e
1 moltiplicatori 1, k,. Le £ saranno funzioni uniformi delle =. D’altra parte
le Z e le « sono funzioni uniformi rispettivamente delle & e delle 2.

Le Z,...Z,, considerale come funzioni delle z,,..., 2, sono dungue fun-
zioni uniformi delle z, le quali (quando le 2z subiscono una {rasformazione del
gruppo ciclico generato da ) subiscono la trasformazione corvispondente del
gruppo ciclico generato da T.

Esse risolvono quindi, nelle nostre ipotesi, il problema fondamentale,
quando G e I" sono gruppi ciclici di trasformazioni birazionali.
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PARTE SECONDA

SULLA TEORIA DELLE TRASFORMAZIONI DELLE FUNZIONI AUTOMORFE
DI UNA E DUE VARIABILI INDIPENDENTIL

§ 1. Se noi abbiamo una funzione ellittica # di una variabile x, allora
tra z(x) e z («), dove

=x—+a (@ = costante qualunque) (1)

passa una relazione algebrica. Le (1), notiamolo, gererano un gruppo di Lik.
Sia data una funzione fuchsiana o Kleiniana z (@), invariante per un gruppo G
propriamente discontinuo di trasformazioni lineari sulla variabile x. Per ge-
neralizzare la proprietd precedente delle funzioni ellittiche ci si puo proporre
con PoiNcarE (Journ. de Mathématiques, 1887) di trovare tutte le trasforma-
zioni T definite da un’equazione:
;2w -P

=L (2, B, 1, 8 costanti) @)

tali che z (x) e z (x") sieno legati da una relazione algebrica. Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché questa propriela sia goduta da una trasforma-
zione T, & che i gruppi simili G, T7' G T abbiano un sottogruppo comune di
indice finito (Cfr. Poincarg, loc. cit.).

Come & ben noto, a ogni gruppo I' di trasformazioni proiettive non in-
finitesime, che trasformano in sé stesse una forma F quadrica ternaria non
degenere, e indefinita, corrisponde un gruppo fuchsiano G propriamente di-
scontinuo su una variabile . PoixcarRf ha dimostrato, che se F & a coeffi-
cienti intieri, e I' ne & il gruppo aritmetico riproduttore, allora G & sotto-
gruppo di un gruppo G di trasformazioni lineari, che contiene trasforma-
zioni infinitesime (e che & percid chiamato da Poixcarf grappo continuo:
noi non adotteremo questa denominazione, per non fare confusione coi gruppi
di Lie). Ogni trasformazione T di G’ gode, rispetto al gruppo G, della pro-
prietd sopra citata.
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Le funzioni fuchsiane corrispondenti al gruppo G godono di infiniti teo-
remi di trasformazione: ogni trasformazione del gruppo G’ (il quale contiene
trasformazioni infinitesime), individua uno di questi teoremi

§ 2. Ora la prima domanda, che si presenta in questo ordine di studii,
é la seguente:

Esistono delle funzioni fuchsiane z, lali che esista un gruppe G' continuo
di Lie di trasformazioni (2), tale che, se T ¢ una trasformazione di G’ esiste
una relazione algebrica tra z(x) e z (T x)?

(CGon Tw indico al solito la quantita trasformata di « mediante la T').

Ogni trasformazione T di &' dovrebbe in tal caso trasformare @ in un
altro gruppo G’, che eon G ha comune un sottogruppo G di indice finito K.
Il numero K & un intero positivo; e, mentre 7' varia con continuita tra le
trasformazioni di @', il numero K dovrebbe variare con continuiti: e, poiché
cid non é possibile, K resterd costante, almeno fino a che T non diventa
uguale a qualche trasformazione singolare del gruppo G.

Osserviamo ora che un campo fondamentale di un gruppo G, che sia
contenuto in G come sottogruppo di indice finito K, si puo ottenere, unendo
in modo conveniente un campo fondamentale P del gruppo G con altri K — 1
campi fondamentali dello stesso gruppo, in guisa che questi K campi for-
mino insieme una regione connessa. Da ¢id si deduce che linsieme dei sot-
togruppi di indice finito K di un gruppo G propriamente discontinuo é un in-
sieme discontinuo. (Anzi questi sottogruppi sono certamente in numero finito,
se P ha un numero finito di lati.)

Al variare continuo di T in @, il sottogruppo G comune a G ed a G’
non potra dunque variare con continuitd; e quindi sard sempre uno stesso
sottogruppo G di G, almeno fino a che 7T non coincida con qualche tra-
sformazione singolare di G. Dunque, almeno eniro certi limiti, le trasforma-
zioni di G dovranno trasformare G in sé stesso. Si potrebbe, & vero, sup-
porre che le trasformazioni T di G’ trasformassero un altro sottogruppo G*®
(di indice finito K) del gruppo G nel sottogruppo G. Ma, al solito, noi ri-
conosceremmo che G non pud variare con continuitd : e quindi G® & sempre
uno stesso sottogruppo di @, indipendente dalla trasformazione considerata
T di @. E, poiché quando T'=1, G® coincide evidentemente con G, la
nostra supposizione & dimostrata assurda: vale a dire & dimostrato che G®
e G coincidono, ossia che le trasformazioni T di G trasformano proprio G
in sé stesso.

Una trasformazione 7' di G portera ogni trasformazione = di G in
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un’altra trasformazione di G“; ma G & un gruppo discontinuo; quindi +’
non pud variare con continuitd, e resta percid invariata al variare continuo
di 7. Con ragionamenti analoghi ai precedenti, se ne deduce che ogni tra-
sformazione T di & trasforma in s& stessa ogni trasformazione = di G™.
Ossia :

Ogni trasformazione T del gruppo continuo G' & permutabile con ogni tra-
sformazione = del gruppo discontinuo G

In particolare un punto lasciato fisso da una trasformazione = di GV &
portato da ogni trasformazione T di G’ in un altro punto lasciato fisso da =.
Quindi: Il sistema %, formato dai punti che sono lasciati fissi da una qualche
trasformazione di G, ¢ un sistema di punbi invariante per G'. Poiche il
gruppo G & discontinuo propriamente, le trasformazioni di G e quindi
anche i punti di ¥ formano un’infinitd numerabile. Se 4 & un punto di 3,
1o dico che tutte le trasformazioni di G lasciano fisso il punto A. Infatti,
se cid non fosse, dal punto 4 uscirebbe almeno una traiettoria di un gruppo
a un parametro, coincidente con &, o contenuto in G' come sottogruppo. 1
punti di questa traiettoria sono punti, trasformati di un punto di ¥ mediante
una trasformazione di G'; e, siccome ¥ & invariante per G, ogni punto di
questa traiettoria dovrebbe appartenere a ¥: cid, che & assurdo, perché i
punti di questa traiettoria formano un insieme, che ha la potenza del con-
tinuo, e che quindi non pud essere contenuto in un insieme numerabile X.

Dunque : Ogni punio del sistema ¥ deve essere lasciato fisso da ogni tra-
sformazione di G'. Ma, poiché una trasformazione (2), che lasci fissi tre punti
distinti, non pud essere che identitd, e poiche & naturalmente escluso che G
si riduca alla sola trasformazione identica, il sistema ¥ di punti sara formato
o di un punto solo 4, o di due soli punti distinti 4, B. Con una trasfor-
mazione lineare sulle @, possiamo supporre nel primo caso che il punto 4
sia 1l punto @ = oo, e nel secondo che i punti 4, B siano rispettivamente
I punti x =00, e x=0.

Studiamo dapprima il secondo caso. Il gruppo G lascia fissi ognuno
dei punti 4, B, oppure contiene un sottogruppo G¢ di indice 2, che lascia
fissi ognuno dei punti 4, B. Una trasformazione di G, che non apparte-
nesse a GV, permuterebbe i punti # =0, 2 =00 e quindi i punti lasciati
fissi da essa sarebbero distinti dai punti ® =0, @ = oo. Cid che & assurdo,
perché un punto lasciato fisso da una trasformazione di G non pud essere
distinto dai punti 4, B. Dunque G® coincide con G{°, ossia le trasformazioni
di " lasciano fissi ciascuno dei punti 4, B, ossia sono del tipo o' = h .
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Le funzioni z automorfe invarianti per G, sono anche invarianti per G, e
di pit, essendo per definizione funzioni uniformi della «, sono anche fun-
zioni uniformi di g =log @, invarianti per le trasformazioni y =y -+ logh,
indotte da G sulla y. Di pit evidentemente le 2, considerate come funzioni
di g, sono anche invarianti per le trasformazioni y' =y + 2 = ¢ (1w = numero
intero), a cui sulla  corrisponde la trasformazione identica.

Consideriamo ora il primo caso, in cui il sistema ¥ si riduce al solo
punto ¢=o00. In tal caso tutte le trasformazioni di G sono trasformazioni
paraboliche, lascianti fisso il punto « = oc, ossia sono trasformazioni del
tipo

d=x+a (o = costante).

In ambedue i casi dunque le funzioni z considerate come funzioni di «x,
o di logx, sono funzioni periodiche, che quindi ammettono o un periodo,
o al pitt due periodi distinti.

Nel caso che 2 contenga il solo punto x = oo, le trasformazioni di &,
dovendo essere permutabili con quelle di G‘, dovranno essere pure del
tipo

=x-+a (a0 == cost.).

Nel caso che ¥ contenga i due punti # =0, = oc, le trasformazioni
di &, dovendo lasciare fissi eiascuno di questi due punti, saranno del tipo

o' =ko(k=cost.) ossia y =y-+p (L= —cost).

Ed & ben evidente in ambedue i casi che il gruppo G trasforma GV in
se stesso.

Dunque:

Se una funzione aulomorfa z di une variabile x & lale che per ogni
trasformazgione T di un gruppo continuo lineare esista una relazione algebrica
tra z(x) e z(T'x), allora lo 2, considerala come funzione di x, o di y = log «,
¢ una funzione una o due volte periodica : tulte queste funzioni z si riducono
guindi in sostanza alle funzioni esponenziali e alle funzioni ellittiche.

Escluse le funzioni esponenziali ed ellittiche, le trasformazioni T in di-
scorso possono al massimo formare un gruppo contenente trasformazioni in-
finitesime : cid che avviene appunto per le funzioni automorfe, citate pin
sopra, definite dai gruppi corrispondenti ai gruppi aritmetici riproduttori
delle forme aritmetiche ternarie indefinite.
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§ 3. Passiamo ora alle funzioni automorfe z di due variabili z, y. E
limitiamoci al caso pilt noto che il gruppo riproduttore della z sia un gruppo
iperfuchsiano. Noi ci chiediamo: Quando esistera un gruppo continuo G di
trasformazioni proiettive T tali che per ogni trasformazione T di G, le z (x, y)
e z(Tx, Ty) sieno legate dao una relazione algebrica ?

Per chiarezza ricorderd che si chiamano gruppi iperfuchsiani (CGfr. § 5,
parte I) i gruppi che si ottengono nel modo seguente.

Al solito indicheremo con A4° o con 4, la quantitd immaginaria coniu-
gata di una qualsiasi quantith 4. E consideriamo la forma Hermitiana
Fe=x, o+ o, x5 —x, 05 di tre variabili «,, @,, #,. Sia I' un gruppo di
trasformazioni lineari intere sulle «,, che trasforma F in sé stessa. Hsso in-

duce sui rapporti a:.——_g-:, Y= % un gruppo G. A tali gruppi G si da il
nome di gruppi iperfuchsiani.

Per risolvere la nostra questione, osserverd anzitutto che, come nel § 2,
essa si puo ridurre alla seguente:

Trovare i gruppi iperfuchsiani G, privi di trasformazioni infinitesime, le
cut trasformazioni = sono permutabili con ogni trasformazione T di un gruppo
proiettivo continuo G

In uno spazio euclideo rappresentiativo, in cui siano coordinate carte-

[
il gruppo G trasforma in sé stessa la regione R interna allipersfera
(@) + (@) -+ (¥) + (y")’ =1, la quale & in generale il campo di esistenza
della funzione z(x, y). Ogni trasformazione T di & dovrd quindi trasfor-
mare R in sé stessa; e quindi esisterd un gruppo ' di trasformazioni li-
neari intere omogenee sulle x,, che trasforma F in sé stessa, e che induce
sulle = C—;i, Y = gﬁ le trasformazioni di G

3 3

Consideriamo una qualsiasi trasformazione = di G; potrad darsi, o che
esistano tre punti isolati 4, 4°, 4" (distinti o no) lasciati fissi da =, oppure
che la = sia una omologia con un certo asse %, e con un certo centro A.
Consideriamo il luogo X dei punti 4, che o sono centri di un omologia con-
tenuta in @, oppure sono lasciati fissi da una trasformazione di G, che non
& una omologia.

Come nel § 2, si dimostra che ogni punto di 2 & lasciato fisso da
tutte le trasformazioni di &'. Poiché G’ & un gruppo proiettivo, non ri-

siane ortogonali le ' =
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dotto alla sola trasformazione identica, si possono avere soltanto i seguenti
tre casi:

1.¢j % contiene un numero finito & di punti distinti.

2.0) ¥ contiene infiniti punti posti su una stessa retta r.

3.°) ¥ contiene infiniti punti, posti su una stessa retta », ed un punto B
non posto sulla retta ».

Nel primo caso & trasforma in s& stesso ognuno dei k& punti di ¥; le
trasformazioni di G possono al piti permutare tra loro questi punti. Ed esi-
stera quindi ¢ un sottogruppo di indice finito, che indicheremo ancora con G,
che lascia fisso ognuno dei % punti di 2.

Nel secondo caso tanto G, che G’ trasformano in sé stessa la retta r.

Nel terzo caso tanto G, che G trasformano in sé stessi il punto B e
la retta r.

§ 4. Cominciamo dunque a trovare i gruppi I' che trasformano in s
stesso un punto (®, = «,, @, =«,, ®, = «,). Diremo movimenti quelle trasfor-
mazioni lineari intere omogenee sulle «,, che trasformano ¥ in sé stessa. ]
gruppi I' sono gruppi di movimenti. Con un movimento M il punto (z«,,
%y, ;) si puo portare nell'uno o nell’altro dei tre punti (0, 0, 1), (1, 0, 0),
(0, 1, 1) sccondo che «, of + a, ) — «, 2 & minore, maggiore, o uguale a
zero. In quest’ultimo caso si dira che il punto (e,, «,, «,) giace sull’iperco-
nica @, &} -+ @, x5 — x, o5 =0. Il gruppo I' sard da M trasformato in un altro
gruppo simile, che trasforma ancora in sé stessa la F, e le cui operazioni
sono rispettivamente del tipo:

o =ax, + B8, @ =va,+ A, + pa,
Y, =y, 4w, oppure del tipo: { «, = w i, 4P,
(m;:ml—sz-wr%vws, @y = y @+ S,

oppure del tipo:

| @y=va, + P (@ — )
)
{’\’ xlg“_ mla = U &, ‘TI“(S_)‘) (m2 "'xs)

LT, =y ®, + (0, —x;) - x,.

Ricordando che la F deve essere trasformata in s& stessa, troviamo delle
relazioni tra i coefficienti di queste trasformazioni, che permettono di dare
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alle precedenti formole il seguente pit semplice aspetto:

@, =awx, + P,
D{awy=ya, +dx, dove «ae’+yy" =L +88°=1;af,+v3,=0
@'y = @;
@' =,
I §ay= ax,+FLa, dove aa®—yy’'=—(@FL—yy")=1; af’—3°=0
Xy= YX,+ S,

'y =x, + P (2, — ;) dove
I { &y, — oy = (8 — 1) (., — 5) (8, — he) =BL 33, — A% =1;
68’3———‘((1}1'*{«7&(962—%3)—{—8%3 @270(7\—5)-

Quindi: I gruppi T" che trasformano un punto () in sé stesso, sono si-
wmili a un gruppo di trasformazioni, le quali appariengono tutle a uno stesso
dei tre tipi precedenti.

E precisamente si ha proprio il I, o il II tipo, se il punto («,) non giace
sull’iperconica F=0.

Si osservi ora che i gruppl I' del primo, secondo o terzo tipo trasfor-
mano rispettivamente in sé stessa la retta x;, =0 (che ha nessun punto co-
mune con liperconica F = 0) o la retta x, =0 (che ha oo' punti con detta
iperconica) o la retta «,—x, ==0 (che ha il solo punto (0, 1, 1) comune con
I'iperconica, e che percio si chiamera la reffa fangente all'iperconica in detto
punto).

E viceversa si pud dimostrare che un gruppo U che trasformi in sé stessa
una retta r & simile a un gruppo U di trasformazioni del tipo 1)y o del tipo 11),
se r non & langente nell’iperconica. Se poi un gruppo U trasforma in sé stessa
una refta r tangenle nell'iperconica, esso ¢ simile o un gruppe T di trasfor-
mazioni 111).

Si vede anche facilmente che un gruppo I' che trasformi in sé slessi due
punti A, B (due tangenti «, ) dell’iperconica & simile a un gruppo T di tras-
formazioni 1), 1I). Infatti © dovra trasformare in sé stessa la retta 4 B (il
punto «f£), che non & una tangente (un punto dell'iperconica), perché una
tangente all'iperconica contiene un solo punto dell’iperconica stessa (perché
per un punto dell’iperconica passa una sola tangente all'iperconica).
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§ 5. Ritornando al nostro problema, abbiamo dunque, per i risulfati
del § 3, che possono avvenire soltanto due casi.

«) 1 gruppi &, G’ sono gruppi di movimenti del tipo I) o del tipo II).
(Indico senz’altro con G e G anche i gruppi I' e T7).

) I gruppl G, G' non rientrano nel caso precedente, e sono quindi
gruppi di movimenti del tipo IlI). Questo caso si suddistingue alla sua volta
in altri due.

g,) * contiene un solo punto 4 dell’iperconica, che possiamo supporre
essere il punto (0, 1, 1). Le omologie di G hanno questo punto per centro;
le proiettivitd di G, che non sono omologie, trasformano in seé stesso il solo
punto (0, 1, 1). [Se 2 contenesse due punti dell’iperconica, G e &' trasforme-
rebbero in sé stessa la retta 4 B. Le loro trasformazioni sarebbero del tipo
() o (D).

P.) ¥ contiene infiniti punti di una retta » tangente all’iperconica, che
possiamo supporre essere la retta @, -—x, = 0. Le trasformazioni di G, o la-
sciano fissi soltanto punti di », o sono omologie col centro sulla reita r.

Facendo le considerazioni duali, si indichi con ¢ il sistema delle rette,
che o sono assi di una omologia di G, o sono lasciate fisse da qualche tras-
formazione di @, che non & un’omologia. Troveremo che il caso £) si po-
trebbe distinguere anche nei seguenti due sottocasi:

£) o contiene una sola retta » tangente all’iperconica, che possiamo
supporre essere la retta «, —x, = 0. Le omologie di & hanno questa retta
per asse; le proiettivith di G che non sono omologie, lasciano fissa la sola
retta r,

£") ¢ contliene infinite rette passanti per un punto 4 delliperconica,
che possiamo supporre essere il punto (0, 1, 1). Le trasformazioni di G, o
lasciano fisse rette uscenti da 4, o sono omologie, il cui asse passa per A.

Noi studieremo dapprima il caso £). Se X (s) contiene un numero infi-
nito di punti (rette) posti su » (passanti per 4), il gruppo &, che deve tra-
sformare in sé stessi questi punti (queste rette), da origine alla proiettivita
identica sulla punteggiata r, (sul fascio di rette di centro 4).

Ma le trasformazioni di G' sono del tipo III); e se i punti della retta

(le rette uscenti da A4) sono lasciate fisse dalle trasformazioni di @', allora
1 coefficienti di queste trasformazioni sono legati anche dalle ¢ =1,

3 =—-0(§1—7\:1; B::O). Per le relazioni, che legano 7y, £, 4, 3, ¢ si vede
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che in tutti e due questi casi, le trasformazioni di & sono del tipo

‘

IV) wl1=w1; 902"—13,3:'%2»003; w/aziL(w2_"w3)+w3

(L = quantitd reale).

Se dungue siamo nel caso " o nel caso B,, le trasformagioni di G sono
del tipo 1V.

Ma se noi siamo nel caso f, e non avviene né il ecaso £, neé il caso £,,
il gruppo G deve godere contemporaneamente delle proprieta considerate per
i casi 8,, . Vale a dire: Le lrasformazioni di G, o sono omologie, che hanno
per centro il punto (0, 1, 1) e per asse la refta x, — x, = 0, oppure sono pro-
iettivita che lasciano fisso il solo punto (0,1, 1) e lu sola reftw x, — x, = 0. 1
coefficienti delle trasformazioni III) di G soddisfano dunque alle:

e=d0—A=1; B4+vo=7vv +2+2%=0.

Ossia le trasformazioni G sono del tipo:

g wix == 0y :(_0 (5(72 ""‘m:a)
V) ( Xy — @y = X, — @, dove ¥ v, A% =0.
@, :?xl -+ (Q’}2 - ws) -+,

Concludiamo infine che unici casi possibili sono i seguenti:

A) Le trasformazioni dei gruppi G e G sono del tipo I).

B) Le trasformazioni dei gruppi G e G sono del tipo II).

C) Le trasformazioni del gruppo G sono del tipo IV ; quelle di & sono
del tipo III; su = esistono infiniti punti di ¥, oppure per 4 passano infinite
rette di a.

D) Le trasformazioni di G sono del tipo V); le trasformazioni di &'
sono del tipo II).

Studiamo successivamente i quattro casi 4, B, ¢, D. Nel caso B posto
@,

@ =""> J:g—c—‘?-, le trasformazioni dei gruppi G e & diventano del tipo
1 1

VI) o’ =aax+By; ¢y =1ax+3dy.
I gruppi &, G’ diventano gruppi di trasformazioni lineari su una varia-
bile 7 seritti sotto forma omogenea. Questo caso rientra quindi sostan-

zialmente nello studio fatto al § 2.
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Nel caso 4 si possono ripetere le considerazioni precedenti; ma anzi si

ottiene un risultato pitt semplice. Posto « :%‘—, Y= gl, i gruppi &, & di-
3 3

ventano gruppi di trasformazioni del tipo VI, che trasformano in sé stessa

la forma definita positiva @, + yy,. Quindi il gruppo G & un gruppo dis-

continuo finilo, il quale, per i risultati del § 2, non pud essere che un gruppo

ciclico.

Studiamo ora il caso ). Noi sappiamo che tutte le trasformazioni di G
sono permutabili con ogni trasformazione di &'. Le trasformazioni di G’ sono
del tipo IV. Affinché una trasformazione v di @, che & certamente del tipo III,
sia permutabile con quelle di &, & necessario (come si riconosce con nn fa-
cile calcolo) che i coefficienti di ~ soddisfino alla § — X ==¢. Quindi, poiche
e(d,— %) =1, sard g, =1, ossia c=ei dove 0 ¢ un angolo reale. Le tra-
sformazioni di G sono dunque del tipo

o) =, —p e (@, — x,) dove
(IV)bis x'y — xy = et (w2 - mﬁ) 6> %y P l
. s0no
'y = p ei* @, +- ¢ ("“ pQ_ +1 l) (2, — ;) + e @, quantitd reali.

Dunque nel caso C le trasformazioni del gruppo G sono del tipo (IV)Vs;
quelle di & sono del tipo 1V,

Si trova facilmente che i coefficienti delle trasformazioni (III) permuta-
bili con una trasformazione V) soddisfano alle:

To(B—2A—1D=0 1,(c,—~1)=0 vp4+2A(—2—e)+y7,=0

oltre alle: e (3, — X)) =F L+ 88, —Ar,=1; p=1v, (A —3I).
Se dunque noi siamo nel caso D, potremo distinguere due casi:
D) Per una almeno delle trasformazioni di @ & y==0; allora per tutte
le trasformazioni di & siha: § —A=c¢=1; vy,=-47v7,. Se & dunque

y=oce"(s, « reali), si avrd y=pe* (s, « reali), e « non muta (*) al variare

(*) Infatti Vanomalia del coefficiente y di una qualunque trasformazione di G’ deve es-
sere uguale all’anomalia del coefficiente y di una trasformazione qualunque di G: donde
segue l'affermazione del testo. Unico caso eccezionale sarebbe quello che per tutte le trasfor-
mazioni di G fosse ¢=0; in tal caso tutte queste trasformazioni sarebbero del tipo IV. Si
ritornerebbe cosi al caso (C).
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della trasformazione considerata in G e @&. Si ha poi = — y, = —pe™i*;

2
p* 94, =1, ossia A = — —‘;—— ~+ 41, dove I & una costante reale, Le frasfor-

mazioni di G sono del tipo V, dove y = o ei* (o = cost.) mentre le trasforma-
ziont di G' sono del tipo

w =, —pe it (1, —x,)

&Ly &y == By — By

(V)bis
@' :‘:98%931"%‘(—fcz_%‘il)(mz—“wa)_}“xs

the si deduce dal tipo 11, ponendovi 6 = 0.
D") Per tutte le trasformazioni di G & y ==0. Allora le trasformazioni
di @G sono del tipo IV, e quindi quelle di G' sono del tipo IV¥s. Quest’ultimo

o, .
TS . il gruppo G

caso & da trascurarsi. Infatti, posto » = )
Ly — &y Ly — Ly

si trasforma nel gruppo
x = y=y-+iL

che & un gruppo di trasformazioni lineari sulla sola variabile y.
Gli unici casi non banali, sono dunque i seguenti due:

C) Le trasformazioni di G sono del tipo 1V¥s). Sulla retta o, — 2, =0
esistono infiniti punti di %, o nel fascio di rette di centro (0, 1, 1) esistono in-
finite rette di ¢; ossia, al variare della trasformazione considerata di @, la

s e
quantite v —1
poi del tipo IV (*).

D) Le trasformazioni di G sono del tipo V, dove y == ¢ ei*, essendo o
e « quantitd reali; la costante « conserva uno stesso valore per lutle le tras-
formazioni di G. Le trasformazioni di G sono dunque del tipo:

assume infiniti valori distinti. Le trasformazioni di G’ sono

Xy ==, — G e (1, — )5 Xy — &y =0, = &y,

(IV)ter ] e
@y =0e*x + (———-Q—-—{—’LZ) (m2—~903)+a33

dove 2 & una costante reale invariabile, s & una gquantita reale non sempre
nulla, cd 1 ¢ pure una costante reale.

(*y Cfr. anche la nota a pié della pag. precedente.
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@,

— gy = ——— le trasformazioni di G diventano rispet-
Ly — Py Ly — Ly

tivamente del tipo:

Posto . =

=iy —peit y=ytpePr|

C 2 o e N
© —f-(—~~%—+i l) [p (ﬁ-ii—-i assume infiniti valori dlstmtl] ®)
‘=g —cei* Yy =y-+toerxri

(D) ¢ .\ (« & una costante di G
+( +”) (6 non & sempre nullo )

dove le p, 5, «, 6, I sono quantitd reali.

Le funzioni invarianti per un gruppo di trasformazioni del tipo C o del
tipo I’ costitwiscono, dal nostro punlo di vista, lo pit semplice generalizzazione
delle funzioni ellittiche.

Osservazione. Con metodi affatto simili si pud risolvere il problema ge-
nerale di trovare i varii tipi di gruppi discontinui di trasformazioni lineari
su due variabili @, 9, le quali sono tutte permutabili con ogni trasformazione
di un gruppo lineare contiuuo.

(*) In questo caso si pud considerare incluso quello ricordato nell’nltima osservazione
s . . X A . ¢ o .
a pié di pagina, per il quale perd non si pud asserire che p e assuma infiniti valori

distinti.



