
Sulla teoria delle funzioni  automorfe  
e delle loro trasformazioni .  

( D i  GUIDO FUBINI, a Genova.) 

INTRODUZIONE. 

§ 1. I1 problema pifi generale, cl~e si pub porre nella teoria delle fum 
zioni automorfe, si pub enunciare nel seguente modo: 

Se G ~ u n  gruppo discontinuo di t ras formazioni  biraziortali s u n  varia- 

bill x~, x~.,..., x,,, e F ~ u n  gruppo, isomorfo a G oloedricamerde o meriedri- 

camente, di t ras formazioni  birazionali  s u m  variabil i  z~, z~,..., z,,;, si trovirw 

tutti i possibili  sistemi di funz ion i  un i fo rmi  z delle variabil i  x,  l~e quali, quack, do 

le x subiscono urt~ trasformazione di G, subiscono la corrispondente trasfor- 
mazione di r. 

Questo, che io chiamerei il problema fondamentaIe,  ~ ben lungi datl'es- 
sere risoluto in generale. Noi vedremo che ~ possibile risolverlo per ampie 
classi di gruppi di movimenti, di gruppi misti (*), di gruppi ciclici di trasfor- 
mazioni birazionali. Risultati classici sono dovuti (**) a Poi~cARfi e PICARD; 
altri sono dovuti a BI~UMENTHAL, a E. LEVI e all'Ant. 

(~) Cfr. la Mere. dell 'Aut., che noi citeremo con (.4) : Sulla teoria dei gruppi discontinui 
{Ann. di Matcm., 1905). 

(~'~) Cfr. i lavori di POINCAR~ (3 di PICARD nei tomi 1-5 degli Acta Mathem., 
di BLUMENTHAL, Ueber die Modulfu~ctionen, ecc. Math. Ann., 1903. 
di Fvm~I, Mere. cit. (A), 

idem Sulle funzioni  automorfe, ecc. (Ann. di Matem., 1904), 
idem Applicazizni aJmlitiche dei gruppi, ecc. Mere. deWAcc. Gioenia, Sez. 4, Tom. 17. 

Citerb questa Nora con (B), 
di POINCARfi, Sur une classe nouvelle de trasce,tdantes uniformes. Journal de Liouville, 1890. 

Citerb questa Mere. con (Po), 
di PlCAnD, S~tr une classv de trascendantes nouvelles. Acta Mathem., Tomi 18 e ~3. Citerb 

questa Mere. con (Pi), 
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Riassumere brevemente lo stato attuale delle ricerche, e cercare di gene- 
ralizzare i risuttati a nuove classi di gruppi G, F. Ecco lo scopo che si pre- 
figge la prima parte del presente lavoro, alcuni paragrafi della quale non 
sono che un ampio svolgimento delle idee contenute netla Nora prelimi- 
nare (B), citata pi~t sopra a pi~ di pagina. Le dimostrazioni, che sono ovvia 
generalizzazione di dimostrazioni gib~ note, non sono sviluppate completa- 
mente :  ma ~ soltanto svolto quanto vi ha in esse di essenzialmente nuovo. 

I metodi, qui seguiti, si inspirano principalmente : 
1. °) alle serie, oramai classiche, di POINCAR~, che gi'a trovarono qualche 

generatizzazione ; 
2. °) alla terza Memoria di H~LBE~T sulle equazioni integrali, recente- 

mente pubblicata helle GSttinger Nachrichten; 
3. °) alle Memorie di POI~CAR~ e PmARD, sopra citate con (P°) e (P,); 
~.o) alle idee geometriche, da me svolte nella mia Memoria gi~ citata 

con (A), che, come dimostrai in (A) e in un altro mio lavoro (*), sono anche 
tanto utili per lo studio dei gruppi propriamente discontinui. Io sarb liet0 
se le seguenti pagine potranno dimostrarne l'efficacia per la teoria analitica 
delle funzioni automorfc, facendo vedere con quanta semplicit~ si possa p. es. 
estendere la teoria delle funzioni fuchsiane e zetafuchsiane a classi molto 
ample di gruppi discontinui (**). Per non alhlngare troppo queste pagine, 
suppongo famigliari al lettore le Memorie classiche di POL',~CARfi. 

Nella seconda parte della presente Memoria mi occupo pot della trasfor- 
mazio~e delte funzioni ? (x~) fuchsiane, o Kleiniane di una variabile x~, e 
delle funzioni ? (x,, x~) iperfuchsiane di due variabili x,, x~. Pifi precisa- 
mente ricerco i cast, in cut esiste un gruppo continuo G di trasformazioni, 
tale che pass[ una relazione algebrica tra il valore di ? in un punto x~ (in 
un punto x,, x~) e il valore di ? nel punto trasformato di x~ (di x~, x~) per 
una qualunque trasformazione di G. Questa ricerca ~ la pifi semplice gene- 
ralizzazione del teorema di addizione delle funzioni ellittiche. 

di E. LEVI, Ricerche sulla teoria delle funzioni automorfe. Rend. della R. Acc. dei Lincei. Di- 
cembre, 1906. 

La pubblicazione di questa Nota ebbe tuogo, quando il presente lavoro era gi~, in corso 
di stampa. 

(~) S~dla costruzione dei campi fondamentali, etc. Annali di Matematiea, 1906. 
(~) Parte delle ricerche di :questa prima parte sono riassunte in un mio trattato, di pros- 

sima pubblicazione, sulla teoria delle funzioni automorfe. 
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P A R T E  P R I M A  

I TEOREMI DI ESISTENZA. GENERALIZZAZIONE DELLE SERIE TETAFUCHSIANE 
DI PO~NCAt(~. 

§ 2. Questo paragrafo ~ dedicato a quel problema speciale, che si de- 
duce dal prob]ema tbndamentale, supponendo che l' si riduca alla sola tt'a- 
sformazione identica, ossia ehe si debbano costruire delle funzioni uniformi z 
delle variabili x, le quali r imangono inalterate quando le x subiscono le tra- 
sformazioni T~ (i ~--- 1, 2, 3, 4, ...) del gruppo G. Faremo poi successivamente 
varie ipotesi sul gruppo G. Indicheremo con T~x le quantith trasformate 
delle x, mediante la 2',.; e se f ( x )  ~ una funzione delle x, indicheremo con 
f(T~ x) il valore della f, quando al posto delle x si sostituiscano le T~ x. 
Porremo poi x , , ~  ~,~-~-i-~,., dove ~,,. e "~. si considerano variabili reali, che 
noi spesso considereremo come coordinate cartesiane ortogonali in uno spazio 
euclideo S~,, a 2 n dimensioni reali. 

Indicheremo poi con D~ (x) l 'Iacobiano della trasformazione T~; porremo 
T~x~ ~ T~ ~ -~ i T~ "~., dove indichiamo con T~ ~., T, -~. rispettivamente la parte 
reale e la immaginaria delle T~ x. Indicheremo con A ° la quantit~ immagi- 
naria coniugata di una qualsiasi quantith A, e con ~, l 'Iacobiano delle T~ ~., 
T, "~ rispetto alle ~, -~. Si avrb. as = D~ D, °. = (rood D~) ~. 

Indicheremo con 0 ({, p, x ) l a  serie (generalizzazione delle serie di PoI~- 
CAH~) definita dalle 

0 (f, x, p) --- ~ f ( T , x )  D~; (x) (1) 
¢ 

dove f 5 una funzione delle x, the  si supporr~ uniforme, e quasi sempre 
addirit tura razionale, e dove p ~ un intero positivo qualunque. Se noi con- 
sideriamo un'al tra serie 0 (% x, p), corrispondente a un'al tra funzione ? delle x, 
e allo stesso valore dell'intero p, rieonosciamo facilmente c h e l a  funzione z (x) 
definita da 

z ( x ) - - 0 ( f '  x, p) 
0 (% p) (e) 
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r imane formalmente invariata, se not facciamo subire alle x una qualsiasi 
trasformazione T~ de1 gruppo G. Per dimostrare dunque l'esistenza di fun- 
zioni uniformi delle x, che r imangano invariate per il gruppo G, baster~t di- 
mostrare che in un intorno di un sistema generico di valori delle x la (1) 
converge assolutamente, e in ugual grado (*). 

Ripetendo i ragionamenti  usati da POINCA~r~ nella dimostrazione dell'e- 
sistenza detle funzioni fuchsiane e Kleiniane, si trova che per dimostrare la 
convergenza delle (1), almeno per p sufficientemente grande, basra p. es. di- 
mostrare che:  

1.o) It gruppo G 5 propriamente discontinuo in una regione S di S,~,,. 
2.°) Esiste in S una fete R di campi fondamentati  per G, posta tutta 

a distanza tinita, escluso al pifi un numero finito di campi fondamentali, che 
possono anche aver punti all'infinito. L'insieme dei punti di R, che sono 
singolari per f o sono equivalenti a un punto singolare per f, non formano 
un insieme denso in R. 

3. o) In un intorno sufficientemente piccolo di un punto generico A, 
inferno a R, il rapporto t r a i l  massimo e il minimo valore assoluto di D~ 
(o di A,) ~ compreso tra due costanti finite positive m, _31, indipendenti da i. 

Un primo metodo per studiare la convergenza della (1) 5 dunque quello 
di trovare i gruppi e le funzioni pifi generali, per cut sono soddisfatte le 
precedenti condizioni (1), (~), (3). 

Un caso specialmente importante ~ quello in cui si possa trovare uno 
spazio z a 2 n dimensioni, in cut le ~, "a siano variabili coordinate, e in cut 
sia definita una metrica rispetto alia quale il gruppo G si possa considerare 
come gruppo di movimenti (**). Affinch~ la metrica sia reale, le ~, -~ dovranno 
in generale soddisfare a certe condizioni (definite da disuguaglianze) ; cosicch~ 
le ~, "a non potranno variare a piacere; e lo spazio z avr~ in S~,, per imma- 
gine una  certa regione A, i cut punti saranno in corrispondenza biunivoca 
col punti di z, quando si considerino come corrispondenti punti di h e di z, 
che abbiano le stesse coordinate ~, -t,. 

(~) Bisognerebbe, ~ vero, dimostrare di pig  c h e s i  possono scegliere le f, ? e la co- 
stante p iu guisa c h e l a  ftmzione z, definita da (~) non sia costa.rite. Ma cib si compie net 
cast qui sotto s tudia t i  con grande facilit'~. (Cfr. i citati lavori  di PIC~RD sulle funzioni iper- 

fuchsiane.) 
(~ )  Per il  significato della  parola  ~ metrica ~ cir, BIA~CI=II, Leziol~ di Geom. differenz., 

2. ~ ediz., Tom. I, 
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Not d i remo,  dal n o m e  di Po~scAi~, c h e l a  met r ica  vigente  in x ~ u n a  
metr iea  P,  se 

12) La  regione  A ~ in S~,, a d is tanza  finita (o tale si pub  r ende re  con 
u n a  o p p o r t u n a  t r as fo rmaz ione  sulle x). 

2. °) La nos t ra  met r ica  poss iede  a h n e n o  u n  invariante 1 non assoluto, 
che soddisfa  alla seguen te  condizione.  Per  ogni  cos tan te  posi t iva  ~ si pu6  
t rovare  u n a  cos tante  d, tale che i valori  di I in due  pun t i  qualsiasi  di z, la 
cut d is tanza geodet ica  ~ inferiore a 3, abb iano  un  r a p p o r t o  minore ,  in valore 
assoluto,  di d. 

Con le parole  ~< invar ian te  di u n a  metr iea  >~ in tendo  u n a  funzione  
delle {, r, tale the,  se not e segu iamo un  m o v i m e n t o  M nel la  metr ica,  essa  
resti mol t ipl icata  per  la po tenza  k ~*; ..... (k = costante)  de l l ' l aeobiano di M. Dico 
pot che l ' invar iante  ~ assoluto,  se l ' intero 1~ co r r i sponden te  5 uguale  a 
zero (*). 

Un  g ruppo  di mov imen t i  in u n a  metr ica  P sara det to  un g r u p p o  P. 
Io dico a l lora :  
Per p ~  2, le serie (1) coJ, vergono, se G ~ un gruppo P, e se un  1)unto 

generico di A non ~ punto limite di punt i  singolari per la funzione f, oppure 
equivalenti, rispetto al gruppo G, a tali p m d i  singolari. Ques t ' u l t ima  coadi- 
zione ~ p. es. soddisfat ta ,  se i pun t i  s ingolar i  della f sono es terni  a h .  Os- 
serv iamo che po t r e m o  suppor re  che la regione  A sia a d is tanza  finita in S~.,~, 
pe rch , ,  per  ipotesi,  se A no n  ~ a d is tanza  iinita in S~,,, tale la poss iamo 
rendere  con una  t ras formazione  sulle x. Tale  t r a s fo rmaz ione  por ta  il g ruppo  G 
in u n  g r u p p o  s imile:  ma, pe r  i nos t r i  problemi ,  il sos t i tu i re  un  g r u p p o  a 
un  g ruppo  simile nul la  toglie alla general i t~  del r isultato.  D imos t r e r emo  ora 
che, a s s u m e n d o  in S~,, la reg ione  A come regione  S, sono soddisfa t te  le con- 
dizioni (1), (2), (3) enunc ia te  pifi sopra.  

La (1) ~ senza dubb io  soddis fa t ta  per  un  t eo r ema  dato nella  mia  Mere. 
cit. (A) (§ 6). 

La  regione  2~ ~ invar ian te  per  il g r u p p o  G, perch~ G ~ un  g r u p p o  di 
m ov im e n t i  di u n a  metrica,  e A ~ la regione,  o re  ques ta  met r ica  ~ reale e 
regolare.  Per  i r isul tat i  della mia  Mem. cit. (Ann. di Mdlem., 1906) il g r u p p o  G 
ha  d u n q u e  in A u n a  rete R di campi  fondamenta l i ,  che ~ quindi  pos ta  tu t t a  
a d i s tanza  finita nello spazio eucl ideo i m m a g i n e  S~,,. Anche  la condiz ione  (2) 

(~) Se la metrica ~ definita da una forma differenziale quadratica, il determinante del- 
Felemento lineare ~ un invariante non assoluto. 



38 F u b i n i :  Sulla teoria "delte funzioni automorfe 

percib soddisfatta. Basta dunque limitarci a dimostrare soddisfatta la con- 
dizione terza. Sia k il grade (non hullo per ipotesi) dell 'invariante consi- 
derate 1. Sia ~ uu iutorno di un punto generico A di z, e siano rispetti- 

vamente a, A Fintorno e il punto corrispondente per una trasformazione T, 
di G. I1 quadrate  a ~ D D O del modulo dell 'Iacobiano D di T~ ~ per ipotesi 

uguale a ~ / . -  Se noi vogliamo trovare il valore di A in un punto di ~, 

baster~ ehe noi in questo radieale sostituiamo a I il valore ehe esso ha nel 

punto eonsiderato, e a T~ I il valore di I nel punto eorrispondente di e. Sia 
ora ~ la massima distanza geodetiea di due punti di ~; poieh~ nella nostra 

inetriea ~. ed ~. sono eongrui, la massima distanza geodetiea di due punti 

di ~ sar~ aneora uguale a & 
I1 rapporto dei valori di I in due punti di ~. sar~ in valore assolnto infe- 

riore a d; e altrettanto avverr~ dei rapporfi dei valori di I in due punti 

di ~. Quindi il rapporto dei vMori di A in due punti di ~ sar~ minore in 

valore assoluto di ~]~-, ehe ~ una eostante, indipendente dalla trasforma- 
zione i% eonsiderata. La eondizione (3) g dunque aneh'essa soddisfatta. 

I1 teorema test~ dimostrato ei assieura della eonvergenza delle serie (1) 
per una vasta elasse di gruppi di movimenli:  l ' importanza di questo teorema 
sta in eib ehe tutti i easi finora noti, in eui le (1) eonvergono (eeeetto il easo 
dei gruppi Kteiniani), e anehe aleuni easi nuovi sono altrettanti easi parti- 
eolari di esso. Cib ehe risulta faeilmente dai teoremi del seguente paragrafo. 

DI ALCUbTE METRICHE ~O 

§ 3. Teor. I). Le metriche (a due dimensioni, a curvatura costante), che 

ammettotw come movimenti quelle trasformazioui 

(~, 9, Y, ~ costanti) 

che tr(~s[ormano in s~ uno stesso cerchio reale C del piano "z della variabile 
completa x, sono metriehe P. 

Come ~ ben note dMla teoria delle superficie pseudosferiche, noi potremo 
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supporre, senza diminuire la generalifft, the  l 'elemento lineare della nostra 
~2 2 d dr• ¢ +  - 

metriea sia 4 (~  ~ ~----f)~,  se x ~ ~ d- i "~. 

Come invariante I, sceglieremo la xadice ottava det discriminante di 
questo elemento l ineare;  porremo eio~: 

z =  

- -  - 

Se indichiamo con r la distanza geodetiea del punto 
(0, 0), si ha 

o r \/2- cosh ~_ 2 ~ + -~ ~--- tangh- 2- I = 

(~, .r,) dal punto 

Siano ora A, B due punti, la eui distanza geodetiea A B  sia minore 
di 8, e le eui distanze geodetiehe da O sieno rispettivamente r , ,  r~. Sar'k 

chiaramente t r, r.  2 2 ~ - 2 "  I1 rapporto Q dei valori di I in A e in B sar~ 

S e  r l  ~ r2 ~ &vre l I lO  che 

cosh r ,  
2 

cosh r~_ 
2 

cosh + ~-~ 8 r.  8 
I ~ Q ~ ~ cosh -~- tangh 5i- senh 

cosh r_~ ~ ~ ~- 
2 

8 
<~ eosh ~- -t- senh -2- " 

Se poi r~ <~r~, avremo naturalmente  

l > Q >  
8 

cosh -~- -d- senh ~- 

Esiste dunque una costante d = cosh ~--4-senh-2- ,  a cui Q ~ in ogni 

easo inferiore in valore assoluto. 
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Osserviamo poi che, nel nostro caso, it piano = fa l'ufficio, che nel caso 
generale faceva lo spazio S~. e c h e l a  regione A b nel caso attuale la regione 
interna at cerchio C(~ ~ ÷-a~ :--1) ed ~ quindi a distanza finita in r:. 

La metrica considerata ~ dunque una metrica P. 
Teor. ~.° Le metriche Hermit iane di tipo iperbolico (*) sono metriche P. 

Le metriehe Hermitiane reali sono definite dalle forme Hermitiane, riduci- 
bill at tipo z~ z ° ÷ . . .  ÷ z._~ z°_~,~± z. z°,. I1 caso pifi interessante ~ quello in 
cui vale il segno inferiore, che noi abbiamo chiamato ~ di tipo iperbolico ~). 

z~ r Supposto per fissare le idee che n =  3, e posto z~ = x~, - - x ~ ,  ele- 
~3 ~3 

mento lineare della nostra metrica ~ (**) 

Questa metrica ~ una metrica reale, come facilmente si vede (ponendo 
x~-----~ ÷i -a~ [ k =  1, 2]) nella regione A (a distanza finita) luogo dei punti 
interni all'ipersfera assoluto 

I movimenti nella nostra metrica sono poi quelle trasformazioni lineari 
fratte sulle x , c h e  si deducono dalle trasformazioni lineari intere sulle z, che 
trasformano in s~ la nostra forma Hermitiana. 

Si trova, come sopra, che si pub porre 

1 

(~) Le metriche Hermitiane furono da me date la prima volta in una Mem. delt'Acc. 

Gioenia di  .Catania (Ser. 4, Vol. i7) e pih estesamente in una Nota detl'fsti~uto Veneto di  

Scienze, ecc. (1904, Tom. 69), che hanno rispettivamente per titolo: Sulla teoria detle forme 

quadratiche, Hermit iane,  ecc. e Sulle metriche definite da u n a  forma Hermi t iana .  Esse furono 
pifi Lurdi ritrovate dallo STUDY neI vol. 60 dei Math. ~4nn. Ad alcune, secondo me, ingiusti- 
ticate obbiezioni rivolte dallo STUDY alia mia trattazione io risposi in una breve Nora pub- 
biicata neI Boll. dell'Acc. Gioenia. 

(~)  In generale, per ~ qualunque, l 'elemento lineare in discorso ~ del t ipo:  

! o d x ° _ ,  0 1 : x~ x2 . . .  x,,_~ ~/----I a x  ° dx.~ . . . .  

: Z x ,  . x ° - [ (  d x ,  d x 2 . .  dx,,_~ 0 x,  x .  . .  x, ,- ,  o o . o 4 ~  
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Posto poi x, x~-~- x, x~ ~ tangh" r, si ha I ~  cosh r ; e la dimostrazione 
procede come nel precedente teorema. 

§ & Se noi abbiamo pifl forme differenziali E , ,  E.~,..., E~ dello stesso 
grado, e la E, dipende dalle variabili y~O, ~-~'("),..., y,,~, (i ~ 1, 2, . . . ,  s; n, _~ i)  ed 

affatto indipendente dalle y %  y(~,..., y('-'), y('+'), .... , y("), io dirb, con lin- 
guaggio analogo a quello gih usato nei lavori citati, c h e l a  metrica definita 
dalla forma E ~ ~ E, 5 una metrica mista, somma delle metriche parziali  

definite dalle E,.. Una trasformazione Q sulle y, che sin prodotto di s tra- 
sformazioni Q~ ( i ~  s), la i ~' ..... delle quali ~ un movimento nella metrica E,, 
sar~t un movimento nella metrica E. Un gruppo G di tali movimenti Q sar'h 
detto un gruppo misto, prodotto di pifl gruppi parziali  G~. I1 gruppo G, 
quello generato dalle trasformazioni Q,, corrispondenti alle trasformazioni 
Q d i G .  

Si ha il teorema:  
Teor. IlL Una metrica, somma di pii~ metriche parziali  P, ~ una me- 

trica P; e quindi il gruppo dei corrispondenti movimenti ~ un  gruppo P. 
Siano /1, I~,.. . ,  I~ rispettivamente gli invarianti non assoluti, che si con- 

siderano per ognuna delle metriche E, ,  E~,.. . ,  E.. Ne siano k,, k~,... ,  k~ 
rispettivamente i gradi. Posto k ~- l l  k~, avremo evidentemente che ]a quam 

i 

tit~ /, definita dalla 
k k I :  

evidentemente un invariante non assoluto di grado k nella metrica E. 
Un punto di E ~ individuato dalle ~ n, coordinate y('), y(~),..., y('% Sin z 

lo spazio in cui vige la metrica E, e sia St il solito spazio euclideo rappre- 
sentativo a ~ ~ n~ dimensioni, in cui le y sono coordinate cartesiane or- 

togonali. Cosi pure sia x, uno spazio, in cui vige la metrica E, ,  e sia S!,~ uno 

spazio euclideo, in cui l e y  (~) S0110 coordinate cartesiane ortogonali. Per ipo- 
tesi x~ sar~ rappresentato in una regione A~ di S (o posta a distanza finita. 

0sserviamo ora che per dare un punto A di x basta darne le corrispondenti  
coordinate y(', y(~),..., y(~); rna, date le y(O, testa individuato un punto A~ 
di x, o di S~'~, che noi potremo chiamare la proiezione di A su x, o su S~'~. 

Ne verrh tosto che, per dare un punto A di x o di S~, basin dame  le pro- 
iezioni A, sugli spazii parziali z~ o S(% 0 ra  A~. ~ in S (~) la regione imma- 
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gine di x,. Per ipotesi noi la potremo snpporre a distanza finita. Quei 
punti di S, ,  la cui proiezione su ogni spazio S (;) ~ interna a A~, ( i :  1, 
2, . . . ,  s) riempiranno dunque una regione A, a distanza finita, immagine di ~. 

Sia ora h il grado delle E5 ; e siano A, B due punti di ~, le cui proiezioni 
su ",:, saranno da noi indicate con A,, B,. Sia r la distanza geodetica A B  
misurata in ~, e sia r~ la distanza geodetica A~ B;, misurata in ~;. Sar~t evi- 
dentemente 

Se dunque r <~ 3, sar~ a fo r t io r i  r, ~ ~. Ma, per ipotesi, il rapporto dei 
valori di L in A, e in B, g minore di una costante d,, dipendente solo 
da ~. Quindi il rapporto dei valori di I in A e B ~ inferiore alla eostante 

k k k 

d = d l  k' d~ k ' . . ,  d~" 

la quale dipende soltanto da ~. I1 nostro teorema g quindi dimostrato. 

U N A  A P P L I C A Z I O N E  F U N Z I O N A L E  

(ai gruppi iperfuchsiani misti). 

§ 5. I teor. 1. ° e 2. ° del § 3, ci danno esempi di metriche P :  il teo- 
rema 3. ° ci permette di trovare, date pig metriche P, una  nuova metrica P. 
Alle metriche, cosi determinate, noi applicheremo o r a i  teoremi del § 2. 

Noi indicheremo con x7 ~ delle variabili complesse, con s un intero posi- 
tivo, e con n, degli interi positivi, maggiori di 1; e noi supporremo che i 
possa variare da 1 a s, e che t possa variare da 1 a n , - - 1 .  Porremo poi 

x~ i) = ~i '~ -t-~,/~- 1 "~7 ) (dove ~, -~ sono variabili reali). 

Indieando con a, b delle eostanti, noi ehiameremo gruppo iperfuchsiano 
misto (con loeuzioni analoghe a quelle usate da PmARD e da me nelle Me- 
morie eitate) un gruppo, le eui trasformazioni T sono del tipo seguente 

k t  'S xT' ÷ 
f. 

~bgx~)_d_b(,) ( i -= 1, 2,. . . ,  s; k, t I, ~,.. . ,  n, 1) 
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e t r a s fo rmano  in sb s iesso il s i s tema delle equazioni  

x",. x 7  ,o ~ - . . .  + x,, .",_~ x",~,.~ - -  1 -=  0 (i = 1, ~ , . . . ,  t). 

Io dico che 
Un gruppo G iperfuchsiano misto ~ un gruppo P. 

Infat t i  ogni  t ras formaz ione  T di G ~ p rodo t to  di pifi t ras formazioni  par- 
ziali T~ (i ~ s), la i ~' '~ delle quali  t r a s fo rma  so l tan to  le x "), e, cons idera ta  
come u n a  t ras formaz ione  sulle eo r r i sponden t i  ~;(;), -~"), ~ uu  m o v i m e n t o  in u n a  
met r iea  Hermi t i ana .  La  T, genera  dunque ,  al var iare  di ;/, u n  g r u p p o  P 
(teor. 2o, § 3). Per  il teor. 3. ° del § 3.', anche  il g ruppo  G dato  ~ un  g r u p p o  P. 
La metr ica  mista, in cui G ~ un g r u p p o  di moviment i ,  si dir'~ u n a  metr ica  
Hermitictna mista. Dai r isul tat i  p receden t i  pos s i amo  cosi d e d u r r e :  

(( Se G 6 un gruppo iperfuchsiano misto qucdunque, privo di trasforma- 

zioni infinitesime, esistono sempre delle funzioni uniformi, invarianti  per G. 

Questo  t eo rema  c o m p r e n d e  come caso par t icolare  il t eo rema  di POINCAI(~ 
sulle funzioni  Fuchs i ane  (s ~ 1, n, = 2), i t eoremi  di PI(;ARD (8 ~ 1 ; n~ ~ 3) ,  

e i t eoremi  di HILBERT-BLUMENTHAL che si r i fer iscono a certi g rupp i  partico- 
lari, pe r  cui n~ ~ n: . . . . .  no = 2. 

LE FU~ZIO~I ZETA-FUCNSlA~E E Z~:TA-KLEINIA~E (Cfr. §§ 7-S-9). 

§ 6. Ques to  paragrafo,  e i seguent i ,  sono dedicat i  allo s tud io  del no- 
stro p rob l ema  fondamenta le ,  q u a n d o  il g r u p p o  r n o n  ~ pifl r idot to  alla sola 
t r a s fo rmaz ione  identica.  Eccet to  per6  he l l 'u l t imo paragrafo,  noi  s u p p o r r e m o  
che i g rupp i  G, I' s iano g rupp i  di t r a s fo rmaz ion i  l i uea r i .  P r i m a  di tut to ,  
suppor rb  t he  G sia u n  g ruppo  fuchs iano  o Kleiniano in u n a  sola variabile  x. 
II caso che il g ruppo  G sia u n  g r u p p o  fuchs iano  fu s tudia to  da POI~CAR;~ 
nelle Mere. cit., in cui per6  n o n  ~ da to  in  genera le  il t eo r ema  di es is tenza  
per  le funzioni  z. Noi, se rvendoci  dei r isul ta t i  sulle equazioni  integral i  di 
FREDHOLM e di HILBERT, ved remo  che con g rande  semplicit t t  si pub  stabil i re  
l 'es is tenza delle funzioni  z, sia p e r  u n  g r u p p o  G fuchsiano,  ehe per  u n  
g ruppo  G Kleiniano. Sia K un  pol igono fondamen ta l e  di G sul p iano  com- 
plesso ~ della variabile x :  s u p p o r r e m o  che esso abbia  u n  n u m e r o  finito di 
vertici, l~ facile vedere  che iX nos t ro  p r o b l e m a  ( appun to  come il p r o b l e m a  
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dell 'esistenza delle funzioni fuchsiane e Kieiniane) si r iduce alla costruzione 
in K di una  o pifi coppie di funzioni reali armoniche coniugate, i cui valori 
al contorno sono legati da certe relazioni, individuate dai gruppi  G, r.  E, 
come avviene i n  generale per i problemi al contorno,  anche questo problema 
si r iduce a risolvere una equazione integrate, cui po t remmo applicare i me- 
todi di FREDHOLM-HILBERT. La terza Memoria di HILBERT ci r isparmia perb 
lo studio diretto, perch~ facilmente si vede che il nostro problema si pub 
ridurre al problema di inversione di RIEMANN, risoluto espl ic i tamente  da HIL- 
BERT nel lavoro citato. 

Supponiamo per il momento  che G sin un  gruppo di genere zero: esi- 
ster~ allora una  funzione X uniforme della x, la quale in K r iprende ogni 
suo valore una  volta e una  volta sola, cosicch~ sara stabilita una  corrispon- 
denza biunivoca tra i punt i  di K, e i punt i  del piano della X. A1 passaggio 
della ~ da un  punto  di K a un  punto  equivalente di un altro campo fon- 
damentale  corr isponderanno nel piano della X dei girl a t torno ad alcuni 
punt i  a~, a~,...,  a,,, immagini  dei vertici di K. Se noi dunque  consideriamo 
le funzioni cercate z come funzioni di ~ ~', si vede che il nostro problema di- 
venta quello di costruire delle funzioni di X, le quali subiscono delte tra- 
sibrmazioni lineari prefissate, quando X gira a t torno ai punt i  a. I1 nostro 
problema ~ cosi senz'altro r icondotto al problema risoluto da HILBERT. 

Per studiare ora il caso in cui il genere di G ~ maggiore di zero, po- 
t remmo p. es. cercare di estendere alle superficie Riemanniane  (*) la riso- 
luzione, che HILBERT dieide del pr'oblema di inversione per il caso del piano. 
Ma ~ facile vedere che si pub evitare lo studio diretto, r iconducendo il no- 
stro problema a quello test~ trattato. E facile infatti r iconoscere che, se 
z, , . . . ,  z., s o n o m  funzioni su una  data superficie Riemanniana  T a r fogli, 
le quali subiscono un  dato gruppo G di trasformazioni lineari, quando si 
faccia descrivere a u n  punto  della superficie T un qualsiasi cammino chiuso 
(su T), noi possiamo subito dedurne  un  sistema di m r  funzioni v di una  
sola variabile ~, ]e quali subiscono un  dato gruppo di trasformazioni lineari, 
quando la ~ descrive cammini  chiusi nel suo piano. I1 problema di costruire 
le z ~ cosi r idotto al problema di costruire le v. 

(4) Nel caso che il genere di G sia maggiore di zero, si possono trovare due funzioni X, i7, 
invarianti per G e legate da una relazione algebrica definente una superficie Riemanniana T 
in guisa da avere una corrispondenza biunivoca tra i punti di K e i punti di T. Questa su- 
perficie T avrebbe~ nel caso attuale, l'uflicio, che nel caso precedente aveva il piano di X. 
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Siano infatti ~, "4 due variabili, legate da una  relazione algebrica di 
grado r nella -~, che definisca la nos t ra  superficie T. Ad un punto  generico A 
del piano di 6 corr i sponderanno r punt i  sovrappost i  sulla T: A,, A~, . . . ,  A,.. 
E noi pot remo segnare sul piano della 6 r - - 1  cammini  chiusi C1, C,,. . . ,  
C,_~, tall che, se A descrive uno  di questi  cammini,  p. es. il cammino 
C~ (s -~  r -  1), il punto  A, corr ispondente  descrive su T un cammino chiuso ,(~, 
che lo porta  nel pun to  A o+,. A ogni altro cammino chiuso descritto da A 
corr isponde sulla superficie T u n  cammino,  the  porta  il pun to  A, o in s~ 
stesso, oppure  in uno dei punt i  A~, A~,..., A,. : un  cammino cio~, che, se non  

chiuso, si pub decomporre  nel prodot to  di un  cammino chiuso per uno 
dei cammini  ~',, 7~,..., 7,--, • 

Le z,, z, , . . . ,  z,,,, in un  intorno di A, ,  si possono eonsiderare come fun- 
zioni della 6: restano eosi definiti, in un  intorno di A, m elementi  di fun- 
zioni analitiehe v , ,  v~,. . . ,  % Se noi li p ro lunghiamo lungo C, (s ~: r - - 1 ) ,  
r i tornando poi in A, ot terremo nel punto  A m nuovi elementi  di funzioni 
analitiehe, ehe indieheremo con v,,,,~,, %,,÷~,..., %+,),,,. Ogni altro eammino 
ehiuso sul piano della 6, o eorr isponde a un  eammino ehiuso sulla T, op- 
pure, per  quanto  abbiamo visto, ~ prodot to  di uno dei eammini  C~ per un  
eammino,  a eui sulla T eorr isponde un eammino ehiuso. Poieh~ noi sap- 
piamo come C~ trasforma le v~, v~,. . . ,  %,  e per ipotesi ~ dato il gruppo r 
delle trasformazioni prodotte  sulle z dai eammini ehiusi deseritti sulla T, noi 
verremo a eonoseere l'effetto, ehe ogni eammino ehiuso sul piano della 
produce  sulle v , ,  v~, . . . ,  v,,,, e quindi anehe su tut te  le altre v (v,,,+~, v,,,+~,..., 
%,.). La determinazione delle funzioni z sulla superfieie T ~ eosi r ieondotta  
a determinare  l e r  m funzioni v sul piano della ~, ossia ~ r ieondotto proprio 
al problema, ehe ~ stato risoluto da HILBERT. 

LE FUNZION[ ZETA]PERELLITICHE E ZETAIPERFUCI-ISIANE. 

§ 7. Questo paragrafo ~ dedicato alia risoluzione (per mezzo di svi- 
luppi in serie, err. § 6) det nostro problema fondamentale ,  quando  G 5 un  
gruppo iperfuchsiano puro o misto (*) (§ 5), e F ~ un  gruppo di trasforma- 

(~) Pub essere interessante anche 1o studio del caso, in cui G ~ un gruppo di movimenti 
euelidei (le metriche euclidee sono caso limite di metriche Hermitiane) o in particolare del 
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zioni lineari, intere, omogenee. Esso eostituisee un  ampio sviluppo delle idee, 
svotte nella Nota prel iminare (B) eitata al § 1. I1 metodo ehe seguiremo eon- 
siste nel generalizzare la serie, ehe Po i~cA~  ha dato per  il easo delle fun- 
zioni zetafuehsiane, e nel d imostrarne  la eonvergenza. Indieheremo con H~, 
H, , . . . ,  H,,, m funzioni delle x, con T~ una  trasformazione generiea di G, con -~ 
la trasformazione eorr ispondente  di r ;  di pif~, se ; ~ . . .  ;%, sono ~r~ quanti t~ 
qualunque,  indieheremo con -;, ),~ ,... ,  z~ ;~,,~ le loro trasformate mediante  una  
trasformazione :'~ di r.  Consideriamo le m serie 

= [He x)] } = 1, m) (5) 

dove. p ~ un  intero, ehe per  ora laseiamo arbitrario. 
I quozienti ze delle serie (5) per una  serie (1) risolvono formalmente  il no- 

stro problema, ehe ~ quindi ridotto a dimostrare la eonvergenza assoluta e 
uniforme, nell ' intorno di un  punto  generieo, della serie (5). Sieeome per ipo- 
tesi G 5 un gruppo iperfuehsiano misto, esso si pu6 eonsiderare come gruppo 
d[ movimenti  in uno spazio :~. Noi indieheremo con 0 quel punto  di :~, le 
eui coordinate x sono tut te  nulle, e con r la distanza geodetiea da 0 a un 
punto  generieo A di :~. Supporremo ehe le H,  abbiano i loro punt i  singolari 
non densi  nella regione, ore  la metriea :~ ~ reale. 

La dimostrazione, ehe POINCAt~ dh per  la eonvergenza delle (5) nel easo 

caso in cui G ~ un gruppo di traslazioni.  Specialmente notevole, perch~ in t imamente  con- 
nesso al ia teoria delle serie ~, ~ il seguente caso part ieolare del nostro problema fondamen- 
ta le:  S i a n o  date n var iabi l i  x e 2 n  s i s temi  d i  per iod i  a ~ , . . . ,  a ~ ( i ~ l , ~ , . . . ,  2 n )  ta l l  che 

esis tano f u n z i o n i  u n i f o r m i  y della x,  ~ n vulte periodiche, che a m m e t t a n o  appu~,to i da t i  si- 

s tem i eli periodi ,  e che n o n  abbiano "singolarit& essenzial i  a d i s t a n z a  f ini ta,  le qual i  s a r a n n o  

percib i n v a r i a n t i  per  u ~  gruppo G di  t ras laz ioni .  S i a  _ P u n  gruppo d i  t ra s fo rmaz ion i  l inear i  

intere  omogenee su  qn var iabi l i  zl , z 2 , . . . .  zn, , e isombrfo a G. S i  costruiscano m f u n z i o n i  zl , 

z : , . . . ,  zm (zetaiperel l i t t iche)  u n i f o r m i  delle x,  le quali ,  quando  le x subiscono u n a  tras for-  

~nazione di  G, subiscol~O la t ras formaz ione  corrispondente  d i  1 ~. 

Per q~ ~ 1 il problema ~ gi'h stato r isoluto (Gfr. SC~LESIN~ER, H a n d b u c h  der  l inearen  Dif-  

fercnt ialgleichunge~,  Bd. II, XVII Abschnitt ,  V Kapitel). La generalizzazione at caso d i n  qua- 
lunque ~ cosi facile ed ovvia, che mi pare inuti le l 'esporla.  Si troverebbe aneora che il pro- 
blema in discorso si riduce a determinare delle funzioni z, le quali,  per  le trasformazioni 
di G, o subiseono ] 'aumento di uua costante additiva,  o restano moltiplieate per  un fattore 
costante. E, .come i e y  sono esprimibil i  mediante serie 0, si troverebbe che queste funzioni z 
s i  possono esprimere mediante eombinazioni l ineari  di funzioni 0, e di derivate logaritmiche 
di tall funzioni. A noi basterh r ieordare e h e t a  risolazione del l 'a t tuale  problema si compie, 
per mezzo di t rascende~t i  ben note, e non por ta  quindi a nuove elassi di funzioni. 
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dei gruppi fuchsiani (nel caso trattato da POINCAR~) si generalizza immedia- 
tamente alte serie (5) per p abbastanza grande, appena si possa provare che 

1. °) Esiste una costaute ~. tale che, s e i l  segmento di geodetica che 
congiunge A ad 0 ineontra un numero n di campi fondamentali,  

n ~ r .  

~.o) L'ipersfera V di centro 0 e di raggio R (nella nostra metrica) (vale 
a dire il luogo dei punti, la cui distanza da 0 ~ minore o uguale a R) ha 
un volume minore di h e ~R, dove h, k sono costanti positive opportune. 

3. ° Se T b un movimento nella nostra metrica, che porta il punto 0 
nel punto A, e se la distanza geodetica O A ~ uguale a r ,  il valore asso- 
luto dello Iacobiano di T in un intorno sufficientemente piccolo di 0 ~ mi- 
note di y e-C, dove y, ~ sono costanti positive (che non variano al va- 
riare di T). 

Notiamo tosto che 0 si pub considerare come un punto generico (perch6 
ogni punto si pus portare in O, mediante un conveniente movimento). 

Noi dimostreremo che, se G ~ privo di trasfor~nazioni infinitesime (nel 
qual caso per i teoremi di (A) possiede certamente un campo fondamentale) 
e se il suo poliedro fondamentale C non ha vertici a distanza infinita nella ~e- 
trica vigente in x, allora le cortdizioni precedenti sorto soddisfatte; e resta cos'} 
dimostrata l'esistenza delle nostre funzioni z. 

Se invece il poliedro fondamentale di G avesse vertici a distanza infi- 
nita, le ( 5 ) n o n  sarebbero pifi in generale convergenti. Bisognerebbe am- 
mettere delle condizioni restrittive per F, cosicchb non ce ne occuperemo 
pi~ oltre. 

II teorema precedente comprende come casi estre~namente particolari quasi 

tutti i risultati di PoI~cAH~ sulle funzioni zetafuchsiane, i teoremi da me dati 
in  (B); e li gerteralizza ad ample classi di gruppi G, in cui sono p. es. in- 
clusi i gruppi iperfuchsiani di PICARD, i gruppi ipermodulari di H1LBERT- 
BLUMENTHAL~ etc. 

La condizione (1) si dimostra facilmente (*). Infatti, poich6 un poliedro 
fondamentale C 6 tutto a distanza finita in x, e poichb in una regione finita 
(nella metrica z) pub evidentemente penetrare soltanto un numero finito di 
poliedri fondamentali  (che sono, in detta metrica, tutti congrui tra loro), un 

(~) Cfr. SCHLESINGER, Theorie der lin. D., B. 2, lI Theil, S. 108, 351. 
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qualsiasi  spigolo di C (*) a 2 r t -  2, o a ~ n - - 3 , . . ,  dimensioni  pub essere 
comune  sol tanto a un  n u m e r o  iinito di campi fondamental i .  Si possono 
quindi r ipetere quasi  parola per  parola  i ragionament i ,  che si fanno per  il 
caso dei gruppi  fuchsiani.  

S tudiamo ora la condizione 2.~). Poich~ G ~ iperfuchsiano misto, le n 
variabili x si po t ranno  dividere in pifl sistemi parziali  (§§ 4-5) 

~ ' , . . .  ~'~_, (i = l, ~,..., ~; q ( n , -  1 ) = n )  (**) 

la metr ica  x 5 una  metr iea  mista, il cui e lemento l ineare ~ (§§ 3, 4) 

E~- ~IE~ dove E,----- 

_ 1 . x ?  x(? . . .  x~:)_., ~-----i 

t ~ [~7' x': ,°] - I i a ~7' d ~':' . . . d ~"'o_, o 

d x~ m d x (')) 0 • " * ~ - 1  

iI d iscr iminante  I di E ~ dato d a :  

I - - - - X n  L ,  dove L-----[.~GI ] 
i = l  ~ v i  

] [ t ~ l  

e X ~ uu  fattore numerico.  II volume della ipersfera V ~ uguale  all ' integrale di 

~/I esteso alla nos t ra  ipersfera. Usando  le locuzioni del § 4, r iconosciamo 
tosto che l ' ipersfera V avr~ sugli s spazii parziali x~ per proiezioni delle iper- 
sfere V,, di raggio R nella metr ica  esistente in x~; ed ~ facile r iconoscere  
che il volume v di V ~ minore  del prodot to  dei volumi v~ delle ipersfere V,. 
I1 volume di 17, ~ uguale,  a meno di un  fat tore numerico,  all ' integrale di 

~/I,, esteso all ' ipersfera V,.. Posto ~'~-= ~7)-+ - \/---1 "t,~ '), le ~, -,~ cosi delinite si 
possono assumere  come coordinate  car tes iane ortogonali  in uno spazio eu- 

(*) Se le variabili x sono in numero di n, .~ b a ~ n dlmensioni : e gli spigoli di C (in- 
tersezione di due o pifi faccie di C) sono a una, o a due,.., o a ~ n - - ~  dimensioni. 

(**) Se il gruppo fosse iperfuchsiano non misto (puro), sarebbe s ~ 1. 
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clideo S ('), immagine  di :~ ; la ipersfera V, di :~, avr~ in S (:) per immagine  una  
ipersfera W, ; e, se ~ indica i raggi vettori  in S ~'), cio~ la dis tanza euclidea da 
un  pun to  generico di S (') all 'origine 0 , ,  si ha  

1 

{ i ,  = (1 - : ) , , ,  

II volume v, ~ dato evidentemente ,  a meno di un fattore numerieo,  dal- 

1 m t%ra l e  di \/L esteso a tut ta  la regione raechiusa  da W,: integrale,  ehe noi 
ind ieheremo con 

l'u~ VL. d dove d d ~.i ') d ~(" d'a~'), d-~!_, 
. W t  ~ i  " " * " ~ n i - - I  " " t * 

Per  calcolare questo integrale multiplo, useremo in S (') coordinate  polari ;  
e t roveremo allora che questo integrale ~ uguale  alFintegrale:  

esteso a un  raggio dell ' ipersfera W:, e moltiplicato per l 'area di una  iper- 
sfera di S (') di raggio euelideo uguale a l. Ind ieando con 8., un fattore nu- 
merieo, t roviamo dunque  

, 

Ora lo spazio "z, ~ rappresenta to  in quella regione di S (°, ehe ~ in terna  
all ' ipersfera di raggio euelideo 1, e di eentro 0:;  quindi  p <  1, e 

dove con rl indico il raggio euelideo di W~. Troviamo ora che relazione 
passa tra it raggio non  euclideo R di V~ e il raggio euelideo r~ di W,.. Evi- 

den temente  R = i" ~]~-~ d o, esteso ad un  raggio r, di W~, p. es. al raggio, de- 

finito dalle -t,~ ° = a:~ ° . . . . .  .~:o = O, ossia 

~ e e _ e - R  d ~ 1 l - F - r , ,  donde r i =  • 
R ----- ~ 1 - -  ~ ~--- 2-  log [ _ _  r,. e "  -~- e -R 

o 
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Ind ieando  con ,~; una  eostante ,  si t rova  infine 

°- O - i -  1 ) R  • 

Perci6 v (che 6 minore  del p rodo t to  dei v,) 6 minore  di 

tt e kR 

se h = ni "~'' k = 2 ~ (n~ - -  1) --~ 2 n. L a  2.~ condiz ione si t rova  quindi  soddi- 

sfatta. 
S tud i amo  ora  la 3. ~ condizione.  Lo Iacobiano h ~ D D O di u n a  t rasforma-  

zione, che por ta  un  pun to  C in un  p u n t o  B, 6 uguale  nel p u n to  C (cfl'. § 2) alla 

radice quad ra t a  del quoziente  I - ~  dei valori  che I ha  nei  pun t i  C, B. Ora, 

se C tes ta  in un  in to rno  del p u n t o  O, la quant i th  I ( C )  tes ta  inferiore a una  
cos tan te  t inita y. d ipenden t e  sol tanto  da l l ' in torno  scelto. Quindi  

a < v. Cz  ) • 

Ind icando  con B ~ . . .  B~ le proiezioni  di B sugli  
t rova : 

1 1 
A < t , . ~ _  n _ . ' 

spazii parziMi S , ,  si 

l nd i ch i amo  con ~7 ), "a[') le coord ina te  di B, in S '), con r~. la d is tanza eu- 

clidea da B, a O,, e con ~ la d is tanza  geodet ica  co r r i sponden te  in x~. Se 
6 la m a s s im a  dis tanza geodet ica  di due  punt i  de l l ' in torno scelto del p u n t o  0, 
s sarit pu re  la mass ima  dis tanza  geodet ica  di due  pun t i  de l l ' in torno trasfor- 
mato.  In par t icolare  la d is tanza  da Bi al p u n t o  t ras formato  di O, 6 minore  
di z. Se qu ind i  0, 6 la d is tanza geodet ica  da O~ al suo p u n to  t ras formato ,  
sarh ~; > 0~. --- ~. Ora 

_ _  I _ ° 

" I *~' ]"; - -  (1 - -  r~)"" 
L t = l  

Per  la relazione t rovata  sopra  t ra  la d is tanza eucl idea O,. Bi da O, a un  
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punto  B, di S "), e la distanza corr ispondente  in x,, abbiamo : 

e quindi  (indicando con 9,,, L~ eostanti  numeriche)  

1 
- -  )~ (e~' + e-~) -~2'~ < L~ e-2,~i~ < L~ e ~ ~,,~ e -~,,'0~ ~/~,--(B,--) 

Poich~ e ~ ~ una  costaute finita, d ipendente  solo dall ' intorno scelto, tro- 
viamo infine 

dove ~, ~ una  costante finita, d ipendente  dall ' intorno scetto. Indichiamo ora 
con r la distanza geodetica hello spazio ambiente  x dM punto  0 al suo tra. 
sformato, sar~ r - ~  O~ e quindi  

x 0 , >  r 

X n i O ~ > ~ r  

dove ~ ~ una  costante positiva non maggiore di alcuna delle n~. Si ha quindi  
infine 

lDl<~e-~q 

La 3. ~) e ul t ima condizione si trova quindi  anch'essa soddisfatta. 

§ 8. La precedente dimostrazione cont inua a valere, anche se il campo 
fondamentale  di G ha vertici a distanza (non euclidea) infinita, in alcuni casi: 
p. es. nel caso che il gruppo r sia un  gruppo ridotto alla sola trasforma- 
zione identica. Otteniamo cosi u n a  nuova  dimostraz ione dell 'esistenza di fun-  

z ioni  i nvar ian[ i  per  u n  gruppo iper fuchs iano  misto ; dalla quale, r ipetendo 
considerazioni ben note dovute a POINCARfi, si potrebbe dedurre  che tal l  

f unz ion i  varic~no con cont inui t~  al var iare  continuo del gruppo,  ecc. 

§ 9. Le funzioni test~ determinate  soddisfano .t interessanti  sistemi 
di equazioni differenziMi. Io me ne occuper6 qui soltanto in un  caso parti- 
colare, speciatmente notevole : che sia cio~ r = 1, ossia che G sia un  gruppo 
iperfuchsiano non misto. Supporrb  per  semplicifft che sia n = n ~ - - i  = 2, 

ossia che G sia un  gruppo iperfuchsiano in due variabili x, y; e r iporter6 
quasi  let teralmente ci6 che dissi gi~ nella mia Nota (B) citata. 
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Come dimostrb PmAnD in un  caso particolare (Mem. cir.), tra le funzioni 
invarianti  per G si possono seegliere in infiniti modi  due funzioni u, v, tali 
che ogni altra funzione iperfuchsiana, invariante per G, ~ funzione atgebrica 
di u, v. Siano z , . . .  z~ p funzioni uniformi delle x, y, le quali subiscono le 
trasformazioni di un  certo gruppo lineare r ,  quando le x, y subiscono le 
trasformazioni di G: n o i l e  sappiamo costruire p. es. nel caso che G non 
abbia vertici a distanza infinita. Supponiamo 

k ( k ~ -  1), 
2 

dove k ~ un intero positivo. Consideriamo le z come funzioni di u, v. 1~ ben 
chiaro che noi pot remo determinate  delle funzioni a,.~ delle x, y, tall che sia: 

( O ~ t ~ - d ~ k )  

dove r, s sono due , in te r i  positivi o nullti qualunque,  la cui somma ~ k, e 
t, d sono due interi positivi o nulli, la cui somma ~ minore di k. 

Infatti, per ogni eoppia di valori r, s, otteniamo, ponendo  per  i succes- 
s ivamente i suoi valori i = 1, 2, . . . ,  p, tante equazioni nelle a,.~,~,, quante  sono 
le incognite a,~.,~ stesse. Risolvendo queste equazioni rispetto alle a, otte- 
n iamo le a date sotto forma di quoziente di due determinanti .  

0 g n u n o  di questi determinant i  ~ formato d i p  righe : la i °~'°"~ delle quali 
contiene t e rmin i ,  che sono o la z, o le sue derivate. 

Se noi facciamo sulle x, y una  trasformazione di G, le u, v non  mu- 
tano, le z, subiscono una  trasformazione lineare. I precedenti  determinant i  
restano moltiplicati per  uno stesso fa t tore;  e quindi l e a  restano inatterate. 
Le a, considerate come funzioni delle u, v, sono dunque  funzioni algebriche 

delle u, v. 
I |  precedente sistema di equazioni lineari, ~ dunque  un sistema di equa- 

zio~i liJ~eari alle derivate parziali,  a coefficienti algebrici, il cui integrale ge- 
nerale dipende da urt numero finito di costanti arbitrarie, e the noi possiamo 
dire di sapere completamente integrate (nel senso moderno  di tale parola). 
Noi sapp~amo infatti  esprimere tanto le variabili u, v, quanta le funzioni in- 
cogaite z mediante funzioni analitiche uni formi iperfuchsiane e zetaiperfuch- 
siane di due varictbili indipertclenti ausiliarie x, y. 

Resta posta la questione se ogni sistema di equazioni differenziali lineari 
a coefficienti algebrici, il cui integrale generale dipende da un  numero  finito 
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di costant i  arbi t rar i i  si possa  in tegrare  in tal m o d o :  ques t ione  ana loga  alia 
ques t ione  t an to  s tud ia ta  de l l ' in tegrazione  detle equazioni  l ineari  alle der ivate  
ord inar ie  med ian te  funzioni  fuchs iane  e zetafuchsiane.  

LE FUNZIONI ~REMONIANE. 

§ 10. Le funzioni  z , ,  z~ , . . . ,  z,,, di n variabil i  x, ehe si o t t engono  ri- 
so lvendo (se possibile)  il p rob l ema  fondamenta le ,  q u a n d o  G e r sono gruppi  
di t ras formazioni  birazionali ,  si d i r anno  funzioni  c r e m o n i a n e .  Le serie (1) del 
§ 2 e ( s e r  g compos to  di operaz ioni  dis tr ibut ive)  le serie (5) de1 § 7 con- 
servano le loro propr ie t~ formali .  Ardua  impresa  ~ per6  lo s tud ia rne  la con- 
vergenza.  

Noi ci occuperemo,  con altri metodi ,  del solo caso che G e r s iano gruppi  
ciclici, s iano cio~ genera t i  dalle po tenze  di u n a  t r as fo rmaz ione  birazionale  
r i spe t t ivamente  nelle x o helle z. POJNCAR~ (nella Mere. citata con (P0) al § 1) 
ha  s tud ia to  due  casi par t icolar i  di ques to  p r o b l e m a :  

1.°) n := 1 : G ~ il g r u p p o  ciclico genera to  dalla t ras formazione  x'  - -  p x. 
It g ruppo  r ~ genera to  da u n a  t ras formxzione  -~, defini ta  dalle 

z'~ -~- R+ (z , ,  z~ , . . . ,  z,,), 

dove le R sono fuuzioni  razionali .  POINCAII-;~ ha  cominc ia to  anzi  dal  caso che 
la z sia so l taa to  u n a  t ras formaz ione  razionale  e n o n  birazionale,  determi-  
n a n d o  cosi delle funzioni  zl, che soddis fano  alle z; (p x ) =  R; [z, (x), z~ @), . . . ,  
z . , ( x ) ] .  Egli suppose  R , ~ 0  per  z~ . . . . .  z~,~-=O, e prefisse che ]e z, si 
annu l l a s se ro  per  x ~ 0 .  Trovb (col me todo  delle funzioni  maggioran t i )  che 
il p r o b l e m a  era risolubile,  se 

]pI>l. 

9) e o s t o  \ -~ ; - )  . . . . . . . . . . . . .  0 = b;~., ~;; = 1, z,~ ~ O per  i i= k, (i, i, ~ 1, 

2 , . . . ,  m) il d e t e r m i n a n t e  D (~) = ! b,~. - -  ~ ~ I e hul lo  per  ? -~ p,  e differente da  
zero per  ? = p ~ ,  se k ~ u n  qualsiasi  in tero  maggiore  di 1. 

22)  I1 secondo  t ipo di funzioni  e r emon iane  d e t e rmin a to  da  POINCARI~ 
si deduce  dal p r eceden te :  noi ne pa r l e remo  pifi avanti ,  d i m o s t r a n d o  che i 
r isul tat i  di PO~NCAR~ va lgono  anche  in casi p!~ vast i  da quelli  da  tui trattati .  
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I1 PICARD ha  pure  (col m e t o d o  delle a p p r o s s i ma z i o n i  successive)  r i so lu to  

il p r imo  dei due  p rob lemi  precedent i ,  s enza  impor re  alle funz ion i  cerca te  di 

a n n u l l a r s i  per  x ~ 0 ;  egli cosl pot~ far  a m e n o  d ' impor r e  alle R, le condi- 

zioni  res t r i t t ive  impos te  da  POINCAR~. Le funz ion i  o t t e n u t e  da  PmARD esi- 

s t ono  anco ra  (se I" ~ u n a  t r a s f o r m a z i o n e  b i raz iona le )  in t u t t o  il p i ano  del la  

var iabi le  comple s sa  x ;  m a  h a n n o  per  x-----0 u n a  s ingola r i th  essenziale .  

Le  funz ion i  di POINCAR~ e di PICAI~D non  esaur iscono (*) per6  il campo 

delle f u n z i o n i  soddis facent i  alle z'~ ~ R,  z~ (p  x)  -~- R~ (z~,. . . ,  z,,,). L a  de te rmina-  

z ione  di tutte ques te  funz ion i  ~ u n  p r o b l e m a  n o n  a n c o r a  r isoluto .  

§ 11. I me tod i  e i r i su l ta t i  di POISCAR~ si e s t e n d o n o  con la  m a s s i m a  

facilit~ al caso di n q u a l u n q u e ,  q u a n d o  G ~ u n  g ruppo  ciclico di t r as fo rma-  

zioni  l ineari .  Se p. es. G ~ ge n e r a t o  dal la  : x ' , - -~p ,  x, (i----1, 2 , . . . ,  n), l ' e s i s tenza  

delle funz ion i  z si d i m o s t r a  nel  caso che [ p , [ ~ l ,  che 

D ( p , )  = D . . . . .  D ( p . )  = 0 ,  

h h~ m e n t r e  D (pt, P2- ~ , a . . .  p .  j =1=,, q u a n d o  h , ,  h~, . . . ,  h~ sono  inter i  qua ls ias i  nul l i  

o positivi,  soddis facen t i  alla h, - / h ~  + .  • • -[- h .  ~ 1. S e n  = m, e lo I acob iano  

. . .  

n o n  ~ i d e n t i c a m e n t e  nul lo ,  p o t r e m o  esp r imere  le x in funz ione  

delle z. Con  le s tesse  cons ide raz ion i  svol te  ne l la  s e c o n d a  pa r t e  del la  c i ta ta  

Memor ia  di POINCAR~ si d i m o s t r a  che le x sono  funz ion i  u n i f o r m i  delle z, le 

qual i  es i s tono  in u n a  reg ione  A dello spazio,  in cui  le z sono  var iabi l i  coor- 

d ina te .  Ques t a  reg ione  A ~ il luogo  dei pun t i  A tall  che l ' aggrega to  di punt i ,  

(~) Supponimno infatti soltanto che l'equazione D(¢)--0 abbia una radice h tale ehe 
[ h i >  1 e ehe D(h ~) =I--0, se k ~ un qualsiasi intero maggiore di 1. Noi potremo costruire 
col metodo di Po~xcAni;,delle funzioni uniformi z di una variabile X soddisfacente alle 
z,, (h X) ~= Ri [z 1 (X) ; . . . .  z,,(X)]. Se l'equazione D (¢) == 0 non soddisfa alle precedenti condi- 
zioni, dovremo usare del metodo di ~)ICARD. Costruiamo ora una funzione uniforme X della 
variabile x talc che X(p x ) ~  h X (x). Poh'emo p. es. assumere come futlzione X una funzione 
doppiamentc periodica di log x, col periodi 2 n i, log p, e col moltiplicatori 1, h. Le z, con- 
siderate come funzioni della x, sono funzioni uniform[ soddisfacenti alle 

z, (p x) = R, (z, (x) . . . . .  z.(x)), 

le quali sono distinte dalle funzioni, soddisfacenti a queste condizioni, che si possono otte- 
nere col metodo di PomcAR~ o con quetlo di PICAnD. 
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formato dal punto  A, e dai punt i  t rasformati  di A mediante  le ,~-', :--~, -~-~,... 
ha il punto  z, - - 0 ,  z2 = 0 , . . . ,  z,, --: 0 come unico punto  limite. E le funzioni x 
cosl de terminate  delle variabili  z soddisfano alle 

~ [R,  (~, . . .  ~,,), R0 ( ~ , . . .  ~ , , ) , . . . ,  R,, (~, , . . . ,  ~,,)] = ~,, ~,  (.~, , . . . ,  ~,). 

La loro esistenza ~ dimostrata ,  appena  le p~ soddisfino alle condizioni 
sopra esposte. 

Sia ora T un 'a l t ra  t rasformazione birazionale su m variabili  Z1, Z~,. . . ,  
Z,,, definita da equazioni  

z ' ,  = p, ( z , ,  z2 , . . . ,  z,,,). 

~lelle costanti  soddisfacenti  alle t 7:; [ :~  1, h (=,) =: 0, 5 (rJ) = ~ . . .  r:~:,,)--I -0, se 
h,,  h : , . . . ,  h,, sono interi  qualsiasi, positivi o nulli, la cui sonnna ~ maggiore 
di 1. Esistono allora, come dicemmo, delle flmzioni Z uniformi d i n  varia- 
bill ~,, ~ , . . . ,  ~,, soddisfacenti  a l le :  

Z, (~, ~ , ,  ~ ~ , . . . ,  ~,, ~,,) = p, [Z ,  (~, , . . . ,  ~ , , ) , . . .  , Z,, (~, , . . . ,  ~.,,)]. 

Consider iamo ora delle funzioni .,,; ~,...,~ ~,,~ doppiamente  per iodiche di 
seconda eategoria delle variabili  log x, , . . . ,  log x,, coi periodi 2 ~ i ,  logp , ,  e 
i moltiplicatori  1, h+. Le ~ sa ranno  funzioni  uniformi delle x. D'al tra par te  
le Z e le x sono funzioni uniformi r ispet t ivamente  delle ~ e delle z. 

Le Z , . . .  Z,,~, considerate come funzioni  delle z , , . . . ,  z,,,, sono dunque fun- 
zioni uni formi  delle z, le quali (quando le z subiscorto unce trasformazione del 
gruppo ciclico generato da ~.) subiscono la trasformazione corrispondente del 
gruppo ciclico generato da T. 

Esse risolvono quindi,  helle nostre  ipotesi, i! p roblema fondamentale ,  
quando  G e I ~ sono gruppi ciclici di t rasformazioni  birazionali .  
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P A R T E  S E C O N D A  

S U L L A  T E O R I A  D E L L E  T R A S F O R M A Z I O N I  D E L L E  FUNZIONI  A U T O M O R F E  

Dr UNA E DUE V A R I A B I L I  I N D I P E N D E N T L  

§ 1. Se noi  abb iamo  u n a  funz ione  ellittica z di u n a  variabile x, al lora 
t ra  z (x) e z (x'), dove 

x'  - -  x -]- a (a : cos tante  qua lunque )  

passa  u n a  relazione algebrica. Le (1), no t iamolo ,  generano un gruppo di LIE. 
Sia da ta  u n a  funzione  fuchs iana  o Kleiniana z (x), invar ian te  per  un  g r u p p o  G 
p r o p r i a m e n t e  d i scon t inuo  di t ras formazioni  l ineari  sulla variabile  x. Per  ge- 
neral izzare  la proprietb~ p receden te  delle funzioni  ellitt iche ci si pub  p ropo r r e  
con POINCARg (Journ. de 2]lathdmatiques, 1887) di t rovare  tu t te  le t rasforma- 
zioni T deiini te da  u n ' e q u a z i o n e :  

x'  ~ .x- t -  $ = "l x + ~ (~' '~' "l, 3 costanti)  (2) 

tali che z (x) e z (x') sieno legati da u n a  re lazione algebrica. Condizione ne- 

cessaria e sufficienle affinch~ questa proprietd~ sia goduta da una tras[brma- 
zione T, ~ che i gruppi simili G, T -~ G T abbiano un sottogruppo comune di 
indice finito (Cfr. PoINcA~,  loc. cir.). 

Come ~ ben  noto,  a ogni  g r u p p o  l" di t ras formazioni  proiet t ive  n o n  in- 
finitesime, che t r a s fo rmano  in s~ stesse u n a  fo rma F quadr ica  te rnar ia  n o n  
degenere ,  e indei ini ta ,  co r r i sponde  u n  g ruppo  fuchs iano G p r o p r i a m e n t e  di- 
s con t inuo  su u n a  variabile x. PO~CAR~ ha  d imos t ra to ,  che se F ~ a coeffi- 
cieuti intieri,  e r ne ~ il g r u p p o  ar i tmet ico r i p r o d u t t o r e ,  al lora G ~ sotto- 
g r u p p o  di u n  g r u p p o  G' di t ras fbrmazioni  l iueari,  che cont iene  t rasfbrma- 
zioni in t ia i tes ime (e che ~ percib ch iamato  da POI~CAR~ grfippo con t inuo :  
noi  non  a d o t t e r e m o  ques ta  denominaz ione ,  pe r  n o n  fare confus ione  col g ruppi  
di LIE). Ogai  t ras formazione  T di G' gode,  r i spet to  al g ruppo  G, della pro- 
pr ie th  sopva citata. 
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Le funzioni fuchsiane corrispondenti al gruppo G godono di intiniti teo- 
remi di trasformazione : ogni trasformazione del gruppo e '  (it quale contiene 
trasformazioni infinitesime), individua uno di questi teoremi. 

§ 2. Ora la prima domanda, che si presenta in questo ordine di studii, 
la seguente : 

Esistono delle funzioni  fuehsiane z, tall che esista un gruppo G' eonlinuo 
di LIE di trasformazio~i (2), tale che, se T ~ una trasformazione di G' esiste 
una relazione algebrica ira z (x) e z ( T x )  ? 

(Con T x  indico al solito la quantit'h trasformata di x mediante la T). 
Ogni trasformazione T di G' dovrebbe in tal caso trasformare G in un 

altro gruppo G", che con G ha, comune un sottogruppo G (') di indice tinito K. 
I1 numero K ~ un intero positivo; e, mentre 1' varia con continuith tra te 
trasformazioni di G', il numero K dovrebbe variare cola continuith: e, poich~ 
cib non ~ possibile, K resterh costante, ahneno tino a c h e  T non diventa 
uguale a qualche trasformazione singolare del gruppo G. 

Osserviamo ora che un campo fondamentate di un gruppo G (', che sia 
contenuto in G come sottogruppo di indice fiuito K, si pub ottenere, unendo 
in modo conveniente un campo fondamentale P del gruppo G con altri K - -  ] 
campi fondamentali  dello stesso gruppo, in guisa che questi K campi for- 
mino insieme una regione connessa. Da cib si deduce che l'insieme dei sob 
togruppi di indiee finito K di un  gruppo G propriamenle disconlinuo ~ un  in- 
sieme diseonlinuo. (Anzi questi sottogruppi sono eertamente in numero finito, 
se P ha un numero tinito di lati.) 

A1 variare continuo di T in G', il sottogruppo G (" comune a G ed a G" 
non potr;t dunque variare con continuith.; e quindi sar'~ sempre uno stesso 
sottogruppo G (') di G, ahneno tino a che T non coincida con qualche tra- 
sformazione singotare di G. Dunque, ahneno entro certi limiti, le trasforma- 
zioni di G dovranno trasformare G (') in s~ stesso. Si potrebbe, ~ vero, sup- 
porre che le trasformazioni T di G' trasformassero un altro sottogruppo G (~) 
(di indice tinito K) del gruppo G nel sottogruppo G ('. Ma, al solito, noi ri- 
conosceremmo che G (~) non pub variare con continuit'~ : e quindi G (~) ~ sempre 
uno stesso sottogruppo di G, indipendente dalla trasformazione considerata 
T di G'. E, poieh~ quando T ~  1, G (~) coincide evidentemente con G ('), la 
nostra supposizione ~ dimostrata assurda:  vale a dire ~ dimostrato che G (~) 
e G (" coincidono, ossia che le trasformazioni T di G' trasformano proprio G (') 
in s~ stesso. 

Una trasformazione T di G' porter~ ogni trasformazione ~. di G (" in 
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un'altra trasformazione di G(1); ma G (') ~ un gruppo discontinuo; quindi -:' 
non pub variare con continuitY, e resta percib invariata al variare continuo 
di T. Con ragibnamenti analoghi ai precedenti, se ne deduce che ognl tra- 
sformazione ~T di G' trasforma in s~ stessa ogni trasformazione ": di G ('. 
0ssia : 

Ogni trasformazione T del gruppo conlinuo G' ~ permutabile con ogni tra- 
sformazione ~ del gruppo discontinuo G ('). 

In particolare un punto laseiato iisso da una trasformazione z di G (') 
portato da ogni trasformazione T di G' in un altro punto lasciato fisso da ~. 

Quindi : I1 sistema 2, formato dai punt i  che sono lasciati fissi da una qualche 
trasformazione di G ('), ~ un  sistema di punt i  invariante per G'. Poich~ il 
gruppo G (1) ~ discontinuo propriamente, le trasformazioni di G (') e quindi 
anche i punti di z formano un'infinit~ numerabile. Se A ~ un punto di z, 
io dico che tutte le trasformazioni di G lasciano fisso il pUnto A. Infatti, 
se cib non fosse, dal punto A uscirebbe almeno una traiettoria di un gruppo 

un parametro, coincidente con G', o contenuto in G' come sottogruppo. I 
punti di questa traiettoria sono punti, trasformati di un punto di z mediante 
una trasformazione di G'; e, siccome z ~ iavariante per G', ogni punto di 
questa traiettoria dovrebbe appartenere a 2: cib, che ~ assurdo, perch~ i 
punti di questa traiettoria formano un insieme, che ha la potenza del con- 
tinuo, e che quindi non pub essere contenuto in un insieme numerabile z. 

Dunque : Ogni punto del sistema ~ deve essere lasciato fisso da ogrd tra- 
sformazione di G'. Ma, poich~ una trasformazione (2), che lasci fissi tre punti 
distiuti, non pub essere che l'identith, e poich~ ~ naturalmente esclUso che G' 
si riduca alla sola trasformazione identica, il sistema z di punti sara. formato 
o di un punto solo A, o di due soli punti distinti A, B. Con una trasfor- 
mazione lineare sulle x, possiamo supporre nel primo caso che il punto A 
sia il punto x ~ ~ ,  e nel secondo che i punti A, B siano rispettivamente 
i punti x ~ ,  e x = 0 .  

Studiamo dapprima il secondo caso. II gruppo G (') laseia tissi ognuno 
dei punti A, B, oppure contiene un sottogruppo G~ '~ di indice 2, che lascia 
tissi ognuno dei punti A, B. Una trasformazione di G ('), che non apparte- 
nesse a G~ '), permuterebbe i punti x = 0, x = oc e quindi i punti tasciati 
tissi da essa sarebbero distinti dai punti x = 0, x = oc. Cib ehe ~ assurdo, 
pereh~ un punto laseiato fisso da una trasformazione di G (') non pub essere 
distinto dai punti A, B. Dunque G (') coincide con G? ~, ossia le trasformazioni 
di G (') laseiano tissi eiaseuno dei punti A, B, ossia sono del tipo x ' =  h x .  
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Le funzioni  z au tomorfe  invariant i  per  G, sono anche  invar iant i  per  G <1', e 
di pifi, essendo per  definizione funzioni uniformi della x ,  sono anehe  fun- 
zioni uniformi di y = log x, invarianti  per  le t rasformazioni  y' -~ y - ~  log h, 
illdotte da G <'> sulla y. Di plfi ev iden temente  le z, considera te  come funzioni 
di y, sono anehe  invariant i  per  le t rasformazioni  y' = y -~ 2 ,~ i (m = numero  
intero),  a eui sulla x eorr isponde la t ras formazione  identica. 

Consider iamo ora il pr imo easo, in cui il s is tema z si r iduee al solo 
punto  x = ~ c .  In taI easo tut te  le t rasformazioni  di G <'> sono t rasformazioni  
paraboliche,  lascianti  fisso it punto  x = ~c, ossia sono trasf6rmazioni  del 

tipo 
x' = x + a (a = eostante).  

In ambedue  i casi dunque  le funzioni z considerate  come funzioni di x, 
o di log x, sono funzioni periodiche,  ehe quindi amme~tono o un  periodo, 
o al pifl due periodi distinti. 

Nel easo ehe z eoutenga il solo punto  x ~-oe ,  le t rasformazioni  di G', 
dovendo  essere permutabi l i  con quelle di G ('', dovranno  essere pure  del 

tipo 
x '  = x ÷ ~ (~ = cos t . ) .  

Nel easo che z eon tenga  i due  punt i  x = 0, x ~ oe, le t rasformazioni  
di G', dovendo laseiare iissi eiaseuno di questi  due punti,  s a ranno  del tipo 

x ' = k x ( k = c o s t . )  ossia y ' ~ y @ ~ ( ~ - - - c o s t . ) .  

Ed ~ ben evidente in ambedue  i easi ehe fl gruppo G' t ras forma G ~1) in 
s~ stesso. 

Dunque :  

Se una funzione aulomor['a z di u~ce variabiIe x ~ forte the per ogui 

trasformazione T di un gr~tppo continuo lineare esista una relaziorte algebricce 

tra z (x) e z ( T x), allora la z, co~siderala come fu~zione di x, o di y ~ log x, 

una funzione una o d~te volte periodica : tutte queste funzioni  z si riducono 

quindi in soslanza alle [unzioni esponenziali e alle funzioni  ellittiche. 

Escluse le funzioni esponenziali  ed ellittiche, le t rasformazioni  T in di- 
seorso possono al massimo tbrmare  un  gruppo eontenente  t rasformazioni  in- 
t in i tes ime:  eib ehe avviene appunto  per  le funzioni automorfe,  citate pifi 
sopra,  definite dai gruppi  eorr i spondent i  ai gruppi  ari tmetiei  np rodu t to r i  
delle forme ar i tmet iche ternar ie  indefinite. 
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§ 3. Passiamo ora alle funzioni automorfe z di due variabili x,  y. E 
limitiamoci al caso pifl noto che il gruppo r iprodut tore  della z sia un gruppo 
iperfuchsiano. Not ci chiediamo:  Quando esister~ un gruppo continuo G' di 
trasformazioni proiettive T tall che per ogni trasformazione T di G', le z (x, y) 
e z ( T x ,  Ty)  sieno legate da una relazione algebrica ~.~ 

Per chiarezza ricorderb c h e s i  Chiamano gruppi iperfuchsiani (Cfr. § 5, 
parle I) i gruppi  che si o t teugono nel modo seguente. 

A1 solito indicheremo con A ° o con Ao la quan t i t i  immaginar ia  coniu- 
gata di una  qualsiasi quanti t ' i  A. E consideriamo la forma Hermit iana 
F - -  x~ x~ ~ x~ x~--- x~ x~ ° di tre variabili x l ,  x~, x~. Sin r u n  gruppo di 
trasformazioni lineari intere sulle xl, che t rasforma F in s~ stessa. Esso in- 

duce sui rapport i  x - - - - - - ,  y---~-- un  gruppo G. A tail gruppi  G si db~ il 
~3 g~a 

nome di gruppi  iperfuchsiani. 
Per  risolvere la nostra  questione, osserverb anzitut to che, come nel § 2, 

essa si pub ridurre alla seguente :  
Trovare i gruppi iperfuchsiani G, privi di trasformazioni infinitesime, le 

eui trasformazio~i -: sono permutabili con ogni trasformazione T di un gruppo 
2roiettivo continuo G'. 

In uno spazio euctideo rappresentat ivo,  in cut siano coordinate carte- 

siane ortogonali  le x ' - - x ~ - x °  x ' ~ X - - X  ° y, Y ~ Y o  y,, y - -  yo ' ~ ,  - -  ~ ' _ ~ ' 

il gruppo G trasforma in s~ stessa la regione R interna all ' ipersfera 
(x') ~ g- (x") ~ -Jr- (y')~ g- (y")~ ~ J, la quale ~ in generale il campo di esistenza 
della funzione z (x ,  y). Ogui trasformazione T di G' dovr~ quindi trasfor- 
mare R in s~ stessa; e quindi  esister~ un gruppo F' di t rasformazioni li- 
heart intere omogenee sulle x+~ che trasforma F in s~ stessa, e che induce 

~L X2 sulle x ~ - - ,  y ~ -  le trasformazioni di G'. 
X 3 Z~ 

Consideriamo una  qualsiasi trasformazione • di G; po t r t  darsi, o che 
esistano tre punt i  isolati A, A', A" (distinti o no) lasciati fissi da z, oppure  
che l a v  sia una  omologia con un  certo asse ~, e con un certo centro A. 
Consideriamo il luogo z dei punt i  A, che o sono centri di un  omologia con- 
tenuta  in G, oppure  sono lasciati fissi da una  trasformazione di G, che non 

una  omologia. 
Come nel § 2, si dimostra  che ogni punto  di z ~ lasciato fisso da 

tut te  le trasformazioni di G'. Poich~ G' ~ un gruppo proiet t ivo,  non  ri- 
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dotto alia sola t rasformazione  identica, si possono avere sol tanto i seguenti  
tre casi :  

1. o) z cont iene un  n u m e r o  iinito k di punt i  distinti. 
~.o) z contiene infiniti punti  posti su una  stessa ret ta r. 

3. °) z cont iene infiniti punti,  posti  su una  stessa re t ta  r, ed un  punto  B 
non posto sulla re t ta  r. 

Nel pr imo caso G' t ras forma in s~ stesso o g n u n o  dei k punt i  di z ;  le 
t rasformazioni  di G possono al pifl p e r m u t a r e  t ra  loro questi  punti.  Ed esi- 
ster~ quindi  G u n  sot togruppo di indice finito, che ind icheremo ancora  con G, 
che lascia fisso ognuno dei k punt i  di z. 

Nel secondo caso tanto  G, che G' trasforma~)o in s~ stessa la ret ta r. 
Nel terzo caso tan to  G, che G' t r a s fo rmano  in s~ stessi il punto  B e 

la re t ta  r. 

§ $. Cominciamo dunque  a t rovare i gruppi  I" che t ras formano  in s5 
stesso un  punto  (x, ~ :¢,, x~ = ~.,, x~ = :¢~). Diremo movimenti quelle trasfor- 
mazioni l ineari  intere omogenee  sutle x , ,  che t ras formano  F in s~ stessa. I 
gruppi  r sono gruppi  di moviment i .  Con un  movimento  M il punto  (~,, 
a~, ~.~) si pub por ta re  nel l 'uno o nell 'altro dei tre punti  (0, 0, 1)i (1, 0, 0), 
(0, 1, 1) ~:ccondo che ~, ~.°-t-~, ~.~--:¢~ ~o b minol'e, maggiore,  o uguale  a 
zero. In quest 'u l t imo caso si direr che il punto  (~-1, ~.o, %) giace sull 'iperco- 
nica x, x ° ÷ x, x ° - -  x~ x ° --- 0. I1 gruppo 1" sar~ da M t ras formato  in un  altro 
gruppo simile, che t ras forma ancora  in s5 stessa la F, e le cui operazioni  
sono r i spe t t ivamente  del t ipo:  

oppure  del t ipo:  

x', ~ x, ÷ ),x~ ÷ y.x~ 

oppure  del t ipo:  

t 
i - -  = t'. x ,  ÷ - -  - - x 3 )  

Ricordando  c h e l a  F deve essere t r a s fo rmata  in s5 stessa, t roviamo delle 
relazioni tra i coefficienti di queste  t rasformazioni ,  che permet tono  di dare  
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alle precedenti formole il seguente pifi sempliee aspetto:  

I) x'~--~'(x~-~-~ix~ dove ~ o _ l _ 7 7  ° ~ - ~ ° + 8 8  °~-~1; ~ o - t - y ~ o ~ O  

H) 

IIl) 

X*I ~ ~5 l 

x'~ : ~. xo + ,~ x~ dove 

x ' ~ :  yx~-~3x~  

x ' , = x , + ~ ( x ~ - x ~ )  

x'~ - ~'~ = (~ - ~) (x~ - -  ~ )  

~. ~o--~,ro =--([~ ~o--,~yo)_--_ 1; ~.~o_-y~o= o 

dove 

~(~o - -  ~ o )  = ~ ~ ° + ~  ~o-- ~)~o ----- 1 ; 

Quindi:  I gruppi  r che t ras formano u n  punto  (oQ in s~ stesso, sono si- 

~tdti a u n  gruppo di trasformazio~i,  le quali  appartengono tutle a uno stesso 

dei tre tipi precedenti. 

E precisamente si ha proprio il I, o i l  II tipo, se il punto (,¢,) non giace 
sull 'iperconica F---- 0. 

Si osservi ora che i gruppi, r del primo, secondo o terzo tipo trasfor- 
mano rispettivamente in s~ stessa la retta x~----0 (che ha nessun punto co- 
mune con l'ipereonica F = 0) o la retta x, = 0 (che ha o~' punti con detta 
iperconica) o la retta x . - -  x~ - -  0 (che ha il solo punto (0, 1, 1) eomune con 
l'iperconica, e che pereib si chiamerfi la tetra tangente all'iperconica in detto 
punto). 

E viceversa si pub dimostrare che un  gruppo F che t ras formi  in  s~ stessa 

una  tetra r ~ simile a u,~ gruppo F di t ras formazioni  del tipo [) o d e l  tipo ]l), 
s e r  nol~ ~ tangente nell'ipercordca. Se poi  u n  gruppo F l ras forma i~ s~ stess(, 

una  tetra r tangente nell'iperco~ica, esso ~ simile a u n  g,ruppo F di trasfor- 

maz'ioJ~i III). 

Si vede anche facilmente che un  gr~ppo I" the t ras formi  in s~ stessi due 

pun t i  A, B (due tc~ngel~ti o:, ~) dell'iperconica ~ simile a u n  g~uppo F di tras- 

forma, zioni [), II). Infintti r dovr~t trasformare in s~ stessa la retta A B (ii 
punto ~ ) ,  che non ~ una tangente (un punto dell'iperconica), perch~ una 
tangente alt'iperconica eontieae un solo punto dell 'ipercon[ca stessa (perch~ 
per un puuto delFipercouica passa una sola t~mgente all'iperconica). 
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§ 5. Ritornando al nostro problema, abbiamo dunque,  per i risultati 
del § 3, che possono avvenire soltanto due casi. 

~) 1 gruppi G, G' sono gruppi di movimenti del tipo I) o del tipo lI). 
(Indico senz'altro con G e G' anche i gruppi F e r'). 

8) I gruppi G, G' non rientrano nel caso precedente, e sono quindi 
gruppi di movimenti del tipo IlI). Questo caso si suddistingue alia sua volta 
in altri due. 

~,) x contiene un solo punto A dell'iperconica, che possiamo supporre 
essere il punto (0, I, 1). Le omologie di G hanno questo punto per centro; 
le proiettivit':t di G, che non sono omologie, trasformano in s~ stesso il solo 
punto (0, 1, 1). [ S e x  contenesse due punti dell 'iperconica, G e G' trasforme- 
rebbero in s~ stessa la retta A B. Le loro trasformazioni sarebbero de[ tipo 
( i )  o ( I I ) ] .  

p~) x contiene intiniti punti di una retta r tangente all'ipereonica, ehe 
possiamo supporre essere la retta x, - -  x~ = 0. Le trasformazioni di G, o la- 
sciano lissi soltanto punti di r, o sono omologie col eentro sulla retta r. 

Faeendo le eonsiderazioni duali, si indichi con ~ il sistema delle rette, 
che o sono assi di una omologia di G, o sono lasciate tisse da qualche tras- 
formazione di G, ehe non ~ un'omologia. Troveremo ehe il easo 9) si po- 
trebbe distinguere anche nei seguenti due sottoeasi: 

~') ~, contiene una sola retta r tangente all'ipereoniea, ehe possiamo 
supporre essere la retta x.~--x~ = 0. Le omologie di G hanno questa tetra 
per asse; le proiettivit'a, di G ehe noa sono omologie, lasciano tissa la sola 
retta r. 

p') ~ eontiene intinite rette passanti per un punto A dell'ipereoniea, 
ehe possiamo supporre essere it punto (0, 1, 1). Le trasformazioni di G, o 
lasciano fisse rette uscenti da A, o sono omologie, il eui asse passa per A. 

Noi studieremo dapprima il caso ~). S e x  (~) eontiene un numero infi- 
nito di punti (rette) posti su r (passanti per A), il gruppo G', che deve tra- 
sformare in s~ stessi questi punti (queste rette), db~ origine alla proiettivit'h 
identica sulla punteggiata r, (sul fascio di rette di centro A). 

M a l e  trasformazioni di G' sono del tipo III); e se i punti della retta r 
(le rette uscenti da A) sono lasciate fisse dalle trasformazioni di G', allora 
i coefficienti di queste trasformazioni sono legati anche dalle -: ~ 1, 

--(. 1 - - 1 " ~ = 0 ~ "  Per le relazioni, che legano 7, ~, ~, ~, ~ si vede y - = 0  
\ , ,  J 
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ehe in tutti  e due  questi  cast, le trasformaz[oni di G' sono del tipo 

IV) x', - -  x, ; x': - -  x'~ - -  x~ - -  x~ ; x'~ ~ i L (x~ - -  x~) + x~ 

(L = quant i th  reale). 

Se dunque s iamo nel caso ~" o nel caso ~., le t ras formaz ioni  di G' aono 

del tipo IV. 
Ma se not s iamo nel easo ~, e non  avviene n6 il easo I¢, n6 il easo ~ ,  

il gruppo G deve godere eon t emporaneamen te  detle propriet~ considera te  per  
i east ~ ,  [~'. Vale a dire:  Le t ras formaz ioni  di G, o sono omologie, che hanno 

per  centro il pun to  (0, 1, 1) e per  asse la tetra x~ - -  x~ =- O, oppure sono pro- 

iettivilit  che lasciano fisso il solo pun to  (0, 1, 1) e la sola rettct x2 - -  9e3 ~ O. I 

eoefficienti delle t rasformazioni  III) di G soddisfano dunque  a t le :  

s = 8 - - X = = l ;  ~ + 7 o = ' / ~ ' o + ~ + ) , o = 0 .  

Ossia le trasformazioni G sono del t ipo:  

i 
x 1, = x ,  - (x --xO t V) x'~ --- x ~ x~ - -  x~ dove 

Coneludiamo infine ehe uniei east possibili sono i seguenti  : 
A) Le t rasformazioni  dei gruppi G e G' sono del tipo I). 
B) Le t rasformazioni  dei gruppi  G e G' sono del tipo II). 
C) Le t rasformazioni  del gruppo G' sono del t ipo  IV; quelle di O sono 

del tipo I I I ; s u  r esistono intiniti punti  di-", oppure  per  A passano intinite 
rette di ~. 

D) Le t rasformazioni  di G sono del tipo V); le t rasformazioni  di G' 
sono del tipo III). 

S tudiamo sueeess ivamente  i quat t ro  east A, B, C, D. Nel easo B posto 
31o X~ i 

x . . . .  : ,  y = - - - ,  le t rasformazioni  dei gruppi  O e G diventano del tipo 

VI) x ' = ~ x + ~ y ;  y ' = T x + S y .  

I gruppi G, G' diventano gruppi di t rasformazioni  lineari su una  varia- 

bile x seritti sotto forma otnogenea. Questo easo r ient ra  quindi sostan- 
Y 

ziahnente  nello studio fatto al § 2. 
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Net caso A si possono ripetere le considerazioni  precedent i ;  ma anzi si 

ott iene un  r isul tato pifi sempliee. Posto x x, x~ = - - ,  y------- ,  i gruppi  G, G' di- 
~a ~a 

ventano  gruppi  di t rasformazioni  del tipo VI,  che t rasformano in s~ stessa 
la forma deiinita positiva x Xo-[-y y0. Quindi il gruppo G 5 un gruppo dis- 
continuo finito, il quale, per  i r isultati  del § 2, non  pub essere che un gruppo 
ciclico. 

S tudiamo ora il caso C). Noi sappiamo che tutte le t rasformazioni  di G 
sono permutabi l i  con ogni t rasformazione di G'. Le t rasformazioni  di G' sono 
del tipo IV. Affmch~ una  t rasformazione ~: di G, che ~ cer tamente  del tipo III, 
sia permutabi le  con quelle di G', ~ necessar io (come si r iconosce con nn  fa- 
cile calcolo) che i coefficienti di z soddisi ino alla 8 -  ),-----z. Quindi, poichc ~ 

(~o ~ ;%)~  1, sar~ ~ t0 = 1, ossia ~ = e i0, dove 0 ~ un angolo reale. Le tra- 
sformazioni  di G sono dunque  del tipo 

~t l  ~ Xl - -  ~ e~(0-tz) ( ~  - -  X3) d o v e  

( iV)hi s x'~ - -  X'B = e i° ( x 2 -  x3)  O, :~, ?, 1 
( ,~ ) sono 

x'~ = 0 e~ x, -I- d ° - - -2-  -5 i 1 (x~ - -  x~) -+- do x~ quanti t~ reali. 

Dunque net caso C le trasformazioni del gruppo G sono del tipo (IV)bls; 
queUe di ~' sono del tipo IV. 

Si trova facilmente che i coefficienti delle t rasformazioni  (II[) permuta-  
bili con u n a  t rasformazione V) soddisfano a l le :  

y o ( ~ - - ~ , - - 1 ) = O  "<o(So--1)----O 7 P + ~ ( ~ - - ~ - - ~ ) + V v o = O  

oltre alle : ~ (~o - -  ;%) ~--- ~ ~0 -[- ~ ~0 - -  ), ;% = 1 ; ~ ---70 (), - -  ~). 
Se dunque  noi  s iamo nel caso D, po t remo dis t inguere  due casi :  

D') Per  u n a  a lmeno delle t rasformazioni  di G ~ ,~=I= 0 ; allora per tut te 

le t rasformazioni  di G' si ha :  ~ - - ) , = ~ 1 ;  " / Y o ~ - ~ : ( T o .  Se ~ dunque  

y ~ z e ;~ (z, ~ reali), si avr~ 7 = e  e'~ (~, ~ reali), e ~. non  muta  (*) al variare 

(*) Infat t i  l ' anomal ia  del coefficiente y di una qualunque trasformazione di G' deve es- 

sere uguale a l l ' anomal ia  del coefiiciente 7 di una trasformazione qualunque di G: donde 
seg-de l 'affermazione del testo. Unico caso eccezionale sarebbe quello che per tutte le trasfor- 
mazioni di G' fosse e ~ 0 ;  in tal  caso tut~e queste t rastbrmazioni  sarebbero del tipo IV. Si 
r i tornerebbe cosl al  caso (C). 

Annal i  di Matematica, Serie III, Tomo XIV, 9 
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della t rasformazione considerata  in G e G'. Si ha  poi ~ - - - - -  To-------~ e -~ ;  

~ q-  ~ -p  ko ----- 1, ossia )~ --~-- - -  ~-  -P i l, dove 1 ~ una  costante  reale. Le trasfor- 

mazioni di G sono del tipo V, dove y - ~  z ei~ (v. ~ cost.) mentre le trasforma- 
zioni di G' sono del tipo 

t y 

x'3 - - - - ? e i ' x t ~ - ( - - ~ - + - i l ) ( x ~ - - x ~ ) q - x ~  

the si deduce dal tipo lI bi~, ponendovi 0 = O. 

D") Per  tut te  le t rasformazioni  di G ~ T = O. Allora le trasformazioni 
di G sono del tipo IV, e quindi queUe di G' sono del tipo IV bi~. Quest 'u l t imo 

261 ~2 
caso ~ da trascurarsi .  Infatti, posto x -  , y -  , il gruppo (7 

Og 2 -  ~ ~ - - -  ~ 

si t ras forma nel  gruppo 
x ' - - - x  y ' - - - ~ y ~ - i L  

che ~ un  gruppo di t rasformazioni  l ineari  sulla sola variabile y. 
Gli unici casi non  banali ,  sono dunque  i seguent i  due :  

C) Le t rasformazioni  di G sono del tipo lVbis). Sutla ret ta  x~ - -  x~ ~ 0 
esistono infiniti punt i  di x, o nel fascio di ret te di centro (0, 1, 1) esistono in- 
finite ret te di z; ossia, al var iare  della t rasformazione considera ta  di G, la 

e ~a 
quantit4 ~ -~o----~ assume infiniti valori distinti. Le t rasformazioni  di G' sono 

poi d e l  tipo IV (*). 

D') Le t rasformazioni  di G sono del tipo V, dove Y ~ ~ d 5  essendo a 
e ~ quautit':t reali ;  la coslante :¢ conserva uno slesso valore per tutle le tras- 
formazioni di G. Le t rasformazioni  di Q ~ono d u n q u e  del t ipo:  

(IV),~," ~= 

dove :~ ~ una costante reale invariabile, ~ ~ una quantit& reale non sempre 
nulla, cd I ~ pure una costanle reale. 

(*) Cfl'. anche la nota a pi~ della pag. precedente. 
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Posto x -  , y -  

tivamente del tipo: 

le trasformazioni di G diventano rispet- 

ei~ assume infiniti valori distinti] (*) 

(D') + ( _  ~-d + ~'0 (:  ~ una. costante di a)  
non e sempre nullo 

dove le p, ~, :~, O, l sono quantifft reali. 
Le funzioni invarianti per un gruppo di trasformazioni del tipo C o del 

tipo 1)' costituiscono, dqI nostro punfo di vista, la pii~ semplice generalizzazione 
delle funzioni ellittiche. 

Osservazione. Con metodi  affatto simili si pub risolvere il p rob lema ge- 
nera le  di t rovare  i varii tipi di gruppi  discont inui  di t rasformazioni  l ineari  
su due  variabili  x, y, le quali  sono tu t te  permutabi l i  con ogni t ras formazione  
di un  g r u p p o  l ineare contiuuo.  

(~) In questo caso si pub considerate incluso quello ricordato netl'ultima osservazione 
e~a a pi~ di pagina, per il quale perb non si pus asserire che p ~0--2- T assuma infiniti valori 

distinti. 


