
Sulla teoria della convergenza degli algoritmi 
di iterazione. 

(Di ONORATO NICOLETTI, a Pi8a.)  

I n  una Memoria: Sulla teoria deU'iterazione (*), che ha avuto l 'onore di 
essere pubblicata tra le Memorie della Societi~, Italiarta delle Scienze, llo svi- 
luppato uaa  teoria della co~+vergen.za degli algoritmi di iterazio~+e in ~ varia- 
bill, assegnando dei criteri di convergenza, i quali permettono, nella mag- 
gior parte dei casi, di riconoscere, mediante operazioni razionali, se un de- 
terminato algoritmo di iterazione converge a limiti determinati e finiti. Pei" 
la teoria stessa, gli algoritmi convergenti possono classiiicarsi, in ordine alla 
loro convergenza, introducendo la nozione di ordine e grado di convergenza. 
Vi ~ perb, a questo puato, una grave lacuna;  in quanto, mentre ~ agevole 
riconoscere se un algoritmo ha ,  o meno, convergenza di un ordine e grado 
determinati, quando invece sia dato soltanto l 'algoritmo, non ~ possibile, per 
i criteri s[essi+ decidere con un numero finito di operazioni se l 'algoritmo 
soddisfi, o meno, ad uno qualsiasi di essi criteri. Questa lacuna mi 5 ora 
riuscito cohnare, in guisa molto semplice, ed espongo, nelle pagine che se- 
guono, il risultato cui sono pervenuto. 

Per maggior chiarezza, credo opportuno richiamare prima alcune deft- 
nizioni e risultati della Memoria sopra ricordata. 

(*) MemoNe della Soeietdt Italiana delle Scie~ze (detta dei XL), Serie IlI, Tomo XIV, 
Roma, 1906. Dovrb nel seguito riferirmi continuamente a questa Memoria; la indicherb 
sempre colla tettera A. 

Annali eli M~tematica, Serie lII, Tomo XIV. l 



N i  c o 1 e t t i :  S u l l a  teor ia  del la  convergenza  

~. NOTAZIONI E DEF1NIZIONI. 

1. Si abbia (*), per  considerate  il caso pifi semplice, un sistema d i n  
equazioni  in due serie d i n  variabili  xl x ~ . . .  x,,, x'~ x '~ . . ,  x',, 

¢i  (x,  ~ ' ) -  0, (~ = 1, ~ , . . . ,  n),  (1) 

dove le ¢ , (x ,  x'), quando  le x e le x'  siano variabili  complesse, si suppom 
go~m analit iche in queste variabili ;  quando le x ed x' siano invece reali, sono 
loro funzioni reali, finite e cont inue nel campo che si considera  con tut te  
quelle loro derivate ehe ci oecorrer'~ dl considerare.  Facendo nelle ~ (x, x') 
x ' ~ x ~ . ( k =  1, 2 , . . . ,  n),  otteniamo n funzioni delle xl x~ . . .  x,, 

~, (~ x ~ . . .  x,,) = ~ (~), ( i  = J, %..., ~) (~) 

tali che si ha  per esse, coi simboli di KRO~ECKEn (**): 

¢, (X, X') __~ ?~ (x) (modd x'~ - -  x~), (i, k ----- 1, 2, . . . ,  n). (2*) 

Sia ora 3 I ~  (g~, g~,.. . ,  g~), con ge ~- g~ (x) = g~ (xl x ~ . . .  x,,) (g. ~ 1, 2 , . . . ,  p), 
un divisore di r a n g o  p del sistema di funzioni ?~, ~ , . . . ,  ,%, tale cio~ che la 
matrice funzionale 

d (g~ g: . . . g~) 
d (xi x2. . .  x.) 

abbia la caratterist ica p. Abbiamo allora 

¢,(x) ~_0 (modd g~, g~,..., g~), ( i =  l ,  2 , . . . ,  n) ; (3) 

di pifi le equazioni 
g l (~) = 0, a~ (~) = 0 , . . . ,  g~ (~) = o (~) 

deiiniscono nell' S,, di coordinate (x~ x ~ . . .  x.) una  variet'~ M a d  n - - p  di- 
mensioni.  

Ammet t iamo ora che il de te rminante  funzionale 

d (% % . . .  %) 
d(x'~x'.~.., x'.) 

(*) Cf. A, n.i 1-3. 
(**) Sui metodi di KRONECKER, cf. ad es. : KSNm, Algebraischen Gr6ssen (Lipsia-Teub- 

her, t903) Cf. anche A, n.* ~. 
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sia diverso da zero, quando in esso si faecia x ' ~ x ~ ,  g~, (x) - -  O (k -~ l ,  
2,... ,  n; iJ.-~ 1, 2, . . . ,  p). In questo caso le equazioni  (1) definiscono, in un  
intorno (di S,,) convenientemente  piccolo della variet~ M, le x' come funzioni 
determinate,  iinite, continue, derivabili (analitiche nel caso complesso) delle x. 
Facciamo infine r ipotesi  che detto C l ' intorno della varieth M, entro it quale 
va preso il punto  x perch~ sian soddisfatte le condizioni superiori, anche il 
punto x', definito dalle (|), cada nello stesso intorno. 

2. Cib posto, sia x (° )~  (x~ ~, x~°~,..., ~c0)~ ~,,/ un punto qualunque di questo 
intorno, e consideriamo la successione infinita dei sistemi di equazioni :  

o, (x (°), x (')) = 0 ; ¢, (x% x (~)) = 0 ; . . .  ; ¢, (x (~-'), x'P )) : 0 , . . . ,  ( / =  1, 2,. . . ,  n). 

Nelle ipotesi fatte, esse equazioni  definiscono u n a  successione di  pun t i  
in  S, 

x (°), x ('), x"~), . . . ,  x(~),.. .  ; (5) 

ed ove questa successione sia convergente ad un punto limite X ~ (X, X~... X,,), 
diremo che le equazioni (1) definisco~w un  algoritmo K di iterazione (*). Per 
la continuit'~ delle % (x, x') e per le (2*) il punto limite X soddisferh alle equa- 
zi0ni 

~, (x)  = o, ( i - -  1, ~ , . . . ,  ~); (6) 

se in  particolare, qualunque sia il purbto iniziale x (°) scetto nell ' intorno C della 
variet(~ M, si avr~ 

g,,. (X) = O, (~ = 1, e , . . . ,  p) (7) 

(con che le (6) sono manifes tamente  soddisfatte), cio~ se il punto limite X 
appart iene alla variet~ M, diremo anche che l 'algoritmo K appartiene alla 
variet~ M definita dalle equazionl  ($). 

II. C O N D I Z I O N I  DI CONVERGENZA. - -  O R D I N E  E GRADO DI CONVERGENZA. 

3. Nelle ipotesi del n. ° 1, quando il puato  x si prenda in un intorno 
sufi]cientemente piccolo di M, dalte equazioni  (1)s i  o t tengono delle relazioni 
della forma (**) : 

P 
~'~ - ~ = Z~ ~, , -  g,,  (~), (k = ~, 2 , . . . ,  ~) (S) 

1 

(~) Cf. A, n. ° 4. 
(~) Cf. A, n. o 5. 
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dove le ~I~,,° (k = 1, 2i. .  ., n ; .* .~  1, 2 ,  .., p) sono funzioni  determinate e finite 
delle x,  x ~ . . .  x,,. Da queste si traggono p identit~ del ia forma: 

g~ (~') _- 1~, ~ ,  g~ (~), (~, = 1, ~, . . . ,  p) (9) 
1 

essendo le ~,:, f lmzioni  determinate delle x ;  cio~: nel passare dal punto x 
al punto suecessivo x" (al suo conseguel~te, secondo la denominazione  di POIN- 
CAt(~) le p funzioni g;, g~,..., g~ subiseono una sostituzio,~e lineare. 

Posto, per brevit'i di scrittura, per qualunque p 

(1¢0) t-f [r,,dO) c~,':O) ~40)  ~,t ,  = gt , .  ( x ( ° ) )  ~ -  

dalle (8) si ha immediatamente  che quando le p serie 

oo 

~g~' (v.---- l,  ~, . . . ,  p) (lo) 

convergono assolutamente (ed uniformemente)  nel campo dato, altrettanto 
delle altre 

oo 

x ~ , +  ~ ( ~ ,  - -  x;~-:)) (k = 1, e , . . . ,  n) (IC~) 

e quindi l'algoritmo K converge (uniformemente)  a.d un punto della, varieth M, 
appartiene eioi5 alla variefft 31 (*). 

(~) ~] chiaro c h e l a  convergenza (assoluta ed uaiforme) delle serie ([0) 6 condizione sol- 
tanto sumciente perch6 l 'a lgor i tmo converga ed appadenga  al divisore (if, g~ . . .  ~ )  (cf. an- 
che A, n, ° 18). Perb, se si vuole che l 'algoidtmo tenda al suo timite, soddis facendo a p a r t i -  

colari co~diz ioni ,  si 5 condotti a porre la convergenza delle serie stesse. 
Ammett :amo infatti che, quando il punto iniziale x ~c) sia scelto in un intorno conve- 

niente della varieffi M, l 'a lgori tmo sia convergente, s ia  X~ ~ lira xi~) e valgano insieme 
0:eo  

le (7). Consideriamo i moduli  delle n differenze X~ - -  x~ ) e sia (?~ il limite superiore di questi 

moduli, mentre il punto iniziale x(~) varia net l ' intorno considerato ; ($e potrh definirsi come 
l 'errore che si commette quando aI punto timite (X) si sosti tuisea il punto p-iterato (~c(~)). Per 
la convergenza del l 'a lgor i tmo si ha evidentemente 

lira ~e ~- 0. 

Amm, et t iamo ora che, ess~udo a u u a  costante pos i t i va  minore  del l 'uni td,  da  u~  eerto va- 
lore Po di  p iu  po i  s i  abbia 

~o~-, "~ a ~ e ,  (t ~ - -  #o), 
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4~. Siamo in tal guisa condott i  a s tudiare  le p serie (10) ed a cercare  
delle condizioni,  sotto le quail  esse convergono asso tu tamente  (ed uniforme- 
mente). Queste  condizioni sono espresse dal t eo rema  seguente  (*): 

Poniamo : 

I'l~ ~-- £ ~  I "l':,~ I (modd g, ,  g~,..., g~,). (I  t)  
1 

S e  s u  tutlce lc~ va, r iet~t M ~'i h a  

oppure, essendo L una  quanti t~ f ini ta : 

~o < L ao , (P :~ Po). 

In una di queste ipotesi convergeramm assolutamente ed uniformemente le n scrie 

0 

e con essc le Mtre 

) -.(e) ~p  g~(~:~o,)-g~(x) = "kg~ x~t~ ) -  x~ (,~ = i ,  ~ . . . . .  p) 

(dove lc g-~,e sono le derivate ~--~- 9g~ ill punti intermedQ cio5 le serie ([0). Se dunque si 

vltole che gli errori successivi decrescano (almeno) come una  progressione geometrica decresccnte, 

ne segue necessariamente la convergenza (assoluta ed uniforme) delle serie ([0). 

Reciprocamente, quando le serie (f0) convergono ed 6 per esse soddisfatta la (i~), in- 
dicando con a un quMunque numero compreso tra ao ed i (gli estremi escl.), il punto ini- 
ziale x {°~ pub prendersi in un intorno determinato della variet& M, in guisa che per il resto 
R, (9~) di una qualunque delle serie (10) si abbia 

R. (g~,) < G . l _ a  , ( / z ~ l ,  2 . . . . .  p) 

dove G o 5 il massimo modulo delle g!0) new intorno considerato. Una relazione del tutto 

analoga varrh atlora per il resto R. di una qualunque deile serie (10 ~) e quindi anche per Fcr- 
rore ~,, : si potrit cio~ determinare un numero Po tale che per p ~ Po sar/~ sempre, indicando 
con L un numero finito 

~o -~ L ao ,  (~ ~" P0) ; 

cio~ gli errori successivi saranno  ancora confrontabili  col t ermin i  di unce progressione geome- 
trica decrescente. 

(~) Cfi A, n.~ 5 e 6. 
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dove ao ~ un numero positivo determinato, x n i n o r e  d e l l ' u n i t ~ ,  ed il punto 

iniziale x (°) si prende in un intorno convenientemente piccolo della variet~ M, 

le serie (10) convergono assolutamer~te ed uni/ormemente. 

Valgano, sulla variefft M, le disuguaglianze (12). Due casi sono allora 
possibili (*). 

a) Le r'~, non  sono tut te  nulle in ogni punto  di M. In questo easo 
detto a0 il limite superiore dei valori delle r~ sulla M, indieando con a un  
qualunque numero  positivo compreso tra ao ed 1, le serie (10) sono eon- 
frontabili (i moduli  dei loro termini sono eio~ minori  dei termini  corrispon- 

denti moltiplicati per  un  numero  finito) colta progressione geometrica ,,~0 ap, 

ma  non  si pub dire uguahnente  per  una  progressione analoga ~ a'o, per la 
0 

quale sia invece 0 % a ' ~ a o .  Diremo in questo easo ehe l 'algoritmo K ha 
convergenza lineare o di 1. ° grado (e del 1. o ordine) e diremo anche the  la con- 

vergenza ~ misurata dalla costante ao. 

b) Tutte  le r~ e quindi anche le y~ (g., ~ 1, 2, . . . ,  p) sono nulle sulla 
variet~ M. Pub allora (in generale) determinarsi  un  intero s ~ 2, tale che 
in un  intorno eonvenientemente piccolo della variett~ M si hanno  delle re- 
lazioni della forma:  

g,. = (x), (,  = 1, 2 , . . . ,  p )  (13)  
1 

dove le y,,~:...~, sono funzioni determinate  delle x, ehe sulla variet'h M ri- 
mangono  inferiori in modulo ad un numero  finito e non sono tutte nulle. 

In questo easo le serie (10) convergono assolutamente  ed uni formemente  in 
un  intorno eonveniente  di M; esse sono inoltre eonfrontabili  eolla serie:  

dove 0 ~ aneora un numero  positivo determinato,  minore dell 'unit~,  e ehe 
ha quindi una  convergenza es t remamente  rapida. Diciamo in questo caso 
che l 'algoritmo K ha convergenza (del 1. ° ordine e) di grado s. 

5. Le considerazioni precedenti  sono suscettibili di una  impor tante  
generalizzazione (**). Sia r u n  intero qualunque,  maggiore dell'uniff~ e helle (9) 

(*) Cf. A, n. ° 7. 
(~) CL A, n. ° 8. 
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eambiamo sueeessivamente  le x nelle x (~), x (~), x(~),..., x°- ' ) ;  e l iminando poi le 
gO), g(~),..., g(,.-,), o t teniamo delle relazioni affatto analoghe alle (9) stesse, che 
scriviamo : 

ai : '=  g.,, (~('") = ~ ""' g, (~), (,~ - -  1, e, . . . ,  p) (9),. • ~ I / A ~ . . .  
l 

e le ,(g'~ possono aneora  r iguardarsi ,  mediante  le equazioni dell 'algoritmo, come 
funzioni de terminate  delle x. Pon iamo aneora :  

P 
r ~ : , -  ~ ,  / " "  I,~, , (modd ~, , a~, . . . ,  ~,)', (l~), 

abbiamo allora il t eo rema :  
Se su tutta la variet~ M si ha 

r i : '_~ a0, (~, = 1, ~ , . . . ,  ~)), O _ ~ a 0 <  J, (l~),. 

le serie (10) eonvergono aneora assolutamente ed uniformemenle in nn inlorno 
eonvenienle della varietO~ M. 

In questo caso diremo che l 'a lgori tmo K ha convergenza dell'ordine r 

e la convergenza sar~ lineare, quando  non tulle le F~ ) siano nulle su M; 
quando invece le r~ ) e quindi  anche le ~,/~) (y., ~ = 1, 2, . . . ,  p) sian tul le  nulle 
su M, la convergenza sarh di grado s ~ 2, se in un  in torno di M var ranno  
delle relazioni, analoghe alle (13) 

a,,~ (~("))- # -,'' (13),. 

dove le 7~!kik~...~ sono aneora  funzioni  tinite e de terminate  delle x, non tutte 

nulle su M. E nel easo della eonvergenza l ineare  le serie (10) sono eonfron- 
tabili  eolla serie 

0 

(dove a ~ un q u a h m q u e  numero  eompreso  tra ao ed 1 e [ ~ - ] i n d i e a i l m a s -  
% k - - J  

~ ) ,  la eui eonvergenza  ~ simile a quella della 
% 

s [ i n o  intero eontenuto  in 

progressione geometr iea;  nel easo della eonvergenza  di grado s sono inveee 
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confrontabi l i  colla serie : 

0 

con 0 ~ 0 ~ 1  

la quale  ~ ancora  r ap id i s s imamen te  co~vergente .  
Not iamo infine che, se p ~ 1, n o n  ~ il caso di occupars i  della eonver- 

genza  di ordine  super iore  al p r i m o ;  se l 'a lgor i imo ha  convergenza  di un  
ordine  r ~ 1, l 'ha  ancora  del 12 ordine.  Non a l t re t tan to  pub  dirsi per  p :>.1. 

6. Su]l 'ordine ed i! grado di convergenza di un  a lgor i tmo K abb iamo 
i t eoremi  seguent i  '(*) : 

a) Se l'algor#mo K ha (aI divisore M )  converge~za di ordine r e di 

grado s ~ 2, avr~ anche, in  convenienti intorni di M, convergenza di qualunque 

ordine r ' ~  r e di grado non minore d i s .  

b) Se l'algoritmo K ha convergenza dell'ordine r e grado s ~ 2, ed insieme 

dell' ordine r' e del grado ~: ~ ~ ha anche convergenza dell' ordine r-~- r' e di 

grado non minore di s s'. 

In part icolare,  ne segue : 
c) Se l' algoritmo K ha convergertza dell' ordine r e grado s ~ ~, ha anche 

convergenza di quaIunque ordine r q, multiplo di r, e di grado non minore di s% 

Nel caso della convergenza  l ineare si ha  po i :  
d) Se l'algoritmo K ha convergenza lineare degli ordini r, r', ~dsurc~ta 

rispettivamente dalle costanti a, a', ha ancora convergertza (almeno) lineare 

dell'ordine r-+-r', misurata da una costante non maggiore di a a'. 

I n  par t icolare  : 
e) Se l'algoritmo K ha convergenza lineare dell'ordine r, misurata dalla 

costartte a, ha anche convergenza (almeno) lineare di ogni ordine r q, multiplo 

di r, e misurata da una costante non mc~ggiore di ct ~ (**). 
l~ opporLuno fare anche  l 'osservazioae seguen te  (***). 
L 'a lgor i tmo K non  cambia  in m o d o  essenziale,  q u a n d o  alle equazioni  (1) 

che lo def iniscono si sost i tuisea uri s i s tema equivalente ,  o u n a  t rasforma- 
zione analoga  si eseguisca  sulle equazioni  (4,) del divisore M, o q u a n d o  in- 
fine si faceia nell'S~, ~ (x~ . . .  x,,) u n a  q u a l u n q u e  t ras formazione  di variabiti.  

(~) Cf. A, n.o 9. 
(~) Si pub ancora aggiungere che: l'algoritmo avrl* anche concerge;~za lineare di qua- 

lunque ordine maggiore di uu numero r o s~fficie~temeJ~te grande (cf. pi~ oltre n. ° t9, a)). 
(~*) Cf. A, n. ° 25. 
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Una  q u a l u n q u e  di ques te  t ras formaz ion i  lascia invar ia t i  l 'o rd ine  r ed il 
g rado  s di convergenza  del[ 'a lgori tmo,  q u a n d o  sia s ~  1; nel caso della con- 
vergenza  l iueare (di un  ordine  q u a l m  N u e  ) la 1, e la ~ t ras formaz ione  la- 
seiano invariat i  l 'ordine  della convergenza  e la cos tan te  c h e l a  misura ;  cam- 
b iaudo  inveee le equazioni  ($) che def iniseono il divisore M pub (se p :>  1) 
m u t a t e  il m i n i m o  ordine  di convergenza  delle relat ive se r i e ;  quel  che ri- 
m a n e  invar ia to  ~ (in u n a  certa raisin-a) il r appo r to  delle eostant i  che mi- 
su rano  la convergenza  dei successivi  ordini .  

7. Quali  sono le eondizioni  necessar ie  e sufficieuti, perch5 l ' a lgor i tmo K 
definito dalle equazioni  (1) abbia,  at divisore M, c o m e r g e n z a  di or(line r e  
grado  s (e non  magg io re ) ?  (*). 

Sia d a p p r i m a  s ~ ~. Si h a n n o  allora come condizioni necessarie e suffi- 

" - ' t ( n - ~ s - - 1 ) - - I  ! eongruenze  (non tu t te  perb ind ipendent i )  cienh le P ._ . n  t 

= 1,  2 , . . . ,  s - -  1 

~ g" (x(")) ~ 0 (modd  g~, g~,.., g~,) [tz ~ 1, 2 , . . . ,  p ) 
- " " ~ t~ ,  t ~ , . . . ,  t o =  ! ,  ~,. . . ,  ~ 

ins ieme eolla d i suguagl ianza  

Si osservi ora, ehe, pet" i t eoremi  fondamen ta l i  su]le funzioni  implieite,  

og~i I "('') (a m e n o  di un  d e n o m i n a t o r e  ehe su  M ~ diverso da  zero e tinito) ~,t~...t~ 

si pub esprimere come una funzione razionale intera, delle deriva.te delle g,~ (x) 

e delle % (x, x') di ordine non mceggiore di p, e nella quale figurano in  modo 
essenziale le derivate deIle g,  e detl? % (x, x') di ordine ~. Ne scgue ehe :  

01)erando sulle g~, e sulle q, ~ (x, x') con sole operazio~i razionali e di deri- 
vcezione, ~ possibile rieonoseere se l'algorihno K ha al divisore M convergenza 
di uJ.~ determinato ordine e grado. 

Per  s = 2 i ealeoli s i  e segu iseono  con tu t t a  faeilith e d a n n o  il r i sul ta to  
seguente .  P o n i a m o  

d ( , ,  ,,.) 
i t - -  d ( x ' , . . . x ' , _ , x ~ x , + ~ . . . x , , )  h,~.(moddg,,g~,. . . ,g~,)  

(t, h = I,  n) (16),. 

(~) Cf. A, n. i t l  e l~. 

A~tnoli di Medematic% Serie Ill. Tomo XIV. 
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le condizioni necessarie e sufflcienti per la convergenza quadratica e di or- 
dine r sono espresse dalle n p  congruenze: 

9* 

~ ,  t ~(~) - -  0 (modd g~), g~. ~tk ~ gl~ g~...~ 
1 

( v - -  1, e , . . . ,  p ;  k - -  1, ~, . . . ,  n). 0 7 ) ,  

In particolare, per r------1, le condizioni necessarie e sufficienti per la 
convergenza quadratica del I. o ordine si scrivono 

n d (¢,, % . . .  ~I,,,) 
~ ,  gv* d ~ 0 (modd g~, g2,,.., g~). (~',... 0~'t_ 1 ~'t+t • •. 

(17)~ 

Per s----- 1, quando cio~ la convergenza ~ lineal'e, si ottengono p disu- 
guaglianze (*), che per brevit'h omettiamo di scrivere, non occorrendoci nel 
seguito. 

a (% %. . .  %) 
8. Ammettiamo (**) che anche il determinante funzionale d (x, x~ x,,) 

sia diverso da zero. Allora, sotto condizioni analoghe a quelle poste al n. o 1, 
te equazioni ¢, (x, x') -~ 0 possono risolversi anche rispetto alle x~ x~ . . .  x.  e 
deiiniscono un altro algoritmo, che diciamo inverso del prilnitivo K e indi- 
chiamo col simbolo K- ' .  

Sia ora p ~ 1; se per l'algoritnlo K, nell'intorno di M, si ha 

g (~') = ~, (* ) .  g (~) ,  

per l 'inverso K -~ sarh invece: 

1 
g (~) - .~ ~j'~" g (~'). 

(~onsideriamo allora le due equazioni g (x) ----- O, IY (x) t --~ 1, la seconda 
delle quali escludiamo sia una cons egueuza della prima. Esse definiscono 
una variet~ M, ad n - - 2  dimensioni, che divide la variet~ M in due parti 
M', M" (una delle quali pub anche mancare), tali che in una di esse, ad es. 
M', si ha tY (x) I ~ 1, nell 'altra M" si ha invece tY (~) t :> 1. In un conve- 
niente intorno di M '  ~ chiaro che converge l 'atgoritmo K (al divisore g), n~ 
pub questo algoritmo convergere ad un punto di M fuori di M', in quanto 

(*) Cf. A, n. ° 13, c). 
(~'~*) Cf. A, ,~.° 1~. 
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nella serie ~r~g'P ), quando sia 1 7 ! ~  1, i termini rimangono in modulo supe ~ 

riori ad un numero finito, il punto x~0 ) non pu6 quindi tendere ad un punto 
di M, net quale ~ g = 0. Analogamente l 'algoritmo K -~ converge nell ' intorno 
di M" e non pub convergere ad altri punti di M; di guisa ehe, fatta ecce- 
zione della varieth M1 ad n - - 2  dimensioni, su tutta la varieth 3[ (in un suo 
eonveniente intorno) converge uno ed uno solo dei due algoritmi K, K %  

Sia invece p > t. I due algoritmi K, K - '  non. possono aver convergenz~ 
(al divisore M) n~ detlo stesso ordine, n~ di ordini disti~ti. Questo perb non 
dimostra, a tutto rigore, (come per p =- 1) che, quando l 'algoritmo K converge 
nell ' intorno di M, non possa eonvergere anche l 'algoritmo K - ' ;  possiamo 
affermare soltanto che esso non pub soddisfare ad aleuno dei criter~ di con- 
vergenza da noi assegnati. I due atgoritmi K, K - '  possono 1)erb convergere c~m- 
bedue quando (~.ppartengano c~ divisori distinti delle fu~zio~d %, ,%,..., %, (*). 

9. 1~ chiaro, da quanto precede, come il caso della eonvergenza di 
grado superiore al primo conduca a risuttati molto pifi preeisi e notevoli 
ehe non quello della convergenza lineare (cf. anche A, n. i @0 e 26). Si pre- 
senta quindi naturalmente la questione: Rieonoscere, mediante un  numero 

finito di operazioni, se l'atgoritmo K definito datle equazioni (t) ha ad un  
divisore (g, g~ . . .  g~,) di rango 1) delle funzioni (2) convergenzq (di ur~ qualehe 
ordine) e di grado superiore al primo. 

Per la risoluzione della questione stessa non bastano i criteri di con- 
vergenza dati ai n. i $ e 5; volendo infatti applicare questi criteri, dovremmo 
comineiare dat verilicare se l 'algoritmo K ha al divisore ( g , . . .  g~,) conver- 
genza (ahneno) quadratica dei successivi ordini;  ed ~ chiaro the un numero 
qualunque di risultati negativi non autorizza, a priori, alcuna conclusion e 
circa la convergenza o meno delt'algoritmo stesso. 

La questione si pub perb risolvere e, come vedremo, in modo semplice 
ed elegante. Dimostreremo infatti, helle pagine seguenti, un teorema, il quale 
permette di riconoscere, con un  numero finito di operazioni razionali, se 
l 'algoritmo K ha al divisore (g, g~. . .  g~) convergenza di grado superiore al 
primo (e di un ordine qualunque) ed inoltre, quando questo accada, as- 
segna i 'ordine minimo di convergenza (almeno) quadratica che t 'algoritmo 
possiede; di guisa che quando (come nella maggior parte dei cast si far~ 
per evitare dei calcoli molto tunghi) ci si limiti alla considerazione della sola 
convergenza quadratica, nessun attro ecdeolo ~ p ih  necessario. 

(~) Cf. anche A, n. i i5-17. 
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Infine, quando si sappia, per lo stesso teorema, che l'algoritmo non ha 
al divisore (g~.. .  g~) convergenza di grado superiore al primo, le considera- 
zioni stesse conducono ad un notevole criterio (naturalmente soltanto suffl- 
eiente) per la convergenza liaeare. 

I [ I .  IL DETERMINANTE CARATTERIST]CO DI UN ALGORITMO. 

10. Diremo d e t e r m i n a n t e  carat ter is t ico  de]l'algoritmo K, definito dalle 
equazioni (1), il determinante del grado n in o~ 

q 

Questa denominazione si giustifica coll'osservare che: 
a) Se alle equazioni (1) che definiscono l'algoritmo si sostituisce un 

sistema equivalente 
,I~, (x ,  x ' )  - 0 (i - -  J, 2 , . . ,  n) (1') 

si hanno delle retazioni della forma 

• "~ (x, x') = Z~ ~',, ,1,, (x, x'), (19) 
i 

dove le ~,~ sono funzioni determinate delIe x ed ~', il cui determinante 
. ~ i ~ 0 ( m o d d % ,  %,. . . ,  ~,,). Derivando le (19) otteniamo: 

~,t.~, ~_o~ ~ % ~, (~, l ,~+o ~,lb_~ (modd ,1,t, % ,  .... %), (i----- 1, 2,... n) 

e quindi anche 

, - ~  -~-- CO i ~', ] " - -  -1- oJ (modd ,v~, %,. . . ,  %) 

(i, l, k = ~, ~ , . . . ,  ~) 

(*') I1 determinante caratterist ico di un algoritmo si trova per la pr ima volta, io credo, 
nel la  Memoria di POI~:CAR~: Sa t  une classe nm~vetle de trascendantes uniformes (pagg. 3~2 
e segg.) ; fu quindi nuovamente considerato d a l  sig. LEAU (Sur les dquations fonctionneZles 

une o~.~ fe phesieurs variables, Annales  de Toulouse, 1897, E, pag. 71 e segg.) e poi dal Levi- 
C~VITA e dal  LATT~S (rispett ivamente a pag. 231 e alle pagg. i0 e 38 delle Memorie citate in 

ultimo). 
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cio~: il determinante E (~) si moltipliea (modd % % . . .  % ) p e r  un fattore di- 
verso da zero ed indipendente da o~, quando alle equazioni di detinizione 
dell'algoritmo si sostituisea un sistema equivalente. 

b) Eseguiamo un cambiamento di variabili, mediante le formule:  

x ,  = f ,  (~, i ~ . . .  i , , ) ,  x'; = f~ (;7, ~.'~.. .  ~',,) (i = t ,  u , . . . ,  ~,), 

essendo i due determinanti  funzionali 

d (x, x , , . . ,  x,,) d (x', x ' ~ . . ,  x',,) 
d ( ~ , ~  . ~ , , ) '  a - ~ ' ~ '  ~' • " \ " ~  l * ' v .  2 ' ' * 'v  *~) 

diversi da zero. Dette %(~, ~ . ' )=0  le nuove equazioni dell'algoritmo, sarh 

~ ~ ~ ' 1 5 ~  ~", '~ 9~15 ~ x',, (i, k___~ 1 2,. . . ,  n). 
- -  ~ ~' - -  ~ ~ x ' ,  ~ ~'~ ' 

Sin ora M~_ (g,, g~,. . . ,  g~,) un divisore di rango p delle funzioni ?t, 
% , . . . ,  %, ; si avrg allora 

~' ~ ~ (moddg~ g~ g~,), (i 1, 2,..., n,) ~ ' ~ _ _ ~ X , . ;  "~ i  . ~ , . . . ,  --~- 

e quindi anche 

;,,.~ ___~ ~ ~ (modd g, , g~ ,... , g~,), 

e perci6 

(k, l = 1, 2, . . . ,  n) 

] ~ '  ~'l~' I t ° 9% I l~x~I (moddg, g~,..., g~,); 

cio~: Mutando in un modo qualunque le variabili, il determinante E(o)  si 
moltipliea, rispetto ad un qualunque divisore delle funzioni (2), per il deter- 
minante funzionale delle antiche variabili rispetto alle nuove. 

In ambedue i casi i divisori elemerdari deI determinante caratteristico ri- 
mangono invariali. 

11. Sin ancora M_~(g , ,  g~,..., g~,) un divisore di rango p delle fun- 
zioni (o) e proponiamoci di vedere se l 'algoritmo K definito dalle (1) con- 
verge o meno al divisore _~L Poich~, come abbiamo visto, il determinante 
E (o~) si moltiplica per un fattore indipendente da  ~ e diverso da zero, quando 
alle (1) si sostituisea un sistema equivalente, possiamo in parfieolare sup- 
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porre  ehe le equazioni 

guente  (*): 

t 

p n 
%(x,x')=~,~,g,(x)+ ~v v,~ (xx')(x;-xO-o, (t = ~ +  1,. . . ,  ~0 

1 

di delinizione dell 'algoritmo abbiano la forma se- 

!(~o) 

dove le 7s, (x) sono le funzioni gi~ definite al n. ° ~ e le h¢.,, ?~.~ sono fun- 
zioni de terminate  dei loro argomenti .  

Si ha  in questa  ipotesi :  

F ~ ( ~ ) ~  
P 

1 

dove abb iam posto 

g~ (x) (modd g, g~ , . . . ,  g~,) ; 
gg~ 

si avr~, quindi  anche  

(modd g, g.~ . . . g~,), 
,. = 1, 2, . . . ,  p n)  
t - ~ p ~  1 , . . . ,  
k ~  1, 2 , . . ,  n , 

(v ~-  l ,  2 , . . . ,  p ; k ~ -  l ,  2, . . . ,  n); 

0 ) 
' • , t ,  u ,  v = p + i , . . . ,  n (~1) 

h~, (o~ - -  I) ~,,, %,° k = 1, 2, . . . ,  n 

(con ~ ~ 1 per  i = k, - - 0  per i =I= k. Ma avendosi  

] l g'~ d ( % ~ ' } ' " % )  ( m ° d d g , , g ~ - , " "  

sarh il de te rminan te  stesso diverso da zero e quindi (**) i divisori etemen- 
tari del de te rminan te  E(o)) sono gti stessi del de te rminan te  

7~,-- . - , j . ,~  0 / ~ . , ~ - = l , ~ , . . . , p  "~ (~') 
h:~ (0~--1)~,  ' ~ u = p - b  l , . . . ,  n " 

(*) Cf. A, n.0 7, formula (30.~). 
(**) Quando due matrici sinfili A, A' si deducono l'una dali'altra componendole con un 

determinante B diverso da zero, i minori di un ordine qualunque di tma delle due matrici 
sono funzioni lineari omogenee dei minori dello stesso ordine dell'altra. Ne segue subito 
l'asserzione del testo. 
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Per  r i sparmiar  delle considerazioni  t roppo minute,  e the,  ahneno  per la 
quest ione the  ci occupa, non  avrebbero alcun interesse (of. n. ° 20) suppor- 
remo the  il de te rminan te  di ordine p 

F (~ )  = i r, . ,  - -  -::,, o, I ,  (:,., ,, = 1, 0 2 , . . . ,  p )  (~) 

non si annul l i  (mod g , . . .  &) per o ) =  1. 
Dalle (~I), (21') abbiamo al lora il t eo rema :  
Se M ~__ (g~ g~ . . .  &) ~ un  divisore di rango p delle funz ioni  9,, ?~, .. %, 

il determinante E (o)) caratteristico dell 'algoritmo ha (modd g, g ~ . . .  g~,) n - - p  
divisori  elementari ugucdi ad ' , J -  1 ed inoltre lutti i divisori elemenlari del 
determinante caratterislieo della sostituzione linea, re (9) (che supponiamo di- 
versi da una  potenza di  o ~ -  t)  

F (o,) = I r::, - -  ~,,~ ,,, ! ,  (e., ~ = ~, 2 , . . . ,  v ) .  

Si ha insieme ident icamente  

E O , ~ ) ~ ( - -  1)"d(x,x--,-:d (,f,, % . . . .  x~7,,)'l") (o~ _ l),,_,, F (o0, (modd g, , g._,,..., g,,). (~i") 

IV, EQUAZtONI NORMAL[ DEL DIVISORE ~ I ~  -(gj g,,...gv). 

1~. Abbiamo osservato al n. ° 3 ehe  nel passare, mediante  l 'algoritmo K, 
da un punto  x al suo eonseguente  x', le p funzioni g, g , . . .  &, subiseono una  
sosti tuzione l ineare  data. datla formula 

g:, (x') -~ ~ ,  7~ g, (x). (9) 

Consider iamo la sosti tuzione 

v ~= (Te~) (modd g, g ~ . . .  g,,), (y., v ~-- ], ~, . . . ,  p). 

I1 suo determinante caratteristieo ~, il de te rminante  (2~), e se questo si 
decompone  nei suoi divisori e lementar i  al modo seguente  

F(o,) ~ ( - -  l)" ( o , -  o~),,, (~ - o,._,),,,... (~o __ o,,),,,., (p, + ~ , .  ÷ . . . .  {_p, = p )  (~ , )  
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noto (*), ehe si pub determinate una eonveniente trasformata r ' ~  T --~ r T 
della r (mediante una  trasformazione lineare T non degenere) la quale abbia 
la forma 

r '  ~ r~. r ~ . . .  l',. (modd g~ g.~.., g~), (~3) 

dove l e r , ,  r~ , . . . ,  r,. sono sostituzioni (tra loro permutabil i )ehe operano su 
variabili diverse, e delle quali la re opera sup¢ variabili ed ha (modd g~ . . .  g,,) la 
forma normale 

(p,) 
o~ 0 0 . . .  0 0 

I ~, 0 . . .  0 0 

r ; ~  0 1 o ~ , . . .  0 0 (~4~) 

° • • ° ° ° , , • , ° ° , ° 

0 0 0 . . .  I ~o, 

Vogliamo ora dimostrare ehe si pub, ed in infiniti modi, determinare un 
sistema (G~ G~.. .  G~,) di funzioni, equivalente at sistema (gl g~ . . . .  g,,), il quale, 
nel passaggio dal punto x al eonseguente x' (mediante l'algoritmo K), subisee 
una sostituzione lineare r '  ehe ha (modd g, g~. . .  g,,) la forma normale espressa 
dalle (23) e (2~). Diremo per brevitfi ehe in tal easo le (G, G~.. .  G~) eosti- 
tuiseono un sistema normale di equazioni del divisore 3 I ~  (g , . . .  g,,). 

13. ]~ evidente, per la sua deiinizione, ehe un sistema nonnale  (G~ G~... G,,) 
deve essere indipendente dal partieolare sistema (g~ g~. . .  g,~) di equazioni del 
divisore 31 ehe si eonsidera. ]~ quindi naturale pensare (e eosi 5 veramente) 
ehe un tal sistema possa deilnirsi in guisa affatto indipendente dal sistema 

(g~ r ~ . . .  g~,). 
Sia per questo 

e = G (~) = Z ,  ,~, (~). % (~) (es)  
1 

una qualunque eombinazione lineare delle funzioni %, %, . . . ,  % definite 
dalle (2*) del n. ° 1, essendo le 2~. (x) funzioni, per ora indeterminate, detle x, 
e indiehiamo con 

o ' =  G (x') ---- Z,  ~; (~') '?, (~') (~") 
1 

la funzione conseguente della G mediante l'algoritmo K. 

('~) Cf. ad es. : HA~IBURGEI1, Giornal~ di Crelle, Vol. 76, pagg. 113-125 ed anche  : MUTfl, 
Tkeorie und Amt, endm~.g der Eleme~dartkeiler (Lips ia -Teubner ,  1899, pag. 8~). 
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Si ha  ora iden t icamente ,  per  il t eo r ema  del valor  medio  (*): 

'~' ~ , '  ' ~ ' ( x , ~ . - - x ' ~ ) = o ,  • 

dove le der ivate  8--x~.' e le sono prese  in un  convenien te  p u n t o  inter- 

medio  tra i pun t i  (x, x'), (x, x) (e (x, x'), (x', x')); si avr~ quindi  

e '  x~) 

od anche,  poich~ 

, ,  ~ ~, (mo d d  g, g~ . . .  g~), 

e per  le (8) del n.o 3 sa ra :  

a _= - :~'~' ~' (~'~ - ~) ~ 2 '  (modd (a, Oz . . .  ~'~,)~) (**) (26) 

S u p p o n i a m o  ora che, indicando con ca una funzione delerminata dei punti  
della variet~ M, si abbia  

G' ~ ca G (modd  (g~ g ~ . . .  g~,)~); (27) 

per  le (26) ques ta  d i v e n t a :  

~ , ~ Z , ( x ~ - - x , ) l ~  O x ~ - ~ O  (modd  (g,g~...g~)~). (27*) 

Q u a n d o  i nve r samen te  ques ta  cong ruenza  sia soddisfat ta ,  per  le (26), varr'~ 
ancora  la (27), cio~ la funz ione  G : : ~ 2 ~ ? ; ,  ore non sia ~ 0 (modd  (g~ g ~ . . .  g~)~), 
si riprodurr '~, per  l ' a lgor i tmo K, mol t ip l ica ta  per  ca (modd  (g~ g ~ . . .  g~)~). 

(~) Cf. A, n. ° 5. 
(~) Col simbolo 2d ~ o (gi g~.. • g~)~ indichiamo iI modulo quadrato di (gi g2. •. g~), ottenuto 

cio6 componendo due volte il modulo (gig~-.. 9p). (Cf, anche A, n. o 2). 

Annali eli Matematica, Serie III, Tomo XIV. 3 
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l& Poniamo per brevit~ 

~, ~ t ~ ¢~ ~ ¢~ I (modd g~ g~ , , .  g~), (/. = l ,  2 , . . . ,  (2s) 

la (27*) si serive allora 

k*, A~, (x', - -  x~) ~ 0 (modd (g, g~ ... g~)~) 
1 

(27**) 

e, per le (8) del n. ° 3, sarh soddisfatta quando si abbia 

A~--~0 (moddg~g~.. .&,),  ( h =  1, 2, . . . ,  n). (29) 

Dalle (28) poi ~ chiaro, che si potr~t soddisfare alle (29) con valori 
delle .~, non tutti nulli (modd g, g~. . .  g~) allora ed allora soltanto che o) sia 
uria radice della equazione E (o)) ---- 0 (modd g~ g~ . . .  g~), che si ha annullando 
(modd g~ g~. . .  g~) il determinante caratteristico detl'algoritmo I/'. 

Sia inversamente co una radice della equazione E (o 0 ~= 0 (modd g~ g~... g~,), 
e si determinino le ~, (non tutte nulle (modd g~. . .  gr)), in guisa da soddi- 
sfare alle congruenze (29); varr~ allora anche la (27*) e quindi la (27), 
purch~ non sia G ---- 0 (modd (g~ g~ . . .  g~)~). 

Vediamo allora se pub essere per la funzione cost determinata 

G = x ~, ~ ~ 0 (modd (g, g~. . .  g~)~). 

In questa ipotesi, derivando rispetto ad una qualunque x, si avrh: 

~x~ - -  ~ 2~ ~x~ ~ 0 (modd gl g~. . .  g~), (k = 1, 2, . . . ,  n). 

Ma dalle congruenze (2*) del n. ° 1 si ha subito: 

~ ~-- ~ ~-x= (modd g~ g~... g,), (k = 1, 2,.. . ,  n) 

e sostituendo nelte precedenti:  

(h = 1, 2, . . . ,  n). 

Sottraendo queste congruenze datle (29), otteniamo infine 

(o~ - -  1) ~'~¢ ~' ~ x'~ ¢~ ---- 0 (modd gl g ~ . . .  g~), (k : 1, 2 , . . . ,  n)" 
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se dunque supponiamo che co sic, diverse, dc.ll'unit~, soddisfi cio~, oltrech~ alla 
equazione E(co) ~----0, alt'altra F (co)-~ 0, potr'~ essero G ~  0 (modd (g~ g~... g~()~), 
solo quando si abbia 

.~, - -0 (moddg~g~ . . . g~) ,  (k-- - l ,  2, . n) 
i ~ ~ ' i ~  - -  " " ' 

eio~, poich~ il determinante 

ristica n, quando sia 

d(o ,  % . . .  %) ha (moddg,  g~...g~) la caratte- 
d (x'~ x'2 x',,) 

2 ~ 0 ( m o d d g ~  g2...g~,), ( i ~  1, o, , . . . ,  rt), 

contro la nostra ipotesi, che non tutte le ~, sian nulle (modd g, g~.. .  g~). 
Adunque : 
Ad ogni re.dice % diverse, dctll'unit~, deU'equazione 

E(~) ~ 0(modd g,g~...g~,) 

che si ha annullando (modd g , . . ,  g~) il determinc.nte carc.tteristico dell'algo- 
ritmo corrispondono delle funzioni G, the per I'algoritmo si riproducono mol- 
tiplicc,te per co. 

15. Possiamo precisare e completare il risultato superiore, ricorrendo 
alla teoria delle sostituzioni lineari. 

Sia per questo ~ una radice (diversa da 1) della equazione 

e siano 
E (o~) ~ 0 0nodd g~ g~... g,), 

(o, - (< (30) 

i divisori elementari del determinante E(o~) corrispondenti alia radice o~1; 
diciamo hi il numero degli esponenti e uguali ad i, h~ il numero di quelli 
uguali a 2,..., h~ il numero di quelli tra essi esponenti che hanno il valore 
massimo el (*). 

Poniamo inoltre, per brevitg 

~; -~ o)1 ~ ¢' ~ ¢~ (modd g~ g2. . .  g~) (31) 

(*) Quando non vi siano esponenti e uguali ad un valore t, porremo h,--0, 
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e eonsider iamo i sistemi di equazioni  l ineari  omogenee  

- ,  == 0 (modd g, go- g~,) ~ . , 4 .  k • " ° 

(k-~-l ,  2, .... n ;  u -~ - l ,  2, . . . ,  e ~ - - l ,  .~,~'°)=~). } 

(32) 

Diremo che una  soluzione ( ~  2o-...  2,~) delle (32 a ) ~  di tango t, quando  
essa renda  compatibili  i primi t - -  1 sistemi (32, b,), ma non  i primi t, quando  
cio~ g possibile de te rminare  le 51 ")(u = 1, 2 , . . . ,  t - - 1 ,  i = - 1 ,  2 , . . . ,  n) in 
guisa che insieme alle (32a) sian soddisfatti  anche i primi t - - 1  sistemi 
(32, b~), ma non  i primi t. Si pub allora dimostrare  the  tra le ¢c ~ soluzioni del 
sistema (323) possono de terminarsene  h~ (e non  pifi) l inearmente  indipen- 
denti  di 1. ° rango, h~ di 2. ° t ango , . . . ,  ho~ di rango e~ ; e queste hi @ . - .  -~- ho, ---- h 
soluzioni formano tutte insieme un  sistema fondamentale di soluzioni delle (32) 
stesse. 

Se (21 2o-... 2 , , )g  una  soluzione di rango t delle ( 3 2 3 ) s i  soddisfa ai 
primi t - -  1 sistemi (32, b,~) ponendo : 

~ " ~ = (  ~ ) " '  ke , (i = 1, e , . . . ,  . ) ,  ( .  = 2 , , . . ,  t -  (33) 
0 9 ~ 0 )  1 

dove s ' intende che una  qua lunque  ~; va pensata  come funzione di o~, come 
variabile, e v a  quindi  fatto o ) =  ~1 dopo la derivazione. 

Sia aneora (21 2o-... ),,) una  soluzione di tango t delle (32 a) ; e si ponga 

la O (x) e quindi  anche le O (') non saranno  nulle (modd(glgo- . . .  g~,)o-) e eo- 
st i tuiseono un  sistema di t funzioni l inearmente  indipendent i  (modd gl . . .  g~,), 
per le quali  si ha ident icamente  

G (x') =~ o~1G (x), G ('° (x') ~ G (~-" (x)-~- ~ O ('° (x) (modd (g~ g~ . . .  g y )  
(35) 

(~ = l,  2 , . . . ,  t -  1). 

Operando in tal guisa, per  ogni valore di t, su eiascuna delle h~ soluzioni 
indipendent i  di rango t delle (32) stesse, ot teniamo hi -4- 2 ho- + .  • • e~ ho~ = vl 
(dove ~, ~ la moltiplicit'h della radiee co~ per la E (o))~ 0) funzioni l ineari  
omogenee  (indipendenti)  delle 71 ?o- . . .  %, le quali per l 'algoritmo K subiseono 
(modd g, g o . . .  g~) la sosti tuzione l ineare eorr ispondente  alle formule (35). 
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Siano ora o)~, % .... , ~, le radiei della equazione E (o~) ~ 0 (modd g, g~.. .  g~) 
diverse dall 'unith (cio~ le radici diverse della equazione 

/~' (o~) == 0 (modd g~ go . . .  g,,), 

siano vl, v,..., v~ le loro moltiplieit'a, e si determinino nel modo sopra de- 
scritto ~,, v~,..., v~. funzioni lineari omogenee della ~ , ~ 2 . . .  %. Queste 
vl + v= 4 7 - . - - { - ~ ) = p  funzioni G delie g, go...  g,,, si dimostra facilmente, sono 
linearmente indipendenti  e, per le (35) e analoglte, eostituiscono un sistema 
nor.male di equazioni del divisore M ~ (g, g. . . . g~,). 

La nostra asserzione ~ cosi dimostrata. 

V.  CONDIZIONI NECESSAI{IE E SUFFICIENTI PER LA CONVEI{GENZA 

DI GI{A])O SUPEI{IORE AL PRIMO. 

16. Perch~ l'algoritm o K delinito dalle (1) abbia al divisore/1[~: (g, g~... g~,) 
convergenza (di un qualunque ordine) di grado superiore al primo, ~ neees- 
sario e suffieiente the esso abbia convergenza quadratica di un certo or- 
dine (n. ° 9). Converri~ quindi vedere quando questo aceade. 

0sserviamo perci6, ehe, come nel passare dal punto x al conseguente x' 
le g~ subiscono la sostituzione lineare r ~ ('ie,), (t'-, ~ -~ 1, 2, . . . ,  p) data 
dalle (9) del n. ° 3, in guisa del tutto simile, neI passare dal punto x al suo 
?-conseguente x% (con e qualunque) le g~ subiseono una sostituzione lineare 
I"p) ~ (-i~ej), data dalle (9)e del n. o 5; e l 'algoritmo K avr'a, al divisore (g, go..., g~,) 
eonvergenza quadratiea dell 'ordine e allora ed allora soltanto the  la sostitu- 
zione r~e , sia identieamente nulla,  abbia eio~ nulli tutti i suoi elementi 
(modal g, g.~.., g,). Ma, per ta definizione stessa della sostituzione F% si ha 
identieamente (*) : 

I'(p > ~ r~ (modd g, g ~ . . .  g,,) ; 

quindi perch~ l 'algoritmo K abbia al divisore (gl g , . . .  g~,) convergenza qua- 
dratica (di un qualche ordine), ~ necessario e sufficiente che una conveniente 
potenza della sostituzione r sia identicamente nulla (modd g, go . . .  g,,); ed il 
minimo esponente p pel quale si avr'a, in questa ipotesi, r p ~  O(moddglg~ ... g~) 

(~) (If. A, n.  ° 8. 
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sar~t uguale al minimo ordine, per il quale l 'algoritmo K ha al divisore 
(g, g~ . . .  g~,) eonvergenza almeno quadratica. 

Consideriamo in partieolare un sistema normale (G1 G~... G~) di equa- 
zioni del divisore M. Per esso la r ha (modd g~ g~. . .  g~) la forma normale 
data dalle (23) e (24) deI n. ° 1~, e si avra, per qualunque ,0: 

r~ ~ r f .  r f . . .  r~ (23)p 

ed insieme, come si ha subito per induzione dalle (2~): 

s - - t  (s, t =  1, 2,..., p , ,  i =  1, 2, . . . ,  r) (2 )p 

(dove si debbono fare uguali allo zero i coefficienti binomiali con indice 
inferiore negativo); e potr~ essere re ~ 0 (moddg, g~...  g~) soltanto quando, 
per tutti i valori di i, sia rf  ~ 0 (modd g~ . . .  g~). Ma, per le (2~)p, ~ per questo 
necessario e sufliciente che si abbia o); ~ 0 (modd g, g~.. .  g~) e quando questa 
condizione sia soddisfatta, ~ re ~ 0 (modd g, g~ . . .  g~,), per ogni valore di ~ mag- 
giore od uguale a p,. 

Rieordando la (22'), abbiamo il teorema: 
a) Condizione necessaria e suffieiente perch~ l'algoritmo h definito dalle 

equc~zioni (1) appartenga al diz~isore, di  rango p, M ~ (gl g ~ . . .  g~,) ed abbia a 
questo divisore convergenza di un  grado superiore al pr imo (di un  ordine qua- 
lunque) ~ che tutti i divisori  elementari del determinante F (o~) siano (modd g~... g~) 
ugual i  ad urea potenza di o). 

I n  questa ipotesi, s e i l  determinante F (o~) decomposto nei suoi divisori 
elemenlari 

F(o)) _~ (-- 1)" ,~n. o;'~.., o~ ~'- (modd g l . . .  g~,) 

( p ~ : ~ p ~ . . . ~ p , . ~ l ;  p ~ + p ~ + . . . + p , . = p )  
(35) 

l 'algoritmo ha al divisore (g~ g ~ . . .  g~,) convergenza quadrat ica deU'ordine Pl 
e non di u u ordine minore. 

Per la relazione, dimostrata al n. ° 11, tra i due determinanti E(o)), F(o)) 
il teorema superiore pub enunciarsi al modo seguente:  

b) Condizione necessaria e sufficiente perch~ l 'algoritmo K definito dalle 
equazioni (1) appartenga al divisore di rango p (gl g: . . .  g~,) ed abbia a questo 
divisore convergenza di grado superiore al pr imo  (di un  ordine qualunque) ~ che 
il deterudnante E (o~) caratteristico dell 'algoritmo (il quale ha (modd g~ g2 .- .  g~) 
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n - - p  divisori elementari uguali  ad o ~  1) abbia (modd g, g 2 . . .  g~,) gli altri 
divisori elementari tutti ugua~li ad una  pote~za di ~. 

I n  questa ipotesi, il massimo esponente di ur~ divisore elementare del de- 
terminante E (o~)(modd gl g2 . . . g~) uguale ad una potenza di o) d~ l' ordine 
minimo, per il quale l' aIgoritmo K ha convergenza quadra, liea (ed eventualme~te 
di grado maggiore) al divisore (g~, g2,.., g~,). 

Possiamo anehe dire evidentemente:  
b') Condizio~e neeessaria e suffieiente perchb l' algoritmo K definito dalle (I) 

abbia al divisore (gl g2 . . .  g~,) convergenza di grado superiore al primo (di un 
ordine qualunque) b che l' equazione caratteristica dell' algoritmo E (o~) ~ 0 

(modd g~ g~ . . .  g~) abbia (oltre la radice 1 mult ipla di ordine n - -  p) ta radice 
zero multipla dell'ordine p. 

In  questa ipotesi se oF -~', (con 1 ~_p~ ~_ 1)) e la pile alta polenza di o) che 
divide tutti i minori  di ordine n --- 1 del determinante E (o)) (modd g~ g~ . . .  g2~), 

sar~ p~ l'ordine minimo, per il quale l'algoritmo K ha convergenza quadra, liea 
(ed eventualmente in  grado maggiore) al divisore (g, g.2.., g~,). 

17. I1 teorema b) o b') permette, come abbiamo affermato al n. o 9, di 
rieonoscere con un  numero finito di derivazioni e di operazioni razionali, se 
l'algoritmo (1) ha o no al divisore (g, g : . . .  g~,) convergenza (di qualunque 
ordine e) di grado superiore al primo. Si deducono inoltre da esso corollari 
notevoli. 

a) L'esponente di un divisore elementare del determinante F(o)) non 
pub evidentemente superare p. Ne segue: 

Qualunque algoritmo, il quale appartenga al divisore (g, g~. .  g~) delle (2) 
ed abbia a questo divisore convergenza (di qualunque ordine) di grado supe- 

riore al pr imo,  ha certamente convergenza quadratica di ordine non mag- 
giore d i p .  

Questo limite massimo non pub abbassarsi ;  se infatti le equazioni del- 
t 'algoritmo sono 

I gl (x') ~ O; g~+~ (x') ~ g, (x) (modd (g, g~... g,)~) (i = 1, 2,...,  p - -  1) 
p n 

l 'algoritmo ha convergenza quadratica dell'ordine p e non minore. 
b) Consideriamo pifi particolarmente il caso che l 'algoritmo abbia al 

divisore M convergenza quadratica del 1. ° orcline. Pereh~ questo aceada, 5 
necessario e sufiiciente ehe il determiaante caratteristico E (0~) abbia 
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( m o d d g ,  g~. . .g~)  p divisori  e lementar i  uguali  ad  ~. Ora, per  teoremi noti 

della teoria dei divisori  e lementar i  (*), ~ per  ques to  neeessar io  e sufficiente 

che tut t i  i minori  di ordine n - - p  + 1 del de te rminante  stesso contengano  
il fat tore (,~ l inearmente ,  o, in altre parole,  ehe tutt i  i minori  di ordine 

n - - p  -~- 1 del de te rminante  d (% % . . .  %) d ( x l x ~ . . ,  x,)  siano - - -~0(moddg, ,  g~,..., g,,). I 

minori  di ordine n - - p - d i  ques to  de te rminante  funzionale non possono  in- 
vece esser tutt i  nulli (modd g~ . . .  g,) (altrimenti  i minori  di ordine n - - I )  + 1 

d (% % . . .  %) 
sa rebbero  divisibili per  o) ~ almeno).  I1 determina~lte ~/(x~ x~ x,)  avr~ quindi  

(modd  gl g~ . . .  g~) la carat ter is t ica n -  p. Abb iamo  cosi il t eo rema  notevole  : 

Condizione necessaria e sul~ciente perch~ l'algoritmo definito dalle (1) abbia 
al divisore (gl g ~ . . .  g,,) convergenza (almeno) quadrat ica del 1. ° ordine, ~ che 

il  deterndnante fu,nzionale 

a (% %.. .  %) 
a (x~ x~ . . .  x,,) 

abbia (modd g, g~. . .g~)  caratteristica n - - p .  
Per  un  noto  t eo rema  di KI~ONECKER, questo  impor ta  p~ condizioni  indipen- 

denti, che debbono  na tura lmente  equivalere alle congruenze  (17)1 del n. ° 7 (**). 
c) Per  un altro t eo rema  sui divisori e lementar i  (***) abb iamo  a n c h e :  

Condizione necessaria e sufficiente perch~ l' algoritmo definito dalle (1) abbia 
al divisore (g, g~ . . .  g2)) convergenza quadrat ica del 1. ° ordine, ~ che il deter- 
minante  caratteristico E (o)) ammetta (modd g~ g ~ . . .  g,,) il faltore o;' ed i suoi 
minori  di ordine n -  1 ammettano it fattore o F  ~. 

(~¢) Cf, MUTH, loc. cit., pag. 4. 
(*~) Questa equivalenza risalta immediatamente dalle (~3) di A, n. i3, faeendo in esse 

r = 1. Un'altra dimostrazione, diretta, del teol:ema superiore si ha dal]a (~i) det n. ° 1t. Facendo 
in questa ~ ~ 0  si ottiene 

d (¢ t¢ , . . .¢ , , )  4 .... d(0 ,¢s . . .¢ , , )  7~, 0 (modd t ' ,gg. . ,  g~,) //~, ~ = 1 , ~  .... ,p , 
a (x, x., x,,) --- ( -  "J d ~ ,  ~ x',,) h,,, ~,,, \t, u = p  + 1 . . . . .  ~I 

d (¢1 ¢ . . . .  ~") (modd g , . . .  g~)) supera di n - - p  e quindi la caratteristica del determinante d(xlxo " x,.) 

unith quelIa del determinante 17~ I.-Se questo si suppone identicamente mfllo, si ha il teo- 
rema superiore. 

(¢¢~s) C|'. ~I'UTH, IOe. cir., pag. 12. 
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d)  Se in b) supponiamo s i a i )  = 1, abbiamo : 
Perch~ un  algoritmo a,bbia convergenza (almeno) quadratica (*) ad un  di- 

visore g di rango uno, :~ necessario e sufficiente che si abbia 

(®, ,~ . . .  ,,.) 
d (w, x~ x.) ~ 0 (mod g). 

e) Supponiamo invece che s i a p  = n, e quindi  si tratti  di approssimare,  
( d(g~g~. . .g , , )  ) 

i te rando,  una  radice semplice poich~ d (x, x~ x.) -I= 0 di un sistema d i n  

equazioni  in n ineognite : g, = O, g~ ~ 0 , . . . ,  g,~ = O. In questo caso abbiamo : 
Perch~ l'atgoritmo abbia, convergenza quadratica (del 1. ° ordine) ad un  di- 

visore di rango n (gj g~. . .  g,,) ~ necessario e sufficiento~ che si abb~ano le n ~ 
congruenze 

~ - -  0 (modd g~ g ~ . . .  g,,), (i, k ~ i,  2 , . . ,  n). 

Se ancora  pih par t icolarmente  supponiamo che le equazioni  the  detini- 
seono l 'a lgori tmo abbiano la forma 

x'~ + x~ + ~ ,  h~ (~) g, (~) = 0 (I*) q) i 
I 

(cio~ l 'a lgori tmo sia esplieito, e sia posto in evidenza il divisore cui l'algo- 
r i tmo appart iene),  le eongruenze  superiori  di~entano : 

~ - ~  ~.~h,.,,(x)g.~(~)~_O (moddg~.g~. . ,g , ) ;  

donde,  posto : 

d (g~ g ~ . . .  g,) _ 9 log G (modd g~ g~. . .  g,,), (i, k -= 1, 2, . n) 
d(x, x 2 . 1 . ~ ) = ~ ,  G,~=_ ~g~ . . ,  

si, t rae immedia tamen te  che l 'a lgori tmo ha  la fol:ma: 

f t  

x'~ ~ x~ - -  Z,  G.~, g, (modd (g, g ~ . . .  g~fi), (i ---~ 1, o~,..., .n). (37) 
1 

Facendo in part icolare 
~t  

t x ~ = x~ ~ ]~ G~i g~ , 
i 

(i = 1, 2, . . . ,  n) (37*) 

(~) N a t u r a h n e n t e  de l  1 2  o r d i n e  (cfr. i l  n .  ° 5). 

Annali di Matematica, S e r i e  i I I ,  T o m o  XIV.  
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si h a n n o  le formule deIl'algoritmo di NEWTON, generalizzato ad un sistema d i n  
equazioni in n incognite. Ques to  a lgor i tmo ha  d u n q u e  convergenza  quadra-  
tica per  ogni  radice semplice del s i s tema di equazioni  cons ide ra to ;  di pifl 
q u a l u n q u e  a lgor i tmo che abbia  la fo rma  esplicita (1") e convergenza  qua- 
drat ica  di 1. ° ord ine  ad  u n a  radice (semplice) del s i s tema stesso, differisce 
da quello di NEWTON per  te rmini  che h a n n o  nelle g u n  grado maggiore  od 
ugua le  al secondo,  ma  sono del resto affatto arbi t rar t  (*). 

d(ah % . . .  4).) 
f )  P o n i a m o  in b) p ~ n - -  1 ; il de t e rminan te  funzionale  d (x~ ~c~ x~) 

dovr'~ avere (modd  g, g~. . .  g,,_~) la carat ter is t ica  1. S u p p o n i a m o  in par t icolare  
che si abbia g,. (X) ~ OC~ - -  X,+ 1 ( i ~  1, ~ , . . . ,  n - - l )  e l ' a lgor i tmo sia s imme- 
trico, cio~ le ~, (x, x') s iano s immet r i che  nelle x~ x ~ . . .  ~,, e per  x, ~ x', --~ X 
(con X qua lunque)  si annu l l ino  tut te  ident icamente .  Per  la s immet r i a  delle ~,, 
nelle x, x~_.., x .  si ha  allora : 

(i, h, ]~, r ~ l ,  2 , . . . ,  n ;  l ~  l, 2 , . . . ,  n - - 1 )  

e quindi  il de t e rminan te  E (o)) ha  effe t t ivamente  la carat ter is t ica 1. Ne segue 
il r isul ta to  notevole  : 

Qualunque algoritmo simmetrieo in n variabili, che appartenga al divi- 

sore di ran:go n - -  1 : g~. ~ x~ - -  x~+, (i ~ 1, 2 , . . . ,  n - -  1) ha convergenza qua- 

dratica del 1. ° ordine. 
Tall sono ad es.: l ' a lgor i tmo della med ia  ar i tmet ico-geometr ica  di LA- 

GRANGE e GAU~S e le sue general izzazioni  di BORCHARDT e SCHAPIRA, l ' a lgor i tmo 
della med ia  ar i tmet ico-armonica ,  que]lo pifl genera te  di STIELTIES per  la ra- 
dike n"% etc. 

18. L 'a lgor i tmo K abbia  al divisore (gl g 2 . . .  g~) convergenza  (almeno) 
quadra t i ca  dcl l 'ordine p ,  e n o n  di un  ordine  minore .  Le congruenze  (14~)~. e 
la d i suguagl ianza  (!5),. del  n. ° 7 p e r m e t t o n o  allora (per quan to  i calcoli re- 
lativi s iano u u  po'  lunghi)  di de te rminare  il g rado  mass imo  s~ ~-~ 2 di con- 
vergenza  del l 'ordine p ,  che l 'a lgor i tmo K ha  al divisore (g~ g ~ . . .  g~). Se al- 
lora r ~ un  intero q u a l u n q u e  maggiore  di p~, per  il t eo r ema  c) del n. ° 6, 
r a lgo r i tmo  K avrh al divisore (g, g 2 . . .  g~,) convergenza  det l 'ordine r e di un  

(~) Cf. A, n.o 13, d). 
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grado s,. non minore di s ~;] dove, come al solito, ~ indica il massimo 

intero eontenuto in ~ ) .  Faceiamo ora percorrere ad r i successivi valori in- 

teri maggiori di p, ; due casi sono allora logicamente possibiti. O, per qua- 
lunque valore di r, il grado massimo s,. di convergenza che l 'algoritmo ha 

al divisore (g ,g~ . . .  g,,) ~ uguale ad s!PY]; oppure esistono dei valor[ di r mag- 
giori d i p , ,  per i quali il grado massimo s,. relativo di convergenza ~ mag- 

giore di s! -~] . Nel primo caso la convergenza dell'algoritmo potrebbe oppor- 
tunamente dirsi pura  o di primo rango, nel secondo mista o di rango sups- 
riore al primo. E con considerazioni del tutto simili alle superiori, potremmo 
introdurre la n ozione di convergenza del 2. °, 3. °, ~.° .... rango, di un rango 
qualunque. Ma non mi ~ riuscito finora di trovare un criterio che permetta, 
con un numero finito di operazioni, di distinguere la convergenza pura da 
quella mista o di rango superiore al primo; d'altra parte coll 'aumentare del- 
l'ordine, amnentano sempre pitt i calcoli necessart alle relative verifiche di 
convergenza; n~ infine pub affermarsi a priori che una tale ricerca possa 
avere una grande importanza per la teoria generale dell'iterazione ; crediamo 
perci5 opportuno limitarci alle osservazioni gi~t fatte. 

Aggiungiamo soltanto l'osservazione seguente. 
Supponiamo che l'algoritmo K abbia al divisore (g, g~. . .  g~,) convergenza 

is "1 

di un eerto ordine r > p , e  di un grado s, maggiore d i s [  ]. Quando i lgrado s,. 
sia dato, si pub assegnare per r un  limite superiore; se ~ infatti s y  ~ < s,.<s~, 
da quanto precede ~ chiaro che l'ordi~e relativo r di convergenza deve essere 
minore di p, q. Ne segue ehe : 6 possibile, con un numero finito di operazioni, 
riconoscere se l'algoritmo K possiede al divisore (g, g~. . .  g~) (oltre la eonver- 
genza di ordine p~ e grado s,) convergenza (di un  qualche oxdine e) di un 
grado s assegnato .  



~8 N i c o l e t t i  : ~at~t~ teoria deU~ convergenza 

VI.  GONDIZIONI PER LA CONVERGENZA LINEARE. 

19. Se it: determinante caratteristico E (~)) dell' algoritmo K non ha 
(modd g , . . .  g~), ottre gli n - - p  divisori elementari uguali a d o ) - -  t, tu t t i  gti 
altri divisori elementari uguali ad una potenza di (,), t 'algoritmo non ha, al 
divisore stesso, convergenza di grado superiore al primo. La considerazione 
del determinante caratter.istico permette in questo caso di riconoscere se 
l'algoritmo ha, allo stesso divisore, convergenza lineare di un ordine qua- 
lunque. Si hanno infatti i teoremi:  

a) Se requazione E (o 0._~ 0 (modd g, g,~.., g,,) ha (oltre la radice 1 mul- 
tipla di ordine n -  p) tutte radici in modulo minori dell'unit~, l'algoritmo ha, 
al: divisore (g, . . .g~) ,  convergenza lineare (di un ordine sufficientemente 
elevato). 

Infatti, in questa ipotesi, tutte le radici della equazione 

F(,6) ~ 0'(modd g~ g~.. .  g~) 

si mavderranno su tutta la varietfi. M minori in modulo dell'unit'h; essendo 
quindi funzioni continue dei punfi di M, potrA determinarsi un numero po- 
sitivo n, minore dell'unit~, che s arfi. maggiore ed uguale al modulo di ogni 
radice della equazione stessa su tutta la variet~ M. 

Sia ora (G, G,~... G~) un sistema normale, pel quale la sostituzione r in- 
dotta dall'atgoritmo ha la forma data dalle (23) e (~) .  Varranno allora, per 
qualunque 5 le (23)p, (~)p;  quindi se, ad es. : p, ~ il massimo degli espo- 
nent i  p~ p , ,  ogni elemento ~,(~) della r (~) ha, suIla variet~ M, un modulo 
sempre minore  di ~,.  ~e-~, ; si avr'h quindi anche, per la sostituzione stessa 

P 
(7. ---- 1, 2,..., p) 

dove A ~ p ,  ~-~ ~ un numero finito. 
Si osservi ora che, poich~ .q-~ 1, ~ lim ~"~ ~ P : 0 ;  assegnato quindi un 

numero a, positivo e minore dell'unitfi, si pub determinare uo numero ~o tale 
che per ,~ ~-~o si abbia 

a 
~ ~.p ~ ~- ; 
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per questi valori di ,0 si avr~t allora 

a,  = l ,  P)  

e quindi l 'algoritmo K av:r'~, al divisore (G, G~ . . .  G,,), convergenza lineare di 
ogni ordine ? _~ ~0, misurata da una costante non maggiore di ap = A ~',..qp (*). 

Rilorna, ndo al primitivo sistema g, g~ . . .  g,,, abbiamo (cf. n. ° 6 ed anche 
A, n. ° 25, b)) che l 'algoritmo avrh, al divisore (g, g , . . .  g~,), ancora convergenza 
lineare di ogni ordine ,~ maggiore di un conveniente numero ~1 ~-?o. 

i1 teorema enunciato ~ cosi dimostrato. 
b) Se l'equazione E (o)) ~_ 0 (modd g, g~ . . .  g~,) ha qualehe radice che abbia 

un  modulo maggiore deU'unitdt, l 'algoritmo K no~ pub couvergere al divisore 
( g L  . . . 

Sia infalti % una radiee della E (o))~_ 0 che abbia un modulo maggiore 
dell'unith; vi sarh una funzionc del sistema normale, ad es. : la G~, per la 
quale si ha :  

G'~ = o), G, (modd (g, g~. . .  g y )  ; 

se allora 0 5 un numero maggiore dell'unit~, ma minore del modulo della ~ ,  
sarh in un intorno conveniente di M 

I G', I > 0 . 1  G, I, 

e quindi anche, per ~ qualunque:  

1 e ~ ' l > 0 ~ . l  G, ]. 

Se quindi  G, ~ inizialmente diverso da zero, quando si prenda ~ sufficien- 
temente grande, sar~ [ g ' f  [ maggiore di un numero grande a piacere. L'at- 
goritmo non pub aUora convergere al divisore (G, G,-.. .  G~); in questo caso 
infatti dovrebbe aversi 

lira Gi~ ) = 0. 
~=~ 

Ne segue il teorema enunciato. Si noti che condizione essenziale dena 
dimostrazione ~ che inizialmente sia G, =]=0. 

c) Se (oltre la radiee I mul t ip la  di ordine n - - p )  tutte le radici  della 
E (o)) ~ 0 (modd g , . . .  g,) hanno un  modulo maggiore dell'unitit, l 'algoritmo K - '  
inverso di quello dato avr~ al divisore (g~ g ~ . . .  g~) convergenza Iineare. 

(~) Notiamo, di passaggio, che ~ lim %+1 ~gt.  
~=~ ae 
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Infatti il de te rminante  E -~ ((~), earatteristieo dell 'algoritmo inverso K --~, 
1 

si ha  da E (~), mutandovi  ~ in - -  e moltiplieando poi per  o) ~. 
¢0 - 

I teoremi a), b), c) furono enuneiat i  da POI~CA~fi per p = n, e dimostrat i  
dal LATT~:S per n = 2, 3 e p qua lunqne  nelle Memorie eitate. 

20. 1~ ehiaro da quanto  precede e h e l a  eonsiderazione del determi- 
nante  earatteristieo E (o)) non serve a deeidere della eonvergenza (o meno)  
dell 'algoritmo K al divisore ( g ~ g : . . .  g~), net solo easo ehe l 'equazione 

E (o)) _= 0 (modd g~ g . . . .  g~o) 

(liberata dalla radiee 1 mult ipla di ordine n - - - p )  abbia radic i  che hanno tutte 

u n  modulo non maggiore del l 'uni tg  e vi s ia quaIche radice di modulo 1. 

]~ interessante osservare che : in  questo caso le condizioni  di convergenza 

espresse dalle d i suguagl ianze  (l~),. del n. ° 5 non sono soddisfal te  per  nessun 

valore di r. 

Ammet t iamo infatti, pifl generalmente ,  che l 'equazione 

E (o)) ~ 0 (modd g , . . .  g~) 

abbia (oltre la radiee 1 mult ipla di o rd ine  n - - p )  delle radiei di modulo 
maggiore od uguale ad uno,  e siano o)~, ~)~,..., o~ (con k ~ _ p )  le radiei, ugual i  
o diverse, ehe hanno il (medesimo) modulo massimo (e potrb~ anehe k va- 
flare da regione a regione di M)(*) .  Prend iamo allora l 'equazione earatteri- 
stiea della sosti tuzione l inea re  r(o): 

F(s ' (o,) = f -/~',~ - -  ~;~. o) i ~ 0 (modd g, g~ . . .  g~,), (~., "~ = 1, 2, . .  ., p ;  ,~ = 1, 2 , . . . )  ; 

essa avr'~ come radici di ugual  modulo  massimo +,f, ~f, . . . ,  o~ (**) e conside- 
rando la funzione simmetriea e lementare  di grado k delle radiei di questa 
equazione,  si avr'~ per essa 

o) -¢(0) 

(modd g~ g,~.., g~) (~0) 

(~) Considereremo allora separatamente le diverse regioni di M. 
(~ )  Cf. ad es . :  MUTH, 1. e., p. 33. L 'asserzione del testo si dimostra  subito in modo di- 

retto sulla  forma normale (23)0, (~)e  the  pub darsi  al ia  .P~e). 
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dove il secondo membro ~ 1' invariante ortogo~,ale di grado K della sostitu- 
zione lineare Vr ). 

Poichb le altre radici co~.+~... % hanno un modulo minore di o)~, o~.,..., ¢o~., 
si potrh determinare un numero Zo sufficientemente grande tale che per qua- 
lunque valore di ~ ~ ?0 nella funzione simmetrica del primo membro il primo 
termine sia preponderante e quindi il modulo della stessa funzione,  (essendo 
10~ I~_. 1 ,.. . ,  [% [ ~  1) sia sempre maggiore, sulla varietit M ,  di u re numero 

determinato "a positivo minore dell'ut,it~. 
Ammettiamo ora, se ~ possibile, che l 'algoritmo K abbia, al divisore 

(g, g~. . .  g,,) convergenza lineare di un certo ordine r, misurata datla costante 
positiva a < 1; per il teorema e) del n. ° 6 esso avrh. allora anche conver- 
genza lineare di ogni ordine r q, multiplo di r, misurata da una costante 
non maggiore di aq; sar'h quindi anche per q qualunque 

ed insieme 

" ( " ' I <  a", (:~-, " = 1, ~,.. p) 

Z 
\ - - j  

Facciamo allora nella (4~9) ¢ ~ r q; per la (41) avremo, sulla varieth M 

e pub quindi rendersi piccolo a piacere, prendendo q sufficientemente grande. 
Ma cib ~ assurdo; l 'algoritmo K non pub quindi avere, al divisore (g,g~...g~) 

convergenza lineare di nessun ordine (*). 
Ricordando it teorema a) del n. ° 19, ne segue evidentemente che:  le con- 

dizioni per  la convergenza lineare di u n  ordine qualunque saranno  soddisfatte 

aUora ed allora soltanto the l' equazione E (~) ~ 0 (modd g, g~ . . . g~) abbia (oltre 
la radice t multipla dell 'ordine n - - p )  tulle le radici  inferiori  in modulo al- 

l'unitO~: sicch~ questa b, in ultima analisi, la condizione necessaria e suffi- 

ciente perch~ l'algorilmo K abbia al divisore (g~g~. . .  g~) convergenza lineare 

di un  ordine qualunque. 

Pisa, Gennaio 1.907. 

(~) Tutto questo non dimostra per5 che l'algoritmo non converge. 
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Riporto, qui sotto, i titoli di alcuni lavori che trattano di questioni di iterazione in una 
o pitt variabili, che, per dimenticanza o perch~ pubblieati contemporaneamente, furono omessi 
nell'indice bibliografico che ~ in fine alla Memoria ricordata dell'Accademia dei XL. 

1875. C. FORMENTI, Su alcuni problemi di Abel (Rendiconti Istitut0 Lombardo, serie 2. 'q, 
vol. 8. °, pag. 276). 

1890. H. POINCAR~, Stcr uno~ elasse nouvelle de transcendan~es uniformes (Journal de Liouvilte, 
4.me Serie, Tom. 6.me, pag. 313). 

1897. F. PODETTI, Sulle sostituzioJzi uniformi (Giornale di Battaglini, Vol. 35, pag. ~6{). 
1898. C. BOURLET, Sur le probl~me de l'itdratio~ (Annales de la Facult6 des Sciences de 

Toulouse, Tom. XII, C. I). 
1901. J. HADAMARD, Sur l'itgration et les solutions asymptotiques desgquations differeutielles 

(Bulletin de la Soci6t~ Math. de France, Tome XXIX, pag. ~ ) .  
1901. T. LEvI-CIv1TA, Sopra alcuni criter$ di instabilit& (Annali di Matematica, Serie 3.% 

Tomo V °, pag. 221). 
1902. O. SPiESS, Die Grundbegriffe der Iterationsrechnung (Dissertation Basel, 1902). 
190:~. CIGALA, Sopra un criterio di i~istabilit& (Annali di Matematica, Serie 3. a, Tomo XI, 

pag. 67). 
1.906. S. I~ATTI~S, S~r les dquations fonctiot~nelles qui definisse~t uue courbe ou une surface 

invariante par u~e transformatioJ~ ('Annali di Matematica, Serie 3. a, Tomo XIII, 
pag. 1). 

1906. SPIESS, Theorie der linearen lteratgleichun~g mit konstanten Koeffizienten (Mathematische 
Annalen, Bd. 62, S. 226). 

Pisa, li 18 Marzo 1907. 


