Sulla teoria della convergenza degli algoritmi
di iterazione.

(Di OxoraTo NicorerTr, a Pisa.)

In una Memoria: Sulla feoria delliterazione (*), che ha avuto P'onore di
essere pubblicata tra le Memorie della Societtr Italiana delle Scienze, ho svi-
luppato una teoria della convergenza degli algoritwi di iterazione in n varia-
bili, assegnando dei criterf di convergenza, i quali permettono, nella mag-
gior parte dei casi, di riconoscere, mediante operazioni razionali, se un de-
terminato algoritmo di iterazione converge a limiti determinati e finiti. Per
la teoria stessa, gli algoritmi convergenti possono classificarsi, in ordine alla
loro convergenza, introducendo la nozione di ordine e grado di convergenza.
Vi & pero, a questo punto, una grave lacuna; in quanto, mentre & agevole
riconoscere se un algoritino ha, o meno, convergenza di un ordine e grado
determinati, quando invecc sia dato soltanto I'algoritmo, non & possibile, per
i criteri stessi, decidere con un numero finito di operazioni se lalgoritino
soddisfi, o meno, ad uno qualsiasi di essi criterl. Questa lacuna mi & ora
riuscito colmare, in guisa molto semplice, ed espongo, nelle pagine che se-
guono, il risultato cui sono pervenuto.

Per maggior chiarezza, credo opportuno richiamare prima alcune defi-
nizioni e risultati della Memoria sopra ricordata.

(*) Memorie della Societd Italiana delle Scienze (detta dei XL), Serie IlI, Tomo XIV,
Roma, 1906. Dovrd nel seguito riferirmi continuamente a questa Memoria; la indicherd
sempre colla lettera A.
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I. NoTAZIONI B DEFINIZIONI.

1. Si abbia (*), per considerare il caso pili semplice, un sistema di »

equazioni in due serie di » variabili @, @,...x,, ', ®,... &,
@, (@, ') =0, (t=1, 2,..., n), §))

dove le &, (x, x'), quando le x e le a’ siano variabili complesse, si suppon-
gouo analitiche in queste variabili; quando le « ed «" siano invece reali, sono
loro funzioni reali, finite e continue nel campo che si considera con tutte
quelle loro derivate che ci occorrerd di considerare. Facendo nelle &, (x, ')
x=uwx,(k=1, 2,..., n), otteniamo » funzioni delle x, , ... x,

0 (@ 5. . 2,) == o, (1), (i=1,2,..., n) (2)
tali che si ha per esse, coi simboli di KRONECKER (*¥):
&, (2, )=29,(x) (modd ', — ), (,k=1,2,.., n). (2%

Sia ora M = (g,, Gay---s o) CON Gp=gp (@) = gu (@, @, ... 2,) (t.=1,2,..., p),
un divisore di rango p del sistema di funzioni ¢,, ¢,,..., ¢,, tale cioé che la

matrice funzionale

d(g.g:.-- 9,
dx,a,...2,)

abbia la caratteristica p. Abbiamo allora
¢ () =0 (modd gy, ¢:,..., 4,), (t=1, 2,..., n); 3)
di pit le equazioni
9:(®) =0, g, (@) =0,..., g, (x) =0 (4)

definiscono nell’ S, di coordinate (x, o,...®,) una varietd M ad w —p di-
mensioni.
Ammettiamo ora che il determinanie funzionale

d(d, d,...d,)
dx, x,...x,)

(*) Cf. A, nit3.
(**) Sui metodi di Kronecker, cf. ad es.: Konig, Algebroischen Grissen (Lipsia-Teub-
ner, 1903) Cf. anche A, n.* 2.
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sia diverso da zero, quando in esso si faccia &, =uwu,, gu(x) =0 (k =1,
2,..., n; p=1, 2,..., p). In questo caso le equazioni (1) definiscono, in un
intorno (di S,) convenientemente piccolo della varietd M, le &’ come funzioni
determinate, finite, continue, derivabili (analitiche nel caso complesso) delle .
Faceciamo infine lipotesi che detto € l'intorno della varietd M, entro il quale
va preso il punto « perché sian soddisfatte le condizioni superiori, anche il
punto «', definito dalle (1), cada nello stesso intorno.

2. Cio posto, sia & = (2, «@,..., =) un punto qualunque di questo
intorno, e consideriamo la sucecessione infinita dei sistemi di equazioni:

b, (@, V) =0; &, (@D, #®) =0;...; &, (@, 2¥)=0,..., (i=1, 2,..., n).

Nelle ipotesi fatte, esse equazioni definiscono una successione di punti
in S,
@, D, D L, e, ()
ed ove questa successione sia convergente ad un punto limite X =(X, X,... X,),
diremo che le equazioni (1) definiscono un algoritmo K di iterazione (*). Per
la continuita delle @, (x, ") e per le (2*) il punto limite X soddisfera alle equa-
zioni
0, (X) =0, (t=1,2,..., n); (6)
se in particolare, qualunque sia il punto iniziale x'¥ scelto nell’intorno C della
varieta M, si avrd
g!"(X):()a ({in,g,...,p) (7)
(con che le (6) sono manifestamente soddisfatte), cioé se il punto limite X
appartiene alla varietd M, diremo anche che Ualgoritmo K appartiene alla
varietc M definita dalle equazioni (4).

II. CONDIZIONI DI CONVERGENZA. — ORDINE E GRADO DI CONVERGENZA.

3. Nelle ipotesi del n.° 1, quando il punto « si prenda in un intorno
sufficientemente piccolo di M, dalle equazioni (1) si ottengono delle relazioni
della forma (**):

P ,
w'kﬁmkzzl:-" Ehy gp (), (k=1,2,..., n) (8)
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dove le Pru(k=1,2;..., n; ». =1, 2,..., p) sono funzioni determinate e finite
delle @, @, ... x,. Da queste si traggono p identitd della forma:

@)= $oywg @, (=1,2..,p) (9)

Hl_\/;g

essendo le v,, funzioni determinate delle x; cioe: nel passare dal punlo x
al punto successivo x’ (al suo conseguente, secondo la denominazione di Poix-
CARE) le p funzioni g7, g,,..., g, subiscono una sostituzione lineare.

Posto, per brevitd di scrittura, per qualunque

98 = g (@) = gu (¥ = ... 1),

dalle (8) si ha immediatamente che quando le p serie
2e08  (e=12.,p) (10)

convergono assolutamente (ed uniformemente) nel campo dato, altrettanto
¢ delle altre

20+ 3, @0 —ae) (=1, 2,..., ) (16%)
1

e quindi I'algoritmo K converge (uniformemente) ad un punto della varieta M,
appartiene cio¢ alla varietd M (*).

(*) B chiaro che la convergenza (assoluta ed uniforme) delle serie (10) ¢ condizione sol-
tanto sufficiente perche I'algoritmo converga ed appartenga al divisore (g, ¢, .. . gp) (cf. an-
che A, n,° 18). Perd, se si vuole che I'algoritmo tenda al suo limite, soddisfucendo o porti-
colari condizioni, si & condotti a porre la convergenza delle serie stesse.

Awmmettiamo infatti che, quando il punto iniziale 2@ sia scelto in un intorno conve-

N . s . . . . /, . .
niente della varietd M, l'algoritmo sia convergente, sia Xx = lim #¢ e valgano iusieme
=0

le (7). Consideriamo i moduli delle n differenze Xp — ac;g) e sia d, il limite superiore di questi
moduli, mentre il punto iniziale « varia nell'intorno considerato ; 3, potrd definirsi come
Uerrore che si commetts quando al punto limite (X) si sostituisea il punto p-iterato (x@). Per
la convergenza dell’algoritmo si ha evidentemente

tim 8, =0,

{P:XD

Ammettiamo ora che, esssindo a wia costante positiva minore dellunitd, da un certo va-

lore p, di p in poi si abbin

dori=ady, (p=p,),
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4. Siamo in tal guisa condotti a studiare le p serie (10) ed a cercare
delle condizioni, sotto le quali esse convergono assolutamente (ed uniforme-
mente). Queste condizioni sono espresse dal teorema seguente (*):

Poniamo :

t

g
I“,LE}EV [vwe | (modd g, Goseery Gp) (i1

Se su tutla lo varieta M si ha

Up=a,, (12)

oppure, essendo I una quantiti finita :
3@<La97 (PEPO)'

In una di queste ipotesi convergeranno assolutamente ed uniformemente le n serie

o
,_},,('k—x‘h@) (b=1,2,..., )
0

e con esse le altre
o0 oo 00 [
.'afp 98 = (9# (@) —gu (X)) = ;p} 21:&: Yur (56'}5) - Xk) z (v=1,2,..., p)
G .

dove le guy sono le derivate 09 in punti intermedi) ciot le serie (10). Se dunque si

E
vuole che gli errori successivi decrescano (almeno) come una progressione geometrica decrescente,
ne segue necessariamente la convergensa (assoluta ed uniforme) delle serie (10).
Reciprocamente, quando le serie (10) convergono ed & per esse soddisfatta la (12), in-
dieando eon a un qualunque numero compreso tra a, ed 1 {gli estremi escl), il punto ini-
ziale x pnod prendersi in un intorno determinato della varietd 3, in guisa che per il resto
Ba (gu) di una qualunque delle serie (10) si abbia

(R”(gﬂ)><G0—f—a__n‘&v (FZi,Qs"'vp)

dove G, & il massimo modulo delle g{* nell’intorno considerato. Una relazione del tutto
analoga varrd allora per il resto R, di una qualunque delle serie (10%) e quindi anche per 'er-
rore 9, : si potrd cio? determinare un numero p, tale che per g = p, sara sempre, indicando

con I, un numero finito
do=Lae, (p=p,);

ciog gli errori successivi saranno ancora confrontabili coi termini di una progressione geome-
trica decrescente.
*3Cf. A,nibe6.
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dove a, & un nummero positivo determinato, minore dell®unita, ed il punio
iniziale x'¥ si prende in un intorno convenientemente piccolo della varieta, M,
le serie (10) convergono assolutamente ed uniformemente.
Valgano, sulla varietd M, le disuguaglianze (12). Due casi sono allora
possibili (*).
a) Le ', non sono tutte nulle in ogni punto di M. In questo caso
detto a, il limite superiore dei valori delle I', sulla M, indicando con a un
qualunque numero positivo compreso tra a, ed 1, le serie (10) sono con-

frontabili (i moduli dei loro termini sono cioé minori dei termini corrispon-
oo

denti moltiplicati per un numero finito) colla progressione geometrica %},, a’,

oo
ma non si pud dire ugualmente per una progressione analoga Y,a’, per la
0

quale sia invece 0 <Ca' < a,. Diremo in questo caso che l'algoritmo K ha
convergenzo lineare o di 1.° grado (e del 1. ordine) e diremo anche che la con-
vergenza ¢ misurata dalla costanle a, .

b) Tutte le I, e quindi anche le yp, (¢, v=1, 2,..., p) sono nulle sulla
varietd M. Puo allora (in generale) determinarsi un intero s> 2, tale che
in un intorno convenientemente piccolo della varietda M si hanno delle re-
lazioni della forma:

P
G (&) = %"‘171'2"'7’3 T ishygeassora Py (@) Gi, (%) -+ . Gi (), (w=1,2,.,p) (13)

dove le Y44, SON0 funzioni determinate delle a, che sulla varieth M ri-
mangono inferiori in modulo ad un numero finito e non sono futte nulle.
In questo caso le serie (10) convergono assolutamente ed uniformemente in
un intorno conveniente di M; esse sono inoltre confrontabili colla serie:

1+;905"

dove 0 & ancora un numero positivo determinato, minore dell’unitd, e che
ha quindi una convergenza estremamente rapida. Diciamo in questo caso
che Talgoritmo K ha convergenza (del 1.° ordine e) di grado s.

5. Le considerazioni precedenti sono suscettibili di una importante
generalizzazione (**). Sia r un intero qualunque, maggiore dell’'unita e nelle (9)

(*) Cf. A, n.o 7.
(**) Cf. A, n.° 8,
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cambiamo successivamente le  nelle o, ®, 2,..., #*"?; eliminando poi le

g9, 9%,..., g" ", otteniamo delle relazioni affatto analoghe alle (9) stesse, che
scriviamo:

. &
gg? = Gy (wm = %" quz' -9 (w)’ (y' =1, 2,..., p) (9)9

e le %, possono ancora riguardarsi, mediante le equazioni dell’algoritmo, come
funzioni determinate delle @. Poniamo ancora:

D
]“Z’E%V]YZH7 (nlOdd Gis Goseees gp); (11)'

abbiamo allora il teorema :
Se su tulta la varieta M si ha

I‘(ﬂ”fa'm (f"x17 Q""ap)7 0‘_—56&0<1, (1Q>’

le serie (10) convergono ancora assolutamente ed uniformemente in un intorno
conveniente della varieta M.

In questo caso diremo che lalgoritmo K ha convergenza dell’ordine »
e la convergenza sard lineare, quando non tutte le I'y siano nulle su M;
quando invece le T’ e quindi anche le ¥, (z, v=1, 2,..., p) sian tutte nulle

su M, la convergenza sard di grado s =2, se in un intorno di M varranno
delle relazioni, analoghe alle (13)

g;z (m(r)) == ﬁ“hkg"'h Yf:glr{""rn gk‘1 (Q(/’) gl-": (m) v g’w (ﬂ?), (13)’

dove le ¥\, 5, sono ancora funzioni finite e determinate delle @, non tulle

nulle su M. B nel caso della convergenza lineare le serie (10) sono confron-
tabili colla serie
i
L]

Id

=l g

(dove a & un qualunque numero compreso tra a, ed 1 e [J?—J indica il mas-
r

» . - o . . .
simo Intero contenuto in ‘7), la cui convergenza & simile a quella della

progressione geometrica; nel caso della convergenza di grado s sono invece
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confrontabili colla serie:

5041
Yotk d, con 0<<h<T1
U

la quale & ancora rapidissimamente convergente.

Notiamo infine che, se p =1, non & il caso di occuparsi della conver-
genza di ordine superiore al primo; se lalgoritmo ha convergenza di un
ordine r > 1, I'ha ancora del 1.° ordine. Non altrettanto puo dirsi per p >-1.

6. Sull’'ordine ed il grado di convergenza di un algoritmo K abbiamo
i teoremi seguenti (¥):

a) Se Valgoritino K ha (al divisore M) convergenza di ordine r e di
grado s =2, avra anche, in convenienti intorni di M, convergenza di qualunque
ordine v' >r e di grado non minore di s.

b) Se Valgoritmo K ha convergenza dell’ ordine r e grado s = 2, ed insieme
dell’ordine v’ e del grado § =92, ha anche convergenza dell’ordine r—v' e di
grado nown wminore di s§.

In particolare, ne segue:

¢) Se Valgoritmo K ha convergenza dell’ ordine r ¢ grado s =9, ha anche
convergenza di qualungue ordine r q, multiplo di v, e di grado non minore di s*.

Nel caso della convergenza lineare si ha poi:

d) Se Valgoritmo K ha convergenza lineare degli ordini r, ¥, misurata
rispettivamente dalle costanli a, o', ha ancora convergenza {(almeno) lineare
dell’ ordine r 4+ r', wmisurato da una costante non maggiore di a o',

Tn particolare:

e) Se Ualgoritmo K ha convergenza lineare dell’ ordine v, misurata dalla
costante @, ha anche convergenzo (alaiae-no) lineare di ogni ordine r q, multiplo
di r, e wisurata da una costanle non maggiore di o' (*%).

E opportuno fare anche l'osservazione seguente (**¥),

L’algoritmo K non cambia in modo essenziale, quando alle equazioni (1)
che lo definiscono si sostituisca un sistema equivalente, o una trasforma-
zione analoga si eseguisca sulle equazioni (4) del divisore M, o quando in-
fine si faccia nell’S, = (x, ... #,) una qualunque trasformazione di variabili.

(*y Cf. A, no 9.
(**) Si pud ancora aggiungere che: Palgoritmo avré anche convergenza lineare di qua-
lunque ordine maggiore di un nwmero r, sufficientemente grande (cf. pil oltre n.* 19, a)).
(***) Cf. A, n.* 25.
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Una qualunque di queste trasformazioni lasecia invariati Uordine » ed il
grado s di convergenza dell’algoritmo, quando sia $ >1; nel caso della con-
vergenza lineare (di un ordine qualunque) la 12 e la 3» trasformazione la-
sciano invariati 'ordine della convergenza e la costante che la misura; cam-
biando invece le equazioni (4) che definiscono il divisore M pud (se p>1)
mutare il minimo ordine di convergenza delle relative serie; quel che ri-
mane invariato & (in una certa misura) il rapporto delle costanti che mi-
surano la convergenza dei successivi ordini.

7. Quali sono le condizioni necessarie e sufficienti, perché l'algoritmo K
definito dalle equazioni (1) abbia, al divisore M, convergenza di ordine » e
grado s (e non maggiore) ? (*).

Sia dapprima $= 2. Si hanno allora come condizioni necessarie ¢ suffi-
cientr le p 3 (n +§-_1) —1 ! congruenze (non tutte perd indipendenti)

|
e=1,2,...,8—1
=0 (modd g,, go,..., 7,) {e=1,2,..., p
by layy to=1,2,...,m

o3 L)
- ¢* g (1)
' Dy, Gy, . . . G g

insieme colla disuguaglianza

P 7 | Eﬂ 0 (m(r‘))
V. ¥ Y ==0 (modd g,, g g (5)
‘?‘[1 21"1'2 9 @y, ¢ Ly oo s ¢ Lo T ( Gis Gareess e/l’)' ( :

Si osservi ora, che, per i teoremi fondamentali sulle funzioni implicite,
ogiti l‘ﬁj‘}tl_“,&) (a meno di un denowminatore che su M & diverso da zero e finito)
si puo esprimere come una funzione razionale intera delle derivate delle g, ()
e delle o, (x, ©'y di ordine non maggiore di p, e nella quale figurano in modo
essenziale le derivate delle g, e delle &, (x, ') di ordine o. Ne segue che:

Operando sulle g. e sulle &, (x, &) con sole operazioni razionali ¢ di deri-
vazione, ¢ possibile riconoscere se Valgoritmo K ha al divisore M convergenza
di un determinato ordine e grado.

Per s=2 i calcoli si- eseguiscono cen tutta facilith e danno il risultato
seguente. Poniamo

d ((h1 @, ... (])n) :
7 7 7 == A, (N cees 4,
d(w1--.93:—1wkwf+1-..mu) An‘(nOddg‘,gg, ,gp)

GHr=12,.,n ) (16),

[
ry . § / 4 .
Allﬂ _ zlkakz"‘kr-; Afh = lpkg e Akr‘glrr-; Akr—;k 5

*) Cf. A, nt 11 e 12

Annali di Matewmatica, Serie T1T. Tomo XIV. 2
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le condizioni necessarie e sufficienti per la convergenza quadratica e di or-
dine » sono espresse dalle »p congruenze:

21‘" g,,,z/_\g{c)z()(moddgl, Gayeres gp)7 (f":—" 17 Qa“'yp; k= 17 (2;"'7 %) (17)1

In particolare, per r=1, le condizioni necessarie e sufficienii per la
convergenza quadratica del 1.° ordine si scrivono

ki J
S ou gt =0 modd g, g g). (17,

Per s =1, quando cio& la convergenza & lineare, si ottengono p disu-
guaglianze (¥), che per brevitd omettiamo di scrivere, non occorrendoci nel
seguito.
d (e, d,...0,)
d{x x,... 2z,
sia diverso da zero. Allora, sotto condizioni analoghe a quelle poste al n.° 1,
le equazioni &, (x, ') = 0 possono risolversi anche rispetto alle w, 2, ..., e
definiscono un altro algoritmo, che diciamo inverso del primitivo K e indi-
chiamo col simbolo K.

Sia ora p=1; se per lalgoritmo K, nell'intorno di M, si ha

8. Ammettiamo (**) che anche il determinante funzionale

g@)=7v®).g9(®),

-]

per Vinverso K~' sard invece:

ngﬁ%ywy

Consideriamo allora le due equazioni g (x)=0, |y ()| =1, la seconda
delle quali escludiamo sia una conseguenza della prima. Esse definiscono
una varietd M, ad n—2 dimensioni, che divide la varietd M in due parti
M’', M” (una delle quali pud anche mancare), tali che in una di esse, ad es.
M’ si ha |y (x)|<<1, nellaltra M” si ha invece |y (x)|>1. In un conve-
niente intorno di M’ & chiaro che converge l'algoritmo K (al divisore g}, né
pud questo algoritmo convergere ad un punto di M fuori di M’, in quanto

*) Cf. A, n.° 13, o).
** Cf. A, n.° 14
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00
nella serie Y, ¢, quando sia |y|=1, I termini rimangono in modulo supe-
4

riori ad un numero finito, il punto «» non pud quindi tendere ad un punto
di M, nel quale & g = 0. Analogamente l'algoritmo K~' converge nell’intorno
di M” e non pud convergere ad altri punti di M; di guisa che, fatta ecce-
zione della varietd M, ad »—2 dimensioni, su tutta la varietd M (in un suo
conveniente intorno) converge uno ed uno solo dei due algoritmi K, K.

Sia invece p>1. I due algoritmi K, K™™' non possono aver convergenza
(al divisore M) wné dello stesso ordine, né di ordini distinti. Questo perd non
dimostra, a tutto rigore, (come per p = 1) che, quando l'algoritmo K converge
nellintorno di 3, non possa convergere anche lalgoritmo K'; possiamo
affermare soltanto che esso non pué soddisfare ad alcuno dei criteri di con-
vergenzo da noi assegnati. I due algoritini K, K~' possono perd convergere wii-
bedue quando appartengano a divisori distinti delle funzioni o,, o,,..., o, (¥).

9. 1 chiaro, da quanto precede, come il caso della convergenza di
grado superiore al primo conduca a risultati molto pih precisi e notevoli
che non quello della convergenza lineare (cf. anche A, ni 20 e 26). Si pre-
senta quindi naturalmente la questione: Riconoscere, mediante un nuinero
finilo di operazioni, se Ualgoritmo K definito dalle equazioni (1) ha ad un
divisore (g, g, -..9,) di rango p delle funzioni (2) convergenza (di un qualche
ordine) e di grado superiore al primo.

Per la risoluzione della questione stessa non bastano i criteri di con-
vergenza dati ai ni 4 e b; volendo infatti applicare questi eriteri, dovremmo
cominciare dal verificare se l'algoritmo X ha al divisore (g,...g,) conver-
genza (almeno) quadratica dei successivi ordini; ed & chiaro che un numero
qualunque di risultati negativi non autorizza, a priori, alecuna conclusione
circa la convergenza o meno dell’algoritmo stesso.

La questione si pud pero risolvere e, come vedremo, in modo semplice
ed elegante. Dimostreremo infatti, nelle pagine seguenti, un teorema, il quale
permette di riconoscere, con un numero finito di operazioni razionali, se
lalgoritmo X ha al divisore (g, ¢....g,) convergenza di grado superiore al
primo (e di un ordine qualunque) ed inoltre, quando questo accada, as-
segna l'ordine minémo di convergenza (almeno) quadratica che lalgoritmo
possiede; di guisa che quando (come nella maggior parte dei casi si fard
per evitare dei calcoli molto lunghi) ei si limiti alla considerazione della sola
convergenza quadratica, nessun aliro calcolo é piit necessario,

(*) Cf. anche A, n.t 15-17,
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Infine, quando si sappia, per lo stesso tcorema, che 'algoritmo non ha
al divisore (g,...g,) convergenza di grado superiore al primo, le considera-
zioni stesse conducono ad un notevole criterio (naturalmente soltanto suffi-
ciente) per la convergenza lineare.

III. It DETERMINANTE CARATTERISTICO DI UK ALGORITMO.

10. Diremo determinante caratteristico dell’algoritmo K, definito dalle
equazioni (1), il determinante del grado » in o
_ |99 éd), *) c g
E(0)= PRI A (4, k=1, 2,..., n). (18)
Questa denominazione si giustifica coll’osservare che:

a) Se alle equazioni (1) che definiscono l'algoritmo si sostituisce un
sistema equivalente

¥, (x, )=0 (=1, 2,..., n) (1)
si hanno delle relazioni della forma
n\
W, (2, &) = ¥, 2, ¢, (x, x), (19)
1
dove le «, sono funzioni determinate delle x ed «', il cui determinante
¢ =/=0(modd ¢,, ¢,,..., 9,). Derivando le (19) otteniamo:
cw, 0%, i

. R @, .
Py T a—w‘;‘ = _14, L - P_&;; (andd by, Dy, ‘h,,), (7: == 1, Q,..-, n)
¥ k Ty

e quindi anche

po, B,
U.HI . ‘%;—I——UJ E-.CEI:

16‘1»‘,. 0y
¢

o _{—- 0
o,

(modd ¢, ®,,..., d,)

k

(G, 1, k=1, 2,..., n)

(*) Il determinante caratteristico di un algoritmo si trova per la prima volta, io credo,
nella Memoria di Poincarf: Sur une classe nounvelle de trascendantes wniformes (pagg. 342
¢ segg.); fu quindi nuovamente considerato dal sig. Lrau (Sur les équations fonctionnelles é
une ow & plusieurs variables, Annales de Toulouse, 1897, E, pag. 7l e segg.) e poi dal Levi-
Civera e dal Latrds (rispettivamente a pag. 231 e alle pagg. 10 e 38 delle Memorie citate in
ultimo).
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cio¢: il determinante E (») si moltiplica (modd ¢, ®,...®,) per un fattore di-
verso da zero ed indipendente da o, quando alle equazioni di definizione
dell’algoritmo si sostituisca un sistema equivalente.

b) Eseguiamo un cambiamento di variabili, mediante le formule:

=1 5%...5), . =fEE...%) (i=1, 2,..., n),
essendo 1 due determinanti funzionali

d(x,x,...2,) d(x',o,...x,)
3

Tz e 7L 7
d(;IQQ"')‘;11) d(;ré?"‘i;t)

diversi da zero. Dette @, (¢, &) =0 le nuove equazioni dell'algoritmo, sard

00, _ g Db 0w, 2 _ 3 09,

-; 2‘ Bwla:n, ai,kn— 1'

m;m
SV
8

i gs (4, k=1, 2,..., n).

QO
m

Sia ora M =(g,, ¢.,..., y,) un divisore di rango p delle funzioni ¢,
©yy...y 9,; Si avra allora

. =w; &,=%moddyg, ¢.,..., 4,), i=1, 2,..., n)

e quindi anche

8Zc,,:_8oc, (modd ¢,, ¢s,..., 9,), (k, 1=1,2,..., n)
e percio
7@, o0, | |éw, oo, 7z, i
agk—i—wag,;— = 8wl+m 52{7’_,‘ . ia—g‘ (modd g,, gas..., 9,);

cioé: Mutando in un modo qualunque le variabili, il determinante E (w) si
moltiplica, rispetio ad un qualunque divisore delle funzioni (2), per il deter-
minante funzionale delle antiche variabili rispetto alle nuove.

In ambedue i casi ¢ divisori elementari del determinante caratteristico ri-
mangono invarieti.

11. Sia ancora M =(g,, ¢.,..., g,) un divisore di rango p delle fun-
zioni (2) e proponiamoci di vedere se 'algoritmo K definito dalle (1) con-
verge o meno al divisore M. Poiche, come abbiamo visto, il determinante
E (o) si moltiplica per un fattore indipendente da o e diverso da zero, quando
alle (1) si sostituisca un sistema equivalente, possiamo in particolare sup-
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porre che le equazioni di definizione dell’algoritmo abbiano la forma se-
guente (*):
P

@, (@, @) = — gu (@) -+ St @) 9. @) =0, (=1, 2,000, D) )

. . (20)
b, (@, ') = 21_:» Ty g, () ‘;k op{xa)(@,—ux,)=0, (t=p-+1,.,n) 3
dove le vu. (x) sono le funzioni gia definite al n.° 3 e le ks, o sono fun-
zioni determinate dei loro argomenti.

Si ha in questa ipotesi:

5“? Y,}.v g.'.'. — g‘uk

. "’:17 Q, s P
E(w)= Y (modd g, 9. ...9,), (t=p+1,...,n
%vh Jv:+(0)_1) kzl, Q,..,”x /
dove abbiam posto
gm_ﬁagv( )(madel, Gaseons G5 (v=1,2,. s k=1, 2,..., n);

si avrd quindi anche

Yuv— Euy O 0 Yok s Vs 921, 2,0, P
E(w)= . o w,v=p+1,...,n (21)
Bz, (0 —1)e, Pur \ E=1,2,...,n

(con g, =1 per i=Fk, =0 per i==k Ma avendosi

d(d, d,.
dx',

Gpk f“—( 1y

;ZI\

(I)M
,)) (modd g,, ¢:,..., 9,),

sard il determinante stesso diverso da zero e quindi (**) i divisori elemen-
tari del determinante F (») sono gli stessi del determinante

pmy=12,..,p \_ ,
(tv w=p-+1,.., %) (Q‘l)

Ypy — Euy O 0
Iz (o —1je,

(*) Cf. A, n.e 7, formula (30.%).

(**) Quando due matrici simili 4, 4" si deducono I'una dall’altra componendole con un
determinante B diverso da zero, i minori di un ordine gualunque di una delle due matrici
sono funzioni lineari omogenee dei minori dello stesso ordine dell’altra. Ne segue subito
I'asserzione del testo,



degli algoritmi di iterazione. 15

Per risparmiar delle considerazioni troppo minute, e che, almeno per la
questione che ci occupa, non avrebbero alcun interesse (cf. n.° 20) suppor-
remo che il determinante di ordine p

F(w)=1|vw—z2mol, (z,v=1,2,..., p) (22)

non si annulli (modg,...g,) per o=1.

Dalle (21), (21') abbiamo allora il teorema :

Se M=(9,0,...9,) ¢ un divisore di rango p delle funzioni ¢,, ¢,, .. 9,,
il determinante E (o) caratleristico dell’algoritmo ha (modd g, g,...9,) n—p
divisori elementari uguali ad » — 1 ed inoltre tutti i divisori elementari del
determinanle caratieristico della sostituzione lineare (9) (che supponiamo di-
versi da una potenza di o —1)

Flo)=|yy—cemol, (g, v=1,2,..., p)
Si ha insieme identicamente

d(®, ... 0)

E (o) =(— 1))’(11 (', ay... )

(0 — 1y F(o), (moddg,, ¢, .., g,). (217

IV. EQUAZIONI NORMALI DEL DIVISORE M = (g, ¢,...4,)

12. Abbiamo osservato al n.° 3 che nel passare, mediante 'algoritmo K,
da un punto « al suo conseguente «’, le p funzioni g, g, ... g, subiscono una
sostituzione lineare data dalla formula

92 (®) = 2o 1 95 (). (9)

Consideriamo la sostituzione

= (YI“’) (H]Odd 9 gz gzl)? (.U" V= 17 97'--7 p)

Il suo deferminante caratteristico & il determinante (22), e se questo si
decompone néi suoi divisori elementari al modo seguente

Fo)= (1) (0 — o) @— o). (0—o)r, (p4p+-tp=p) )
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¢

e noto (*), che si pud determinare una conveniente trasformata ’'=7"1 T
della T (mediante una trasformazione lineare T non degenere) la quale abbia
la forma 4

r'=r,.r,...1(moddg, g, ... 9,), (23)
dove le Iy, Ty,..., [, sono sostituzioni (fra loro permutabili) che operano su
variabili diverse, e delle quali la T, opera su p, variabili ed ha (modd g, ... g,) la
forma normale

(24)

..............

Vogliamo ora dimostrare che si pud, ed in infiniti modi, determinare un
sistema (G, G, ... G,) di funzioni, equivalente al sistema (g, ¢, ....4q,), il quale,
nel passaggio dal punto « al conseguente «’ (mediante 'algoritmo K), subisce
una sostituzione lineare I'" che ha (modd g, ¢ . .. g,) la forma normale espressa
dalle (23) e (24). Diremo per brevitd che in tal caso le (G, G,...G,) costi-
tuiscono un sistema normale di equazioni del divisore M =(g,...g,)

13. E evidente, per la sua definizione, che un sistema normale (G, G,...G,)
deve essere indipendente dal particolare sistema (g,¢....9,) di equazioni del
divisore M che si considera. E quindi naturale pensare (e cosi & veramente)
che un tal sistema possa definirsi in guisa affatto indipendente dal sistema
9:9:---9,)-

Sia per questo

G =G (x) = ‘\; 5. (@) . o0 (@) (25)

una qualunque combinazione lineare delle funzioni ¢,, o,,..., ¢, definite
dalle (2%) del n.° 1, essendo le %, (x) funzioni, per ora indeterminate, delle =,
e indichiamo con

r ) oo ’ ’ -
G=0G & x%i~i(m)o.(m) (25")
la funzione conseguente della G mediante Palgoritmo K.

(*) Cf. ad es.: HAMBURGER, Giornale di Crelle, Vol. 76, pagg. 113-125 ed anche: Murs,
Theorie und Anwendung der Elementarthetler (Lipsia-Teubner, 1899, pag. 82).
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Si ha ora identicamente, per il teorema del valor medio (¥):

, Looe, NS 0 :
¢i(w,w)z@;(w)+%km(wk—wk)zfp,-(m)_{— ?“"amk(w’““w’“):o’

. 9, 70, . . .
dove le derivate T |8 le 7| SOnO prese in un conveniente punto inter-
& E

medio tra i punti (x, &), (%, ) (e (%, '), (&, «')); si avra quindi

? o,

3
Al
i~ §

1 0 @,

Euld S (@ — ) 5? ’ G = ¥ ()

¢, D, )
=09 S =5%,(modd g, 9....9,),

v o ' 0 @,
GE—'%a‘h'&a‘(wk——wl)ém—’;’ )
(modd (g, g .+ - 0,)7) (*%) (26)
X u 0, R
=¥ % (x,— B
F= Lo 2o (@ mk)Bmk /

Supponiamo ora che, indicando con o una funzione deferminata dei punti
dello varieto M, si abbia

G =G (modd(g,9....9,)°"); (27)
per le (26) questa diventa :
N T L L g
S sl —a) | Gt _8??{ =0 (modd (g, gs...q,)). (279

Quando inversamente questa congruenza sia soddisfatta, per le (26), varrd
ancora la (27), cioé la funzione G=353,¢,, ove non sia =0 (modd (g, g, ... g,)°),
si riprodurrd, per l'algoritmo K, moltiplicata per o (modd (g, g....g,)").

(® Cf. A, n.° 5.
(**) Col simbolo M2 o (g4 gy . . . g»)% indichiamo il modulo quadrafo di (g1 9, . . . g,), Otlenuto
ciot eomponendo due volte il modulo (g, 45. .. g,). (Cf. anche A, n.o 2).

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIV, 3
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14, Poniamo per brevita

0, ‘
n=3s) 3 2l (moddgige g, (=1, 2 m); (9)

1

la (27*) si scrive allora
%‘Jk A, (@', —a,) =0 (modd (¢, ¢.... 9,)°) (27%%)

e, per le (8) del ne 3, sara soddisfatia quando si abbia
A, =0(moddg,9....9,), (k=1 2,.., n). (29)

Dalle (28) poi & chiaro, che si potrd soddisfare alle (29) con valori
delle 3, non tutti nulli (modd g, g,...g,) allora ed allora soltanto che o sia
una radice della equazione E (»)=0(mnodd g, g....g,), che si ha annullando
(modd g, g....g,) il determinante caratteristico dell’algoritmo K.

Sia inversamente » una radice della equazione E (0) =0(modd g, g,... g,),
e si determinino le 3, (non tutte nulle (moddg,...g,)), in guisa da soddi-
sfare alle congruenze (29); varra allora anche la (27*%) e quindi la (27),
purché non sia G =0 (modd (9, 9. ...9,)°)

Vediamo allora se puo essere per la funzione cosi determinata

G=23,9,=0(modd (9,9....4,)°)
In questa ipotesi, derivando rispetio ad una qualunque «, si avra:

gg =33 a‘O--’w““O(moddgl g:e.-0,), (h=1,2,..., n).

Ma dalle congruenze (2*) del n.° 1 si ha subito:

0 0P,
8@ amk+~— (modd g, g,...9,), (k=1,2,...,n)

e sostituendo nelle precedenti:

oG _ % 0o 0, -
o=3 3(3% — )——O(mOddg‘gg...gp), (k=1,2,..., n).
Sottraendo queste congruenze dalle (29), otteniamo infine
0 ¢ r»
(0)——-1)u, v =0(modd g, 9:...9,), k=1, 2,.., n);
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se dunque supponiamo che o sia diversa dall’unita, soddisfi cioe, oltreché alla
equazione E(w)=0, all’alira F'(»)=0, potrd essere G=0 (modd (g, g....9,)"),
solo quando si abhia

5. 0o,

M g
™o,

=0(moddg,g....9,), (k=12,..., n)

d{(e, ¢,...d,)

cioe, poiche il determinante 1 ’
adx, ay... .o,

ha (moddg, g,...g,) la caratte-

ristica #, quando sia
$,=0(nodd g, 9,...9,), (i=1,2,...,n),

contro la nostra ipotesi, che non tutte le 2, sian nulle (modd g, 9....g,)
Adunque:
Ad ogwi radice v, diversa doll'unita, dell equazione

E(0)=0(moddg,9,...9,)

che si ha annullando (moddg,..,g,) il determinante caratteristico dell’algo-
ritmo corrispondono delle funzioni G, che per Ualgorifino si riproducono mol-
tiplicate per o,
15. Possiamo precisare e completare il risultato superiore, ricorrendo
alla teoria delle sostituzioni lineari.
Sia per questo o, una radice (diversa da 1) della equazione

E(w)=0(moddg,g,...9,),
e siano

(@), (@), (0—0)% (e=e=---¢) (30)

i divisori elementari del determinante E(») corrispondenti alla radice o,;
diciamo %, il numero degli esponenti ¢ uguali ad 1, h, il numero di quelli
uguali a 2,..., &, il numero di quelli tra essi esponenti che hanno il valore
massimo e, (*).

Poniamo inoltre, per brevita

- aqu a¢z e a(’bb
Uy — 'Owk 40, 5“@}7]» 4 b,»k. fes %7; (mOdd [ P PR gp) (31)

(*) Quando non vi siano esponenti e uguali ad un valore ¢, porremo kb, ==0,
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e consideriamo i sistemi di equazioni lineari omogenee

(@) %oaw =0, (b) a5+ ¥, b, 50 =0(modd g, g, ... g,) ? (32)

F=1,2,..,n; u=1 2., ¢e—1 s0=39)

Diremo che una soluzione (3, 5,...3,) delle (32 ) & di rango ¢, quando
essa renda compatibili i primi ¢ — 1 sistemi (32, b,), ma non i primi , quando
cioé & possibile determinare le S (u=1, 2,..., t—1, i=1, 2,..., ») in
guisa che insieme alle (32a) sian soddisfatti anche i primi ¢ — 1 sistemi
(32, b,), ma non i primi . Si puo allora dimostrare che tra le oo” soluzioni del
sistema (32 @) possono determinarsene %, (e non pitl) linearmente indipen-
denti di 1.° rango, h, di 2.° rango,..., b, di rango e,; e queste b, +---+h,=h
soluzioni formano tutte insieme un sistema fondamentale di soluzioni delle (32)
stesse.

Se (9, %,...5,) & una soluzione di rango ¢ delle (324a) si scddisfa ai
primi ¢ —1 sistemi (32, b,) ponendo :

a“ | . 212
swzgwaL%,u=L%wm,me%wJ_n, (33)

dove s’intende che una qualunque S, va pensata come funzione di &, come
variabile, e va quindi fatto o= o, dopo la derivazione.
Sia ancora ($,9,...%,) una soluzione di rango ¢ delle (32 a); e si ponga

G = gi&ﬁ?m GY = gasﬁu)‘?iz(da—w%>w_wa (“":17 2,..., t"“1)5 (34')

la. G (x) e quindi anche le G* non saranno nulle (modd(g,g....g9,)") e co-
stituiscono un sistema di ¢ funzioni linearmente indipendenti (modd g,...g,),
per le quali si ha identicamente

G@)=0,Gx), G”@)=G""(®) 40 ¢ (@ (modd(g, g....9,)") (35)
(u=1, 2,..., t—1).

Operando in tal guisa, per ogni valore di #, su ciascuna delle %, soluzioni
indipendenti di rango { delle (32) stesse, otteniamo b, +2h,+ .-+, b, =v,
(dove v, & la moltiplicita della radice o, per la E(»)=0) funzioni lineari
omogenee (indipendenti) delle ¢, 9, ... ¢,, le quali per l'algoritmo K subiscono
(modd g, ¢....¢,) la sostituzione lineare corrispondente alle formule (35).
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Siano ora a,, o,,..., o; le radici della equazione E (») =0 (moddg,g,...q,)
diverse dall’'unitd (cioe le radici diverse della equazione

F{oy=0(moddg,g,...9,),

siano vy, v,..., v, le loro moltiplicitd, e si determinino nel modo sopra de-
seritto v;, v,,..., v, funzioni lineari omogenee delle ¢, 9,...9,. Queste
vy vy + - -+ v =p funzioni G delle g, ¢, ... g,, si dimostra facilmente, sono
linearmente indipendenti e, per le (35) e analoghe, costituiscono un sistema
norinale di equazioni del divisore M =(g,¢,...9,)

La nostra asserzione e cosi dimostrata.

V. CONDIZIONT NECESSARIE K SUFFICIENT! PER LA GONVERGENZA
DI GRADO SUPERIORE AL PRIMO.

16. Perche algoritmo K definito dalle (1) abbia al divisore M=(g,¢,...9,)
convergenza (di un qualunque ordine) di grado superiore al primo, & neces-
sario e sufficiente che esso abbia convergenza quadratica di un certo or-
dine (n.° 9). Converrd quindi vedere quando questo accade.

Osserviamo percio, che, come nel passare dal punto @ al conseguente o’
le g, subiscono la sostituzione lineare I = (yw), (2, v=1, 2,..., p) data
dalle (9) del n.° 3, in guisa del tutto simile, nel passare dal punto x al suo
e-conseguente a'@, (con p qualunque) le g, subiscono una sostituzione lineare
'Y = (vg), data dalle (9), del n.° 5; e I'algoritmo K avra, al divisore (g, g....g,)
convergenza quadratica dell’ordine ¢ allora ed allora soltanto che la sostitu-
zione I'® sia identicamente nulla, abbia cioé nulli tutti i suoi elementi
(modd g, 9....9,). Ma, per la definizione stessa della sostituzione r'®, si ha
identicamente (*):

r'?=rer(moddg, g,...9,);

quindi perché l'algoritmo K abbia al divisore (g, 4,...g,) convergenza qua-
dratica (di un qualche ordine), & necessario e sufficiente che una conveniente
potenza della sostituzione T' sia identicamente nulla (modd ¢, g,. .. g,); ed il
minimo esponente p pel quale si avra, in questa ipotesi, r#=0(modd g,g, ... 9»)

(*) Gf. A, n° 8.
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sard uguale al minimo ordine, per il quale l'algoritmo K ha al divisore
(9:9:...9,) convergenza almeno quadratica.

Consideriamo in particolare un sistema normale (G, G, ... G,) di equa-
zioni del divisore M. Per esso la I' ha (moddg,g....9,) la forma normale
data dalle (23) e (24) del n.° 12, e si avrad, per qualunque p:

)

re=re.re...r® (23),

ed insieme, come si ha subito per induzione dalle (24):

re=((,F Jor) o t=t 2 pg i=t 2 (U,
(dove si debbono fare uguali allo zero i coefficienti hinomiali con indice
inferiore negativo); e potrd essere =0 (modd g, ¢....g,) soltanto quando,
per tutti i valori di 4, siaT¢g =0 (modd g, ...g,). Ma, per le (24),, & per questo
necessario e sufficiente che si abbia »,=0(modd g,9,...9,) e quando questa
condizione sia soddisfatta, ¢ r¢ =0 (modd g, g, . . . 9,), per ogni valore di p mag-
giore od uguale a p;.
Ricordando la (22", abbiamo il teorema :

a) Condizione necessaria e sufficiente perché Valgoritmo K definito dalle
equazioni (1) appartenga al divisore, di rango p, M = (g, 9. ... g,) ed abbia a
questo divisore convergenza di un grado superiore al primo (di un ordine quo-
lunque) & che tulti i divisori elementari del determinante F' (w) siano (modd g,...g,)
uguali ad wna polenza di .

In questa ipotesi, se il determinante F (») decomposto nei suoi divisori
elemenlari é

Fo)y=(—1yoe".o™... 0 (moddg,...g,)

35
p=p=--=p=0p+p.+ - +p=p )
Valgoritmo ha al divisore (g, 9....9,) convergenza quadratica dell’ordine p,
e non di un ordine minore.
Per la relazione, dimostrata al n.® 11, tra i due determinanti E (o), F (»)
il teorema superiore pud enunciarsi al modo seguente :

b) Condizione necessaria e sufficiente perché Ualgoritino K definito dalle
equazioni (1) appartenga al divisore di rango p (9. 9. ... g,) ed abbia a gquesto
divisore convergenza di grado superiore al primo (di un ordine qualungue) & che
it determinante E (v) caratteristico dell’ algoritmo (il quale ha (modd g, g,...g,)
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n— p divisori elementari uguali ad o — 1) abbia (modd ¢, ¢, ... g, gl altri
divisori elementari tutli uwguali ad una polenza di .

In questa ipotesi, il massimo esponente di un divisore elementare del de-
terminante E (o) (modd g, g, ...g,) uguale ad una potenza di o di Uordine
minimo, per il quale U'algoritmo K ha convergenza quadratica (ed eventualmente

di grado maggiore) al divisore (9., gs,... 9,)

Possiamo anche dire evidentemente :

b’) Condizione necessaria e sufficiente perché Ualgoritmo K definito dalle (1)
abbia al divisore (g, g, ... g,) convergenza di grado superiore al primo (di un
ordine qualunque) & che Uequazione caratteristica dell’ algoritmo E (v) =
(modd g, g, ...g,) abbia (oltre la radice 1 multipla di ordine n — p) la radice
zero multipla dell’ ordine p.

In questa ipotesi se o’ (con 1 =p, =p) & lo piv alta potenza di » che
divide tutti © minori di ordine n—1 del deferminante E (») (modd g,9,... 90
sara p, Vordine minimo, per il quale Ualgoritmo K ha convergenza quadratica
(ed eventualmente in grado maggiore) al divisore (9,9, ... g,).

17. 11 teorema b) o b') permette, come abbiamo affermato al n.° 9, di
riconoscere con un numero finito di derivazioni e di operazioni razionali, se
Ialgoritmo (1) ha o no al divisore (g,¢,...g,) convergenza (di qualunque
ordine e) di grado superiore al primo. Si deducono inoltre da esso corollari
notevoli.

a) L’esponente di un divisore elementare del determinante F(») non
puo evidentemente superare p. Ne segue:

Qualungue algoritmo, il quale appartenga al divisore (g, g, . . g,) delle (2)
ed abbia a questo divisore convergenza (di qualunque ordine) di grado supe-
riore al primo, ha certamente convergenza quadratica di ordine non mag-
giore di p.

Questo limite massimo non pud abbassarsi; se infatti le equazioni del-
lalgoritmo sono

9. () =0; g, (@) =g. (%) (modd (9,9....9,)°) (t=1,2,..,p—1)
P n
Lo b (@) g () =+ X gu (0, @) (@, — @) = 0 (t=p+1,.., n)
I'algoritmo ha convergenza quadratica dell’ordine p e non minore.
b) Consideriamo pilt particolarmente il caso che Yalgoritmo abbia al

divisore M convergenza quadratica del 1.° ordine. Perché questo accada, &
necessario e sufficiente che il determinante caratteristico E (o) abbia
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(modd g, g,...9,) p divisori elementari uguali ad . Ora, per teoremi noti
della teoria dei divisori elementari (*), & per questo necessario e sufficiente
che tutti 1 minori di ordine n — p -+ 1 del determinante stesso contengano
il fattore o linearmente, o, in altre parole, che futti i minori di ordine
ad(d, b, ...,
d(x a,...x,)
minori di ordine n — p di questo determinante funzionale non possono in-
vece esser tutti nulli (modd g,...g,) (altrimenti i minori di ordine n —p 41

sarebbero divisibili per * almeno). Il determinante d(@,o,...P) avrd quindi
dx, ®,...2,

n— p -+ 1 del determinante siano =0 (modd g,, ¢.,..., ¢,)- 1

(modd g, ¢,...g, la caratteristica » — p. Abbiamo cosi il teorema notevole:

Condizione necessaria e sufficiente perche Ualgoritino definito dalle (1) abbia
al divisore (g, ¢, .. .49, convergenza (almeno) quadratica del 1.° ordine, & che
il determinante funzionale

d(e, d,...9,)
d(w, x, ... ®,)

abbia (modd g, g, ...y, caralleristica n— p.
Per un noto teorema di Krovecker, questo importa p* condizioni indipen-

denti, che debbono naturalmente equivalere alle congruenze (17), del n.® 7 (**).

¢) Per un altro teorema sui divisori elementari (***) abbiamo anche:

Condizione necessaria e sufficiente perche Ualgoritmo definito dalle (1) abbia

al divisore (¢, 9, - ..4,) convergenza quadratico del 1.° ordine, & che il deler-

minante caratteristico E (o) ammetta (modd g, g,...g,) il fattore o® ed i suoi
minori di ordine n — 1 anunettano il fattore o',

(*) Cf, Murn, loe. cit., pag. 4
(**) Questa equivalenza risulta immediatamente dalle (43) di A, n. 13, facendo in esse

r=1. Un’altra dimostrazione, diretta. del teorema superiore si ha dalla (21) del n.® 11. Facendo

in questa » =0 si ottiene

i, k=1,2,....n
(-lv(q')}.d)g t q)") = ("‘ 1)" d ((?‘ q): _A&;‘) 'I)',uv 0 (modd D1 « v - (JP) B, V== 1, ga s Py
Aoy oy x) Ay o’y ... 2% | by tu—ptl... . on
o e : d(® ... 0,) .
¢ quindi la caratteristica del determinante Ao ®) (modd ¢, ...yg,) supera di n —p
Xy e X

unitd quella del determinante |7, |..Se questo si suppone identicamente nullo, si ha il teo-

rema superiore,
(***) Cf. MuTtH, loc. cit., pag. 12.
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d) Se in b) supponiamo sia p =1, abbiamo:
Perché uwn algoritmo abbia convergenza (almeno) quadratica (*) ud un di-
visore g di rango uno, & necessario e sufficiente che si abbin
%%%m-% =0 (mod g).
e) Supponiamo invece che sia p = n, e quindi si tratti di approssimare,
(g 9:9) _
dx, o,... z,
equazioni in % incognite: g, =0, g, =0,..., g9, = 0. In questo caso abbiamo:
Perché Ualgoritmo abbia convergenza quadratica (del 1.° ordine) ad un di-
visore di rango w (g, g, ... g,) ¢ necessario e sufficiente che si abbiano le n’
congruenze

iterando, una radice semplice (poiché = 0) di un sistema di »

o¢,
2 x,

=0(modd g, g9,...9.), (G k=1,2,..,n).

Se ancora pit particolarmente supponiamo che le equazioni che defini-
scono lalgoritmo abbiano la forma

&, = — &', + 0, + %na hiy () gy (@) = 0 (%)

(cioé l'algoritmo sia esplicito, e sia posto in evidenza il divisore cui P'algo-
ritmo appartiene), le congruenze superiori diventano :

e, = ;, by () g () =0 (modd g,.9:...9.);

donde, posto:

a(gi G- ) — 0log& e
Al e ) G, G,= Tg. (moddg,g9,...9.), (4, Ek=1,2,..., n)

si trae immediatamente che 1'algoritmo ha la forma:
& =@ — 2“1(}"”' g»(modd (g, g: . .. 9,)°)s (i=1, 2,.., n) (37)

Facendo in particolare

’

o, =2, — Yo Ghi s, (t=1, 2,..., n) (37%)

(*) Naturalmente del 1.* ordine (cfr. il n.° 5).

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIV, 4
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si hanno le formule dell’algoritmo di NEWTON, generalizzato ad un sistema di n
equazioni in n incognite. Questo algoritmo ha dunque convergenza quadra-
tica per ogni radice semplice del sistema di equazioni considerato; di pil
qualunque algoritmo che abbia la forma esplicita (1*) e convergenza qua-
dratica di 1.° ordine ad una radice (semplice) del sistema stesso, differisce
da quello di NEwroN per termini che hanno nelle ¢ un grado maggiore od
uguale al secondo, ma sono del resto affatto arbitrarf (¥).

d(d,d,...0,)
ad{x, @, ...x,)
dovrd avere (moddg,g,...g,.,) la caratteristica 1. Supponiamo in particolare
che si abbia g, (®) =w, — @, (i=1, 2,..., n —1) e lalgoritmo sia simme-
trico, cioe le @, (x, x') siano simmetriche nelle x, @, ..., e per ¢, =", =X
(con X qualunque) si annullino tutte identicamente. Per la simmetria delle &,
nelle @, %, ..., si ha allora:

f) Poniamo in b) p=n — 1; il determinante funzionale

0P, 0%,

0, 0w,

(modd &, — 2,,,, @, —,)
(b by Ry r=1,2,..., n;l=1, 2,..., n—1)

e quindi il determinante E (») ha effettivamente la caratteristica 1. Ne segue
il risultato notevole:

Qualunque algoritmo simmetrico in n variabili, che appartenga ol divi-
sore di ramgo n—1: g,=o, —wx,y, (i=1, 2,..., n—1) ha convergenza qua-
dratica del 1.0 ordine.

Tali sono ad es.: lalgoritmo della media aritmetico-geometrica di La-
GRANGE e GAuss e le sue generalizzazioni di BorRcHARDT e ScHAPIRA, Palgoritmo
della media aritmetico-armonica, quello piti generale di StieLries per la ra-
dice n™e, ete.

18. L’algoritmo K abbia al divisore (g, g,...9,) convergenza (almeno)
guadratica dell’ordine p, e non di un ordine minore. Le congruenze (14), e
la disuguaglianza (15), del n." 7 permettono allora (per quanto i calcoli re-
lativi siano un po’ lunghi) di determinare il grado massimo s, =2 di con-
vergenza dell’ordine p, che l'algoritmo K ha al divisore (g, ¢....9,). Se al-
lora » & un intero qualunque maggiore di p,, per il teorema c) del n.° 6,
Ialgoritmo K avra al divisore (g, ¢,...¢,) convergenza dell’'ordine » e di un

(* Cf. A, n.o 18,d).
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,
grado s, non minore di si[p ] (dove, come al solito, [27} indica il massimo
\ 1

¥

intero contenuto in ) Facciamo ora percorrere ad r i suceessivi valori in-

1
teri maggiori di p,; due casi sono allora logicamente possibili. O, per qua-
lunque valore di r, il grado massimo s, di convergenza che l'algoritmo ha

. \ [5] . o
al divisore (9, ¢....g,) & uguale ad si™ " ; oppure esistono dei valori di » mag-
giori di p,, per i quali il grado massimo s, relativo di convergenza € mag-

r

giore di .s-l B } - Nel primo caso la convergenza dell’algoritmo potrebbe oppor-
tunamente dirsi pura o di primo rango, nel secondo mista o di rango supe-
riore al primo. E con considerazioni del tutto simili alle superiori, potremmo
introdurre la nozione di convergenza del 2.°, 3.° 4°,... rango, di un rango
qualunque. Ma non mi @& riuscito finora di trovare un ecriterio che permetta,
con un numero finito di operazioni, di distinguere la convergenza pura da
quella mista o di rango superiore al primo; d’altra parte coll’aumentare del-
I'ordine, aumentano sempre pitt i calcoli necessari alle relative verifiche di
convergenza ; né infine pud affermarsi a priori che una tale ricerca possa
avere una grande importanza per la teoria generale dell’iterazione; crediamo
percid opportuno limitarci alle osservazioni gia fatte.

Aggiungiamo soltanto I'osservazione seguente.

Supponiamo che I'algoritmo K abbia al divisore (g,g,...9,) convergenza

r
di un certo ordine » > p, e di un grado s, maggiore di s! P ] Quando il grado s,
sia dato, si puo assegnare per v un limite superiore; se € infatti s7' <Ts,<s?,
da quanto precede & chiaro che Pordine relativo r di convergenza deve essere
minore di p, q. Ne segue che: é possibile, con un numnero finito di operaziond,
riconoscere se U'algoritmo K possiede al divisore (g,9,...g,) (olire la conver-
genza di ordine p, e grado s,) convergenza (di un qualche ordine e) di un

grado s assegnato,
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V1. COXDIZIONI PER LA CONVERGENZA LINEARE.

19. Se il' determinante caratteristico E (o) dell’ algoritino K non ha
(modd ¢, ...g,), oltre gli n — p divisori elementari uguali ad o--1, tutti gli
altri divisori elementari uguali ad una potenza di o, Valgoritmo non ha, al
divisore stesso, convergenza di grado superiore al primo.. La considerazione
del determinante caratteristico permette in questo caso di riconoscere se
Palgoritmo ha, allo stesso divisore, convergenza lineare di un ordine qua-
lunque. Si hanno infatti i teoremi:

a) Se Uequazione E(»)=0 (modd g,g,...9,) ha (oltre la radice 1 mul-
tipla di ordine n — p) tutle radici in modulo minori dell’unitd, Ialgoritmo ha,
al. divisore (g,...q,), convergenza lneare (di un ordine sufficientemente
elevato).

Infatti, in questa ipotesi, tutte le radici della equazione

F((o) == O(modd 9:9:.-. gp)

si manterranno su tutta la varietd M minori in modulo dell'unitd; essendo
quindi funzioni continue dei punti di M, potrd determinarsi un numero po-
sitivo Q, minore dell’unita, che sard maggiore ed uguale al modulo di ogni
radice della equazione stessa su tutta la varietd M.

Sia ora (G, G,...G,) un sistema normale, pel quale la sostituzione I in-
dotta dall’algoritmo ha la forma data dalle (23) e (24). Varrauno allora, per
qualunque p, le (23),, (24),; quindi se, ad es.: p, ¢ il massimo degli espo-
nenti- p,...p,, ogni elemento y¢ della ‘¢ ha, sulle varietd M, un modulo
sempre minore di /. Q¢ " ; si avrd quindi anche, per la sostituzione stessa

s

I‘S“Q) = ¥” { Y;& ]M<pl Pﬁl Q= APPI Qe, (.U‘ =1, sz--a p)

dove 4 ==p, Q™ & un numero finito.

Si osservi ora che, poiché 0<C1, & lim ¢ Qf = 0; assegnato quindi un
=00

numero a, positivo e minore dell'unita, si puo6 determinare up numero g, tale
che per p=p, si abbia

a
2y .
g7 Qe < B
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per questi valori di p si avra allora
reg<<a, (v=1,2,..,p

e quindi lalgoritmo K avra, al divisore (G, G, ... G,), convergenza lineare di
ogni ordine p = g¢,, misurata da una costante non maggiore di a, = 4 ¢". QF (¥*).
Ritornando al primitivo sistema g,¢,...g,, abbiamo (¢f. n.° 6 ed anche
4, n.° 25, b)) che l'algoritmo avra, al divisore (g.¢. . ..g,), ancora convergenza
lineare di ogni ordine p maggiore di un conveniente numero p, = p,.

I1 teorema enunciato & cosi dimostrato.

b) Se P'equazione E (0) =0(modd g, g, ... g,) ha qualche radice che abbia
un modulo maggiore dell’unita, Ualgoritmo K non puod convergere al divisore
@ g,

Sia infalti o, una radice della E (0)=0 che abbia un modulo maggiore
dell’'unitd; vi sard una funzione del sistema normale, ad es.: la G,, per la
quale si ha:

G =0, G (modd (9,9,...9,));

se allora & & un numero maggiore dell’'unitd, ma minore del modulo della o,,
sard in un intorno conveniente di M

G >0.]16.1,
e quindi anche, per p qualunque:
|G| >te |G,

Se quindi G, ¢ inizialmente diverso da zero, quando si prenda p sufficien-
temente grande, sara | G\¥ | maggiore di un numero grande a piacere. L’al-
goritmo non pud allora convergere al divisore (G, G,~..@,); in questo caso
infatti dovrebbe aversi

lim G =0.
o0=00

Ne segue il teorema enunciato. Si noti che condizione essenziale della
dimostrazione & che inizialmente sia @,=-0.

c) Se (oltre la radice 1 multipla. di ordine n — p) tutte le radici della
E(0)=0(moddg,...g,) hanno un modulo maggiore dellwnit, Ialgoritmo K~
inverso di quello dato avra al divisore (9,9, ...g,) convergenza lineare.

(*) Notiamo, di passaggio, che & lim 2% —g,
o= a‘@
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Infatti il determinante E~' (), caratteristico dell’algoritmo inverso K,
si ha da E (), mutandovi & in —(—1— ¢ moltiplicando poi per o".

I teoremi a), b), ¢) furono enunciati da Poincaré per p = n, e dimostrati
dal Lattis per »n =2, 3 e p qualunque nelle Memorie citate.
90. E chiaro da quanto precede che la considerazione del determi-
nante caratteristico E (w) non serve a decidere della convergenza (o meno)
dell’algoritmo K al divisore (9,9, ...9,), nel solo caso che Uequazione

E(») =0 (moddg, g....9,)

(liberata dalla radice 1 multipla di ordine »n-— p) abbia radici che hanno tuite
un modulo non maggiore dell unite e vi sia qualche radice di wodulo 1.

i interessante osservare che: in questo caso le condizioni di convergenza
espresse dalle disuguaglionze (12), del n.° 5 non sono soddisfatte per nessun
valore di r.

Ammettiamo infatti, pilt generalmente, che 'equazione

E(0)=0(moddg,...g,)

abbia (oltre la radice 1 multipla di ordine. »— p) delle radici di modulo
maggiore od uguale ad uno, e siano ©,, v,,..., o, (con k= p) le radici, uguali
o diverse, che hanno il (medesimo) modulo massimo (e potra anche %k va-
riare da regione a regione di M) (*). Prendiamo allora I'equazione caratteri-
stica della sostituzione lineare re:

F@(w)=|79—¢ . 0|=0(moddyg,g....9,), (&, v=1,2,..., p; o=12,.);

essa avrd come radici di ugual modulo massimo w®, wg,..., of (**) e conside-
rando la funzione simmetrica elementare di grado % delle radici di questa
equazione, si avrd per essa

o ore... 1w
Zofud... 8=2 L (moddgigzgy) (40)
o T

(*) Considereremo allora separatamente le diverse regioni di M.
(**) Cf. ad es.: Mutn, L ¢., p. 33. L’asserzione del testo si dimostra subito in modo di-

retto sulla forma normale (23),, (24), che pud darsi alla I'@.
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dove il secondo membro & 1 invariante orfogonale di grado K della sostitu-
zione lineare T,

Poiche le altre radici v, ..., hanno un modulo minore di o, o,,..., o,
si potrd determinare un numero p, sufficientemente grande tale che per qua-
lunque valore di p = p, nella funzione simmetrica del primo membro il primo
termine sia preponderante e quindi il modulo della stessa funzione, (essendo
lo|=1,..., |o,|=1) sia sempre maggiore, sulla varietc M, di un numero
determinato « positivo minore dell’unita.

Ammettiamo ora, se & possibile, che 'algoritmo K abbia, al divisore
(g: 92 - .9,) convergenza lineare di un certo ordine r, misurata dalla costante
positiva a<C1; per il teorema e) del n.° 6 esso avrd allora anche conver-
genza lineare di ogni ordine » ¢, multiplo di », misurata da una costante
non maggiore di a’; sard quindi anche per g qualunque

v l<<a’y (p,v=1 2,.., p)

ed insieme

7w Y
st <(‘;§)k!a""<p!a". (41)
e Y. R

Facciamo allora nella (40) ¢ = r ¢; per la (41) avremo, sulla varietd M
I, ..o |<plal,

e pud quindi rendersi piceolo a piacere, prendendo q sufficientemente grande.
Ma cio & assurdo; l'algoritmo K non pud quindi avere, al divisore (g,¢,... 9,)
convergenza lineare di nessun ordine (¥).

Ricordando il teorema a) del n.° 19, ne segue evidentemente che: le con-
dizioni per la convergenza lineare di wn ordine qualungue saranno soddisfatle
allora ed allora soltanto che Uequazione E (v) =0 (modd g, ¢ . .. g,) abbia (oltre
la radice 1 multipla dell’'ordine n — p) fulte le radici inferiori in modulo al-
Punita : sieché questa &, in ultima analisi, lo condizione necessaria e suffi-
ciente perché Ualgoritmo K abbia al divisore (9,9, ...9,) convergenza lineare
di un ordine qualunque.

Pisa, Gennaio 1907.

(*) Tutto questo non dimostra perd che ’algoritmo non converge.
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Riporto, qui sotto, i titoli di alcuni lavori che trattano di questioni di iterazione in una
o pilt variabili, che, per dimenticanza o perché pubblicati contemporaneamente, furono omessi
nell’indice bibliografico che & in fine alla Memoria ricordata dell’Accademia dei XL.

1875. C. Formenti, Su alcuni problemi di Abel (Rendiconti Istituto Lombardo, serie 2.7,
vol. 8.°, pag. 276).

1890. H. Powcarg, Sur une classe nouvelle de franscendantes uniformes (Journal de Liouville,
4.me Serie, Tom. 6.me, pag. 313).

1897, F. Poorrri, Sulle sostituzioni uniformi (Giornale di Battaglini, Vol. 35, pag. 26%).

1898..C. Bourier, Sur le probiéme de Iitération (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouge, Tom. XII, C. ).

1901, J. HapamarDp, Sur Uitération et les solutions asymplotiques deséquations differentielles
(Bulletin de la Société Math. de France, Tome XXIX, pag. 24%).

1901, T. Levi-Civira, Sopra aleuni criteri di instabilite (Anpali di Matematica, Serie 3.2,
Tomo V°, pag. 221).

1902. O. Spiess, Die Grundbegriffe der Iferationsrechnung (Dissertation Basel, 1902).

1904. Cicara, Sopra un criterio di instabilite (Annali di Matematica, Serie 3.2, Tomo XI,
pag. 67).

1906. 8. LaTris, Sur les équations fonctionnelles qui definissent une courbe ou une surface
invariante par une fransformation (Annali di Matematica, Berie 3.2, Tomo XIII,
pag. 1).

1906, Seiess, Theorie der lincarven IHeralgleichung wmit konstanten Koeffizienten (Mathematische
Annalen, Bd. 62, S. 226).

Pisa, i 18 Marzo 1907.




