Sugli spazii a quattro dimensioni che am-
mettono un gruppo continuo di movi-
menti.

(Di Gumo Fusmi, a Calania.)

h ella Memoria: Sugli spazii che ammettono un gruppo continuo di mo-
viment: (Annali di Matematica, 1902), ho determinato tutti gli spazii a quattro
dimensioni che ammettono un gruppo a tre o a quatiro parametri; vogliamo
ora trovare tutti gli spazii a 4 dimensioni che ammettono un gruppo pib
ampio. Anzitutto dovremmo determinare quali tra gli S, gid determinati am-
mettono il gruppo corrispondente soltanto come sottogruppo del gruppo to-
tale corrispondente di movimenti. La ricerca, affrontata direttamente, pre-
senta tali difficolth di calcolo, che & assai difficile condurla a buon termine.
E pit facile, seguendo i metodi svolti dal prof. Biaxcur per gli spazii a tre
dimensioni con un gruppo di movimenti, studiare soltanto che cosa avviene
degli S, in discorso per valori generici delle costanti, che compariscono ncl-
I'elemento lineare. I calcoli risultano perd ancora lunghi, e senza interesse.
E si troverebbe che tutti gli S, che ammettono un S, integrabile. non am-
mettono mai un gruppo pill ampio, eccetto che gli spazii che ammettono il
gruppo
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dove le « kh » sono costanti. Indicando con H = hy, — hyy A2, — ki, il diseri-
minante non nullo della forma, si riconosce agevolmente che questi spazii
ammettono anche la trasformazione infinitesima :
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Non ha per noi alcun interesse il riprodurre qui i calcoli che dimostrano
non esservi negli altri casi un gruppo pil ampio per valori generici delle
costanti, tanto pill p. es. che lo studio diretto di questa questione per gli S,
che ammettono un G, non integrabile non pare certo semplice. E noi non
parleremo qui di questa questione, che & del resto implicitamente risoluta
nelle pagine seguenti, dove si trovano tatti i tipi possibili di spazii S, che
ammettono un gruppo a pilt di quatiro parametri. E nelle ultime pagine del
presente lavoro, indicherd sommariamente come il problema in discorso si
risolve per gli S,, che ammettono un G, nou integrabile, eche & il caso pil
difficile ad essere affrontato direttamente.

L’idea fondamentale che ci guiderd alla ricerca degli spazii a 4 dimen-
sioni con un gruppo a pil di quattro parametri & quella di ricercare a priori
una proprietd generale di questi gruppi, che noi troveremo senz’altro melle
prime pagine. Dopo questo, la ricerca diventa non troppo complicata; e si
hanno calcoli semplici e uniformi, mentre ineseguibili sarebbero stati i cal-
coli, che ci potevano suggerire i metodi generali o la generalizzazione dei
metodi del prof. Buaxcnr. Ed & senza dubbio soltanto per questa via che si
potranno ottenere risultati generali in questo ordine di ricerche: si dovra
ciod prima studiare le proprietd dei gruppi di movimenti, per poi passare
allo studio degli spazii che li ammettono.

Suppongo nel lettore la conoscenza della mia Memoria citata, che indicherd
con (A) e, per brevitd, trascuro dapprima, come ho gia fatto nella mia Mem. cit., il
caso ben pilt facile e breve a trattarsi di quegli S, che ammettono un @, intransi-
tivo, le cui varieth ¥ invarianti sono a curvatura costante, senza ammettere il G,
intransitivo corrispondente, e senza essere di uno dei tipi che ora determineremo.

§ 1. Noi dimostreremo il teorema seguente :

Se un G, (r=2, 3, 4,5, 6,7, 8) & un gruppo di moviments di un S,
esso ammetle un sottogruppo a «r —1» parametri.

(% ben chiaro che & inutile occuparci del caso »—9 e del caso = 10,
perché lo S, o non esisterebbe o sarebbe a curvatura costante).
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Questo tcorema & evidente per r=1, 2, 3, 4, 5 per noti teoremi gene-
rali della teoria dei gruppi. Se r =6, il G, ammette certo qualche G, (Lie-
Enxcer, 3° B, pag. 756) e deve certo ammettere anche qualche Gy perché se
un G, ha dei sottogruppi G,_,, ma non dei sottogruppi G,-,, & (Lie-Encer,
3° B, 691) r =8 e quindi r==6. Se r =1, il G, ammette certo qualche G,;
se non ammettesse né sottogruppi G5, né sottogruppi G, dovrebbe essere (Lix,
loe. cit.) r=10 e quindi » =="7. Se ammettesse dei G; ma non dei G;, al-
lora dovrebbe essere » =8 e quindi # =|="7. Veniamo al caso dei Gs; con-
sideriamo quel sottogruppo G, che lascia fisso un punto generico dello S,.
Esso non & certamente un gruppo invariante; perché dalle trasformazioni
di G,, che sard certamente transitivo, & portato negli altri G, corrispondenti
agli altri oot punti di S,. Tutti questi G, non possono avere alcuna trasfor-
mazione infinitesima comune (ossia invariante in ) perché nessuna trasfor-
mazione di G, oltre U'identitd, pud lasciar fisso ogni punto di §,.

Ora (Lie-EserL; Tomo III° pag. 776 e 682) di (; semplici non vi sono
altro che 1 gruppi oloedricamente isomorfi al gruppo proiettivo del piano.
Escluso per un momento questo caso, il gruppo (fs conterrd qualche sotto-
gruppo invariante. Se questo sottogruppo & un G,, o un G,, o un G, esso
insieme a uno dei G, precedenti, in cui come si disse non pud essere con-
tenuto come sottogruppo genererd un G oppure un (s oppure un (,. Nel
primo caso il Gs, contenendo un G5 dovra pure (Lie-Exexr, T. 3.° pag. 691)
contenere un G, o un G,. Se poi G, contiene un G,, non essendo esso per
ipotesi isomorfo al gruppo proiettivo del piano, esso conterrd pure un G, (L,
loc. cit.). Se il soltogruppo invariante fosse un G, questo G, con una qual-
siasi altra trasformazione infinitesima di Gy genererebbe un G5. In ogni caso
adunque il nostro Gy conterrebbe un G, o un G, oppure un G, e quindi, per
le considerazioni precedenti, conterrebbe un G,. Bastera adunque far vedere
che il nostro Gy non pud essere isomorfo al gruppo proiettivo del piano. In-
fatti un gruppo Gs che si possa considerare come gruppo di movimenti di
un S, ammette dei G, che lasciano fisso un punto di S,. La composizione
di un tale G, si ha subito, ricordando che per le proprietd caratteristiche dei
gruppi di movimenti esso deve essere isomorfo a un sottogruppo di uno
spazio S; a curvatura costante e che essendo esso intransitivo (*), deve essere
isomorfo (Cfr. § 1 della mia Mem. cit.) a un gruppo I'; transitivo di movi-

{(*) Perché, come ho dimostrato, nella mia Memoria, nessun gruppo di movimenti pue
essere doppiamente transitivo,
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menti di un S;. Confrontando le possibili composizioni dei sottogruppi reali G,
di movimenti di uno spazio ellittico (Lie-Exeer, Tomo III’, pag. 203) e le
possibili composizioni di un G, transitivo di movimenti di un S, troviamo
che questo G, deve avere per gruppo derivato un G, non integrabile. Di
tali G, il gruppo proicttivo del piano contiene soltanto (Lig, B 33, pag. 105)
il sottogruppo generato dalle

SRR S )

e i sottogruppi equivalenti.
Ma il sottogruppo in discorso & contenuto nel gruppo G,

PP g, Yp, Y4q.

Dunque: Se uno dei nostri spazii S, ammette un G, oloedricamente iso-
morfo al gruppo proiettivo del piano, esso ammette un gruppo G, intransitive
non integrabile, le cui varicth minime invarianti sonc percid delle V;; e
questo (, & contenuto in un sottogruppo a 6 parametri di Gy.

Pit tardi studieremo quali spazii S, ammettono un gruppo G, contenente
come sottogruppo un G, intransitivo non integrabile: e vedremo che nessuno
di tali spazii pud mai ammettere un G,. 1l teorema resta cosi completamente
dimostrato.

Dunque per la nostra ricerca basterd prima cercare quale degli spazii
trovati nella mia Mem. cit. ammettono un G5 contenente il G, corrispondente
poi quale di questi ammette un G, contenente il G, relativo, quale fra questi
ultimi ammettono un G, contenente il G, relativo. Per trovare quali spazii
ammettono un G, basterd ridurci allo studio degli spazii che ammettono
un G, e di quelli che ammettono un G; contenente come sottogruppo un G,
intransitivo non integrabile.

§ 2. Cominciamo dunque ora dallo studiare quali dei nostri spazii pud
ammettere un Gy: noi distingueremo tre casi, che studieremo I'uno dopo Valtro.

A) Il G; & integrabile, e non contiene alcun @, intransitivo.

B) I G5 non & integrabile, e non contiene aleun G, intransitivo.

C) Il G5 contiene come sottogruppo un @, intransitivo.

Studiamo il primo caso, osservando che un tale G; possiede naturalmente
solo dei sottogruppi integrabili.

A) 1l gruppo G5 ha un G, come gruppo derivato. (Si ricordi che &
chiaramente da trascurarsi il caso, in cui il G; avesse tra i suoi sottogruppi
un @, a trasformazioni permutabili, nel qual caso lo spazio ambiente sarebbe
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senz'altro euclideo; ed & quindi « a fortiori » inutile occuparci di un G; a
trasformazioni permutabili.) Sia @, il derivato generato dalla X,; potremo
scegliere le trasform. infinit. (X,...X,) generatrici di G, evidentemente in
modo che sia

(X, X)) =0 (X, Xp) =X, X))=0

e poiche (X, X, X. X,) non pud essere a trasformazioni permutabili, una al-
meno delle (X, X,), (X; Xy), {X, X,) non sard nulla; e potremo porre p. es.:

(X, Xp)=X,.

Ponendo X, —p X, — g X, al posto di X, con p, g costante opportune
potremo poi fare:
(Xg X.;) = (Xg X4) = 0-

Sara poi, indicando con ¢; delle costanti,
(X1 Xs) =& X: (Xe Xa) = &, X& (Xs Xa) = &3 Xi (X4 Xo) = &y Xl

dove ¢,, &, & non possono essere tutte nulle, perche altrimenti (X, X; X, X;)
sarebbe un I', (*); e cosl pure neppure ¢, &, & possono essere tutte nulle.
Se ¢,==0, togliendo da X,, X,, X, multipli di X, si ottiene ¢,=¢;=¢,=0.
Se ¢,==0, ¢,==0, togliendo da X, X, multipli di X, si ottiene ¢ =¢,=0.
Se &, =& =0, allora ¢,==0, ¢;==0. E togliende da X un conveniente
multiplo di X, si ottiene: ¢, = 0, caso che &, come si vide gia, da trascu-
rarsi. Dunque i casi da considerare sono soltanto:
Tutte le (X; Xx) nulle, eccetto

(Xz-n 3)=X| (Xl X5)=X1 (1)
oppure tutte le (X; X3) nalle, eccetto
(Xz X3)=X1 (X4 X5)=X1. (2)

B) 11 G, abbia un G, come gruppo derivato.
Vediamo se & possibile che tuiti quei G,, sottogruppi di Gy, contenenti
il G, derivato abbiano soltanto un G, come gruppo derivato. Dall’enumera-
zione di Lie dei possibili &, vediamo che tutti questi @, sarebbero di uno
delle due seguenti composizioni (indicando con X,, X,, X;, X, le trasf. in-
finit. generatrici di G,):

(XeXp)=0@, k=1, 2, 3, 4 tramne (X, X,) =X, (a)
(XiXp)=0(, k=1, 2, 3, 4) tranne (X;X,)=X,. B

(*) Con Iy, indicheremo, d’ora in avanti, un Gy a trasformazioni permutahili,
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Trattiamo il sottocaso ). Sia X, una quinta trasform. infinit. di Gs.
E poniamo

4
(X; X5)=};7\ik Xz (t=1, 2, 3, 4).
A=l

Scriviamo le identitd di Lie relative alle A, ricordando che il G, deve
avere un G, per gruppo derivato e che questo G, contiene X, .

Otterremo, sostituendo a X; la X; — p X, — ¢ X (con p, ¢ costanti op-
portune) che X; o sara tale che

(X, Xs) = Ay X, (Xz Xs) =0 (?' = 21 3; 4) (7‘14 =‘|= 0)7
oppure tale che:
(X, X)=0 (XiX)=1Xi+2wXs (E=2 3, 4).

Nel primo caso anche (X, X, X, X,) ha un G, per gruppo derivato.

Nel secondo caso le X;;, X, + %4 X, non sono tutte nulle, perché G5 deve
avere un (f, per gruppo derivato; quelle di esse che non sono nulle rappre-
sentano una stessa irasformazione. Presa questa come trasformazione X; (e
scambiando eventualmente X,, X,) si ottiene facilmente:

X, X)=0 (XiX9)=12X, (:=2 3,4)

dove non tutte le 2; sono nulle. Se A, =j=0 0 2,==0, allora (X, X; X, Xj)
ha un &, per gruppo derivato.

Se Ay, ==0, allora (X,, X5, X,, X, -+ X;) ha un G, per gruppo de-
rivato.

Nel caso () otteniamo con procedimenti analoghi, che si potra porre:

(Xs Xs) =ty Xy + his ‘sz

(Xz Xs) = (7\33 + lu) Xt

(X3 Xs) e )\37 Xi + )\33 Xg —l" )~34 }(4

(X4 Xs) == gy X4 + A Xs -+ Ay Xy
quando alla X; si sostituisca X; — p X; — ¢ X,, con p, ¢ costanti opportune.

Se (X, X.) & il gruppo derivato, allora Xy = A= dyp=hu=10. Se

hy==0, il gruppo (X,, X, X;, X, + X;) ha un G. per gruppo derivato.
Se a, =0, allora 0 %, ==0 0 %, ==0. Sia p. es. )5, ==0. Se anche X, ==0

il gruppo (X, X, X; X;) ha un G, per gruppo derivato. Sia 3, =0. Sosti-
tuendo alla X, la X,— p X; (p conveniente costante) avremo i, = 0. Mol-
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tiplicando X; per }—1~ si potrd poi fare 2, == 1. E il gruppo (X, X, X; X, X;)
13

avrad la composizicne :

Tutte le (X; Xi) = 0 tranne
(;Xwg X4) s Xg (Xg X’s) == Xg . (3)

Se non & (X,, X,) il gruppo derivato, & certamente 2, = 0. E se non
¢ gia nulla una delle (X; Xi), (X, X;) potremo sostituendo alla X, la
X;— p X, (p = costante opportuna) fare (X; X;) = 0.

Se %, =0, & certo A, ==0 e il gruppo (X;, 2 X\ + 2 X5, Xi, X;) ha
un G, per gruppo derivato. Se J, ==0, allora (X, X X, + 4 Xs -+ 20 X4,
X;, X5) ha un G, per gruppo derivato.

Dunque, tranne che nel caso (3) noi potremo supporre che nel G esista
un G, con un G, per gruppo derivato. Esaminiamo percid se & possibile che
tra i G, di G5 aventi (¢, come gruppo derivato non ve ne sia alcuno con
un I';. Percid ricordiamo che un G, con un G, come gruppo derivato e
senza I'; o ha la composizione

(X X)=(LX) = (X X)=(X,X)=0 (X, Xp)) =X, (:X)=X, 2
oppure la:
(X X) =X X)=(56X)=0 (LX) =(X X)=X, (X:X)=X.. B
Le formule di composizione danno nel caso (a), sostituendo alla X
la Xy — 229,- X: dove le p; sono convenienti costanti che:
1 XiXy)=0 (i==1, 2, 3, 4)

e il G; contiene il gruppo (X, X;, X; + Xi, X;) che contiene il I'; (X, X, Xj)
ed ha un G, per gruppo derivato.
Nel caso (8) si ottiene dalle formule di composizione, sostituendo a X;

4
la Xy — ¥ 2; X; nel modo solito che si pud fare:
'y

(Xa Xs) =0 (Xz Xs) = e Xz (Xa .X,:,) == — Ay Xs (X4 X;)==0.

Affinche il gruppo derivato sia (X,, X,) deve essere. 4,, =0 e allora
(X, X, X, X;) che ha un @, per gruppo derivato contiene il T (X, X, X;).

Potremo dunque restringerci al caso che Gy possegga un G,, che con-
tiene un T'y e di cui un G, & il gruppo derivato.
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Di tali G, vi sono soltanto i seguenti tipi che esamineremo sucecessiva-

mente :
L Sia. G, = (X,, X,, X,;, X,). E siano tutte le (X; Xp)=0 tranne

(X, X)) = X», (X X)) =X, .
I soliti metodi danno che allora la X; si potrad scegliere in modo che
(X Xy=00G=1, 2, 4) (X:X;) =120 X..
Se 2o = 0, allora (X, X;, X5, X;) & un'I',; se 2y ==0, si pud, mu-

tando X; fare 25, = 1 e otteniamo cosi per G5 la composizione:
Tutte le (X; Xj) =0 tranne

(X, X)) =X, (X X)) = (X: X)) = X, . 4)
IT. G, pud essere del tipo:
(Xi Xp)=0 (7, k=1,2,...4) tranme (X, X,)=X, (GX)=X,.
E si trova con le solite considerazioni
(X, Xs) = Xo e Koy (Ko X0 = Dy X,
(Xe Xp) =120 X5 (X, X;)=0.
Togliendo da X, multipli convenienti di X,, X,, X, si pud fare
dyy = dgp = gy = 0.

Se (X,, X,, X;, Xi) non ¢ un I’y & certo %, ={=0. 8i pud dunque fare

).22 = 1.
E si trova per G, la composizione:

(X: X)) = 0 tramne (X X)=Xe, (XoX)= X, (X:Xs)=X.. (5)
IIL. 11 gruppo Gy pud essere del tipo:
(X; Xp) =0 tranne (X, X)=—X,, (X;X)=X,—X,.
Togliendo da X, multipli di X,, X,, X, convenienti si ha che si pud
porre :
(X X)=0 (XX)=0 (XX)=) X, (XX)=0
Se (X, X, X, X;) non & un Ty, sard J,==0. 3i pud percid porre
%, =1 e st ha per la composizione di Gy
(X; Xp) =0 tramne (X, X)=—X,;; (X3X)=X, —X,, )

6
(X, X) = X, . ©)



che ammettono un gruppo continuo di movimenti. 41

IV. Il G, pud essere infine della composizione:
(X; Xz) =0 tranne (X, X,)= X, (Xs Xi) =¢ X; (c==0).

E troviamo coi soliti procedimenti per il nostro gruppo G5 nel caso di
¢ = ]7

(Xi Xp) =0 tranne (X, X,)=X,, (X3 X)) = Xa, ) 0
(Xx —Xs) = A3 rs., (Xs Xs) = dyy Xy + hgg Xs o 5

Nel caso di ¢==

(Xi Xr)=10 tranne (X; X)=X, (XiX)=¢Xs, (XoXs)=Xs. (8)

C) Il gruppo (5 abbia un G, per gruppo -derivato.
Nessuno dei G, di G contenenti G, abbia, se & possibile, questo G per
gruppo derivato. E ve ne sia anzi uno il cui gruppo derivato sia un @,,
senza che esso contenga un [ A

Questo G, percid, o avrad la composizione :
(X X)=(X, X)) =X X)=0 (X, X)= (X X)= X,
(X X)) =X,
nel qual caso si pud scegliere Xi in modo che sia:
(X X5)= (X4 X5) =0 (Xe X5) = 203 X (X Xs)=— 200 X5
(dove & certo %, ==0) cosicche Gy contiene il sottogruppo (X, X. X, X;) con
un (5 per gruppo derivato, oppure detto G, ha la composizione :
(X X)) =(X %) = (X X)) = (X X)=0
(X X) =X, (XX)=X
che, come si verifica con le sole relazioni tra le costanti di composizione non

pud essere contenuto in un G il cui gruppo derivato sia un G,. Esaminiamo

dunque il caso in cui questo G, contenga un I';. Esso potrd essere di varii
tipi, che studieremo successivamente :

I. Sia la composizione di un tale @, data da:
(Xi Xp)=0 ftranne (X, X))= X, (X X)=¢ X, (c==0).
Se c==1, si vede tosto che si pud scegliere X, in modo che:
(XiX) =0, (XX)=2X, (XsXs)=1sXs,

(X4 Xs) = )s;g Xg .
Annali di Malematica, Serie 11I, tomo IX, 0
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Ma se %, ==0, il nostro G contiene il gruppo (X,, X., Xs, Xs -+~ X))
il quale, se & & opportunamente scelta, ha un G, per gruppo derivato.

Se invece %, =0, & certo L, ==0 e si pud anzi supporre 7, = I.

Otteniamo cosi un G5 con la composizione :

(X X)=0 (,X) =0 (XLX)=14X (X X\=2X
(X, X)=X,, (X;X,)=c X;, 9)
(X X)=(X,X,) = (X, X;) = (X; X,) = 0.
Sia invece ¢ =1 Si potra scegliere X; in modo che sia
(X X)=12X, X, X)=121:X: (X;Xs)=1a X,
(X Xs) =gy X, 420 X,
Se . =|=0, il sottogruppo (X,, X;, X;, k X, + k X;) dove k, k sono co-

stanti opportune ha un G, per gruppo derivato. Se 2, =0, & certo 2p==0,
e si pud supporre 2, =1 e si ha un G, di composizione:
(X; Xp) =0 tranne (X, X,)= X, (X5X)=%X, (XiX)=7sX, > (10)
(Xs Xs) = >-31 Xa + )33 Xs, (X4 Xs) == Xe' }
II. 11 &, pud avere la composizione:
(X£ Xk) =4 0 tranne (}(2 s ‘) == X27 (X3 X4) B X! .

Le formole di composizione danno subito che si pud scegliere X5 in
modo che:

(Xa Xs) == )~3s X, (Xz Xs) =0 (Xs Xs) == }‘3: X: + )Kss Xs (Xa Xs) == )143 Xs
dove una almeno delle ), % non & nulla. Se XAy==0, il sottogruppo
(X,, X,, Xy, kX, -+ h X,) dove k, & sono costanti opportune ha un G, per
gruppo derivato. Si pud dunque porre s, =0, col che i;==0 ossia, come
si pud supporre senz'altro, A, =1. Il G5 avrad la composizione :

(X Xp)=0 tranne (X, X)=1X,, (X:X)=X, ) an
(X% X) = Xu, (X Xs)=Xu. )
IIL. 11 @, pud avere la composizione :
(X; Xp)=0 tramne (X, X,)= — X, XX)=X—X.
E si ottiene col solito metodo che X; si pud scegliere in guisa che
(Y, X)) =0, (X;X)=121.%, (X X)) =2t X, (X, X;)=12:X,.
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Come precedentemente, si vede che si pud supporre 2.,,=0, e quindi
le==0, o, come si pud senz’altro, 1, = 1.
Otteniamo cosi un X, di composizione :

(Xi Xk)ao tranne (Xi X‘)=——— Xi, {X3 X‘)z X! — X3, s

(Xa Xs) = 7~31 X{; (X4 Xs) = Xz .

-

(12)

S

IV. Infine il G, pud avere la composizione :
(X; Xk) = tranne (X, X4)_—.X,, (X3 X})mX, .
Si vede al solito che X si pud scegliere in guisa che sia:
(X, X)) = (e + 433) X, (X, X)) = (s + 2 2,) X,
(X3 X5) = 2ge X, + has X, (X4 X)) =24 Xs 2y X, 0

Affinche il gruppo derivato sia un G; 0 & Xy = A3 =0, Ay ==0 oppure
4 = 0. Nel primo caso (X,, X,, X,, Xi) ha un gruppo G; come gruppo
derivato.

Nel secondo si pud supporre X = 0, perché altrimenti (X,, X,, X;, X,)
avrebbe un G; per gruppo derivato, e quindi A;; = 1. E si ha per @, la com-
posizione :

(Xi Xk) = O tranne (X3 X.) = )kgg Xz, (X4 X5) = Xa, ) (12)bi5
(XQ-XJ):-X21 (X3X4)=Xa- 5

Esaminiamo ora se & possibile ehe tutti i G, di G; contenenti il G, de-
rivato ammettano un G, per gruppo derivato. Prendiamo uno di questi G,.
Esamineremo uno dopo l'altro i varii tipi di composizione, che esso pud
avere :

I. I1 ¢, (X,, X,, X5, X,) abbia la composizione :
(X; X3) =0 tranne (X, X)=X,.

Scelto opportunamente X, si avrd che:
(X, Xs) =0 (X; X)) =1 X, + 2 X, (=2, 3, 4).

Dello (X; X,) (¢ =2, 3, 4) almeno due non sono nulle, e sono distinte
perché G5 ha un G, per gruppo derivato; se tali sono le (X, X)), (X, Xj)
allora il G, (X,, X,, X,, X, + X,) ha proprio un G, per gruppo derivato.
Se (X, X;) e (X, Xs) non sono distinte, allora una di esse non & certo nulla,
e (X, X,, X;, X, + X,) ha un G, per gruppo derivato,
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II. 11 gruppo G, pud avere anche l'altra composizione :
(Xi X3) =0 tranne (X; X,)=2X,.
Allora si trova senz'altro che scelto opportunamente X, avremo:
(X Xs) =2 Xy + 20 X,
(X, X) = (s + 1) X,
(X Xo) = Aot X\ F has X+ 250 X
(X, Xg) =2 X, + 2s X5+ 20 X
Se 1, ==0, allora il @, derivato di X conterrd X,, X, e
has Xs + Aas Xy has X+ 2 X

non possono rappresentare trasformazioni distinte. Sostituendo dunque alla X,
o alla X, una loro opportuna combinazione lineare, potremo supporre che

una di esse Sia nulla; sia p. es. 2y = ko —= 0. Ma allora il gruppo
(X,, -XQ, )-41 Xl “" 7"43 Xs + R44 XA, X’;)

ha un G, per gruppo derivato, a meno che A, =0. Se i; =0 il gruppo
(X4, Xg, X, X, + X,) contiene il @, derivato di &; ed ha per gruppo de-
rivato un gruppo G,.

Sia invece A,,=0.. 11 G, derivato di G5 sard il gruppo

(Xoy Aar Xy A+ Kos X + Aau Xy 2 X+ de X+ 2 X0
Mutando la X, o la. X, in modo analogo al precedente, si vede poter

supporre che una delle 1;,, 2, sia nulla, p. es. che sia i;, = 0.
Consideriamo il gruppo

(Xoy R L+ 2 Xy, M XA X+ 20, %, WX 4+ 0, X, + b Xs)
dove ks, h,, hs sono costanti generiche. Il suo gruppo derivato &:
(@) v v by Qs 2,) X% (&) = (has Ay — Ay Ag) Xo
(B)- - . (hss by — by ha) Xy = Fos 23 (g Ko + 25, X))
F bk (X X+ 2 X, 4 Xy Xo)
G R A Xy (B Ay — B3 Ay) Xy + Fis hpg (Mo X + Xy, X)) -
+ B (3 XA, X+ A X).

Se 33 + Ay == 0, questo gruppo per %;==0 non ha per gruppo derivato
un G, perché infatti in tal caso i coefficienti di X; e di X, in (8) e in (y)
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hS ()‘ga + )‘u )‘43)2
hs (}‘33 )'34 + 134 144)1 k5 (7‘43 l33 + 7‘44 )‘43), ]"5 (143 )‘34 + >‘:4>

non possono essere contemporaneamente nulli senza che sia 2, =2,=0 o
quindi 2, =2,, =0, cid che & impossibile.

Sia invece Ay, 4 2,,=0. Il gruppo derivato resta allora generato da due
trasformazioni infinitesime, che non possono essere identiche per valori ge-
nerici delle %; (come subito si verifica) se non nei due casi seguenti:

I hg F =0 21, =0 25+ 2%,%,=0.

Nel qual caso {X; X;) e (X, X;) sono identiche, oppure una di esse &
nulla; cosicehé il gruppo Gy non ha un G, per gruppo derivato.

IL 2 +2,=0, 2, =1= 0, Ms+242=0, Xe=0.

In questo caso (X, X;) non pud essere nullo perché altrimenti (X, X, X; X;)
sarebbe un T,; e togliendo da X, un multiplo conveniente di X; si pud fare
%s=123,=0. Si ha allora che 2,,==0, percht altrimenti G; non avrebbe
un @, per gruppo derivato; e si pud senz'altro porre %, = 1. Si ottiene cosl
per G la composizione:

(X; X3) =0 tranne (L X)=2X, (X X)=2X, (X, X)=ZX,. (13)

Per studiare dunque quale dei nostri G5 ammette un G, per gruppo de-
rivato, basterd dunque ricercare ancora soltanto quelli, che contengono un G,
di cui G, & il gruppo derivato. Studieremo successivamente i varii tipi di
tali @y; e ne indicheremo al solito con X,, X,, X;, X, le trasformaz. infinit.,
mentré con Xy indicheremo wna quinta opportuna trasform. di G5 non appar-
tenente a G,.

I. Sia il G, della composizione :

(LX)=X%X (X, X)=2%X (KLX)=X (KLX)=L+X )
(X, X)) = (X, X;) = 0. % (14
Si riconosce tosto che si pud scegliere X, in modo che:
(&, Xg) = (X, X5) = (X, X)) =0 (Lo Xg) = 45 X, . (14)

IL. II gruppo G, pud essere del tipo:
(LX)=X, (LX)=cX, (LX)=X XLI)=(—1)% § (15)
(X X)= (X, X)=0 (c==1).



46 Fubini: Sugli spazii.a quatire dimensioni

Se ¢==0, c=|=2 si ha che X; si pud scegliere in guisa che:
XX)=0 (L, X)=%,%X, (LX)=-—2,% (X X)=0. (1)
Se ¢ =2 si pud scegliere X, in guisa che:
(X X)=0 (LX)=1 X+ 20X (X X)=14 Xo — 29 X ) .
(£, 5)=0. ) U
Se ¢ =0 si pud scegliere Xy in guisa che:
(X, %) =)y X (LX) =X, (BX)=)uX (LX)=0. (15)"
HI. 11 gruppo @, pud essere del tipo:
X X)=2% XX)=a¢X, (LX)=cX ) (16)
(XiXz)=0 (5, k=1, 2,8) (a=|=0, ¢=|-0). )
Se a=|=c=|=1 si vede tosto che si pud scegliere X; in guisa che:
(LX) =0=(X,X); (LX) =lnX, (LlX)=1lyX. (16)’
Se a =1, ¢=|=1, X; si pud scegliere in modo che:

(Xl Xzs) = )‘22 Xz (Xz Xs) = >"u X: + )-22 Xz (Xs Xs) = 7‘33 X )

(16 1
(X, X;) = 0. ) )
Se @ =¢ =1, X; si pud scegliere in guisa che:

(& Xy) == hyy Xy 745 X, (X Xg) = 2oy Xy A oo Xy + 1a5 X, } (16)”’

(Xo X5) = Do X, + Dy Xy 000 Xy (X, ) = 0. )

Il caso di @ =c=|=1 si riduce facilmente al caso di a = 1, ¢ =|=1I, ece.
IV. Il gruppo G, pud essere del tipo:

(X)) =06, k=1,23); LX)=cX; (X,X)=(1+0)X,
Xo= X, +cX
dove ¢=|=0, ¢=|= — 1. 8i pud scegliere X in guisa che:
(Ko Xs) = Dot Xi5 (X Xo) = D Kp5 (X, Ko) = (X, X;) = 0. @amy

(17)

V. Infine il G, pud essere del tipo:
(X X=X, (X, X) =X, (X X)=2X + X, )

18
(X; X)) =0 (i, k=1, 2, 3). ) (18)
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E si vede coi soliti metodi che X; si pud scegliere in guisa che
(X* XS) = )32 Xz (‘Xv XS)= }‘22 X2 (X3 XS) = A3 X + >‘32 Xz + }‘22 X ) (18
)

(X, X)) =0. )
Studiamo ora quei G5 integrabili che hanno un &, (X,, X,, X;, X,) come
gruppo derivato. Se noi passiamo in rassegna tulti i varii tipi di G, e cer-
chiamo quando essi possono essere sottogruppi di un G,, che li ammetta

come gruppo derivato, vediamo ben tosto, usando delle relazioni che legano
le costanti di composizione, che il @, deve essere del tipo

(X; Xp) =0 tranne (X, X)=1X, (19)
e che X, si pud in tal caso scegliere in guisa che:
(X X) = X 42 X, (X, ) = (O + 1) X, ! s,
(X Xs) =g, X+ Ko 050 X, (X, X)) =0, X0, X +0,X, )
dove (poiché il gruppo derivato di G5 & proprio un @)

Ay Py |

33 34
A

- 0.

43 )‘44

Cosi abbiamo compiuto la ricerca delle possibili composizieni dei no-
stri G5 del primo tipo; e osserviamo che con gli stessi metodi si possono
ottenere tutte le possibili composizioni dei gruppi a cinque o a pit para-
metri. Passeremo ora ai gruppi G; non integrabili. Essi, come sappiamo
dell'opera di Lig, non possono presentare che i seguenti tre tipi possibili di
composizione :

L. (X, X)=(X,X,) = (X, X) =0 (X, X)=(X,X)=24X,
X X)=(XX)=X (XLX)=-—2X (XX =X, (20)
(X, X)=—22%,.
I (X X)=XX)=XLXD=XX)=(5LX)=(XX)=0
(X, X)=X; (X X)=2X,; (X,X)=X; X X)=AX
L (X, X)= (X, X)) = (X X) = (X, X)= (X, X,) =

= (X, X)) = (X, X;) = 0 (22)

(X, X)=X,; (X, X)=2X,; (X.X,)=2X,.

@1
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Prima di procedere oltre, daremo effettivamente le trasformazioni infini-
tesime dei gruppi (1), (2),..., (22) trascurando quelli di questi gruppi che o
contengono un @, intransitivo, o due trasformazioni infinitesime con le stesse
traiettorie, e quelli che non possono essere ottenuti con gruppi su quattro
variabili. A tal fine prenderemo un G, del @, da determinare: esso, per ipo-
tesi dovra essere transitivo. Conoscendone gid la composizione, dal § 11 della
mia Mem. cit,, ne trarremo senz'altro le trasformazioni infinitesime X,, X,,
X,, X,; per determinare poi la quinta trasformazione X; di G5 ci servirembo
delle relazioni che per i suoi coefficienti si ottengono esprimendo che le
(Xi Xy) (=1, 2, 3, 4) hanno i valori trovati. Di pil osserveremo che se
le X,, X., X, generano un G, su tre variabili «,, z,, x, e se si suppone
'elemento lineare di S, giad ridotto alla forma

1.2.3
ds*=dx;+ ¥ amdxridzy,
R

si avra, ponendo

~

. 0
X, = 1% ni (%0, oy T, T) 5o
che a—fﬁzo Se di pitt ?—'ﬂ—‘=0 (=1, 2, 3) dovrd essere anche
dxs P »
0 i .
8:{*4:0(3:1’ 2, 3)

per le formule di Kiruive.

Faremo il calcolo per il gruppo (1) come esempio, accontentandoci poi
di dare il solo risultato per gli altri gruppi.

Serivendo in esso X,, X,, X, X,, X, invece di X,, X,, X;, X,, X; la
sua composizione diventa :

(Xi Xx) =0 tranmme (X, X,)=2X, (X, X,)=2%,.

Il gruppo X,, X,, X,, X, & percid del tipo V al § 11 e si potrd seri-
vere (§ 11)

A 0 0 0 0 1 0

Xi=go K=gg K=gp Y=o —q 55 (L=cost).
Le (X, Xo) = (X: X) = 0, (X. X,) = X, danno
dni 0 0k One __
g—r;x‘a"v‘r—s’:—:()(?],:“l, 27 3,4) é‘;wﬂ(lﬁh], 3, 4) a—x—z——l
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cosicch® sara:
0 0 0 0
Xs = m, — &, Fm,)—Fm, — Fm, -
: o + @+ 2)3x2+ Sﬁxs_l— N
dove m, & uua costante, ed m,, m,, m, sono indipendenti da «, x,, z,. Per

0

V'osservazione precedente anche m,, m,, m, saranno costanti e si potrad porre:
X; = =, ‘_a“' + m,
0 a2 0

X4 )
Si verifica senz’aliro che (X, X;)=|=0 non & della forma ¥, %; X;, dove
=1
le 7; sieno costanti e quindi & inutile occuparei di questo primo caso.
Passando ai G5 di composizione (2) e serivendo X,, X,, X,, X,, X, ri-
X,, X,, X,, X, otterremo che si potrd porre:

0 1 0

spettivamente al posto di X,
M= T T

0
XN =gm T 9 a3
0 1 9
Sl P
con I,, m, costanti. Anche di questo caso & inutile tener conto perchd la
trasformazione 1—;]7X‘ —71-X5 insieme a X,, X, X, genera un G, intran-
4 4
sitivo.
Nel caso (3) otteniamo analogamente :
o ,. 0 1 9
Xi=5n=12%3) X=ny=—T5n
0 1 9

X= e — L O
5 S0ac a9 24

con l,, m, costanti. Anche questo caso & da trascurare perché

1 1 .
me ST

0 0 1 0

con X,, X,, X, genera un G, infransitivo.

Per la stessa ragione & inutile tener conto del tipo (4) in cui si avrebbe
=Xy = X~
‘ 301‘1+ "0 o Iy 0ad’?

J . .
Xf:a—;i(lz‘L 2, 3);

5 1 9
Xo= s~ i Twr
7

Annali di Matematica, Serie III, tomo IX.
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I analogamente si trova che & inutile tener conto dei tipi (5), (6),
(7), (8).

Per il tipo (9) le trasform. infinit. X,, X,, X;, X, si possono scrivere,
come sappiamo dalla nostra Mem. pili volte citata,

0 0 0 9 0 1 92

N=gm N Thw B Thn T han TR T W s
Tenendo conto dei valori di (X;X,)(¢==1, 2, 3) si vede che:
X, =) j 1 9

BT Dy ms 0aa

con m, costante. Ma si vede subito che questo caso & da trascurare, perchd
(X, X,) & identicamente nullo, cosicch® G5 non avrebbe pilt un G, per gruppo
derivato.
Con procedimento analogo si vede che & inutile tener conto dei tipi (10),
(1), (12, (12)"=
Nel caso (13) il gruppo (X,, X,, X,, X,) si potra scrivere:
a . ? . 9.,
Y= 2= gmi 5T
0 0 1 0
Y=l @k D) gt g =1, o
con /., 1, 1, I, costanti. Posto X "‘24 ni (2, %, %, x4) 8 sn ha per le
formule di composizione:

0ni _9ni __ o, Dn 904 1, 0w

ﬁnc%a ; 3 Za lk(]ﬁ——l 3\) 5-1.—3—’:—7;"7 '9-;;=$C3+22
fom o om0 _ 0
3 Das 0y L 2 D4 0 i ”"‘axz"'a
donde
073 1 9 1 0ne
he0y =% ~ 3 om=b Lgntn=0

Sard quindi

. 0 d s ;i
Xy = (I, 7, — 743'4)% + m, 5-‘72—3—{—(—1?1324@-}-%——1-1,563) 5T

( tm )ai,
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dove mg, m, sono costanti. Il sottogruppo X,, X,, X, — L X;, Xs— m; X,
¢ intransitivo, cosicch® & inutile occuparci di questo caso.
K pure inutile occuparci del tipo (14), (14)". Basta infaiti determinare

X, =3 Ba oy tenendo conto dei valori di (X, X;), (X, X)), (X; X;) ricordando
0 0 0
che s%—Oechese—éé 0(i=1, 2, 3) anche %‘i:o k=1, 2 3)

Si trova tosto che la k X, -}- 1 X, (dove k, I sono opportune costanti) ge-
nera con X,, X;, X, un gruppo intransitivo.
Identico risultato si troverebbe analogamente per i tipi (15) (15), (15)
(15)", (1b) (15)", (16) (16), (16) (16)"”, (16) (16)"", (17) (17), (18) 18)
Considereremo ora il tipo (19) (19) Avremo, indicando (§ 11 della
Mem. cit.) al solito con

0 0 0
bl Xz=é“"‘"x23 X:;z%;, X.;—-—l;ax +

Xi = Jx

0 0 d
“}‘(%‘Q‘k)%%‘ls%*%
il sottogruppo (X, X, X; X,) (*) e con X5 = Zn, 8 - la quinta trasformazione
di Gy, che si potrd porre, indicando con n;, v; delle costanti :

=2+ Qar + L dsg) s F o2+ v,
Wz—)&xzafx'}‘(lsz"*‘}»u)a'z"f‘ls;( x3+lx3)+

-+ (li Asg + Zz haz + lz A+ Iy lz Dag = ls lz — Va) Xy Vo — 1y “%i (I)
73 = (has + s 7\34) Zs 132y + vy
/

3?4”‘”933'%"”4

.

Basta per ottenere queste formule ricordare le relazioni che si otten-
gono esprimendo che (X; X;) ({=1, 2, 3, 4) hanno i valori prefissi.
Passiamo ora al tipo (20); e, per uniformitd di notazione, scambiamo
X,, X,. Otterremo per il gruppo (X, X, X; X,) la composizione :
X X)) = (X, X3) =0, (X, Xo) =X,; (X, X,) = X,

(X! X():"“X17 (X3X4>—"—"" 2X3.

(*) Dove le I; sono costanti,
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Il gruppo (X, X, X; X%, che naturalmente supponiamo transitivo, sard
dunque definito dalle:
8
dx

0 ¢ g
574 Xs-*‘g*a‘*“xs%

i 0 0
t e a =t b) e (@t ) 5 e

.Xi= X Xg"——"'
0
0

X4‘-=-'=(’—2x|—l—l,)

dove le l; sono costanti. Avremo poi:
(X{ X5)=X2 (Xg X5>=O (X3 X5> === X4 (X4 X5)="- e 2X5.

Posto Xy=23 »; aix ed esprimendo che queste eguaglianze sono soddi-

0 14

sfatte, otterremo ricordando che 57
4

0 e indicando con n,, n,, n,, n, delle

costanti:

I \? i
”""(‘”““é‘)ﬂL"'e‘“*; me=loxf — L Lz, —ny 7, 0% - ?
!
+%263x4-—}—l397364‘”‘+?inse%; (10
l
M =Xy — by T, + Ny 6% mmx:"‘é. 3

Andiamo cra al tipo (21). Serivendo X,, X,, X,, X,, X, rispettiva-
mente per le X,, X,, —X,, X;, X, otterremo:
(Xx Xa) = Xs (Xe X4) == :Xz
(X2 X3) == (Xi ,X’g) = (Xg X4) = (Xg X4) == 0.

Il G, generato da queste trasformazioni infinitesime, che naturalmente
supponiamo transitivo, sard dunque definito (§ 11) dalle:

P x . x__ 0 0

— . Xy
0 22 0 a3 0 a1 20 xe

0 o 0 0 0
X4—llé"}:+lze @ M+(x3+ls)§5;—ﬁ;

X, =

dove l,, I,, I; sono costanti. Ricordiamo che possiamo supporre, posto al so-
lito X, = Zn,-a—a—xis che »,==0 perch® altrimenti il gruppo X,, X;, X;, X;

sarebbe un G, intransitivo. E avremo che (indicando con n,, n,, n;, n, delle
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costanti):
l‘ = 0 \

Xo=[—22z+e = —2La)] ?B_i‘:+

‘ o (I1L)
+ [z F e (— Bai + 0 Loz, + 0] o +
. 0 ?
{24 x‘) a2
T a35'3_-‘—”]46 0 4

Per ottenere queste formule basta ricordare che
(X1 .Xs):.?Xg (Xg XS‘) =0 (Xg X5) == X5 (X4 X5) :O

Occupiamoci ora del tipo (22). Scrivendo X,, X,, X;, X,, X; al posto
delle (X, X; X, X; X;) otteniamo intanto :

(X. X?) = (Xl Xs) = (Xe Xs) =0 (Xx X4) = X, (Xe Xt) = (Xs X4) =0

cosicche si potrd scrivere (§ 11 della mia Mem. cit.)
0 ] 0

o 0 s

X; = Xz

—a%‘e 3__3;63

B ? F 9 7.
Kol bn b+ by — 5

\ ) .8
Poniamo al solito X, = z’“ax'
i

Esprimendo che

(X X)=(X;X)=0, (X, X))=2X,, X Xy)=X;

troveremo che si potrd porre, indicando con n; delle costanti

X5 = (x: + 2 L l' _} ", e—?m,) b% —]_ (2 lz X + D 6'-”4) 5%; + )
5 (IV)

+@Laitnse “‘*)ai —2kl‘+w.)a_fa'

3

Per le prime due classi da esaminare ci siamo ricondotti ai soli tipi (I),
(1), (I, (IV).

Studiamo ora quei G5 che contengono per sottogruppo uno di quei G,
intransitivi che si possono considerare come gruppi di movimenti. E studie-
remo anzitutto le loro possibili composizioni. E percid osserviamo che un G,
intransitivo, che si possa considerare come gruppo di movimenti ha una delle
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composizioni seguenti: (Per il valore effettivo v. § 11 A.)
(Xg Xg) == (Xg Xg) == (X X4) = 0 (,X’g X3) = Xg

(Xg X4) == - X3 (X3 Xg) = Xg
Oppure .
(Xz Xg) = (Xg Xg) = (Xz X‘) = O (Xl X3) = = X|

(Xg X4) = X3 (Xs X;) == X.g
oppure :
(Xl ~72) == Xs (Xe Xa) = Xl (Xa Xa) = Xz
(X, X) = (X X)) = (X, X, = 0.

Cerchiamo di trovare le possibili composizioni di un Gs che possegga
per sottogruppo uno di questi G,. Porremo

5
(XiXs)= X Xn  (i=1,2 3 4

e scriveremo le relazioni tra le costanti di composizione, cercando poi di sem-

4
plificare i risultati, sostituendo alla X; una trasformazione X,-— Y p; X; dove

i=1

le p; sono opportune costanti. Troveremo cosi nel primo caso:

(X X)=22: X, (GX)=2X, (X5X)=2.% ? v
(Xi Xs) = X, ) (V)
oppure
(X X)) =0 (GX)=—2eXsFlptaa Xo (XX)=2X;
X X)=—2%s X + s Xs+ 20 Xi5 (4203 + Mskes = 0).
Nel secondo caso troveremo:
X X)=(XX)= (X X)) =0 (Xo X5)= Doy Xy hos X5 (VID
Nel terzo caso infine avremo:
X X)=(XX)=(XX)=0; XNX)= X +isXs. (VI

Troviamo ora effettivamente la X, in questi casi, servendoci dei valori

(VD)

4
delle (X;X;) testd dati. Porremo Xg= 3 %_, supponendo n,=/= , perché
i=1 t

altrimenti lo spazio ammelterebbe un G intransitivo e quindi anche un Gs
intransitivo, caso che esamineremo a parte.
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Le (V), (VI)... daranno successivamente delle equazioni per le »;, che
integreremo,
Otterremo cosi nel caso V, ricordando che S—E'— 0 e che se
M0 (=1,273)
anche g—“——o (¢=1, 2, 3) che:
9 0

X, = Ao T, a + 2099 Xy a +>\?2 Ty ?x (V)

rr
Nel caso VI si trova tosto che deve essere 2,=0 e quindi anche
255 ==0; cosicch® questo caso rientra nel precedente, dove si faccia Xy, = 0,
Nel caso VII si trova:
per n o= O, )kgs =:=0

? ] TV
X, = o [,3 (20 5o — 5“5;’] (VI)
dove v, & funzione di =z,,
per n=0= 1y
0 0 "
X5 = hes T s T B (VII)
per n==0,
X = P i; ? Aoz == gy == 0. (VII)W
Nel caso VIII si trova:
per n={=0
. ] /
‘X;) = a Ta 3 )45 == 144 = 0 (VIII)
per n =0, 4;=0
Xs =275 5’2‘; _— ?5%‘:“ (VIII)”

per n=10, ), ==0

Xy == ghets [va (24) 5_8_ 2-3?“]

dove v, & funzione di z,.
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La ricerca percid degli spazii G, che ammettono un G, & ridotta percid
a quella degli spazii che ammettono uno dei Gy trovati (1), (II), (IIT), (IV),
(Vy, (VIL), (VID", (VILy"”, (VII)y, (VII)", (VIII)".

Nel caso (I) abbiamo trovato, posto

g
Xs““'z’ha—xtf

e indicando con n,, v,, %, vs, Ny, vz, n, delle costanti dipendenti dalle 2,
)\43) }\44

m=2 4 (n+ 1 2s)) s +n 24y,
M= 242 y -+ ()33 4+ ) 0 F s (%‘ ‘{"lz x3) -4

xy

"I" (lz Xie Jr‘ la >~33 + lz )~44 + ls le )»34 - ls lz i Vs) Zy + Yy~ Ny 2
ns = (Ras Iy 7\34) 2y -Fn, 0+ vs
M= 25+ M.

Mutando le notazioni e trascurando in »,, ., 7 le costanti additive ot-
teniamo :

=2+ 41 134) Ty n, 2,
3 xt

ne= A, + (}tss + M) @ F R |2 Lxy) — 0 = 4, X3
2 2

73 = (Ass + 1 7\34) xrs -+ n; 2y,
=0y s
Il gruppo (X,, X., X;, X.) & del tipo citato nella prima pagina del pre-
sente lavoro; ma, come abbiamo ivi detto, ogni spazio che ammette un G,
di questo tipo ammette un G5, contenente G,, e la cui quinta trasformazione

infinitesima non & del tipo precedente; cosicche questi spazii sono inclusi
senz’altro tra gli spazii dei tipi seguenti; ed & di essi inutile occuparei.

Passiamo al tipo II. Posto Xsmzmé?; > abbiamo trovato, indicando
i

con n; delle costanti e trascurando nelle »,, #, le costanti additive even-
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tuali che
o l?
= (x; — l; X, + 1y 64-134 + ‘—2);
) ls
=l —x, L, —ny 2, e 4 n,e8 L lyn, e% + 5 M €%}

n =& — Lz 4 n, ey

_—
Ny = X%, B

11 gruppo (X,, X,, X;, X,) & del tipo I (¥, (perché ammette un G,
come gruppo derivato) dove si ponga ¢=— l; quindi I'elemento lineare &
del tipo gia trovato a pag. 78 della mia Mem. cit. Scriviamo le equazioni
di Kwuive relative ad X, e ai varii coefficienti dell'elemento lineare. Secri-
vendo l'equazione per a,, troviamo p,;==0. Scrivendo l'equazione relativa
ad a,, abbiamo:

('T? - ls X + n, e*% + 'gé‘) (’st e 3 — Zs}?ze € ?x‘) +

L A,
+(x. ——Aé—)(:r. VS Q=) (g )+ 2l (2 g 42—
— Ly + 2224+ p)=0.
Annullando i coefficienti di #}, z,, 2} otteniamo:

pi3e & + Z! ls_pege 2y o
7, Pie 67 — (n. 1 P2 + lapss) e - }21_ Pz €% = 0

ossia
Pz = L1, Pea =N, Py =M, lspze + 1 Psz = U,

Scrivendo I’equazione di Kiuing relativa ad a;; si ha:

(xi—l,x,+nle‘@+%)(2%x+‘zl) -+

(o= 5| @+ 20 4 ) =0
donde
lnpee == l:psa = Pa3 + 1y Pre = 0.

(*) Ofr. pag. 77 della mia Mem. cit.
Annali di Malematica, Serie I, tomo IX. 8



58 Fubini: Sugli spazii a quatiro dimensioni

E poiche & py = pis = 0, sard pe=|=0 percht altrimenti la forma sa-
rebbe a discriminante nullo; quindi /,=0. Essendo p,;=|=0 si avrad per la
Pss + 1y P = 0

che

Ny Pse ”:= 0
e quindi

n‘ =Iz pn =;= 0

¢ per la

Ny Pig == 0
si otterrd

Pre== 0.
Scrivendo V'equazione di Kivvrive relativa ad a,, otteniamo:
2 N3 p]g 8“'2‘”‘ - 2 23 p;g e % = O

che ¢, per le precedenti, senz’altro soddisfatta.
Scrivendo I'equazione di KinLine relativa ad a,, troviamo

(= 5)¥ + @+ =L@t nte@n -1+

+x@bLax,— 1l l;—ne®)=0

ossia :
N3 Pao = 0

ossia, poiché p,,==0,
7y = (.

I’equazione di Kiuixe relativa ad a,, si trova senz’aliro, per le equa-
zioni precedenti, scddisfatta.
. - .o Ry
L’equazione di Kiuive per a,, si riduce alla = 0.
4
L’equazione di Kiurine per a,, diventa:

1= 4pu n,-—31 Hy Poy €7
ossia

—_—— Iy n, = 0.
D an ) 3 M
I’equazione di Kiuuixe per a,, diventa:
Hy Poy €5 = 0

ossia, poichd p,, ==0, n,=0.
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L’equazione di KiuLive per as, si trova percid soddisfatta.
Troviamo cosl che

o 1
d st = d ] +m e d gl -
dpuetdal —2lLp,edrdr, —2Lpprie™da dx, -
+ 2z, Ve e*@dx, dx, + (2‘};} Pee e —p, P2 e?x;) d x:

che ammette il gruppo generato dalle:

0 ¢ 0 0 \
Xlzm Xg=ax3 X3-——m+x3m 1
e 0 0 a
S P S R I E
, (A)

Xy = (2% -+ n, e'®)

(ot + bnew) 2y

3!}:‘:

0 0
+(xz~“—lax‘)m+x|a—m.

Studiamo ora il tipo III. Un gruppo di tal tipo contiene come sotto-
gruppo il gruppo generato dalle X,, X,, X;, X, cosicche¢ potremo porre
(cfr. pag. 79 della mia Mem. cit.):

ds*=dri+odai+2¢emda, dx, + S e dai +

+pdr;+2ydadr,+2remda, dz,
dove

A= Py3 €%, B = Ps3 €% I == Py x =% (— ly Pas Ty + P;a)
(Pz(—“lepzzxa ‘{—P:z) =—-252(p42x4-—12—2p2237§+]9u)-

Scriviamo le equazioni di KiLuive relative alla X, ricordando che per
ipotesi n,==0. Scrivendo 'equazione per a, troviamo

Psz = 0. ()
Scrivendo Pequazione per a,; troviamo

ni —}- 7

Pia = Pus 2 (8)

6 quindi p,;=/=0, perch® altrimenti essendo p. = ps = ps; =0, il nostro
elemento lineare sarebbe degenere,
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Scrivendo I'equazione relativa ad a.,, troviamo

1
D=5 M pPu. ()

Scrivendo 1'equazione relativa ad a,, e annullandovi il termine indipen-
dente da r, troviamo

41, py — 1y ly Pos— 2 Mo Py — M3 Pos = 0, (d)
Operando analogamente per a,, troviamo:
4Lpin—2Lpen,— 4Pty —2n0p3=0 ¢)
ossia, per le (B), (y):
1Pty — Py le g — 2 Pos By Ny — Ny By Pag — Ry g Pog = 0. ()
Sottraendo dalla () la (J) moltiplicata per n, troviamo

Ny Mg Pog = 0
e, poiché

ne==0, pu==0 sard n,=0. ")
Scrivendo 'equazione per as, avremo:
— 2e% (—Lpuri+ ps) e
+ pu et @ e (— 2 L2+ 0, L)] + pu e (—nse® ) =0
donde si ricava:
— 2L pis+ Ny by Prs — N3 Pus == 0

ossia per le (8, (¢)
P2 lyng=0

e poichd pyu==0, n,==0
l, = 0, (’))

Scriviamo ora l'equazione di Kiruve relativa ad a,,. Avremo:
l
—21, (pw Xy— —23" y 21 x; 4 pu) ("" 21, e—x:) -+

+ e (— 1, D20 ¥y T'!"Pn) e (— 2 B, 4-nl,)
+ &% (.... Ny e-:c;-x;) (-_ l2 Pes X4 + pm) ==, e~ %



che ammetiono un gruppo continuo di movimentt. 61

donde per le (¢), (n) si trae
n, = O

uguaglianza contraria all’ipotesi. Del -caso III & percid inutile occuparci.
Tratteremo ora del 1V caso. L’elemento lineare da cercarsi sard del tipo
(§ 13 della mia Mem. cit.).

dst=dux;+ pye®da]tpeda;+ padalt+2p,endrdr, +
+2psendada, + 2psda,du,

dove le pi sono costanti, il cui determinante P non & nullo.
Scrivendo le equazioni di KiLuina per le ap relative alla X, troviamo:

l2pt'2 %‘lapia“—’o (lej 27 3) (“)

2Pyt Pie g A Prg iy = — 2

2 piing + pin. 4 Pis Nz == 0 (t=2, 3). (8)

Affinché P sia diverso da zero, sard per le (a)
lL,=1,=0.

Dalle (8) abbiamo poi indicando con =, il complemento algebrico di p;
in P diviso per P che:

Ny == — Ty Ny = — 2Ty Mg = — 21,9,

Otténiamo cosi, aggiungendo alla X, una conveniente combinazione li-
neare delle X,, X,, X,, X;:

ds*=drit+puedai+2p,enda,da, +2p endr, dx, -
—}—pezdx%“i‘pasdf§+2pzsdxzdxa
Xi=s(i=1,2,3); Xi=n "

0 a1 0xe !

) (B)
st(x:'—ﬁu 8'2”‘)5?{;— 271';2 evm‘aéﬂz e
2, 7 _ .
—2mpe s = 2w

Nel caso (V) si ha (§ 13 della mia Mem. cit.) che si pud scrivere:
dst=dri+odai +ydal 4+ 2,y dursdars+ (2 ¢ + ¢) d o \C)
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dove ¢, ¢ sono funzioni di x,. Scrivendo le equazioni di Kivixe si trova

- ?’ + 20k, =
— ¢ +4¢ly=0
ossia
@ == l‘ e?zzz-”&
(P e l2 e“za“&l,
dove !,, I, sono costanti.

Nel caso (VII) si. ha (osservando il sottogruppo X,, X,, X;, Xi (§ 13
della Mem. cit.)) che si pud porre, indicando con ¢, ¢ delle funzioni di x,,

dst=da,todai+ pdai+ en [(1—n)g +n*dlda; + )

+2n¢erda,da, ) (D)

dove ¢, ¢ sono funzioni di z,.
Nel caso (VI avremo senz’aliro che ¢, ¢ sono costanti effettive. (D"’)
Nel caso (VII)” abbiamo, usando delle equazioni di KiLuine,

n=g =—¢ +2k,¢=0
ossia
n=0, o=1, ¢=1Lem (D)

con I,, I, costanti,
Nel caso (VII) troviamo, scrivendo le equazioni di Kivuive,

n::?’rz() ‘;‘Ulszy"zs “_‘1{"+2)‘25”3‘1’:0'

Portando nella terza di queste il valore di %, dato dalla seconda, ab-
biamo poiché ¢ =)= 0 (altrimenti la D sarebbe una forma degenere)

‘()
q) g a (Vs) J— 0
daxs 0 a4

’ !

dove I, ¢ una costante. Integrando di nuovo si ottiene

I2—yt e quindi vy= Ay ly —dy i

vy = s tang h (17,5 7, -+ cost.)
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e quindi
=1, !

8T8 3 cos b (Is Nas 4+ cost.)
. 2 (lshes ¢ f. .
§ —n—0; ‘P=~"GOSh (& zslg’r;+cos ) (D)

Se I;,=0 si ha
1 l—- e 1 1 mm em— %.....__ 2. 'biS
(;;) =ty v = hes X4 - M3 v = (7&25 & -+ 1?3) (D)

Nel caso VIII avremo- che si potrd porre, indicando con ¢ e ¢ delle
funzioni di z,,

dst=dzi+edz;+¢dai+2ngcoswdada, +
+(n*gecoste, +9sentw,)da. )

Nel caso (VIII) avremo senz'altro, indicando con I,, I, delle costanti,

(E)

¢ =1, == cost. ; ¢ = I, = cost. (E)
Nel caso (VIII)" abbiamo, usando delle formule di Kivring,
?2:-—30'——*0; _\LI+24‘A44=’-‘0
ossia
n=0; o=1; Y (E)

dove 1,, l; sono costanti.
Nel caso (VIII)” avremo analogamente:

n=29"=0; — ' + 2¢n k=0, $v's =4
donde si ricava come nel caso (VII)"”

1 Hr
m ; Vg = l3 tangh (l3 ).45 1'4 + GOSt.) (E )
3 a

n=0; ¢g=10; ¢=

dove ,, !, sono costanti.

Del resto dal nostro punto generale di vista i casi (VII) ed (VIII) sono
identici: da cid si spiega I'analogia di risultati per essi ‘ottenuti. In fondo
dunque di spazii a quattro. dimensioni che. ammettono un G, abbiamo 1 soli
sei tipi A, B, C, (D, D", (D, D"), (D, D).

Noi procederemo ora alla ricerca degli spazii S, che ammettono un G,
e distingueremo i due casi che questo G sia intransitivo o transitivo.
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Il primo caso si suddistinge in due altri:

‘ I. 11 gruppo G, che per i nostri teoremi generali si pud immaginare
gid ridotto a un gruppo su tre variabili sole X, X,, X,, ¢ in tale forma
un gruppo di movimenti di un S, euclideo. Se le x, = cost. sono le V; inva-
rianti, sard

dst=dz;+ Yoapdr;der (¢, k=1, 2, 3).
ik

Il gruppo G, si pud immaginare generato dalle:

9, _ 0 . _ 0, .8 o .
‘leﬁzy X?"’a'xzy Xsmax37 X#mxirmanﬁ;;
. 0 . b 5
K=o =By Ke=mgp =@

Scrivendo le equazioni di Kimuixe troviamo:
dst=dux;+¢dx-+ da}+ dx) (L)

dove ¢ & soltanto funzione di z,.

IL. Il gruppo G, pud essere simile a un gruppo di uno spazio a cur-
vatura costante. E se le #, = cost. sono le varieth minime invarianti si avra:
dst=dux,+ Yanda;dxy (¢, k=1, 2, 3).

ik
Il gruppo G, si pud immaginare generato da sei trasformazioni sulle tre
lettere x, x,, %5, che si possono scrivere sotto la forma seguente:
0 o 0
= Xg=@r— — Ty
? 0ws’ ? 20 s *Oas’

, 0 ' 0 0 .
Xi=—gort g o+ %5

:?—"i X

3.1'2’

_ 0 xy—axy e\ 0 0 .
X, = x29m+( 2 2 8x2+x’x38xs’

0 0 e I s
R T 4|2 2 .
X° x‘8x1+xix36w2 ‘ ( 2 2 )8%'3

Serivendo le formule di Kining troviamo senz’altro
Ay == Oyg = ¢ T A=y Oy T Oy == Oy == 0

dove ¢ & funzione di x,, cosicehe s1 avrd:
dst=da}+4 ¢(dal +endaj+t emdag). (M)
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Sia invece il G, transitivo: esso ammetterd come sottogruppo un G; tran-
sitivo, cosicch®é 1'elemento lineare dovrad essere di uno dei tipi A, B, C,
(D, D), (D, D”), (D, D). Quando dunque uno spazio dotato di uno di
questi elementi lineari pud ammettere un G,? Possiamo per questa ricerca
procedere in due modi: o studiare, secondo il metodo del prof. Biawcm, i
casi particolari di questi tipi oppure, seguendo la via da noi tracciata, cer-
care di prefissar prima la forma di una sesta trasformazioné infinitesima, che
con le precedenti formi un G,. E si possono anche contemperare insieme i
due metodi. Noi useremo 'uno e 'altro di questi procedimenti. Studiamo anzi-
tutto il tipo (A): Sia X, una sesta trasformazione infinitesima generatrice di
un (s che contenga il G; corrispondente come sottogruppo. Potremo scrivere:

6
(Xi Xe)*—‘gl}‘ik X  (=1,2, 8,4, 5. (1)

Seriviamo le identitd di Iacosi relative alle terne Xi, Xx, Xs (¢, k=1,
2, 3, 4, b) annullando in ciascuna di esse il coefficiente di .X;. Otterremo:
hyg == dgg = Rss = dig = )‘53 =
Esee
4 0
Xo= 3w

=1 oxi
{roviamo, ricordando le (1) per i=1, 2, 8 che
0 't

520«;:_. )14—}“7\45 N
0t

a—,“‘xsz“"‘ os —+ g5 T4
04 0 %

““%"i‘xsa’—%x—lu'%*)\ss%

I'ultima delle quali si scrive:

g .
-‘57"]0:=“7\3:‘]L‘)-35 Ly = X3 (— Ay + Aig )
Poniamo nella (1) ¢=4 e paragoniamo i coefficienti di T nei due
7
membri. Otterremo :
Y AT -x)?~iﬁ*+(x. +z>5;"i=-x R
"0 2 rs P D Mo e T

Annali di Matematica, Serie I, tomo IX. 9
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Sostituiamo in questa equazione alle
0 0t 0 "t

AT

51’1 é?lﬁ‘;’ 9([}3

i Joro valori gia trovati. Otteniamo:
+ 2z, f"' dag  has X A 2y — A5 1, xs]
— (ld .’L', + x?) (—‘ >\g4 + }\45 x;)
+ (ls + Tg) (—" x24 + 7\25 x,) S )‘M + 145 xg .
Da questa equazione si deduce, tra l'altro,
e M T Ay =Dy = Ay =gy = 0.
Quindi sara:
ny = hay & + CO8L.

Sottraendo percid dalla X, multipli convenienti delle X,, X; si pud
dunque fare che »,=0. Le equazioni precedenti dannmo allora che sard
lig=1X;=0 (=1, 2, 3) ¢ quindi (X,, X,, X;, X,) sarebbe un gruppo
evidentemente intransitivo. Di questo caso & percid inutile occuparei, perché

il suo studio rientra in uno dei casi seguenti,
Studieremo ora il caso (B). Sia X, una trasformazione infinitesima che

col G, corrispondente generi un gruppo G.
E poniamo
§
(Xx‘ Xs) =k§)‘5k Xk (l": 15 27 3) 47 5) (2)

Togliendo da X, multipli convenienti di X,, X,, X, si pud fare
Koo = Ay == 2y = 0,
E cid, perche scrivendo le identita di Iacosr relative alle terne (X, X,, X),
X, Xs, Xo), (X4, X;, X)) e annullandovi il coefficiente di X, si ottiene
hig == hgg == g = 0,
Si ottiene dalle (2), analogamente a quanto sopra,
81
o
0 1
BT
0
o0&
0 i

x.._
’8.1'1

== = Ay — 2 g @/
= gy =~ 2 hos Ty - hpg M4
= fgy — 205 Xy - Pe M

= — iy — 2 2y T
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Confrontando la prima e l'ultima di queste equazioni e serivendo le con-
dizioni di integrabilita si ottiene, poich¢ 21,=0,

hys === dyy = Ry == Dgg == Agy = 0\
Scrivendo le identita di Iacosr per le varie terne (X;, Xz, Xo) (4, k=1,
2, 3, 4, 5) otteniamo
Mg == Mg == hyy == Doy = Qg = Mgy = Agy = Mg == Agg = hy5 = A =
= hgg = Agg == Ay == Ag5 =
233 Doy = hog Az = 0 )
hag hog — Aog Age =0 s 3)

Agg 23 — dog hgg =10
cosicche sard

(XiX)=0 (i=1,4,5)
(X X5) = gz Xy + hoy Xg 296 X
(Xg Xg) = Age Xo -+ sz X5 + 36 X550
Se Ao = Az = 0, sard

D _0m_0n _

B B Bae 0

e poiché & pure
0,

o,
sara

ns = CGOst.

Ed esisterd allora una combinazione lineare delle X,, X, che con X,
b 3}

X, X, genera un @, intransitivo; lo studio di questo caso & inutile, perche
rientra nei casi seguenti. Sia dunque p. es.

hog ==

Prendendo %y, X, + Ay X3 - 795 Xg come sesta trasformazione infinitesima
del gruppo avremo per le (3) che sara

(X; Xg) =03 (Xp Xo)=1F Xg3

(X Xo) =1 Xo5 (X Xo)=(Xs Xi) =0
dove k, h sono costanti, e & & differente da zero,
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Ricordando i valori delle (X; X;) peri~=1, 2, 3, 4 troveremo delle
equazioni differenziali per i coefficienti della X, e ne otterremo, integrando,

%y = k1 e—®ithatha,

hg == kz ghxatho

g == ]{33 ekwﬁ_hms

ng = Z ‘ ekwg-+ 2l

dove &y, ks, ks, &, sono costanti.
LEsprimiamo ora che (X; X;) = 0.

Ne trarremo :
knye= Xy + hnge* Xg -+

w0

0 . e, O ez, 0
+ 2ﬂ1m+ﬂ4(2”18 & S + € . 80”2
donde
(Eng+ hng) by + 20, k=0 (kny+ hng)ky +nyley =0 ) L
(kg + hng) by +ngky=10 (Eng+lin)ky+2k =0. ) @)
Affinche X;, X,, X;, X; sia transitivo (caso a cui possiamo limitarei)
dovrd essere Iy =l= 0, e noi potremo fare senz’altro k, = 1.
Scrivendo le equazioni di Kituiva relative ad ay, @y, as troviamo

Pt by =0
Pk =Fk
p31 kl = h .
Poiche k==0, sard k ==0 e quindi
. . pll ES 0
Ricordiamo ora che
n = — 7T, 922-:—-—272'12; 713_—_“—27?13

e che, come si vede eliminando %, tra la prima e Pnltima delle (4)
(kny 4 hng)?==4n;.
Portando in questa i valori trovati di %, & si ottiene:
4k (pometpame)=4nm=—4n,.
E poiche p;; =0, sard
P2 Tyg + PrsWa = 1
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e quindi
kl =] v— [ —— ———“_——“u M
nll -

\'— mn
Si ha quindi, ricordando le (4,
T2 1

i ]§3=—~11’13 .
V= Tu VT

7{72 —

.

Si osservi che n; =[=0, perch® altrimenti sarebbe %; = 0 e quindi anche
k=0.

Le equazioni di Kmuve risultano senz'altro verificate, qualunque deter-
minazione si dia a \/— m,;; quindi un tale elemento lineare ammette per lo
meno un G,, perché insieme alla X, ammeite quella trasformazione infinite-
sima, che si deduce mutando il segno della V—=,;. Di questo caso perd &
inutile tener conto, perch® rientra in uno dei casi seguenti, possedendo questo
G, come softogruppo il Gy=(X,, ny Xz -+ X, X,y Xiy X;, X;) intran-
sitivo.

Studiamo ora il caso (C). Vediamo se esso pud ammettere un gruppo G,.
Scriveremo, per evitare equivoci, u al posto di 2g; cosicché la composizione
del G5 corrispondente sard:

(X1 X)) =2p X5 (N Xs)=pXe; (XsX)=pXy; (X X)=0
(X X)) = (X Xg) = (X1 X)) =035 (X2 X3) = X5
(X X)=—X;3; (X3X) = X,.

. 0 . . ! o .
Sia X, =3 5 U0A trasformazione infinitesima che col precedente G,
3

generi un G;. E poniamo al solito

[
(X Xe zlz‘lxik Xk (t=1, 2, 3, 4, 5), («)
Scrivendo le identith di Iacosr si ha:
;“.6 = }'26 =3 )‘36 = 0. (1)
E sotiraendo da X, convenienti multipli di X;, X., X, si pud fare:
\.21 el }.31 = }.23 = 0. (2)

Se w==0 sottraendo da X, un multiplo di X; si pud fare i;; = 0.
Quindi potremo anche porre

(L ln == 0. (3)
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Ora se », fosse costante, una combinazione lineare di X;, X, darebbe
una trasformazione infinitesima Y, in cui il coefficiente di x, sarebbe nullo,
La Y con le X,, X,, X;, X, genererebbe un gruppo intransitivo. Il nostro
spazio ammetterebbe percid un G, e quindi anche un @, intransitivo: caso
che per ora escludiamo. Le identith di Iacosr danno anche

s = (hsg — H) Aos == (P56 -— (*) dgs = hig Az | g5 = Agg Az — Dg5 = O
Per. l'osservazione precedente una delle 2y, 25 non sard nulla e quindi
;*-53 = Py )u,ge =:= 0.
Sia ora 2 = u = 0. Dalle identitd di Jacosr si trae
<X5 Xc) = O-’
C s 0 o
E poiche in questo caso X;= — -, dovranno le »; essere indipen-
dn,’
denti da x,. Ora & chiaramente :
Ny == = }k25 xa -‘{“ )~35 wi "‘!’ COSt.
Seriviamo le equazioni di Kinive relative ad ay e ay.

Ne dedurremo, poiche 0 _ 0 che
0,

g5 =13 = 0
e quindi, contrariamente all’ipotesi, %, = cost.

Supponiamo dunque g = u==0.
Le identitd di Iacomt danno per le (1), (2), (3)

2y = Ay == hgs == heg == hgg = Ay = Mg

55 = lgg == hyy = hg3
= dgg == gy = Agy == Ag3 == 0
Dyg Aag == Aoy = Dyg Aoy - hgy = 0.

Le («) daranno per le »; delle equazioni, che, per mezzo delle ugua-
glianze precedenti divengono

3'!):. Sea a'f.e_} po 3‘63 e 8'a4m0
oz e g T T Aig e T = Ly p———
0 e 185 0e 1858 O.re 125 0 X2
g 012 - m}——(iﬁ% : - A
5’37-243'34‘#7-253%; ——T;f———*‘»m—g—w‘f”?\“"%xh
&'e i =
0 s 0,
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5 i 3 i 8 .
2'( 2;, + 8;3)8 - g 3 = Jgy Xy + 755 X5
ossia

a“fu

Ty hig == hgy @3 + 1 hgs &
9601 3 M3 34 L3 585 41

a2} .
— 5—[—-‘\- —L— /13 13 Ny = /.34 m-"mé-w*‘—" + 2 4y /\35 x2
013
ey | @y Ao = — Agy @y 4g5 1 X5

Serivendo le condizioni di integralita otterremo:

22 0% 1s I
T aa';;;:zﬂza=->~:s"‘m o P Bl
62 T2

La prima e lultima di queste equazioni danno
)‘.13 -+ )3‘ s )\23 = 0‘
Lissendo 295 == 0 & per la Ay -4 Ag; == 0 anche

Ay = 0
contro il supposto.

Studiamo ora il caso di un gruppo G del tipo (VII)"" e i corrispondenti
spazii (D). Per vedere quando un tale spazio ammette un (f; useremo le

notazioni usuali, e vedremo che aggiungendo a X, una conveniente trasfor-
mazione infinitesima del gruppo G, si pud fare:

hgy = Jgg = hyg = 0
Scrivendo al solito le identitd di. Iacosr si ha:
Ao == hgy = hag == Agg = Aoy == kg = hgg = hgy == 0
hog Mg == Aog A1y = Rog Ays == hog hgp = Agg Agg = hpg Agy = Dgg Ags = ()
Sara quindi, poiche

0 0 .
Xo=-" M e
5 dl" aw4 55 56 714y

yolehd 91y ='=0 e 5, st pud supporre no tante i vede ripetend
1 TR n, S1p pp n costante, come si vede ripetendo un
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ragionamento testé usato, avremo che:
)\55 = Xiﬁ = 0-
Sia ora anche Zy==0. In tal caso si ha poi, ricordando i valori delle

dny - 0ny 7

N . -
bl o= Ao = Ay @y + Ags s
3.362 15 a Ts 25 a @y 15 42 33

Q2

Le condizioni di integrabilith danno:
;{15 == (},
E quindi:
e = o5 T3 + Ag5 @ -+ cost.
Dal valore della (X, X;) si trae quindi
013
0 Oy T

Analogamente si ha:

-

gt 0

EARE T

Le equazioni di KiLuixe per ay, @4, a4 danno:

@31 hsg == hg5

sz Ao = 0

g3 gy = has +
Poiché a3 = 0, sard anche ig = 0.
Di pilt @z =n ¢ e¢® non & nullo, percht n=|=0 e perché se ¢ =0, al-

lora
Qg1 = Qgp = Qg3 = gy = 0

e Pelemento lineare sarebbe degenere. E percid ke = 0 e quind’anche Ay = 0.
Sarebbe dunque, contro il supposto, », == cost.
Sia invece Ay ==0.
Avremo:
0 6, g 0,
0% _g: TM 9y +geni; ot =0,
P ' Dz 23+ 26 11y 5
E se ne trae scrivendo P'equazione di Kiuuixe per ds, che:
g Ao = Tg5 + lag M4

donde si dedurrebbe che », &, contro il supposto costante.
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Studiamo ora il caso (VII)" o D" dove al posto di Xy si seriva p. B
cominciamo dal caso che p sia nullo. Questo caso si distingue dal precedente,
perché n =0 e quindi

ds*=dxi+eda}+ pdaytvesda)

dove ¢ e ¢ sono costanti non nulle (perché lo spazio non & degenere). Molti-
plicando la X, per una conveniente costante e passando a uno spazio simile
si pud fare ¢ = I. Moltiplicando poi la X; per una costanie conveniente si
pud anche fare ¢ = 1. Questo elemento lineare ammette infatti sempre un G.;
¢ coi soliti metodi si trova che:

b b

&3 ¢ Ty

Xe=1, P
Sia ora p==0, cosicche
(X X;) == p Xy,
Sia X; una sesta trasformazione infinitesima che con le X;, X,, Xj,
Xy Xy, generi un Gy, B sia (X; X)) =7,:§7.,-k N (=1, 2, 3, 4, 5). Dalle

identita di Iacomi si ha: 2 == 2g5 == X;3 = 0. Mutando convenientemente X, si
pud fare Xy =2y =2;3=0 e le identitdh di Tacosr danno allora:

Mg = hyy = gy == Ay = Agg = Ay == dy = hog == Doy == dot =lg3 =25 =0

o A — o Aga = (hsg — 1) Ao — Agp hss = Lo hyg == Ay Ay = 0.

Poniamo X, :E-/,,'a%“ ed esprimiamo che le (X; X;) (per i =1, 3, 4)

hanno dei valori soddisfacenti alle precedenti equazioni.
Troveremo 2y == 0 e quindi

m =0 =035 n = (a3, T4); 7)4:)7"(%5}'

Esprimendo che (X, Xg) ha il valore che risulta dalle precedenti ugua-
glianze si trae:

0 [ ‘
,gjr_z == l)' )\25 x';; A‘ZG 7)3 (6)
8 7]4 )\ )

T = e ey )

Annali di Matematica, Serie 1II, tomo IX. 10
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0tz 07y

Calcolando (X; X;) e sostituendovi per 57 5L 1 valori qui trovati, si
L3 %]
ha ricordando che iy — dgg =245 =0
o K 7\25 Xy —- )\55
44 23 Ree 3 — hss (a)

Donde, per la y, si trae:
(“““ Aus hsg + Agg )-55:‘ ({1- + @y Ay — 150) = 0. (5)

Per maggior chiarezza osservo che il denominatore di (§) non pud essere
nullo; che, se XAy ==y =0, si avrebbe pure iy =k = 05 quindi (X; Xg) =0
ed », sarebbe costante, mentre noi supponiamo, come & lecito per un’osser-
vazione precedente, che », non sia costante. Ricordando la (¢) e le relazioni
tra le A dedotte dalle identitd di Iscosr avremo che dovrd essere o

)veezlss"é“:)\ss——-o
oppure
Zzs = }nas = }'26 =
oppure
7.25 == R55 == Ag, == 1).

Ma non pud essere %y = Ay = O percheé altrimenti, contrariamente al-
I"ipotesi precedente, sarebbe (X, Xg)=0. N& pud essere Ay = 75 =0, percheé
sarebbe 5, = 0. Quindi dovra essere

-

)"_’.6 = .)\55 — .U‘ = ;‘.53 — .
Sara per (9)

iy == — /.25 x3.

Calcolando il valore di (X5 X,) e usando delle precedenti identitd si ot-
tiene in fine:

== 1 gy X5 2 g = g

Da questa e dalla () si trae (indicando con n; una costante)

9 £ o
.2 Aas 22— 7.52 . fs Dse
. ~2p, e 3 ey M | === 7ox 3 P, e=WE
Ny == € [—-————'—"“"2 M + 3 ) ==/tgs & 9 + 3 2

In », lasciando la costante additiva, etteniamo in fine,
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Si pud naturalmente ammettere che Jy; =/=0. Dividendo per Ay otteniamo,

mutando le notazioni,
. a3 0 0
X = (61' _.2.3 + Hy e--?[‘ah) é.,....ws — g awm4 .

Il nostro spazio ammette questo gruppo se
1
21 ns ’

Iy = o

ossia se
£

¢=- 2uns
perche in tal caso le equazioni di Kimrive sono senz’aliro verificate.
Passiamo al caso (VIIY, (D) e, cangiando le notazioni, poniamo:
(X, %) =p X, (p=l=0).
Le equazioni dedotte dalle identitd di Iacoer danno, usando delle solite

notazioni,
Ao = hgg = g = A5 = 0.
Mutando convenientemente X, si vede che si pud fare:

Ay == Ay = A3 = kg5 = 0,

Le identitd di Iacomr danno allora che sarad:

(i Xo)=0 (1=1, 3, 4); (32 Xg)=12g; Ny 4295 Xg; (X5 Xg) =250 X,

(Res — ) dg2 = 0.

Posto
0

XG=Zm'5/7,
oy

otfeniamo, serivendo che (X; X,)=0 (i=1, 3, 4), 2% =0
4

7 =722=O§ 733’—‘"—’23(%; xt)Q 14 = 0y (%),
Ricordando i valori di (X, Xg), (X5 Xg) si ottiene :

0 s (o:)

T Aos vg €1 = 196 my

g
—,; == —— gy 6F%s — Dog B)
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(B 9my D\ 0ms D 2
e (é‘}ﬁamag) ¢ axém—”&““‘”‘(”g‘a};—'
0 0
J— 303 —— === Agr .
mewva.’m A 0 s

. . .0 . . .
Osservando il coefficiente di 57~ in quest’ultima formula, otteniamo :

w4

v3 8734
Ny = — o T

v 0 &3

E la (o) diventa percid
0%, 0y
8,2" 1266.’,[' +}\)9IJ'6'L$3_‘O

Sia ora Ay = p.
Ne dedurremo, indicando con n,, m, delle costanti

01y
C—;:—%.;:—e‘xs(“‘ngyx&“}‘ﬂ)
elrocs
ﬂ4= o eF“J—/~20w3€F”3+)2- T+1n4.
‘ £

La (B) diventa:
1734 = .

Annullando il eocfficiente di 5%— nella (y) otteniamo
3
Lo (”3 - 13)= 0=1s.
E quindi

donde
ny "% |

,)’: = Ve
s P A L I

Ossia, poicha X; non pud esser nulla,

9 0
X, == P | yy —— e ——
¢ ( S9as 0 :m)
che coincide con la X5.

0,

)
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Sia ora invece g =j=p. Avremo indicando con n,, m, delle costanti,

. (p—dog
.a_n.‘ —= exzcxg (?\25 {J‘ 4 % L3 + n‘)

0 as dos — 1.

i A0 204 A .

m=m}ezc sd xg + ———— eF% 4 my

. dog P
Vg ) - hes 1
= e 2| gy 8% UL ! 2 B G
s 2 j 1 + hzg == 1 S
Sia 2p =0. La (5) e la (y) danno n,== 03 Xy = — m, v'y; ma, poiche,

com’e ben chiaro, la derivata'di »; non pud essere una costante, sard anche
7”4 = )»52 == 0-

Se invece Ay ==0, le {8) e (y) danno:

my =0
1 1 1

) P ! byt | J—
et ] — — Vgt ere®sl e | = Dy,
o (1= )b vaneenn( L — L) =2

o A5 has
ya 1 eF%s L T
Vs z 7\25 s :J.
Donde, poiché %==u==0, si ottiene, ordinando secondo le potenze di

e? e ricordando il valore di v, che
7\52=’}24=0.

In ambi i casi la X, si riduce a meno di un fattore costante alla X
stessa : di questo caso & percid inutile occuparei.

Cosi pure, dal nostro punto di vista, & inutile occuparci dei casi (E) che
sono identici (a meno di una trasformazione immaginaria) coi casi (D).

Abbiamo cosl determinati tutti i possibili elementi lineari che ammettono
un (. I nostri procedimenti ci dimostrano che per trovare tutti quegli ele-
menti lineari che ammettono un G, o un Gy basterd vedere quali tra questi
ultimi ammettono oltre al G¢ corrispondente un gruppo pilt ampio.

E cominceremo dapprima studiando quegli elementi lineari che ammet-
tono un G, transitivo, senza ammettere un G, intransitivo, riservandoci a pilt
tardi questa ultima ricerca.

Di cosiffatti elementi lineari esistono i soli due:

dss =dx+duwt +dz* + e d (&)
ds'=dai+lda, + Lew day+ lewada, (B)

dove 1,, I, I, » sono costanti non nulle. Il tipo (B) include (per p = 0) il
tipo A. Se p==0, moltiplicando x;, x, per costanti opportune e passando a
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uno spazio simile, potremo scrivere:
dst=duxi+ldaz}+endal- 1, e daxt. ©)

Lo studio di questi elementi lineari si compie senz’altro facilmente col
metodo del prof. Biancur. Cominciamo dall’elemento (A)

dst=dax;+dx;-+dxt + e dai.
Se

X=3 &

o é1 ! 0 &;

& la pill generale trasformazione infinitesima che esso ammette, le formole di
Kivwe danno:

08 0% emééz——-—-——&- 08 0% (n)
o0xs oz’ 9@6‘4—‘ Oas’ 0xa 0 s
354_ 81__ Q__’:f_— P 3:2___ 651 3:’:3_
7= 75 =0 &m0 Mt Tt —0 @
2%, o, 080 vy 050, 06
R TR L PR P )
Poiche per le (2) g;‘ =0, P'uoltima delle (2) e la prima delle (3)
{
danno :
¢~ 354 4:
525“2—-?—;}4”"7?(%, s, &) (4)
’E3=m33{%2+7?3<x2; X3, 334)- (’5)

La (2) e le (3) danno quindi
0* Ez 0% 0 E[ ; 0 e . 6 e jz_fi_ 0 s

2% 9

T e m = Tm=% dm T imim gm0 (®

Per ottenere queste formole basta sostituire le (4) e (5) nelle ( 2) e (3)
e ricordare che £, ., » non contengono #,. D’altra parte dalle (1) si ot-
tiene, ricordando che £, non pud contenere w,,

Eye=—u, Z;_: + Z, (xu xa’? _...:.’:g =0 (7)

. oy 03
_{::-—-T“ 6"'¢‘a—-*x':+Zg (x;, Lay xs:’ (8)
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£ z, 2 + Z; (@), Ty T) (9)

T T M@

La prima delle (2) e le (6) dicono, ricordando che per la (7) &, ¢ fun-
zione lineare di z,, che

E=amtbastr(da,texs )+ g9g=—

dove a, b, ¢, d, e, f, g sono costanti.
Poiche per la (8) & & lineare in z, ¢ indipendente da x; ne trarremo:

b=e=0

8 2
0 X2

n2=—*((t+(lw’4)£§-"—(fx4+g)x2+7'lx4+’l’

dove mi, % sono nuove costanti.
Poiché per le (6) %, non contiene n& x,, #;, ¢ per la (9) ¢ lineare in x,,
avremo :
=k 1
dove /-, { sono costanti.
Le (1) danno allora:

= — (e )

;0

;4

" s k

0xs

0 % d &3 ;
o= — - e d SR g £, ¥ — 1 "

7 s R R A

. : C o 0% E . .
eguagliando 1 valori di 5T o che si deducono dalla prima e dalla terza
10 &2

di queste formole, si ottiene:

h==d = f=0.
81 ha dunque

5|=axz+g
. 1 :
§2=~2~ae—’”l -« ?23 —g %+ 1

Ey=—rkua, 1
4=kw3+t

gy
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dove # & una nuova costante. Questo elemento lineare ammette dunque pro-
prio un G,.
Studiamo il tipo (C)

ds*=dzi -+l dai+endas el dr;

dove [, ¢ una costante non nulla. Le equazioni di Kiuwive per @i, @5, @5,
@4y (ayy (134 dANNO:

vé:()‘ £4+éf_320 5‘8;1=_‘3§4 ?x;‘%igﬁ d <4
0 a1 ’ 013 ? 0z T 0 x4 Ods’
n 7 » -
€3 0 cs 0 <4
3 "= e ==
Ctm =0 T T
Le condizioni di integrabilith danno:
0*&  0tE 0%% G104 18‘?‘”‘8254
o xt 0} Vo Dae 0 s dax:  bLom A 0.1}
ossia
27 oc
=4 [ T4
¢ = = (),
o xt + 0

Queste equazioni per &, ci dicono che sard
Ly=(ax;+ by, + cx, -+ d,

dove «, b, ¢, d sono costanti, E quindi si dedwrrd dalle equazioni precec-
denti :

) . 0

gl == N4 (xzy -773) =_"ag‘,22

. 1,

&2 = g (a xy - C) 4 -t 72 (x‘ Zy 773)
i

2,
=T (@ b) + (7 20)

L4, 0%
Poiche -— +4 &, =0, avremo:
5&73
5 3

(axz-f—b):::s—l—cxg%—d—i—a—:;;mo
donde

x b .
ﬂ3="’"a—12i“xa“(c m2+(l)f3+zs(x|7 X)-
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Le equazioni di Kiuixe per a,,, @, a; danno:

-
o
e e

0 12

0 &2 0 %s
l e, L= 2204 2= (),
1€ x + ¢ 0%z 0

Sostituendo per le £,, &, & 1 valori precedenti, troviamo, ricordando

h a’l}z ] . .. « K X
che 5, (%, ;) = — 7 © che quindi si pud secrivere

12 (xl X, 7.3) = Zz (xa) xs) + s (x?? 1‘3)

. 5 )\?
= ga:
le relazioni seguenti: («), (8), (7)
1 J e
e ——ae®x, + - )
' [ 1 ot 0xs 2
a a 0 73 (1, 22) g (@)
W | gy gt LRSI B
+¢ [26 g %X T } 0 !
donde
g 73 8 N2
T =0; a=c=0; —=0
0 ! ¢ ! Cu's
0ssia gy = Z, (,) -+ 2, (%2)
01 (a2 ’LO) VA
[, ———2 0 Logro 220 = () )
0 + d x (8,
donde deduciamo :
0% _ O g
0x, R
0% A 07 .
—1 LA [ g2 222 . )
s a o x )
donde, indicando con % una costante,
Ple _p 22 gee,
0 xp 0 x

Ricordando queste relazioni, indicando con %, !, m, n nuove costanti

Annali di Malematica, Serie 1II, timo IX. 11



82 Fubini: Sugli spazii a quatiro dimension:

avremo infine:

=—(kz, + 1)
== ~2k~ (23 — ey + 1o, + (R4 m)

£

-~

Ea::g-e*”*- g—-x;ﬁ-*dxs‘i‘”

Ei=bx, + d.

Le costanti %, m compaiono solo nella loro combinazione « k4 m ». Ii

gruppo ammesso dal nostro spazio & percid proprio soltanto un Gs.
Bastera ora lo studio di quegli S, che ammettono un G, intransitivo;

questo studio si compie senz’altro, seguendo quasi parola per parola, lo studio

che il prof. Biancmt fa degli S; che ammettono un &, intransitivo.
Cominciamo dal tipo (L) che scriveremo, mutando un po’ le notazioni:

ds®=dx;+*(dai+dxi-+dz)
dove ¢ & una funzione non nulla di #,.
Sia
éz Ba“z

una trasformazione infinitesima ammessa da questo spazio. Avremo per le
equazioni di Kinnixe

Sria ol e+a;: :
Arhir it 2;i+2;;~-0
o+ Ei- ot
Lain-o a0

Lo stesso procedimento seguito dal prof. Biawcur al § 7 della sua Me-
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83

moria dimostra che lo spazio ammetterd nn gruppo pii ampio soltanto se

(DI
" = cost

-3

ossia se lo spazio & a curvatura costante.
Veniamo ora al tipo (M) in eui

ds*=duxi4¢*(x,) |d s endad + e d il

Le cquazioni di Kmrive danno, indicando con

0
2 PR
" S
la pit generale trasformazione infinitesima ammessa dallo spazio,

0 T2 _ _1« i, Tt
0 & T ’92 B X2
02 ';J'
e ! g
J 3 =% Pony
01 ?2 0
J s 5’ .
a X3 - o 74 i)
0 T4 7 .
a—‘;‘ = @‘ N 7B
0t -2 g 1y
Y 0 014
0 e 0 m
= e =0
0 xs + 0 2
0 hs 0 N4
- e?xn —_ O
it i
7 hi3 ¢ 14 =0
VEA (éxs
Vi N4 —0
8.):; -

®)
9

(10)

Lo studio di questo sistema di equazione & analogo a quello che il
prof. Biancm fa nel § 10 della Memoria citata. Noi lo ripeteremo sommaria-
mente. Eliminando », dalle (1) e (2), 7 dalle (3) ¢ (4), n, dalle (3) e (6)
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troviamo:

0% 4 4 ‘

e =(¥ ¢—¢°)m

P (¢ ¢ —9%)

0% 1 , 0 'y
— .——e?.ﬂ D o2 —— P2
00; ((10 )] 30 ))7' ¢ axg
22 [E3 r, a LT}

Osservando che per », = 0 troviamo soltanto il ; iniziale, potremo sup-

porre n,==0 e quindi
9" ¢ — ¢'* = ¢ (costante)

mdi
0%
a_x’. = ¢, (11)
0% L . - 0
= e on— %) 12
0% 0y i . 0
o= oo en—32). (13)
Le (1), (8), (6) integrate rispetto a x, danno:
dn ([ dr
fe — — a_;;-J P2 (a:i)_ + e (£:, @3, @) (14)
8' d 21 -
33:—‘3‘2%5‘%2 (‘f}‘g‘él—)‘}"{’a(xz: 3, x4) (10)
. _em, 0 d 2 A
" ) Flay T ) 0

Sostituendo nelle (7), (8) troviamo :
2( 02 iy Bm)}” dxt 84:2 ou {0\2}3

dxs0as 0as 7 xs

2t (a1) T Oxs ¢ 02

e Iequazione che se ne deduce mutando 3, 5 in z,, ¢, .
Da cui si trova (cfr. loc. cit)

, 0% 0t
¢c =1 gz—=(@C—1)7—=0
{ ) 03 ( ) 0 x4

Per ¢ = 1 si ha, indicando con R una costante

¢ () = R cosh (%)

col che si ritorna agli spazii a curvatura costante.
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Se c¢==1, allora 5, pud essere funzione soltanto di .
Le (11), (12), (13) diventano

0% 1y 0
ey = Oy —— =Cn
0 Xs 0 X2

e quindi, poiche ¢==1,
c=0  y = cost,

Potremo senz'altro supporre che », == 1; di pili, poiché

99" —gt=c=0
avremo

-:g = [ (costante).

Le (14), (15, (16) danno:
i = i (Xg, X3, y) (=2, 3, 4)

col che le formule di Kunive diventano :

L b=tk =T b kg =0
0 ge 0Ys
TR T
95’12 20, 'd_qi‘ —
0 %4 Tt daxs 0
0 \(/3 01 74
9.274 5 Z3 =0
Donde
Yo =—kx 6 (x;, 7))
OYs _ o 00
owe 0 as
04 V3 |
e k—+Fkx, — 6 (2, x,).
La condizione di integrabilita di queste ultime due da:
a‘)
e o 7 + k=0
donde

k=0.
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Si pud quindi supporre ¢ = 1.
Il resto della discussione si pud senz'altro omettere; infatti in tal caso
il nostro spazio, avendo i coefficienti dell’elemento lineare indipendenti da 2,

ammette la trasform. infinitesima X, = 8—% e quindi ammette un G,.
i
Né& pud ammettere un gruppo pitt ampio perchd se
0

Yo =2 niz

fosse un’ottava trasform. infinitesima non appartenente a G, ammessa dal
nostro spazio si potrebbe, per quanto si vide supporre 5 = 1; e allora
X, — X, insieme alle trasformazioni infinitesime di G, farebbe parte di un
gruppo a 7 o pill parametri intransitivo. Cid che & impossibile.

§ 16. Finita cosi ]a rassegna degli S, che ammettono un gruppo di
movimenti, riprenderemo, con le nuove cognizioni e i nuovi metodi appres,
a studiare la questione se un S, che ammetta un G, intransitivo non inte-
grabile ammetie, o no, un gruppo pitt ampio di movimenti per valori generici
delle costanti di integrazione.

I due tipi di G, cosiffatti che noi abbiamo trattato a parte, sono del
résto dal nostro generale punto di vista da considerarsi come identici.
Noi potremo percid senz’altro trattare il caso che le trasformaz. infini-
tesime X,, ., X;, X, generatrici di G, siano tali che
(X, X)=X, (Lx)=2Y, (%LX)=X
(Xi XA) == (X X4) = ( s Ay) = 0.

Poiche, come risulta dalla Memoria del prof. Biaxcmi, un S; che am-
metta un G, non integrabile non ammette in generale anche un G, & ben
certo che un S, che ammette il nostro G, non ammetterd nel caso generale
una trasformazione infinitesima che con X,, X,, X; generi un gruppo intran-
sitivo. Di pitt osserviamo che se un tale S, ammette un gruppo pil ampio
del G, stesso ammetterdh un G5, o un G5, o un G, o un Gy,.

Se esso ammette un Gy questo Gy contenendo G, non sard integrabile e
avrd una delle composizioni (21) e (22) del § 15. Anzi poiché una quinta
trasformazione infinitesima di @ indipendente da X,, X., X,, X, non pud

5—2—, in causa dell’ osservazione precedente, il
4
gruppo dovra proprio avere la composizione (22). Avremmo ciog :
(Xi Xs) = (Xi X,"} = (X4 Xo) =0 (’ = 17 27 3) (X, X?) = X’;
(.X‘ Xa) 2 ,X? ; (_Xg X3) = X3 .

avere nullo di coefficiente di
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Essendo (X; X;) =0 ed (X, X, X; X;) essendo per l'osservazione prece-
dente certo transitivo la X; dovrebbe essere della stessa forma di X, che noi
abbiamo determinato al § 11 della Mem. cit. perd con valori differenti per le
2, 3, 7. Eid & ora ben chiaro che il sistema di equazioni per le a2, b, ¢, d, ¢, f del
§ 13 della mia Mem. cit. non pud restare equivalente a sé stesso, quando vi
si mutino i valori delle «, 3, y: ¢id che sarebbe necessario affinché, restando
generici i valori delle costanti a®, b, ¢, d, e, f, ¢, B, y il nostro spazio am-
mettesse un Gy della composizione su riferita.

Ammetta ora un tale S, un G, (certamente transitivo) oppure un G;.

Ammetta p. es. uno dei G, transitivi del § 15. Se il G; ¢ del tipo (A)
esso ha per composizione :

O == (X‘ .Xg) == (Xg Xg) == (X2 X4) - (Xz Xs) == (X; X;—;) ==

= (X, X3y = (X, X;) = (X, Xo) = (Xz Xo) = (X, Xo),
(X, X)) = Xy (Xz A)=—X;; (X X,) =X, 3
(X; X3) "——:,X;; (Xg X_; ;‘:.“‘"‘"X,i‘

Il nostro (7, contiene un G5 non integrabile, che (come il G, stesso)
deve essere un sottogruppo del G, precedente. Tutti i successivi gruppi de-
rivati di G5 devono contenere il G stesso. E poiché derivando due volte il G,
ottentamo il gruppo (X,, X,, X,), questo sara proprio il &, in discorso. La
quarta trasformazione di G, dovendo essere permutabile con X,, X;, X, sard
del tipo 4 X, -} p X5 + v Xs. Ma ¢id non & possibile perchd allora G, non
sarebbe transitivo, essendo X,, X, X, trasformazioni infinitesime dipendenti.

Considerazioni analoghe valgono per il caso (O).

Vediamo infine il caso che ogni tale S, ammetta un G, contenente per
sottogruppo un G intransitivo. Questo G, avra la composizione

(X, X=X, (X, Xp)=2X, (X, X)=2X,
(X:X)=0 i=(1, 2 3, 4 5, 6)
X X)=X (X X)=2X, (X:X,)—X,
(X X)) = (X, X5) = (X, Xo) = (X, X)) = (X. X;) = (X, X)) =
=(X: X)) = (X; X;) = (X, X,) = 0.

Come sopra si vede che il gruppo G, semplice contenuto in X, dev’es-
sere un sottogruppo di X, X,, X;, X,, X;, X;. Ora i gruppi semplici di
questo G sono equivalenti (Liw, 3' B., pag. 203) a uno dei gruppi

Ny, N, Xo)y (X X XY (XWX, XX, Xo 4 Xo)
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Ma questi tre gruppi hanno tutti delle ¥, invarianti, che dovrebbero
coincidere con le varietd x, = cost. del § 12, che appunto si definivano come
le varietd a tre dimensioni lasciate fisse dal gruppo G, semplice contenuto
in G,; quindi queste varieta dovrebbero ammettere tutto il G, in discorso
per valori qualsiasi delle costanti di integrazione: eid che noi sappiamo
escluso « a priori ».

Osservazione. Si dovrebbero ancora (cfr. pag. 34) studiare quegli G, che,
senza ammettere un G, intransitivo, ammettono un G,, le cui varietad invarianti
sono a curvatura costante. Studiamo uno dopo Paltro i varii tipi di G sot-
togruppi del gruppo totale di movimenti di una superficie a curvatura co-

stante (*).
I. caso. Sia il G, generato dalla (X, X, X, X,) legate da (X, X,) = X;
(X, Xs)=X,; (X, X)=X,;(X; X)=0(@G=1, 2, 3). Allora (Braxca loc.

3
cit. pag. 70-72) posto ds*=dai+ Y amwdz;day avremo:
1

dgt=dai+9da + [psen’w, +ntgeostw]dat | ) B
+2n¢cosx da,das - ¢ dai ) (

dove ¢, ¢ sono funzioni di x,; le z,==cost. sono a curvatura costante sol-

tanto se ¢ = n?¢; ma in questo caso lo spazio (1) ammette proprio un G,

intransitivo.
IL. caso, il G, generato dalle (X, X, X; X,) ha la composizione

XX)=0 (X X)=X (LX)=X; XX)=X; )
(X, X)=—X; (5%X)=0. )

3
Siano le x, = cost. le varietd invarianti e sia d s* = Napdx;dxs 4 d 22,
1

Dalla composizione del sottogruppo (X, X;, X;) che si pud immaginare
transitivo nelle varietd x, si trae (Biascni, loc. cit., pag. 49) che una delle
o, = cost. si potrd supporre abbia V'elemento lineare

dst=da}-F e (das+ dai

La X, deve essere un movimento per questa e deve soddisfare alle (2).

(™) Cfr. Las, Bd. Illtes,
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Potremo dunque supporre:

Ki=500 Xe=g.5 D=god g+ Gg;
7 b
Koty g — T

e Pelemento lineare cercato sara
ds?=dx - odat 4 ye*@(dx; + d i) (3)

dove g, ¢ sono funzioni di x,. Se esiste un gruppo Gy contenente detto G,
che .possa essere un movimento per lo spazio (3) si riconosce coi soliti me-
todi che la sua quinta trasformazione X, (che per ipotesi non pud lasciar

. . . . 0
fisse le x, = cost.) si pud immaginare del tipo X; =a 5o -+ T (@ = cost.)

oppure del tipo X5 = ¢! [5% -+ 2y () ﬁix] Nel primo caso & ¢ = cost.;
4 1
¢ = ¢**; e mutando i parametri x,, z, in loro combinazioni lineari si trova
il tipo gid noto d s* =d z; + kd ai + e~* (d x3 + d 3) (b = cost.). Nell’ultimo
caso si ha dalle formule di Kmive ¢ — 2% ¢ =¢ 4+ 2% ¢=0.
Il gruppo G, generato da X,, X, X;, X; ba per varietd minime inva-
rianti le varieta fli d 2, — x, = cost. che chiaramente per la ¢' —22%, ¢ =0

sono euclidee; rientriamo cosi nell’ultimo caso che ora tratteremo che il no-
stro spazio ammetta un @,, le cui varietd minime invarianti sono euclidee.

III caso. Sia @, generato dalle X, X,, X;, X, e ammetta delle va-
rietd euclidee &, == cost. come varietd invarianti; potremo porre:

X = ? 9 ? ?

=7 X=t X=-L Xi—ama — gl
0’ ° 0’ s 0 x’ 4 35»’5’2 28%‘3

Le formule di Kmrne ci danno:
dst=dxi+¢dat-+ ¢ (dxi+dxs) (4)
dove ¢, ¢ sono funzioni di x,. Una trasformazione X; che non lasci fisse le

&, = cost., e che con le precedenti generi un gruppo che si possa considerare
gruppo di movimenti per uno spazio (4) &, come tosto si vede di uno dei due tipi:
0 J ? d
X ) -+ B x, o +y(x25x—2 -+ 6——933) (B==cost.; y==cost.)
0 0
X5 = ¢% [5‘26"; + }.1 5‘};“"‘] X‘ == 7\‘ (x4)
a meno di una combinazione lineare delle X, Xz X5y Xio

Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. 1
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Nel secondo caso & per le formule di Kimrme ¢ = cost.; di pilt le va-
rieth 2, = cost.; x, = cost. ammettono pure la X; e sono percid a curvatura
costante. Mutando i parametri «,, 2, si ha quindi:

dst=dai -+ dai-+dal+ e dat
oppure
dst=dx}-+da;-+dai-+cos*z,d a2
oppure
ds?=duxi-Fdx+daxi-+da;
casi che tutti rientrano in tipi gia noti. Nel primo caso si trova dalle formule
di Kiuiveg ¢ = ¢, 6%, § = ¢, 6792 (¢, = cost.; ¢ =rcost.). Se f=y=0
lo spazio & euclideo, se =0 oppure se y =0, abbiamo ancora tipi gi& stu-
J

una trasformazione che con le precedenti generi un gruppo di movimenti

I3

diati; potremo dunque supporre f=l=0, y=}=0. Sia, se possibile, X; = 2 ¢;

per (4); per le formule di Kurme sara %% ==0; di pilt & =|= cost. perche al-
4

trimenti X, — &, X; lascerebbe fisse le x, == cost.; caso che per noi & escluso,
perché altrimenti I'elemento (4) ammetterebbe tutto un G intransitivo. Posto

(Xi Xs) = Z; Yir Xz

si ha dalle formule di composizione e dalle B=|=0, y='=0 che Xs="12y= 123 =03
e quindi &, == gy %, his @; -+ Aes X3 1, dove d & una costante che, seri-
vendo X, al posto di X;—d X;, si pud supporre nulla. Dalle

(X,‘Xs)=—"§)\ith (t=1, 2, 4)

si trae tosto che £,, £, sono soltanto funzioni di #,, #, e quindi per le for-

mule di Kicuive relative ad ay, as che £, non dipende da x,, x, ossia che

A = hys = 0. Scrivendo la (X; X5) = X her X si trova tosto che J5;7 =0 e
k

poicht y=l=0 se ne trae Xy=0; sarebbe quindi £ =0, cid, che come ab-

biamo gid osservato, & contrario alla nostra ipotesi.
E cost esaurita completamente la nostra discussione.



