
S u g l i  s p a z i i  a q u a t t r o  d i m e n s i o n i  t h e  am-  
m e t t o n o  u n  grul0pO c o n t i n u o  di  m o v i -  
m e n t i .  

(Di GwDo FuBI~I, a C(dania 0 

N e l l a  Memoria: Sugti spazii cite ammetlono un gruppo continuo di mo- 
vimenti (Ann',ti di Matematica, 1902), ho determinato tutti gli spazii a quattro 
dhnensioni che ammeitono un gruppo a ire o a quatiro parametri i vogtiam 0 
ora trovare tutti gli spazii a 4 dimensioni che ammettono un gruppo pig 
ampio. Anzitutto dovremmo determinate quali tra gli S, gi~. determinati am- 
mettono il gruppo corrispondente soltanto come sottogruppo del gruppo to- 
ta}e corrispondente di movimenti. La ricerca, affrontata direttamente, la'e- 
,~enia tali difficolth di calcolo, che ~ assai difficile eondurla a buon termine. 
]~ pih facile, seguendo i metodi svolti dal prof. BiA~cm per gli spazii a ire 
dimensioni con un gruppo di movimenti, studiare soltanto che cosa avviene 
degli S, in discorso per valori generici delle costanti, e lm compariscono n(,1- 
l'elemento lineare. I calcoli risultano perb ancora ]unghi, e senza interesse. 
E si trovercbbe che tutti gli $4 che ammettono un S~ integrabile non am- 
mettono mai un gruppo pih ampi% eccetto che gli spazi~ ehe ammettono il 
gruppo 

( i = 1  2, 3, 4) Xi=U  
che sono. euelidei, e gli spazii che ammettono i] gruppo generato dalle 

- -  ( i  = 1, 2 ,  3 ) ,  x~ ~ : ~  ~ x~ 

il cut elemento lineare h ridueibile alia forma: 

d s ~ = d:r] 4- dx~-~- dx;-@ 2 h,. dx ,  dx~ + 2 ~.r4 dx~dx~ + 

+ 2 (h,: x4 + h,~) d x, d z~ (xl + h~,~) d x~ 
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dove le , h ,  sono costanti. Indicando con H =  h33--h33 h~,~- h~3 il discri- 
minante non nu]lo della forma, si riconosce agevolmente che questi spazii 
ammettono anche la trasformazione infinitesima: 

0 [ ( l - - h ~ '  "---h, .h ,3x4)  ~]H] ~ 

- -  ( l  - x ,  + H x 3  

Non ha per noi alcun interesse il riprodurre qui i calcoli che dimostrano 
non esservi negli al tr i  casi un gruppo pih ampio per valori generici delle 
costanti, tanto pit~ p. es. che to studio diretto di questa questione per gli S~ 
che ammettono un G4 non integrabile non pare certo semplice. E noi non 
parleremo qui di questa questione, che ~ del resto irnplicitamente risoluta 
helle pagine seguenti~ dove si trovano tutti i tipi possibili di spazii S, che 
ammettono un gruppo a pifi di quattro parametri. E helle ultime pagine del 
presente lavor% indicherb sommariamente come il problema in discorso si 
risolve per gli S,~ che ammettono un G~ non integrabile, che ~ i] caso pih 
difficile ad essere affrontato direttamente. 

L'idea fondamentale che ei guiderh alla ricerca degli spazii a 4 dimen- 
sioni con un gruppo a pib. di quattro parametri :e quella di ricercare a priori 
una propriet~ generale di questi gruppi, che noi trovercmo senz'a]tro helle 
prime pagine. Dopo questo, la ricerca diventa non troppo complicata; e si 
hanno calcoli semplici e uniformi, mentre ineseguibili sarebbero stati i cal- 
eoli, the ci potevano suggerire i metodi generali o la generalizzazione dei 
metodi del prof. BIA~em. Ed b senza dubbio soltanto per questa via ehe si 
potranno ottenere risultati generali in questo ordine di ricerche: si dovrb~ 
cio~ prima studiare le propriet~ dei gruppi di movimenti, per poi passare 
allo studio degli spazii che li ammettono. 

Suppongo nel lettore la conoscenza della mia Memoria citata, che indicherb 
con (fi~) e~ per brevith~ trascuro dapprima~ come ho gih fatto nella mia Mere. cir, il 
caso ben pih facile e breve a trattarsl di quegli $4 che ammettono un G~ intransi- 
tivo, le eui varieth V invarianti sono a curvatura costant% senza ammettere il Go 
intransitivo corrispondente~ e senza essere di uno dei tipi che ora determineremo. 

§ 1. Noi dimostreremo il teorema seguente: 
Se un G,. (r-----2, 3, 4~ 5, 6, 7, 8) ~ un gruppo di movimenti di un S, 

esso ammette un sottogrulopo a , r -  1 ,, parametri. 
(l~ ben ehiaro che b inutile occuparei del caso r-----9 e de] easo r-----10, 

perchb h) $4 o non esisterebbe o sarebbe a curvatura costante). 
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Questo teorema b evidente per r -~- ] ,  2~ 3, 4~ 5 per noti teoremi gene- 
rail della teoria dei gruppi. Se r ~ 6, il G,. ammette certo qualehe G, (Lm- 
E~QEr~, 3 ° B, pag. 756) e deve eerto ammettere anche qualche G5 perchb se 
un G,. ha dei sottogruppi G¢_~, ma non dei sottogruppi Gr-,, ~ (Lm-EsaEt., 
3 ° B, 691) r~_~8 e quindi r='=6. Se r ~ 7 ~  il G~ ammette certo qualehe G~; 
se non ammettesse n~ sottogruppi G~, nh sottogruppi GG dow'ebbe essere (LIE, 
loc. cir.) r ~  10 e quindi r=',= 7. Se ammettesse dei G5 ma non dei G~, al- 
lora dovrebbe essere r~_~8 e quindi r =I=7. ¥eniamo al easo dei Gg; con- 
sideriamo quel sottogruppo G, che ]ascia fisso un punto generico dello S,.  
Esso non b certamente un gruppo invariante;  perchb dalle trasformazioni 
di Gs, ehe sarh certamente transitivo, b portato negli altri" G, eorrispondenti 
agli altri o~ * punti di S, .  Tutti questi G, non possono avere alcuna trasfor- 
mazione infinitesima comune (ossia invariante in Gs) perch~ nessuna trasfor- 
mazione di Gs, oltre t'identit~, pub ]asciar fisso ogni punto di S,.  

Ora (LxE-E~a~L ; Tomo II[  °, pag. 776 e 682) di G8 semplici non vi sono 
altro che i gruppi oloedricamente isomorfi al gruppo proiettivo del piano. 
Escluso per un memento questo caso, il gruppo (~,~ conterrh qualche sotto- 
gruppo invariante. Se questo sottogruppo b u n  G,~ o un G~, o un G:~ esso 
insieme a uno dei G, preeedenti, in cui come si disse non pub essere con- 
tenuto come sottogruppo genererk un G5 oppure un G6 oppure un G,.  ~e l  
primo easo il G,, contenendo un G5 dovr~t pure (LI~-E~(~t,, T. 3. °, pag. 691) 
contenere un G~ o un G:.  Se poi Gs contiene un G6, non essendo esso per 
ipotesi isomorfo al gruppo proiettivo del piano, esso conterr~ pure un G7 (LI~., 
loc. cir.). Se il sottogruppo invariante fosse un G,, questo G, con una qual- 
siasi -altra trasformazione infinitesima di G, genererebbe un G~. In ogni easo 
adunque il nostro G8 conterrebbe un G~ o un GG oppure un G: e quindi, per 
le considerazioni precedenti, conterrebbe un G,.  Baster~ adunque far vedere 
che il nostro Gs non pub essere isomorfo al gruppo proiettivo del piano. In- 
fatti un gruppo Gs che si possa considerare come gruppo di movimenti di 
un S, ammette dei G~ che lasciano fisso un punto di S, .  La composizione 
di un tale G4 si ha subito, ricordando che per le propriet~ caratteristiche dei 
gruppi di movimenti esso deve essere isomorfo a un sottogruppo di uno 
spazio S~ a curvatura costante e che essendo esso intransitivo (*), deve essere 
isomorfo (Cfr. § 1 delia mia Mere. cir.) a un gruppo F, transitivo di movi- 

(÷') Perch,, come ho dimostrato, nella mia Memoria, rlessun 8"ruppo di movimenti puo 
essere doppi~mente tr~nsiti~-o, 
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menti di un $3. Confrontando le possibili composizioni dei sottogruppi reali G, 
di movimenti di uno spazio ellittieo (Lm-E~OEL, Tome II[), pag. 20.~) a l e  
possibili composizioni di un G, transitive di movimenti di un S~, troviamo 
the questo G, deve avere per gruppo derivato un G~ non integrabile. Di 
tall G, il gruppo proiettivo del piano contiene soltanto (LIE, B "a 3 tes, pag. 103) 
il sottogruppo generate dalle 

x p, xq ,  yp ,  y q  

e i sottogruppi equivalenti. 
5[a il sottogruppo in discorso g contenuto nel gruppo G, 

p, q, x p, x q, y p, y q. 

Dunque: Se uno dei nostri spazii S, ammette un Gs oloedricamente iso- 
morro al gruppo proiettivo del piano, esso ammette un gruppo G, intransitivo 
non integrabile, le eui variet~ minime invarianti sono percib delle 1~; e 
questo G.~ ~ eontenuto in un sottogruppo a 6 parametri di Gs. 

Pih tardi studieremo quali spazii S, ammettono un gruppo G~ eontenente 
come sottogruppo un G~ in/ransitivo non integrabile: e vedremo ella nessuno 
di tall spazii pub mat ammettele un Gs. Il teorema testa eosi completamente 
dimostrato. 

Dunque per la nostra ricerca basterk prima eercare quale degli spazii 
trovati nella mia Mere. tit. ammettono un G5 eontenente il G, eorrispondente 
pot quale di questi ammette un G~ eontenente il G~ retativo, quale fra questi 
ultimi ammettono un G7 eontenente il G6 relative. Per trovare quali spazii 
ammettono un G, baster~t ridurci allo studio degli spazii ehe ammettono 
un G7 e di quelli ehe ammettono un G, contenente coma sottogruppo un G, 
intransitivo non integrabile. 

{} 2. Cominciamo dunque ora dallo studiare quail dei nostri spazii pub 
ammettere un Gs: not distingueremo tre east, ehe studieremo l'uno dope l'altro. 

A) It G~ ~ integrabite, a non eontiena alcun G, intransitivo. 
B) I1 G~ non g integrabile, e non contiene alcun G, intransitivo. 
C) II G5 eontiene come sottogruppo un G, intransitivo. 
Studiamo il primo easo, osservando ehe un tale G~ possieda naturalmente 

solo dei sottogruppi integrabili. 
A) I1 gruppo G5 ha un G, coma gruppo derivato. (St rieordi che g 

ehiaramente da trascurarsi il easo, in cut il G~ avesse tra i suoi sott0gruppi 
un G, a trasformazioni permutabili~ nel qual caso 10 spazio ambiente sarebbo 
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senz'altro eutlideo; ed b quindi ,, a fort iori ,  inutile occuparci di un G~ a 
trasformazioni permutabili.) Sia G, il derivato generate dalla X , ;  poti'emo 
scegtiere le trasform, infinit. ( X , . . .  X~) genel"atrici di G~ evidentemente in 
mode che sia 

(X, X,) = 0 (X, X~) = (X, X,) = 0 

e poich~ (X, X~ X~ X,) non pub essere a trasformazioni pcrmutabili~ una al- 
meno delle (X~ X~), (Xa X,)~ (X~ X,) non sar~t nulla ; e potremo porre p. es. : 

(x~ x3) = x , .  

Ponendo X , - - p  X~- -q  X3 al posto di X, con p, q eostante opportune 
potremo poi fare: 

(X3 X4) = (X, X,) = 0. 

Sara poi, indicando con ~i delle eostanti, 

(X, X~) = ~, X ,  (X~ X~) = ~, X,  (~C~ X~) = ~ X ,  (X ,  X~) = ~ X ,  

dove ~,, ~a, ~ non possono essere tutte null% perch~ altrimenti (X, X3X4X~) 
sarebbe un P, (*); e cosl pure neppure ~,~ E~, ~, possono essere tutte nulle. 

Se a,=',=O~ togliendo da X,,  Xa, X, multipli di X, si ottiene ~ , = ~ 3 = ~ , = 0 .  
Se ~4=:=0, ~,==0, togliendo da X,X~ multipli di X4 si ottiene ea=~,-=0.  
Se ~, = ~4 = 0, allora z~ =:= O, ~3 =I = 0. E togliendv da X un eonveniente 

multiple di X3 si ottiene: ~ , = 0 ,  case ehe b, come si vide gig, da trascu- 
tarsi. Dunque i casi .da considerate sono soltanto: 

Tutte le (XiXk) nulle, eccetto 

(X, Xs) = X, (X, Xs) = X, (1) 

oppure tutfe le (XiXh) nalle, eccetto 

(X, X~) = X, (X~ X~) = X, .  (2) 

B) I1 G~ abbia un G, come gruppo derivato. 
Vediamo se b possibile che tutti quei G,, sottogruppi di G~, contenenti 

il G~ derivato abbiano soltanto un G, come gruppo derivato. Dall'enumera- 
zione di Ll~. dei possibili G, vediamo the tutti questi G4 sarebbero di uno 
delle due seguenti eomposizioni (indicando con X,, X, ,  X~, X, le trasf, in- 
finit. generatrici di G,): 

(XiXk)=O(i ,  k = l ,  2, 3, 4) tranne (X, X,) ---- X, (,,) 

(XiXt,) = 0 (i, k = 1, 2, 3, 4) tranne (X~ X4) =- X~. (fl) 

(*) Con Fm indicheremo, d'ora in avanti, un Gm a trasformazioni permutabili, 
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Trattiamo il sottocaso =). Sia X5 una quinta trasform, infinit, di G~. 
E poniamo 

4 

(XiX~)  = ~' 2ihXk ( i =  1, 2, 3, 4). 
k~-.l 

Seriviamo le identit~t di Lm relative alle ~ik, ricordando che il G~ deve 
avere un G~ per gruppo derivato e che questo G~ contiene X , .  

Otterremo, sostituendo a X5 la X5 - -  p X~ ~ q X~ (con p, q costanti op- 
portune) che X~ o sarh tale che 

(x~ x , )  - o (i = 2, ~, ~) (~,, =',= o), (X, X~) = ~,,, X, 

oppure tale ehe: 

( X,  X~) = 0 (x~ X 0  - ~.. X,  + ~.i3 x .  (i = 2, 3, 4). 

:Nel primo easo anehe (X, X~ X~ X~) ha un G, per gruppo derivato. 
Nel seeondo easo le ),i, X~ -t- ).is X3 non sono tutte nulle, pereh~ G~ deve 

avere un G~ per gruppo derivato; quelle di esse che non sono nulle r~ppre- 
sentano una stessa trasformazione. Presa questa come trasformazione X~ (e 
scambiando eventualmente -¥2~ X~) si ottiene faeilmente: 

(x ,  .x~) = 0 (x~ x~) = ~:, x~ (i = 2, 3, 4) 

dove non tutte le ).i~ sono nulle Se ),~ =',= 0 o ),,~ =',= 0, allora (X, X3 X, X~) 
ha un G, per gruppo derivato. 

Se ).,2=~,=0, allora (X~, X~, X.., X ~ + X ~ )  ha un G, per gruppo de- 
rivato. 

1%1 easo (fl) otteniamo con procedimenti analoghi, the si potrh porre: 

(x ,  x , )  = (~,~ + >,,,) _x; 

(x~ xo) = ).~, x ,  + z~, x~ + ).~, .¥, 

(x ,  x ,)  = ~.,, x ,  + ~,,~ x~ + ~.. x ,  

quando alla .~  si sostituisca X ~ - - p  X~ - -q  X4, con p, q eostanfi opportune. 
Se (X, X,) ~ il gruppo derivato, allora ~.a~ -= ;q~ = ).~3 = ),, = 0. Se 

),,,=[=0, il gruppo (X,, X~, X~, X, + X~) ha un G, per gruppo derivato. 
Se ; t , , = 0 ,  allora o ?,a, =:=0 o ?~,,=]=0. S i a p .  es. ).~,=:=0. Se anehe L,=I=O 
il gruppo (X, X~ .X~ ~ )  ha un G, per gruppo derivato. Sia ).,,-=-0. Sosti- 
tuendo alla X, la X , - - / 9  X3 (p conveniente costante) avremo )~,, = 0. Mo!- 
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tiplicando X.: per :--1 si potrg poi fare )..~, == 1. E il gruppo (X, X, A; X, X:) 
Z3t 

avrh la composizicne: 
Tutte le (X~ X ~ ) =  0 tranne 

(~X~ X,) = X5 (.V, X~) = ~X:. 

Se non ~ (X,~ X~) il gruppo derivat% ~ certamente )~,, 
gig nulla una delle (Xs .~)~ (X, X~) potremo sostituendo alia .¥~ la 

(a) 

- 0 .  E se non 

X ~ - - p  .X~ (p = costante opportuna) fare (X~ Xs) = O. 
' 0 e il gruppo (X~, L, X, + ).,.~ X~, .~_~, X~) ha Se ).,4 = 0, ~ certo L~=,= 

un Go. per gruppo derivato. Se )., -,-2-0, allora (X~, ;q, X, + ),4~ .X,a + )44 X~, 
X~, X~) ha un G~ per gruppo derivato. 

Dunque, tranne ehe nel caso (3) noi potremo supporre che nel G~ esista 
un G~ con un G.~ per gruppo derivato. Esaminiamo pereib st ;~ possibile ehe 
tra i G~ di G~ aventi G, come gruppo derivato non ve ne sia alcuno con 
un F~. Percib ricordiamo the un G, con un G~ come gruppo derivato e 
senza F~ o ha la composizione 

oppure la : 

(X, .X-.) = (X, X~) = (X~ , ' , )  = 0 (.Y~ X~) - (.X, .¥,) = .X, (X, X',) ~- X~. ~) 

Le formule di eomposizione danno nel caso (~), sostituendo alla X5 
4 

la X ~ -  ~ p i  Xi dove le Pi sono convenienti costanti ehe:  
1 

(X~ X s ) =  0 (i =: 1, 2, 3, 4) 

e il G~ contiene il gruppo (X,~ X~, X~ + . ~  -Xs) che contiene il F3(X~ .X~ X~) 
ed ha un G, per gruppo derivato. 

:Nel easo (/~) si ottiene dalle formule di composizione~ sostituendo a X5 
4 

la X ~ - - ~ p ~  Xi nel modo solito che si pub fare:  
1 

( x , x ~ ) = o  (x,:,c~)=),~,x, (X,x~)=-x,,.x; ( x , ~ .  o ) = o .  

Affinch~ il gruppo derivato sia (X, ,  X,) deve essere 7~,, = 0 e allora 
(X, X, X~ X~) ehe ha un G, per gruppo derivato contiene il F, (X, X~ Xs). 

Potremo dunque restringerci al caso che G5 possegga un G,, ehe eon- 
tiene un F, e di cui un G, ~ il gruppo derivato. 
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Di t~li G~ vi sono soltanIo i seguenti /ipi the esaminer(,mo sueaessiva- 
Inente : 

I. S ia  G~ ~ (X~, X~, X3, X4). E siano tutte le (X~ 2~)-----0 h'anne 

(x ,  x , )  = x~ ,  ( : ~  x~) = x ~ .  

I soliti metodi danno the allora la X~ si potdt scegliere in modo the 

( ~  X~) = 0 (i = 1, 2, 4) (X~ X~) = )., X~. 

Se 2~,==0~ altora (X,, J~,  X~, X~) ~ unF~ ;  se ).~,=',=0, si pub, mu- 
tando .Y~ fare ).~, = 1 e otteniamo cos~ per G~ la composizione: 

Tutte le ( X ~ X j , ) =  0 tranne 

(X, X,) = X~ ; (AS~ X,) --:  ( X ~  X s )  = X ~ .  (4t 

1I. G4 pub essere del tipo: 

( X i X h ) = 0  (i, k - 1, 2 , . . .  4) tranne ( X ~ X 4 ) = X ~  (X3X d -  X, .  

E si trova con te solite eonsiderazioni 

(;Lx~)=),~,X,+),,,x~; (x~x~)=),~, x , ,  

(x,  &) = ) . .  x~; (x, x~) = o. 

Togliendo da X5 multipli eonvenienti di X~, X3, X, si pub filre 

),4~ = )~'~ ----- ),3, = O. 

Se (X,, X,, X~, Xs) non ~ un F, 5 certo ),~=[=0. Si pub dunque fare 
).~ = 1. 

E si trova per G~ la eomposizione" 

( X i X h ) = - 0  tranne (X~X , ) - - - -X , ,  ( X ~ X 4 ) = X , ,  ( X , X ~ ) = & .  (5) 

III .  I1 gruppo G~ pub essere del tipo: 

( X ~ X k ) = 0  tranne ( X ,  X~) . -  - -  X, , ( X~ X~) - X,  - -  X3 . 

Togliendo da X5 multipli di X,, X~, X4 eonvenienti si ha che si pub 
porre : 

( x ,  x~) = o (x~  x d  = o (x~ x~) = >.~, x ,  (x~ xs) - o .  

Se (X,  X~ X.~Xs) non ~ un F4, sarh )..~ ='.= 0. Si pub percib porre 
).~ = 1 e si ha per la eomposizione di G5 

( X i X h ) = O  t,'anne (X, X 4 ) : = - - X , ;  ( X 3 X 4 ) = X , - - X ~ , )  
(x~ x ; )=  x , .  ) (6) 
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IV. I1 G, pub essero infine dell~ composizione: 

(Xi Xh) = 0 tranne (Z, X4) = X, (X3 X4) = c X3 (c ---i= 0). 

E troviamo cot soliti procedimenti per il nostro gruppo G5 nel caso di 

(XiXh)---- 0 tranne 

(x ,  -xd = ).,3 x~,, 

Nel caso d i e = =  1 

(x ,x ,)=x, ,  (x~ x , ) =  x . ,  ) 
(7) 

( X i X k ) - - 0  tranne (X, X~)------X,~ (X3X,)=c. ,¥3,  (X3X~)= .G .  (8) 

C) Il gruppo G5 abbia un G3 per gruppo derivato. 
Nessuno dei G~ di G5 contenenti G3 abbia, se ~ possib!le, questo G3 per 

gruppo derivato. E ve ne sia anzi uno it cut gruppo derivato sia -un G,, 
senza che esso contenga un F3. 

Questo G, percib, o avr{~ la composizione: 

(X, X~) = (X, X~) = (X~ X,) = 0 (X~ X3) = (X, X,) = X, 

( x ,  x ,)  = x ,  

nel qual caso si pub scegliere Xs in modo che sia: 

(X,  X~) = (X ,  Xs) = 0 ( X ,  X~) = ~,, X ,  (X3 Xd  = - -  ~,, X ,  

(dove ~ certo ?,,, =i= 0) cosiceh~ G~ eontiene il sottogruppo (32, X, X~ Xs) con 
un G3 per gruppo derivat% oppure detto G4 ha la composizione: 

(X, X,) = ( X,  X~) = (X~ X,) = (X, X,) = 0 

(X, X~) = x, (x ,  x,)  = x ,  

the, come si verifica con le sole relazioni tra le costanti di composizione non 
pub essere contenuto in un G~ il cut gruppo derivato sia un G3. Esaminiamo 
dunque il easo in cut questo G~ contenga un G .  Esso potr~ essere di varii 
tipi, che studieremo suecessivamente: 

I. Sia la composizione di un tale G~ data da: 

(X~Xt , )=0  tranne (X,  X 4 ) = X ,  ( X 3 X J - - c X 3  (c-'.,-O).-t- 

Se c ='~= 1, si vede tosto che si ' pub scegliere X~ in modo che: 

(x ,  xs) = o,  (x~ x d  = x,, x , ,  (x~ xo) = ),~ x~, 

(x ,  x , )  = x,, x , .  
Annali di Malematica, Serie III,  tomo IX. 6 
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Ma se ;~, ='~=0, il nostro G~ contiene il gruppo (X,, X,, X~, X~q-h XO 
il quale, se h ~ opportunamente scetta~ ha un G~ per gruppo derivato. 

Se invece ).,~-~-0, ~ certo ).a=lt=0 e si pub anzi supporre ),.~ ~---I. 
Otteniamo cosi un G5 con la composizione: 

(x ,  z~) = o, (x ,  x~  = o (x ,  x~) = x,, :~  (x ,  xo~ = x ,  

(X, X,) = X,, (X, X,) ------- c X~, (9) 

(x ,  x,)  = ( x ,  x , )  = (x ,  x~) = (x~ x i )  = o. 

Sia invece c = 1 Si potr~ scegliere X5 in modo the sia 

( x ,  :L) = ~,, x ,  (x ,  x~)  = ~,, x~  ( x :  x~) = ),,, x ,  

(& x~) = ),,, x ,  + ).~, x , .  

Se ;t,,---I= 0, il sottogruppo (X,, X,, X~, k X,-k h Xs) dove k, h sono co- 
stanti opportune ha un G3 per gruppo derivato. Se )~,, = 0, ~ certo ),,, =:= O, 
e si pub supporre ~.~0~ 1 e si ha un G~ di composizione: 

(XiXh)=O tranne (X~X,)---X,, (X3X,)=Xa, (X, Xs)=),aX3, i 
( x , G ) = , ~ , x , + ) , , x , ,  (x, x o =  x, .  . (1o) 

II. II G, pub avere la composizione: 

(Xi Xk) = 0 tranne 

Le formole di composizione 
modo che: 

(x, x~) = ~,~, x, (x,  x~) ----- o 

dove una almeno delle ),a~, ).,~ 

(x, x,)== x,  , ( G x , ) =  x , .  

danno subito the si pub scegliere k~ in 

(x, xo) = i,, x, + ~,~ x,  (x, G)  = ~,, x~ 

non ?~ nulla. Se ;q~=:=0, il sottogruppo 
(X,~ X2, X3, kXs-[-h.X~) dove k, h sono costanti opportune ha un G3 per 
gruppo deri,¢ato. Si pub dunque porre ~t3~----0, col che ),~ ='t= 0 ossia, come 
si pub supporre senz'altr% ~43 ~ 1. II G5 avr~ la composizione: 

(XiXk)~-O tranne (X~X,)~-X2, (XaX4)~---X,, ! (11) 

(x~ x ~ ) =  ~,, x , ,  ( x , x ~ ) = x ~ .  ) 

III. I1 G, put) avere la composizione: 

(XiXa)------O tranne (X,X,)~-----X, (X~X,)-----X,--X3. 

E si ottiene col solito metodo che X5 si pub scegliere in guisa che 

( x , x ~ ) = o ,  ( x , ~ ) = ~ . x , ,  ( G x ~ ) = x ~ , x , ,  ( x , x~ )=~4 ,x , .  
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Come precedentemente, si vede the si pub supporre ).~s ~ 0, 
).,~ =',= O, o, come si pub senz'altro, ).4,----1. 

Otteniamo cosl un X~ di composizione: 

(X~Xk)=O tranne ( X , X , ) = ~ X , ,  ( X ~ X , ) = X , - - X s ,  

(x ,  x,)  = ).,, x , ,  (x ,  x , )  = x , .  

e quindi 

J 0 2 )  

IV. Infine il G4 pub avere la composizione : 

( X / X h ) = 0  tranne (X,X~)-~-X~, (X 8X4)~--X,. 

Si vede al solito che X5 si pub seegliere in guisa che s ia :  

(x~ x 3 = ),~, x ,  + z3~ x~ (x, x d = z,, x~ + L, x , .  

Atfinch~ il gruppo derivato sia un G~ o ~ ;(3~ = ).4~ ----- 0, ;h, ='.= 0 oppure 
)., = 0. lqel primo caso (X,, X,,  X4, Xs) ha un gruppo G3 come gruppo 
derivato. 

/gel secondo si pub supporre ),33 = 0, perch~ altrimenti (X, ,  X , ,  X~, Xs) 
avrebbe un G~ per gruppo derivato, e quindi ;h3 = 1. E si ha per G~ la com- 
posizione : 

(X~ X~) = 0 tranne (J~ X.) = its2 X,, (X4 X~) = X3, ) 

(x, x,) = x , ,  (x~ x,) = x , .  } (12)b~ 

Esaminiamo era se i~ possibile che tutti i G, di G5 contenenti il G~ de- 
rivato ammettano un G, per gruppo derivato. Prendiamo uno di questi G4. 
Esamineremo uno dopo l'altro i varii tipi di eomposizione, che esso pub 
avere : 

I. Il G4 (X,, X~, X3, X~) abbia la eomposizione: 

( X i X k ) - - O  tranne ( X j X  O = X , .  

Scelto opportunamente X5 si avrk che:  

(x ,  x~) = o (x~ x~) = ~. x~ + )~. x~ (i = 2, 3, 4). 

Dello (Xi X d (i = 2, 3, 4) almeno due non sono nulle, e sono distinte 
perch~ G~ ha un G~ per gruppo derivato; se tall sono le (X~ Xs), (Xs X~) 
allora il G4 (X,, X~, X3, X, +)(5)  ha proprio un G~ per gruppo derivato. 
Se (X~ X~) e (X3 Xs) non sono distinte, allora una di esse non ~ certo nulla~ 
e (X~, X, ,  X~, X4 + X~) ha un G~ per gruppo derivato, 
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II. I1 gruppo G4 pub avere anche l'altra composizione: 

(Xi Xk) ----- 0 tranne (X3 2(4) --=- X~. 

Allora si trova senz'altro che scelto opportunamenie X~, avremo: 

(X, Xs) = ),,, X,  + ;~,, X, 

(x,  x~) --= C X~ + x,) x ,  

(x ,  x~) = x,, x ,  + z~, x~ + ),~ x,  

(x,  x , ) =  x,, x ,  + ~.,, x ,  + x. x , .  

So ),,, =:= 0, allora il Gs derivato d'i X5 conterrk X, ,  X~ e 

non possono .rappreseniare trasfol, mazioni distinte. Sostituendo dunque alla X ,  
o al!a X,  una loro opportuna combinazione lilae~re, potremo supporre che 
una di esse sia nulla;  sia p. es. ),~s = ~,3, -= O. Ma allora il gruppo 

( x , ,  x , ,  ).,, x ,  ~ ),,~ x~ + ~,, x , ,  _x~) 

ha un Gs per, grupp 0 derivato, a meno che ~ , , ~  0. Se ;~44--0 il gt'uppo 
(X~, X, ,  X3, X, 4" Xs) contiene il G3 derivato di :G~ ed ha per gruppo de- 
rivato un gruppo G,. 

Sia invece ),,, = 0.~ I1 a~ derivato di G5 sarh il gruppo 

(x~, ),~, x,  + x~ x~ + x~, x ,  , L, x,  + x,~ x~ + x , x, , .  

Mutando la X~ o l a  X, in modo analogo al precedente, si vede poter 
supporre che una delle ;t~j, ),,~ sia nulla, p. es. che sia ),3~ ----- 0. 

Consideriamo il gruppo 

dove h, ,  h,, h5 sono costanti generiche. I1 suo gruppo derivato ~: 

(,~)... ho (x~3 + x,,) x ,  (~,)' -- (x3~ x,, - x~, x,3) x ,  

(~). . . (x,~ h, - -  h~ x3,~ x~ + h~ x3~ (x3~ x3 + ),8, x,) + 

+ h~ ;~3, (x,, x ,  ~ ~,, x ,  + x,3 x3) 

(7). . .  h~),,, ~,, x ,  + (h, ~,,~ - -  h~ ~,,) x ,  + h~ ),,~ (~3~ 23 + ~, x,) -~. 

+ h~ 1,, (~,, x ,  + x ,  x,  + ~,3 x O. 

Se ~3s + k44 =l = 0, questo gruppo per h~ =',= 0 non ha per gruppo derivato 
un G, perch~ infatti  in tal caso i coefficienti di X~ e di X, in (~) e in (7) 
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h~ (~,3 ~3, + ~,, ~,,), h~ (x. x33 + ~,, ),3), h, (~,3 x~, 4 ) i )  

non possono essere contemporaneamente nulli senza ehe sia )'34 = ~43-'= 0 o 
quindi )~3 = )~, = 0, rib ehe ?~ impossibile. 

8ia invete )'33 q- ),44 = 0. II gruppo derivato resta allora generate da duo 
trasformazioni infinitesime, the non possono essere identiehe per valori ge- 
neriei dello hi (come subito si verifiea) se non nei due tasi seguenti:  

I. ;% + ),44 = 0 9~,, = 0 )L + ),4~ ~, = 0. 

Nel qu'al ease (Xs X,) e (X, Xs) sono iden,tiche, oppure una di esse ?~ 
nulla; tositthi~ il gruppo (75 non ha un G per gruppo derivato. 

II. )'33 -~ ~'. --~ O, ~.. =f= O~ ~G + )'34 Z43 = O, ~,, - -  O. 

In questo easo (X~ Xs) non pub essere nullo pereh~ altrimenti (X, X, X~ X~) 
sarebbe un r , ;  e togliendo da X4 un multip]o eonveniente di X3 si pub fare 
),,3 ---- ) ' ,  = 0. Si ha allora che ).~,='~=0, perth~ altrimenti G5 non avrebbe 
un G per gruppo derivato; e si pub senz'altro porre 9.3~------1. Si ottiene cosl 
per G5 la tomposizione: 

(Xi Xk) = 0 tranne (X~ X4) --.-- X~ (X3 Xs) --= X4 (X4 X~) = X~. (13) 

Per studiare dunque quale dei nostri G~ ammette un G per gruppo de- 
rivato, baster~ dunque rieercare aneora soltanto quelli 7 ehe contengono un G4, 
di eui G~ ~ il gruppo derivato. Studieremo suttessivamente i varii tipi di 
tali G~; e ne indicheremo al solito con X,, X~ X~ X 4 le trasformaz, infinit, 
mentre ton X~ indicheremo ~na quinta opportuna trasform, di a~ non appar- 
tenente a G,. 

I. Sia il (/4 della eomposizione: 
\ (x ,x~)= x, ( x , x , ) = 2 x ,  ( x , x , ) = x ,  ( x ~ x , ) = x , + x ~  t ( 1 4  ) 
5 (x, x~) = (X, x,) = O. 

Si riconosee tosto che si pub stegliere x~ in modo t h e :  

(x, x,) ---- (X, x~) = (X, X~) = 0 (X~ X~) = ~,  X, .  04) '  

II. II gruppo • pub essere del ripe: 

( X , X , ) = X ,  ( X , X , ) = c X ,  ( X , X , ) = X ,  ( X 3 X 4 ) = ( c - - 1 ) X ,  ) 
(X, X,) = (X, X3) ---- 0 (c =',= 1). f (15) 
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Se c =I=O, c=l= 2 s] ha ehe 2;5 si pub scegliere in guisa ehe: 

( x , x ~ ) = o  (x~x~)=~.~,x, (x~x~)=-~,~x~ (x,x~)=o. (15)' 

Se c = 2 si pub scegliere X~ in guisa che:  

(x,x~)=o (x~x~)= ~..x~ + ~..x, (x~x~)=~,~x~-~.~x~ ) 
(x, x~) = o . t (1~/' 

Se c ~ 0 si pub scegliere -7(5 in guisa the :  

(X, X~) = ).. X, (X, X~) = ~,, X, (X, X~) = ~.,, ~ (X~ X~) = O. (15)"' 

IIL 1] gruppo G, pub essere del ripe: 

( X, X,) --~ X, ( X , X , ) = a X ,  (X~2])-----eX3 ! (16) 
(X~X~)=O (i, k - ~ l ,  2, 3) (a=l=O, c=l =0). ) 

Se a =]---c---I--1 si vede tosto che si pub seegliere X5 in guisa che: 

(X,X~)~-O=(XaX~); (X, xs)=).. . ,X, (X3x~)=).~x~.  (16)' 

S e a  = I, c=t--1, x~ si pub seegliere in mode ehe: 

( x , x ~ = ~ , , x ,  (x ,x~)=~,~,x ,+~,x ,  ( x ~ x , ) = ~  ) (16)" 
(x, x~) = o. ) 

Se a = c =~ 1, x~ si pub scegliere in guisa che: 

(X~ Xs) --- ),3, X, -4- ),~, X, + ),~3 X, (X, X~) ---- O. i (16)'" 

II case di a-= c=[= 1 si riduee faeilmente al ease di a-----1, c =l= 1~ eee. 
IV. I1 gruppo G 4 pub essere del ripe: 

(X~Xk)=O( i ,  k = l ,  2, 3) ;  (X, X 4 ) = c X , ;  ( X, X,) ----- (1-.[- c) X, }(17) 

x 3 = X , + c X ~  

dove c =]= O, c - - I=-  1. Si pub seegliere X5 in guisa ehe:  

(X3Xs)=) , , ,X , ;  (X, Xs)='~.,,X,; (X,X~)=(X,X~)-=O.  (17)' 

V. Infine il G, pub essere del ripe: 

( X , X , ) = X ,  ( X , & ) - - X ,  ( X ~ X , ) = X , + X ~  ) 
( :XiX~)=O (i, I t - - I ,  2, 3). } (18) 
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E si vede coi so]iti metodi che X~ si pub seegliere in gulsa che 

(x. xo)=o, t (18; 

Studiamo ora quei G5 integrabili ehe hanno un G~(X,, X~, X3, X4) come 
gruppo derivato. Se noi passiam 0 in rassegna tulti i varii tipi di (74 e cer- 
chiamo quando essi possono essere sottogruppi di un G~, che li ammetta 
come gruppo derivato, vediamo ben tosto, usando delle relazioni che legano 
le costanti di composizione, che il G 4 deve essere del tipo 

(Xi Xa) ~--- 0 tranne (X 3 X4) = 2~ (t9) 

e che X5 si pub in tal caso scegliere in guisa ehe:  

(X, X~) ---- X, --}- ),,.. X: (X~ Xs) = (),3.~ 4- ),,) X, t (19~ 

dove (poich~ il gruppo derivato di G5 ~ proprio un G~) 

)'3~ )'s4 i )'~, )',~ =1=0. 

Cosi abbiamo compiuto la rieerea delle possibili composizioni dei no- 
stvi G~ del primo tipo; e osserviamo ehe con gli stessi metodi si possono 
ottenere tutte le possibili eomposizioni dei grtlppi a einque o a pih para- 
metri. Passeremo ora ai gruppi G5 non integrabili. Essi, come sappiamo 
dell'opera di L~E, non possono presentare ehe i seguenti ire tipi possibili di 
composizione : 

I. (X~ X:) ----- (X, X~) ~ (X, Xo) = 0 (X,)(3) = (X, ~ )  = X,  

(X, X4) = (.X Xs) = X~ (Xs X4) --:- ~ 2 Xs (Xs Xs) = X4 (20) 

( x~ x~) = - -  2 x~. 

IL (X,  x , )  = (X, x~) = (X: x ~  = ( ~  X~) = (X,  X , )  = (X~ X~) = 0 ) 
(21) ( x , ~ ) = x , ;  ( x , x~ )=2x~;  ( x , x , ) - - x ~ ;  ( x , x ~ ) = x , .  

iir. (x, x , )  = (.iv, x , )  = (x~ x , )  = ( x ,  x 3  = ( x ,  x~) = 

= (X~ X~') = (X,~ X~) -~ 0 (22) 
( x , x , ) = x , ;  (.~,x,)--2x~; ( . x , ) -=x , .  
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Prima di procedere oltr% daremo effettivamente le trasformazioni infini- 
tesime dei gruppi (1), (2),...~ (22) trascurando quelli di questi gruppi che o 
contengono un G4 intransitivo, o due trasformazioni infinitesime con le stesse 
traiettorie, e quelli che non possono essere ottenuti con gruppi su quattro 
variabili. A tal fine prcnderemo un G 4 del G5 da determinare: ess% per ipo- 
tesi dovri~ essere transitivo. Conoscendone gii~ la composizione, dal § 11 della 
mia Mere. cir, ne trarremo senz'altro le trasformazioni infinitesime X~ .X., 
X3~ X~; per determinare poi ]a quinta trasformazione X~ di G6 ei serviremo 
delte relazioni che per i suoi coefficienti si ottengono esprimendo c h e l e  
(X~Xs) ( i =  1, 2, 3, 4) hanno i valori trovati. Di pitt osserveremo chese  
le X~ X~ Xa generano un G~ su tre variabili x~, x.~, x3 e se si suppone 
l'elemento lineare di S~ gih ridotto alla forma 

1,2,3 
d s~ = d x~ --~ - ~ a~ d x~ d ~ , 

4 

~ 'd4  = che 00x,m= 0. Se di pitt ~-~ 0 ( i =  l, 2, 3) dovrh essere anche 

- - 0 ( i = l ,  2, 3) x, 

per le formule di KILLIS(~. 
Faremo il calcolo per il gruppo (1) come esempi% accontentandoci pol 

di dare il solo risultat,) per gli attri gruppi. 
Sorivendo in esso .X~ X3, X4, X~, X~ invece di X~ X,, Xs, X~, X5 la 

sua composizione diventa: 

(Xi Xk) = 0 tranne (X3 X,) = X~ (X, Xs) ----- X~. 

Il gruppo X~, X,,  )[3, X,  b. percib del tipo V al § 11 e si potr~ seri- 
• core (§ 1 1) 

X,  = " g T '  & = a x--7' X~ = ~:c~' & = x~ ~ x~ z, a x ,  (1, = c o s t . ) .  

Le (X, X~) = (X~ Xs~ = O, (X: X~)-= X~ danno 

= O ( k = l  7 3, 4) - -1  - -  - . O ( , u - - 1 ,  2, ,% 4) ~x~ ~x~ 

si avrh, ponendo 
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eosieeh~ sarh : 
a a a a 

X~ = m, ~G + (z, q- " 3  ~G + " "  a G  + m, a x; 

dove m 4 ~ una cosiante, ed m,~ m,~ m 3 sono indipendenti da z,~ x~ a¢~. Per 
l'osservazione precedente anehe m,,  m~: m 3 saranno costanti e si potr~ porre: 

& = x, ~ + m, ~ x," 
5 

Si verifiea senz'altro the (X4X~)=I=0 non ~ della forma ~ "ziXi, dove 
i----1 

le >,i sieno costanti e quindi ~ inutile oecuparci di questo primo ease. 
Passando ai Gs di eomposizione (2) e serivendo X~ X3, X4, X,~ X~ ri- 

spettivamente al posto di X~, X~, X~, X4~ X 5 ottevremo ehe si potr~t porve: 

a 0 a ~ 1 
X , = a ~ ;  x ,  .... a x , ;  X~--aa--G; x ' = z ' f f G , ~ , a . ~ , , ;  

a 1 a 
X~ =" x, a x~ m~ a x, 

con 14, m~ eostanti. Anche di questo caso ~ inutile tener conto 

trasformazione I X~ 1 m--~ - -  l--7 X~ insieme a X~, X ,  Xs genera un 

sitivo. 
lffel easo (3) otteniamo analogamente:  

(i 1 2, 3) X , - - - - x ~ x ~  l~ ax ,  Xl --- f f ~  = ,  

X~ = x3 0 x~ m4 0 x4 

pereh~ la 

G~ intran- 

con 14, m 4 costanti. Anche questo easo ~ da traseurare pereh~ 

m4 

con X, ,  X~, X3 genera un G, intransitivo. 
Per  la stessa ragione ~ inutile tener conto del tipo (4) in eui si avrebbe 

a 
( i = 1 ,  2, 3); x , = x ~ f f x + X ,  a x  ' ~ ; x ~ =  ~-7i . . . .  z.  ax ,  

X~ == x3 0 x2 m4 0 x4 

Annali di Matematiea, Serie III, tomo IX. 7 
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E analogamente si trova che ~ inutile tener conto dei tipi (5), (6)7 
(7), (8). 

Per il tipo (9) le trasform, infinit. X,, X,~ X~, X, si possono scrivere, 
come sappiamo dalla nostra Mere. pih volte citata~ 

x,=~7 ,, x,=y;, x3=~, X,=z,~-£+c~39~--7-~x ' 

Tenendo eonto dei valori di (X{ X , ) ( i =  1, 2, 3) si vede ohe: 

con m, costante. Ma si vede subito che questo easo ~ da trascurare, perch~ 
6¥4 X~) ~ identicamente hullo, cosicch~ G~ non avrebbe pih un G~ per gruppo 
derivato. 

Con procedimento analogo si vede ehe ~ inutile tenet conto dei tipi (10)~ 
(1]), (12,, (12) ~. 

:Nel easo (13) il gruppo (X,, X,, X~, X4} si potdt scrivere: 

0 9 x,=~,; x,=~x---; x~=gx~ 

* 9 
con l,, 1,, la, l, costanti. Posto X5=~1= h~ (x,, .%, x~, x,)~-~x ~ si 

formu]e di composizione: 

"m 9 "ta 9 "~h. ~ "a~ 1 
= - - = 0 ;  ~ = t ~ ( ~ = l ,  3);  ~ =  l , ;  x. ~ x~ ~ x~ 

donde 

ha per le 

x~ ~ x3 4" l, 

cq'a3 I ~ ' a i =  17 1 9"tl, j_~3=O.  
13----0, ~ = 0 7  14 ~x, h ?x4 

Sa r~t quindi 

X~ = (I, "r3 - -  9 9 ( x; ) 9  
l, ~.,) Vx, + m3 U £  + - -  "~3 I. x, + %- + l, x3 ~ + 

! 

-4- - - l ~  -~- m, 0 x,  
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dove m3, m, sono costanti. II sottogruppo X,,  X~, X ~ -  l~ X%, Xs--~n~ X3 
intransitivo~ cosicch~ ~ inuti]e occuparci di questo caso. 

pure inutile occuparci del tipo (14), (14)'. Basia infatti deterroinare 

X~ ~ ~ v'~-~ tenendo conto dei valori di (X~ X~, (X~ X~), (X3 X~) ricordando 

",~ ~ "~4 - -  0 ~k ~ 1, 2, 3). the ~ = 0  e che se ~ = 0 ( i ~ l ~  27 3) anche ~Z'kx, 

Si trova tosto che la  kX~-[-h X~ (dove k; h sono opportune costanti) ge- 
nera con X,,  X~, X3 un gruppo intransitivo. 

Identieo risultato si troverebbe analogamente per i tipi (15) (15'), (15) 
(15)", (15) (15;", (16) (16)', (16) (16)", (16) (16)'", (17) (17)', (18) (18/. 

Considereremo ora il tipo (19) (19)'. Avrem% indieando (§ 11 della 
Mem. cir.) al so]ito con 

il sottogruppo (X. X~X3X,) (*) e con X5 ~ ~ vi ~ la quinta trasformazione 

di G,, che si potrh porre, indicando con n i~ ~i delle costanti: 

~, = x, -]- ().3, -}- l~ ),.) x~ q- n, x~ q- ~, ! 
I 

+ ( l , ) , , ,  q -  l, X33 + l~ ),,, + 13 l, X~4 - -  13 l, - -  ~) x~ + ~,.. - -  n~ ~ ( 

Basta per ottenere queste formule ricordare le relazioni che si otten- 
gono esprimendo che (X~ X~). ( i~  1, 2, 3, 4) hanno i valori prefissi. 

Passiamo ora a] tipo (20); e, per uniformit~ di notazione, scambiamo 
X,~ X,. Otterremo per il gruppo (X~X~X~X,) la composizione: 

(X,  X3) = (X,  X~) = O, (X~ X~) = X,  ; (X~ X~) = X~, 

( X ,  X , )  = - -  X , ,  (X~ X , )  = - -  2 X 3 .  

(~) Dove le li sono eostanti, 
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I1 gruppo (X, X~ X~ X,~ ehe naturahnente supponiamo transitivo, sarg 
dunque definito da le :  

x~ = ( -  2x ,  + ~,) a a a a i-£,+(--z'h--x=A-~~)i-:£=+(x~+l~)a., ax, 

dove le li sono eostanti. Avremo poi: 

( X , k ) = X ~  ( X . X ~ ) = O  (X~X~):=X, ( X , X ~ ) = - 2 X ~ .  
a 

Posto X5 = ~ y~i ~-~-~ ed esprimendo the queste eguaglianze sono soddi- 

~'t,4 
sfatte, otterremo rieordando che ~-~-= 0 e indicando con n,~ n,, n3, n~ delle 

costanfi : 

( I) W = X ~ - - - -  - ~ n j e  ~x,; 

V a = X ~ - -  t 3 x l + n a e  x , ;  

\ 

~, = l~ ~ - -  l, l~ x, - -  .= x, e ~, + t 

li 
-[- n= e 3x, -{- la n, e '=, -J- ~ -  na e =' ; aI) 

~4 ~ ~ l  ~ ~ -  " 

Andiamo cra al ripe (21). Scrivendo X,, X~, X3, iX,, X5 rispettiva- 
mente per le X3, X4, - -X~,  Xs, X, otterremo: 

(X, X~) = X, (X~ X;) - X= 

(X~ X~) = (X, ~ 0  = (X~ X,) = (X, X,) = O. 

]1 G, generato da queste trasformazioni infinitesime, che naturalmente 
supponiamo transitiv% sar~t dunque definito (§ 11) dale :  

~ +  a 
x ,  = h i - 7  + t~ e-=' (x3 + h) 

dove l,, 12, l~ sono cosianfi. Ricordiamo che possiamo supporre, posto al so- 

-- , c h e  ~,=',=0 perch~ altrimenti il gruppo X~, X~, X3, X5 lito X5 x vi ~ xi 

sarebbe un G4 intransitivo. E a~,remo che (indicando con n,~ n,, na~ n, dello 
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costanti) : 

a 
X~ = [ - -  2 x,  + e *, (n, - 2 l, x , q  ~ + 

+ [z; + e-'*, (-- 1,~ .:; + n, 1.. x, + n,)] g-~7' + a  

+ n, e (~',~ x,) O a ~x3 -{- n~ e -x' xt 

(III) 

Per ottenere queste formule basra ricordare che 

(X, XO=2X3 (X,X~)=O (X3XO=X5 (X, X O = O .  

Occupiamoci ora del tipo (22). Scrivendo Xl~ X4~ X~ X2~ )(5 al posto 
delle (Xl X~ X~ X~ X~) otteniamo intanto : 

CX, XO = (X, X,) = (X, X,) = 0 

cosicch6 si potr~ scrivere (§ 11 della mia Mem. cir.) 

X , = a x ,  X ~ - - O x ,  X~=ax--; 

a a a .  
X, = (x, + z,) + 1, ~ + l, a x, - -  a x," 

(X, X,) = X, (X, X,) = (X~ X,) = 0 

Poniamo al solito X~ = 5 n i ~  Esprimendo the 

(x~:Q--(x~xd=o, (x ,  x o = 2 x , ,  (x ,  x o = x ~  

troveremo the si potrh porre, indicando con m delle costanti 

a e_~, 9 a 1 X~ = (< + 2 x, l, 4 n, e-'~,) ay, + (2 l, z,  + n, ~ + 

a a i (IV) 
+ (2 l~ x, + n~ e ~,) ~ ~ 2 tl, + x,) • ) a x4 

Per le prime due classi da esaminare ci siamo ricondotti ai soli tipi (I), 
(II), (III), (IV). 

Studiamo ora quei G5 che contengono per sottogruppo uno di quei G4 
intransitivi che si possono considerare come gruppi di movimenti. E studie- 
remo anzitutto le loro possibili composizioni. E percib osserviamo che un G, 
intransitivo, che si possa considerare come gruppo di mo~imenti ha una delle 
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composizioni seguenti: (Per il valore effettivo v. § 11 A.) 

(X, X,) = (X, X~) = (~; X,) = 0 (.X; X~) = X, 

(X,X,)=-X, (X. X;) = X, 
oppure : 

(X, X,) = (X~ X~) = (X~ X,) = 0 (X, X~) = - -  X, 

(X, X,) = X., (.¥, iX;) = - -  & 

oppure : 
(x ,  x , )  = x~ (x ,  .¥~) = x ,  (x~ x , )  - . . . \ ;  

(x,  x , )  = (.¥, x,)  = (x ,  x , ,  = o. 

Cerehiamo di trovare le possibili eomposizioni di un G~ ehe possegga 
per sottogruppo uno di quesfi G,.  Porremo 

5 

e scriveremo le relazioni tra le costanti di composizione, cercando pot di sem- 
4 

plificare i risultati~ sostituendo alla X'5 una trasformazione X~.--~pi,= Xi dove 

le pl sono opportune costanti. Troveremo cosl net primo caso: 

( X , X ~ ) = 2 ) , . X ,  ( X , X ~ ) = ~ . X ,  (X~X~)=) . .X~ } (V) 

(x, x , ) =  ~.,. x ,  ) 
oppure 

Nel seeondo caso troveremo: 

(x ,  x~) = (x~ x~) = (~ .  x~) = o ( x ,  x~) = ~.,, x ,  + ~,~ x~ .  ( v i i )  

Nel terzo easo infine avremo: 

(X, X~) = (X, X~) = (X~ Xs) = 0 ; (~; X~) = ),,, X, + 9,,5 Xs. (VIII) 
IJ 

Troviamo ora effettivamente la X5 in questi cast, servendoci dei valori 
4 a 

delle (Xi -R~) testb daft. Porremo X~ = ;=~1 v~ ~-~ '  supponendo m =,= O, perch~ 

altrimenti lo spazio ammeiterebbe un G5 intransitivo e qtfindi anche un G, 
intransitiv% easo the esamineremo a parte. 
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Le (V), ( V I ) . . .  daranno successlvamenie delle equazioni per le vl, che 
integreremo. 

• ~ 4 =  0 e che se Otterremo cosi nel caso ¥ ,  r icordando ehe O x, 

~oxi = o (i = 1, 2, 3) 

anehe ~ = O ( i = l ,  2, 3) che :  

~ ~ ~ (V)' 

Nel easo VI  si trova tosto che deve essere ) , , ~ = 0  e quindi anche 
?,33-----0; eosicch~ questo caso rientra nel precedente,  dove si faccia ),,, = 0. 

Nel caso V I I  si trova: 
per n - - 0 ,  ).,~ =:= 0 

X5 ---- e ~ ~3 (x,) 0 x3 0~ ,  

dove v~ ~ funzione di x , ,  
per n = 0 ----- ),,5 

per n =]= 0, 

(VII) '  

(Vlr),, 

(v i i ) ' "  

:Nel easo V I I I  si t rova :  
per n =I= 0 

X 5 - - ~ 7  : ,  

p e r  n -- O, ?.,~ ---- 0 

per n --=- O, ),5 =:-- 0 

) , 5  ---- ;h ,  ----- 0 

x, 

(VIII) '  

(¥III)"  

dove ~ ~ funzione di x4. 
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La ricerca percib degli spazii G, ehe ammettono un G~ ~ ridotta percib 
a quella degli spazii che ammettono uno dei G~ trovati (I), (II), (III), (IV), 
(¥)', (VII)', (VII)", ( ¥ I I ) " ,  (Vii i) ' ,  (VII1")", (VIII) '".  

Nel caso (I) abbiamo trovato, posto 

X~ ~ * ~i ~ xz 

e indieando con n, ,  ~,, n , ,  ~2, n3, ~ ,  n, delle costanti dipendenti dalle ).,,, 
;% ~ ?,** 

) ~, = ),,, x,  + ()~3 + ),,,) x, + )~, ÷ l, x~ + 

x'~ 

Mutando le notazioni e trascurando in ~ ,  ~ ~ le costanti additive ot- 
teniamo : 

,~, ----- x, + ()..~, -4- l, ).~,) x~ -I- n, x, ; 

~, = x,, x ,  A- (),~ + ).-)  z ,  + ).~, + l~ x~ - -  n~ T2- + 

II gruppo (Xt,  X~ X3, X~) ~ del tipo citato nella prima pag;na del pre- 
sente lavoro; ma, come abbiamo ivi detto, ogni spazio che ammette un G~ 
di questo tipo ammette un Gs, c0nienente G4, e la cui quinta trasformazione 
infinitesima non i~ del tipo precedente; cosicchb questi spazii sono inclusi 
senz'altro tra gli spazii dei tipi seguenti; ed ~ di essi inutile occuparci. 

Passiamo al tipo II.  Posto .X~--v  s~T, '  ' abbiamo trovat% indicando 

con ni delle costanti e trascurando nelle s z, s~ le costanti additive even- 
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tuali che 

,,, -= (x: -- l, x, + n, e"~ + ~ ) " 7 

W 13" ~ . l, e~., ----- x ,  ~ x ,  l, l~ - -  n.~ x ,  e ~, q -  n~ e sx, -~ l,~ n ,  e *'~, q-  -2- n3 ; 

~ 4  - - - -  X s  - -  - -  • 

2 

I1 gruppo (X,, X~ X~, X,) ~ del tipo I (* j  (perchh ammette un G~ 
come gruppo derivato) dove si v)nga c ~ -  1; quindi l'elemento lineare 
del tipo gi~ trovato a pag. 78 della mia Mere. cit. Scriviamo le equazioni 
di KILLI~(~ relative ad X5 e ai varii coefficienti dell'elemento lineare. Scri- 
vendo l'equazione per a~.. troviamo p~3~0. Scrivendo l'equazione relativa 
ad a3, abbiamo: 

(x~-- l ,x ,q-n,e 'X~ q- ~-l(P,:e ",--13p.~,e '~,)q- 

- -  l~ (x~ z + 2 z ,  ), + ~) = O. 

Annullando i eoefficienti di x[, x,,  x~ ° otteniamo: 

n, p,~ e ~" - -  (n, 13 p~ q- l~ p~.~) e"*, q- -~ p,3 e -~' ~ 0 

ossia 

Scrivendo l'equazione di KiLr~Isa relativa ad a~3 si ha:  

( x ~ -  l, x, q- n~ e '~, + ~-)(2 ~,Z + 2  ;~) + 

dome 

(:~) Oft. pag. 77 della mia Mere. cir. 

A n n a l i  d i  M a l e m a t i c a ,  Serle  III ,  tomo IX. 
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E poich~ ~ p,3 = p,~ = 0, sarh p33 =I=0 perch~ altrimenti la forma sa- 
rebbe a discriminante hullo; quindi l, ~ 0. Essendo p3~=[=0 si avr~ per la 

p~ -+ n, p .  ----- 0 
che 

n, p .  =:= 0 

e quindi 

e per la 

si otterrtX 

n,=:=o p.=:=o 

n, p, ,  = 0 

Scrivendo l 'equazione di KmLINQ relativa ad a,, ot teniamo: 

2 n~ p,, e -'~, - -  2 1,~ p,~ e-~, -= 0 

che ~, per le precedenti, senz'altro soddisfatta. 
Serivendo l 'equazione di KH~LIsa relativa ad a,, troviamo 

+ Z (2 13 x, - -  l~ l a ~ n 3  e ~,) = 0 
ossia : 

ossia, poich~ p,, ='t= 0, 
fla ~ 0o 

L'equazione di KILr.T~o relativa ad a,3 si trova senz'altro, per 1(~ 
zioni precedenti, soddisfatta. 

Oz4 
L'equazione di KtLrasa per a .  si riduce alia U~---"  0. 

L'equazione di KiLr, l~o per a .  d iventa:  

1 -= 4 p , ,  n, - -  3 la n , p , ,  e ~, 
ossia 

1 
P"  ~ 4 n'---~ ; l~ n, = 0. 

L'equazione di KmHsG per a~, diventa:  

n~ p ~  e x, ~ 0 

ossia~ poich~ p.2. =:= 0, n~ ~ 0. 

equa- 
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L'equazione di KILLI~G per a3, si trova percib soddisfatta. 
Troviamo cos] ehe 

1 
d s' = d x~ + ~ e -~,  d x~ -~- 

q- p~, e -''~, d x~ - -  2 13 p2.. e -'x~ d z,  d x~ - -  2 l~ p~ x, e -'x' d x, d x~ -~- 

--}- 2 x, p,~ e -'a', d x, d x3 q- (x~ jo.~, e-'x, _ n, p** e ~x,) d x~ 

che ammette il gruppo generato dalle: 

÷ X ~ x ~  ~ ' ,  
(A) 

Studiamo era il tipo III. Un gruppo di tal tipo contiene come sotto- 
gruppo il gruppo generato dalle X,~ X,, X~, .¥, eosiech6 potremo porre 
(err. pag. 79 della mia l~Iem, cir.): 

d s  ~ : d ~] + ? dar~ q- 2 ~ e ~' dx,  dx~ -[- 3 e ~,~, d x~ q- 

q- ~ d x ;  + 2 z d  x, dx~ q- 2 ~ e ~ ' d x ~ d x 3  

dove 

= p ,3  e x' , l.t = p33 e '~' 3 - -  i ) , ,  Z -=- eX' ( - -  l ,  p23 x ,  + p ,3 )  

( ) = ( - - l , p , , x ~ q - p , , )  ? = - - 2 / ,  p , , x , - - y p . ~ , x  ~, + pi, • 

Scriviamo le equazioni di KILLIS(~ relative alla X~ 
ipotesi n, =',= 0. Serivendo l'equazione per a3s troviamo 

p3~ = 0. 

Scrivendo l'equazione per a2s troviamo 

n i  --~- n4 
p , 3  : p~3 

e quindi p2s =I = O~ perch~ altrimenti essendo p,3 :p23  -- p33 : 0~ 
elemento linoare sarebbe degenere, 

rieordando ehe per 

il nostro 
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Scrivendo l'equazione relativa ad a . ,  troviamo 

1 
p,, = ~ n, p . .  (7) 

$crivendo l'equazione relativa ad a,, e annullandovi il termine indipen. 
dente da ~'4 troviamo 

Operando analogamente per a,~ troviamo: 

4 l~ p,, n, - -  2 l~p,~ n4 - -  4p,~ n~ - -  2 mp ,~  = 0 (~) 

ossia, per 1¢ (~)~ (7): 

41.  p .  n, ~ p~ n~ l~ ni - -  2 p~ n, n~ - -  n3 n~ po.~ - -  n~ n3 p~3 = O. (~) 

Sottraendo dalla (~) la (~) moltiplicata per n~ troviamo 

e, poich~ 
n,=:=O, p~3=:=O sar~ n~=O.  (~') 

Scrivendo l'equazione per a~4, avremo: 

- -  2 e ~ ( - -  l , p .  z ,  + p,~) l, e -~, + 

+ p,~ e~,~ ~, [e-'~' ( - -  2 l; z, 4- n,/,)] + io~ e"~, ( -  n~ e- ' ,  ",) = 0 

donde si r icava:  

ossia per le (f~), (~') 

e poich~ p~3 =',= 0, ~-,--l-0 

p n l~ n4 ~ 0 

l ,  = O. (~) 

Scriviamo ora l'equazione di KzLLI~a relativa ad a . ,  Avremo: 

- -  2 l, ,, x ,  - ~ -  p, ,  x~ + p, ,  ( -  2 l, e-~,) + 

+ e ~, ( - -  l~p2~ x . . + p . )  e -'~, ( - -  2 l~ x.  -{- n, 1.) -4- 

+ eX.( - n~e-X,-x . ) (  - l~p.zX,  + p , 3 )  - ~ n ,  e -x, 
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donde per le (~'), (~) si trae 
rq=O 

uguaglianza eontraria all'ipotesi. Del easo I I I  ~ pereib inutile oeeuparei. 
Tratteremo ora del IV caso. L'elemento ]ineare da cerearsi sarh del tipo 

t§ t3 della mia Mere. cir.). 

d s ~ ~ d xl -F p ,  e ~'~' d x~ + p~ d x~ + io~3 d x] + 2 p,, e ~, d x, d x, + 

+ 2p,3e~,dx, dx~ + 2p,3dx.  dx~ 

dove ]e I~ij, sono costanti, il eui determinante P non ~ hullo. 
Scrivendo le equazioni di KmLn~(~ per le aik relative alia X~ troviamo: 

l~p~, .-[. l~p~ = 0 (i ~ 1, 2, 3) (~) 

2p, ,  n, + p , ,  n, +p,~  n~ = -- 2 ) 

2 p l ,  n, + pi, n. + pi3 m = 0 ( i  ---- 2, 3) .  ~ (~)  

Affinch~ P sia diverso da zero, sarh per le (a) 

l, = l~ = 0. 

Datle (~) abbiamo poi indieando con ~ik il eomplemento algebrieo di ,via 
in P diviso per P che:  

r t i  ~--- - -  w i t  n 2  ---~ ~ 2 7~t2 ns  = - - -  2 l r , ~ .  

Otteniamo eosi, aggiungendo alla 
neare de]le X, ,  X, ,  X3, X , :  

d s ~ = d xi + p , ,  e ~a', d x~ + 2 p,, e ~, d xi d x~ + 2 io,3 e ~, d x, d x3 + 

+ p~, d x ~, + p~3 d xi + 2 p,3 d x. d ~, 

0 
( i = 1 , 2 , 3 ) ;  X , = X ,  V x ,  X i  = ~ x---7 ' - -  ~ x ,  ; 

X~ = (z~ - - , ,  e - " , )  0 x---7 - 2 ~, ,  e-*,  ~ - -  

X5 una conveniente eombinazione li- 

0 
0 x ~  

- -  2 x ,  
~x~  

(B) 

1%1 easo (V)' si ha (§ 13 della mia Mere. cit.) ehe si pub scrivere: 

d s' = d x] + ? d x~ + ~ d x~ --[ 2 x, J/d x, d xa -+- (x~ ¢ /+  ?) d x~ ~C) 
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dove ?, d/ sono funzioni di x, .  8crivendo le equazioni di KmLi~(~ si trova 

- - ? '  + 2 ,~),~ = 0 

- -  ~' -1- 4 t~ ;(,, = 0 
ossia 

~ ~ l~ e 4~w4 

dove l,, l~ sono costanti. 
lq'el caso (VII) si ha (osservando il sottogruppo Xt ,  X~, X~, X4 (§ 13 

della Mem. cit.)) che si pub porre, indicando con % ~ delle funzioni di x4, 

dsO-=dx '~+?dx~+~dx~.+ e ~ X . [ ( 1 - - n O ? + n ~ ] d x ~ +  ) (O) 

+ 2 n~e  ~ 'dx,dx3 ) 

dove ?, ~ sono funzioni di x , .  
:Nel easo (VIi)'; '  avremo senz'altro ehe ?, q~ sono costanti effettive. (D'") 
Nel caso (¥ I I ) "  abbiam% usando delle equazioni di KaLms(~, 

ossia 
n = 0 ,  ~ = 1 , ,  @ = l~ e ' ~ ,  ( D " )  

con l,, ls costanti. 
Nel easo (VII)' troviamo, serivendo te equazioni di KILml~% 

n = ~ ' = 0  q~ ~'~ = X'~, - - , '  + 2 4 ~ *  ---0. 

Portando nella terza di queste il valore di ),~ dato dalla seconda, ab- 
biamo poich~ ~ =~=0 (altrimenti la D sarebbe una forma degenere) 

o 
+ ~x---7 = 

donde, integrando, 

+ _  ~ e quindi ~ 3 =  

dove 13 ~ una costante. Integrando di nuovo si ottiene 

~ = l~ tang h (ls ~,~s x4 .~- cost.) 
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e quindi 
1 :~ ' =  z; - -  v3 cos h~ (13),t5 x4 :~- cost.) 

~' = n =: 0 ; q~ _--- cos h' (h ;~,,~ x,  + cost.') 
z~ 

Se l ~ = O  si ha 

(D)' 

(1) 1),  (D)'bis 

Nel caso V I I I  av r emo  che si potr~ porre, indieando con 
funzioni di x , ,  

d s ~ = d x ~ + ~ d x ~ + ~ d ~ +  2n~c°sx'dx'dx'~-t-  i 

-{- (n ~ d/cos  2 ,',', + ? sen:  x , )  d x~ .  i 

e ~ delle 

(E) 

Nel caso (VIII ) '  avremo senz'altro, indicando con l , ,  l~ delle costanti, 

= l, ,= cost. ; q, ---- l~ -~ cost. (E') 

N el caso t VI I I )  '' abbiamo, usando delle formule di KILLINO, 

n = ~ ' = O ;  - - ~ '  + 2 ~)~ .  = 0 
ossia 

n = 0 ; ~ - =  l, ; q~ = l~ e '~,~, (E")  

dove l , :  13 sono costanti. 
~Nel caso (VII I )" '  avremo analogamente :  

donde si ricava come nel caso (VII) '"  

1 
n-----0; ? = l , ;  q ~ = / ~ _ ~ ] ;  

~Y r3 ~ )'4,5 

v3 ---- l~ tangh (l~),,5 x, + cost.) (E" ')  

dove 1,, l~ sono costanti. 
Del resto dal nostro punto generale di vista i casi (VII)  ed (VII I )  sono 

identiei:  da cib si spiega l 'analogla di risultati p e r  essi ottenuti. In rondo 
dunque di spazii a qua t t ro  dimensioni che, ammettono un G~ abb iamo  i soli 
sei tipi A, B, C, (D, D'), (D, D"), ID, DI" ). 

Noi procederemo ora alla ricerca degli spazii S, che ammettono un G~ 
e distingueremo i due casi che questo G~ sia intransitivo () transitivo. 
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I1 primo easo si suddistinge in due altri: 
I. ]l gruppo G6, che per i nostri teoremi generali si pub immaginare 

gih ridotto a un gruppo su tre variabili sole X,,  X~, X~, ~ in tale forma 
un gruppo di movimenti di un S~ euelideo. Se le x, = cost. sono le ]5 inva- 
rianti, sar~ 

d s '  dx~-~ V a i h d x i d x k  (i, k = l ,  2, 3). 
i,k 

I1 gruppo G~ si pub irnmaginare generato dalle: 

X , = ~ - ~ ;  X,  = o x,  ; X~ = 3 xs ; X ,  = X, ~ x ~ x, ~ x ; 

= . - - - - x z  ; X ~ : x 3  ~ x ~  

Scrivendo le equazioni di KII, LII~Q troviamo: 

d s ~ = d x~ -1- ~ (d x~ -~ d x~ -l- d x;) (L) 

dove ,~ i~ soltanto funzione di x, .  
I[. Ii gruppo G6 pub essere simile a un gruppo di uno spazio a cur- 

vatura eostante. E se le x, = cost. sono te varieth minime invarianti si avrh: 

d s  ~ = d x ~  + ~ a i k d x l d x l ,  (i, k = l ,  2, 3). 

II gruppo Gt si pub immaginare generato da sei trasformazioni sulle tre 
lettere xx~ xz, x~, the si possono scrivere sotto la forma seguente: 

X , = ~ x - - - ;  X , - ~ x  ~;  X ~ = X ~ U £ - - x ,  b x  ; ; 

X '  = - -  x ~ -u~, + x : x~ TYT + 2 - -  - ~ x~ 

Serivendo le formule di KmLis~ troviamo senz'altro 

a r ,  ~ a.~a ,=  ~ e ~x' j a ~ . ~  ~ ; a ~  ----- a.za ~ a ~  =-: O 

dove ~ b funzione di x , ,  cosicchb si avrh: 

d s ~ = d x] 4 ~ (d x~ -t- e '~' d x.~ + e ~, d x~). (M) 



che ammettono un gruppo continuo di movimeuti. 65 

Sia invece il G~ transitivo: esso ammetter~t came sottogruppo un G~ tran- 
sitivo, cosieeh~ l'elemento lineare dovr'k essere di uno dei tipi A, B~ C, 
(D, D'), (D, D"), (D~ D'"). Quando dunque uno spazio dotato di uno di 
questi elementi lineari pub ammettere un G~? Possiamo per questa ricerea 
proeedere in due modi: o studiare, secondo il metodo del prof. Bl.tscm, i 
casi particolari di questi tipi oppure , seguendo la via da noi traeciata, cer- 
care di prefissar prima la forma di una sesta trasformazion~ infinitesima, che 
con le preeedenti formi un Ge. E si possono anche contemperare insieme i 
due metodi. :Noi useremo l'uno e l'altro di questi proeedimenti. Studiamo anzi- 
tutto il tipo (A): Sic X~ una sesta trasformazione infinitesima generatrice di 
un G6 che contenga it G~ corrispondente came sottogruppo. Potremo serivere: 

6 

Scriviamo le identith di IXCOBI relative alle terne Xi~ ~Y~, X6 (i~ k = 1, 
2, 3, 4, 5) annu]lando in eiascuna di esse il coefficiente di .Y%. Otterremo: 

E s e  

~ = ~ ~i ~ xi 

troviam% ricordando le (1) per i =  1~ 2~ 3 che 

~x3 

oza  

l'ultima delle quali si scrive 

Poniamo nella (1) i-~-4 e paragoniamo i coefficienti di ~xx~ nei due 

membri. Otterremo : 

- -  2 x, U~, + (l, z ,  - x,)  ~ ÷ (x, ÷ 1,) ~ ;  = - z,, ÷ ~,, :,:, . 

Annali di Malematica, Serie III~ tomo IX. 9 
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Sostituiamo in questa equazione alle 

i loro valori gih trovati. O~teniamo: 
÷ '2 x~ [ -  ).3, + ).~ x, ÷ ).,, z~ - -  ~,~ x, x~] 

- (t~ x, + z,) ( - -  z .  ÷ ~.,, z,) 
÷ (l~ + x~) (--) , , ,  + ),~ x,) = - ).. ÷ ~,~ x , .  

Da questa equazione si deduce, tra l'altr% 

Quindi sarh: 
V4 ~ ),34 Xi -~- COSt. 

Sottraendo percib da]la XG multip]i convenienti delle X4, X: si pub 
dunque fare che v, = 0. Le equazioni preeedenti danno allora che sarb. 
).i,=),;~--~-0 ( i = 1 ,  2, 3) e quindi (X,~ X~, X3, X~) sarebbe un gruppo 
evhientementc intransitivo. Di qucsto caso 5 percib inutile occuparci~ perch~ 
il suo studio rientra in uno dei casi seguenti. 

Studieremo ora il caso (B). Sia .X~ una tvasformazione infinitesima che 
col G~ corrispondente generi un gruppo G~. 

E poniamo 
6 

(x~ ~ . ) - - Z ~ , ~  x~ ( i =  ~, 2, 3, 4, 5). ~2) 
k = l  

Togliendo da X~, multipti convenienti di X,, X4, X~ si pub fare 

E eib~ pereh~ scrivendo le identith di I~co~ relative alte terne (X~ ~ X5, X~), 
X~, X~, X~), (X~ .¥~ X~) e annullandovi il eoefficiente di X~ si ottiene 

Si ottiene dalle (2), analogamente a quanto sopra, 

~'t ,4 

~xL 

"t,4 

~v~4 
~xa 

X~ ~ x~ 
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Confrontando la prima e t 'ultima di queste equazioni e serivendo le con- 
dizioni di integrabilitb, si ottien% poich~ ).,----O, 

).4~ ~ )',~ = ) , .  = ).~5 ----- 1.35 = O. 

Serivendo le identit~ di IACOBI per le varie terne (,X~, Xh, X~) (i, k = 1, 
2, 3, 4, 5) otteniamo 

-:/.s2 = ),ss : ).54 : k55 = 0 

~3~ 223 --  )22 ),~ ----- 0 ] 
cosicch~ sadt 

(X~ X,) = 0 (i = 1, 4, 5) 

(X. X~) = ).2~ X~ + ~.~ X.  + ).~ X~ 

Se ),28 = ),3G = 0, sarh 

e poieh5 ~ pure 

s a r a  

8 "r, O "a O "~, __ b - ; ; -  ax,  = b % ; -  o 

a'~- = 0 
D x~ 

~4 -~- COSt. 

Ed esister~ allora una combinazione lineare delle X4, X6 che con X, ,  
X, ,  X3 genera un G, intransitivo; lo studio di questo cas0 ~ inutile, perch~ 
rientra nei casi seguenti. Sia dunque p. es. 

)..os ='= O. 

Prendendo ),22 X2 + k~a Xa + }~6 2;6 come sesta tr~sformazione infinitesima 
del gruppo avremo per le (3) che sarh 

(X, X6) = 0 ; (X~ X~) = ]~ X(~ ; 

(X3 X~) = h X 6 ;  ( X ,  X~) = (X5 X~,) =- 0 

dove l 6 h sono costanti, e k ~ differente da zero. 
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Ric~)rdando i valori de]le (X~X~) p e r ' / - =  1, 2, 3, 4 troveremo delle 
equazioni differenziali per i eoefflcienti della X6; e ne otterremo, integrand% 

Y~3 ~ -  ]g3 ek~v'~+h'vz 

"~4 ~ /:4 ehX~+ xh:; 

dove kl~ k,~, k3, k~ sono eostantL 
Esprimiamo ora che (~; X+,) ----- 0. 
Ne trarremo : 

knee -x~ X6 + h n~ e -~, XG + 

"~- ~ )71 ~-~'4 "q- ~4 2 n 1 ~Xl  + n2 e - x '  ~x-~.. + n3 e -x~ --= 0 

donde 
(k ,~ + h ,~) k, + 2 ,~ l~ = o (]~ ,~2 + h n~) k~ + n~ l~., = o ! (4) 

(k n2 + h n3) k3 + n3 k4 : 0 (k n2' + h n3) k4 + 2 k~ = 0. ) 

Affinch~ XI, Xo_~ X3, XG sia transitivo (easo a cui possiamo limitarei) 
dovr~ essere k~=l= 0, e noi poiremo fare senz'altro k4 : 1. 

Serivendo le equazioni di KmLISa relative ad al4~ a24~ a3~ troviamo 

Pil kl = 0 

P21 kl  = k 

Pal kl = h . 

Poich~ k ='~= O, sadt kl =~,= 0 e quindi 

p .  : 0 
Ricordiamo ora che 

n ~  ---- - -  ~ n  ; ne ----- - -  2 rq.~ ; n a  ------ - -  2 rqa 

e the, come si vede eliminando k, tra la prima e l'ultima delle (4) 

(k n~ + h n~)' : 4 n~. 

Portando in questa i valori trovati di k, h si ottieno: 

4 k I (P12 7r12 @ PI3 ~13) ~' = 4 n I . . . .  4 7~11. 

E poich5 PH = 0~ sarh 
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e quindi 
~il 

~1 ~ ~ / - -  7:'11 ~ - -  I 

Si ha quindi, rieordando le (4~, 

1 

Si osservi ehe 7:, .-I=0, perch~ altrimenti sarebbe kl-----0 e quindi anehe 
k = : 0 .  

Le equazioni di t(n, Ll~a risultano senz'altro verificate, qua]unque deter- 
minazione si alia a ~,/--~:1:; quindi un tale elemento lineare ammette per lo 
meno un GT, perch~ insieme alla X~ ammette quella trasformazione infinite- 
sima~ che si deduce mutando il segno della St---r.n. Di questo caso perb 
inutile tenet conto, perch~ rientra in uno dei casi seguenti, possedendo questo 
G~ come sottogruppo il G~--~(X~, 7z1~X2-{-~l~X~ ~ X~ X~, Xc,~ XT) intran- 
sitivo. 

Studiamo ora il caso (C). Vediamo se esso pub ammettere un gruppo G~. 
Scriveremo, per evitare equivoei, ~ al posto di ~,22; eosicch~ la composizione 
del G5 corrispondente sadt: 

( . ~ , x ~ ) = 2 ~ x , ;  ( x 2 x ~ ) - - ~ x ~ ;  ( x ~ x s ) - _ z x ~ ;  (x~x~)_-_o 

(x~ x~) =: (x ,  x~) = (x~ x~) = o ; (x~ x~) = x,  ; 

( x~ x~)  = - x~  ; ( x 3  x J  = xo. . 

D 
Sia Xc, = Z vl 0xi una trasl'ormazione infinitesima ehe col precedente G5 

generi un G~. E poniamo al solito 
6 

(~ .  ; ( ~ ) = ~ x ~ k  xk ( i =  1, 2, 3, 4, 5). (~) 

Serivcndo le identiffl di IAcom si ha: 

),'6 = ).26 ---- ),~6 = 0 .  ( 1 )  

E soitraendo da X, convenienti multipli di Xe, X~ X, si pub fare: 

),.~i = ),31 = ~ = 0. (2) 

Se ~---),= 0 sottraendo da X~ un multlplo di X~ si pub fare zn----0. 
Quindi potremo anehe porre 

~, ),n = 0. (3) 
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Ora se m fosse costante, una combinazione lineare di Xs, X6 darebbe 
una trasformazione infinitesima Y, in cui il coeitleiente di x4 sarebbe nullb. 
La  Y con le X1, X~ X3, X4 genererebbe un gruppo intransitive. Il nostro 
spazio ammetterebbe pereib un G~ e quindi anche un Ge intransitive: case 
ehe per era eseludiamo. Le identit~ di IAcoBI dhnno anche 

Pe~;.t!osservahone preeedente una deile ).~, ).35 non sarh nu]la e quindi 

~ = ~ ; ),~ -,--'- 0. 

Sia era ),~ = . . -= 0. Dalle identith di J~coB~ si trae 

(:L :L) : o, 

. . . . . .  dovranno le vi essere indipen- E poich~ in questo case X~ ~ , ,  

denti da x, .  Ora ~ ehiaramente :  

~, _-= - -  ),~ x~ + ),~ x~ + cost. 

Seriviamo le equazioni di K m ~  relative ad a~ e a:~,. 

Ne dedurremo, poich~ ~x] = 0 che 

e quindi, contrariamente atl'ipotesi, ~, = cost. 
Supponiamo dunque ~6 ---- ~ =~t= 0. 
Le identit~ di I.~COB~ dhnno per le (1), (2), (3) 

~52 ~ )'21 = )'31 ~ ~23 ----'= 0 

Le ( ~ ) d a r a n n o  per le vl delle equazioni, ehe, per mezzo delle ugua- 
glianze precedenti divengono 

• ~, ~'t,~ _ ),13x3 ; - ),1~; - = 0 

_ . x i - - x ~ + 2 . . ) 2 5 x . ~ ;  
0 x s  ),24 :r3 + ~ ),,.,~ x~ ; ~ x ~  - z~4 .9 

~'*d4 

X 3  - -  
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ossia 

~x~  

O "~,~ -b  "" - -  ;,a !~.k 

Scrivendo le eondizioni di integralit~ otterremo: 

~) x~ 0 x~ 

La prima e l 'ultima di queste equazioni d~nno 

),13 -t- )a i  : =  ?~2~ := 0 .  

Essendo ).25 ~ 0 ~ per la ?.46 ?..25 -[- X3~ = 0 anche 

)'as =" 0 
coniro il supposto. 

Studiamo ora il caso di un gruppo G5 del tipo (,VII)"' e i aorrispondenti 
spazii (D)"'. Per vedere quando un tale spazio ammette un G~ useremo le 
notazioni usuaii, e vedremo ehe aggiungendo a X~ una conveniente trasfor- 
mazione infinitesima del gruppo G~ si pub fare: 

)'I1 = )"31 = ~'13 = 0 

Serivendo al solito le identitk di. IacoBi si h a :  

?.16 = ?.8~ = 146 --= ;.~s = ),~4 = ?.51 = ?.sa = ?.5~ = 0 

i26 X~2 = 2',6 t14 = ?.26 )h5 = )'~6 ),~. == ;~,o6 X~3 --= 1'~6 ?'a ~ - t . ~ a  ),a~ = 1). 

Sark quindi, poieh~ 

~ '~4_  - 

poieh~ c~ z~ , ~-~ =L= 0 e ~ si pub supporre non eostanie, come si veda ripetendo un 
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ragionamento tests usato, avremo ehe: 

),~5 = )'~,6 = 0. 

Sia ora anche ).26 = 0. In tal caso si ha poi~ ricordando i valori delle 
(Xl X%), (X~ X~), (X~ X6) t he :  

Le condizioni di integrabilit~ db, nno: 

)~a5 = 0. 
E quindi : 

~ = ~ x~ ~ ),~ x~ 4- cost. 

Dal valore della (X~ X~) si trae quindi 

"t,~ 
= A52 • 

;V 4 

Analogamente si ha: 
Z~ C ~ Zt 

Le equazioni di KmLI~Q per a~, a42, a43 dhnno: 

a3~ )'52 = 0 

a33 )~2 ~ )'25. 

Poich~ aa = 0, sara anche ~-3~ = 0. 
Di pi~ as~ = n  ~e ~1 non ~ null% perch~ n=I= 0 e perch~ se ~ -  0~ al- 

lora 
a31 ~-- a32 ~ a3a ~--- a a  = 0 

e I'elemento lineare sarebbe degenere. ~ percib )~r,o. = 0 e quind'anche )~ = O. 
Sarebbe dunqu% eontro il suppost% ~, = eosL 
Sia invece ),,~6=]= O. 
Avremo: 

a x , - 0 ;  a x e - -  " ~-x-S 

E se ne trae scrivendo l'equazione di Kir~r~I~(~ per a~, ehe: 

donde si dedurrebbe che ~4 ~ contro il supposto costante. 
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Studiamo ora il caso (VII)"  o D"  dove at posto di ),~ si scriva /~. E 
eomineiamo dal easo ehe ? sia nullo. Questo easo si distingue dal preeedente, 
perehg n = 0 e quindi 

d s: -~ d xl -l- ~ d x~ -4- ~ d x£ -1-. ? e ~x, d x~ 

dove ~ e ~ sono costanti non nulle (perch~ to spazio non ~ degenere).  Molii- 
plieando la X~ pet" una conveniente costante e i)assando a uno spazio simile 
si pub fare ~ = 1. Mottiplicando pot la Xa per una costante conveniente si 
pub anche fare ~ = 1. Questo elemento l ineare ammette infatti sempre un Go; 
e coi soliti metodi si trova ehe: 

Sia ora y =~= O~ cosiech~ 

Sia X~ una sesta trasformazione infinitesima ehe con le X~ X,,, X:~, 
k=6 

X~X~, generi nn G~. E sia (Xi.z~)~-l~l)ih.X" k .  (i =: 1~ ,,'), 3~ 4~ 5). Dalte 

identith di h c o m  si ha :  ),~6-~ ?,aG == X~ = 0. Mutando eonvenientemente ,¥6 si 
i)ub fare ;,ti = ;,at = ) , t 3 = 0  e le identith di I.~coBi d~nno allora: 

( &  X6)  = ( &  X~)  - -  0 ;  

24.° : ),~3 = )~ : ?,~5 = ),.~6 : ;.2~ := 22: =: )~2,~ : ),~ : ).~t = )'53 = ;.5~ = 0 

,,. ;(5~ - -  ?,2G ) ,~ = (),sG - -  ~'-) )'~5 - -  )'26 )'as = ) ,~ ?m = )~6 X~ .... 0 .  

Poniamo X~ = ~ vi ~a~:i ed esprimiamo ehe ]e (Xi Xe) (per i = 1; 3, 4) 

hanno dei valori soddisfi~eenti alle preeedenti  equazioni. 
Troveremo ),~ == 0 e quindi 

~ - ~ = 0 ;  ,a=~(x3, x3; ~=~-¢2- 

Esprimendo ehc (X,., ~X~) ha il valore che risulta dalle precedcnti  ugua- 
glianze si trae: 

~m 

"~' - -  )'~ -4- )'~6"a~. (7) 

Annag di Matematica~ Serie III,  tomo IX. l0 
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0 "a~ 3 "a~ i valori qui trovati, si Caleolando (X~ X~) e sos~ituendovi per ~-~,  ~.~ 

ha ricordando ehe ),~ = ~a = X~4 = 0 

Donde, per la 7~ si trae: 

Per  maggior ehiarezza osservo the il denominatore di (3) non pub essere 
hullo; chb, se ;Lo¢ = k~ = O, si avrebbe pure ),.o~ = k~ --- O; quindi (X2 X¢) = 0 
ed v~ sarebbe costante, mentre noi supponiamo, come b lecito per un'osser- 
vazione precedente, che ~, non sia costante. Ricordando la (,) e le relazioni 
tra te X~, dedotte dalle identith di IAcom avremo che dovr~ essere o 

oppure 

oppure 
),25 ~--- ~ -'~ ~s~. --~ O. 

Ma non pub essere ~,25=-X26--0 perch5 altrimenti, contrariamente al- 
l'ipotesi preeedente, sarebbe (X~ Xs) = 0. :Nb pub essere ~,2~ : :  )~ - 0, perch~ 
sarebbe ~4 = 0. Quindi dovr~ essere 

)~G = :  ) ~  - -  ,~ = )55  - -  O.  

Sar~ per (~) 

CaIcolando il valore di (X5-$~) e usando delle preeedenti identi0~ si ot- 
tiene in fine: 

~'r,3 

Da questa e datla (~) si trae (indieando con n~ una costante) 

'2 ~. 2~. 

In ~ lasciando la costante additiva, otteniamo in fine, 

( x~ ) ~ 
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Si pub naturMmente ammettere che )..o~ =I= 0. Dividendo per ;Lo.~ otteniamo, 
mutando le notazioni, 

.'% = ~,. - ~  + n~ e -'~'~', ~ - -  ,~:~ ~ x,  

It nostro spazio ammette questo gruppo se 

1 
3 ~ '2 ~. m 

ossia se 
1 

perch~ in tat caso le equazioni di KILLING sono senz'attro verificate. 
Pa~siamo al caso (WII)', (D)' e, cangiando le notazioni, poniamo: 

Le equazioni dedotte dalle identit~, di IAcom danno, usando delle solite 
notnzioni, 

Mutando eonvenientemente X~ si vede che si pub fare: 

Le identith di IAcora dknno allora ehe sara:  

(X~ X 0 = 0 (~" ----- 1, 3, 4 ) ;  (X5 X~,) ----- ~o X 2 (x~ x6) = ;% x:~ + ),~_G x~ ; 

()~6 - -  e )  )'5~. = O. 
Posto 

ogteniamo, scrivendo ehe (3~ x,)-----0 (i-----1, 3, 4), ~ "~*--0 

Rieordando i valori di (X2 X~), (X5 X6) si ottiene : 
~-a3 

X3 

(~) 

(~) 
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in quest'ultima, formula, ot teniamo: Osservando il eoefficiente di 0 x---~- 

v3 ~ -rq 

~3 ' =  tz P x3 

E la (~.) diventa perci5 

c~2 -,% 6~ -6 4 
P x '  ~,26 ~ + X,,5 g. e ' '~ = O. 

3 

Sia ora ?,.~6- ~. 
Ne dedurremo, indicando con n~, m, delle costanti 

"~' - -  e '°~ (--)~2~ ~ x~ + n,) 
x3 

n~ d,.x ~ __  )'25 Xa e l~x~ "4- ),25 ¢,.x~ ~4 ~ ~" L v" -l-m4. 

La (fl) diventa : 
~$4 - - -  O.  

D 
Annullando il eoeflqcient, e di ~ nella (7) otteniamo 

E quindi 

donde 

"¢3 

~2.~ ----- ?.~o = 0 

Ossia~ poich;~ X~, non pub esser nulla, 

che coincide con la X~. 
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Sia ora invece ).o~=i= F. Avremo indicando con n,, m, delle eostanti, 

" ~,2.~ et*X~ A 7 ~rl+ 

va I e)"~°x~ - e F X +  w ----- I ~" ~,~+ --" y. I 
o 

Sia ),2G ~ 0. La .(3) e t a  (7) danno n+ = 0; 5~2----- m, v'3; ma, poich~, 
corn'5 ben chiaro, la derivata,di Va non pub essere una costante, sarh anche 
m +  = ),5~ = 0 .  

Se invece ;t,2~=',= O~ ]e (fl) e (7) dhnno: 

m+ = 0 

'~I  e~+~'~-~'+'-),~ - -  ~ + n ' e ~ + : ~ l ( 1 - - ~ J . ) + v ' 3 n ' e ~ ' : x ~ ( i y .  y. ),-+o1) = )'5~ ' 

Donde, poiehb ),=',= ~ =',= 0, si ottiene, ordinando secondo le potenze di 
e ~ e ricordando il valore di ~:~ che 

),5~ = n+ = 0. 

In ambi i casi la .¥~ si riduce a meno di un fattore costante alla ~.~ 
stessa: di questo easo ~ percib inutile oeeuparei. 

Cosi pure, dal nostro punto di' vista, ~ inutile oecuparci dei casi (E) the 
sono identiei (a meno di una trasformazione immaginaria) coi casi (D). 

Abbiamo co~ determinafi tutti i possibili elementi lineari ehe ammettono 
un G~. I nostri procedimenti ei dimostrano che per trovare tutti quegli ele- 
menti lineari che ammettono un G: o un Gs basterh vedere quali tra questi 
ultimi ammettono oltre al G~ corrispondente un gruppo pitt ampio. 

E eominceremo dapprima studiando quegli elementi lineari ehe ammet- 
tono un G+ transitivo, senza ammettere un G+ intransitivo, riservandoei a pitt 
tardi questa ultima rieerea. 

Di eosiffatti elemenfi lineari esistono i soli due: 

d s" = d x~ + d :c; + d x ~ + e -+~', d'.r.~ ~ (A) 

d 8 ~ d x; + l, d ~t + 12 e:x' d ~ + I a e it*x+ d x~. (B) 

dove l+, 12, 18, V sono costanti non nulle. I1 tipo (B) include (per V----~ 0) il 
tipo A. Se F ='~= O, moltiplicando x~, x+ per eostanti opportune e passando a 
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uno spazio simile, potremo serivere: 

d s' = d x] -4- l, d x[ q-- e ~x, d x~ q- l~ e ~x, d z~. 

Lo studio di questi elementi lineari si eompie senz'altro 
metodo del prof. B~Asem. Comineiamo dall'elemento (A) 

d s' = d x] + d x~ -+- d x] + e ~', d x]. 
Se 

(c) 

faeilmente col 

x, - - ~ x ~ ;  ~x~ --~x---:; ~x~ 3x~ (1) 

" ' = o  - - o  - - = o  ~ , +  . . . . .  o + = o  (~) 

~' + e  ~, ~ " = 0  e '~' ~ 5  ~ ,  ~--S ~ ~, ~-~ + ~Y.; = o. (3) 

Poiehb per le (2) ~ L 0 ,  " = 1' ultima delle (2) e la prima delle (3) 

dhnno : 

"' -I- n., @,, z3,  x,)  (4)  
~ - -  ~ ~ x.~ 

.~3 = - -  z, ~7~ + ~(x~, ~ ,  x,). (5) 

La (2) e le (3) d~mno quindi 

~o~,t ~-~ ~ t  0-r,~ ~-t,~ ~2~ ~ "r'~ ~-~- 0. (6) 

Per ottenere queste formole basra sosfituire le (,4) e (5) nelle (2) e (3) 
e ricordare the L,  ~,, ~ non eontengono x , .  D'altra pavte dalle (1) si ot- 
tiene, ricordando ehe .L non pub contenere x, 

"-.4 x:(); -- 0 (7) ~, = - -  z ,  ~} -  + Z,  ( z , ,  ~ zl  

~, + z~. (x,, x, ,  x,) (s) 

4 
a Xi 

]a pih genera]e trasformazione infinitesima che esso ammette, ]e formo]e di 
K1r, LI~a dtmno : 
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r~  

(9) 

La prima delle (2) e le (6). dieono, ricordando che per la (7) ,,~ 5 fun- 
zione lineare di x~, the 

~ , = a x ~ + b x ~ + x 4 ( d x , + e x ~ + f ) + g =  8x~ 

dove a, b, c, d, e, f, # sono eostanti. 
Poieh~ per la (8) ~.o ~ lineare in x4 c indipendente da x3 ne trarremo: 

b =  e-=O 

x~ 
~ = - -  (a q-- d x4) -~ - -  ( f  x ,  + g) x~ + m x, @ n 

dove m, n sono nuove costanti. 
Poich~ per le (6) ~3 non eontiene n~ x~  x~ e per ta (9) ~ lineare ill X4~ 

a v r e m o  : 

dove /G l sono costanti. 
Le (1) d~nno allora: 

a ~4 d 'C ~" 
x, = 2 + d ".~- e '~, -[- f ¢, e ~ ,  - - m  e-'~' 

eguagliando i valori di 
~x, 8x~ 

di queste formole, si ottiene: 

Si ha dunque 

che si deducono dalla prima e dalla terza 

m -= d = f = O. 

.p 

;, = a x.~ -4- g 

~, = -~- a e-'~, - a - -  g x ,  + n 

'~.~ = - -  k x4 q-- l 

;4=" t i x 3 q - t  
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dove t ~ una nuova costante. Questo elemento lineare ammette dunque pro- 
prio un G~. 

Studiamo il tipo (C) 

d s: --~ d x~ + l, d x~ + e :~, d x~ + e'-'~, l, d x~ 

dove l~ 5 una eostante non nulla. Le equazioni di KILL~Xa per a, , ,  a..:~ a~, 
a ,4  ~ (t~4 ~ (134 dhnno: 

,f ~4 ~ , +  ~0" . . . . . .  ~ x2 - -  O ; t, e ~x' O ;2 ~ ; ? x4 O~z~ 

Le condizioni di integrabilit~ dhnno:  

---~ . . . .  $ ~ (  -= 0 ; 

ossia 

Queste equazioni per G ei dieono che sar~ 

~, = (a x~ + b) x~ + c x2 ÷ d, 

dove % b, c~ d sono eostanti. E quindi si dedurrh dalle equazioni preee- 
denti : 

~, = , ,  (x, ,  x~) = - J  

1 
li 

2 

donde 

Poich~ ~ + ~, 

(a ~ + b) + ,~ (x,. x~ x~). 

= O, avremo : 

~'r,3 
==0 

ax,  + b x; - (c x, + dt x~ + Z~ (x,, x2). 
2 
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Le equazioni di KILLII~a per a, : ,  a~,  a~, dhnno: 

l, ~ + e ~ . . . .  0 
Ox~ 

l ,  e '-'~, ~ ~' ~ ~ b ~  + e:~ Ox~ .. . . . . . .  O. 

Sostituendo per lc,~,,  ~ ,  ~3 i valori precedenti~ 

che v,  (x, x 3 ) ~ -  Ox---~2 e che quindi si pub scrivere 

troviam% ricordande 

X-2 

le relazioni seguenti:  (~), (t3), (7) 

[ l . e _ X ,  ~ -t,.~ ] 
l, e ~'~' - -  )~- (t z~ -t- ~ :r,~ _1-1- 

1~ a o ~ Z ~  (,~',, x~) 1 = : 0  + e'~, a e-":, - s x~ - c x~ + ~ x ,  

donde 

~x~ = - = 0 ;  a - - = c = O ;  c~'a 0 

(~) 

ossia ~,, = Z~ (x,) -1- ).~ (x~) 

' V a'3 ~ x t  

donde dcduciamo : 

. . . . . .  0 - 0  

- -  t , - - - ; - ,  -t- l,  ~ x  . . . .  0 (7)  

dond% indicando con k una costante, 

- -  k - -  k e - * x ,  . 

Ricordando queste relazioni, indicando con h~ l, m, n nuove costanti 

Ammli di Matematica, Ser ie  l i t ,  t ~mo IX. 11 
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avremo infine : 

~, = - - ( k x ,  + t) 

z~ ~ .~,) (h + ~;~) ~ = -ff ( x,., - e + Ix, + 

b e _ ~  ' b x~ d x 3  Jr" n 

~4 = b x~ + d. 

Le cos/anti h, m compaiono solo nella loro combinazione , h + m ,. I1 
gruppo ammesso dal nostro sPazio 5 pereib proprio soltanto un G6. 

Baster~ ora lo studio di quegli $4 ehe ammettono un G~ intransitivo; 
questo studio si eompie senz'altro, seguendo quasi parola per pard't,  lo studio 
ehe il prof. BxA~cuI fa degli Sa ehe ammettono un Ga intransitivo. 

Cominciamo dal tipo (L) che seriveremo, mutando un po' le notazioni: 

d s' = d x~ + ~ (d xl + d xl + d xl) 

dove ? i~ una funzione non nulla di x , .  
8ia 

X - - X '  ~ 
~ a xi  

una trasformazione infinitesima ammessa 
equazioni di Kv.Lis~ 

• ~ l  0 

¢ a {, a ~, 

",~ -= 0 

+ __ o 
? o x2 

v' ~,+a.5 o 
? ax3 - -  

L o  stesso proeedimento seguito dal prof. 

da questo spazio. Avremo per le 

~' a ~ =  0 

a ¢__2 + ~ ;2_ __ 0 
a xa a x ,  - -  

ax, + ax3 0 

a ~, "a 5 
a x, or. a x ,  - -  0 

a x,  

BI~scm al § 7 della sua Me- 
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moria dimostra che lo spazio ammetterh nn gruppo pib. ampio soltanto se 

:- ~ cost 
? 

ossia se lo spazio ~ a curvatura costante. 
Veniamo ora al tipo (M) in cui 

d s ~ = d z~ + ~ (z,) I d z~ -t- e''~ d x~ + e~''~ d ~'i]. 

Le equazioni di K~r~r~(~ dhnno~ indicando con 

Y. vi 0 xl 

la pih generale trasformazione infinitesima ammessa dallo spazi% 

(~ "~ ~ 1 ~ "~ ~ 

~ .~ ,?" 

"~,s e -~x'-" ~'~ 

x~ 72 ~ x:~ 

x3 ? 

~x~ ? 

"~4 e -~x~ ~ "~t 

- -  - - 0  x~ -4- e :~'' ~ x2 

x~ -~- e~x° - -  ~ 0 

"~3 ~ ~4 ~_ 0 

- - 0 °  

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(s) 

(9) 

(lo) 

Lo studio di questo sistema di equazione ~ analogo a quello the il 
prof. B l~cm fa nel § 10 della Memoria citata. :Noi 1o ripeteremo sommaria- 
mente. Eliminando ~ dalle (1) e (2)~ 73 dallc (3) e (4)~ v4 dalle (5) e (6) 
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troviamo : 

~- .~, 

0" "t,t 

- - -  = e "~'-' ( ~ "  ? - ~ '~ )  ,7, - -  e "~-' ~, '~' 
x~ 

~'~, 
- - -  -~ e ~ (~" ~ - -  ~ ' ~ )  n~ ~ e ~ '  ~ x ~ "  

Osservando che per ~, = 0 troviamo soltanto il G~ iniziale, potremo sup- 
porre ~, =I= 0 e quindi 

~" ? - -  ~'~ ----- c (eostante) 
indi 

( D~'~ x~ *~" - -  e~" c ~, - -  ~ x~/ (12) 

( ~x~ - -  e~'~ c ~ ' - - 3 x 4 ] "  (13) 

Le (I) ,  (3), (6) integrate rispetto a xt d~nno:  

~ "~t f d x, 

~3 ---- ~ e - 2 a ~  ~ ",~l ( d x ~  

"v4 .-= - -  e -~x' D "r,i f d xi 

Sostituendo nelle (,7), (8) t roviamo:  

e l 'equazione c h e s e  ne deduce mutando x3, ~ in x4, ~ , .  
Da cui si trova (cfl'. loe. c i t )  

(c - -  1) b ~, = (c - -  1) ~ "~'~ 

Per  c = 1 si ha, indicando con R una costante 

, ( x , ) =  R cosh (~R-) 

col the  si r i torna agli spazii a curvatura costante. 

(14) 

(15) 

(16) 
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Se c=l= 1, allora v, pub essere funzione soltanto di :c~. 
Le (11), (12), (13) diventano 

- - , , - -~-  =--=- 0 ~ j  =-= C :q~ 
o x a ~ x~ 

e quindi, poich~ c=[= 1, 
c = 0 vt = cost. 

Potremo senz'altro supporre the  ~, == 1; di pih, poich~ 

? ?" - -  ~" == c --= 0 
avremo 

2~ = k (costante). 
? 

Le (14), (15, (16) dhnno:  

(i ~ 2, 3, 4) 

col the  le formule di ](ILLI~(~ diventano : 

a.,.~ + k = "  b.T~, + I~. + q,. = ~ + k + q,. = o 

a +~ + e'=, a +, = o 
a xa a x~ 

a+.. a+ ,  - o  ax---~ ÷ e'x' Ox, 

a +~ a +, 
a x--; + a X; = o. 

Donde 
q~, = - -  k x, + ~ (z, ,  z ,)  

a q,, _ e - " ,  a o  

~xa 

La condizione di integrabilitk di queste ultime due dk:  

a2 0 
e -~:  ° + k = O  

donde 
k = 0 .  
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Si pub quindi supporre ~--= 1. 
I1 resto della discussione si pub senz'altro omettere; infatti in tat caso 

il nostro spazio, avendo i coefficienti dell'elemento lineare indipendenti da .% 

--  e quindi ammette un GT. ammette la trasform, infiniteslma X~ 0 x, 

N~ pub ammettere un gruppo pih ampio perehg se 

fosse un'ottava trasform, infinitesima non appartenente a G~ ammessa dal 
nostro spazio si potrebbe, per quanto si vide supporre ~:l =. 1; e allora 
X s - - ~  insieme alle trasformazioni infinitesime di Go farebbe parte di un 
gruppo a 7 o pitt parametri intransitivo. Cib che ~ impossibile. 

§ 16. Finita cosl ]a rassegna degli &,  the ammettono un gruppo di 
movimenti~ riprenderemo, con le nnove cognizioni e i nuovi metodi appresi, 
a studiare la questione se nn & che ammetta un G~ intransitivo non inte- 
grabile ammette, o no, un gruppo pih ampio di movimenti per vatori generici 
delle costanti di integrazione. 

I due tipi di G, cosiffatti che noi abbiamo trattato a parte, sono del 
resto dal nostro generale punto di vista da eonsiderarsi come identici. 

Noi potremo percib senz'altro trattare il caso she le trasformaz, infini- 
tesime X~, :, X~, X4 generatriei di G4 siano tall che 

( x ,  x , )  = x ,  (x~ .v~) = 2 .,:~ (.v, x~) = x~ 

(x ,  x , )  _-. ( x ,  x , )  = ( , x ~  = o. 

Poich}, eome risulta dalla Memoria del prof. BLtI~cm, un & che am- 
metta un Ga non integrabile non ammette in generale anchc un G,, ~ ben 
eerto che un & c h e  ammette it nostro G~ non ammetterb~ net caso generale 
una trasformazione infinitesima che con X, ,  X~, X~ generi un gruppo intran- 
sitivo. Di pih osserviamo che se un tale & ammette un gruppo pih ampio 
del G~ stesso ammettedt un G~, o un G6, o un GT, o un G,o. 

Se esso ammette un G~ questo Gs contenendo G~ non sar~ integrabile e 
avrh una delle eomposizioni (21) e ~22) del § 15. Anzi poich~ una quinta 
trasformazione infinitesima di G5 indipendente da X,, Xo., X3~ X4 non pub 

c~ in causa delt'osservazione precedente~ il avere nullo di coeffieiente di ~-~-,, 

gruppo dovrh proprio avere la composizione (22). Avremmo eio~: 

(x~ x~)  =. (x~ x , )  = ( x ,  x~)  = o (~ = 1, _'2, 3) ( x ,  x , )  = x , ;  

(x,x~) 2x~; (x~x,)= x~. 
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Essendo (XiXs)=--0 ed (Xl X~ X~ X~) essendo per l'osservazione prece- 
dente eerto transitive la .,Y~ dovrebbe essere della stessa forma di X ~  che noi 
abbiamo determinate al § 11 della Mem. eit. perb con valori differenti per Ie 
~.,/3, 7- Ed g era ben chiaro ehe il sistema di equazioni per l e a ' ,  b~ c, d, e, f del 
§ 13 della mia Mere. cit. non pub restate equivalente a sg stesso, quando vi 
si mutino i valori delle % fl, 7: cib che sarebbe neeessario affinch~ restando 
generiei i valori delle eostanti a:, b, c, d, e, f, ~, /3, 7 il nostro spazio am- 
mettesse un G5 della eomposizione su riferita. 

±mmetta era un tale & tin G~ (eertamente transitive) oppure un G:. 
Ammetta p. es. uno dei G, transitivi del § 15. 8e il G~ i~ del tipo (A) 

esso ha per eomposizione : 

0 -- (X, X,) = (X.. X~) = ( G  XO = (X, X~) = (X, XO = 

= (x~ x~) = (x ,  x~) = (x i  xo) -- (x~ xo) = (x ,  x~), 

(x~xo-=x.~; (x~xo)=--X..; (x~x~)=x, ;  

( x , x , ) - - x , ;  (;v, x 3  = - -  x , .  

i1 nostro (,~, eontiene un G~ non integrabile, che (eome il G4 stesso) 
deve essere un sottogruppo del Ga preeedente. Tutti i sueeessivi gruppi de- 
rivati di G, devono contenere il Ga stesso. E poieh?~ derivando due volte il G~ 
otteniamo il gruppo (X,, XG, X,), questo sar~t proprio il Ga in discorso. La 
quarta trasformazione di G~ dovendo essere permutabile con X, ,  X3~ X4 sm'~ 
dd tipo ),X, q -~  X5 + u X~. Ma eib non ~ possibile perchg allora G~ non 
sarebbe transitive, essendo X,,  X~, X~ trasformazioni infinitesime dipendenti. 

Considerazioni analoghe valgono per il ease (C). 
Vediamo infine il case ehe ogni tale & ammetta un GT, eontenente per 

sottogruppo un G~ intransitive. Questo G7 avrK ta composizione 

(X ,G)= X, IX, X~)=:2X~ (X,X~)=X~ 

(x~x,)=o i = 0 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 )  

( x , x~ )=x ,  ( x , x , )=~x~  (x~xo)=x.~. 

(X~ X,) = (X, Xd = (X, Xo) = (X~ .g~) = (X. X~) = (X, X~) = 

= (x ,  x , )  = (x~ xo) = (x ,  x 3  = o. 

Come sopra si vede ehe il gruppo Ga semplice contenuto in X, dev'es- 
sere un sottogruppo di X~ .-~, X3, X4, :\5, X6. Ora i gruppi semplici di 
questo G6 sono equivalenti (Ll~, 3 t",~ B., pag. 203) a uno dei gruppi 

(.\',, .\2., (x , ,  xo), (.\; 
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Ma questi tre gruppi hanno tutti delle V~ invarianti, che dovrebbero 
coincidere con ]e variet~t x4 == cost. del § 12, che appunto si definivano come 
le variefft a ire dimensioni ]asciate fisse dal gruppo G3 semptice contenuto 
in G~; quindi queste variet~ dovrebbero ammettere tutto il G~ in discorso 
pet" valori qualsiasi delle cestanti di integrazione: cib che not sappiamo 
escluso ,, a priori ,. 

Osservazione. Si dowebbero ancora (cir. pag. 34) studiare quegli G~ che, 
senza ammettere un G6 intransitive, ammettono un G4, le cut vadetk invarianti 
sono a curvatura costante. Studiamo uno do4)o l 'altro i varii tipi di G~ sot- 
togruppi del gruppo totale di movimenti di una superficie a curvatura co- 
stante (*). 

I. case. Sia il G, generate dalla (X~ X~ X3 X~) legate da (X, X~) = X~ ; 
( X ~ X 3 ) = X , ;  ( X ~ X , ) =  X ~ ; ( X ~ X 4 ) =  0 ( i =  1, 2, 3). Allora (BIANCHI ]OC. 

3 

cit. pag. 70-72) pos tod  s ~ = d x~ 4- ~ aih d xl d xh avremo : 
1 

dso-=dx~-[-?dx~+[~seno-xl+n ~coso-x,]dx~+ 1 
+ 2 n cos x, d d x3 d 1 (1) 

(love ~, ~ sono funzioni di x4; le z'4 = cost. sono a curvatura costante sol- 
tanto se ? = n ~ ;  ma in questo case lo spazio (1) ammette proprio un G6 
intransitive. 

II. case, il G4 generate dalle (X, X~ .Y.~ .\~) ha la composizione 

( . ¥ , X , ) = 0  ( ? ; , X ~ ) = X ,  (X~X~)=X~;  ( X , L ) = X O - ;  1 

(x,  .x]) = - x , ;  (x~ x,) = o. f (2) 

3 

Siano le x, = cost. le varietk invarianti e sia d s o- = ~ ait~ d xi d xh + d x~. 
I 

Dalla eomposizione del sottogruppo (X, ,  XS, ~ )  ches i  pub immaginarc 
transitive nelle varieih x, si trae (B~A~cI~I, lee. cit ,  pag. 49) che una delle 
x, = cost. si potr~ supporre abbia l'elemento lineare 

d so- = d x~ -~- e -~x, (d xT,. + d x~). 

La .Y, deve essere un movimento per questa e deve soddisfare alle (2). 

(*) Ci] ~. Li~ Bd. IIIt~L 
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Potremo dunque supporre: 

x , = ~ x ~ ;  X ~ = a x ~ ;  X3=~+x~-~-~+x~a.i3; 

X~ x, ~ x~ ~ x~ 

e l'elemento lineare cercato sar~ 

d s ~ = d ~ + ~ d x~ + + e-:~, (d x~ + d x~) (3) 

dove ?, ~ sono funzioni di x, .  Se esiste un gruppo G5 contenente detto G4 
che possa essere un movimento per 1o spaz[o (3) si riconosce coi solifi me- 
todi che ]a sua quinta trasformazione .:(~ (the per ipotesi non pub ]asciar 

a ~ (a ----- cost.) fisse ]e x4 = cost.) si pub immaginare del tipo X~ = a~x~ L ~ 

oppure del t ipo J Q = e  ~ ~ - b - ~ , ( x 4 ) ~  . Nel primo caso ~ ~-----eost.; 

qJ = e~a~'~; e mutando i parametri x,, x., in loro eombinazioni lineari si trova 
• • ~ ~ e - ~ l  .o il tipo gla noto d s ~ :--- d x~ --[- k d x~ --i- (d x~ -t- d x~) (k -~ cost.), blelt'ultimo 

caso si ha datle formule di K i i . I a ~  ~' - -  2 ).~ ~ = ?' -+. 2 )., ~ ~ O. 

I1 gruppo G~ generato da X~, X~, ~3~ X5 ha per varietit minime inva- 

]).~ d x4 --  x~ = cost. che chiaramente per la ~' - -  2 ).~ ~ ~- 0 r i a n ~ i  le variet~ 

sono euelidee; rientriamo cosl nell'ultimo caso che ora tratteremo che il no- 
stro spazio ammetta un G,~ le cui variet~ minime invarianfi sono euelidee. 

III caso. Sia G~ generato dalle X,, X~, X3, X~ e ammetta delle va- 
riet~ euclidee z~--= cost. come variet~ invarianti; potremo porte:  

X ,  ~ ~ x~ ; / k ~ x . ~  ; X~ ~ x~ ; X~ x~ ~ x ~ ~ x3 " 

Le formule di K~LH~(~ ei d~nno: 

d s ~ = d x~ + ~ d x~ ÷ ~ (d x.~ -t- d x~) (4) 

dove ~, ~ sono funzioni di x,. Una trasformazione X~ che non lasci fisse le 
x, = cost., e che con Ie precedenti generi un gruppo che si possa considerare 
gruppo di movimenti per uno spazio (4) ~, come tosto si vede di uno dei due tipi: 

X~ ~ x, ..... + f~ x, ~ + ~, x~ + x~ ~ (~ ---- cost.; ~, ~- cos~.) 

a meno di una combinazione lineare delle X~ X,~ X~ X,. 

Annali di Matematica, S~rie III ,  tomo IX. 1 
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lq'el secondo caso ~ per le formule di KIi~i~s~ ~ = cost.; di pitt le va- 
riet~ x~ = cost.; x~ = cost. ammettono pure la X~ e sono percib a curvatura 
costante. Mutando i parametri  x i ,  x, si ha quindi: 

d s ~ = d x] + d x] + d x~ + e-~', d x~ 
oppure 

d s ~ = d ~ + d ~ + d x: + cos ~ ~, d x~ 
oppure 

d s~ ~ d x] + d x~ + d x~ + d x~ 

cast che tutti rientrano in tipi gi~ noti. Nel primo caso si trova dalle formule 
di KILI, I~G ~ = ci, e - ~ ' ,  ~ ~--- c~ e - ~ ,  (c,----- cost. ; c2, = cost.). Se fl ----- 7 ~ 0 
lo spazio ~ euclideo, se fl = 0 oppure s e  7 = 0, abbiamo aneora tipi gik stu- 

diati; potremo dunque supporre ~='L=O, 7=I=0. Sia, se possibile, X~ ~ z ~ ~:~ 

una trasformazione che con le preeedenti generi un gruppo di movimenti 

~' --: 0;  di pih ~, =1= cost. perth~ al- per (4); per le formule di KILia~(~ sar~ ~x, 

trimenti X6 ~ ~4 X~ lasterebbe fisse le x4 = cost. ; taso the  per not ~ escluso, 
perch~ altrimenti ] 'elemento (4) ammetterebbe tutto un GG intransitivo. Posto 

si ha dalle formule di eomposizione e dallo/3 =I= 0, 7 =',= 0 the  ).t~ = ),~ ==- ),3~ -- 0 ; 
e quindi ~4 ---= )~35 x, -q-- )~, x~ + ).~5 x~ + d, dove d ~ una costante the,  scri- 
vendo X, al posto di X ~ - - d  X~, si pub supporre nutla. Datle 

(x~xo)=?£~kx~ ( i =  1, 2, 4) 
k 

si trae tosto the  ~ ,  ~, sono soltanto funzioni di x:, x~ e quindi per le for- 
mule di K~r,I~n~ relative ad a,~, aa, che ~ non dipende da x:,  xa ossia che 
;t,~ ----- ;% = 0. Scrivendo la (X~ X~) = ~ ) ~  X~ si trova tosto che ),a~ 7 ~= 0 e 

poieh~ 7=I= 0 se ne trae ) , ~  0; sarebbe quindi ~ = 0~ cib~ che come ab- 
biamo gi~ osservato, ~ contrario alla nostra ipotesi. 

]~ eos'~ esaurita eomp]etamente la nostra diseussione. 


