Sulle rappresentazioni che conservano
le ipersfere.

(D Guipo Fusixi, a Torino.)

Siano

Zaikdwidmk (7:9 k= 17 Qa--w ") (1)

Eb;'kdyidyk (’57 k=1, 2,.., n) ((2)

gli elementi lineari di due metriche, dove con a,, e b, indico rispettivamente
funzioni delle », e delle y finite e continue, insieme a tutte quelle loro de-
rivate, che dovremo considerare.

Noi ¢i chiediamo quando si possa stabilire tra le due geometrze una tale
corrispondenza di contatto T’ (nel senso di S. Lix) che alle ipersfere (*) nella
prima geometria corrispondano le ipersfere della seconda.

Applicheremo poi i risultati cosi ottenuti al caso particolare delle super-
ficie (n=2).

La difficoltd della ricerca consiste in primo luogo in cio che in generale
per le ipersfere non si possono assegnare equazioni differenziali (**). Cio-
nonostante vedremo che con opportuni artifici si riesce a risolvere il pro-
blema propostoci, e che la risoluzione & particolarmente semplice e fors’anche
interessante.

(*) Si dice ipersfera una ipersuperficie, i cui punti hanno una distanza geodetica co-
stante (raggio della ipersfera) da un punto fisso (centro della ipersfera).

(**)y Cfr. la mia Nota: Sulla teoria delle ipersfere e dei gruppi conformsi, ecc. (Rend. del-
IIstituto Lombardo, 1904). L’artificio, ¢che useremo al § 1 & analogo a quello usato in questa
Nota. II § 2 ricorre invece ad artifici e metodi affatto distinti.
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§ 1. IL PROBLEMA GENERALE.

Indicheremo una ipersfera nella metrica (1) per mezzo delle coordinate
(2,, ®,,..., x,) del suo centro, e del suo raggio «,.,. In modo analogo indi-
cheremo una ipersfera della metrica (2) per mezzo delle coordinate (y,,
Yas---y Y. del suo centro, e del suo raggio y,,,. Alla corrispondenza di con-
tatto T corrispondera per ipotesi una corrispondenza

Lo == Lo (?]1, Yaseees Yus yn-{-x) (“:1: Q’;"-, ”+1) (3)

tra le ipersfere nelle due geometrie (1) e (2). La nostra questione & eviden-
temente equivalente a quella di riconoscere quando la corrispondenza (3)
tra le ipersfere nelle geometrie (1) e (2) & .subordinata a una corrispondenza
di contatto tra queste due geometrie. A tal fine & necessario e sufficiente
che la corrispondenza (3) porti ipersfere tangenti in ipersfere tangenti. Se
noi dunque chiamiamo fascio di ipersfere 'insieme delle oo' ipersfere, che
sono tangenti in uno stesso punto, dovremo cercare quando la (3) fa corri-
spondere i fasci delle ipersfere nella geometria (1) ai fasci di ipersfere nella
geometria (2).

Ricercheremo quindi anzitutto le condizioni affinché oo' ipersfere (w,,
Xg,..., ®,44) formino un fascio.

Ricordando che ipersfere tangenti in un punto 4 hanno i centri tra una
stessa geodetica uscenti da 4, e hanno raggi uguali alla distanza geodetica
dal punto 4 al centro corrispondente, troviamo facilmente che le condizioni
cercate sono le:

%aikdmidwk—dwﬁ+l=0 @ k=1,2,.., n %)

h, kg

dredx,, , —de.dx,.,+ ., de,dxde,, =0 (G, hEk=1,2,..,n),
+ + TR +

quando con g h’ik e si indichino, al modo usato dal prof. L. Brancai nelle sue

3

Lezioni di Geowmetria Differenziale, i simboli di CrrisTOrreL di seconda specie
per l'elemento lineare (1).

Infatti le equazioni (%), (6) dicono che il punto (»,, ,,..., ®,) descrive
una geodetica nello spazio definito da (1), di cui «,,, ¢ 'arco. Ed evidente-
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mente il precedente sistema di equazioni & secritto sotto una forma, che &
indipendente dalla variabile scelta come indipendente.

Al precedente sistema di equazioni possiamo dare un’alira forma, per
noi pilt opportuna. Indicheremo con lettere latine gli indici, che possono as-
sumere i valori 1, 2,..., n, e con lettere greche gli indici, che possono assumere
i valori 1, 2,..., n, n++ 1. Porremo

cik = bil') 61',’1+l = O) 0111—1,11-!-1 = 1 (6)
e con
|« B
[y
indicheremo i simboli di CHrisTorrer di seconda specie relativi alla forma
Xa,.kdw,.dm,,——dmﬁ%:%cagdm“dwﬁ. (7)
1,k o,
Sara
3 «Yﬁ %:0 (se anche uno solo degli indici «, 8,y & uguale a n--1). (8)
\Rk|_|hE]|
= )

Le (4), (5) si potranno scrivere nella forma

0%‘, Cap A ®e dwg="0 (10)

: \ )
d"wadx,a—{—z ‘ I

lda,
7«5; 2 | xy das dag -+

(11)

e

Analogamente, posto

dt‘k = b,-k, df.n+1 = O, dn+x,n+1 = 1,
e indicato con

1 simboli di CurisTOFFEL per la forma

zd;ﬁd?!ﬁd?!ﬁ=Ebmd?!sd%_d?fiﬂ (12
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e per la forma (2), si ha

“Yﬁ =10 (se anche uno solo degli indici «, £, y & uguale a v+ 1). (13)
. :
% ko /c (1%)
I fasci di ipersfere per la metrica (2) saranno definiti dalle:

%} depdyadys =0 (15)

3 N 3 |

dyadyﬁ—’f—z,s%y“ :dyydyady,a= )
" . (16)

=d2ypdya—{—%‘,d§ Yp %dyydyadya. 5

Il nostro problema & dunque ridotto a quello di riconoscere quando
la (3) trasforma il sistema delle (10), (11) nel sistema delle (15), (16).

Notando che in questi due sistemi di equazioni differenziali le (10), (15)
sono gli unici sistemi di equazioni ai differenziali totali del primo ordine,
riconosciamo anzitutto che in virth delle (3) dovrd esistere un’identitad

Yopdawadag=yp Fdusdy, dys (17)

dove p. € una funzione delle y. Oltre alla (17) dovra essere soddisfatta la
condizione che le (11) diventino un’identita in virta delle (3), (15), (16), (17).
Sostituendo in (11) al posto delle « i loro valori in funzione delle y, dati
dalle (3), troviamo che questa ulteriore condizione si pud enunciare anche
dicendo che le

Bwﬁ {b Ema

39{*
v @ dz
o d?s’a }

devono essere simmetriche nei due indici «, £.

|«

Se uoi indichiamo con 3 \
#*

specie per la forma, che & al secondo membro della (17), troviamo con un

i simboli di CuristorreL di seconda
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facile calcolo:

a B, 9 logp. _dlogy (»)]
|y ‘ﬂ | Y ‘+9[607 9% e 0 @ Qop 97| . (19)

quando con e,y si indichi I'unita, o lo zero secondo che « =y, oppure « =|=7,
e con p% si indichino le quantitd soddisfacenti alle

o ologu

N day v
hd Y
Y aym

In virth dell’identita (11), si possono esprimere (com’® noto dai primi
elementi della teoria dell’equivalenza di due forme quadratiche differenziali)
le derivate seconde delle & rapporto alle y in funzione delle derivate prime.
E precisamente si ha

' x Trd y o 896? 0wy ‘k e N
Tyt S| ow | Gy oy > { 2y
ossia, per le (19):
0" ®a v iy o dwydas o= dw,
5Je3yq+%ﬂy« %8 T4 2‘% v gBJv
1 [ologp 0w,  dlogp oz, E o 893@]‘
9 Byq 0 ye oy. 0y»

Moltiplicando questa uguaglianza per dy.dy,, e sommando rispetto a
g, n, si trova:

a?

179 | wox 9:700
éayeaJ dyedy,,—k—zg v z Vduz dcqm
oy len | 0w, 8wa L 0 log i .
my%q ] %a dyedy,+ 357 dy 3555  da,
—~y %deq dysdyozy‘” yv

In virttt di questa uguaglianza la (18) diventa:

za“ﬁdgazg“j“d z“og" dye - !
y 04 < 0% ’
..-Qédquhd“ 2 5 zay‘idys—k— (20)
»%—Zaw“[ r%Z‘ %dysde»lz%d%. \
¥ 3% 6,7] q_ —ya’ljy /
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Il primo termine di (20) & evidentemente simmetrico nelle «, £.
Il secondo & nullo in virta di (15). 11 terzo si pud per (16) scrivere nel
seguente modo

o, 0%p . t'
2 50, b d?[v‘:d Jy+2‘i dy;dy,,}

che chiaramente si pud scrivere anche sotto la forma
v o ay /dyedy}z, dy
.6-‘ a Y ) 1 a Y

Le due forme, sotto cui abbiamo scritto I'ultimo termine di (20), dimo-
strano che esso & simmetrico negli indici «, .

Riassumendo ne deduciamo che I'espressione (20), e quind’anche la (18)
& in virtd delle (15), (16) simmetrica in «, B.

Quindi in conclusione I'unica condizione a cui deve soddisfare la (3) &
quella che sussista un’identitad del tipo (17).

Il nostro risultato si pud enunciare dicendo:

Condizione necessaria e sufficiente affinché la corrispondenza (3) tra le
ipersfere nelle geometrie (1), (2) sia individuata da una corrispondenza di
contatto tra le due geometrie é che in virtiv della (3) sussista un’identita (17)
(dove p. & una funzione delle y), ossia in altre parole che la (3) sia una cor-
rispondenza conforme tra le due geometrie (mom weali), definite assumendo
ad elemenito lineare rispeliivamente le forme

Yo, da,duo, —dak,
N
;bik dy; dy. — dfay.

Se poi per «, ., =0 si ha y, ., =0, ossia se alle ipersfere di raggio nullo
corrispondono ipersfere di raggio nullo, allora la (3) ¢ subordinate a una
vera lrasformazione di punii tra le geomelrie (1), (2).

Ne possiamo trarre una conseguenza.

Se alle ipersfere di uno stesso raggio « per la geometria (1) corrispondono
ipersfere di uno stesso raggio B per la geometria (2), la corrispondenza che
passa tra i loro cendri & una corrispondenza conforme tra le melriche (1), (2).

E in particolare :

Una trasformazione biunivoca tra i punti delle geometrie (1), (2), che porti
ipersfere in ipersfere & una corrispondenza conforme.
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Ne deduciamo ancora:

Condizione necessaria ¢ sujficiente affinché una trasformazione T sulle x.
corrisponda a wno trasformazione di conlatto nello spazio, ove le @, w,,..., x,
sono variabili coordinate, é che la T sia una trasformazione conforme per lo
melrice (mom reale) definila, asswmendo (&) come elemento lineare.

§ 2. APPLICAZIONI AL CASO DELLE SUPERFICIE (n == 2).
TRASFORMAZIONE DEL PROBLEMA.

Noi vogliamo ricercare le coppie di superficie, tali che tra di esse esista
una corrispondenza di contatto che porti i1 cerchi in cerchi (quando si in-
tenda con cerchio il luogo dei punti che hanno una distanza geodetica co-
stante da un punto fisso). Un tale studio, per i risultati del § 1, equivale a
quello di ricercare le coppie di forme differenziali quadratiche

s (@, @) Aot 42, (2, %) Ao, d Xy - Aoy (0, ) d a2 (21)
bis (s, #2) Y +2b0 (y0s 92) AYs Aye + bae (1, 4:) A4 (22)
tali che esista una trasformazione
@ =0 1y 4oy ¥ (a=1,2, 3) (23)
la quale porti la forma

1,2
F=Ya,do,dx,— da? (24)
ok
in una forma proporzionale alla:
1,2
F=Yb,dy.dy.—ay;. (25)
1,k

Lo studio diretto di questo problema porta a caleoli, che si vanno ra-
pidamente complicando. Noi ricorreremo quindi a metodi indiretti.

Osserviamo che su ogni superficie (come su ogni varietd) esiste un gruppo
continuo specialmente notevole che porta le ipersfere in ipersfere: il gruppo
cioe delle trasformazioni per superficie parallele, ossia delle trasformazioni
che aumentano di una stessa costante il raggio di ogni ipersfera senza mu-
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tarne il centro. Al gruppo di tali trasformazioni per la superficie (22), gruppo
che & evidentemente generato dalla trasformazione infinitesima

0

7y (26)

dovra nella nostra ipotesi corrispondere un gruppo continuo a un parametro,
generato da una trasformazione

X =3 & @, 2 %) 5o (@1)

che trasforma ogni cerchio della superficie (21) in un altro cerchio per la
superficie (21).

Puo la (27) essere sulla superficie (21) essere ancora una trasformazione
per superficie parallele? In tal caso il 2.° membro di (27) dovrebbe differire
da —a—% soltanto per un fattore costante; e, poicheé (26), (27) devono essere

identiche in virth delle (3), la trasformazione (3) dovra essere evidentemente
del tipo:

@, =2 (Y1, Ys); Ty =2, (Y1, Yo); Ty =hy,+ ¢ (Y, y.) (28)Pis

(b =cost.; ¢ funzione delle y,, ¥.).
Esprimendo che le forme (24), (25) sono proporzionali in virtl delle (23),
si trova anzitutto che:

de _0¢
oy, 0y,

ossia ¢ =~k (k= cost.).

Mutando poi le variabili coordinate sulla superficie (22), assumendo come
nuove variabili le

Ny =¥, (?Ju ?/2) Ny == Xy (yn ?/2)

si trova che le superficie (21), (22) sono tra di loro simili. E ben chiaro vice-

versa che fra due superficie simili le ipersfere si corrispondono.
Prescindendo da questo caso banale, noi dovremo anzitutto ricercare

tutte le superficie (21), per cui esiste una trasformazione (27), distinta dalla

afc » che possa essere definita da una trasformazione di contatto. A questa
3
ricerca . ¢ dedicato il seguente paragrafo.
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§ 3. RISOLUZIONE DEL PROBLEMA POSTO AL § 2.

Per T'ultimo teorema del § 1, la ricerca delle trasformazioni (27) del § 2
sui cerchi della superficie (21), che sono individuate da una qualche trasfor-
mazione di contatto, equivale alla ricerca delle trasformazioni (27), che sono
conformi per la metrica non reale, definita assumendo (24) come elemento
lineare,. ossia che trasformano (24) in una forma proporzionale. Affinche
questo avvenga, la forma

3t @+ o by, w2 ) d (w42 E) d (@, £) — [d (s + < £,
dove ¢ si consideri come un parametro infinitesimo di cui sono trascurabili

le seconde potenze, deve (a meno di infinitesimi del secondo ordine) essere
proporzionale a F. E, poiché nelle nostre ipotesi a, (w,+¢c%,, @, +c&,)=

Ja, . o . . .
= Oy, (X, ) +2 Y&, awk’ si verifica facilmente che la nostra condizione
¥ 1

equivale alle equazioni seguenti:

actll aall az[ 352 353
9% 4 94, 0% 9
C.~1 aml”‘i_Szaw Qana -+ amawx @y 9w,
£ 8az?+; _aa29+ au 9 ago -9 n’:a (%8)1
=1 e, 5w, 2 213 -+ 22’8 a’zzawa
P, T
@y 9'_.)63+a/125—9é;_5901
(28),
a-1+ 992 ags
Pet G Bor G = O,
: oy, |, 0a, 25, 0%, 08, 0%, &,
Gt 3931 2, ‘a‘—&: a/n'a'“{b'g‘ +‘ax2"a‘m;+ 213 'WL” 228 =2a @yq 8 3' (QS).%

Il sistema delle (28),, (28),, (28), si dira anche il sistema delle equazioni
di KiLLiNG generalizzate.

Se & =&, =0, allora le (28) danno &, =cost. E la (27) si riduce alla
trasformazione infinitesima per superficie parallele.

Se
0% _ 0%
dx, ox,
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allora le (28), dimostrano che &, & funzione della sola «,. E poiche a,,, ..,
€., & non dipendono (nelIa attuale ipotesi) dalla x,, le (28), dicono che
gis = cost. Si potrd dunque porre

Es =hw,+k (h, k= COSt.).

Possiamo poi mutare le variabili ,, @,, in guisa che la trasformazione

€ +— +&, —— si riduca alla 9 . E le (28) si riducono alle:
3wx 8 x, 0@,

1 Ba“__ 1 da, 1 3al,_h
2a,, 0, 2a, 0x, Z2a, dx,

ossia
@y = €1 b, [b, = b, (), indipendente da «,].

E l'elemento lineare (21) diventa:
e 1 [b, dat+2b,dw, dx, + by, d al).

Scrivendo «, al posto di 2h«,, si trova potersi supporre 24 =1;
posto poi

dz, =dw, + 2 bis dx,; dzz=m———‘gd
b, b,
Pelemento lineare diventa
@5 [d2—+dz].
e B
Ora a Z-%:z;zé funzione della sola «,, e quindi anche della sola z,;

o B

ponendo, per non complicare le notazioni, #, = w,, #, = «,, 'elemento lineare
si pud scrivere:
e a (d - d ), )

dove @ & funzione della sola «,.

Per studiare ora il caso generale, osserviamo che se la (27) soddisfa
alle (28), allora vi snddisfa anche la

7' 0 s, 8 | 7% 0

3903 3{1?1 6903 aﬂ’/‘2+ ama aw:ﬁ (27)’
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per un qualsiasi valore di ¢, e quindi anche vi soddisfa ogni combinazione
lineare a -coefficienti costanti delle (27), (27). Poiché d’altra parte la pil ge-
nerale trasformazione, che soddisfa alle (28), pu¢ contenere al massimo un
numero finito di costanti arbiirarie, esiteranno un intero i, e delle costanti

Cocy Cuyyerry Gy G (6, ==0), tali che sia
amg am—-l 5 a ‘
L 5‘%? + Cont 5 m--1 + + Cy 7 a + Co 5 == (29)

per £ =%, (i=1, 2, 3). Sia m il pil piccolo intero, che gode di tale proprieta.
Distinguiamo due casi:
1.9) Le radici dell’equazione caratleristica

Cm tm + Cm—] thI + vt + cl t—}~ c0 == O

non sono tutte nulle. Esistera allora un integrale xf ¢ (g = intero) della (29),
dove k & una costante reale o complessa e non nulla, tale che I'integrale ge-
nerale di (29) & una combinazione lineare (a coefficienti funzioni delle sole
®,, ®,) dell'integrale citato, e dellintegrale generale di una equazione di or-
dine m — 1

Bm-—-i Bm~—2
G ( ) = Pua 5 m awm— +_pm—2 awm—z ~+ - +po =10 (30)
(p:=cost.; p,._, == 0).
Sard evidentemente
G (a2 &) == cost. (31)

Infatti il primo membro di (31) & un’espressione del tipo &*: P (x,) (dove P
¢ un polinomio nella «,), che puo essere costante, soltanto se P=0. In tal
caso ogni integrale della (29) soddisferebbe alla (30): cio che & assurdo.

Ora evidentemente, per quanto abbiamo osservato, la

0 0

Y= () g+ 6 @) g+ 6 ) g

soddisfa ancora alle (28). E, poiche le G (§) (i=1, 2, 3) non possono, per
quanto abbiamo osservato, essere tutte e tre costanti, ma sono tutte e tre
prodotti di una funzione =4, delle z,, x, per la

¢ (,) = G (a2 ") =l= cost.,
la Y sara del tipo

Y= np(xa){u na ‘“‘?a ’*“'308} (%20;421,9, 3)
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Ora, se n, ===, =0, il coefficiente 4, ¢ (x,) di ?% dovrebbe, (per quanto

osservamimno al principio del paragrafo) essere uguale a una costante; e,

poicheé ¢ (x,) =|=cost., dovrebbe essere anche 41,=0: ¢id che & assurdo. Noi

e . . . 2 0
potremo dunque mutare le variabili coordinate in guisa che la =, 3% -1, Fr
1 2

0 .
assuma la forma T ossia che n, =1, 9, =0.
1

E avremo quindi
2 i
Y =4 (@) 4 0, @) 50|

Esprimendo che questa trasformazione soddisfa alle (28),, troviamo:

1 0,

Qg4 awz

1 8y Vs,

all awl "{3 ’

k—!{:Ez
$s

Queste equazioni (di cui il primo membro non dipende dalle «,, il se-

1’
condo dipende solo dalle «,, x,) dimostra che ':‘,:—“zcost. Sard dunque
Yy == h e*: (k, h = cost.) (k==0).
(Si noti che non puo essere a,, = a,, =0, perché ci riferiamo a super-
ficie non degeneri). E le (28) diventano cosi:

01,
ox,

3’% — s %ZL:% s G (32)

=k€&“;

Siccome abbiamo fatto uso di trasformazioni immaginarie, non possiamo
escludere a priori che a,, = 0. Ma, se a,, =0, le precedenti equazioni danno
successivamente (poiché k==0) n,=1n,(®,); s =10, (:); 2k, 5,=0 e
quindi @, n, =0. Ma @,, == 0, perché per ipotesi a,, = 0, e I’elemento lineare
non & degenere.

Quindi #,=0, e dalle precedenti equazioni si deduce a,, = a,, =0, ¢id
che, come dicemmo, & assurdo.

E dunque a,,==0. L'ultima delle tre equazioni precedenti di per ¢,
E=1,2

@y =M b,

dove M dipende dalle #,, @, e le b, dipendono dalla sola x,. Poiché & a,, ~}= 0,
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sard b,, ==0; e si potrd porre:

dz, ::da:l—{—-l)iz— dw,
b
iz, = Vo bas- bV o,

Sara
Na,dw,de,=Mb, (d&+d&)=a,, (d2+dz)

0 ]
Y =) 55+ g

Scrivendo di nuovo @,, «, al posto delle z,, z,, troviamo che, pur senza
mutare la forma della Y, si puod supporre b,,=0; b,; = by, = 1.
Le equazioni (32) dimostrano che sara:

aa11 1 ’
Ny ="y (wl); ?wl ':‘Qk‘ns Ay ~ Ay = % Ngy
donde
0*loga, s . ¢log a,,
W“Qk T Tow, = 0.

Donde risulta che le nostre superficie sono
IT). Superficie a curvatura costante.

2.% Ci rimane da studiare il caso che le radici dell’equazione caratte-
ristica siano tutte nulle, ossia che le &, sieno polinomii in «,, uno almeno
dei quali & di grado m, mentre gli altri due sono di grado non superiore a m.

La trasformazione

am—l &‘a a
Y= ; Dyt 0w,

3

sara del tipo

T B
Yzw3(ﬂ,—a—a+nga—”w;+ﬂaa

0 0 0
T &y 7t By b 2y

w3)+(0‘3m1+ 23m2+ ‘B,
dove le n, # sono funzioni delle «,, «,, ¢ una almeno delle » & differente da
zero. Se n,=n, =0, noi ritorniamo alle superficie (I) gid considerate; al-
meno una delle =,, n, & differente quindi da zero; e, mutando le variabili
coordinate, potremo supporre che #, =1, 1,=0.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XVI. 20
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La trasformazione

E, DB 2
250 72— 9a T 7w

soddisfera ancora alle (28). Le (28), dimostrano che 4, = cost.

Le (28), e (28), ci dicono che le a, sono indipendenti dalla «,. Cam-
biando variabili coordinate potremo dunque ridurre I'elemento lineare delle
nostre superficie al tipo

III) & (@« dxj), dove a & funzione della sola «,. In conclusione le
uniche superficie, che ammettono una trasformazione infinitesima di con-
tatto, che muti ipersfere in ipersfere sono le superficie (I), (II), (III).

Queste superficie si possono caratierizzare dicendo che esse aminetfono al-

meno una similitudine infinilesima in sé stesse (che per la superficie I e III

e la -?»i—; anzi questa & un puro movimento per le superficie III) .
1

§ 4. RICERCA DEL GRUPPO COMPLETO CORRISPONDENTE
arLe superricie I, II, 111

Ci proponiamo in questo paragrafo di trovare la pit generale trasfor-
mazione infinitesima, che soddisfi alle (28) per ognuna delle superficie (),
(ID, (III). Ci possiamo risparmiare lo studio delle superficie (II) (a curvatura
costante). Esse sono tutte, com’® ben mnoto, rappresentabili sul piano con
conservazione dei loro cerchi; e il pitt ampio gruppo di trasformazioni di
contatto, che conservino i cerchi del piano, & un gruppo ben conosciuto.

Comincieremo il nostro studio dal tipo (III). La curvatura di una tale

superficie & (posto X, = \—/L) uguale a
a

2 a (X 2) =X2 }{'!/2 . Xlg;

*ow, \ X,
Poiche escludiamo le superficie (II), potremo supporre che
X, X", — X" =} cost. (33)

e quindi anche che
—~ =|= cost. (3%)
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Converremo di dire che una funzione ¢ & armonica se ?—~~{—gm2 0, e
I . . oo 0V o9 0¢
che due funzioni ¢, ¢ sono armoniche coniugate se So —dw) Fwm. = Fu,
(Si noti che ¢, ¢ possono essere anche funzioni di x,). Per le (28), &
L2806 06 0%
“Fw, Gz, dw, dw,
donde

2 ( 05\ _ 2 (a 0%
P, \ dw,) 0w, \ 0w,
ossia, poiche in virtd delle (28), e della (28), le %, & sono armoniche co-
niugate, e poiché @ non dipende dalla a,:

(\/a El) =0

0@, B s
cosicche si potra porre
E={ (m,, ) +-X, 9 (2, @)

dove le ¢, ¢ sono funzioni indipendenti I'una dalla «,, Paltra dalla z,.

Poiché &, & armonico, altrettanto avviene di Z;‘ - Quindi
3
. 09 i’
X, T s ="

La ¢ & indipendente da «,; la X, dipende dalla sola ,.

In virt di (3%) se ne deduce che —3%8—:0, ossia che &, & funzione delle

sole «,, @,. Potremo quindi scrivere pili semplicemente
E =1 (x,, o).
Se p (w,, ®,) & una funzione delle @, , «,, armonica coniugata di ¢, sarad
& =p (@, 2,) -+ X, (@)
dove X, & indipendente dalle «,, «,. Le (28) danno:

853 ___0. 0@3 X’ ag
x, O 0w, X*’ dw,

0 X',
—X P @)

@
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La prima e la terza di queste equazioni dimostrano che

dp X'y Vi 0
amz_?ii“”&éiZGE)

¢ funzione della sola @,, cosicché si potrd porre
= Y.+ X, Y, 3

essendo Y,, Y, funzioni rispettivamente della #,, e della y,. E, poiché 5 &
armonica, sara
Y+ XY, +X, Y, =0

Questa equazione, scritta per due valori particolari ma generici della «,,
da un sistema di due equazioni, che per la (34) & risolubile rispetto alle Y,
Y",, e che, risolto, ¢i dd Y,, Y", espressi in funzione della sola ,. Quindi Y,
¢ costante, p dipende dalla sola ,, e, poiché & armonico, & una funzione
lineare di @,. Sard quindi

p=oax,+p; S =amw, -+ P+ X, (« p=cost).
E la condizione di integrabilitd della (35) diventa
X'+ aX, X'y X" Xy — X)) [ew, + B+ X)) =0 (36)

Con un ragionamento analogo a quello applicato alla Y,, ne traggiamo,
in virth della (33), che X, = cost.; cosiccheé, mutando § in § - cost., si pud
supporre X, =0. La (36) diventa cosi:

o [ X%
5‘95;[(“%—143) 'X:J-—O
cosicche, o ¢

oppure é:
X h .
X, = w1 (b = cost.). (37)
Se dunque @ & funzione generica di @,, & &, =0, e quindi per le (35)
£, = cost. Poicheé &, & indipendente da «,, ed & armonico coniugato di &,, @
pure &, = cost. Troviamo quindi le seguenti superficie

a(da -+ da2) (1),
(o funzione generica di x,). '
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Il gruppo corrispondente & generato dalle
o8
dx,” 0,
Se invece vale la (37), non pud essere =0 in virth di (33).
Quindi la (37) si pud scrivere
log X, = {-z— log (22, +B)+1log K (K= cost.)
h h h

X, =K (awy 4B =Ka® (x2 + i) H
B

Posto n = {f—, e scritto «, al posto di «, + - Ielemento lineare delle

nostre superficie diventa
o, ~% (d o 4 d a5) (n = cost., A = cost.). (I11),
Il gruppo corrispondente & quello generato dalle

9 . 0 . 9 N d
do,’ 0w’ w‘3w1+w26w2+(1_n)wsm.

Esaurito cosi lo studio del tipo IIl, passiamo al tipo (I).
Il gruppo pitt generale da noi cercato contiene il sottogruppo a due pa-
rametri generato dalle:

J . o O 0
Xl—w-m, Xg——%ﬁ—i*mam
X, X,)=X,.

Per un noto teorema di S. Lig, se esso ha piu di due parametri, esiste
in esso una trasformazione

0

Ly

R 9
Xz*"-gx awl+g2a +E3 ama

che con le X,, X, genera un gruppo G, a tre parametri.
Indicando con ¢, delle costanti sara

(Xx Xs) =0y Xx —+ Cyis Xs ~+ €y Xa

38
(Xz X3)=021 X0 Xy + 005 X ( )
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Sostituendo alle X, una conveniente combinazione lineare delle X,, X, , X,

potremo ottenere che ¢,, = ¢,, = 0: senza che con cid venga alterato G;. Per
le note identitd tra le costanti di composizione di un gruppo sard
Gy = Cgy = O3 = Cygy = 0; (623'—1) 612=O- (39)

E quindi sard per le (38)
5122012m3+7i1; Ez=ﬂ2; Eazécww;“}‘ﬂa (4‘0)

dove le # sono funzioni delle sole «,, @, soddisfacenti alle:

3713 2(023_]__1).%; Q_ai = (g5 Ng} 9 9711

96% 0 x, 0x,

= Cyy Wy. (41)

Se fosse ¢, =0, le &,, & sarebbero per le (40) indipendenti da w,; e
quindi per le (28), e per l'ultima delle (40) la =, sarebbe costante. Dunque
la X, sarebbe del tipo

0 0 0 o . s )
X, =, Tor ~}—n23—% -+ nam (n; == cost.; 4,, n, indipendenti da ).

Mutando le variabili coordinate x,, «,, potremmo ottenere che », =1,
71, = 0; e quindi, per quanto abbiamo detto alla fine del § 3, le nostre su-
perficie apparterrebbero al tipo III, che noi abbiamo gia discusso.

Si puo quindi supporre

¢:==0, e quindi per (39) ¢, =1.

La seconda delle (28), ci dice che #, dipende solo dalla @,; e in virtl
della prima delle equazioni (41), la prima delle (28), dimostra che

Ny, =2 ¢,y & €7,

Essendo ¢,, == 0, anche & dovrd essere indipendente da «,, e quindi co-
stante. Le nostre superficie sarebbero quindi a curvatura nulla, e rientre-
rebbero nel tipo (II). Troviamo quindi in conclusione:

Eccezione fatta per la superficie a curvatura costante, il gruppo piw ampio
di trasformazione di contatlo che conserva il sistema dei cerchi di una su-
perficie F ¢ il prodotto -del gruppo a un paramelro delle trasformazioni per
curve parallele, e del gruppo (che & al massimo a due parametri) delle even-
tuali similituding o movimenti della superficie F in sé stessa; e quindi cerchi
concentrici sono portati in cerchi concentrici.
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Le superficie a curvatura costante si possono invece, dal nostro punto di
vista, considerare come identiche al piano. Il gruppo piit ampio di trasfor-
wmagioni di contatfo, che conserva il sistema dei cerchi del piano dx;-+dag,
st deduce dal gruppo di trasformazioni conformi per lo spazio dai—dx; +dx,
mutando x, in i x,, ed & quindi a 10 parametri.

§ 5. LE SUPERFICIE CHE SI CORRISPONDONO CON CONSERVAZIONE DEI CERCHI.

Applicheremo i risultati dei §§ 3-4 alla ricerca delle coppie di superficie,
tra gli elementi delle quali si pud stabilire una corrispondenza, che a un
cerchio fa corrispondere un cerchio. Noi dimostreremo che (almeno se ¢i si
limita a superficie reali) in tal caso o le due superficie sono tra loro simili,
0 sono entrambe a curvatura costante. Se infatti F, F' sono due superficie
non simili (una almeno delle quali ¢ a curvatura non costante) tra cui esista
una tale‘corrispondenza, allora almeno una di esse, per es. la F, per l'osser-
vazione finale del § 2, e per i risultati dei §§ 3-4 dovrd avere I’elemento li-
neare di uno dei tipi seguenti:

@) a(dal+da3) (a = funzione di «,)
£) aer(dat-+-dal) (o= funzione di w,)
Y @ (dad -+ d ).

Detto a,,dy*+2a,,dy, dy, + a,, dy? Uelemento lineare di F’, dovra
esistere una trasformazione delle y,, ¥., ¥, alle ®,, x,, @, tale che abbia
luogo un’identitd del tipo:

«) %a,-kdy,-dyk—-—d.y‘;:y-[a(dwf—}—dmg)——dwiﬂ
£ Z@skd%d%—dyi“—:éh{ae’i(dwi+dm2)—«-daeg]
%

) i%]aikdy,-dyk-—-mg:y‘[w;% (d ot + d w2) — d ]

e che sia
” 9 a a
) gy T Fm TPy, (@70 B=cost)
0 7 )

¥) Y, = o, P 7w, (2=}:0; «, p = cost.)
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0 0
== g

8y3 6991

+v 7% («, B non contemporaneamente nulle; «, 8, y = cost.).
3

] 0 0
—f—ﬁ{ﬂ’f'lm‘%—%“g&:ﬁ—(i *n)iﬂs*g—a,:]"f‘

Le traiettorie della trasformazione infinitesima («"), (8"), (y") devono es-
sere normali al sistema delle oo* superficie y, = cost. nella metrica (non reale)
definita assumendo come elemento lineare il secondo membro di (2%, (£, (Y).
Quindi il trinomio

(«") aadx,—pBde,
) aerade, —pda,
") w*[(e+pfw)do, +Pwdm] ~ [y + (1 —n)w]dw,

deve essere proporzionale a dy,.

Nel primo e nel secondo caso si trova come condizione per I'illimitata
integrabilitd del trinomio in discorso che a sia indipendente da «, (caso da
trascurarsi, perché le superficie corrispondenti sarebbero a curvatura nulla),
oppure che B=0. (Non pud essere, come gid osservammo, « ==0). Ma in tal
caso si riconosce facilmente che %’,aik d y. d y, non potrebbe essere una forma

%

definita, cosicché le nostre superficie non sarebbero reali.
Nel terzo caso si trova come condizione che

[y +B(l —n)w] (—2n) («a+L2,)=0.

Ma non pud essere, come abbiamo osservato, « =8 =0. Né pud essere
n =0, perché altrimenti la nostra superficie sarebbe a curvatura costante.
E per la stessa ragione non pud essere n = 1. B quindi y=0=0; e lele
mento lineare Y a, dy.dy. non potrebbe essere 'elemento lineare di una
superficie reale. e d. d.



