
Sulle trasformazioni birazionali nello spazio. 

(Di MARGHERIT_A BELOCH, a Roma.) 

P R E F A Z I O N E .  

l.~tabilita la teoria delle trasformazioni birazionali nel piano (CREMONA, 
CAYLEY, NOETHER, etC.), incominciarono le ricerche sulla teoria delle trasfor- 
mazioni birazionali hello spazio, la quale teoria ~ stata svolta da C*YLEY, 
NOETHER e principalmente da Ct~EMO~A, helle seguenti opere: 

CRF-MONA, Sulle trasformazioni razio,udi hello spazio (Annali di Mat., 
ser. lI, tom. V). 

CAYLEY, On the rational transformations in  space (Proc. of the Lond(m 
Math. Soc., III, 171). 

NOETHER, Eindeutige RaumtransformationeJ~ (Math. Ann., III). 
Inoltre si sono occupati dell'argomento i sigg. LoalA e DE PAOLIS helle 

seguenti Memorie : 
LoR~A, Nora sulla classificazione delle trasformazioni razionali dello spazio 

(Rendic. Istituto Lombardo, 1890). 
LomA, Le trasformazioni razionali dello spazio determinate da una su- 

perfieie generale del 3. 0 ordine (Att[ Accad., Torino, 1890). 
DE PAoLIs, Sopra un sistema omaloidieo di superficie d'ordine n con un 

punto ( n -  1)-plo (Giornale di Battaglini, Vol. 13, 1875). 
La teoria delle trasformazioni birazionali hello spazio non 5 ancora stata 

studiata cosl perfettamente come quella del piano. Manca un teorema ana- 
logo al teorema di NOETHER sulie trasformazioni generatrici del gruppo cre- 
moniano nel piano, il quale afferma che ogni trasformazione birazionale nel 
piano ~ il prodotto di un numero finito di trasformazioni quadratiche. 

Ino]tre i metodi finora conosciuti in generale non possono applicarsi a 
trasformazioni d'ordine etevato. Essi hanno servito a studiare ]e trasforma- 
zioni individuate da superficie del secondo e terzo ordine e alcuni tipi di 
trasformazioni d'ordine superiore. 
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Ora in moltissimi casi si riesce a stabilire dei criteri per decidere la esi- 
stenza o non esistenza di certi sistemi omaloidici, ricorrendo a due teoremi, 
i quali mi sono staff gentilmente indicati dal prof. CASTELNUOVO. 

I1 primo di questi teoremi si enuncia : 
I) Per un sistema omaloidico mancano le superficie aggiunte di tutti 

gli indici ( h ~  1, 2, 3,...) (ossia le superficie d'ordine ~ , - - 4 h  passanti colla 
molteplicit~ i -  h (o zero) per ogni curva fondamentale i-pla, e colla molte- 
plicit~ : ¢ -  2 h (o zero) per ogni punto fondamentale ~.-plo del sistema oma: 
toidico dato). 

Esaminaudo allora le successive superficie aggiunte, e esigendo che non 
esistano, si possono determinare dei limiti per ta molteplicit~ di una curva 
oppure di un punto fondamentale (*) e si giunge al secondo dei detti teo- 
remi, ossia: 

II) Ogni sistema omalo~dico, d'ordine ~ = ~ k, possiede certamente : 
a) o una curva fondamentale di molteplicith 

i ~ k ~ l  

e di ordine minore od uguale a 15, 

b) oppure un punto fondamentale di molteplicith 

~ 2 k ~ 1 .  

Teoremi analoghi si hanno nei casi I*-----~k-~-1, ~k + 2, S k-~-3. 
Procedendo con Io stesso metodo, si possono in molh casi determinare 

dei limiti per la molteplicit~ di altre curve e altri punti fondamentali, e pre- 
cisare cosi la natura della trasformazione. 

Scopo del presente lavoro ~ appunto quello di stabilire questi limiti e 
di mostrare come it metodo esposto possa dar luogo a moltissime applicazioni. 

Nella prima parte, dopo aver dimostrato la invarianza delle superficie 
aggiunte in una trasformazione birazionale, dimostro i due teoremi I) e II). 

Nella seconda parte considero le trasformazioni del tipo a), e in parti- 
colare le trasformazioni in cui la curva fondamentale di molteplicit'h mas- 
sima sia: 

1) una curva piana; 
2) una curva situata sopra una quadrica; 

(~) Cfr. CASTELNUOVO, Trasformazioni generatrici del gruppo cremoniano nel piano (Atti 
Acc., Torino, 1902). 
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3) una curva situata sopra una superiicie cubica; 
e determino dei limiti per le molteplicith di altre curve e di altri punti fon- 
damentali. 

La terza parte del mio lavoro ~ dedicata alle trasformazioni del tipo b). 
Dimostro che : 

Una trasformazione birazionale del tipo b) o possiede rette fondamentali 
uscenti dat punto fondamentale F di molteplicith pifi elevata, o ~ una trasfor- 
mazione avente come curva fondamentale di molteplicit~ massima una curva 
tracciata sopra ua  cono di vertice F, in modo da incontrarne in un sol punto, 
fuori di F, le generatrici. 

Considero poi in particolare quelle trasformazioni del tipo b), le quali 
non abbiano curve fondamentali,  e dimostro che: 

Non esistono trasformazioni birazionali con soli punti fondamentali senza 
contatti. 

0gni  trasformazione birazionale con soli punti fondamentali (e contatti) 
una  trasformazione monoidale. 

Una trasformazione (monoidale) con soli punti fondamentali (e contatti) 
ha l 'ordine ~,.~ 4 e dovr~ appartenere ad uno dei seguenti tipi (*): 

1) Trasformazioni (2, 4) determinate dalle superiicie del 2. ° ordine, cir- 
coscritte ad un tetraedro fisso in un vertice del quale hanno un piano tan- 
genre fisso. 

2) Trasformazioni (3, 9) determinate dalle superiicie del 3. ° ordine, 
aventi in comune un punto doppio e tre punti semplici con un contatto di 
terzo ordine in uno di questi. 

3) Trasformazioni (4, 16) determinate dalle superficie del 4. ° ordine 
aventi in comune un punto triplo e aventi in un punto semplice un contatto 
del quinto ordine. 

Di queste trasformazioni le prime due sono state studiate da CREMO~A, 
la terza pare che non sin ancora stata considerata. 

Nella quarta parte poi applico i risultati ottenuti allo spezzamento di 
una trasformazione birazionale in trasformazioni d'ordine inferiore nel caso 
in cui (nell'ipotesi a)) la curva fondamentale di molteplicifft massima sia una  
sestica di genere 3, giungendo al risultato: 

Ogni trasformazione birazionale d'ordine ~ de1 tipo a), avente come curva 

(~) Seguendo una convenzione del CR~MONA indicherb ora ed in seguito col simbolo (~ ~) 
ann trasformazione omaloidica d'ordine ~ la cui inversa abbia l'ordine ~, 
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foadamentale di molteplicit~ massima una ses~ica di genere 3, ~ il prodotto 
di una trasformazione (3, 3) per una trasformazione d'ordine inferiore a ~,.. 

Non posso chiudere .questa prefazione senza porgere i pifi vivi ringra- 
ziamenti al prof. CASTEL~VOVO, che in tutti i miei studi mi ~ stato sempre 
largo di aiuti e preziosi consigli. 

P A R T E  P R I M A  

1. Consideriamo in uno spazio S u n  sistema omaloidico (*) di super- 
ficie ~ d 'ordine •:, ossia un sistema ]ineare ~ 

e tale che tre superficie generiche del sistema s'incontrino in un sol punto 
variabile. Indichiamo con i?! questo sistema. 

Ogni superficie ? sarg. una superficie razionale (superficie rappresentabile 
punto per punto sopra u n  piano). 

Le superficie ~ abbiano in comune le curve fondamentali fo/ '1.. ,  f,._,, 
degli ordini mo m~. . .m ,_ ,  e di molteplicith i 0 i s . . . i , . , ,  e i punti fondamen- 
tali FoF, . . .F~_~ di molteplicit'g ~0 ~ . . .  ~,-1. 

Noi supporremo ora e in seguito che si tratti sempre di molteplicit~ or- 
dinarie. 

Il sistema I q~l determina una trasformazione birazionale, per cui ad 0gni 
punto (x~ X~2 x~x~) dello spazio S corrisponde un punto (y~ y~ y~ y~) di un se- 
condo spazio $I e viceversa. Questa trasformazione g data dalle formole 

y~ :y~ :y~ :y,  = ?~ :% :73:% 

dove le ? sono funzioni algebriche, razionali, intere, omogenee, del grado iJ. 
nel'le x, che uguagliate a zero rappresentano quattro superficie l inearmente 
indipendenti del sistema. 

(~) CnnMoNA, Sulle trasformazioni razionati hello s~azio. Annali di Mat., ser. II, tom. V, 
pag. 132. 
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Viceversa si avdt 

dove le + sono funzioni algebriche, razionali, intere, omogenee, del grado 
nelle y, che uguagliate a zero rappresentano quattro superficie l inearmente 
indipendenti  del sistema. 

I1 sistema I+I si dice il siste~J~a inverso del sistema dato ]~1; e il suo 
ordiue ~ ~ espresso dalla formola (*) 

h=r - - I  

o~. Data ora una superficie qua]siasi F d'ordiue n, avente delle curve 
multiple (ordinarie) i-ple e dei punti multipli (ordinari) ~-pli, diremo super- 
ficie aggiunta F '  d'ordine n -  ~, o semplicemente superficie aggiunta alia 
superficie data, ogni superficie d'ordine n - - 4 ,  passante colla m01teplicit~ 
i ~ 1 per ogni curva i-pla di F, e colla molteplicit'h : ¢ -  2 per ogni punto 
:¢-plo di F. 

Se la superficie F fa parte di un sistema lineare IF]  di superficie d'or- 
dine n, le superticie aggiunte (d'ordine n - -  ~) alle superficie del sistema I F ]  
costituiranno un sistema lineare, it qtmle si dir~ sistema aggiunto I F ' I  al st- 
sterna lineare tF I .  

Analogamente a quel che abbiamo fa ro  per le superfic]e aggiunte F '  di 
indice 1, possiamo definire le superficie aggi~tnte d'indice 2 al sistema I F  I, 
ossia le superficie d'ordine n --  8, aggiunte al sistema I F '  [, ehe passeranno 
% --  ~ (o zero, se ~. _~ ~) volte per ogni punto :~-plo di ] F t, e i - -  2 (o zero, 
se i ~  2) volte per ogni curva i-pla di I F  l; e cosi di seguito le superficie 
aggiunte d'indice h, ~venti l 'ordine n - -  ~ h, e passanti  ~ - -  2 h (o zero) volte 
per ogni punto ~-plo di [FI e i - - h  (o zero)vol te  per ogni curva i-pin 
di 1FI .  

Ricordiamo inoltre che, dato un sistema lineare ]HI ~3, per superficie 
jacobiana di questo sistema si intende il luogo dei punti doppi delle super- 
ficie del sistema dotate di punto doppio, superficie definita dall 'equazione 

*') = o 
(x ,  

dove il simbolo del primo membro rappresenta il determinante jacobiano 
delle funzioni % Indicheremo con Hj la superficie jacobiana del sistema ] HI. 

(*) CREMONA, Sulle trasformazioni raziona~i hello spazio. Ann. di Mat., ser. II, tom. V. 
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Essa ha l 'ordine 4 n -  4, ed avr~t per punto multiplo secondo 4 e -  2 ogni 
punto base ~-plo del sistema ! HI ,  e per curva multipla secondo 4 i - -  1 ogni 
curva i-pIa di ] H  I (*). 

Ci6 posto supponiamo dato un sistema lineare t F]  d'ordine n, di dimen- 
sione r ~-3.  Diremo sistema lineare coml)leto I F~i jacobiano del sistema li- 
neare ] F I quel sistema lineare completo, che contiene tutte le superficie jaco- 
biane dei sistemi lineari o J  appartenenti ad IF ! ,  cio~ il sistema delle su- 
perficie d'ordine 4 n -  4., dotate di un punto di molteplicit~ 4 :~ ~ 2 in ogni 
punto base ~-plo di t F I ,  e di una curva di molteplicit~t $ i - - 1  in ogni 
curva base i-pIa di I FI .  

Supponiamo ora di avere un sistema !ineare I FI di dimensione r qual- 
siasi anche minore di 3. Ricordando che dati due sistemi lineari t FI  e IKt ,  
e detti I F~I e [I~.1 i loro sistemi jacobiani e [(F-/=K)~. / il sistema jacobiano 
del sistema somma I F - t - K ! ,  si ha la seguente relazione simbolica 

t (F@K)~  ' l -~  [ FJ I Q-~ I I£I -~- ] I£Jl -+-4 ] F I 

che si pub scrivere 
I F , . I = [ ( - F + K ) j I - - ~ I K [ .  

Questa uguaglianza pub servire, nel caso in cui il sistema I F t  abbia 
dimensione r <:3,  a deiinire il sistema jacobiano di t FI .  Per costruirlo ba- 
ster~, prendere il sistema ausiliario 1KI abbastanza ampio, attinch~ il sistema 
] /7 '+  K] abbia dimensione ~ 3. 

Questa definizione ~ indipendente dalla arbitrarieth che comparisce nella 
scelta del sistema ausiliario I KI;  poich~ s e a  I KI si sostituisce un altro si- 
sterna ]HI ,  soddisfacente alle stesse condizioni 'si ha 

da cui 

I (F-~ H-~  K)j I = (F ~- H)s t -~ 4 I K I : [ (F-4- K)j [ -% $ [ H [ 

I (F-+-H)+ --~[  H I ~-[ (F-~-K) j [ - -&[K t. 

Risulta dalla definizione data, che il sistema jacobiano I F~.] ha l 'ordine 
4 n - - 4 ,  s e n  ~ l'ordine di I F  I, ed ~ dotato di un punto di molteplicit~ 

:¢--2  in ogni punto base ~-plo di IF] ,  e di una curva di molteplicit'~ 
$ i - - 1  in ogni cuiwa base i-pla di I F ! .  

(*) CaE~ONA, Sulle trasformazioni rc~zionali ~ello spazio. Ann. di Mat., ser. II, tom. V, 
~6, ~8. 
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Segue quindi che tra il sistema jacobiano I F~ e it sistema aggiunto 
I/7"I d 'ordine  n - - ~ ,  del sistema IF I ,  passa la seguente relazione sim- 
bolica (*) 

IF'I = I E , . - - 3 F  I 
ossia il sistema aggiunto I F ' I  al sistcma lineare t FI non ~ altro che il si- 
sterna residuo (supposto esistente) di 13 F] rispetto al sistema jacobiano I Fjl  
deI sistema I F I. 

L'ordine del sistema t F~ - -  3 F 1 ~ infatti $ n - -  4, ~ 3 n ~ n - -  4, uguale 
all 'ordine di ] F '  I. Esso ha la molteplieit~ 4 ~ - -  2 - -  3 ~ ~ ~ - -  2 in ogni punto 
base ~.-plo di I F  I, e la molteplicitfi $ i -  1 -  3 i ~ i ~ 1 in ogni curva base 
i.pla di IF [ ,  preeisamente come il sistema ! F '  l . 

3. Le considerazioni del paragrafo precedente ci permettono di dimo- 
strare it teorema:  

Se una trasformazione birazionale mu(a urt sistema lineare I Ft  di urt 
primo spazio S, in un sistema lineare I F1 [ di un secondo spazio $1, le su- 
perficie aggiunte E '  a IF[ (supposte esistenli) si mutano in superficie, le quali 
aumentate delle superficie fondamentali di S t ,  che corrispondono a punti  o 
curve di S, fondamentali per la trasformazione e non base per I F I, costitui- 
scono le superficie F'~ aggiunte a I F~ [. 

Tenendo presente l 'osservazione fatta relativamente ai sistemi di dimen- 
sione r ~ 3  (§ 2) baster'~ considerare il caso che I F  I sia un sistema lineare 
(completo o no) ~ ' .  

Osserviamo intanto c h e l a  superficie jacobiana di I F t  si trasforma in 
una  superficie, la quale o ~ la jacobiana di t F~ I o per lo meno ne fa parte, 
e cib per la propriet~ geometrica che caratterizza la detta jacob]ana, di es- 
sere il luogo dei punti  doppi delle superficie del sistema, dotate di punto 
doppio. 

Cib posto, sia A un punto fondamentale della trasformazione, a cui cor- 
risponda nel secondo spazio una  superficie fondamentale ~, e distinguiamo 
i due casi:  

1) A non sia punto base per I F  I; 
~) A sia punto base per I F I .  

(~) Considerazioni analoghe servono a definire il s is tema aggiunto ad un sistema l ineare 
di curve sopra una superficie. Cfr. ENmQUES, Intorno ai fondamenti della geometria sopra ~e 
superficie algebriche. Atti  Acc., Torino, Vol. 37. 

Annali  di Matematica, Serie III, Tomo XVI. 5 
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Nel primo caso la trasformazione muter~ la jacobiana del sistema t Ft  
in una parte della jacobiana del sistema I F~I, a cui bisognerfi, aggiungere 
la superficie fondamentale ~ (e le analoghe provenienti dagli altri elementi 
base). 

Infatti nel sistema IF1 ~ ,  vi saranno ~2 superficie passanti per A, a 
cui corrisponderanno le superficie del sistema I F1 I, spezzantisi nella super- 
ficie fondamentale ~ e in una superficie residua. 0ra  ad ogni direzione 
uscente da A corrisponde un punto di ~, e alle ~ '  superticie /~ tangenti a 
quella direzione corrispondono ~1 superficie che si scindono nella ~ ed in 
una F~ passante per quel determinato punto di ~. Quindi ogni punto di 
sar~t doppio per ~ superfieie F~, ossia sar~t un puuto della jacobiana (F~)~ 
del sistema I F~ I. La superficie :¢ si staccher~t dunque almeno una volta dalta 
jacobiana (Fj), . 

0ra, tenendo conto della proprietor dimostrata per le superticie aggiunte: 

rF'f=f --3Fi 

si vede the le trasformate delle superficie F',  prese insieme con le superticie 
fondameatali analoghe ad :~, costituiscono ahneno in parte le superficie F'~, 
aggiunte a I F~ 1. 

Se poi A ~ purtto base per IF  I, le superficie trasformate delle F si 
comporranno tutte della superficie fondamentale ~, contata un certo numero 
di volte e delle superficie F~, che corrispondono propriamente alle F (*). Un 
punto generico della superficie ~. non ~ doppio per alcuna delle superficie F, ,  
e la ~ non fa parte delle superficie jacobiane del sistema I F~/; e quindi 
neppure delte superficie aggiunte ad esso. 

Sia ora a una curva fondamentale della trasformazione, a cui corrisponda 
nel secondo spazio una superficie fondamentale ~, e distinguiamo come prima 
i due casi: 

1) a non sia curva base per IF  I; 
~) a sia curva base per IF ] .  

Consideriamo il primo caso e sia I un punto qualunque di a;  il quale 
si muterfi in una curva i, del secondo spazio (**) variabile su ~. 

Consideriamo le curve d'intersezione s delle superficie del sistema IF 1 
a due a due, a cui corrisporldono le intersezioni s, analoghe delle super/icie 
corrispondenti. 

(•) NOETHER, Eindeutige Raumtransformationen, § 1. Math. Ann., vol. III. 
(~) CREMONA, Sulle trasformazioni razionali hello spazio. Ann. di Mat., ser. II, tom. V, § 6. 
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Fra le prime superficie ve ne saranno ~ passanti per I, e quindi vi 
saranno infinite curve s passanti per I, a cui corrisponderanno quelle curve sl, 
le quali si spezzano nella curva il e in una curva residua s'l. Queste due 
curve si segano in un punto (punto doppio per la curva s~ composta) che 
corrisponde at punto sopra quelta curva s, infinitamente vicino ad /. 

I1 punto d'intersezione di i, colla curva residua s'~, essendo doppio per 
la s~ composta, sar'~ un punto di contatto delle ~1 superfice del  sistema I F I 
passanti per s~, e quindi un punto doppio per una tra quelle superticie, cio~ 
un punto delia jacobiana. A1 variare della curva s passante per I, il punto 
doppio della curva corrispondente percorre la curva fissa i i .  

Dunque ogni punto della i~ ~ un punto di contatto fra ~ '  superficie/~,, 
ossia un punto doppio di una F, ,  e da cib segue c h e l a  curva i, appartiene 
alla jacobiana del sistema IF1 I, e quindi la superiicie :~ stessa forma parte 
della jacobiana. Segue poi in virtfl della definizione delle superficie aggiunte, 
c h e l a  superiicie ~ forma parte delle superficie F'~ aggiunte a [F~ l. 

Nel secondo caso, in cui a s i a  curva base per I F I, le superticie trasfor- 
mate delle F si comporranno tutte della superficie fondamentale ~ contata 
un certo numero di volte e delle superiicie F,, che corrispondono propria- 
mente alle F (*). Un punto generico della superficie o: non ~ doppio per nes- 
suna superficie F1, e la a non fa parte della superficie jacobiana del si- 
sterna !F11 e quindi neppure detle superticie F' ,  aggiunte ad I F~I. 

I1 teorema b dunque dimostrato; e ci dice ~he l'operazione di aggiunzione 
(con cui si passa da un sistema lineare al suo aggiunto) ha carattere inva- 
riante relativo neUe trasformazioni birazionali, ossia ha carattere invariante 
a meno di superficie o curve fondamentali per la trasformazione (**). 

(*) NOETHEn, Eindeutige Raumtrausformationen. Math. Ann., vol. IiI. 
(**) Una dimostrazione aaalit ica si pub fondare sul fatto, che data una superficie 

F (x~ x~ x3 x,) = O 
di un sistema lineare IF] ~s 

z ~F,=O, 
i=l 

dove /~ Fg F s F~ sono quattro superficie indipendenti del sistema, a eui si applica una trasfor- 
mazione birazionale 

xn ~ xh (y~ y~ Y8 Y,) (h - -  1, % 3, 4) (1) 
sussiste la seguente identit£ 

(y~ y2 y8 y,) ~ (x~ x2 x8 x4) ' ~ (y~ y~ y, y,) 

dove il simbolo ~ (FI F~ F 8 Y'4) indica il determinante jacobiano delle quattro funzioni F~. 
(Yl Y2 Ys Y4) 

Dalla interpretazione geometrica della (~), tenuto conto delle (i), risulta il teorema. 
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4. Supponiamo ora dato in uno spazio S u n  sistema omaloidico I?l, 
a cui corrisponder~t in un secoudo spazio S, il sistema dei piani. Osservando 
che per quest 'ultimo sistema mancano i sistemi aggiunti di tutti gli indici 
e ricordando la propriet'~ invariantiva, ora dimostrata, dei sistemi aggiunti 
al sistema dato, in una trasformazione birazionale, si giunge al teorema se- 
guente (*) : 

Per urt s is tema omaloidico mancano  i s is temi  aggiurdi  di tutt i  gli indici .  

Questa 6 condizione necessaria perch~ il sistema sia omaloidico. 
Considerando ora tutti i successivi sistemi aggiunti d'indice h (h = 1, 

2, 3 , . . . )  arriveremo al sistema aggiunto d'ordine pifi basso -----0, l, 2, 3. 
Questo sistema non pub esistere e vi sar~ almeno nel sistema oma- 

loidico : 
a) o una curva fondamentale;  
b) oppure un punto fondamentale;  

che impone troppe condizioni alle superficie dell'ultimo sistema aggiunto. 
Ipotesi  a). - -  Supponiamo che vi sia almeno una curva fondamenta le  f di 

molteplicit~ i che impone troppe condizioni alle superficie aggiunte d'ordine 
pi~ basso. Sarh opportuno distinguere i quattro casi is. -~ ~k, g. ~ ~ k + 1, 
Is. ~- ~ k +  2, g. ~ $ k-F- 3. 

17 Caso: ~. = ~ k. - -  Ripetendo l 'operazione di aggiunzione h = k volte, 
arriveremo ad un sistema di superficie aggiunte d' ordine ~ k - -  ~ h = 0, le 
quali dovrebbero passare i ~ k (o zero) volte per ogni curva i-pla di I? l ,  
e ~ - - 2 k  (o zero) votte .per ogni punto :c-plo di I?I- Ora un sistema di su- 
perfieie d'ordine zero, non soggetto a nessuna eondizione, va in questo ordine 
di questione riguardato come esistente ed avente la dimensione zero. Sic- 
come la curva fondamentale f di molteplicit& i impone troppe condizioni alle 
aggiunte considerate, dovr'h essere i - - k ~ 0  

i ~ k + l .  

2. ° Caso: g. ~ 4 k + 1. - -  Ripetendo il ragionamento ora fatto si trova, 
adoperando le superficie aggiunte d'indice h = k, d'ordine ~ k + 1 --  4 h -~ 1, e 
ponendo ta condizione i -  k::> 0, che l a  curva fondamentale f avr~t molteplicit~ 

i ~ _ . k +  1. 

(~) Questo toerema, insieme col teorema del § 6, mi ~ stato gentilmente indicato dal 
prof. EASTELNUOVO. 



B e l o c h :  S u l l e  t r a s f o r m a z i o n i  b i r a z i o n a l i  hel lo  spaz io .  37 

3: ° Caso : I~. = ~ k + 2. - -  Analogamente ai casi precedenti si trova, me- 
diante le superficie aggiunte d'indice h = k, del secondo ordine, che la curva 
fondamentale f avr/~ molteplicit~ 

i ~ k + l .  

4. ° Caso :  lJ.-~ S k +  3. - -  Adoperando le superiicie aggiunte del terzo 
ordine, si trover~ che la curva fondamentale f avr~ molteplicith 

i ~ k + l .  

I p o t e s i  b). - -  Supponiamo ora che vi sin almeno un punto fondamentale F, 
o un gruppo di punti fondamentali F, di moltepticit£ % che impone troppe 
condizioni alle s~uperficie aggiunte d'ordine pift basso. Distinguiamo come 
prima i quattro casi ~ , .=~k,  ~ . ~ - ~ k + l ,  y. = ~ - ~ k + 2 ,  t J . = ~ k + 3 .  

1. "~ C a s o :  tt = ~ k. - -  Considerando tutti i successivi sistemi aggiunti 
d'indice h, come nella ipotesi a.), arriveremo per h = k  ad un sistema di su- 
perficie aggiunte d'ordine Zero, passanti i - - k ,  o zero, volte per ogni curva 
fondamentale i -pla,  e ~ ~ 2 k, o zero, volte per ogni punto fondamentale ~-plo 

di I?] .  Siccome il punto (o il gruppo di punt i ) /7  impone troppe condizioni 
a queste superficie aggiunte, dovr'~ essere , ~ -  2 k > 0  

~ 2 k + 1 .  

2. ° Caso :.. ~ ~ k-~ 1. - -  C onsideriamo le superiicie aggiunte d'indice h ~ k, 
d'ordine 4 ~ k + l - - ~ h =  1, passanti i - - k ,  o zero, volte per ogni curva fon- 
damentale i-pla,  e ~ -  2 k, o zero, volte .per ogni punto fondamentale :~-plo 

di I? l .  Questi piani non devono esistere, e cib pub succedere o perch~ vi 
sin un punto di molteplieit~ ~ . -  2 k ~ 2, o perch~ vi  siano almeno quattro 
puuti semplici, non situati in un piano, per cui devono passare. Nel primo 
caso il sistema t~t avr~ un punto di molteplicit~ 

nel secondo caso avr~ quattro punti almeno, di molt'eplicith 

3. ° C a s o :  u. = 4 k + 2. - -  Le ultime superficie aggiunte (d'indice h) do- 
vrebbero essere quadriche, passanti i -  k, o zero, volte per ogni curva fonda- 
mentale i -pla,  e :~ - -  2 k, ozero, volte per ogni punto fondamentale :¢.plo detle y. 
Affinch~ non esistano dovranno passare almeno (siceome siamo nell'ipotesi b) : 
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1) o per un punto di molteplicit~ ~ . -  2k  ~ 3, 
2) o per punti doppi e semplici in numero conveniente, 
3) oppure per punti semplici F in numero conveniente. 

Quest'ultimo caso si potr~t escludere. II numero dei punti F dovrebbe 
infatti essere maggiore od uguale a 10 (le quadriche essendo c~9), e allora 
le superficie primitive avrebbero in eomune 10 (o pifi) punti (2 k-t-1)-pli, e 
non potrebbero esistere, perch~ la loro dimensione risulterebbe negativa, come 
si veriiica. 

Dunque un sistema omaloidico d'ordine 4~ k-F  2 del tipo b) dovr~ avere 
certameute : 

1) o un punto di molteplicith 

~ :~2k-~-3 ,  

2) oppure dei punti (2 k-t-- 2)-pli e (2 k -F 1)-pli in numero conve- 
niente. 

4. ° Caso: •. = Sk -i- 3. - -  Consideriamo le superiicie aggiunte d'ordine 
pifi basso, che dovrebbero essere del terzo ordine e dovrebbero passare i - - k ,  
o zero, volte per ogni curva fondamentale i-pla e ~ -  2 k, o zero, volte per 
ogni punto fondamentale :~-plo di ]? ]. Affinch~ non esistano dovranno pas- 
sare almeno (siccome siamo nell'ipotesi b): 

I) o per un punto di molteplicit~ ~ -  2 k ~_ 4~, 
2) o per punti tripli, doppi e semplici in aumero conveniente, 
3) o per punti doppi e semplici in numero conveniente, 
4) o per punti semplici F in numero conveniente. 

Quest'ultimo caso si pub escludere. I1 numero dei punti F dovrebbe in- 
fatti essere maggiore od uguale a 20 (le superticie cubiche essendo oc ~9) e 
allora il sistema I~ ] avrebbe 20 (o pifi) punti (2k-l-1)-pli, e non potrebbe 
esistere, perch~ la sua dimensione sarebbe negativa, come si verifica. 

Dunque un sistema omaloidico d'ordine 4k- I -3  del tipo b) dovr~t avere 
certamente : 

1) o un punto di moltep]icit~ :¢ _~ 2 k + 4 ,  
2) oppure dei punti (2 k -b  3)-pli, (2 k -~- 2)-pli e (2 k -[- 1)-pli in nu- 

mero conveniente. 
5. Torniamo alla ipotesi a), in cui vi sia una curva fondamentale f, i-pla, 

che impone troppe condizioni alte superficie aggiunte d'ordine pifi basso. 
Dicendo m l'ordine della curva f, si pub determinare un limite supe- 

riore di m. 
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Cons ider iamo il caso ~. ~ $/~. 
R i p r e n d i a m o  la formola  (§ 1) che dh l 'ord ine  v del s i s tema inverso.  Se- 

p a r a udo  il t e rmine  relat ivo alla curva  fondamen ta l e  f, si avr'~ 

h--r--1 
v = 16k ~ - - i ~ m  - l~__t= i~,m~, 

dove la s o m m a t o r i a  ~ estesa a tu t te  le curve fondamen ta l i  r imauent i .  
Poich~ ~ :>  O, si avr~ certo 

16 k'- - -  i ~ m ~ O. 

Ora si ha  i ~ k-~-1 (§ $); qu ind i  r inforzo la d i suguagl ianza  scr ivendo 

16 k ~ - -  (k ~ -  1)s m : >  0 

m ~ 16 ~ 16. 

Lo stesso l imite si trova, con rag ionament i  analoghi ,  nei  casi r imanen t i  
F . : $ ) ~ -  1, 4~k-~ ~, 4 k ~ 3 .  

Quind i  poss iamo d i re :  
La curva fondamentale di molteplicit~ massima di un sistema omaloidico 

del tipo a) ha l'ordine 
m ~ 15. 

6. R i a s s u m e u d o  tut t i  i r isul tat i  p recedent i  poss i amo conc lude re :  
1. ° Ogni sistema omaloidico di superficie d' ordine ~ k possiede certa- 

mente : 
a) o una  curva fondamentale di molteplicit4 i ~_ k - ~  1, la quale ha 

l'ordine m L 15, 
b) oppure un punto fondamentale di molteplicit~ ~ ~ ~ k Jr I. 

2. ° Ogni sistema omaloidico di superficie d'ordine ~ k - ~  1 possiede cer- 

tamente : 
a) o una  curva fondamentale di molteplicit~ i ~ k-~-1,  la quale ha 

l'ordine m ~ 15, 
b) oppure un  punto fondamentale di molteplicit~ ~ =~ 2 k - ~  2, 

b') oppure quattro punt i  fondamentali  di molteplicit~ 2 k -~ I. 
3. 0 0 g n i  sistema omaloidico di su~erficie d'ordine ~ h--~ 2 possiede cer- 

tamente : 



40 B e l o c h :  SuIle t ras /ormazionl  birazionaIi hello spazlo. 

a) o una  curva fondamentate di moltepIicitd~ i ~_ k-~-1,  la quale ha 
t 'ordine m -~. 15, 

b) oppure ~n  p u n  to fondamentale di  ~noIteplicitg o: ~ 2 k -~- 3, 
b') o dei pun t i ,  in  numero conveniente, di ~nolteplicitg ~ k--~ 1 e 

2 k + ~ .  

4. ° Ogni sistema omaloidico di superficie d'ordine ~ k--~ 3 possiede cer- 
tamente : 

a) o una  curva fondamentale d~ molteplicitg i ~___ k @  1, la quale ha 
l 'ordine m L 15, 

b) oppure un  punto  fondamentale di  molteplicit~ ~: :~ 2 k ~ 4, 
b') o dei punt i ,  in numero conveniente, mult ipl i  secondo 2k -~-1 ,  

2k-~-2, e 2 k ~ 3 .  

P A R T E  S E C O N D A  

T r a s f o r m a z i o n i  del  t ipo  a). 

7. Nell'ipotesi che consideriamo, il sistema omaloidico l~l avr~ una 
eurva fondamentale f, di molteplieith tale, da imporre troppe eondizioni alle 
supertieie aggiunte d'ordine pifl basso. 

Sia come sempre p. l 'ordine del sistema omaloidieo, e distinguiamo i easi 
~-----4,k, l ~ k +  1, 4~k-+-% 4 k - ~ 3 .  

Nel caso ~,. = ~ k diciamo i = k-+- 1 (l _~ 1) la molteplicith della curva 
fondamentale f, che ha la molteplieit~ pifi elevata. 

Supponiamo che la eurva f possa ammettere c~' quadrisecanti. Ognuna di 
queste segherebbe la superficie in 4~ i = 4~ (k -+- l) :> & k punti, apparterrebbe 
eio~ alla superfieie. Ogni superfieie del sistema dovrebbe dunque spezzarsi, 
ci5 che ~ assurdo. 

A risultati analogbi si perviene negli altri casi ~. = 4 k - t - 1 ,  4,k-+-2, 
4, k -I-- 3. Dunque : 
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Dato un sistema omaloidico del tipo a), la curva fondamentale di molte- 
plicita massima non pub avere ~ '  quadrisecanti. 

Nel caso in cui la curva ammetta un numero iinito di quadrisecanti, 
cerchiamo quale molteplicit~ x una di esse q avr'h per le superficie del sistema. 

Consideriamo per questo il numero di punti, in cui q sega la intersezione 
variabile di due superficie ?; questo numero ~ dato da (*) 

s =  2 x ( , k - -  x ) - - ~  1 2 x ( k - ~  l ) - -  x'~ I . 

E poich~ s ~ 0  si ha 

Dato un sistema omaloidico del Iipo a) d'ordine 4 h, ogni quadrisecante 
(se esis te)al la  curva fondamentale f, di molteplicit~ massima k q - l ,  sar~ 
retta fondamentale, multipla secondo 

x-"---41. 

Nei casi rimanenti t+. :41~g-1,  4. kg -2 ,  4h-~-3, si trova con ragiona- 
menti perfettamente analoghi, ponendo sempre i =  k~-l ,  per la molteplicit'h x 
di una quadrisecante (se esiste) alia curva f, (kg-l)-pla, rispettivamente i 
limiti 

x ~ 4 1 - - ~ l ,  x:~-:~-_41.--2, x ~ 4 1 - - 3 .  

Riunendo i diversi casi possiamo dire: 
Dato un sistema omaloidico del tipo a), d'ordine 4k--~ r (r-~-0, 1, 2, 3), 

ogni quadrisecante (se esiste) alia curva fondamentale di molteplicita massima 
i ~ k-~-l, sara retta fondamentate, multipla secondo 

x ~ 4 1 - - r ~ l .  

8. Ritornando al primo teorema si deduce che, se la curva fondamen- 
tale f, di molteplicita massima, ~ piana, essa ha l'ordine m ~ 3; se sta sopra 
una quadrica, essa ha l'ordine m ~ 6. 

(~) NOETHEn, Curve multiple di superficie algebriche. Ann. di Matem., ser. II, tom. V. 

Annali di Matematica, Serie ]II, Tomo XVI. 6 
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Se  la curva fondamentale,  f, di  molteplicit~ mass ima,  sta sopra u n a  su- 

perficie cubica si pub  faci lmente d imos t ra re  che deve avere l 'ordine m ~_ 11. 
S u p p o n i a m o  infatti  c hey .  ~ ~ k sia l 'ordine del s i s tema omaloidico  I~1, 

e dic iamo i ~ k -4- l, (l ~- 1) la molteplici t~ della curva f per  il s is tema stesso. 
Cons ider iamo r in te r sez ione  variabile di un~ superficie ? colla superficie cubica, 
su  cui b s i tua ta  f. L 'ord ine  di ques ta  curva  d ' in tersez ione  sar~ 1 2 h -  m (h-~l) ,  
e dovrfi essere 

1~ k - -  m (k ÷ l) ~ 0 
da cui 

m ~ _  11. 

Lo stesso l imite si t rova con considerazioni  ana loghe  nei casi r imanent i .  

9. L a  curva [ondamentale f di  molteplioit~ m a s s i m a  sia u n a  curva p iana .  

Diciamo m l 'ord ine  e i la moltepl ici t~ di f, e sia come sempre  7- l 'o rd ine  
del s is tema omaloidico.  Allora sar~ (§ 8) m ~ 3. 

Cerch iamo di stabilire dei limiti  per  le molteplicit '~ di al tre curve o di altri  
pun t i  fondamental i .  

Dis t inguiamo i 4 casi:  y . ~ k ,  y. ~ - 4 k - F  1, t J . ~ k ~ - 2 ,  y . - - ~ k q - 3 .  
1. ° Caso : ~ ~ 4 k. - -  La cur~a fondamen ta l e  p iana  f d 'o rd ine  m _~ 3, di 

molteplicit '~ mass ima,  sia mut t ip la  secondo i ~ k-~-l ,  (l ~ 1). S iccome deve 

essere m (k -~ l) ~ $ k, sarh l ~ - -  k. 

S u p p o n i a m o  the  vi s iano dei punt i  fondamenta l i  F, di molteplicit'~ :~,, 
e delle curve fondamenta l i  f,. di molteplicitb. ,i,.. 

Cons ider iamo sepa ra t amen te  i 3 casi:  

I) l = 3 n ,  II) I : 3 n - - l ,  III) 1 : 3 n - - 2  ( n ~ l ) .  

Ipotesi I ) :  i ~ k -~- 3 n, (k ~ n ~ 1). - -  Cons ide r i amo le superi icie aggiunte  
d ' indice h ~  k ~ n ,  d 'ord ine  4 n ,  che dovrebbero  passare  ~ n  volte per  la 
curva f, a , -  2 ( k -  n), o zero, volte per  i pun t i  F , ,  e i , . -  (k - - ,n ) ,  o zero, 
volte per  le curve f,.. Fra  queste  superficie ¢ se ne t roverebbe  u n a  ~ ,  la 
quale  si spezzerebbe nel  p iano  di f con ta to  4~n volte;  r i co rdando  per5  che 
le superficie aggiunte  ¢ e quindi  la ~,~ n o n  devono  esistere, si vede che vi 
dovr'~ essere a l m e n o :  o u n a  curva  f,., oppure  un  p u n t o  F, ,  per  cui s iano 
costret te  a passare,  ossia le superi icie ~ av ran n o  a lmeno  u n a  ul ter iore  curva  
fondamen ta l e  di molteplicit~ i0 ~ k - -  n ,-~ l,  oppure  un  pun to  f o n d a m e n t a l e  
di molteplicit 'h ~ _~ 2 k - -  2 n -4- 1. 
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Se un  sistem~ omaloidico d'ordine ~ k ~ dotato di una curva p inna  fon- 
damentale f, (k -~ 3 u)-pla (n ~_ 1), (e quindi d' ordine m ~ 3), dovra avere 
inoltre almeno : 

1) o una curva fondame~tale fo di molteplicit~ 

io ~_~ h - -  n--~ 1, 

2) oppure un punto fondamentale di molteplicit~ 

L'ipotesi  1), nel  caso in cui la curva  f, (k ~- 3 n)-pIa, sia u n a  cubica,  n o n  
si potr~t presentare .  C o n d u c e n d o  infatti  per  u n o  dei pun t i  d ' incon t ro  della 
curva  fo col p iano  della cubica una  re t ta  arbi t rar ia ,  ques ia  sarebbe  c o m u n e  
a tu t t e  le superficie del s i s tema omaloidico,  poich~ 

m e n t r e  abb iamo suppos to  le 0 irriducibili .  
Osservazioni  ana loghe  va lgono in tut t i  i casi seguenti .  
Ipotesi / / ) :  i ----- k -~- 3 n - -  1 (k ~ n ~ ] ). - -  S u p p o n i a m o  che sin n ~ k e 

cons ide r iamo le superi icie  agg iun te  d ' indice h ~ h - -  ~t, che dovrebbero  avere 
l 'ordine  4~n e dovrebbero  passare  4 n - - 1  volte per  la curva  p iana  f, 
i~ - -  (k - -  n), o zero, volte per  ogni  curva  i,:pla di I ~ I e ~ ,  - -  2 (k - -  n), o zero, 
volte per  ogni  p u n t o  ~,-plo di I~1. Cons ide rando  fra le det te  superficie ag- 
g iun te  quel le  spezzant is i  nel  p iano della curva  f conta to  ~ n -  1 volte e in 
u n  p iano  arbi t rar io,  e r i co rdando  che n o n  devono  esistere,  si g iunge  alla 
conc lus ione  : 

Se un  sistema omaloidico d' ord.ine $ k possiede una curva fo~damentale 
p iana  multipla secondo k -~ 3 n - -  l (n ~_ 1) (e quindi d'ordi~e m~:: 3), dovra 

avere inoItre almeno : 
1) o una curva [ondamentale di molteplicit~ 

i o ~ k - - n - ~  1, 

2) oppure dei pun t i  fondamentali  F, in  numero conveniente, di molte 

plicit~ 

Noi avevamo suppos to  n ~ k ,  ma  si vede che anche  nel caso n-----k 
(in cui la curva  f ~  necessa r i amen te  u n a  tetra) vale il t eorema,  giacch~ al- 
t r iment i  le superficie del s i s tema omalo id ico  si r idu r rebbero  ad u n  p iano  
conta to  pifi v~)lte, pifi un  p iano  variabile.  
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Ipotesi I I I ) :  i ~ k ~- 3 n - -  2 (n ~ 1). - -  Si cons idereranno  ancora  le su- 
perficie aggiunte d'indice h ~ k - - n  (supponendo n ~ k ) ,  d'ordine 4n ,  pas- 
santi 4 u -  2 volte per  f, i,. ~ ( k -  n), o zero, volte per ogni curva f,, mul-  
t ip la  secondo i~ per  il sistema [~[,  e :¢ , - -2  ( k - - n ) ,  o zero, volte per  ogni 
punto  F, multiplo secondo ~, per l y l .  Considerando in particolare,  fra queste 
superficie aggiunte,  quelle spezzantisi nel piano della c u r w  f contato 4 n -  
volte e in una  quadr ica  arbitraria,  e osservando che esse non devono esistere, 
si giungerb, alla conclusione:  

Se un  sistema omaloidieo d'ordine ~ k ~ dotato di una curva p inna  di  
molteplieit~ k ~- 3 n - - 2  (u ~ 1) (e quindi d'ordine m ~ 3) bisogna the abbia 

inoltre almeno : 
1) o una eurva fondamentale di molteplieit~ 

i o ~ _ k - - n - ~  l~ 

2) oppure dei punt i  fonda~nentali, in  numero conveniente, di molteplicit~ 

Noi avevamo supposto n ~ k ,  ma anche nel caso n ~ k ,  ossia i = 4 k - - 2  
(in cui la curva T e necessar iamente  una  retta,  oppure  se k ~ 1 una  co- 
nica), vale il teorema,  giacch~ tra le superiicie del s is tema omaloidico vi sa- 
rebbero di quelle r iducentisi  a u n  piano contato pifi volte, pifi una  quadr ica  
variabile generica, il che ~ impossibile. 

Nei casi r imanent i  ,~. ~ k - ~ l ,  ~k :~-2 ,  4,k-~-3 si giunge, con metodo 
perfe t tamene analogo, ai seguenti  risultati  : 

2." Caso : ~. ~ 4~ k ~ 1. - -  I) Se un  sistema omaloidico d' ordine ~ k -~ 1 

possiede una  curva fondamentale p inna  (k ~- 3 n)-pla (n ~.  1) (e quindi d' or- 
dine m ~_~ 3), dovr~ avere inoltre almeno : 

1) o una curva fondamentale di molteplicita 

i o ~ k - - n - ~  l, 

plieit~ 
2) oppure dei punt i  fondamentali, in  numero eonveniente, di molte- 

II) Se un  sistema omaloidieo d'ordine ~ k - ~  1 ~ dotato di una  eurva 
fondamentale pinna,  di molteplicit~ k -~ 3 n - -  1 (n ~_ 1), (e quindi d'ordine 
m_~ 3) dovrb avere inoltre almeno : 
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1) o una  curva foredamentale di molteplicit~ 

i o ~ k - - n - ~  l, 

plicit~ 

2) oppure dei p u n t i  fondamentaIi ,  in  numero conveniente, di moIte- 

:¢ ~ 2 k - - 2 n - ~  1. 

III) Se u n  sistema omaloidico d'ordine ~ k  ~ - 1  possiede u n a  curva 

fondamentale p ia~a  (k -~- 3 n - -  2)-pla (n_~ 1) (e quindi  d'ordine m ~ 3), bi- 

sogna che abbia inoltre almeno : 

1) o una  curva fondamentale di molteplicit~ 

io ~_ k - -  n ~-  2, 

2) oppure u n  pu~tto fondamenlale  di molteplicit~ 

~ . ~ 2 k - - 2 n - ~ 3 .  

3." Caso : y. -~ ~ k -~- 2. - -  I) Se u~, sistema omaloidico d' ordine ~ k -~- 2 

dotato di u n a  curva fondamentale  p i a n a  (k -~ 3 n)-pla, (n ~ 1) (e quindi  d'or- 

dine m ~ 3), bisogna che abbia inoltre almeno : 

1) o una  curva fondamentale  di molteplicit~, 

i o ~ k - - n ~ -  1, 

plicit~ 

~) oppure dei p u n t i  fondamental i ,  in  numero conveniente, di molte- 

II) Se un  sistema omaloidico d'ordine 4 k ~ - 2  ~ dotato di una  curva 

fondamentale  p i a n a  (k -~ 3 n -  1)-pla, (n ~ 1) (e quindi  d' ordine m ~ 3), dovr~ 

avere inoItre almeno : 

1) o u n a  curva fondamentale  di ~wlteplicit~ 

2) oppure u n  punto  fo~tdamentale di molteplicit4 

III) Se u n  sistema omaloidico d'ordine ~ k --~ ~ possiede una  curva fon- 

damentale p i a n a  (k -4- 3 n - -  2)-pla, (n ~ i) (e quindi  d 'ordine m ~ 3), dovr~ 

avere inoltre almeno : 
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1) o una curva fondamentale multipla secondo 

i o ~ . k - -  n ~- 2, 

secondo 

2) oppure dei punti fondamentali, in numero conveniente, multipli 

~__  2 k - - 2 n - ~ - 3 .  

4. ° Caso : ~. ~ ~ k -~ 3. ~ 1) Se un sistema omaloidico d' ordine ~ k -+- 3 
dotato di una curva fondamentale piana (k -~  3 n)-pla (n ~ 1), (e quind~ di 
ordine m L 3), bisogna che abbia inoltre almeno : 

1) o una curva fondamentale di molteplicit~ 

io ~ h - -  n-~- 2, 

~) oppure un punto fondamentale di molteplicit~ 

II) Se un sistema omaloidico d' ordine ~ k - ~  3 ~ dotato di una curva 

fondamentale piana di molteplicit~ k -~ 3 n - -  1 (n ~ 1), (e quindi d'ordine 
m - I  3), bisogna che abbia inoltre almeno : 

1) o una curva fondamentale di molteplicit~ 

plicit~ 

~) oppure dei punti fondamentali, in numero conveniente, di molte. 

III)  Se uYt sistema omaloidico d' ordine $ k - ~  3 ~ dotato di una curva 

fondamentale piana di moltepIicit~ k-~-3 n -  2 (n ~ 1), (e quindi d'ordine 
m I "  3), bisogna che abbia inoltre almeno: 

1) o una curva fondamentale multipla secondo 

i o ~ h - -  n - ~ 2 ,  

secondo 

~) oppure dei punti  fo~damentali, in numero conveniente, multipli 

10. La curvet fondame~tale f di molteplicit~ massima sia situata sopra 
una quadrica. 
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Diciamo m l'ordine della curva f di molteplicith massima i e sia come 
sempre ,,. l 'ordine del sistema omaloidico I,¢]. La curva f avrh l'ordine 

6 (§ 8). 
Cerchiamo di stabilire dei limiti per la molteplicit~ di altre curve o altri 

punti ibndamentati, esaminando separatamente i diversi casi. 
1. ° Caso: ~.-= ~ k. - -  La curva fondamentale f, che ha la molteplicit~ 

pifl elevata i > k, sia multipla .secondo i = k -~ l, (1 ~ l ~ k). 
Consideriamo le superficie aggiunte • d'indice h = k - - l  (supposto 

l < k), d'ordine ~ l, e passanti colla molteplicith 21 per f, colla molteplicifft 
i , . - - ( k -  l), o zero, per ogni curva f~. i,.-pla di I ? l ,  e colla molteplicifft 
~ , -  2 (k ~ l), o zero, per ogni punto ~.,-plo d i l ?  ] . 

Eonsideriamo, fra le dette superficie aggiunte, quella ~, che si spezza 
nella quadrica, su cui ~ situata f, contata 21 vo]te. 

Se fosse, per tutte le curve f~. e per tutti i punti F~, i , . -  ( k -  l ) ~  0 e 
~.,-- 2 ( k - -  l) ~ 0, questa superficie aggiunta ~, esisterebbe. Siccome perb 
le superficie aggiunte • (e quindi la 4,) non possono esistere, vuol dire ehe 
vi sara o una curva f,., o un punto F,, per cui siauo eostrette a passare; 
ossia vi sar'~ almeno: o una curva f,. per cui si abbia i , . - - ( k -  l ) :~ 1, op- 
pure un punto F, per cui sia ~ , - - ~  ( k -  l ) ~  1. 

Quindi possiamo dire: 
Se un  sistema omaloidico d'ordine 4 k  ~ dotato di una curva fondamen- 

tale f, (k -~ 1)-pla, (I ~ 1 ~_~ k - -  1), situata sopra una quadrica (e quindi d'or- 
dine m ~ 6), bisogna ehe abbia inoltre almeno : 

1) o una curva fondamentale fo di. molteplicit~. 

J o s h - -  l~ -  1, 

2) oppure un  punto fondamentale F di molteplicit~ 

:¢ ~ _ 2 k - -  21-~-1. 

Nella ipotesi 1), le rette the si appoggiano in tre punti a f e in un punto, 
distinto da quelli, a fo (se esistono) sono rette fondamentali di molteplicit~t 
:¢ ~ 21-~-1. 

Nella ipotesi 2), ogni eorda ad f, passante per F, ~ retta fondamentale. 
Ci resta da considerate il caso I --= k, (i ~ 2 k); che perb si pub escludere. 

Infatti in questa ipotesi ogni superficie del sistema omaloidico ]~1 e rigata, 
perch~ ogni-corda ad f, condotta per un punto di una superficie % ~ retta 
della superiicie. Allora le ~ superficie del sistema omaloidico, che passano 
per i] punto, hanno una retta. in comune; cib che ~ impossibile. 
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Net cast r imanen t i :  ,u. ~ 4 k -~- 1, 4 h -~ 2, 4 k -~ 3, si g iunge  con me todo  
analogo,  ai seguent i  r i su l ta t i :  

2. ° Caso : 7- ~- ~ k + 1. - -  Se un  sistema omaloidico d' ordine ~ k -~- 1 pos- 

siede una  curva fondamentale f, (h -~- 1)-pla, (1 ~ I .~  k), si luata sopra una  

quadrica  (e quindi  d'ordine m ~ 6), bisogna che abbia inotlre almeno : 

1) o una  curva fondamentale fo di molteplicit& 

i o ~ k - - l - ~ -  l, 

~) oppure dei pun t i  fondamental i  F, in numero conveniente, di tool- 

teplicit~ 
~.~__2k-- 2 l ~ -  1. 

Nella ipotesi 1), le ret ie  appoggiant is i  in ire pun i i  a f e in un  p u n to  
a fo (se esis tono) sono ret te  fondamenta l i  di molteplicit '~ x ~-~ 2 I. 

!l t eo rema  vale anche  nell ' ipotesi  1 ~-- k, i - -  2 k. Infat t i  in ques ta  ipotesi  
la curva f non  ~ potr'~ avere tr isecanti ,  giacch~ ]a superficie, da esse formata ,  
farebbe par te  di ogni  superficie del s i s tema omatoidico,  cib che ~ impossibile.  
Res ta  quindi  il caso c h e f  sia una  cubica o quar t ica  di 1. a specie;  ma  allora f 
sta sopra  infinite quadr iche,  e ira le superficie del s i s tema omaloidico ve 
ne sarebbero  infinite r iducent is i  ad u n a  quadr ica  conta ta  pih volte, pifi un  
p iano variabile,  il che ~ impossibile.  Quindi  vi sa ranno  altre curve o altri 
pun t i  fondamen ta l i  e il t eo rema  ~ verificato. 

3. ° Caso : ~, ~ - ~  k-~-2. - -  Se u n  sistema omaloidico d'ordine 4 k--~ °2 

dotato di una  curva fondamentale,  (k -~- l)-pla, (! ~ l ~_ k), si tuata sopra una  

quadrica (e quindi  d'ordine m ~ 6), bisogna the abbia inoltre almeno : 

1) o una  curva fondamentale fo di molteplicit~ 

io ~_ k - -  l-+- % 

~) oppure u~ punto  fondamentale di molteplicit& 

Nelt ' ipotesi I), le ret ie  appoggiant i s i  in ire pun t i  a f e in un  p u n to  
a fo (se esistono) so,so retie fondamenta l i  di molteplicit 'h x :~ 2 1 -  1. Nell'i- 
potesi  2), ogni corda  ad f passan te  per  F ~ ret ta  fondamenta le .  

L ' ipotesi  l ~ k ~- 1 (i ~ 2 k -{- 1) si esclude come nel 12 caso : ,. ~ 4 k. 
4. ° Caso : ~.-~ ~ k - ~  3. - -  Se u~ sistema omaloidico d'ordine 4 k-~-3  

dotato di u~a  curva fondamentale,  ( k - ~  1)-pla, (1 ~ l ~ : k - ~ - 1 ) ,  s i tuata sopra 

una  quadrica (e quindi  d'ordine m ~ 6), bisogna che abbia inoltre a lmeno:  
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plicit~ 

1) o una curva fondamentale di molteplicit?~ 

02) oppure dei punli  fondamentali,  in numero conveniente, di molte- 

Nell ' ipotesi t), le rette appoggiantisi  in tre punt i  a f e in un  punto  a fo 
(se esistono) sono rette fondamental i  di molteplicit'h x ~_~ 021--02. 

I1 teorema vale anche nell ' ipotesi l ~ k ~ 1 per la ragione data  nel caso 

1 1. La  cum, a fondc~mentale f di moltepliciti~ mass ima sia situata, sopra 

una superficie eubica. 
Sia m (~-~ t l ,  § 8) l 'ordine della curva fondanmntale  f di molteplicit'h mas- 

sima i;  e sia come sempre 7- l 'ordine del s is tema omaloidico I~I. Distin- 
guiamo i quat t ro  cast ,~. := ~ h, ~ h ~ 1, 4~ k -}-- 02, 4 k -[- 3. 

1. ° Caso: a ~- ~ k. - -  La curva fondamenta le  f, di molteplicith mass ima 
i : >  h, sia multipla secondo 

i ~  h -~-I l ~ l_~_ ~ 3- • 

1 k Supponiamo ~ = 3 -  e consider iamo le superticie aggiunte ¢ d' indice 

h ~ k - -  3 l, e quindi  d 'ordine 102 l, passant i  ~ 1 volte per  f, e passant i  inoltre, 
per  ogni curva f,. i,.-pla per ] ? ], i , . -  (k - -  3 l) o zero volte, e per  ogni punto  
F, ~-plo per t~! ,  : (~ -  °2 ( k -  3/), o zero, volte. 

Consider iamo fra le dette superticie aggiunte  ¢, quella ¢, spezzantesi  
nella superiicie cubica, su cut ~ s i tuata  f, contata  4~ 1 volte. Se tutte le curve f,. 
e tutt i  i punt i  F~ fossero tali, che i , . - - ( k - - 3 1 ) ~ O  e ~ - -  02 (h - -  3 l) ~ 0 
questa  superficie ~), esisterebbe. 

Siccome per5 le superficie aggiunte  ¢ (e quindi  la ¢,) non  possono esi- 
stere, vuol dire che vi sar'~ o una  curva f,., o un  punto  F~, per  cut siano co- 
strette a passare,  ossia si avr~ r ispet i ivamente  

i . . - - ( k - -  3 l) ~___ 1 ~,.,-- 02 ( k - -  3/)  ~ I 

e possiamo conc ludere :  
Se un  sistema omaloidico d' ordine ~ k ~ dotato di una curva fondamentale 

( t  ~ l ~ k )  , situata sopra una superficie cubica (e quindi d'or- (k + l)-pla 
# 

dine (m ~ 11)), bisogna ehe abbia inoltre almeno : 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XVI. 7 
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1) o una  curva fondamentale  fo di molteplicit& 

i o : ~ k - - 3 1 - - ~  l ,  

2) oppure u n  punto  fondamenlale F di molteplicit& 

Nell'ipotesi 1), le rette appoggiantisi in ire punti a f e in un punto a/Co 
(se esistono) saranno rette fondamentali. 

k per ~ ./ 3 k) Noi avevamo supposto 1 ~ - 3 - ,  ma anche l : ,  [ i - ~ - - -  , vale il 

teorema. Infatti, se la curva f sta sopra infinite superficie cubiche, tra le su- 
perficie del sistema omaloidico (se non vi fossero altri punti o altre curve 
tbndamentali) ve ne sarebbero infinite, riducentisi ad una superficie cubica 
contata pih volte, il che ~ impossibile. Quindi si dovrh verificare una delle ipo- 
tesi 1) o 2). Se invece la curva f sta sopra una sola superficie cubica, si 
vede facilmente, mediante la rappresentazione piana della superficie, che 
dovr~t avere delle quadrisecanti. Ognuna di queste sark retta fondamentale 

per il sistema omaloidico(poich~ 4 . ~ : > ~ k )  e si presenta l'ipotesi 1). 

k 
Quindi il teorema ~ verificato anche per l - -  3 

Con ragionamenti perfettamente analoghi si giunge ai seguenti risultati: 
2? Caso: ~.-~ 4 k-~-].  - -  Se un  sislema omaloidico d'ordine 4 k - i - 1  

una  curva f o n d a m e n t a l e f d i  m o l t e p l i c i t ~ k - ~ l "  (1 L l~_ k~-  1) " dotato di 
- -  3 ' 

] 

si tuala sopra una  superficie cubica (e quindi  d' orgine m ~ 11), bisogna che 

abbia inoltre almeno : 

1) o una  curva fondamentale fo mult ipla secondo 

i o~__k - -31 -F-2 ,  

~) oppure u n  punto  fondamentale F multiplo secondo 

~ _ _ 2 k - - 6 l - ~ 3 .  

Nell'ipotesi 1), le rette appoggiantisi in tre punfi a [ e in un punto a fo 
(se esistono) sono rette fondamentali. 

3." Caso : ~. ~-- 4 k ~- 2. - -  Se un  sislema" omaloidico d' ordine 4 h -~ ~ pos- 

siege _ ~ ~ , s i tuata sopra 

~cna superficie cubica (e q~indi  d'ordine m ~ 11), dovr~r avere inoItre almeno: 
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1) o una  curva [bndamentale fo mult ipla secondo 

i o ~ k - - 3 1 ~ 3 ,  

2) oppure u n  punto  fondamentale F multiplo secondo 

Nella ipotesi 1), le rette appoggiantisi in tre punti a f e in un punto a fo 
(se esistono) sono rette fondamentali. 

4. ° Caso : ~. ~ ~ k -4- 3. - -  Se un  sistema omaloidico d' ordine ~ k -~ 3 

dotato di u n a  curva fondamentale f mul t ipIa secondo k + l  (1 ~-~ 1-~ k + 3 )  
3 ' \ / 

si tuata sopra una  superficie cubica (e quindi  d'ordine m ~= l 1), bisogna che 

abbia inoltre almeno : 

1) o u n a  curva foredctmentale fo di molteplicit~ 

i o ~ k - - 3 1 - ~ ,  

~) oppure u n  punto  fondamentale F di molteplicit~ 

:¢ : ~ 2 k - - 6 1 - F  7. 

Nella ipotesi i), le rette che si appoggiano in tre punti a f e in uu punto 
a fo (se esistono) saranno rette fondamentali. 

P A R T E  T E R Z A  

T r a s f o r m a z i o n i  del  t ipo  b). 

12. Ricordiamo che nell'ipotesi che si considera, il sistema omaloidico 
I ~ I avr~t un puuto fondamentale F0, o un gruppo di punti, di molteplicit~ tale 
da imporre troppe condizioni alle super/icie aggiunte d'ordine pih basso. 

Indichiamo come sempre con lJ. l 'ordine del sistema t~t e distinguiamo 
i ~ casi: ~ = /~k ,  ~ k - ~  1, 4~k-[-2, ~ k - ~ 3 .  



52 Be looh  : Sutle trasformazioni birazionali nello spazio. 

1. ° Caso : ~. ---- ~ l,'. - -  Il punto fondamentale Fo di molteplicit~ massima 
~.o > 2 k sia multiplo secondo 

~ o - - - 2 h - ~ l  (1 ~ _ _ / ~ 2 k - -  1). 

Siano f,. delle linee fondamentati di molteplicifft i,., e F, dei punti fon- 
damentali di molteplicith ~.~. 

l 
Se per una curva f~ ~ i~. > k - -  ~-,  ogni corda di f,. (supposta esistente) 

passante per Fo appartiene ad ogni superficie % ~ cio~ retta fondamentale. 
Se supponiamo che vi siano dei punti fondamentali F, di motteplicifft 

~.,:> 2 k -  l, ogni retta r congiungente uno di questi punti col puato Fo, 
retta fonda,nentale, perch6 2 k + 1 -~ ~., :> 4~ k, ossia ogni retta congiungente il 
punto Fo (2 h-}-l)-plo con un punto F, sar~t retta fondame~tale. 

Torniamo ora al caso generale, in cui non si faccia ipotesi intoruo alle 
molteplicifft delle curve f~ e dei  punti F , .  

Consideriamo la molteplicit~ ~o : 2 k - ~ - I  del punto fondamentale Fo, e 
distinguiamo i due casi seguenti:  

I) I ~ 2 n ,  II) l - - 2 n - - I  ( n ~ l ) .  

Ipotesi I )  : ~o ~ 2 k--~ 2 n. - -  Consideriamo le superficie aggiunte d'indice 
h ~ k - -  n, d' ordine ~ n, passanti ~ n volte p e r  il punto Fo, i,. - -  (k --  n), 
o zero, volte per te curve f,. e : , ~ -  2 ( k -  n), o zero, votte per i punti F~. 
Siccome queste superficie aggiunte non devono esistere, dovranno essere co- 
strette a passare almeno: o per un numero conveniente di punti Ft, o per 
una delle curve f~; nel primo caso si avrh, per un numero conveniente di 
punti F~, : ¢ ~ 2 k - - 2 n - ~  1, nel secondo si avr~, per una almeno deile 
curve f,, i,. _~ k ~ n -~ 1. 

Possiamo dunque dire:  
Se un sistema omaloidico d'ordine $ k  possiede un punto fondamentale 

(2 k -}- 2 ~)-plo (n ~_ 1), bisogna ohe abbia inoltre almeno : 

1) o unct curva fondamentcde f di molteplicit(t 

i ~ k - - n - - ~ -  l, 

2) oppure dei pu~,ti fondamentali  F, in numero conveniente, di mol- 
teplicit~ 

~,.=:~ 2 k - -  2 n-[-1 .  
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Applicando i risultati  trovati  poco fa, si vede che vi saranno delle rette 
fondamental i ,  uscent i  dal punto  fondamenta le  di molteplicit~ massima,  ec- 

cet tuato il caso in cui, nella ipotesi 1), la curva  f sia una  curva  t racciata  
sopra un  cono di vertice F0, in modo da incont ra rne  in un  sol punto,  fuori 

di Fo, le generatrici .  
Ipotesi  H )  : ~-o ~ 2 k -}- 2 ~, - -  I. --. Consider iamo te superticie aggiunte 

d' indice h ~ k -  re, le quali dovrebbero  avere l 'ordine 4 n, e dovrebbero  pas- 
sure 4 , n - - 1  volte per  il puuto  Fo, i , . - -  (k - -  ~), o zero, volte per  ogui 
curva  f,., e ~. , - -2  ( k - - h i ,  o zero, vol~e per  ogni punto  F, .  R icordando  che 

esse non  devono esistere, si vede che vi dovr~ essere a lmeno:  o una  curva f,., 
oppure  dei punt i  F,, in n u m e r o  couveniente,  per  cui siano costret te  a p~ts- 

sare, e po t remo concludere  : 

Se ur~ s is tema omaloidico d 'ordine ~ k ha u~  pu~do Fo di molteplicitit 

~o ~ 2 k -~ 2 n - -  1 (n _~ l), dovr~ avere inoltre alme no : 

1) o u n a  curva  fortdamentale f di  mollel)licit6. 

i ~ k - - n q - 1 ,  

2) oppure dei p u n t i  fondamer~tali F,  in  numero conve~iente, di  mol- 

teplicitdb 
~ . ~ 2 k - -  2 n q -  1. 

Si riconosce, appt icando l 'osservazione di pag. 52, che vi sa ranno  delle ret te  
fondamenta l i  uscent i  dal punto  £~, eccet tuato  il caso, in cui nell ' ipotesi 1), la 

curva f sia una  curva t racciata  sopra un  cono di vertice Fo, in modo da in- 
con t ra rne  in un  sol punto,  fuori di Fo, le generatr ici ,  e i l  caso in cui nell'ipo- 
tesi 2) i punt i  F abbiano tutt i  la molteplicit~ ~ ~ 2 k ~ 2 n - ~  1. 

In questo secondo caso, in cui cio6 oltre il punto  Fo vi sono dei punt i  
( 2 k - - 2 n  ~-1)-pli  e tut t i  gli altri punt i  e le altre curve fondamenta l i  non 
impongono  condizioni alle superiicie agg iun te  d' indice h ~ - k -  n, si pub di- 

mos t ra re  c h e l a  t rasformazione deve essere monoidale.  
Diciamo T il numero  dei punt i  F, (2 h -  2 n - i - l ) - p l i .  

Avremo dunque  un  s is tema omaloidico d ' o rd ine  4 k  avente  un  punto  

(2 k q -  2 n - -  1)-plo, e T punt i  (2 k - -  ~ n A- 1)-pli, e eventua lmente  delle curve 
di molteplicith i,. ~ k - -  n, e dei punt i  di molteplicitbo :¢, ~ 2 k - -  2 n, e vo- 
gtiamo d imost rare  che deve essere monoidale .  

Poich6 I ~ 2 k - -  1, ossia 2 n - -  1 ~ 2 k - -  1, sara  n ~ k. Esamin iamo se- 
pa ra t amen te  i due casi n < k e n ~ k. 

Sia n < k .  Cerchiamo allora di de te rminare  un  limite inferiore per  il 
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n u m e r o  T, cons ide rando  di nuovo  il s i s tema delle superficie aggiunte  ¢ di 
indice h ----- k - -  n, d 'o rd ine  ~ n, passant i  t~ n - -  1 volte per  il p u n to  F0 e sem- 
p l icemente  per  i pun t i  F. Esse non  devono  esistere e per  ques to  6 neces- 
sario c h e l a  d imens ione  del loro s i s tema sia negativa,  ossia (*) 

($ n ~- 1) (~ n -~- 2) ($ n -~- 3) (~ n - -  1) ($ n) (~ n -~ 1) 
6 1 6 - -  T < 0 .  

Fatt i  i calcoli si t rova  T : > ( ~ n - ~ l )  ~ -  1 ossia 

T ~  (~ n ÷ l )  ~. 

Se noi sos t i tu iamo ques to  vatore nella d imens ione  del s is tema primRivo 
delle superficie % d 'ord ine  4k ,  si t rova (**) 

l~ (¢ h + l) (¢ a + 2) (4 h + 3) - -  1 - -  
6 

1 ( ~ a + ~ n - - l ) ( ~ a ÷ ~ n ) ( e k + 2 n ÷ l ) - -  
6 

1 
6 T ( 2 k - - 2 ~ - ~ - l ) ( 2 k - - ~ n - ~ - 2 ) ( 2 k - - 2 n - [ - 3 )  . . . .  _~ 

_ ~ ( ~ k  + 1) (~k + ~) (~h + 3) - 1 - 

/ 
6 (~2k÷2 ~ - -  1) ( 2 h ÷ 2 n )  ( 2 h ÷ o . ~ ÷  1) - -  

1 ( ~ n _ ~ l ) ~ ( 2 k _ 2 n ~ _ l ) ( 2 k _ _ 2 n ~ _ 2 ) ( 2 k _ 2 n ~ _ 3 ) .  
6 

Eseguendo  i calcoli e r i co rdando  che n - ~ k ,  si vede che i! secondo 
m e m b r o  r isul ta  negat ivo per  q u a l u n q u e  valore di k. 

Quindi  le superi icie ~ non  es is tono e n o n  si ha t rasformazione.  
Cons ider iamo ora il c aso n--=k. Allora sar~ ~ o = 4 k - - 1 ,  e le super- 

ficie ? av ranno  un  pun to  Fo (~ ! ~ -  l)-plo; la t ras formazione  sar~ cio~ u n a  
trasformazione monoidale. 

Nel caso t ~ $ k ,  r i unendo  i diversi risultati ,  poss iamo d u n q u e  con- 
cludere : 

(~) NOETHER, C~rve multiple di superficie algebriche. Ann. di Mat., ser, II, tom, V. 
(**) NOETnEn, Curve multiple, ecc. 
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Una trasformazione birazionale d'ordine 4 k con un punto fondamentale 
Fo di moltepIicitdt 2 k-~-l ,  maggiore di 2 h e minore di ~ k -  1, possiede 
rette fondamentali uscenti dal punto Fo di molteplicit?~ pii, elevata, eccettuato 

il caso in cui vi sia una curva fondamentale di molteplicitdt massima 

l 
i ~ k - -  ~ ,  tracciata sopra un cono di vertice Fo in modo da incontrarrte in 

un sol punto, fuori di Fo, le generatrici. 
Ogni trasformazione birazionale d'ordine ~~ del tipo b), priva di rette 

fondamentali, ~ una trasformazione monoidale, eccettuate le trasformazioni in 
l 

cui vi sia una curva fondamentale d~ ~Jwlteplicitdb massima i ~ k - -  ~ ,  trac- 

clara sopra un cono di vertice Fo in modo da incontrarne in un sol punto, 

fuori di Fo, le generatrici. 
2. ° Caso: ~,. ~---& k,~-1. - -  Vi ~arh (§ 4): 

~) un punto fondameuta|e multiplo secondo 

~) oppure quattro punti almeno, di molteplicith 

2k- t -1 .  

In questo secondo caso le rette, congiungenti questi punti a due a due, 
sono rette fondamentali per le supertlcie ?. 

Nel caso :¢), in cui cio~ si ha un punto di molteplicit'~ %-~ 2 k -~  l -~  1 
(1 ~ l ~  2 k - - 1 ) ,  separando le due ipotesi 

l) l = 2 n  II) l = 2 n - - I  (n_~l )  

e ragionand0 come sopra, si arriva ai risultati: 
Ipotesi I). - -  Se un sistema omaloidico d'ordine $ k-~-1 ~ dotato di un 

punto fondamentale Fo di molteplicit~ 2 k --~ 2 n -~ 1 (n ~ 1), bisogna che 

abbia inoltre almeno: 
1) o una curva fondamentale f di molteplicita 

i ~ k - - n ~ - l ,  

2) oppure dei punti fondamentali I~. in numero conveniente, di molte. 

plicit~ 
:¢ ~ 2 k - -  2n-~- 1. 
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Vi sa ranno  delle rette fondamenta l i  uscent i  dal pun to  F . ,  ecce t tua to  il 
caso in cui, (nell ' ipotesi  1)), la curva fondamen ta l e  f sia u n a  curva t racciata  
sopra  u n  cono di vertice Fo, in m o d o  da incon t ra rne  in un  sol punto ,  fuori  
di Fo, le generatrici .  

Ipotesi  I I ) . -  Se un sistema omaloidico d'ordine 4 k ~-1 ~ dotato di un 

punto fondamentale Fo di molleplicit~ ~.o ~ 2 k - ~ - 2 n  ( n ~  1), bisogna che 
abbia inoltre almeno : 

1) o una curva fondamentale f di motteplicildt 

i ~ k - - n - ~ - l ,  

2) oppure dei punti fondamentali F, in numero conve~iente, di molteplicit~ 

Vi sa ranno  delle rette fondamenta l i  uscent i  da] pun to  fondamen ta l e  To, 
eccet tuato  il ca;so in cu(, nell ' ipotesi  1), la curva f sia una  curva tracciata 
sopra  un  cono di vertice Fo, in modo  da incon t ra rne  in un  sol punto ,  fuori  
di Fo, le generatr ici ,  e il caso in cui, nel l ' ipotesi  2), tut t i  i p u n t i / ~  abbiano  la 
molteplicit 'h :¢ ---= 2 k - -  2 n ~- 1, caso in cui si d imos t ra  come s o p r a  che la 
t ras formazione  deve essere monoidale .  

R i u n e n d o  i diversi  r isultati ,  po t r emo  d i re :  
Una trasformazione birazionale d'ordine 4 k - ~  1 con u~, punto fonda- 

mentale di molteplicitdt 2 k ~ l -~ 1, maggiore di 2 k -~ 1 e minore di ~ k, 
possiede rette fondamentali uscenli dal punto fondamentale di moltel)lioitdt pii~ 
elevata, salvo il caso in cui ~ sia una curva /bndamentale di molteplicit~ 

massima i ~ k - - - ~  , tracciata sopra un cono di vertice Fo in modo da in- 

conlrarne in un sol punto, fuori di To, le generatrici. 
Nel caso in cui vi s iano qua t t ro  punt i  (2 h ~.- i)-pli, le ret te  cong iungen t i  

quest i  qua t t ro  pun t i  a due a due sono rette fondamenta l i .  
Ogni trasformazione del tipo b) d'ordine ~ k - ~  1, priva di rette fonda- 

menlali, ~ una trasformazione monoidale, eccettuate le trasformazioni in cui 
l 

vi sia una curva fondame~lale di molteplicit~ massima i ~ k - -  ~- , tracciata 

sopra un cono di veriice Fo in modo da incontrarne in un sol punto, fuori di Fo~ 
le generatrici. 

3. ° Caso : ~. --- ~ k ÷ 2. - -  Vi sar~ (§ 4) 
a) o un  pun to  £~ mul t ip lo  secondo • 

~o : 2 k-~- l-+- 2 ( l~_IL~:2k . - -1) ,  

~) oppure  dei punt i  (2 k ~ 2)-pli e (2 k-l- l)-pli in n u m e r o  conveniente .  
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Consideriamo dapprima l'ipotesi ~). In questa ipotesi vi dovr~t essere un 
cer'to numero di punti (~ k-t-2)-pli. Prendiamo infatti le superficie aggiunte ¢ 
d'indice k alle superficie % che dovrebbero essere del secondo ordine, e do- 
vrebbero passare doppiamente per ogni punto (2 k-~- 2)-plo, e semplicemente 
per ogni punto (2k-i-1)-plo del]e superficie % Supponiamo che le ~ non 
abbiano alcun punto (2 h -~  ~)-plo. Allora, affinch~ le aggiunte ~) non esistano, 
dovraano essere costrette a passare ahneno per 10 punti semplici, ossia le 
avranuo 10 punti (2k~-1)-p]i. Ma allora la dimensione del sistema omaloi- 
dico I ~ I risulta negativa, come si verifica, e il s i s tema I ~ I non esiste. Quindi 
vi dovranno essere dei punti (2 k~-2)-pli in numero conveniente. Le rette 
congiungenti .i punti (o. k-~-2)-pli fra loro e col punti (2 k-+-1)-pli saranno 
rette fondamentali. 

Nell'ipotesi :¢), in cui cio~ vi ~ un punto Fo, (2k-t-l-~-2)-plo (1 _~-_l~2k-- 1), 
staccando le due ipotesi 

I) 1--=-2n iI) l - ~ 2 n - - 1  ( n ~ l )  

con ragionameuto analogo a quello dei casi precedenti, si trovano i seguenti 
risultati : 

Ipotesi I). - -  Se un sistema omatoidico d' ordine ~ k -~- 2 possiede un punto 
fondamentale Fo di molteplicitb % ~ ~ k -t- ~ n -~ 2 (n ~- 1), dovrg~ avere inollre 

almeno : 
1) o una curva fondarmentale f di molteplicilh 

2) oppure dei punti fondamentali F, i~ numero conveniente, di molte- 

plicit~ 

Vi saranno delle rette fondamentali uscenti dal punto Fo, eccettuato il 
caso in cui, nell'ipotesi 1), la curva f sia una curva tracciata sopra un cono 
di vertice Fo, in modo da incontrarne in un sol punto, fuori di Fo, lie gene- 
ratrici. 

Ipotesi II). - -  Se un sistema omatoidico d' ordine ~ k -~- ~ possiede un punto 

[ondamentale Fo multiplo secondo :¢o ~--- 2 k ~- 2 n Jr- l (n ~ J), dovrd avere 

inoltre almeno : 
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1) o una curva fortdamentale f di molteplicit~ 

i ~ k - - n - ~ - l ,  

2) oppure dei punti fondamentali F, in numero conveniente, di mol- 
teplicit~ 

Vi saranno delle rette fondamentali uscenti da Fo, eccettuato il caso in 
cut, netl'ipotesi 1), la curva f sia una curva tracciata sopra un cono di ver- 
tice Fo, in modo da incontcarne in un sol punto, fuori di Fo, le genera- 
trici, e i l  caso in cut, nell'ipotesi 2), i punti F abbiano tutti la moiteplicifft 
2 k - - 2 n - i - 1 ,  net quat caso si dimostra c h e l a  trasformazione deve essere 
monoidale. 

Riunendo i diversi risultati potremo dire: 
Una trasformazione birazionale, d'ordine 4 It -~- 2, con un punto fonda- 

mentale Fo di molteplicit~ (2h-~-1-4-2), maggiore di 2 k - ~  2 e mirtore di 
k-4-1, possiede retle fortdamentali uscenti dal punto Fo di molteplicit~ mas- 

sima, eccettualo il caso, in cut vi sia una curva fondamentale di molteplicit~ 
I 

massima i ~ k ----2 tracciata sopra un cono di vertice ~o, in modo da in- 

contrarne in un sol punto, fuori di Fo, le generalrici. 
Nel caso in cut vi siano dei punti (2 k ~-2)-pli e (2 k - ~  1)-pli, le rette k 

congiungenti i punti (°2 k~2) -p l i  fra loro e cot punti (2/~-~ 1)-pli saranno 
rette fondamentali. 

Ogni trasformazione del tipo b), d'ordine ~ k- t -2,  priva di rette [onda- 
mentali, ~ una trasformazione monoidale, eccettuate le trasformazioni in cut 

l 
v i s i a  una curva fondamentale di molteplicit~ massima i ~ k - - ~ 2  tracciata 

sopra un cono di verlice Fo, in modo da incontrarne irt un sol punto, fuori 
di Fo, le generatrici. 

4. ° Caso: ~. ~ 4 k-~-3. - -  Vi sartt (§ ~) 
~) o un punto Fo multiplo secondo 

~) oppure dei puuti (2 k -+- 1)-pli, (2 k -[- 2)-pli e (2 k -t- 3)-pli in nu- 
mero eonveniente. 

Nell'ipotesi ~), se vi fossero dei soli punti (2 k - ?  l)-pli, considerando le 
superficie aggiunte d ' indice k, del 3. ° ordine, passanti semplicemente per 
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quei punti,  ed esigeudo che non esistano, si vede che il numero  di quei punti  
dovrebbe superare 19. Ma allora non esiste il sistema omaloidico I q~ I, perchb. 
la sua d imensione risulta negativa. Se vi fosse un sol punto (2/: ~-2)-plo, i 
punti  (2 k-~-1)-pli dovrebbero essere ahneno in uumero  di 15. Ma allora 1st 
d imensione del s i s t e m a l ~ l s a r e b b e  negativa, e il sistema l~pl non esiste- 
rebbe. Dunque vi saranno pig punti  (2k-d-2)-pli. Le congiungenti  i punti  
(2 k - ~  3)-pli (se esistono) e (2 k ~ 2)-pli fra loro e i punti  (2 k -~- 3)-pli (se esi- 
stono) coi punti  (2 k-]-1)-pti saranno rette fondamentali .  

Nell ' ipotesi ~), in cui cio~ si ha un punto fondamentale  di molteplicitfi 
2 k d-  1 -I- 3 (1 _~ 1 ~:  2 k - -  1), s taccando le due ipotesi 

[) l = 2 n  l l)  t-----°2n--I (n~1) 

e ragiouaado come nei casi precedenti ,  si arriva ai seguenti  r isul tat i :  
[potesi I). - -  Se un sistema omaloidico d'ordine $k -4 -3  ~ dotato di un  

punto fondamentale Fo di molteplicit~ :~o ~ 2 k -d- 2 n -4:- 3 (n ~ 1), bisogna che 
abbia i~wlire almeno : 

1) o una curva fondamentale f di molteplicit~ 

i ~  k - - n - d - 1 ,  

~) oppure dei pun t i  fondamentali F, in  numero conveniertte, di molte- 

plicitit 

¥i  saranno delle rette fondamentaIi  uscenti  dal punto Fo, eccettuato il 
caso, in cui (nell ' ipotesi 1)), la curva f sia una  curva tracciata sopra un cono 
di vertice Fo, in modo da incontrarne in ua  sol punto, fuori di F0, le ge- 
neratrici. 

Ipotesi lI). - -  Se un sistema omaloidico d'ordine ~ k - ~  3 ~ dotato di un 
punto fondamentale Fo di molteplicit~ % ~- 2 k d-  2 n ~- 2, bisogna che abbia 
inoltre aImeno : 

1) o una curvv~ foredamentale f di molteplicitd~ 

2) oppure dei punt i  fondamentali F, in numero conveniente, di molte- 

plicit~ 
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Vi saranno delle rette fondam entail uscenti dal punto Fo, (2 k + 2 rt ~ 2)-plo, 
eccettuato il caso iu cui, nell'ipotesi 1), la curva f sia una curva tracciata 
sopra un cono di vertice Fo in modo da incontrarne in un sol punto, fuori 
di To, te generatrici, e nell'ipotesi o.), i punti F abbiano tutti la molteplicith 
2 k--!tJ~.d-1,  caso in cui si dimostr~ c h e l a  trasibrmazione de~e essere 
monoidale. 

Potremo qubldi concludere: 
Una trasformazio~e birazionale d' ordine ~ h -~- 3 co~ u.n pu~to fonda- 

mentale di molteplicit~ O~k-~l~-3, ~J~ggiore di  o,k-~-3 e minore di  ~ k - ~ %  
possiede rette fo'ndamentali uscenti dal punto  di molteplicitit piie elevata, ec- 
celtuato il cctso i~ cui vi s ia urtct curvct fondamentcde di molteplicit~ massima. 

l 
i ~ k - -  -2-, tracciata sopra urt cono di vertice Fo i~~ modo da incontrarne i~ 

un  sol punto,  fuori  di To, le generatrici. 
Nel caso poi  in  cui vi siano dei pun t i  fondamental i  (2h -~ 3)-pli, (2 k -~ 2)-pli 

e (2 h ~- 1)-pli, le rette congiuagenti i punti (2 k + 3)-pli e (2 k + 2)-pli fra 
loro e i punti (2 k q- 3)-pli col puuti (2 k q- l)-pli, saranno rette fondamentalj. 

Ogni trasformazione birazionale del tiflo b), d 'ordine f~k-~  3, p r i va  di 
rette fortdame~tali, ~ una  trasformazione monoidale, eccettuate le trasforma- 

l 
zioni, in  cui vi sia urea curva fondamentale di  molteplicit~ mass ima  i ~ k - -  ~2-' 

tracciala sopra uJ~ cono di vertice Fo in modo da incontrarne in  urt sol punto,  
fuori  .di Fo, le geJ~eratrici. 

Riassumendo i diversi risultati possiamo intanto dire: 
Uaa trasformazione birazionale, d'ordine y, del tipo b) (la quale ~ cio~ do- 

tara di un punto fondamentale F, ~-plo, ehe impone troppe condizioni alle 
ultime superficie aggiunte), o possiede rette fondamental i  usoenti dal punto 
foYtdamentale F di molteplicit~t pii~ elevata, o ~ urta trasformazione monoidale, 
o ~ una  trasformazione, avente come cur.va fondamentale di moItepIicit~ mas- 

s ima i ~ ~ una  curva tracciala sopra ur~ cono di vertice t~ in  modo da 

inco~trar.ne in  un  sol punto,  fuori  di  F~ le generalrici. (Iu quest'ultima ipotesi 

ogui altro punto fondamentale ha molteplicifft ~ ,~.- ~, e ogai altra curva 

fondameutale ha molteplicith ~ '~" - -  ~ .~ ] 
Vediamo ora quali siano le t ras formazioni  monvidcdi pr-ive di rette fort- 

damentali .  
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Sia ~,. l 'ordine della trasformazione e F o i l  punto fondamentale multiplo 
secondo i z -  I. 

Supponiamo ehe vi siano delle curve fondamentali f (necessariamente 
semplici), e dei punti fondamentali  F, i quali, se vogliamo e h e l a  trasforma- 
zione sia priva di rette fondamentali, saranno pure sempliei. 

Consideriamo il eono ehe proietta dal pnnto Fo una eurva f. Se una 
generatriee del eono segasse f in pifl di un punto, avrebbe con una super- 
tieie ? pi~ di ~. punti in eomune, sarebbe cio5 retta fondamentale useente 
da F0. Dunque se esigiamo e h e l a  trasformazione sia priva di rette fonda- 
mentali, la eurva f dovrh essere segata in un sol punto dalle generatrici 
del eono. 

Inoltre, se eonsideriamo due curve f, e i eoni proiettanfi da Fo queste 
curve, i eoni proiettanti non potranno avere generatriei eomuni. 

Considerando l 'insieme delle curve f come una sola eurva, anehe spez- 
zata, potremo dire:  

Le trasfor,mazioni ~uonoidali d'ordine ~., prive di rette fo~da~ne~tali, sono 
trasfor~nazioni d'ordine p., avenli u~ punto fondame~tale Fo (p. - -  1)-plo e una 
sota curva fondame~tale, semplice (anche spezzata), traccic~ta sopra un cono di 
vertice I~o, i~ modo da i~contrar~e in u~ sol punto, fuori di 1~, le generalrici; 
e aventi ilwltre p~enti fondamentali 8empIici. 

Il risultato di pag. 60 si potdt quindi enunei~re cosi: 
Una trasfor,mazim~e birazim~,ale d' ordine ~ del tipo b) (avente cio~ un 

punto fondamentale F :c-plo, the impone troppe condizioni alle ultime supertieie 
aggiunte), o possiede rette fondamerdali, usce~ti dal punto fondamentale F di 
~Jiolte.plioiff~ pii t  elevata, oppure ~ m~a trasfor~J~azione, aven.te come c~rva ['on- 

damentale di ~wltepliciti~ massima i : ~ - - ~ - -  una curva tracciatvb sopra un  cono 

di vertice F, in  ~wdo da incorttrarne in  un sol punto, fuori  di F, le generatrici. 

In quest 'ultima ipotesi ogni attro punto fondamentale ha molteplicit~ ~ - -  tJ. % 

e ogni altra eurva fondamentale ha molteplieit~ ~ ~ - -  :¢ "i 
/ 

13. Supponiamo ora ehe non vi siano curve fondamentali ,  consi- 
deriamo cio~ le trasformazioni birazionali d'ordine tJ. con soli punt i  fonda- 
mentaIi. 

Secondo quel che abbiamo visto (§ 12), la trasformazione (se esiste) sar~ 
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monoidale, e sar~ una di quelle trasformazioni monoidali, la cui inversa ha 
l'ordine pifl alto possibile (*). 

Avremo dunque un punto Fo ( ~ . -  l)-plo e dei punti F, semplici. 
Affmch~ la trasformazione sia possibile, il genere della totale intersezione 

delle superficie ~ del nostro sistema omaloidico a due a due, dovrh essere 
zero, ossia supponendo che l e ~  abbiano dei contatti d'ordine n - - 1  (**): 

ossia 

1 ~ (~__  i )----0 ,,? (~ - -  ~) + 1 - -  (~. - -  1) ~ (~. - -  ~) - -  ~ ~ -  

1 ( ~ -  i)  o. 

La prima parte ~ certo positiva, quindi affinch~ tutta l 'espressione sia 
zero dovrtt essere: 

Z ½ ~ ( ~ - l ) > o  

ossia vi dovranno essere dei contatti, e possiamo coneludere: 
Non esistono trasformazioni birazionali con soli punti for~damentali mul- 

tipli, senza contatti. 
Tutte le trasformazioni birazionali con soli punti  fondamentali (e contatti) 

sono trasformazioni monoidaIi. 
Dicendo S il numero dei punti fondamentali semplici, le equazioni di 

postulazione e d'equivalenza (***) danno 

~ ~ ( ~ + i ) = ( t ~ + l ) ~ - ' ~ - ~  t (1) 

Moltiplicando la prima per 2 e sottraendo da essa la seconda, si trova 

~ a-F- S = - -  ~.~-f- 7 8.-- 6. 

(~) Le trasfbrmazioni monoidali finora studiate sono quelle per le quali l'ordine della 
trastbrmazione inversa ~ il minimo possibile. DE PAOLIS, Sopra un sistema omaloidico formato 
da superficie d'ordine n con u~ punto (n --  1)-plo. Giornale di Battaglini, vol. 13. 

(*~) Gucc~, Sui sistemi lineari di su~erf, algebriche, dotati di singolarit~ base quatunque. 
Rend. Circ. Mat. di Palermo, 1887, Vol. i. 

(*~) NOETItER, Curve multiple di superf, algebriche. Ann. di Mat., Ser. Ii, Tom. V. 
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I1 primo membro ~ positivo, quindi Io sar~ anche il secondo, ossia 

~ ~,2 + 7 ~.-- 6 ~ 0  V-~6. 

Segue ehe una trasformazione (monoidale) con soli punti [ondamentali 
(e contatti) ha I'ordine ~. ~: 5. 

Un esempio di questo tipo di trasformazioni ~ dato dalle superticie del 
secondo ordine circoscritte ad un tetraedro tisso, in un vertice del quale 
hanno un piano tangente tisso (*). 

Un altro esempio ~ dato dalle superficie del terzo ordine, aventi in co- 
mune un punto doppio e 3 punti semplici, con un contatto di terzo ordine 
in uno di questi (**). 

Per l 'ordine ,. = 4~, le equazioni (1) di postulazione e d'equivalenza danno 

S + 3x~ +6x.~ + lOx, +15x~  + ~l x~ = 2 1  

S + 4 x ~  + 9 x ~ +  16x, + 2 5 x ~ + 3 6 x ~  = 36 

dove S ~ il numero dei punti semplici, x~ ~ il numero dei contatti del primo 
ordine, x~ ~ il numero dei contatti del secondo ordine, ecc. 

Facendo i calcoli, si trova c h e l a  sola soluzione in numeri  interi e po- 
sitivi delte due equazioni scritte 

Dunque : 
Esiste una sola trasformazione birazionale del quarto Ordine con soli punti 

fondamentali, ed ~ la trasformazione (&, 16) determinata dalle superficie del 
quarto ordine, passanti per un punto triplo e aventi in un punto semplice un 
contatto del quinto ordine. Pare che questa trasformazione non sia ancora 
stata considerata. 

Se consideriamo le superficie dell 'ordine ~. = 5, per esse le formole (1) 
danno 

S + 3 x ~  + 6 x ~ +  10w, + 1 5 x ~ + 2 1 ~ c , + 2 8 x ~  = 32 

S + 4 x ~  + 9 x ~ +  16 x, + 25 x~ + 36 x~ + $9 x: = 60 

le quali non hanno alcuna soluzione in numer i  interi e positivi; quindi:  
Non esistono trasformazioni birazionali del quinto ordine con soli punti 

fondamentali  (e contatti). 

(*) CREMONA, Sulte tra$f. ~'az. nello spazio. Ann. di Mat., Ser. 1I, Tom. V. 
(**) CI~EMONA, Sulle trasf, raz. hello spazio. Nota 1. a Reud. Istituto Lombardo, 4 mag- 

gio 187l, § 3 g). 
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Una trasformazione (monoidale) con soli punti  fondamentali (e contatti) 
ha l'ordine ~ ~ ~ e dovr~ appartenere ad uno dei seguenti tipi : 

I)  Trasformazione (2, 4) de te rmina ta  dalle superfieie del secondo or- 
d ine  circoscri t te  ad un  te t raedro  fisso, in un  vertice del quale  h a n n o  un  
p iano  t angen te  fisso. 

I I )  Trasformazione (3, 9) de t e rmina ta  da[le superficie del terzo ordine,  
aventi  in c o m u n e  u n  p u n t o  doppio  e 3 pun t i  semplici ,  con un  conta t to  di 
terzo ordine  in uno  di questi .  

I l I )  Trasformazione (4, 16) de te rmina ta  dalle superficie del quar to  
ordine,  avent i  in c o m u n e  un pun to  tr iplo e avent i  in un  p u n to  semplice 
un  conta t to  del qu in to  ordine.  

PARTE Q U A R T A  

Applicazione allo spezzamento di una trasformazione cremoniana 
in trasformazioni d'ordine inleriore. 

[~. Trasformazioni birazionali del tipo a aventi come curva fondamen- 
tale di molteplicitg~ massima (che impone cio~ troppe condizioni alle ultime 
superficie aggiunte) una sestica di genere 3. 

Sia ~,. l 'o rd ine  deI s i s tema omaloid ico  I? ! ,  avente  u n a  curva  f o n d a m e m  
tale f, i-pla, del 6. o ordine e genere  3, come curva di moltepl ici th mass ima.  

S u p p o n i a m o  che vi s iano delle altre curve fondamenta l i  f,., mul t iple  se- 
condo  i,., e dei pun t i  fondamen ta l i  F , ,  mul t ip l i  secondo  ~,. Dis t inguiamo i 
qua t t ro  casi : I~ = ~ k, ~. = ~ k --~- 1, ~ ~ ~ k -/- 2, ~ = ~ h -~ 3. 

1. ° Caso: ~,. = :~k. - -  Diciamo 

i ~ k - ~ - l , ( l ~ _ l ~ 3 -  ) 

la molteplicit '~ della sestica fondamen ta l e  f. 
S iccome la sestica ~ s i tua ta  sopra  u n a  superficie cubica (anzi su  infi- 

nite), vi sarit, secondo  quel  che abb iamo visto (§ 11), o un  pun to  fondamen-  
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tale a lmeno,  di molteplicitfi q. ~ 2 k -  61 H- l ,  oppure  una  curva fondamen- 
tale di molteplicit~ io ~ k - - 3 1 - ~  1. Ma nel caso che consideriamo, si pub 
dire ancora  di pih, applicaffdo al sistema I,~l la t rasformazione birazionale del 
3. ° ordine, che ha  la sestica f come curva fondamentale .  

Mediante questa  t rasformazione il nostro sistema si trasformer~'~ (*) in 
un sistema l~'t d 'ordine  

dove si ~ posto 
k ' = k - - 2 1 .  

Le superficie y' avranno una  curva fondamenta le  del 6. ° ordine e ge- 
here 3, mult ipla secondo 

i ' = ~ k - - 3 ( k - ~  l ) - ~ - k - - 3 1 ~ k ' ~ l  

e avranno  delle curve fondamental i  f',. di molteplicith i,,  e dei puuti  fonda- 
mentali  F ' ,  di molteplicit'~ %, corr ispondent i  alle curve f,. e i punti  F , .  

Affinch~ il s istema sin omaloidico, poichg i' ~ h ' +  l, si dovrg, presen- 
t.are uno dei seguenti  casi (§ ~): 

l) o vi sarb. una  curva fondamentale  f'0 mult ipla secondo 

2) oppure  vi sar~ un punto  fondamenta le  almeno,  Fo, di moltepliciffl 

% ~ 2 k ' - ~ -  1 ~ k - - ~ l ~ -  1. 

Tornando  al sistema primitivo I~ t, nell ' ipotesi 1), la curva f 'o, fonda- 
mentale  per il s is tema f Y'I (supposto che non  sin una  tr isecante della se- 
stica f') si t rasformerh in virtfi della (3, 3) in una  curva fondamenta le  del 
s is tema I ~ I, avente la stessa molteplicith, e nell ' ipotesi ~) il punto  F'~, fon- 
damenta le  per il s istema I~'1 (supposto che non sin situato sulla sestica f ') 
si trasformer'h in un  punto  fondamenta le  Fo del sistema I~1, avente la 
stessa molteplicit~. 

Supponiamo ora ehe nell ' ip0tesi I) la curva f'o fondamenta le  per 1~'J 
sin una  tr isecante della sestica fondamenta le  f '  del secondo spazio;  e indi- 
chiamo con io = k'  H- qo ~ k - -  21 ~- q, (qo ~ 1) la sun molteplicit'h. 

(*) NO:STEER, Eindeutige Raumtransformationen. Math. Ann., Vol. III. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XVI. 
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Ad f'o corrisponderh allora, per la (3, 3), un punto Fo situato sulla se- 
stica fondamentale f del primo spazio. Si tratta di calcolare la molteplicith :¢0 
di F0 per  il sistema [.~f. Questa molteplicith si otterrh calcolando il numero 
di intersezioni (fuori di Fo) di una retta arbitraria r condotta per Fo con 
una superficie ~. 0ra  questo numero dovr~t essere uguale al numero di in- 
tersezioni (fuori della trisecante f'0) della cubica corrispondente alla retta r 
(spezzantesi nella trisecante f'0 pifi una conica, secante f'0 in un punto e la 
sestica f '  in cinque punti) con una superficie ~'. Si dovrh quindi avere 

~ k - -  : % = 2 ( ~ h - - 8 1 ) - - ( k - - 2 1 ÷ q o ) -  5 ( k - -  3 l) 
da cui 

~o---- ~ k - - l . l ÷ q o  (qo~_ 1). 

Resta a trattare il caso, in cui nell'ipotesi ~), il punto F'o sia situato 
sulla sestica f'. Diciamo ~o = 2 k - -  ~ 1 ÷ P o  (Po ~ l) la sua molteplicit~,. Ad 
F'o corrisponder'h per la (3, 3) una trisecante fo della sestica fondamenta]e f 
del primo spazio. Dicendo io la sua molteplicifft, si trover~t, ragionando come 
sopra 

io = k -  z.l..po (p0_~ l). 

Riassumendo potremo dire: 
Se un sistema omaloidico d'ordine 4 k ~ dotato di una curva fondamentale 

t-l)-pla (l ~ l ~__ 3- ), del 6." ordine e genere 3, bisogna che abbia inoltre t,(h 
x ] 

almeno : 
1) o una curva fondamentale fo di molteplicita 

io ~ k - -  21.l.. 1, 

(io ~ k - - l ÷  1 se f oe  uaa trisecante di f), 
2) oppure un punto [ondamentale F di molteplicit~ 

(~ ~ 2 k - - l ÷  1 se il punto ~ situato sopra la sestica f). 
Una trasformazione birazionale d'ordine ~ k che abbia urta curva fonda- 

• ,,,entale (k-4--l)-pla (1 ~ l  ~_3  ~.) del 6? ordineegenere 3 ,~ i l  prodotto di u,~a 
\ / 

tras['ormazione (3, 3) per una trasformazione d'ordine ~ k -  1. 
Nei casi rimanenti ,~. ---- ~ k ÷ 1, 4~ k ÷ 2, ~ k ÷ 3 si giunge, con metodo 

analogo, ai segueati risultati: 



B e I o c h  : Sulle trasfor~n~.zioni birazionali  nello spazio. 67 

2. ° Caso : ~.--~ ~ h ~ t. -- Se ~n sistema omaloidico d 'ordine 4 h - ~  1 

u~a  curva fondame~tale f, (k -~- I)-pla "(1 ~_~ I ~ k -~ l , del 6. ° or- dotato di 
n 

dine e genere 3, dovr~ cevere inoltre al~neno : 

1) o una  curva fondamentale f~ mult ipla secondo 

(io ~_~ h -  1 se fo ~ una trisecante della sestica f), 
2) oppure dei p u n t i  fonda~nentali, in  nu~nero conveniente, ~u~dtipli 

secondo 

(~ ~ 2 k -  l-F-1 se i l  punto ~ situato sulla sestica). 
Una trasfor~aazione birazionale d 'ordine  ~ k - ~  l, the abbia una  curva 

fondamenta~e (h --~ l)-pla -( l ~ l . ~  _h~_ i )- deI 6? ordine e genere 3, ~ il pro- 

dotto di una  trasformazione (3, 3) per  u n a  trasformazione d'ordine ~k - -8 l -~ -3 .  

3." Caso : ~. ----- ~ k -~- 2. - -  Se  u n  s i s t e~a  omaloidico d' ordine ~ k ~ 2 ha 

u n a  sestica di genere 3 fondamentale (k-~- 1)-pla I _~ e ~ . - - 3  --)' dovra avere 

inoltre almeno : 

1) o una  eurva fondamentale fo mul t ip la  seeondo 

i o ~ k - - 2 1 - ~ - 2  

(io : ~ - k -  1-~ 1 se fo ~ una trisecante della sestica f), 
2) oppure dei p u n t i  fondamentali ,  in numero conveniente, di molte- 

plieit~ 
~ ~ 2 k - - ~ I - ~  3 

(:¢ ~ 2 / ~ -  l-~-2 se il punto ~ situato sulla sestica). 
Una trasforn,~azione birazionale d 'ordine $ k ~ 2, che abbia u n a  sestica di 

g e n e r e 3 ,  f o n d a m e n t a I e ( k - ~ l ) - p l a  (1 -~ l_~ ~ k-~-~ ) 3 ' ~ il prodotto di u n a  

~rasformazione (3, 3) per u n a  trasformazione d'ordine $ k -  8 l - ~  6. 

4." Caso : ~. --~ ~ k -~ 3. - -  Se u n  sistema omaloidieo I Y ] d'ordine ~ k -~ 3 
(k ~ O) ha una  eurva del 6." ordine e genere 3 fondamentale (k--~ l)-pla 

(l -~: l .~= k - ~ 3  ) 
- -  - - - - - ~ 3 - -  ' dovr~ avere inoltre almeno : 
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1) o una curva fondamentale fo di molteplicit~ 

i o ~ k - - ~ l - + - 3  

(io ~ k - - /~ t  ~- ~ se fo ~ una trisecaate della, sestica f), 
2) oppure dei puvtti fo~¢damentali, in numero co~venie~te, di molte- 

plicit~ 

(:¢ __~ 2/~ ~ l-~-3 se il puuto ~ situato sutta sestica f). 
Una trasform(ezione birazionale d' ordine ~ k-~-3, che abbia urta sestica 

di genere 3 fondamentale (k + 1)-pla (1, _Jl~__ .... k +3 3 ) ,  ~ il prodotto di una 

trasformazione (3, 3) per unct trasformazione d'ordine 4 k -  81-~ 9. 


