Sulle coordinate curvilinee d’una superficie
e dello spazio.

MEMORTIA SECONDA (.

(del prof. Denrizo Covazzt, a Puvia).

Divido questa seconda Memoria in due parti, 'una relativa alle coordinate
curvilinee dello spazio, e I’altra alle coordinate curvilinee d’una superficie.

PARTE PRIMA.

L’oggetto di questa parte prima ¢ quello di stabilive diverse relazioni li-
neari tra i coseni degli angoli formati con gli assi delle seguenti dodici
rette: le tre normali delle superficie (%), (1), (v); le tre tangenti, le tre nor-
mali principali e le tre perpendicolari ai piani dei circoli osculatori delle
linee (%, ), (u,v), (v, 2).

1.

Siano X;, Y,, Z, i coseni degli angoli che fa con gli assi delle &, delle y,
delle z la normale alla superficie (A) nel punto di coordinate curvilinee y, »,
cioé nel punto d’incontro delle intersezioni (4, w), (v, A); e siano Xy, Yu, Zu
e X», Yy, Z, le analoghe quantitd per le superficie (u) ¢ (»). Chiamando [
una qualunque delle X, Y, Z e ponendo per brevitd

n o . N
f.\'+fy+fz'_"‘ r

('} I numeri adoperati per indicare le formole di quesia Memoria seconda sono in continua-
ziong a quelli della Momerin prima (L 1° di questi Aanali, p. 310) puarte prima,
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ove f & funzione qualsivoglia, avremo
ZI;_i,u:O , 2[;_1}:0, }Jl}}_ =1, \
Sli=0, Xli,=0, NIi=1, ! (23)
Yhi, =0, XLi.=0, YIi=1, 5
Cid posto, cominciamo dall’esprimere I in funzione lineare delle i,, i, @:
e facciamo a tal fine
Iy=ai;+ biy + ciy, (@)
ove a, b, ¢ sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando questa equazione

prima per I,, poi per i;, e prendendo ad ogni volta sul prodotto la somma 3,
si trovano, in causa delle (1), (23),

aXli, =1,  Li,=a-+Dbcoss +ccosey;
da cui
a{a + beosey + coosey) =1. ()

Moltiplicando (a) per 4., ¢» e prendendo ancora ad ogni volta sul prodotto
la somma Y, si trovano

acosey -b—+ccoose, =0,  acossy -+ beose,+c=0; (¢)
da cul
b CO8Ey — COSE, COSEY seney COSYy
= — = ey
sen’sy sels; .
: (d)
COSEy —— COSE COSE, $eNEy COSNy 5
0= —— - L el v m——————_
sen’s, sency

Avanti di proseguire, notiamo che le a, b, ¢, le quali rendono soddisfatte
la (b) e le due (¢), rendono pure soddisfatta la terza (23). Infatti, qua-
drando (a) e prendendo sul risultato la somma 3, si otticne

Y=0a’- b+ c®+2abcose, + 2bc coss; -+ 2ca cosey,
ovvero

Xli=a(a + bcose, + ccoseu)+ U(b+ acose, + ccose;) +c (¢ -+ beose, 4 a cosey),

o finalmente
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Ora, mediante 1 valori (d), la () moltiplicata per sen®;, si cambia in
0} sen’s; — (Cosey — COSE; COSEw) COSEy — (COSEL — COSE, COST,) COSEy } = sen’e,
0Vvero
a’(1 - cos’e; — cos’e,— cos’er 2088, COsEL COSE,) =501 ;
da cui, prendendo il radicale col segno positivo,
1 VA

a ~ seng

Abbiamo intanto la prima delle seguenti

. VA . I A . VA
2l = sene; 2lity= sénsu M= sene,’ (24)

le altre due si concludono operando sulla prima le due solite permutazioni.
In seguito, la (@) mediante la sostituzione dei valori trovati per le funzioni
@, b, ¢ somministra la prima delle tre:

IV A =1i;sene; — i, 5616, CO8%y — 1y SCNEY COSTy »
TI.\A=1i,sene, — iy sene, COSY, — %, Sens; Cosxyy , (25)
LA =i, scne,— i, 86D, COS%u — 41 SCNEL COSYy ;

le quali esprimono ciascuna delle I, I, I, in funzione lineare delle 7;, iy, ..

Osserviamo, che moltiplicando la prima di queste equazioni per I, e pren-
dendo sul prodotto la somma 3, si trova, in causa delle (23),

VA B 1= —seney cosny Bluiy;
¢ quindi, in causa della seconda (24), risulterd la prima delle
ML L=—cosn, XLl =—cosn, XLI=—cosny, (26)

le quali sono evidenti per s® stessc.

2.

Reciprocameute, esprimiamo ora la 4; in funzione lineare delle I, Iy, I,. A
questo scopo, moltiplichiamo le (25) ordinatamente per tre funzioni «, b, ¢
da determinarsi ¢ sommiamole; disponendo di queste funzioni in modo che
riescano soddisfatte le

Ueosyy — b+ censy, =0, 1 eosnu -+ bheosy, —e=0, (o)
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troveremo
iyseney (@ —beosny — ccosny) = VA(al, + bI.+cL). (b)
Ma dalle {a) si deducono
bsen’n; = a (cos7y + €087, C0874),  csen?n,=a(cosny + COS%,COSY,)
ovvero
bsenz; = asenx,cose, cseny, = 0Seny,Cosey ;
onde sard

sene; (@ — bCosny —cC087u) == o (sene; — $eNe, CO8E» COSYy — SNEy COSEL COSYu)

o
= $4 — cos%e; — CO8E, (COSE, — COSE; COSEY) — COSEy (COSEL — COSEY COSE,) |
sene; ¢ 4 ‘ ' x 4

ad
seng,

Quindi la (6) si cambierd nella prima delle seguenti

. sen
i gl VA = Isenn, + T.senn, coséy + Lvs2n7, cO8Eu
seney ’ ! '
. sen :
fu SN VA = Fsennu -+ Isenz, cose; + Isenn, cosey (27)
senéy
. sem : :
iy Sen:" VA = I,senn, + I seny, cosey + Iusenyycose, ; ,
R 14 ;

le quali esprimono appunto ciascuna delle 7,, 4,, 7, in funzione lineare delle
]Z, ];u, .[y.

Si chiamino, per la linea (u, »), ¢/ 1 coseni degli angoli formati con gli
assi dalla normale principale; ¢”21 coseni formati dalla perpendicolare al piano
del circolo oscalatore; I la derivata, presa rispelto a A, del complesso degli
angoli di contingenza; ! la derivata del complesso degli angoli di torsione.
Si chiamino ¢y, iy, m/, m" le analoghe quantitd per la linea (v, 4); e
iy, i, 0, 0 le analoghe per la (%, ). Sussisteranno le note formole
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. ., o~y
34 — i a7 =1l =V, o’y — 1, 3

d?v /., O\?V " " é?J ., ’

- - . -

Clu 4y Oty . war Oy \

aiu' == Z‘u, _lé?(,—*-“l Z‘u,"— " s _—a‘l—l, =1nt'1 o \ (28)
~ Nt Nt

Ciy I3 ol N 1o (o7 Y 1"t

=11y, ~ ety — 11 vy S =N'Ty. /

a]} Ozl 61» /

Si chiamino ordinatamente o,, o, gli angoli formati dalla normale prin-
cipale alla linea (u, ») con le normali alle superficie (u), (¥). Si chiamino
ou, @'y gli angoli analoghi per la linea (v, 2) e per le _superﬁcie (), (A);
ed oy, o/, gli analoghi per la linca (A, i) e per le superficie (&), («). Porremo

X' I, = coso,, X" I.=senw;, ¥, I, =coso,, X", I, =send,,
Zi,‘u Iy freeny COS(:_)‘u; zi""‘u]}/ = Sell(ﬂ‘u, Ei"u I]' = COS(')’lu, Ei!,y I;_ — 8¢én (I)"L[’ (29)
YT, =cosay, X" =senoy, XihI=cosoy, Xi" I, = sendo,.
Ci0 premesso, esprimiamo I; in funzione lineare dapprima delle iy, i, "4,
dipoi delle 4, 75, #/,; e facciamo a tal fine

I}':&?:‘u -+ Z)?:"u"l"‘Ci'/I{g, . ;.:(Xiu+ﬁi’u'+ '}'i”)/,

ove a, b, ¢, a, 3,y sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando la prima di
queste equazioni successivamente per i., /., i, e prendendo ad ogni volta
la somma Y sul prodotto, troveremo, in causa delle (23}, (29),

d P ) .

a=:0, b=coso'y, ¢=sendy.

Cosl, moltiplicando la seconda delle stesse equazioni successivamente per
iv, 1y, ¢’y ¢ prendendo ancora ad ogni volta la somma Y, sul prodotto, avremo

a=0, F=1cos0y, Y =seno,.

Dunque sussisteranno le due prime tra le seguenti

. . . . . \
I, = ducosaly +i"useno’y, I, =i cosos + i, sena,,
I. =17y cos0y +i"senoy, T.=1 cosw,+1", sena,, (30)

I =14 cosd; +1"seney, I, =7 cosou+iTusenoy. )

Anuali di Malemalica, tomo 1, 14



108 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee

In seguito, queste equazioni risolute rispetto alle &y, ¢4, ¥u, 'y, ©'v, V'
danno

iy sen(0'y —o;)=Iuseno’y- I, seno;, 7 sen(o’y -6, )=-I.cos0'y +1I, cosay,
7usen(oy—ou)=Iy sene/,—I, senoy,  ’usen(w/ u—ou)=-I,cose/y+1I; cosou, ; (31)
7ysen(0y—a,)=I; seno’, ~Iysenoy, "y sen(o'y —oy)=-I, cos6'y +1,c080,.

Notiamo a questo punto che, siccome la normale principale della linea (g, »)
e le normali delle superficie (u), (¥) si trovano in uno stesso piano, cosi
'angolo #, sard la somma degli angoli oy, o'; ovvero dell'uno di essi e del
supplemento dell’altro. Vediamo come risulti espresso 1l valore di #; in con-
seguenza de’segni col quali sono stati presiicoseni rappresentati da’primi
membri delle (29). A tal fine, moltiplichiamo membro per membro la quarta
(30) per la quinta e facciamo 1'operazione 3; sul prodotto; troveremo, In
causa della seconda (26),

— cosy, = cos (&, — ©,),
e quindi avremo la prima delle

7, = 0y 7T — oy, u=0u+T— 060"y, =0t — (32)

4.

Passiamo ad esprimere ¢, in funzione lineare dapprima delle iy, ¢'u, {4,
dipoi delle iy, ¢,, 7.
Poniamo in primo luogo

Z}. - al‘u—!—bi,:u +Ci//[,(,
ove a, b, ¢ sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per ¢, e prendendo
sul prodotto la somma Y, abbiamo

4= COS¢y.

Moltiplicando per #', ¢/, e prendendo sui prodotti ad ogni volta la romma 3,
otteniamo, in causa delle (31), (24),

SeNGy « r - SeN Oy
T Z[ziz =

———————— YA = —gens, genoy,
senzy $en . sené :

COSQL,

NI, i =8ene, cosa
4 y) _ ¥ s
senzy “74M Y {
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Percid risulterd la prima delle
iy = 1uC088 — 1'ysene, senoy,—+ i sene, cos oy,
iu = iycose, — i’y sen g;sen o, -+ i,8ene, cosoy, (33)
iy = fycose, — i, seneysen oy + i, seneu cosw;. )
Ponjamo in secondo luogo
i;_::a iy + ﬁi’y‘l’Vi”y;

ove a, 8, sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per i, e facendo
'operazione Y, abbiamo
ox = COSP;/,.

Moltiplicando per ¢',, ¢, ¢ facendo ad ogni volta l'operazione Y, troviamo

! !
seno g s sene'y
B= —=31i,= ————\|A=seng,senc,,
Sellny v Senn‘/ Sell!:';,_ '
wral
cos0’y @y -
y = ~ 31, = — senéucosuy.
sen 7y S

Quindi risulterd la prima delle

i, = Gy co8Eu + iy seneusene’, — iy seneucoswy,

D g

iy =1, cos& + i, sene, geno’, — i, sene, coso’,, ) (34)

iy = i CO8E, + i/, 8606, seno’y — i sene, cos oy,

5.

Esprimiamo ora ¢, in funzione lineare dapprima delle iu, ¢'x, ¢”s, dipoi
delle 4, iy, i",.
Facciamo in primo luogo
Z";_: (I,Z.Iu -+ bl',{u“}‘()'i”(u,
ove a, b, ¢ sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per ¢, ed operando
la somma Y, risulta, in causa delle (31),

sendy o

£ T el am
seny, =

B send/,

2= et A\ == gene, sen o).
5077, SeNEy ~
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Moltiplicando per 4, e prendendo la somma ¥, si trova
a.C08&, — bsene, senoy,-+csene, cosoy = 0,
ovvero
bsenoy — ccoseyu==cos&, sena’,.

Moltiplicando per I, e facendo ancora ’operazionc Y, s’ ottiene, in causa
delle (29)

beosoy + cseno, = cosao’,.
Seguono
b= 050y CO86'; + senw,sen’, cose,,
¢ ==Senoy 080’ — cos ousens’, cose,.
Percid sussisterd la prima delle
¢!, =iusene, seno’;+iu(cosoy cose’; +senousene’; coses) +1"y (senoy cose’y - cosousend’, cose, ),
il =ty sene;sene’y + i'»(cosoy cosa’y +senoyseno’y, cose;) 41" (seno, coso’u—cosa,sena’y cose,), ¢ (35)
i'» =i,sengusena’y+1'; (cose, 08’y +sene, sena’y cosey) +i”; (senw, cose’y—cosw, sena’, cosey).
Facciamo in secondo luego
i =aiy + By + iy,

ove a, 3,y sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per i, e prendendo
la somma 3, si ottiene, in causa delle (31),
__ Senoy g . seno,

o —— by —=— — —= — SeINé&, Sena,.
seny, <™ seny; sens, R

Moltiplicando per i, e facendo I'operazione 3, si trova

acosey -+ (B sensy sena/y — yseney coso’, =0,
ovVvero
Bseno’, — ycoso, = cosey seno,.

Moltiplicando per I, e prendendo ancora la somma 3, risulta, in causa
delle (29),
Beosa’y + yseno’, =coso,.
Seguono
B=coso;cosc), + seno,;sena’, cosey,

y =080, sen o’y —sen o, cos o’y cose,.
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Quindi sussisterd la prima delle
£, =~ l.seneuseno, + ', (c0sa, cosw’, + seno sena’,cosey) + 17, (C0s0, sen0’, —5en0,0050',C08E L) 4
! u=~i;sens,seno, + i,(C0s04c080", + senoysena’,cose,) + i (cosousena’, - seno,cose’,cosey) , ¢ (36)

iy == iuSene,;seno, -+ ¢ 4(c080,080', + seno,seno’ ,cose,) +1" u(coso,sene’ . —seno, cose’ kCose ).

Finalmente , esprimiamo i, in funzione lincare si delle iy, I'u, ¢4 che
delle 2.;/, i’y, i"y.
Poniamo in primo luogo
?:”‘;. = ai‘u + bi,‘u + C?:”‘u,
ove a, b, ¢ sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per 4, e facendo
I'operazione Y, si trova, in causa delle (31),
cosa';

(0 == —— ¥ Ii, = —sene, coso’,.
seny, «HH g “

Moltiplicando per i, e prendendo la somma Y, risulta
a.cose, — bsene, seno, -+ cseng, cosoy =90,

oppure
bsenoy — € Coswy =— oS &y COS ),

Moltiplicando per I, e prendendo la somma Y, s’ottiene, in causa delle (29),
bcos vy - cseno,==sena’,.

Seguono
b=-coso,senw’;, — seno, cosw’,cose,,

c==senoysenae’; + cosw, cosw’,coses,.
Dunque sussisterad la prima delle
i, =—iusene,cose ;41 u(cosousene’, —sena,cose’,cose, ) -+ 1y (senoyseno’; -+ c0sw 080,088,
i =~ iysene;co86! u 1’y (Cos0,8ene’ y ~ 510,050 4C08E,) + 1, (Senw,8ene’, + cose, 086/ 4Coss,) 5 (37)

i, =~ i;gene,cose0’, + 7, (cose, sene’, — 5006, 080", coseL) + ) (sene,seno’, -+ 080,080’ Cosey).
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Facciamo in secondo luogo
=i+ Bi i,
ove a, 3,y sono funzioni da determinarsi. Moltiplicando per i, e prendendo
la somma 3}, risulta
__C0sa;

o == Y Li, =sen¢, cose,.
sen, ! :

Moltiplicando per ¢, e facendo l'operazione Y, si trova
aCos ey + Bsene,sene’, —ysens, cose’, =0,
oppure
Bseno', —ycos oy ==~ Cco8£, COS Q.
Moltiplicando per I, e prendendo la somma Y si trova
Beosuw'y + ysenaly =seno,.
Seguono
B ==sen06,c080'y —Co806,sen0yCOSE,,
¥ =8enae,sen o’y - cos e, cos o'y CoSEy.
Quindi sussisterd la prima delle seguenti
i, =i,seneuC080,~+1', (5600, €080, — cosw, 800", COSEL) + i, (seno,sen6") + COS0; 608Gy COSEy),
i"e= §;5ene,Co80u 1) (eN0LC080"; — Cosuusens’,cose) -+ i, (senausend/, + coso 080! cose, ), ¢ (38)
iy == usene,cos0, + ¢y (seno,cose’, — coso,sene’ cose,) -+, (seno, sene/ 1+ C0S0,C080/ uc0se,).

Le relazioni lineari (25), (27), (30), (31), (33), (34), (35), (36), (37), (38)
sono quelle che si volevano stabilire.

PARTE SECONDA.

In questa seconda parte considero unc solo de’ tre sistemi di superficie,
e propriamente il sistema (4); e quindi adopero formole composte di sol3
quantitd relative ad una superficie qualunque di quel sistema. Pero ciascuna
formola ottenuta potrd essere considerata come rappresentativa di tre diverse,
le due ultime delle quali si deducono da quella scritta col mezzo delle due
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solite permutazioni. Ora, ponendo per brevitd

’
@
W cosolu=ay, m'sene =gy, M'——E=y,,
122
/ . ! —b "n___ a(‘)" ——
n coswy =0y, nsenoy =by, n A == O,
f 4

mi propongo di stabilire le equazioni che legano tra loro le nove quantita
M, Ny &, Guy Buy Yuy Oy by, ¢y Esse equazioni risultano in numero di sei,
una delle quali finita, quattro alle derivate parziali del prim’ordine, prese
rispetto alle u, », ed una alle derivate parziali del second’ ordine, Le stesse,
mediante ’eliminazione delle B., b,, si riducono facilmente a quattro, una
delle quali finita, due alle derivate parziali del prim’ordine ed una alle de-
rivate parziali del second’ordine.

Cominciamo dallo stabilire I’ cquazione finita ¢ due tra le equazioni alle
derivate parziali del prim’ ordine.

A tal fine prendiamo la derivata della seconda (33) rispetto a v e quella
della terza (34) rispetto a u; avuto riguardo alle (28), troveremo

s osene,
%z,u _ zy%m,((,y___) ( ’senm,—}-n’coss,+cy.senc,coso,,)
v
osene
+ 1 ( < ‘A‘cosoy—f-cysenezsenmp),
> (39
i, dsene, , : ¢ (39)
5 == fu SENE) z@,uw— au +z,4 ok sena/y+m/cose;—ry usene,cos6’y
14
. osene
— z"’,u( %cosaf Y uSene,sene ‘u) /

Ne deduciamo, in causa delle (29), dapprima

. Olu
ZL'@*{; = COS Gy { =

~
osene,

o

sen o, 4 n/cos e, 4 c,seng; coscsy)

dsens,
+ sen G)y "—aT"“‘ COos Wy + Cy sen Sa sen 6.)1/ H
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0vVvero
Oty

ZI,.Wzaycossz—i—c,sensz; (40)

dipoi
o1 dsene
b 8; = cosm"u(-—a—ﬁ—i sena’y + m' cose, — yusens, cosey
, (Osene, , ,
—senae'u _—W— COS @'y + YuSene,senw'y | »

ovVvero

f %Z’ == 0L, COSE, — Y uSeN ¢, 41

Ora, moltiplicando la seconda (12) per I, e prendendo sul prodotto la somma
Y, risulta

9112[,,%—2;—)’1 =nXl, %% -
Avremo qmndx, mediante la sostituzione de’valori frovati per le Y/, %;j—
EI -~ la seguente equazione finita
7(0, COSE, —+ €y SENE,) == N (&, COS ¢ — YuSCNE,). (42)

Deduciamo altresi dalle (39) le due

. 0F, o, . Oly de,
Eu—a—f-:sene,.(b,,— av‘) ) Niu o =-—seng, (/’u H/) (43)

au v.azlb’

Eguagliando questi valori delle i, . av ) Lz‘u-éz a quelli somministrati

dalle due prime (14), si concludono le due seguenti equazioni alle derivate
parziali del prim’ordine

“

o.1eose, on \

. $& ,

- mbysene, =—=—

av + v ) d l (

. - {44

d.ncose, 1 Busene, _dm \ )
ou u — Ov’ )
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Passiamo ora a stabilire le due altre equazioni alle derivate parziali del primo
ordine.
oI, 9, .
A tal fine, formeremo dapprima i valori delle B0’ Pl La prima (30)
somministra, avuto riguardo alle (28),
al,
oun =

ovvero, in causa della terza (34),

’
’ am#

— (usenc’y — iy cos0'y) o (/i +m'"") cos o y+m"i ysen &'y,

aIZ - iu'—i‘uCOSE,‘
=y
ou seng,

= Oy,

la quale pud scriversi

a1,
a{lf - Zu(au + Yu COté‘,) + 1y 14

(45)

sens;

La seconda (30) alla sua volta somministra

ol, : . L) .
vt == — (', sen 0y — 7', cOs 0p) —;" — (Wi + 1" cosop + 1"y sen oy,
o o

ovvero, in causa della seconda (33),

oI, o, IrC0sE; — iy

= ~
ov 7 seng, vy
la quale pud scriversi
ol, c
iy Jpu ’ 74
= — & (tty — crcote;) — ¢ . 46
v (@ i) sene, (46)

Prendiamo ora la derivata della (45) rispetto a » e quella della (46) rispetto

'\A

ap, ed eguagliamoi due valori di - 2 .+ risulterd

v

o o Yu oi Y,
-1 o cote,) 41 At yucote)) 4+ nlil, LE
“dv (@t 7 2 " Ow sene, = (Ot )811 "sene, ()
a
o o ¢ i c
-1 oy — € cote,) — 4, —  —A{gy—c,cote ————7*” .
" ou (2 - s cotey) # Qusene, (@ - v cotey) Jdu #sene,
Annali di Matematica, tomo Il i5
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Moltiplichiamo questa equazione dapprima per 4,, dipoi per i, ¢ facciamo
ad ogni volta 1'operazione Y, sul prodotto. Osservando che sono, in causa
della seconda (33) e della terza (34),

Siuily = —sene;sena,, Niyiu=seng;senaoy,
¢ rammentando le (43), si troveranno le due

Y

sen 52

0 0
—5; (a,.a+ y,,,coteg) + cose, e Yaby =

a Cy X 853
— €08 6;,3*{;(% — €y COtE,) — ~— + (& — crcote)) | Bu Sk |senes
hadiid

ousens,

8 o de,
— C0sE; =~ (a{a+y,,eot e,)+ovg£‘€ — (u~+1yucote,) (b,, - —&—j) seng; =
=2 2

Co

sene,

o
(a,, - ¢ycote,) — cose,a - — ¢, Bu;

le quali equazioni si riducono alle due seguenti

’\

b 8(1&_ ey seng Sa Cose,+aysene, — ¢ cose)(p ot )
Yu a v oy -~ on 2" T A e SCLE; — Gy Tou

aa A‘g,
%senc —,O—coss,.-i—(a,isens}_—{-g/ﬂcoss;,)(%}f-—b ) Cp(/Ju‘t‘

05,) day
ou/ du

Sottraendo dalia seconda di queste equazioni la prima moltiplicata per cose,,
s’ ottiene

(8 a‘/ﬂ
a‘u Sen&‘/ ‘-a—" -— ) d)}

o oc,
~(ascose,+ ¢, sene;)sene, ( ’+,3 ) 87V sen’s; + —— Sa sene, cose,,
ovvero
d(ayseneg:cucoss, +/3u(aycoscz+c,,sens,)—i—au(ig' bp) 'd “o 0. (47)

Cosi, sottraendo dalla prima delle stesse equazioni la seconda moltiplicata per
cose,, si trova
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aE' o a)f

/ (o 2 14

e (O, COSE A, BENES) BN &y | 2= — by | — = gen®e, — =L gel1 6, CO8E, ==
( 4 yu /') A( aV 1’) dV 4 d‘y 2 4

aé’; aCy
aysene; | == +LBu|— ~—seng,,
i\ o .

ovvero

ofaysens, +y,cose,) : (852 oy _
5 — by (o, CO88;—yusSene;) + ay éﬁ+ﬂ'“) i 0. (48)

Le (47), (48) sono le due altre equazioni alle derivate parziali del primo
ordine che si volevano costituire.

Notiamo che se si moltiplicasse (a) per I, e si prendesse sul prodotto la
somma 3, si giungerebbe dopo le riduzioni ad una identitd. Siccome cia-
scuno de’ quattro coseni rimanenti 4, ¢4, ¥, ¢", pud venire espresso in
funzione lineare delle ¢, %, I, mediante le due prime (30), la seconda (33)
e la terza (34), cosl se si moltiplicasse (a) per uno qualunque tra essi e si
prendesse. la somma Y, sul prodotto, non si troverebbe alcun’ altra equazione
diversa dalle due (A7), (48).

Finalmente veniamo a stabilire I’ equazione alle derivate parziali del se-
cond’ ordine.

Percio, prendiamo la derivata della prima (39) rispetto a p, la derivata
P

della quarta (28) rispetto a v, ed eguagliamo i due valori di —g%%%; risultera

2
&ya#

o¢, , O [ Oseng ,
sene br~-a—v 'l‘lrgﬁ 7y Sen@ﬂ“f‘ﬂGOSEA‘*‘CpSBIIE;'GOSC.‘V)

. ~
+i””§-(§%ﬁ- coscoy-i—cysens)_senca,,)—}-%ﬁ sens, (b,,- cE )

ov
o', ( osene; ) _ (@)

seney-+ncose;+ cpsenszcosmy) + T\ gy Cosorte.sensseno,

8i’y(_8sensz
ou ov
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Moltiplichiamo questa equazione per i, ¢ facciamo sul prodotto I’operazione Y;;
avremo, avuto riguardo alla terza (34),

~ ag a e z )

g e b= ) + (- 5 Bsemon eosep e seneycoson) 3 o)
d 3, _ o/ U

+( Séal: lcosa,,+cpsen€,tsen@”) iy é—u—_.-a—'-—senelseno’y—km’ vl

Ma si trova, in causa della seconda (39) e della terza (36),

. ?__Z_i::___z a’w .._“__--semedsenm,, (ﬁa+%€;)

dsens
— (080, C05 0/ ;- sen v, seNn 6’y CosEY) ( 5 A sen e+ m/coss,— yusenscose’ y)

osene
~+(coso,sen e’y —sen o, cos o', cosey) ( o 46050/ ++ yusene; senc/ M) ;

ovvero

. ai, aé'r
Sy ——«-a“”:- sen’s;seno, ([)"w& Ef) ~ (cos 0, cos o'y +seno, sen o’y cose ) cose,

. 2 86‘3
-+ YuSENE, COS 0, — COS €, SEN 0y S
o anche
. ot ¢,
i a‘;:::.—-sen Oy (,6’(4 +N—8; )-—-coscoy (%, COS 8y —yuSCNE,). ()

Si trova pure, in causa della medesima seconda (39) e della terza (38),

Q’,

Ez,}-m—m-Zz’ —-«-- sen?e, Cos0y (/3,@;4—81)

asen e
— (seney cose’y — cose, seno’, coss;) ('—"S}TL sena/,+-1m'cose; — y usene, coso’ #)

ose

€
-+ (seno, sena/, -+ €osw, 086/, CosE,) (_,___é?_z_ c0sw'y + yusene,sen o ,u) ;
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o anche
LA e , , y
S 5 = gen’e; oSO, (ﬁﬂ—r- Eﬁ) — (senw, 08¢’y — coso, senw’, cose, ) in'cose,
oe; .
—+ ¥ 8enE; senoy -+ cos’s; cosw, o ;
ovvero
” ~
2y aal[;y ==C08 ¢y (/3;1, -+ %%) — SN0, (XuCOSEy — Y, SeNEy ). (d)

Da ultimo si trova, in causa della terza (34) ¢ dalla settima (28),

o a?///, yazyzu s Oby a.senelsenm’u_n,‘
V

e i bt e N il
~“"5y = Foy ov mworo

oppure in causa della terza (36),

az o.seng;sene’
2411, [ aAv g cosa’y + b, senw’, cose,). (e)

Ora 1’equazione (b), mediante la sostituzione de’ valori somministrati dalle
(c), (d), (e), diventa

a &
seneg, | by —
du 2( a av)f
Oseng, , Og;
+| T, 88Ny —n/ C08E;~C,SENE; COSOy | §8EDGy [p’m-a +€08 @y (2, COS €~y uSCNE,)
O
dsene O
+( - 4 cos 0p+cy sene; sen oy | coso, (/3#+§£)_senw,, (0t COSEy — Yy 8N EY)
d. [Busene,
‘-‘l(i‘g—‘_/' - aluay““@yquOSEa;
v
ovVero
d¢, d¢, de, d¢
sene, | b, — =% cos ;== — by cose 2
2( g va (‘8"_‘_8;&) iy —breosa\futgy
0. Busens,
— (aucose; — yusens,) (a» cossz—}—cysensa):_@ﬁ__i — o0y — Bubscose; ;

8 4




118 Codazzi: Sulle coordinate curvilinee.

o anche
a a(:';_
seng; = { (hy — == — (@, €088, — v, 8ene,) (@, COSE,+CpseNE,) ) ==
Su Sy .7 ] ! A
o
sene, ﬁ“ — Gty
LTSy ‘
o finalmente
ob, oJf. ok, .
A A " o o —
3_&6 “ Sy aml/ =+ (Ru s +’)/xw(w) sené; — (A, Cr— C&y?’y)COSé‘l =0, (49)

la quale & I’equazione alle derivate parziali del second’ ordine che si trat-
tava di costituire.

Notiamo che se si moltiplicasse (a) per ¢, o per i”,, e si prendesse sul
prodotto la somma 3., si troverebbe in ambi i casi una combinazione delle
(47), (48), (49). Percid, se simoltiplicasse («) per uno qualunque de’ quattro
coseni rimanenti i, ¥y, i"u, I}, 1 quali mediante le formole della parte prima
possono esprimersi in funzioni lineari delle 4,, ¢», i",, e si prendesse la
somma 3, sul prodotto, non si giungerebhe a verun’altra equazione diversa
da quelle gid ottenute. Notiamo altresi che, se invece di eguagliare i due

27 ;

valori di \a—ﬂf— » si fossero eguagliati i due valori di —g?—li formati col pren-
ouov oudv
dere la derivata della seconda (39) rispetto a » e la derivata della settima
(28) rispetto a p, si sarebbe costituita un’equazione analoga alla («), la quale
moltiplicata per uno qualunque de’ sette coseni i, i'u, 'u, iv, i'», 'y, I} e
sottoposta all’operazione Y, non avrebbe condotto a verun’altra equazione
novella.

4,

Abbiamo dunque, trale nove quantith m, n, ¢, au, Bu, Yu, tr, by, ¢, sel
equazioni, ciod la (42), le due (44) e le (47), (48), (49). E chiaro poi che
se mediante le due (44) si eliminassero le By, by, queste sei equazioni si
ridurrebbero facilmente a sole quattro, una delle quali finita, due alle de-
rivate parziali del prim’ordine ed una alle derivate parziali del second’ordine.
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Nel caso in cui le (2, g), (v, &) costituiscono due sistemi di linee orto-
gonali, la (42) e le due (44) diventano
on om
mey +nyu=0, mby==r NBuy=—-—=—> 50
v T MY u = Bu A (50)

le quali sono ecquazioni conosciute. In seguito, le (47), (48), (49) si ridu-
cono alle seguenti

%"}" %C;; “‘*"18;,46’1/ ""alubv:o: \
oy oy
of oby
"bTJ;Lf— al,L Mayctu” '}’(AC,‘V:O;

le quali gono le equazioni di cui ho fatto uso per trattare la questione
sulle superficie applicabili posta al concorso dall’ Accademia delle scienze
di Parigi nel 1860. Si vedano, pel lato storico della questione, i Comptes
rendus de U Académie des sciences del primo semestre 4861; oppure il
Rapport sur les progrés les plus récents de Uanalyse mathématique en
France, compilato dal sig. Berrranp e stampato a Parigi nel 1867, sotto gli
auspicii del ministero dell’istruzione pubblica. Tornando alle (51), il signor
OssiaN Bonner ebbe la cortesia di pubblicarle, dandone in pari tempo una
dimostrazione geometrica molto semplice, al principio della sua Note sur
la théorie de lo déformation des surfaces gauches, inserita nei Comptes
rendus del 16 novembre 1863. Una dimostrazione analitica diretta ¢ piut-
tosto breve delle medesime equazioni s’ottiene seguendo la stessa via per-
corsa affine di stabilire le equazioni del caso generale, col riguardo solo di
porre in ogni formola &;=={.

Pavia, & maggio 1868.
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