
Sulle coordinate curvilinee d' una superficie
e dello spazio.

M1EAlOIiIA SECONlJA ( •) .

(del )ros. DEL vINO CouAzzi, a Nvia) .

I)ivido questa seconda Memoria in due parti, l'uua relativa alle coordinate
curvilinee dello spazio, e 1' altra alle coordinate curvilinee d' una superficie .

PARTE PRIMA .

L' oggotto di questa parto prima e quello di stabilire diverse relazioni li-
neari tra i coseni degli angoli formati con gli assi dole seguenti dodici
rette : le tre normali delle superficie (?w), (u), (v) ; le tre tangenti, le tre nor-
mali principali e le tre perpendicolari ai piani dei circoli osculatori delle

1 .

Y„ ZZ i oseni degli angoli the fa con gli assi delle x, delle y,
defile z is normale alla superficie (2) nel punto di coordinate curvilinee It, v,
cioe nel punto d'incontro delle intersezioni (2w, It), (v, X) ; e siano X,, Yp , Zy
e X,, Y,, Z, le analoghe quantity per le superficie (Ft) e (v) . Chiamando I
una qualunque delle X, Y, Z e ponendo per brevity

fV+ fy + fz .=yf7 ,

numeri adoperafi per indicare Ie formole di questa Melnoria seconda
delta Mcnioria prima (t. 1° di questi nnali, p. 310) parts print

0 Con tin
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0 finalmente

o e qualsivogh avremo
,2,hiU -0,

	

I,.i,,=4,

--a

C=--a

Cod a zz i : Sulle coordinate curvilinee .

sell 2CA

o'~ z

IA .- ai, -+ bi,, + civ,

,

~~IviA=O, ~IYiu=O, ~dli= ,

City posto, cominciamodall'esp

	

ill full
e facciamo a tal fine

ove a, b, c sono funzioni da determinarsi . Moltiplicaudo questa equazione
prima per IA , poi per iA , e prendendo ad ogni volta sul prodotto la comma ,,
si trovano, in causa delle (9), (23),

b cosey -i- C COS6 ;

da cui
a(a + b COSGY i- C COSau)

	

(b)

Moltiplicando (a) per i,,,, iY e prendendo ancora ad ogni volta sul prodotto
la somma

	

si trovano

a cost, + b '

	

r•=

	

+ b toss ;

da cui
coscY-cosex cosaa -

	

senapcosr~Y
SeI16A

Cosc'U --cascY coSEA-

	

sens„cosny
2

	

-asenCA

	

-

	

senaA

a delle iA ,

(23 )

(a)

(d)

Avanti di proseguire, notiamo the le a, b, c, le quali rendono soddisfatte
la (b) e le due (c), rendono pure soddisfatta la terza (23) . Infatti, qua-
drando (a) e prendendo sul risultato la somma .1, si ottiene

2;J22 2=a2--t- b 2 -;- c 2 +2abcosEY + 2bc coscA-1- 2ca cosc ,,

ovvero

J;IAI=a(a + bcosep+ ccossu)-E- b(b+acose,±ccosc A ) + c (c + bcossA +a coscu),
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Ora, mediante i valori (d), la (b) moltiplicata per sen 2EA si cambia in
a 2 1 sen 2 E ; - (Cos&, - COSC ; cose ) cose - (cosEu- coscy COSc)) COSE u = Sen 2E~ ,
ovvcro

cc2(l -- cos 2 e). -cos 2e~s - cos 2rv+2cossA toss" cose y)=sen 2E ; ;

(la cui, prendendo it radicale col segno positivo,

1

	

VA
a

	

senEA

Abbiamo intanto la prima delle seguenti

	 VA	VA

	

VA

senEA

	

fIu i,U=

	

~ Tyiy=

	

(24)senEu

	

`~

	

seri ,

le altre clue si concludono operando sulla prima lo due solite permutazioni .
In seguito, la (a) mediante la sostituzione dei valori trovati per le funzioni
a, b, c somministra la prima delle tre :

jAV~=Z)Sfi'11EA-2,use11E u cos~y-2yscne cOS~u

Iu V0- zse11Eu - 2y Sellcy COSY/p - iA sentA cosYy ,

	

(25)

Ty V L~ -- 2y SCllcy- iA SCnc; cOS7u- 24,u SC11Eu COSY(; :

le quali esprimono ciascuna delle I;, I,,,, Iy in funzione lineage delle i;, ip , iy .
Osserviamo, the moltiplicando la prima di queste equazioni per I,, e pren-

dendo sul prodotto la somma 2., si trova, in causa delle (23),

V~~I;I«=-- se1l~uCOS%y L 1T ;

C quindi, in causa della seconda (24), risulterh la prima Belle

VI?I~-- Cosy, ~ UIy -- - CosnA , YAIITA = - cosY7,u ,

	

(26)

le quali sono evidenti per sip stesse .

2 .

Reciprocanleiite, esprimiamo ora la iA in funzione lineage delle I;, Iu, Iy. A
questo scopo, moltipliclliamo le (25) ordinatamente per tre funzioni a, b, c
da determinarsi e sommiamole ; disponendo di queste funzioni in modo the
rioscano soddisfatte le

cccosri y ----b+CCnsn;-:-- (),

	

aeosr,t ±1eosYq;-c=-0,

	

(a)
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troveremo

iAsencA(a-bcosny-ccosn,,)= V0(ah+bl u.+cI ) .

	

(b)

Ma dalle (a) si deducono

bsen 2nA = a (cos try + cos n).cos n,u) ,

	

c sen 2 nA= a (cosh;, + corny corn ;;) ,

ovvero

bsenna -_ asenn u cosEy,

	

csennA=asenn, cosE u ;

onde Sara

sensz(a-bcosny -ccosn,u)=a(senEA -sensu cose y cosny -senEycose u cosrr,u)

a=

	

2 4 - COS2e - core (CosEy - Cost COSEu) - CoSEu (COSEu - COSEy COSEA ) I
seneA

aA
senE A

Quindi la (6) si cambiera nella prima Belle seguenfi

sennAia - \/0 = hsenn, + IIAsennu coscy + -Ts 'nn, cosEu ,
sent a

i senn,u
u	VA = Iasenn a +Iysenny CosEA +IAsenn, cosEy ,
sense

sentryiy

	

y~=i sentry+I,senn, cosFu ±J:U ennu cosc ; ;
sentr y

le quali esprimono appunto eiascuna Belle i,,

	

i„ in funzione lineare Belle
I„ J 1 T .

a .

Si ehiamino, per la linen (it, v), i;' i coseni deli angoli formati con gli
assi dally normale principals ; i"2 i coseni formati dally perpendieolace al piano
del circolo oscalatore ; l' la derivata, presa rispetto a R, del complesso degli
angoli di contingenza ; 1" la derivata del complesso degli annuli di torsione .
Si chiamino i'i"F,, m', rn" le analoghe quantity per la linen (v, 7) ; e
i',., i",., W, n" le analoghe per la (%, ii) . Sussisteranno is note formole



a iz
d2

02u
a«
C, 11 ,
av =12 2 v,
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=l g ;,

782'1,

Si chiamino ordinatamente (J A , (J'A gli angoli formati dalla normale prin-
cipale alla linea (u, v) con le normali alle superficie (Ft), (v) . Si chiamino
cJ~, (a's gli angoli analoghi per la linea (v, 2) e per le superficie (v) . (2) ;
ed o,, (J',, gli analoghi per la linea (2 , Fc) e per le superficie (2 ), (u) . Porremo

~2'Alc, = COS(J ;, ~~i'f lu = SencJ;, ~2'?Iv = COSO',, ~, i"; .Tv= SefG)'2 ,

~icu ly = COSCJu ; ~i''uIv = senc) u , 5'ilul; = eoscJ!« , .4 i''~I; = sencJ'u , (29)

2;2W; = COSOv, 2;i",1; = sen(Jp,, ~2'v u = COS(J'v, ~2"vLu = sencJ'v .

Ciu premesso, esprimiamo I, in funzione lineare dapprima delle i;1 , i'u , i",u ,
dipoi delle iv, i',,,

	

e facciamo a tal fine

I•- a2 -L bi', +ci'

eve a, b, c, a,13, y sono funzioni da determinarsi . Moltiplicando la prima di
queste equazioni successivamente per iu, i', i" « e prendendo ad ogni volta
la comma ' sul prodotto, troveremo, in causa delle (23'~, (29),

a =-- 0, b = Cosc = son (,/P .

Cosi, moltiplicando la seconda delle stesse equazioni successivamente per
iv , i'v, ill, e prendendo ancora ad ogni volta la comma ' sul prodotto, avremo

a - 0, 13, - COSCav,

	

= sell G), • .

Diinque sussisteranno le due prime tra lo seguenfi

II = i'11 Cos(Yl t 4- Pt,sell (,)'p,

Iu =

	

cos cJ'v + P, sell ofv,

cos (J', -j- i" z sen

ai';~--1' • -l"i";, dZ";~-hci'~,

ii2 2u-9)2 2 It,

	

-?fl 2
C)a

	

aft
1 .r

	

^ ,r
02v

	

01,
v

	

, 'I-T62v -l2 l v,

	

~ = fc 2v .a it

	

(J 2'

I,, = if, Cos (,)v +

	

sell

o'

,

-i'A Cos(J,+i' sen C) ;,

I,, = i!, cos (,), -I- i" son o" .

Anunli di Neil,•nml,ea, t(nua If .

	

14

(28)

(30)
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In seguito, queste equazioni risolute rispetto alle i',, i",, i'u, ill il" ' ill,,

danno

i';~ sen(cJ' ;~ -6),)=lu sencJ';~-Iy senO ,

	

i";( sen((J'A -6),)=-Iueos(J';~ +Iy eos6)a ,

i' sen(cJ' u -6)u)=I sencJ!u-I, senc)u ,

	

i", sen((J',a-(.~u)=-I cos@'P+I,•, Cos(.)u,

	

(31)

i'y sen((J'v-(Jy)=1' senca' y -I,usen6)y,

	

i''y sen((J'y-6)y)=-II coS6)'y+Iucos(Jy .

Notiamo a questo punto che, siccome la normale principale della linea (It, v)
e le normali delle superficie (u), (v) si trovano in uno stesso piano, cos!
l'angolo n; sara la somma degli angoli 6) A , (J'A ovvero dell'uno di essi e del
supplemento dell'altro. Vediamo come risulti espresso it valore di nA in con-
seguenza de'segni coi quali sono stati presi i cosenii rappresentati da'primi
membri delle (29) . A tal fine, moltipliehiamo membro per membro la quarta
(30) per la quinta e facciamo 1' operazione 2; sul prodotto ; troveremo, in
causa della seconda (26),

cosn;. = cos ((J', - O,),

e quindi avremo la prima delle

+C-6j •6)u--E-%t-6)'u, ny=.Oy -f- t(32)

'1 .

Passiamo ad esprimere i;, in funzione lineare dapprima delle
dipoi delle iy, i'v, ill, .

Poniamo in primo luogo

i u, ilu, 1"u,

i;,=aiu+bi'u+ci"u,

eve a, b, c sono funzioni da determinarsi . Moltiplicando per iu e prendendo
sul prodotto la somma 2', abbiamo

a = cosy .

l\loltiplicando per i'u i' e prendendo sui prodotti ad ogni volta la somma ~;
otteniamo, in causa delle (31.), (24),

sen(J

	

senca u
b=--

	

'` ~I,i,= -	 ~z=-senFyseno u ,
sen n,u

	

sen n u sen e),

_

	

COS() u `~
t,

	

senr,u
II)z=se11fyCOS6)u .
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Percib risultera la prima delle

i, = iueosr,

	

i!a sell ey sell (Ju±ill u sell 8vcoscou,

= i„ cost) - ill sen F, sen C.,)P+ i"vsellE, cos o y ,

i„ = i, cos F,~ - i', sen ~« sen ca, -1 i"; sen F,u cos w, .

Poniamo in secondo luogo

i,--ui,

ove a,

	

sono funzioni da determinarsi . Moltiplicando per i„ e facendo
l' operazione " , abbiamo

a - coscy .

Moltiplicando per i',,, i"v e facendo ad ogni volta l'operazione 1, troviamo

(~' =

	

'

	

'sell cv IIi,

	

sell w v
--

	

~ ~ = sen F.m sell f,,sell~7 v

	

send„ senF,

coso,v ,
Sell nil

'z

	

- sen sy cosu'v .,

(33)

y=-

Quindi risulteea la prima delle

i, ==ipeosB y + ill son clu Sell 0 1P -i"y Sell Fycosca'v ,

	

i

CosE,, +

	

sell F, send', - i", sell ,-, cos(34)

iy -- iu CosF, +sell F,. sell o'u --- i"(z sell %, cosca'Y .

	

'

5.

Esprimiamo ora i', in funzione lineage dapprima delle
delle i,., ilk , 2"y .

Facciamo

	

0

	

0

ifu, illu , dipoi

i', a iu + b i', 4 .T c i"",

ove cc, b, c sono funzioni da determinarsi . Moltiplicando per i, u ed operando
]a somma

	

risulta, in causa delle (31),

sc11` a ',
v

senw'~
U =	„~lui1,---	 ~ll1 -- se11F„Senca', ."ell 4,

	

- se11Yj,Senet4
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Moltiplicando per i, e prendendo la somma ', si trova
acoscy - bsency sencorz -+csencb coso, = 0,

ovvero
bsenca u -CCOSO'u -COScy sen(Ja .

Moltiplicando per Iy e facendo ancora 1' operazionc I, s' ottiene, in causa
delle (29)

bcoso'.+csenc),C -COSo',.
Seguono

b=cosc,);,cos( .)'A +senwusen( ,)',cosst,,

c =--!sell( ,U cos (YA -cosdu seno',coscy .

PerciO sussistera la prima delle

i';~-iusene, send',,-F-i'a(coso~ coscy'+sencausenc~' ;~cosc,)+i"(seno coso',-coso seno cosc y),

,-iy senc;send'y.+i'y(coso,,cosd'p+sencj,seno'P cos6A)+i"y(senoycosd'p-coso yseno',coscA), (35)

i 'y - i~sene1 send',+ i';~ (cosd~cosd'y -E- senc Send',cosCu)+i";(send; coso'y-coso~seno',cosc,~) .

Facciamo in secondo luogo

+ 3i'y + y irry

ove a, N, y sono funzioni da determinarsi . Moltiplicando per iy e prendendo
la somma ,,,, si ottiene, in causa delle (31),

seno, s

	

seno,a=-	 ~,Iyiy =-

	

senc~seno . .
senn,

	

sen?,sency

Moltiplicando per z 7 e facendo l' operazionc

	

, si trova

a cose c + f3 sene,4 send
ovvero

jl3sen 0 11V - y Cos d'y = coscy send.

Moltiplicando per IM e prendendo ancora la somma

	

risulta, in causa
delle (29),

13cosd;,+yse y=coso, .
Seguono

y -- ysencl, CoSd

(3=cosoxcoso'y + seno, send'„ cosc,ts ,

y=coso,Sell o',, -sell o, cos or,, cosca .
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Quindi sussistera la prima delle

i';-- iy sense servo, + i'y (cowl, Costa'„ + seno,seno' ycosE«) + i", (coso,seno',, -seno,coso'„cosEF~) ,

i',~-=-isenEyseno

	

i',(cosoucoso', seno~seno',cosEy)+i'',(cosel~seno',-senta~costa',cos~y),

	

(36)

G 'y= - i,,2senE,senoy -+- i'u(cosoyCOSO'u +Senoysellta' ucosE~)+i" (coso,,sencI -Seno ycost~14cosE~) .

6.

Finalmente, esprimiamo i", in funzioue liucare si delle iu, i',,, i",u c lie
delle iy, i'y, i",, .
Poniamo in primo luogo

ill
;.=aiu + bi'u +ci",u ,

ove a, b, c sono funzioni da determinarsi . Moltiplicando per i,u e facendo
l' operazione 1, si trova, in causa delle (31),

a ---- Costa',
IVI,2 ip _ - senE„coso',,

senn,

Moltiplicando per i, e prendendo la somma

	

risulta

acos',,- bsenEy seno,,+csene,,coso,u=O,
oppure

bseno,u -c coso,, _- cos Ey cos o',.

Moltiplicando per L e prendendo la somma ~, s'ottiene, in causa delle (29),

bcoscap +csenw,w senca'; .
Seguono

b=coso,u seno',-senop coso',cose ,

c =seno,,seno', + coso, .' COS(YA cosE,, .

Dunque sussistera la prima delle

it~sencycoso',-a-i' (coso~senel',-servo,~eosw',cosE,)+i",~(seno~~senca',-1 eoso tcosw',cose

2'~

	

),~

i~=-2ySenE,eoso'~ } 2'y(COSCJysenGJ'u-SCn(Jycoso'uCOSE,)+i",(seno, .seno'~2±cosopcosu','cOSE,), ( .3 /)

2"y - - B,Senspcoso'y+2',(COSO).Sell(.)y-SCIIo;COSW'yCOSE'u)+2",(seno seno', ±COS(J,COS0,,cosel, .) . S
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Facciamo in secondo luogo

i"~. =aw+/3i'v+yi"v,
ove a,

	

sono funzioni da determinarsi . Moltiplicando per iv e prendeudo
la somma j;, risulta

cose) Aa =	2IJ,iv= senEru cosw ; .senn;

Moltiplicando per iy, e facendo l' operazione ~, si trova

acosE,u + /3senF,u seno',,-ysenE,u cosJ' v =0,
oppure

Mioltiplicando

Seguono
(3 .-_sen(•);cosw'v -cosw,senw',,coseu ,

y-sen(,);,seno'v+coso cosw'v cosEu .

Quindi suss

	

seguenti

i

i";=ivSe12E~,Coso. 12'vtSeno,coso'v --coso senCJ coSE u)-E- 2"v(Sen(-);senC:i'v +COSC);cOSw',cosv ),

Z'~tr= Z;Se12EvCOSwir~.-}-i'~ (Servo 4cosG/2--coso senw'~COSEv) -i- ; (Seno,'seno l - COSC•)uCOSt~ t i,COSEv ),

" =-iztsenE;coso,,+j'2(SenUvcosCJ' •- coso senC'ucose?)± 1" (SenCJvseno ±cosC)vcosC~'E,COSE,~ . ,

Le relazioni lineari (25), (27), (30), (31), (33), (34), (35), (36), (37) ., (38)
sono quelle the si volevano stabilire .

PARTE SECONDA .

.122 questa seconda parte considero unc solo de' tre sistemi di superficie,
e propriamente it sistema (2,) ; e quindi adopero formole composte di Sol,,

quantity relative ad una superficie qualunque di quel sistema . Peril ciascuna
formola ottenuta pots essere considerata come rappresentativa di tre diverse,
le due ultime Belle quali si deducono da quella scritta col mezzo delle due

,l3sencvp-ycosw'v=-cosFu cosc~, .

per Iu e prendendo la somma v si trova

/3cosw', + ysenw' v =seno,.



d 2,u

av

mi propongo di stabilire le equazioni the legano tra loco le nove quantith
lit, n, Ey, ay, 1,;L, 7,u, aY, be,, cY. Esse equazioni risultano in numero di sei,
una Belle quali finita, quattro alle derivate parziali del prim'ordine, prese
rispetto alle ,u, v, ed una alle derivate parziali del second'ordine, Le stesse,
mediante l'eliminazione delle bY, si riducono facilmente a quattro, una
delle quali finita, due alle derivate parziali del prim' ordine ed una alle de-
rivate parziali del second' ordine .

4 .

Cominciamo dallo stabilire 1' cquazione finita e due tra le equazioni alle
derivate parziali del prim' ordine .

A tal fine prendiamo la derivata della seconda (33) rispetto a v e quella
della terza (34) rispetto a y ; avuto riguardo alle (28), troveremo

z se118~

	

aE.
(bv-- v)

aiY

	

z SenE

God azzi : Su.lle coord'

	

t:

solite permutazioni. Ora, ponendo per brevity

Mrcoso'y -a,, m'seno'u-N,u,

of cos oY =-a,,

a EA

a it'

	

v = cosO„

Y

n' sell oy =bv,

No deduciamo, in causa delle (29), dapprima

'villnee .

asef6ASeno

	

1ay

	

Y` n eos ,±c,senB~coso,

asenE

a sell E,a '` senoly 4-rnlcosEA-y,usenE Acosw',u

a senE~
cos

	 ser

	

n eosEA c„senEAeosoo

-- aSelloY

	

sell
az

e ;,
coswY +cy senEA SenoY

111

'I
aoi

l72- a =u

n//

	

aoY-
a -- C' ,
Y

osenE;~

	

f

39)
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ovvero

dipoi

ovvero

~1, ay =aV cos62 +c,.senE, ;

	

(40)

ail

	

asenF
1 1;11 =Cosu',~

	

senu'~--I-m'cosF,-yusenF,cosu'u
ci,u

	

a ~t

(asen8
-senu',u

	

aIt ~coso +7UsenF) senca',U

-au coSF,senF,.

	

(41)
au

Ora, moltiplicando la seconda (12) per .1, e prendeado sul prodotto la somma
N', risulta

911.'1 av =nSI,
drL

Avremo quindi, mediante la sostituzione de'valori trovati per le J'I, 11 .

au ' la seguente equazione finita

in (a r,cost,+c„senE,)=n(aP cos I., - yp senF,) .

	

(42)

Deduciamo altresi dalle (39) le due

s . aift

	

aF,
/

	

ail _

	

aF,
r~Y av -sen r;. b,,- av

	

~r 2,u oft ---sen F, ~u

	

a~ ~
•

	

(43)

Eguagliando questi valori Belle r' i„
azu

	

Si,~ ai, a quelli somministratiav

	

art
dalle due prime (14), si concludono le due seguenti equazioni alle derivate
parziali del prim' ordine

a . rI eos

	

0)1

av 1 + nbYseii == t ,

a . 11. cos,,

	

a «1
' (44)

	 .,	-
O

	

77 (Jµ Seri F,=
tt

	

O b'

	

/
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2 .

Passiamo ora a stabilire le due altre equazioni alle derivate parziali del primo
ordine .

aI . aI,A tal fine, formeremo dapprima i valori delle
a F' oy

La prima (30)
somministra, avuto riguardo alle (28),

ah ._ - (i r, sen o r

	

ill, cos UrP)
acaru _ r + ~

12 2•n,a ) cos 6/14

	

sen ca ru
f

~ ~ -

	

u -

	

a,~

	

(na a u

	

,~ + n2,

ovvero, in causa della terza (34),

aI, _ iy-iu COSs?
zuau,a~

	

yt~

	

seas,

la quale pud scriversi

_aI'

	

iu (a« + y,~ cote,) +' iy	 yt~ •

	

(45)a~

	

son

La seconda. (30) alla sua volts somministra

I1 = - (i'y sen (J" - illp Co s (J")
6),
- (nr

	

n11 i 1/
y) cos , Y + 9P z rp sen o,,cal)

	

cv

seconda (33),

ar,_

	

2vCOSS~ - 2u
-cy

	

- zyaj',dv

	

sens,.
la quale pud scriversi

aI,
` --av

	

iy(ay -- cycots,) - i«
cy

	

(46)senr2

Prendiamo ora la derivata della (45) rispetto a v e quella della (46) rispetto

ay, ed eguagliamo i due valori di
a

alt`aIy
; risultera

ita (ag +ypcots,)+iyd
v s

7'1'z
,,17 -(a~`

I yucots,,) y

	

7 9

a

	

a cy

	

a iy

	

,6, cy

	

(a)
E

	

i)

	

sell 6).

-iy d~(ay-cycotdILSe11C
;
.- y -cy eots y ) d1~ -ray sellsl

Annali di MYlatematica, tomo if .

	

45

ovvero, in causa della
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Moltipliehiamo questa equazione dapprima per iu , dipoi per i, e o
ad ogni volta 1' operazione Y sul prodotto. Osservando the sono, in causa
della seconda (33) e della terza (34),

-- sent, sen0 1,

	

t = sen£, senca'i ,

e rammentando le (43),

- cost

roveranno le

R

'u cot£, ,a+ a
o v sen

G (L

u

± (a, - c,. cot E ;. )

a CY
C~cotE)) -

	

Fit sell £,

le quali equazioni si riducono alle due seguenti

ac„

	

aa„

	

o£A
yu

	

- bv

	

yen£ -- cos£a+(Cl v senE•- Cvcos& , ) i
av

	

av
--

aFc '

	

d(c

	

+ are '

oy~

	

aa,~

	

aE.

	

_

	

a£, _ ca"
av

senE.-
cv

cosEA+(a,Asens;+ v cosE;)(
av

-bI. - Cy ~
u~d c~ dP

	

f~

Sottraendo dalla seconds di queste equazione la prima moltiplicata per cos r ;,,
s' ottiene

au senE, (ay - b,l +
dv

senE, _

a£,

	

aaY

	

acy
-(a3 cosEA -l- cysenE,)senE,(

a~_+E3 i)
-

	

sell 2E, -f du
senE, cosE,,

ovvero

cote

e

J- ev J,u i

o'v

	

dva,
(~(avsenEA--cvcosr ))

	

a£,
au

	

-~(3u(aycosEa --cy sen£;)-~ - (-

	

bv)	 `0, (41)

Cosi, sottraendo dells prima delle stesse equazioni la seconds moltiplicata per
cos fl , si trova



--- (accost,--~-yy sen£,)sene,
as)
av

ovvero

a(alzsent ;. -I-yycost,l _ Uv(.a«cost;,sent;.)-I-av a"+ acv= 0. (48)
av

	

a,t

	

' aw

Le (47), (48) sono le due altre equazioni alle derivate parziali del primo
ordine the si volevano costituire .

Notiamo the se si moltiplicasse (a) per I, e si prendesse sul prodotto la
somma 1, si giungerebbe dopo le riduzioni ad una identita . Siccome cia-
scuno de' quattro coseni rimanenti i',u , i' , i',,, i"v puo venire espresso in
funzione lineare delle i ce , iv, II mediante le due prime (30), la seconda (33)
e la terza (34), cosi se si moltiplicasse (a) per uno qualunque tra essi e si
prendesse. la somma I sul prodotto, non si troverebbe alcun' altra equazione
diversa dalle due (41), (48) .

3 .

Finalmente veniamo a stabilire 1' equazione alle derivate parziali del se-
cond' ordine .

Percio, prendiamo la derivata della prima (39) rispetto a It, la derivata

della quarta (28) rispetto a v, ed eguagliamo i due valori di all

	

risulterh

am'

	

ai''uav

	

av

v-
sell 6 ? --- dv sent). cost,

e

aym

ii5
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Cod azzi : Sulle coordinate curvilinee .

Moltiplichiamo questa equazione per i, e facciamo sul prodotto l'operazione 1 ;
avremo, avuto riguardo alla terza (34),

-0' 1

	

a

	

aseniq

	

ai ry
arc

sen SA b-

	

+

	

v	 senop+WcosEA+cPsenPA cos@P) 2;i,

	

(b)
arc

+	 w,
a
bya

In'

	

sen of, +m f

	

a ill,
8 v

	

- 8v ---,

	

04 8v

Ma si trova, in causa delta seconda (39) e della terza (

-(cOsQ,COs/t,U+seno,,,send

+ (cos o,, sen

ovvero

C-Y'll
I, - sen

o anche

I

- (senca,0

+ (send

1-1

v i, I ivl,1

	

10

~asenEA send +tWcossA-r,,sentAcosol,,

sen 0. cos Ca r/, Cos CA) (a~Es Cos Oly + Y,,, sen,-, sen ol
p) ;

e

COSOZ, COSO

C

'P +senco seno

by .

'f4COSEA -7~SenEA

della terza (3

10+i7ecosea- senFA cosol,

asen--	
Q . .

	 A COSG)I,, + ,yjz seneA senof#

(c)
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o anche

°
ZYY = sen 2E; cos0

	

-H dE ' - (send„ cose;'~- cosc~„ senra',,4 coscA ) r~2'cose;~alt

	

arc )

+ ym senEA servo„ + Cos`C A COSC), au
,

ovvero
ail/"

	

aEAv i„
a~

= cos c_„

	

senoo, (a ucosFA-ym sencA) .

	

(d)

Da ultimo si trova, in causa della terza (34) e dalla settima (28),

~zy az'u- ,~ a.iyi', ~ -vi,~ oi„ _ a . senE ASeno', _ r~iru i'v ,av
-

av

	

av

	

av

oppure in causa della terza (36),

ai'u - d.se1 servo'
1rj' t -
	

av
	 - (a„ eos&m -I - b„ sen(j'm cosEA) .

	

(e)

Ora 1' equazione (b), mediante la sostituzione de' valori somministrati dalle
(c), (d), (e), diventa

a~ senEA (b„ -- av ~ }

(a ov
EA

sencay -n'cosE A-cvsenEA coso, senor (f3,u+a )+cos cy (am COs&?-yySellEA)

4.(aavEACos0,.+cLsellCA Seno , )~cosG)y((3m +a 'end„ (am coseA,-)/a senCA) -

a . #ySent ;
av

	

- a,ua~--/ u by cosEA ;

ovvero

Son. CA (b_)y dv+ (i± , jcose8m a

	

2 a v - bY cosCA ((~u+a~-

	

-
c.. It I

	

t
~. 1 senE A- (ay cosCA - y u sensA ) (aY cosC A -+ cy senE A)-	a ~~	- aw ay - i3,,j b„cosE, ;
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G o d a z z i : S ulle coordinate curvilinee .

o anche

c

	

a~,sens e

	

(by -

o finalmente

aby Dflu d E~

-

	

dv o~COV ± (c`"aY±2'uCy)

la quale e l' equazione alle derivate parziali del second' ordine the si trat-
tava di costituire .

Notiamo the se si moltiplicasse (a) per is o per PP , e si prendesse sul
prodotto la somma 1, si troverebbe in ambi i case una combinazione delle
(47), (48), (49) . Percib, se si moltiplicasse (a) per uno qualunque de' quattro
coseni rimanenti i;,, i'µ , i '!u, IA , i quail mediante le formole della parte prima
possono esprimersi in funzioni lineari delle 1 , i'y , ill, e si prendesse la
somma ,Y,, sul prodotto, non si giungerebbe a verun' alts equazione diversa
da quelle giy ottenute. Notiamo altresi ehe, se invece di eguagliare i due

2

	

2

valori di oav si fossero eguagliati i due valori di
a~dv

formati col pren-

dere la derivata della seconda (39) rispetto a v e la derivata della settima
(28) rispetto a ~t, si sarebbe costituita un'equazione analogy ally (a), la quale
moltiplicata per uno qualunque de' sette coseni iu, i'u, illu , iy, i f ,, i"y . I, e
sottoposta all' operazione S non avrebbe condotto a verun' alts equazione
novella .

- (a,~cosr,-y u senF,l (ay cosr;+cysenE,) =

senr, afl"` - ccu ay ;

a,_`
cy - ay y,) cos e2 = 0 ,

	

(49)

Abbiamo dunque, try le nove quantity m, n, c , au, flp , yu, ay, by, cy , see
equazioni, cioe la (42), le due (44) e le (47), (48), (49) . R chiaro poi the
se mediante le due (44) si eliminassero le b, queste see equazioni si
ridurrebbero facilmente a sole quattro, una delle quail finita, due alle de-
rivate parziali del prim'ordine ed una alle derivate parziali del second'ordine .



?gel caso in cui I (%, p), (v, %) costituiscono due sistemi di knee Orto-
go -nali, la (42) e le due (44) diventano

an

	

ant
me„ hnyp-0, inb,,-

6P
, nA.

	

(50)
La

lee quali sono equazioni COUOSCA.te . In seguito, le (47), (48), (49) si ridn-
cono allo seguenti

a ,yj, , aa,

Pavia, 4 maggio 1868 .

God.azzi : Sulle coordinate curvilinee .
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&J , =0 .

aflm
w

	

ayat,-- rp c;, == 0aa

le quali sono le equazioni cli eni ho fatto use per trattare la queqtione
sulle superficie applicabili posta al concorso dallAccademia delle scie,ze
di Parigi nel 1860 . Si vedano, pel lato storico della questione, i Coniptes
rendus de 1'Acade'rnie des sciences del primo semestre 1861 ; oppure it
Rapport sur les progHs les plus resents de l'analyse v2ath6ivatique en
France, compilato dal sig . BERTRAND e stampato a Parigi nel 4867, sotto gli
auspicii del ministero dell' istruzione pubblica . Tornando alle (51), it signor
OSSI,,N BONNET ebbe la cortesia di pubblicarle, dandone in pari tempo una
dimostrazione geometrica molto semplice, al principio della sua Note sur
la Worie de la deformation des surfaces gauches, inserita nei Comptes
rendus del 46 iiovembre 4863 . Ulna dimostrazione analitica diretta e piut-
tosto breve delle medesime equazioni s' ottiene seguendo la stessa via per-
corsa affine di stabilire le equazioni del caso generale, col riguardo solo di
porre in ogni formola
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