Sur la rectification de quelques courbes.

(par le D J. Boornn, F. R. S., London).

L. Rcctiﬂcation de la courbe inverse de Uellipse centrale.

Ce probleme mérite d’¢tre discuté & cause de l'dlégance remarquable de
sa solution, qui dépend de P'évaluation d’une intégrale elliptique de troi-
sidtme espéee & parambire circulaive.

On dit que deux courbes sont ¢nverses l'une de lautre lorsque le pro-
duit de leurs rayons vecteurs superposés est constant, c’est—a—dire que:

Rr=c¢c®.
Soit:

I'équation de Pcllipse, le centre étant au pole, et soit Rr==kab: on aura,
pour la courbe inverse, I'équation:
I (a2y? + b2ac®) == (w® +y2)".

On peut simplifier la discussion, sans restreindrs la généralité, en pre-
nant & = 1. L’éguation de la courbe inverse & leliipse, le centre étant au
pole, est alors:

a?y® + bPa? = (2® + )" (1)
Si T'on pose:
T=reosP, Yy=rsing, ()
cette équation devient:
a*sin*¢ + b’ cos’p =172, (3)

d’olt Pon tire, aprés quelques réductions simples,

2 A Qin? A 2
ds* _a*sin®g 4 b'coso @

do? " aZsin?o + b¥cosy
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La substitution:
a®tand = b?tan?2,
change cette formule en la suivante:

ds? a? b?
TT T TS - > s
dop? "~ a?cos®h + bsin?)

et puisque on en tire aussi:

do _ ¥° cos’e

s cos“‘l

cos’p at
cos?h  atcosth + brsina

» de méme que

substituant ¢t simplifiant on obtient:

ds adh3
B : : ,
dh (atcos?h -+ bhsinr) Vu2cosEh + b2 sin?A
ou:
s B®
h T e ’
1— )sm ?v] 1 — ( )sm 2
Faigsant:
a® — 12 ab — b
7 =? t — b =m,
a a*
on a:
2 4 2
m=" thcz. m>c?,

et par sunite, intégrant:

b3 dX
8§ = — N — o 3
@ ) [H—msin®2] VI —¢3sin®x

&

(10)

intégrale elliptique de troisitme esptce & paramétre circulaire, car m>c*
Imaginons le cylindre droit dont la base est Pellipse aux demi-axes a et

b, etla sphére décrite du centre avec un rayon = \a? - b% Cette sphere coupe

le cylindre suivant une ellipse sphérique.

Soient o ¢t 8 les demi-angles principaux de cette ellypse sphérique, alors:

5_)‘

.g 4 c9pn_ b tgfﬂtg‘ b2
sin*a = o=p sin ﬁu§m> an’a =17 =z

D’iei on tire:
o* — bt tanPz-—tan®P a2 —D? _ sinfa—sin?3

pommm— 1 — T
a* tan®a a? sin®z

(11)
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et:
&
@

anb .,
\/ l)z L1 1[5.

fana

Effectuant ces substitutions dans l’équation (8) il vient:

. [1 (an-y—-hn“’ )51112?Jl/’1 (sm’:;—;lﬂ b)‘ingx. (12)

Or dans les Philosophical Transactions pour 1852, Part II, p. 319, jai
montré que l'expression d’un arc de Vellipse sphérique qui résulte de lin-
tersection d'un cone aux demi-angles « et 8@ avec une sphére concentrique
est donnée par la formule:

$ tan P tanp
—_—= si
Va? + 12 taha

ng

do
1an7 sin 3 / fan2 a—lan%’) sin® 9 Ji/'l (sm J——sm-'p) sn‘_:p (13)

tan? sinZa

s 2¢ Tan~

2 2
oo g . . a*—0b*
Soit e l'exentricité de la base plane du coOne, savoir €= —;
gle des deux lignes focales, et 27 I'angle des deux axes cycliques, c’est-
a-dire des deux droites normales aux sections circulaires du conc; d’aprés le
méme Mémoire on aura:

tan%x — lanp . sin®z — sin®p
e S L4 sin?y — — ;
€ tan®« ’ g sin®o (14)
ct:
In 2 N2
sin%o — sin
tan% =— —————z—-—E
cosa
et la précédente expression de l'arc de Vellipse sphérique deviendra:
tan 8 do -
= —-2 §in 15
T lana ﬁf — ¢?sin%p] V1 —sin®n. sin®p (1)
Désignant par m et n deux parameétres conjugués, on a:
(1—m)(A+n)=1—c?, (16)

ainsi qu'on peut le voir dans tout ouvrage élémentaire sur les intégrales
e . . 5 g i o sin?x — sin2p
elliptiques; donc sil’on fait m=—e? et c®*=sin’s, on an= ——o, Ou

= tanfe,
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Les trois quantités: ¢ excentricité de la base du cdnc, 2¢ angle des li-
gnes focales et 27 angle des lignes cycliques, sont lies par’équation simple:

1 —e?==cos’. cose. tR))

Le coefficient de l'intégrale (12), c¢'est-a~dire % sin@, cst ce qu'on

nomme quelquefois le criterium de circularité, car:

faup sin®8 =(1 —n) (1 — ﬁ) ;

tan2x m

par suite on peut écrire:

_ ) a dy ) -
6= ‘/(1 —im) (1 — -E)f“ — msin®) V1 — cisinto (15%)

Notre conique sphérique a ses arcs principaux supplémentaires, car puis-

a b \ w
- tanB= —-» 0n a tana. tanf=1 d’ou a—{«ﬁ:—é- - Elle
est égale & sa réciproque tournée d’un angle droit. Les axes focaux de I'une
sont les axes cycliques de I'autre: par conséquent la rectification de 1'une
dépend de la quadrature de 1’autre, ainsi qu’on peut le voir dans le Mémoire

¢ité ci-dessus.

que tan a=—

L. De la rectification de la courbe représentée par U'équation:
afax® — by = (x24y%)° (18)

Posant & =7rsing, y=rcosp, il vient:

a’sin’*¢ — b*cos?p=—=r? (19)
d’ou:
ds? _ absin?g 4 bicos?o 20
do? T a%in%o — b*cos?g (20)
Prenant :
a*tan®¢ =U’sec?A, (21)
et faisant les substitutions nécessaires, on trouvera:
ds _ ab Va2 12cos?). (22)

D TErdlcosth
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ou:
_Lils‘_ . ab[a®+ % —b2sin)] 29)
dh T [a24b2 - a%sin®] Vo 1212 3Sinth
ou encore:
b2 g
i ab [’1 T —— 5in )L] o
&N |, — &4
l’.l A_Lbzsm ] 1— A_HIAstZ
ou enfin:
a? a? .
ds 13 ~[,"2"_/1'{“'1'— 9_{_025}‘1?3‘]‘ - 25)
i ‘1 sir i/l L 2 .
_ + b’ 122 pEw sin
En faisant:
a? b2 .
m =, m = Cz, (26)

la derni¢re équation devient:
ds  b(a®—1?) 1 b3 1
- = =75 . 5 == -+ . o 4
A aNe2 ) [ —msin] Vi—cZsm®A  eVaR£b? V1 —c%sin®h

ou, intégrant:

S___lg_ az__bzf d) " - (21
¢ VaZip? [4 —msin®] Vi—c%sin®h  aVa21-b? VI —¢%sin®a )

Si la courbe est la Jemniscate, on a a=0b, et cette expression devient:

a a\
=1 i 8)

II. De la rectificatior. de la courbe d'intersection d’un cylindre hyper-
bolique avec une sphére concentrique.
L’axe du cylindre hyperbolique soit dirigé suivant l’axe des y, et soient:
22 g2
?.—F:L w2+y2+z2=r2, (29)

les équations du cylindre et de la sphére concentrique. Donc :

aaxt=0%2— 2 b, @ y2:a2 (bz + 7.2)_ (az - 1)2) z%. (30)
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Posant :
4 . 2y
= gleos?P 4l 2+bzsm‘<}), (31)
il vient:
g (0t —da? . o
1:w$ln2&?}, yz’—-—(?/'z——(lz) COqu), (32)
d’ou :
dz* _ (P —a?) s e\ .is A
d—?‘g-—-chb ¢, W—(’/‘—u)bll’l@ ’
et > (33)
d2? a? (12 — a?%5in20 cos%0 \
de? = (@ F 04 (a2 F 1%)c0s%g + (02 + ) sin® %] /
On en conclut:
1 _cl_i_i/ b* 4+ r¥sin?o (34)
VirZa2de — 7 (a4 0% + (1P = a¥)sino
La substitution:
b -
tan? ¢ = T tan®2 (39)
et I'intégration subséquente donnent:
b2\ g2
S= Va2 —2_2/‘ (36)
Va0 VI 51 [’l bz—{— Asm AJ i/’l sm%
Maintenant si 'on fait:
?  tan?z —tan?p \
b2t tan?z ’ ’
et ¢ (36%)
6 sin?z—sin?f S
a4 sin%e

o et B étant les demi-angles de la ligne d’intersection du cylindre hyperbo-
lique avec la sphére, on aura:

. (37)

tan? sin?

s EIEE sin ﬂ‘/
£ tanz 1 tan%—tan"@) gm?K] ‘/1 -—(Sm‘“_sm%)sin‘“’k

ce qui est l’expression de l'arc de conique sphérique dont 2« et 23 sont
les arcs principaux. Voyez les Phil. Trans., méme Mémoire, p. 319.



Booth: Sur la recctification de quelques courbes. 87

De (36) on tire:

a?(b‘l..j,r?)

cos?a =2 cos®f3
= () = e
r%(a*+02)

re2

(38)

Or dans le méme Mémoire, pp. 316, 317, j'ai démontré que si 2¢ est 'angle

des lignes focales du cdne, 2% 'angle des sections circulaires, et e l'ex-

centricité de la section plane normale & l'axe du cone, on a:
cosa sin tan2e — tan2f

B ef. 82”‘ tj .

COSE = ——3 COSY=—-0 =
cosp ’ g sine. tanZe

(39)

Faisant ces substitutions dans (37) on obtient ce résultat:

s tanf . dA
se =0 =——gin Py el (40)
r lana J [ —esin?d ]V - sins - sin?)

dont la forme est la plus simple & laquelle T'intégrale elliptique de troi-
sidme espéce & paramétre circulaire puisse ¢tre ramenée: o est l'arc de la
courbe semblable au rayon 1.

Comme on a:

sin®y = —:ﬁw >
a-pb®

valeur indépendante de 7, nous pouvons dire que si des sphéres concen-
triques en nombre guelconque coupent un méme cylindre hyperbolique, les
cones qui passent par les différentes courbes d’intersection ont toutes leurs
sections circulaires paralleles entr’elles.

Soit » I'angle que les plans asymptotiques du cylindre hyperbolique font
avee le plan des xy. On aura:

w2

a .
o 2., —
< -r’ e N — et gl
tans -—_ Ct smey . !27

d'ott v=17% C'est-a~dire que: les sections circulaires du cone sont paralléles
aux plans asymptotiques du cylindre hyperbolique.

IV, Au lieu de regarder le rayon de la sphére (29) comme une quantité
arbitraire, prenons:

S e et 1)

=0+ aVa'+ 6%, et e
-+ a
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Effectuant les réductions et les substitutions nécessaires dans (36), on
obtient:

A
—S—:G 2 d

r 1+]f[1 (4 J) 2 ]i/ —j (4?)
sin’A — = 2
155 1 (H_)sm}t
Or comme dans ce cas particulier le paramdtre est égal 4 la racine car-
rée du module, savoir m = ¢, on sait que D'intégrale clliptique peut étre
ramenée A celle de la premiére espéce, et la courbe rentre dans cette espéce

particuliére de coniques sphériques que j'ai nommée parabole sphérigue,
dans le Mémoire cité plusieurs fois. A la page 332 j'ai montré que:

dA
T4 —Hf[,l ( sm"?uj l/1 _ (E——;)zsinzk (43)

— jtanp. J ,
g= anT M ——t | 44
Jf VI—Ziny. -—Hsm y [\/’l-—-ﬂsin‘ly_ (44)

?+j?=1, et tan(A—p)=jtanp. (45)

et:

étant:

Egalant les valeurs de ¢ on trouve:

2j dx

+ [{I —_ (—J}—]—]-) sm“’}t] E//i _— (;—:L%) gin?l

© jtanw ]
= = 4 tan”™ | et ]+
=1 /‘\/I—z%m V‘l«-—i"sing‘u,_

Cette rélation a déja été établie par Lacraxce & laide de considérations
d'une nature purement analytique.

(46)

Lt ..
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