
Sur la rectification de quelques courbes .

(par le D." J. 13ooTrr, F. R. S., Lon.do:n)

l . Rectification de la cou.rbe inverse de 1'ellipse centrale .

Cc probleme merite d'etre discut6 a cause do 1'e16 ance remarquable do
sa solution, qui depend de l'6valuation d'une int6grale elliptiquc do troi-
sibme esp6ce a parambtre eirculaire .

On dit quo deux courbes sont inverses Tune do l'autre lorsque le pro-
duit de leurs rayons vecteurs superpos6s est constant, c'est-a-dire quo :

Br=c 2 .
Soit

X2

	

912 _
a2 -!- b~

	

1,

l'equation de l'ellipse, le centre 6tant au pole, et soit R r = k a b : on aura,
pour la courbe inverse, 1'equation :

k 2 (a2y2 +b2x2)
(x2
+y 2 ) 2 .

On pout simplifier la discussion, sans restreindra la g6neralite, on pro-
nant k = 1 . L'equation do la courbe inverse a l'eliipse, lo centre Rant au
pule, est alors

a 2
y

2 +b 2x 2 = (x 2 + y 2) 2 .

	

(1)
Si l'on pose :

x=rcos'p,

	

y=rsin p,

	

(2)
cette equation devient

a 2 sin' $ + b° cost , = r 2 ,

	

(3 )

d'ou l'on tire, apres quelques reductions simples,
ds2

	

a', sin- 9 d- b'icos' p

dc~2

	

a2 sin2 p + b2cos t%

Annali di D7alc?falirrr, tomo 11 . 11

(4)
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Booth : Sur la rectification de queiques courbes

La substitution
a2 tan = b2 tan?.,

	

(5)

change cette formule en la suivante :

6 2 _

	

lit b2
dp2 - a 2cos2A+ blsin 2 A'

	

(t')

et puisque on en tire aussi

dp b~ Go42O do m6me que cosgp _y a4

	

{~)
dX
r
0 cos2a

	

cost? a-'cos21 + bfsi0X

substituant et simplifiant on obtient

dg _

	

03 b 3
- (a`fcos2X + b 4 sin 2)) Va 2cos2a + b2 sin 2a ,

ou :
ds _ b 3

	

_	1	
d

	

72 [ fa4 u

	

-'bi` s ~n2ay

	

- a2-b-
szn2?v

	

(g)
li p

	

(1 2
Faisant

l~2 a2
b = c2

	

et a~
a+

b+
_ in ,

	

(`I)

on a :
0

le=a
+
, b-C 2 , m> C 2 ,a-'

et par suite, integrant
b3

	

dl
7W)

f[I_ifsin 2 ).] VI -c'sin2}

	

(10)

integrate elliptique de troisieme espece a parametre cire Claire , car in > C 2 .
Imaginons le cylindre droit dont la base est l'ellipse aux demi-axes a et

b, et la sphere decrite du centre avec un rayon = Vat +b`. Cette sphere coupe
le cylindre suivant une ellipse spherique .

Soient a et 4 les demi-angles principaux de cette ellypse sphdrique, alors :

sin2a=
a 2fb-' sin 2 0 ' tan2a= G tang '==

2

	

{ ~

D'ici on tire :
a' -V _tan2a--tan23 a2 --b 2

	

sin 2a- .;in 23

0

	

1100C

	

'

	

a2
_

	

Sin 27



et :

Booth : Sur la rectilicution do quclqucs courbcs .
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V

	

tan

	

,Va2+b 2

	

S11L .) .a.~

	

tan a

Effectuant ces substitutions dans l'equation (8) it vient :

d)c	- tan sin
Vat

	

h
V

	

tanx

	

-tan2 ~1

	

2

	

sine-sin=~1

	

2

	

(12)[~-(tar)20'
M11201.

	

ISlll ~~j

	

1-~

	

S n2a

	

'Sill

Or dans les Philoso~phical Transactions pour 1852, Part II, p . 316, j'ai
montre quo 1'expression d'un arc do 1'ellipse spheriquc qui results do l'in-
tersection d'un cane aux demi-angles a et f3 avec une sphere concelltrique
est donnee par la formule :

tan P silltan 7-

-

tan 2at.an 2 ;!

	

2 ('1L -(

	

Lama

	

Sill
)

n = tan 2 >= .

cl 9

(sin2a-sin2Pl

	

2 q

	

(13)
stll•a I' 5111

Soit e 1'exentrlclte do la base plane du cane, savoir e 2 = a262 , 2e l'an-a
gle des deux lignes focales, et 2n Tangle des deux axes cycliques, c'est-
h-dire des deux droites normales aux sections circulaires du cane ; d'apras le
memo Memoirs on aura

ainsi qu'on pout le voir dans tout ouvrage elementaire sur les integrales

elliptiques ; done si 1'on fait m=e 2 et c 2 =sin2i, on a n = sin2a-si n2p ou :
COS"a

2 _ tan2a - tan 2N

	

2

	

sin 2a - sin 2Psin = (14)e _

	

tan2a

	

n Sin 2a
et

2

	

sin 2a. - sin 2 ~:tans =

(15)

Cos ta

et la precedents expression do fare de 1'ellipse spherique doviendra

u ` tan ; sin f3

	

dpftan a

	

[1-c2sin 2p VI -sin2 -4 . sin 29

Designant par m et n deux parametres conjugues, on a :

(1-m) (1 +1t)=1- c2 , (16)
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Booth : Sur hi rectification de quelques courbes .

Les trois quantites : e excentricite de la base du cone, 2E angle des li-
gnes focales et 2n angle des lignes cycliques, sont liees par l'equation simple

1 - e2 = COS 2n . COS2E .

	

(1 7)

Le coefficient de 1'integrale (12), c'est-A-dire tan,
sin u , est ce qu'ontangy

nomme quelquefois le criteriunz de circularite, car :

tau 2 fi

	

c 2
tansin2i3 =(1 -In)1--

4t

	

j

par suite on peut ecrire

C

	

dp	a =

	

(1-m) (1 -- )f[i	
-Insin2 c ] Vi -c 2sm2p

Notre conique spherique a ses arcs principaux supplementaires, car puis-

que tan a= b , tang= b , on a tan a. tani3=1 d'ou a +S= • Elle

est egale a sa reciproque tournce d'un angle droit . Les axes focaux do Tune
sont les axes cycliques de l'autre : par consequent la rectification de Tune
depend de la quadrature de 1'autre, ainsi qu'on peut le voir dans le 111emoire
cite ci-dessus .

H. De la rectification de la courbe representee par l'equation :

a2X 2-b 2y 2 = (x2+„2, 2

Posant x = r sin (p, y = r cos (p, it vient

a2 sin2 (p - b` cos t p = r2 ,

	

( 1 e9)

d'ou

Prenant :

ds2 _ a~sin2? + G+cost
0 - asin2p - G 2cos2 ? (20)

a2tan2 (p =b2 sec 2 2 ,

et faisant les substitutions necessaires, on trouvera

ds _ aG ~a2 -E-G2 cos 2 ) .

	

(22)
d `- G 2 +a2cosxa '



ou :

ou encore :

ds

	

ab

ou enfin

En faisant
a 2

a2 f bz -112 '

	

a2 -b2 - C 2
'

	

(2G)

la derniere equation devient :

ds _ b(a2 -b2)

	

I _

	

b 3

	

I
da

	

ava2-Fb2 [1-gnsin2 ),] VI-c2sin 2X + ava2 +b2 Vl -c 2sin 2)

ou, integrant

s - b a2-b2f

	

dA	-- -f- b3 ~	d),
a Vas+b2

	

[I-1asin2A] VI-Clsin 2A

	

aVat+b 2

	

VI-c2sin2A
(27)

Si la courbe est la lemniscate, on a a --= b, et cette expression devient

afas = -

	

(28)
VZ

	

V1- sm 27,

III . De la rectification de la courbe d'intersection d'un cylindre hyper-
bolique avec une sphere concentrique .

L'axe du cylindre hyperbolique soit dirige suivant l'axe des y, et soient :

Boo th : Sur la rectilicaLion de quelques courbes .

ds

	

ab[a 2 ++b

	

b2siii ]

dA

	

[a2 ±b 2 -a 2siu 2 ),] Vat-f-b'-bssin 2 ),

TA -

vat+b2 ~1 -a2ab2 si.n27l

	

a2
	 b2 sin 22.

ds

	

b3

dA

	

a~v+b 2

Iv;-1-i1-

a 21 -

	

, sin 22ar-i-6~

[1 - b2 sin 2~ l
a 2 +V

a2
2

a2 +b 2 sin~,

1 -- a2+b2 sin e%

z2 x 2
T2- b2

=1,

	

x 2 + y 2 -E- z 2 -- . r 2 ,

	

(29)

les equations du cylindre et do la sphere concentrique . Done

2 - a2 b L̀, a 2
y

_ 2--= a `L (b` -+- r 2 ) - (a 2 -- b 2
) z

2a xL = b- z

	

.
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(23)

(24)

(30)



a et ,3 Rant les demi-augles do la ligne d' intersection du cylindre hyperbo-
lique aver la sphere, on aura

s _tan p sillr tan a
da	

~ (3~)tan 2 a- tan- 3

	

sin2 a -ssn2
~1 - {

	

tan2a

	

sin td

	

1 -	sin2a	 }sine?~

ce qui est 1'expression de fart do conique spherique dont 2a et 2 c3 sont
les arcs principaux. Voyez les Phil. Trans ., meme Memoire, p . 319 .
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Booth : Sur la rcctiticcltiull de ttuciques courbcs .

Posant :
b2 + 1.2

(31)(P4 -v2 = a` Cos t

	

Gat 0+ V
S i,1 2

it vlent

(32 )bJ (22 -
a2 )

X 2 -

	

sins &p , y2 - (r2 - a2) cost ,

d'oil :
dx2

	

b2 (i2-a2)

	

2
Ges2 ,d ..-

	

0, + b2

	

ddo2 = (r2- (c 2 ) sin' (p

'et (33)
d.,2 -

	

a2 (r2 -cr 2 sin 2 %costo
d?2 - ( ci4 + b 2) I (a2 + b 2) cos 2? + ( b 2

On en conclut
I ds _

	

b 2 +r2 sin 2 o (34)
1~r2-a2 d? -

	

(a2 -1-b 2)-i-(r2 -(12)sh1 2 0
La substitution

(35)tan s - b2
~-

	

tang%b2 +r2

et l'integration subsequente donneut

d), (3G)b2 Vr2- a2

	

~'
s-

Vat+b 2 Vb 2 +r2J
r2

	

t ?~ l1 -

	

sin cc2V1C

	

62+y, z
J

a2 +b2 sin t il

Maintenant si l'on fait
r2

	

tantr-tang

et
b+r2 -

	

tan-o.,

	

'
(36*)

a 2 _ sin 2 7
a' +0 sin 2 x

	

'
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Do (36) on tire

2

	

11 2 2

	

a'(b-±r )Cos a - - , Cos C -	Ti

	

02 (a~', -E-lr 2)

Or Bans le memo Memoire, pp. 316, 317, j'ai demontre que si 26 est Tangle
des lignes focales du tune, 2n l'angle des sections circulaires, et e l'ex-
centricite de la section plane normale a l'axe du tune, on a

cos«

	

sing
COS E = cos'' ' COS 7 _

	

,
N

lans

sin a

on

dont la forme est la plus simple a laquelle l'integrale elliptique de troi-
sieme espece a parametre circulaire puisse titre ramenec : cx est fare do la
courbe semblable au rayon 4 .

Comme on a
a$lin e n =

a~H-b"

valour i lante do r, nous pouvons dire quo si des spheres concen-
triques en nombre quelconque coupent un memo cylindre lyperbolique, les
cones qui passent par los dif 6rentes courbes d'intersection ont toutes leurs
sections circulaires paralleles entr'elles .

Soit v l'angle que les plans asymptotiques du cylindre hyperbolique font
avec le plan des xy. On aura :

tan v = a et sine v =-

d'ou v = n C'est-a-dire quo : les sections circulaires du cone sont paralleles
aux plans asymptotiques du cylindre hyperbolique .

IV. Au lieu de regarder le rayon de la sphere (29) comme one quantite
arbitraire, prenons

21
2 = a2 + aVa2 + b 2 , et

	

Va2+b2-a

	

(41)_
~'rt 2 +b2+a

e~ e2` tan 2 a.-tan2P
tang«

	

(39)

(40)

(38)
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Booth : Sur la rectification de quelques ccurhes .

Effectuant les reductions et les substitutions necessaires dans (36), on
obtient

S

	

2j

	

da	
r

	

4+j

	

I
f i-(1+j)sin2~~~q

	 2	

-(i+~~ sin2~,

Or comme dans ce cas particulier le parametre est egal a, la racine car-
ree du module, savoir in = c, on sait que l'integrale elliptique peut titre
ramenee A celle de la premiere espece, et la courbe rentre dans cette espece
particuliere de coniques spheriques que j'ai nommee parabole spherique,
dans le Memoire cite plusieurs fois . A la page 332 j'ai montre quo :

a _ 2j
za + j

L~
-
()sin2j I

4 j~V- (
	 _

9)1-i--

	

sin2~

et :

U=j	 +tan ' _ jtant~
j

	

(44)J Vi .-i 2sin 2N

	

V4-i 2 sin 2V. '

etant :

Egalant les valeurs de a on trouve

22'±2 =4, et tan (,,-- Fi) = j tan i .

dv.

	

_ tan ;..tan-1

	

a	

Cette relation a dejh ete etablie
d'une nature purement analytique .

(42)

(45)

(46)
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