
Sui prodotti infiniti .

(cli UL1SSE DI-,,Ti, a Pisa) .

I prodotti di un numero infinito di fattori sono stati
stinti Geometri, c su essi si sono trovati var . .
della loro convergenza o divergenza . Per6 tutti questi teoremi generali sono
relativi alla convergenza s e m p l i c e (lei prodotti infiniti, e, cho io sappia, fin
ora non 6 stata data una condiziono neeessaria e sufficiente affinch?,, un pro-
dotto infinito abbia sempre uno stesso valore finito e determinato indipen-
dentemente dall'ordine dei suoi fattori . In mancanza di una tale condizione,
io mi sono posto alla ricerca di essa, e ora vengo ad esporre i risultati di
questa ricerea, premettendo prima alcuiii teoremi sidle serie,

Sia :

U1 + 'tl'2 + . . . + U ~'
...f_.

. ' (4)

una serie reale, i cui termini sono in pane positivi c in pane negativi, 0

tendono a zero col crescere indefinitamente di n ; vediamo the coca acca-
drib quando in essa si cangia l'ordine dei termini in tutti i modi possibili .

Indiehiamo perci6 con S,, ]a somma (lei primi n termini della serie (1),
o supponiamo che :

a,+a2 + . . . + a,,, + - -

f'

	

. . + P" 4 +P2 + -

(2)

(3)

sieno le due serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei termini ne-
gativi the compongono la sane (1) . In S, entrerh unn certo numero in dei
primi toriiiiiii della serie (2), a uii nerto nuirviro in' dot prinh termini dell.
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serie ( :3) ; ci1un li so si indicatio cot?

	

o',,,, le somme rispettive di (I ueste rya
e nt' primi termini Belle serie iv2) o

	

si avrh :

10

I

Di qui si vede subito cite quando le serie (2) o (3l siano entrambe con-
vergenti la serie (1) sara convergente indipendentemente dall'ordiuc dei ter-

(Teor. di Dirichiet), e quando una sola delle serie (2) e (3) sia diver-
gente, la serie (1) sara divergente in qualunque ordinc si prendano i suoi
termini ; quindi resta a considerarsi solo ii caso in cui le serie (2) e (3)
siano entrambe divergenti .

In questo case ci proponiamo di mostrare the si pots can~;iaro l' or

r, e limin= tyro-6~rd)

dei termini seric (1) in
una quantity

Indichiamo percib co
striamo s s
ottenere, the la sua somma
supponiamo cite i termini
di h ; so questo non fosse,
un corto numero dei
i termini seguenti della (2
somma algebrica dei termini cost a
segno + e quelli della (3) col segno
allora si considererebber o la sane (2) e (3
cercherebbe di formare con questo due serie
fossero prose col sogno -e le f, col segno --,

CiO posto, osserviamo che, siccome le s
potremo prendere un numero f into p t di ter
cite la loro somma di erisca da h+13 1 di men
poi si potranno prendere alts i p. -

	

`
somma at±a2 .-;- . _ . ±a4±ar,
mono del termine seguente a,,,+,,+," . *

potranno prendere altri p,, termini
1 . . . at,

	

tall

modo

	

ad avere per somma
o infinita, o anclie divenga indeterminata .
uantita finita e positiva qualunque, e mo-

ordinarsi i termini della serie (1) in modo da
venga ad essere precisamento h . Per questo

2

gg qualunque
a trovare the

i

cps. ors. antic

	

owc:iic l

ntita ne
questi to min

un' altra serie in cui
e la cui somm
(2) e (3) sono

ala . . . a,,, della (1) tali
t
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tanto piccolo the la . somma a1 + a2+ • . . -r-a.Va+p2+ . . .+P,-,, the differisce da
h+/31 -I- j 2 + • • • -f- Ns_1 a meno del termine app +1,

I
+ • • - +P,-- j

	

differisca
anche da h+131 + +/8_ 1 + ~ s a mono dello stesso termine ; pert la
somma p 1 +p 2 + • + pn dovra crescere indefinitamente con n, poiche la
quantity h + (3 1 + fl2 + • • •+X cresce pure indefinitamente con n.

Conseguentemente con questi gruppi successivi si potra formare la serie

a1+a1+ . . .+a,,,-X31+a,,{+1+ . . .+a1,,+2-1"2+ . . .

. .+ a1,,+1)2+ . . . + P.-A, + . . .

the non sara the la (1) scritta in un ordine particolare, e in questa seric
(siccome alcune delle p possono essere nulle) anche i termini negativi po-
tranno trovarvisi successivamente a gruppi . PerO si i gruppi dei termini
positivi the quelli dei termini negativi tenderanno a zero col crescere in-
definitamente di n, poiche 1' aggiunta di un gruppo positivo, per esempio
1' n ° , fa si the la somma si aumenti soltanto di (3,, a mono del primo ter-
mine positivo seguente a1,,+Pa +1,n+1 a 1' aggiunta del seguente gruppo
negativo fa si the la somma ottenuta si diminuisca della quantity di cui
si era precedentemente aumentata a mono dello stesso primo termine posi-
tivo seguente .

Cib posto se facciamo

== a, _I- . . .+ a1,4 -fl1+
. . . T

	

+1'„

-(3,
1

,

si avrh
h-F<SI,,,<h-f-F,

essendo e una quantity the tende a zero :: e quindi sara :

lim S'. =h :

e di

	

i si concludera the la erie (3) e convergente e ha per somma h,
b

	

rr

	

doci a

	

o di termini negativi si e avuto per li-
omma h . altrettanto ace rrestandosi a qualunque altro punto

si in un •ruppo positivo the in un gruppo negativo, perche, per quanto
si 6 visto, questi gruppi e quindi anche le loro parti tendono a zero .

Cosi si vede intanto the

	

ini della serie (4) si possono ordinare
modo the la somma di essa si

	

alla quantity data h ; ed anche si ca-
pisce die 66 potry farsi in in *ti altri modi seguendo altre leggi per for-
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mare i successivi gruppi di termini delle serie (2) e (3), come, per esempio,
seguendo ancora it motodo precedente, e prendendo invece di It una fun-
zione positiva e crescente di n, the col crescere di n si avvicini indefinita-
mente alla quantity data It . In un modo analogo si proverebbe the si possono
dare ai termini della serie (1) tali ordina.menti, the la sua somma divenga una
quantity negativa data . Inoltre, prendendo per It una funzione positiva o
negativa di n the cresca indefinitamente con n in valore assoluto, o the non
abbia un limite determinato, con ragionamenti analoghi si vedrebbe the la
serie (1) si pub ridurre ad infinite altre serie the siano divergenti o inde-
terminate . Quindi riassumendo si pub ora enunciare it seguente teorema

Essendo data la serie reale :

U1 +U2+ . . . + un + . . .

	

(4)

i cui termini sono in parte positivi e in parte iiegativi e tendono
a zero col crescere indefinitamente di n, ed essendo :

al +a2+ . . .+an+ : . .

le seric dei termini positivi e dei valori assoluti (lei termini
negativi :

4 .° Se queste due serie (5) sono ambedue convergenti, la serie
data (4) a convergente in qualunque ordine si prendano i suoi
termini .

2.° Se una sola delle serie (5) b divergente, la serie (4) ~ di-
vergente in qualunque ordine si prendano i suoi termin

3.° Se le serie (5) sono ambedue divergenti,
dei termini nella (1) in tutti i modi possibili, questa serie verry

a prendere tutti i valori da ±oc a-- o, e
finito di volte ; e per dati cangiamenti dello stesso ordine divers
anche indeterminata .

(5)
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1 .11 Osservando che questo stesso teorema ci mostra, che una serie (4) non
pub essere semplicemente convergente o indeterminate , che nell' ultimo
case, se ne concludes in particolare che : Data una serie semplice-
mente convergente o indeterminata i cui termini tendono a zero,
se si cangia in essa l'ordine dei termini in tutti i modi possibili,
la s u a somma verrh a prendere tutti i valori da -I- cc a--x, e per
dati ordinamenti degli stessi termini sara indeterminata .

2.° Osserviamo ancora che se si indicano con X1, I2 . . . X,, . . . delle quan-
fitb, positive che non tendono n6 a zero rit, all'infinito, la serie (lei termini
positivi e quella dei valori assoluti dei termini negativi della se6e :

%1 U1 +72u2-{- . . . + %,,2(,,-i-...

sono convergenti e divergenti insieme alle serie corrispondenti cui da luogo
la serie (4) ; e quindi A pub dire che : so, le quantita %,,22...2,,,...sono
positive e non tendono A a zero A all'infinito, per la serie :

21u1+2,221.2+ . - - .±%,'u-+ - - -

avverrh precisamente quel che avviene per la se .rie :

U1 + lt 2

	

+ a8 +
3 . 1 E pure da notarsi che dalla dimostrazione del teorema generale prece-

dente, risulta anche che : se sono date due serie A quantith positive :

al

	

a2 , I . . a,,, . . .

01 021 . . . Al I - - -

che tendono a zero col crescere indefinitamente di n, e sono tali
che le serie formate con esse siano divergenti ; se A prendono
le a col segno + e le 3 col segno -, con queste quantith si po-
trapno sempre formare infinite serie semplicemente convergenti
die abbiano per somma una quantity, qualunque data . Osserviamo
inoltre, che da 66 che precede A vede anche come questo posse
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farsi ; e osserviamo pure che le due serie di antits a e sono
anche ridursi a una cola serie di quant

	

uando sia in ene-
r a l e a.=41.

Lo studio delle serie complesse ndere da quello di due serie
reali ; quindi applicando a queste ultime i teoreini precedenti si troverebbero
quelli corrispondenti per le serie complesse .

la questione che ci siamo

un prodotto infinito reale o complesso, e cerchiamo dapprima la condizione
necessaria e sufficiente affincht esso abbia un valore finito e determinato
e difference da zero indipendenternente dall' ordine dei suoi fattori .

I + u„=e
l (i+ u,) _. e°C 7z

+ pm i
I

indicando con l la caratteristica dei logaritmi Neperiani
fra gli infiniti logaritmi di l u., 1(1 -u,,) o a,,+ /,i
coofficiente di i ha it pill piccolo valore assoluto .

Si avra :

I

	

e11(i+u")-ez(a't+`'n2) }

e supponendo che,

(6)
e ogni cangiamento dell' ordine dei fattori in P porters un corrispondente
cangiamento hell' ordine dei termini della serie Zl(l -I-- u,L )

Cia posto, supponiamo dapprima che P abbia un valore finito, determi-
nato e differente da zero indipendenternente dall' ordine dei fattori . Per
questa condizione la serie Y, (an -+-(3„ i) dovra, essere tale che l' esponenziale
~ to>tf~~rri> abbia sempre uno stesso valore finito e determinato e differente da
zero, e quindi la serie o dovra essere convergente indipenden-
temente dall' ordine dei termini, o dovr~ esser tale che per qualunque can-
giamento dello stesso ordine la sua comma non possa variare che di multipli
del periodo dell' esponenziale, vale a (lire di 2 koci.

Annuli Eli Malematiea tomo, If .
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Di qni segue subito the la serie ~a,, dovrA essere convergente indipen-
dentemente dall'ordine dei termini . In quanto poi alla serie Z fan , osserviamo
prima di tutto the dalla ipotesi fatty the P abbia un valore finito e deter-
minato, e the le #,, non tendano verso multipli di 2 ,n, ne viene the queste
quantity devono tendere verso zero, poich6 altrimenti la serie S,8,' o sarebbe
divergente e la sua comma evidentemente non tenderebbe all'inflnito aumen-
tando successivamente di multipli di 2 -%, o sarebbe indeterminata e la inde-
terminazione non porterebbe su multipli di 2n ; e quindi in ambedue i casi
Fargomento di P sarebbe indeterminato (a) . Ora se le 13, tendono verso zero,
la serie Y.P,, non potrAs essere divergente in qualunque ordine si prendano
i suoi termini poich6 altrimenti l'argomento di P sarebbe sempre indeter-
minato ; e non pots neppure essere semplicemente convergento o indeter-

polk altrimenti (§ 2 . 4 .°) cangiando Ford ine dei termini in tutti i modi
possibili la sua somma prenderebbe tutti i valori da - x a + oc e quindi le
variazioni non sarebbero soltanto di multipli di 27r . Dunque se it prodotto
infinito P ha un valore finito e determinato e differente da zero indipen-
dentemente dall'ordine dei fattori, tanto la serie !a, the la serie >L13,, sa-
ranno convergenti indipendentemento dall'ordine dei termini, e quindi tale
sarh pure la serie :U(1+u,,) .

Di qui risulta the ]a serie

S mod 44 ±u„):-.Imod a" mot

au„

anche la serie ~~modud sara convergente, e si pu6 perciO concludere cho,
so ii prodotto infinito P ha un valore finito e determinato o differente da
zero indipendentemente dall'ordine dei fattori, la serie Z u,, r= convergente
indipendentomente dall'ordine dei termini .

Questa condizione poi ib anche sufficiente,
la serie Smot1q, i , convergente, e quindi

I mod U,mo

r) CI dd MM AW m= anche dalloss(, rvire the ovif1pntownfe si oevp.e avcrc lint it,==O .
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Conseguentemente la serie Y. 1(1 + u 1,) e convergente indipendentemente
dall' ordine dei termini, e quindi, per la formola (6), it prodotto P ha un
valore finito determinato e differente da zero indipendentemente dall' ordine
dei fattori (") .

Dietro cib si pub dunque enunciaro it teorema the: L a c o n d i z i o n e
necessaria e sufficiente a€finchb un prodotto infinito reale o
complesso

(1 + u1) (1 ± u 2 ) . . . (1 ± un) . . .

abbia un valore finito e determinato e differente da zero indi-
pendentemente dall' ordine dei fattori, it the la serie

ul+u2+ . . .+u,t+ . . .

c

P- (' + ul)

lion ha un valore finito e determinate e differente da zero indipendentemente
dall' ordine dei fattori . In questo caso, se

un=an + bn i,

pci teorema ireccdente, una almeno delle due serie ' a,,, `4 b,, non sa a con-
vergente indipendentemente dall' ordine dei termini ; e qui si presentano per-
ciO piii casi da considerare .

Per considerare questi casi, osserviamo prima ehe si ha

. . (1+u,a)

dei termini .

odotto infini

~ (7 + u n )=11 [ (14 a,,,) 2 + b,, 2 ] + are tg I ' a?L

(') It Sig . WEIERSTRASS, net vol. 51 del giornale di Crelle, avova soltanto dimostrato clio so
la seric 2;u,, a cony t indipendentemente dall'ordine dei termini, it prodotto infinito reale
o complesso

(t +u„) . .

ha un valore liiiito, deterniinm

	

e ditl'erente da zero .
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• quindi , supponendo the le a,, e b, tendano a zero , col crescere, indefini-
tamente di n, e indicando con %,, e u,, due quantith positive, cho non tendono
n6 a zero n6 all'infinito, almeno a partire da un certo punto, si avrA :

1 (1 +by.) == X. (a.' 4- 2 a. -W Q) * y. b . ;

•

	

per questa sarh :

P

	

I ),, (a n2 + 2 a,, + b n2) + i I ji,, b,,
-

(v,, a,,+ )b,,2) + ily,, b,,
=e

	

e

essendo v,, Ia quantith ?,,(a,,+2) Ia quale almeno a partire da un certo
punto 6 positiva e non tende ne a zero n6 all' infinito .

Con questa formola ci e ora facile di studiare i di
presentarsi per le serie Ia,, Ib, .

1 .° caso. Supponiamo the fib, sia convorgente indipendentemente
dall'ordine dei termini, e Ia,, non lo sia .

In questo caso la serie Ipj,, e convergente indipendentemente dall'or-
dine doi termini, e quindi Pargomento del prodotto ha sempre lo stesso
valore finito e determinato qualunque sia Yordine dei fattori . In quanto al

modulo poi, osserviamo the siccome esso pu6 scriversi eIv.a,,+1 1,1 b.2, e dallo
essere convergente indipendentemente dall' ordine dei termini la serie Yb,,

'I perno viene the tale e pure la l, b, 2 e quindi anche Valtra 12,b n 2 , cos

vedere the coca accada del modulo bison nerh studiare la serie ~ P,,a,, Ora
per considerare la serie V . a. basta considerare la serie I cc, (§ 2. 2 .°), giacche
Ic quantity vn sono positive finite e differenti da zero ; quindi applicando it
toorema del § I si puO evidentemente concludere the : So nel prodotto
infinito :

(1 + a, + ib,) (1 + a,+ ib,) . . . (1 ±a„ + ib,)

Ia serie b,., e convergente indipendentemente dall'ordine dei
termini, e la scrie Ia, non lo 6 ; cangiando Yordino dei fattori :
V esso sarb sempre zero se Ia serie formata colle a,, negative 6
divergente e quella formata colle a,, positive non lo 6 ; 2.° avr~,
sempre un modulo infinito se accade l'opposto ; 3.° it suo modulo
passes per tutti i valori da 0 a cc e anche per certi ordinamenti
aw suoi fattori diverrh indeterminato so la se
• quella dello a,, negative sono entrambe divergenti . L'argo-
mouto poi in ognuno di questi casi avrh sempre lo stesso valore
finito (,e determiuato qualunque sia Yordilie dei fattori .
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II prodotto infinito
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dei fattori in tutti i
loci a 0 a ec e anche diviene i
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In particulare si ha di qui clie : Se nel prodotto reale

(1 + a l ) (1 + (t l ) . . . (1 + a,,,) .

la serie a,, non e convergente indipendentemente dall' ordine
dei termini ; cangiando 1' ordine dei fattori : 1 .° it prodotto sari
sempre zero se la serie Belle a,, negative e divergente e quelle
delle an positive non lo e ; 2 .° it suo valore assoluto sara sempre
infinito se accade l'opposto ; 3.° passera per tutti i valori da zero
all' infinito e anche diverra indeterminato se nessuna di queste
due serie e convergente .

Esempii. 11 prodotto infinito

('-I)(' + 3~}

c zero in qualunque ordine si prendano i suoi fattori, c l'altro

of fattor

2.° caso . Supponiamo ora the la,, sia convergente indipendente-
mente dall'ordine dei termini, e lb,, non lo sia .

In questo caso osservando the la serie Yv,,a,, e pure convergente iudi-
pendentemente dall' ordine dei termini e la serie a zb n non lo e, e scrivendo
la (7) sotto la forma :

,I-)= e'Z v1 a,, + ZXn b7i2 + : V. 7
y

pei teoremi del n.° I si vede subito che : cangiando in P l'ordine dei
fattori in tutti i modi possibili, it suo modulo avra sempre uno
stesso valore fin to c differclite da zero, o sempre infinito secondo
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the la serie lb„'2 6 convergente o divergente ; l'argomento poi o
sara sempre infinito o passes per tutti i valori da - oc a +oo e per
dati ordinamenti degli stessi fattori divers anche indeterminato .

3.° caso : Supponiamo in ultimo the n e s s u n a d e l l e due s e r i e -a,,,
b,, sia convergente indipendentemente dall' ordine dei termini .
In questo caso dalla formola ('7) pei teoremi del n .° 1 si vede subito the

cangiando l' ordine dei fattori in P, l' argomento del prodotto o
passes per tutti i valori da -+-cc a -^f e per dati ordinamenti
degli stessi fattori divers anche indeterminato, o sara sempre
infinito . Pel modulo poi accadra altrettanto o sara sempre zero,
a meno the la serie 2;(as2+2a,+b,.2) non sia convergente indi-
pendentemente dall'ordine dei termini nel qual caso it modulo
ha sempre uno stesso valore finito e differente da zero .

Notiamo the qui abbiamo supposto the le a,, e b, tendessero a zero eel
crescere indefinitamente di n . I prodotti infiniti nei quali cid non accade
sono sempre nulli o infiniti o indeterminati, e di essi non i punto utile
occuparsi .

Pisa, 16 Marzo 1868 .
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