Sui prodotti infiniti.

(di ULisse DiNt, o Pisu).

l prodotti di un numero infinito di fattori sono stati studiati da vari di-
stinti Geometri, ¢ su essi s1 sono trovati varil teoremi per poter giudicare
della loro convergenza o divergenza. Perd tutti questi teoremi generali sono
relativi alla convergenza semplice dei prodotti infiniti, e, che io sappia, fin
ora non & stata data una condizione necessaria e sufficiente affinché un pro-
dotto infinito abbia sempre uno stesso valore finito e determinato indipen-
dentemente dall’ ordine dei suoi fattori. In mancanza di una tale condizione,
io mi sono posto alla ricerca di essa, e ora vengo ad esporre i risultati di
questa ricerca, premettendo prima alcuni teoremi sulle serie.

§ 1.

Ug Uyt e U (1)

una serie reale, i cui termini sono in parte positivi ¢ in parte negativi, ¢
tendono a zero col crescere indefinitamente di n; vediamo che cosa acca-
drad quando in essa si cangia I'ordine dei fermini in tutti i modi possibili.

Indichiamo percid con S, la somma dei primi n termini della serie (1),
¢ supponiamo che:

U Gy ey (2)
BByt A Burk ()

sieno le due serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei termini ne-
gativi che compongono la serie (4). In S, entrerd un certo numero m dei
primi termini della serie (2), ¢ un eerto nwnero ' dei primi termini della
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serie (3); quindi se siindicano con 0, o', le somme rispettive di queste
o o/ primi termiui delle seric (2) ¢ (3), sl avra:

Sn:Gm"“ 0,1// ) & hm Sn: (Gln - Glm.')‘

Di qui si vede subito che quando le serie (2) ¢ (3) siano entrambe con-
vergenti la serie (1) sara convergente indipendentemente dall’ordine dei ter-
mini (Teor. di Dirichlet), e quando una sola delle serie (2) e (3) sia diver-
gente, la serie (1) sard divergente in qualunque ordine si prendano i suoi
termini; quindi resta a considerarsi solo il caso in cui le serie (2) e (3)
siano entrambe divergenti.

In questo caso ci proponiamo di mostrare che si potrd cangiare !’ ordine
dei termini nella serie (1) in modo che cssa venga ad avere per somma
una quantitd qualunque data finita o infinita, o anche divenga indeterminata.

Indichiamo percid con /i una quantitd finita e positiva qualunque, ¢ mo-
striamo subito come possano ordinarsi i termini della serie (1) in modo da
ottenere, che la sua somma venga ad essere precisamente fi. Per questo
supponiamo che i termini della serie (2) a partire dal primo siano tutti minori
di h; se questo non fosse, potremmo aggruppare con una legge qualunque
un certo numero dei primi termini delle serie (2) e (3) sino a trovare che
i termini seguenti della (2) soddisfacessero a questa condizione e che la
somma algebrica dei termini cosl aggruppati, prendendo quelli della (2) col
segno -+ e quelli della (3) col segno —, fosse una quantith negativa —Fk;
allora i considererebbero le serie () ¢ (3) a partire da questi termini, e si
cercherebbe di formare con queste due serie un’altra serie in cui le a,
fossero prese col segno + e le 3, col segno —, e la cul somma fosse h + k.

Cid posto, osserviamo che, siccome le scrie (2) e (3) sono divergenti,
potremo prendere un numero finito p, di termini a, a,...a, della (1) tali
che la loro somma differisca da -+, di meno del termine seguente «, . ,;
poi si potranno prendere altri p, termini @, , s @, gs-.- %y 4, tall chela
BOMME O Gy« + oGy 00 v v 0y o differisca da b+ 8,465, a
meno del termine seguente , ,, .:...in generale poi dopo il termine
%p pyrerp,_, S1 potranno prendere altri p, tormini o, \p o ooopp, 4y
B oy e by v 2 Fp iy pr o hp,_ rp, toll che la somma e, +a,+
et @y sy gy, DO differisca da h+8,+8,+ -+ Buche a meno
del termine seguente @, ., o ... 4 p (. DI questi numeri , o .00y, ... 2louni
potranng essore anchie zero perch® pud essere, per escmpio, che 8, sia
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tanto piccolo che la somma o, +ag+-+ay ., o ...pp  che differisce da
h+B8,+B,+ -+ ., a meno del termine a, ., ...,  ,,, differisca
anche da h+@3, +---+g._, + 05, a meno dello stesso termine; perd la
somma p, -+ p,+ - + p, dovrd crescere indefinitamente con n, poiché la
quantitd h-+ B, + B, + .-+ B. cresce pure indefinitamente con .
Conseguentemente con questi gruppi successivi si potrd formare la serie:

a1+061+---+%"‘/3’1 +oc1,4+1—|—...+cc2,‘+2-—‘32+ ) (3)

e . - Cas
1571-1+ap,+ Pyttt -+pn_1+1+ O py g B+

che non sard che la (1) scritta in un ordine particolare, e in questa seric
(siccome alcune delle p possono essere nulle) anche i termini negativi po-
tranno trovarvisi successivamente a gruppi. Perd sl i gruppi dei termini
positivi che quelli dei termini negativi tenderanno a zero col crescere in-
definitamente di n, poiché l'aggiunta di un gruppo positivo, per esempio
I'n® fa si che la somma si aumentisoltanto di 3, a meno del primo ter-
mine positivo seguente Uy gpgre e bvatrs © I’aggiunta del seguente gruppo
negativo fa si che la somma ottenuta si diminuisca della quantith di cui
si era precedentemente aumentata a meno dello stesso primo termine posi-
tivo seguente.
Cid posto se facciamo:

f— —_ o d —
Sn—a’[ —}"° ‘ '+ ap‘ (6)1_*_' T ap‘_g_ya+ Py, /_';7”

s1 avra:
h—e<<S,<h+e¢,
essendo ¢ una quantitd che tende a zero; e quindi sard:
lim S, =h:

e di qui si concluderd che la serie (3) & convergente e ha per somma F,
giacché se arrestandoci a un gruppo di termini negativi si & avuto per li-
mite della somma /, altrettanto accade arrestandosi a qualunque altro punto
st in un gruppo positivo che in un gruppo negativo, perché, per quanto
si & visto, questi gruppi e quindi anche le loro parti tendono a zero.
Cosl si vede intanto che i termini della serie (1) si possono ordinare in
modo che la somma di essa si riduca alla quantity data h; ed anche si ca-

pisce che cid potrd farsi in infiniti altyi modi seguendo altve leggi per for-
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mare 1 successivi gruppi di termini delle serie (2) e (3), come, per esempio,
seguendo ancora il motodo precedente, e prendendo invece di h una fun-
zione positiva e crescente di n, che col crescere di n si avvicini indefinita-
mente alla quantitd data i In un modo analogo si proverebbe che si possono
dare ai termini della serie (1) tali ordinamenti, che la sua somma divenga una
quantitd negativa data. Inoltre, prendendo per h una funzione positiva o
negativa di n che cresca indefinitamente con n in valore assoluto, o che non
abbia un limite determinato, con ragionamenti analoghi si vedrebbe che la
serie (1) si puo ridurre ad infinite altre serie che siano divergenti o inde~
terminate. Quindi riassumendo si pud ora enunciare il seguente teorema:
Essendo data la serie reale:

Uyttt Uy 4)

i cui termini sono in parte positivi e in parte negativi ¢ tendono
a zero col crescere indefinitamente di n, ed essendo:

%+%+m+%+~-% )

ﬁ1+ﬂ2+...+‘8n+... )

le serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei termini
negativi:

1. Se queste due serie (5) sono ambedue convergenti, la serie
data (4) ¢ convergente in qualunque ordine si prendano i suoi
termini.

2.° Se una sola delle serie (5) & divergente, la serie (4) & di-
vergente in qualunque ordine si prendano i suoi termini.

3.° Se le serie (5) sono ambedue divergenti, cangiando l'or-
dine dei termini nella (1) in tutti i modi possibili, questa serie verrad
a prendere tutti i valori da +oca—c0, e ciascuno un numero in-
finito di volte; e per dati cangiamenti dello stesso ordine diverra
anche indeterminata.
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§2

1.° Osservando che questo stesso teorema ci mostra, che una serie (4) non
pud essere semplicemente convergente o indeterminata, che nell’ ultimo
caso, se ne concluderd in particolare che: Data una serie semplice—
mente convergente o indeterminata i cui termini tendono a zero,
se si cangia in essal’ordine dei termini in tuttiimodi possibili,
la sua somma verrad a prendere tutti i valori da + cc a — ¢, e per
dati ordinamenti degli stessi termini sara indeterminata.

2.° Osserviamo ancora che se si indicano con A, A,. .. 4, ... delle quan-
titd positive che non tendono né a zero né all'infinito, la serie dei termini
positivi e quella dei valori assoluti dei termini negativi della serie:

Ay Uy + AUy Loy Uy

sono convergenti e divergenti insieme alle serie corrispondenti cui d& luogo
la serie (4); e quindi si pud dire che: se le quantita 4,,2,...4,...s0n0
positive e non tendono né a zero né all’infinito, per la serie:

AUyt Rg Uyt Ay Ut
avverrd precisamente quel che avviene per la serie:
Uy Uyt Uyt

3.° I pure da notarsi che dalla dimostrazione del teorema generale prece-
dente, risulta anche che: se sono date due serie di quantitad positive:

Gy Cgyovs Gy
B Byre o By

che tendono a zero col crescere indefinitamente di n, ¢ sono tali
che le serie formate con esse giano divergenti; se si prendono
le @ col segno + e le 8 col segno —, con queste guantitd si po-
tranno sempre formare infinite serie semplicemente convergenti
che abbiano per somma una quantitd qualunque data. Osserviamo
inoltre, che da cid che precede si vede anche come questo possa
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farsi; e osserviamo pure che le due serie di quantita a e @ possono
anche ridursi a una sola serie di quantitd, quando sia in gene-
rale a,=0,.

Lo studio delle serie complesse si fa dipendere da quello di due serie
reali; quindi applicando a queste ultime i tcoremi precedenti si troverebbero
quelli corrigpondenti per le serie complesse.

pls 2
o

Questi teoremi ci conducono subito a risolvere la questione che ci siamo
proposti in principio.
Sia infatti:

P=0 +u) A +u) - (4w,

\

un prodotto infinito reale o complesso, e cerchiamo dapprima la condizione

necessaria e sufficiente affinché esso abbia un valore finito e determinato

¢ differente da zero indipendentemente dall’ ordine dei suoi fattori.
Poniamo percid:

.
PETRYRPUCE STV St

indicando con [ la caratteristica dei logaritmi Neperiani, e supponendo che,
fra gli infiniti logaritmi di 1-+wu,, I(1-+u,) 0 a,+ B, sia quello in cui il
coefficiente di ¢ ha il pilt piccolo valore assoluto.

Si avra:

Pt o 2t b)) ®)

e ogni cangiamento dell’ordine dei fattori in P porterd un corrispondente
cangiamento nell’ordine dei termini della serie ZI(1 +u,)=2%(a, + B,).

Ci6 posto, supponiamo dapprima che P abbia un valore finito, determi-
nato e differente da zero indipendentemente dall’ordine dei fattori. Per
questa condizione la serie = (a,—~(3,7) dovrd essere tale che I’esponenziale
el ahhia sempre uno stesso valore finito e determinato ¢ differente da
zero, e quindi la seric Z(a,+0,%) 0 dovrd essere convergente indipenden-
temente dall’ordine dei termini, o dovrd esscr tale che per qualunque can-
giamento dello stesso ordine la sua somma non possa variare che di multipli
del periodo dell’esponenziale, vale a dire di 2kn.

Annali di Malematica tomo, I1, 5
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Di qui segue subito che la seriec Za, dovrd essere convergente indipen-
dentemente dall’ordine dei termini. In quanto poi alla scrie 28,, osserviamo
prima di tutto che dalla ipotesi fatta che P abbia un valore finito e deter-
minato, e che le 8, non tendano verso multipli di 2=, ne viene che queste
quantitd devono tendere verso zero, poiché altrimenti la serie %8, o sarebbe
divergente e la sua somma evidentemente non tenderebbe all’infinito aumen-
tando successivamente di multipli di 27, o sarebbe indeterminata e la inde-
terminazione non porterebbe su multipli di 27; e quindi in ambedue i casi
I’argomento di P sarebbe indeterminato (¥). Ora se le 3, tendono verso zero,
la serie %3, non potra essere divergente in qualunque ordine si prendano
i suoi termini poiché altrimenti I'argomento di P sarebbe sempre indeter-
minato; e non potrd neppure essere semplicemente convergente o indeter-
minata poiché altrimenti (§2. 1.°) cangiando lordine dei termini in tutti i modi
possibili la sua somma prenderebbe tutti i valori da — o0 a +cc ¢ quindile
variazioni non sarchbero soltanto di multipli di 2#«. Dunque se il prodotto
infinito P ha un valore finito e determinato e differente da zero indipen-
dentemente dall’ordine dei fattori, tanto la serie Za, che la serie 28, sa-
ranno convergenti indipendentemente dall’ordine dei termini, ¢ quindi tale
sard pure la serie 21 (1-4-u.,).

Di qui risulta che la serie:

Zmod (1 +u,)=2mod u, mod[M] ,

?é‘ﬂ.

& convergente: e quindi, poiche si ha:

tim 1)y
" :
anche la serie Zmodwu, sard convergente, ¢ si pud pereid concludere che,
se il prodotto infinito P ha un valore finito e determinato e differente da
zero indipendentemente dall’ordine dei fattori, la serie Zu, & convergente
indipendentemente dall’ordine dei fermini.
Questa condizione poi & anche sufficiente, giacch® se essa & soddisfatta,
la serie Zmodu, & convergente, e quindi tale & pure Daltra:

‘2&

S mod u, mod [M]mﬁmeé I+ un).

D

) Cid del resto visuha subito anche dalt nsservare che evidentemente st deve avere lim #, ==4.
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Conseguentemente la serie %I(1 + u,) & convergente indipendentemente
dall’ ordine dei termini, e quindi, per la formola (6), il prodotto P ha un
valore finito determinato e differente da zero indipendentemente dall’ ordine
dei fattori (*).

Dietro cid si pud dunque enunciare il teorema che: La condizione
necessaria e sufficicnte affinché un prodotto infinito reale o
complesso:

(1""'“1) (1+uz)(1+un)

abbia un valore finito e determinato ¢ differente da zero indi-
pendentemente dall’ordine dei fattori, & che la serie:

Uy Ug o Uy

sia convergente indipendentemente dall’ordine dei termini.

§ 4.
Passiamo ora a cousiderare il caso iu cul il nostro prodotto infinito:
P={1+u)d4+u) - d4+u)---

non ha un valore finito ¢ determinato e differente da zero indipendentcmente
dall’ ordine dei fattori. In questo caso, se:

U ==+ b, T,

pel teorema precedente, una almeno delle due serie Za,, =0, non sard con-
vergente indipendentemente dall’ordine dei termini; e qui si presentano per-
cid pitt casi da considerare.

Per considerare questi casi, osserviamo prima che si ha:

LA+ w) =41 [(L+ 0"+ b,7] -+ aretg 5

(") I Sig. WeIERsTRASS, nhel vol. 51 del giornale di Crelle, aveva soltanto dimosirato che so
la seric Bu, ¢ convergente indipendentemente dall’ordine dei termini, il prodotto infinito reale
o complesso

(Atu) (A +ug) - (A w)

ha un valore finite, determinato ¢ differente da zero,
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¢ quindi, suppouendo che le «, e J, tendano a zero, col crescere indefini-
tamente di n, e indicando con %, e u, due quantitd positive, che non tendono
ne a zero né all’infinito, almeno a partire da un certo punto, si avrd:

LA 4w, == 2 (0 + 200 + 0, + 12 ba s
e per questa sard:
P:: 82)“/&({1%% ’+ 2an ‘i‘ bnﬁ,"’i" iE{J'ubn:: ez (\"nan + }‘;zbng) + izy‘nbn , (7)

essendo v, la quantitd A,(a,+2) la quale almeno a partire da un certo
punto ¢ positiva e non tende né a zero né all’infinito.

Con questa formola ci & ora facile di studiare i differenti casi che possono
presentarsi per le serie Za,, 2b,.

1.° caso. Supponiamo che b, sia convergente indipendentemente
dall’ ordine dei termini, e Z¢, non lo sia.

In questo caso la serie Zu,b, & convergente indipendentemente dall’ or-

dine dei termini, e quindi 1’argomento del prodotto ha sempre lo stesso

valore finito e determinato qualunque sia I’ordine dei fattori. In quanto al

modulo poi, osserviamo che siccome esso pud scriversi ezv"a”—{"m”‘bnz, e dallo
essere convergentc indipendentemente dall’ ordine dei termini la serie %0,
ne viene che tale & pure la £0,% ¢ quindi anche 1 altra 24,b,% cosi per
vedere che cosa accada del modulo hisognerd studiare la serie 2w, a,. Ora
per considerare la serie Zv,a, basta considerare la serie % a, (§ 2. 2.%), giacche
le quantitd v, sono positive finite e differenti da zero; quindi applicando il
tecorema del § 1 si pué cvidentemente concludere che: Se mnel prodotto
infinito:
A+a,+i0) (1-+ay+1by) - - (1 +a,+ib,) - - -

la serie b, & convergente indipendentemente dall’ordine dei
termini, e la serie Za, non lo &; cangiando 1'ordine dei fattori:
1.° esso sard sempre zero se la serie formata colle a, negative ¢
divergente e quella formata colle a, positive non lo &; 2.° avra
sempre un modulo infinito se accade 1'opposto; 3.° il suo modulo
passerd per tutti i valori da 0 acc e anche per certi ordinamenti
dei suoi fattori diverra indeterminato se la serie delle a, positive
e quella delle a, negative sono entrambe divergenti. L’argo-
mento poi in ognuno di questi casi avrad sempre lo stesso valore
finito ¢ determinato qualunque sia Pordine dei fattori.
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“:
-1

In particolare si ha di qui che: Se nel prodotto reale
A+a)(l+a) - +a),

la serie %a, non & convergente indipendentemente dall’ ordine
dei termini; cangiando 1l'ordine dei fattori: 1.° il prodotto sard
sempre zero se la serie delle a, negative & divergente e quelle
delle a, positive non lo ¢; 2.° il suo valore assoluto sard sempre
infinito se accade 1’opposto; 3.° passerd per tutti i valori da zero
all’infinito ¢ anche diverrd indeterminato se nessuna di queste
due serie ¢ convergente.

Esempii. 11 prodotto infinito :

e e

¢ zero in qualungue ordine si prendano i suoi fattori, e Paltro:

(e (P (e

¢ infinito per qualunque ordine dei suoi fattori.

11 prodotto infinito

(ol sl 1—4)-

cangiando 1'ordine dei fattori in futti i modi possibili, passa per tutti i va-
lovi da 0 a oo e anche diviene indeterminato.

2.° caso. Supponiamo ora che Za, sia convergente indipendente-
mente dall’ordine dei termini, ¢ 2b, non lo sia.

In questo caso osservando che la serie 2v,a, & pure convergente indi-
pendentemente dall’ordine dei termini e la serie Zu,b, non lo &, ¢ scrivendo
la (7) sotto la forma:

P= er‘"ﬂ.‘zn + z)méng +1i2 P‘nbn
>
pei teoremi del n.® 1 si vede subito che: cangiando in P I"ordine dei

fattori in tutti i modi possibili, il suo modulo avrad sempre uno
stesso valore finito ¢ differcute da zero, o sempre infinito secondo
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che la serie 2b,* & convergente o divergente; 1’argomento poi o
sard sempre infinito o passerd per tuttii valori da — oca 420 e per
dati ordinamenti degli stessi fattori diverra anche indeterminato.

3.° caso: Supponiamo in ultimo che nessuna delle due serie 2a,,
2D, sia convergente indipendentemente dall’ordine dei termini.

In questo caso dalla formola (7) pei teoremi del n.°1 si vede subito che
cangiando ’ordine dei fattori in P, I’argomento del prodotto o
passerd per tutti i valori da -+~oc a —cc e per dati ordinamenti
degli stessi fattori diverrd anche indeterminato, 0 sard scmpre
infinito. Pel modulo poi accadra altrefttanto o sard sempre zero,
a meno che la serie Z(a,’+2a,+b,*) non sia convergente indi-
pendentemente dall’ordine dei termini nel qual caso il modulo
ha sempre uno stesso valore finito e differente da zero.

Notiamo che qui abbiamo supposto che le a, e b, tendessero a zero col
crescere indefinitamente di n. I prodotti infiniti nei quali c¢ié non accade
sono sempre nulli o infiniti o indeterminati, e di essi non & punto utile
occuparsi.

Pisa, 16 Marzo 1868.
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