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Sulla connessione 

superficie razionali reali. 

(Di ANN|BALE C()MESSATTI, a Padova,.) 

INTRODUZIONE. 

I n  questa Memoria, it~tesa a continuare e completare una mia prece- 
dente rieerca (*), mi propo~go di stabi]ire dei metodi i quali servano a de- 
terminare ]a connessione di tutte le superiicie razionali rea]i, collegandone 
le proprieth, sia a quelle della rappresentazione piana, sia ai caratteri inva- 
riauti (relativi) della superficie. 

Prima di accennare alia via percorsa ed ai risultati ottenuti, non credo 
fuor di luogo dare alcune spiegazioni circa la natura e la posizione del pro- 
blema, lasciando al testo den lavoro il compito di giustiiicare pifi ampiamente 
i criteri adottati. 

Ogni indagine la quale si riferisca, a proprieifi di connessione d'una su- 
perticie a]gebrica reale, richiede che sia ben precisato il punto di vista, dal 
quale le proprieth stesse si considerano. Percib occorre prima d'ogni cosa 
stabilire : 

1. °) Quale influenza esercitino sulle propriet~ in questione le eventuali 
singolarith reali della superiicie; 

2.o) Quale signiticato si debba attribuire alla frase superficie equivalenti 
dal punto di vista della connessione; in altre parole, ponendoci dal punto di 
vista, del classico Programma di KLE[~,~, quale sia il gruppo di trasformazioni 
da cui ~ caratterizzata la geometria che studia le proprietfi di connessione 
delle superficie. 

(*) Fondamenti per la geometria sopra le superficie razionali dal punto di vista reale [Ma- 
thematische Annalen, LXIII (191~), pp. 1-7~2]. Questa Memoria verr~t ne[ seguito indicata 
con F. 
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Dai criteri adottati pet' stabilire la detinizione di equivalenza nel senso 
suddetto, dipende in ce,'to modo anche la convej~zione ehe si adotta per pre- 
cisarc l'influenza delle si~golarith. Ne]l'ordine di idee che sotto sara, chia- 
rito, torna co,lvenie~lte attribuire ad esse la stessa influenza che avreb- 
bero se fossero risolute, cio6 co,lsiderare ogld superficie razionale reale /~" 
come equivalente ad un modello Fo privo di singolarit'~ ha cui costruzione 
sia delinita senza ambiguit~ per ogtli caso. L a  risoluzione delle singolaritfi, 
mediante un ben determinato tipo di trasformazioni (birazioL~ali) reali (che 
rientra~lo percib nel gruppo della connessiotte) collegate alia rappresentazione 
piana di /¢, si trova stabilita al §:4, n. ° 13; tuttavia lo studio delle proprietor 
di connessione di F si fa direttamente su quella rappresentazione, senza ri- 
correre al modello /4o it quale .illterviel~e soltanto per chiarire il senso che 
deve darsi a quelle propriet'~ in quanto su esse influiscono le singolarith di F. 

Quanto alia ~.a delle due questioni suddette, volendo liberarmi da tutto cib 
che non ha essellzialmente carattere invariantivo nella considerazione d'u,~a 
superficie (spazio in cui 6 contenuta, elementi impropri, ecc.), cio6 volendo dare 
al concetto di connessione la sua pifi ampia generalith ~ ch'6 poi richiesta 
dalla natura dei risultati a cui mi son proposto di p e r v e n i r e - - h o  aceeduto 
al criterio di considerate come proprieth di cmmessione solo quelle che KLEIN 
ha chiamato assolute (*), ia relazione alle quali l'equivale,nza di due superfieie 
dipende dalla possibilith di stabilire fra esse una corrispondenza (reale) biu- 
n ivoca, continua, p r i v a  di eccezioni (nel campo reale), la quale non soddisii 
in pi~:t ad alcu~la necessaria restrizione dipendente da speciali propriet'h (ad 
es. proiettive o ~netriche) delle superficie (~*). La detinizione rigorosa delle tras- 
formazioni suddette (the nel caso di superticie finite son poi deformazioni  
con estensione) si trova stabilita, per superiicielprive di singolarit~, al § °2, nel 
quale, in vista delle esigenze del lavoro, della necessit~ di evitare in questioni 
delicate interpretazioni ambigue, ho esposto (senza tuttavia mai perder di 
vista lo scopo della Memoria) i risultati fondamentali inerenti alla eonnes- 
sione delle superticie, corredando l'esposizione di alcune note in cui, col sus- 
sidio di un'ampia bibliograiia (*~*), espongo e brevemente discuto i vari punti 
di vista e le ragioni di alcune mie preferenze. 

(~) Ometto qui citazioni dettagliate, riservandole al testo. Cfl'. la llota 07). 
(~) Nel campo algebrico pub dirsi che le propriet~ di connessione sono invarianti di 

l'ronte alle trasformazioni birazionali reali the son prive di punti fondamentali reali, cio6 non 
introducono curve eccezionali reali. 

(**~) Ho cercato, per quanto possibile, ch 'essa sia completa (in relazione ai punti di vista 
discussi) e atta a guidare il lettore ad uno studio piil approfondito. 
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Fissato il campo delle propriet~ che in questo lavoro si considera~lo come 
inere,lti alla connessione, risulta da un teorema fondamentale di quella teoria, 
che esse sono univocamente collegate a due caratteri :  

a) Un carattel'e qualitativo : l' ~enilateralita o bilateralit~t della superlicie; 
b) Un ca.rattere numerico: l'ordine di connessiol~e Z, che si pub, con 

vari Autori, deiinire anche per superficie dotate d'un aumero qualunque 
(finito) di falde. 

La determincezione dei due caratteri a), b) per ogni superficie razior~ale 
reale, di cui si conosca, la rappresentazione piazza, ~ il problema intorno a cui 
si raggruppano tutti i risultati  di questa Memoria. 

[1 procedimento di cui mi giovo per giungere alla soluzione di esso, si 
tb))da su due possibilith : 

12) Quella di associate ad ogni superiicie raziotmle reale F una sua 
trasformata reale ¢ la cui com~essione si sappia determinate direttamente 
(valendosi p. es. della, rappresentazione pinna doppia di ¢); 

2.a) Quella di desumere la connessione di F da quella d i ¢  valutando 
l'influenza che ha su essa la trasformazione reale intercedente tra F e ~. 

La ricerca, per ogni F, d 'una ¢ l a  cui connessione sia determinabile di- 
rettamente (sopra un modello concreto), non ~ di per s~ semplice; ma la 
difficolt'~, diviene pifi seria se si vuol scegliere • in modo che dalla sun con- 
nessione si possa desumere quella di 2', perch~ a tale scopo conviene che 
la trasformazione reale che lega F a ¢ presenti certi caratteri di semplicit'~. 
Cosi ad es. se F ha una sola falda, si pub scegliere come • un piano, ma 
la pvesenza su questo di cm've fondamentali  (semplici) ostacola gravemente 
la ricerca del carattere di bil~teralit'h od unilateralith di 2'(~). La difficoltfi 
si rimuove facendo sparire quelle curve fondamentali  in modo c h e l a  rap- 
presentazione p inna  di F r imanga ancora reale ; tuttavia la possibilit'~ di tal 
rappresentazione (limitata da due determinate eccezioni), e pifi in generale 
d 'una speciale rappresentazione piana di tutte le superficie razionali reali, 
che ho chiamato normale, si prova mediante una indagine assai delicata, a 
cui ~ dedicato l 'intero § 1. Tenendo conto delle proprietfi di quella rappre- 
sentazione, si riesce ia generale a costruire la superficie ¢ in modo che la 
trasformazione (birazionale) reale fi'a F e (~ sia dotata su • d 'un numero 
ii)~ito di punti fondamentali,  e priva affatto di punti fondamentali  su F. 

(~) Cfr. iI lavoro di EsRIQUBS, citato alia nora (1). 
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Allora, un teorema dovuto a KLEIn,', completato da qualche osservazione ul- 
teriore, permette di dedurre la connessione di F da quella di ¢. 

il teorema a cut s'allude, pt'ecisa l 'alterazione ches i  produce nella con- 
nessione d 'una superficie, quando ad essa si applica una trasformazione reale 
dotata di eccezioni in punti e curve fondamentali. Data la sua ampia portata, 
specialmetlte per quanto riguarda lo studio delle superiicie nnilatere, ho de- 
dicato alle relative applicazioni tutto il § 3, presentando ivi sotto nuova forma 
alcuni important.i risultati che concernono la teoria d[ quelle superficie, e 
assegnando alcuni modelli, a t t i a  dare un'idea suila for.ran delle superficie 
razionali. Lo studio delle superficie unilatere, mediante una loro particolare 
rappresentazione, conduce inoltre a considerare quelle fra le proprieth dei 
circuiti chiusi su esse tracciati, che hanno relazione col concerto (e colla de- 
tinizione) d'omologia, e a porre in proposito interessanti problemi. Di alcuui 
fra essi, che presentano analogia con quelli relativi alia ricerca d'una base 
m i n i m a  per le curve appartenenti  ad una superficie algebrica, ho dat0 la 
soluzione in fine del § 3. 

Ecco ora, in breve, le principali conclusioni della Memoria. 
Per quanto riguarda il carattere di unilateralit~t o bilateralit~ enuncierb 

anzitutto il risultato seguente:  
Tutte le superficie razional i  con una  fa lda  (rappresentabili  realmente sul 

piano) sono unilatere, fa t ta  eccezione per  quelle equivalenti  ad u n a  s fern (Z----- O) 
o ag un  toro ( Z - ~  ~) (§ ~). 

Negli altri cast si ha invece: 
In ogni classe di superfieie (definita in relazione alle trasformazioni bi- 

razionali reali) appartenenti  alla I ° o I I  ° famig l ia  (della classificazione sta- 
bilita in F. n. ° 4~0, Teor. V) esistono superficie, aventi l 'ordine di connessione 
minimo le cut falde son tutte bilatere e del tipo sfera. Appena l 'ordine di 
connessione supera quel minimo ahneno una falda ~ unilatera (§ 5); 

Fra le cinque falde che appartengono ad una superficie della I l l  ~ fa- 
~niglia ve n'ha una - -  denominata  fa lda  singolare - -  che non si pub ridurre 
bilatera mediante una trasformazione birazionale reale. Sicch5 le superficie 
di quella famiglia hanno sempre almeno una falda unilatera, ch'~ ]a falda 
singolare, il cut ordine di connessione ha per valor minimo l'U~itdt. Invece 
le altre quattro fa lde  possono simultaneamente ridursi bilatere e del tipo 
sfera (§ 5, e, per lo studio della falda singolare, § 7). 

[ risultati di carattere numerico si aggruppano tutti intorno alle espres- 
sioni ~ dipendenti dalla famiglia e, per le superficie con una falda, anche 
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da due casi eccezionali di rappresentazione - -  dell'ordine di connessione Z 
mediante i caratteri inerenti alla rappresentazione piana normale della su- 
perfieie /7. In modo essen'ziale coni;ribuisce all 'espressione di Z, il numero r 
di quei punti che son base per il sistema lineare ~ imagine - -  nella rap- 
presentazione normale ~ delIe sezioni plane (od iperpiane) di F, e che sono 
uniti uella trasformazione antibirazionale involutoria • corrispondente al con- 
iugio di F (§ 5). 

Siccome anche l 'espressione dell 'invariante di ZEUTHEN-SEGRE _Y relativo 
ad F dipende in modo essenziale da r e, in pih, da] numero i de]le coppie 
di punti, base per E, e eorrispondenti in v, cosi si ottengono senza difticolth 
importanti  disuguagtianze. 

Esse esprimono, che, dato I, il lmmero Z relativo ad una superficie di 
una  determinata famiglia, con un certo numero m di falde, varia fl'a due 
limiti di cui l'inferiore ~ tisso (per quel dato m e per quella famiglia) e il 
superiore dipende da L Io provo che, compatibihnente colla relazione 

I----- Z (rood. 2), 

la quale b soddisfatta da tutte le superficie razionali reali, tutti i valori com- 
presi fra i due limiti sono ef[ettivamente raggiunti  in ogni elasse appartenente 
a quella famiglia e relativa a quel dato numero di falde. Si trova cosl ri- 
solto un problema posto in fine dell ' Introduzione di F. (pag. 6). 

Le espressioni di 1 e Z dipendono, come si ~ detto, dai due interi r e d  i 
e variano diversamente al variare di essi; in tal guisa che l 'eliminazione di r 
ed i non pub compiersi se non introducendo uu terzo carattere della super- 

('2 ~° ticie che si esprima anch'esso mediante qu%l mterl, l~ questo il ~umero base 
reale ~, cio~ il numero delle curve reali l inearmente indipendenti a eui ~ li- 
nearmente legata ogni curva reale della superficie. Le espressioni d i~medianle  
r e d  i (stabilite al § 6) confi-ontate con quetle di I e Z conducono alla re- 
lazione seguente 

± +  z = 1) ,  

la quale ci sembra degna di nora, oltre the per la sua semplicit~ anche per 
il fatto ch'essa vale per tutte le superfieie raziona]i, indipendentemente dalla 
famiglia e dal numero delle falde; in quanto l 'influenza di tall elementi spa- 
risce nelt 'etiminazione di r e d  i. Si potrZt forse in avvenire considerarla come 
caso particoblre, d 'una relazione analoga valida per tutte le superficie alge- 
briche ? 
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§ 1. 

RAPPRESENTAZIONE PIANA NORMALE DELLE SUPERFICIE RAZIONAL] REALI, 

1. Le propriet'h di connessione d 'una superficie raziouale reale F si 
collegano, come vedremo, intimamente, a quelle della sua rappresentazione 
piana. E tanto pifi semplice ed espressiva ne riesce la deduzione quanto 
meglio quella rappresentazione risponde a certe condizioni di semplicith im- 
poste dalle speciali esigenze del problema. 

Per renderci conto, almeno in via approssimata, di tall esigenze, pren- 
diamo le mosse da un esempio. 

Imaginiamo che F abbia una sola falda, cio~ sia rappresentabile real- 

~nente sopra un piano (reale) ~: (F. § 6). Sia S il sistema lineare reale di =, 
che corrisponde a quello delle sezioni plane od iperpiane di F. Quest() si- 
sterna sara_ dotato di un certo numero di punt i  base e di curve fondamentali  

se~nplici (eccezionali); anzi possiamo supporre che, all'infuori di queste, non 
vi siano altre curve fondameutali per S, imaginando, per maggior semplicit~, 
che F sia priva di punti multipli. 

Possiamo allora calcolare subito l'ordine di connessione di F, giacch~ esso 
si esprime in modo semplicissimo mediante il numero dei punti base e de]le 
curve fondamentali  di S; mentre invece ci troveremmo di fronte ad una certa 
difticolt& qualora volessimo decidere circa l 'unilateralit~ o bilateralit& di F. 
Tale difficolth, che divien pifi seria quand0 non si tratti d 'una superficie par- 
ticolare, ma si vogliano stabilire condizioni generali, proviene dalla presenza 
delle curve fondamentali  ('). 

Si potr& pensar di rimuovere siffatta difticolt& facendo sparire le curve 
fondamentali di S mediante una  conveniente trasformazione di = in un altro 
piano ~:'. Invero, salvo determinate eccezioni, che possono venir considerate 
a parte, tale operazione ~ possibile (F. n. ° 18, Teor. I). 

Ma dopo rib la rappresentazione di F su ~' sar~t ancora reale 

(1) Una condizione, avente carattere generale, intesa a stabilire quando si possa affermare 
che F ~. unilatera, fu data da ENF~IQUES : Alcm~e osservazio~i intorno alle supe~'ficie razionali 
reali [Rendiconti della R. Accademia di Bologna, XVI (191~2), pp. 70-73]. Trattasi per(') d'una 
condizione s~¢fficie~te, utile tuttavia in ~:asi speciali. 
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b~ altre parole sarh reale il sistema S' trasformato d i s  ? Erco una que. 
stione di cui i~ assai importante the ci occupiamo senz'altro per spianare ]a 
via alle nostre ricercbe. 

Anzitutto, riportandoci dal suddetto esempio al caso generale, poniamo 
i termini del problema. 

Sia F una superficie razionale reale quatul~que, rappresentata sopra uu 
piano (reate) = in tal guisa the al s[stema delle sue sezioni plane od iper- 
plane risponda un sistema lineare S, appartenente a =. Qtlesto sistema sa.rfi 
mlito in tma trasformazione a~ltibirazio~mle involut()ria T, imagine (]el con- 
iugio di F (se F ha m~a falda 7' si Ira6 trasformare nel coniugio e (luindi 
S in un sistema reale). 

Circa S e T possiamo affermare quanlo segue:  
a) II sistema S ~ ridl~cibile, mediante h'asformazione cremonia~la, ad 

un sistema E privo di curve f'ondameutali semplici, ovvero dotato di part i~ 
colarith sn cui non 6 per ora il ca so (li insister(, (F. n. ~) 18, Teor. 1); 

b) La trasformazione I' ~ ridueihile, mediaute trasformazione cremo- 
niana, ad m~ (letecmilmto iipo the  chiameremo ~aor,JJ~e~le avenie (i~ relazione 
a tutte le trasformate di T) it minimo nmnero di Imnti fondamentali (vedi 
F. § 6, Teor. [V). 

Ora proponiamoci la quest ione seguente : I~e due riduzioni di cui si ].)aria 
in a), b) possono effettuarsi insieme? In altre parole si pub tra sfl)rmare i] 
.~istema S come in a) in tal guisa c h e l a  T si muti contemporaneame~de in 
una trasformazione di tipo normale? 

Vedremo che Ia risposia, salvo tma lieve restrizione, sarh afl~rmativa. 
In modo preciso dimostreremo, nel seguito di questo paragrafo, it seguente 

TEOI~EM),. Ogni sistema li~eare sempIice S, oc", (r :~ 3) di curve piane ir- 

riduoibili, unito in una trasformazione antibirazionale involutoria T, e dotato 
di curve unite (~), si pub ridurre, mediante trasformazione cremoniana, old u n 
sislema analogo, unito in  m~a trasformaz'io~e "; di tipo normale ( trasformata 
di  T) e inoltre 

~) privo di curve fondamenhdi  seq~ptici : 
ovvero anche, se = ~ il co~iugio 

(~) Queste condizioni sono necessarie e sufficienti perch~ S si possa considerate come 
imagine del sistema de]le sezioni piane od iperpiane d'una superficie 2' di Sr (cfr. F. § 2, 
n.i 6, 1~). 

Annali di Matematica, Serie Ilk Tomo XXITI. ~!) 
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~) dotato di una  sola retta fondamentale  contenente due punt i  base 
dist inti  e privo d'altri  pun t i  base reali (~) ; 

1') ave~te per  curve fondamental i  semplici m rette useenti da un  pun to  

base O, e contenenti ciascuna un  altro punto  base inf ini tamente vicino ad O. 

Q u a n d o  il s i s t ema  l ineare  che c o r r i s p o n d e  a que l lo  delle sezioni  p i ane  

od ipe rp iane  d ' u n a  super t ic ie  r az iona le  reale  F si~t r i do t to  a soddisJ~are alle 

condiz ion i  del T e o r e m a  s u d d e t t o  d i r emo  c h e l a  rappresentazioue p i a n a  di tr 
normale. 

~. V e n i a m o  e r a  alia d i m o s t r a z i o n e  del  T e o r e m a  enunc ia t e .  
Sia F la super f ic ie  r az iona le  cons ide ra t a ,  S il s i s t ema  l ineare  appar te -  

nen t e  al p iano  % che c o r r i s p o n d e  a quel lo  delle sezioni  p i ane  od ipe rp iane  

di F e che s u p p o n i a m o  gi~ r ido t to  a s o d d i s f a r e  a]la cond iz ione  a) del nu- 

m e r e  p receden te ,  cio~ ad  esse r  pr ivo  di cu rve  f o n d a m e n t a l i  semplici ,  ovve ro  

a p r e s e n t a r e  le particolari t 'h c o n t e m p l a t e  nei casi II), II1) del Teor .  I (F.). 

I pun t i  base  di F p o t r a n n o  e v e n t u a h n e n t e  esse r  propr,~ (F. n. ° 13), ma  non  

s a r a n n o  in tal case  equ iva len t i  a cu rve  f o n d a m e n t a l i  semplic i  (P. nora  a 
pag. 02-7). 

] n c o m i n c i a m o  dal  l ibe ra re  il t e r reno  (.tai due  casi ecceziona]i  e saminan-  
doll s e p a r a t a m e n t e .  

Case [I). S 1~ossiede una  tetra foJtdamentale r con due pu~ t i  base di- 

stinti R~, R~ ed ~ privo di allri pm~ti base. Allora la l r a s fo rmaz ione  T(~) 
in cui ~ Ullito S ~ an t ip ro i e t t i va  od an t iquadra t ica .  (F. n. ° 19). Nel 12 case  

essa  si lascia  r idu r re  al eoniugio ,  cio~ a t ipo no rma le ,  m e d i a n t e  u n a  t r a s f o f  

maz ione  pro ie t t iva  (F. n. ° 8) t h e  non  modif ica  la n a t u r a  di S ;  nel °2.° se la 

T non  ~ pr iva  di punt i  tmiti, cio~ se non /~ di t ipo no rma le  (F. n. ° 9 e ,~ 6, 

Teor .  IV b)), si lasci~t r idu r re  ad un ' an t ip ro ie t t i v i t~  m e d i a n t e  una  t r a s fo rma-  

z ione qua( t ra t i ca  o) a v e n t e  i pun t i  f o n d a m e n t a l i  (su r.) in R, ,  R~ ed in un 

(~) E, s'intende, d'altre curve fondamentali semplic]. Conviene osservare the in tal case 
qualora esistano punti base non appartenenti alia tetra fondamentale essa si pub far spa- 
rire mediante una trasformazione quadratica ; tanto ~ veto che nel Case II) contemplate nei 
F. Teor. I si esclude ['esistenza di tali punti. Qui invece essi non si possono e~etudere perch(" 
la trasformazione quadratiea che fa  sparire la retta fondamentale muta il coniugio in una 
h'asformazione antiquadratiea the non ~ pifi di tipo normale. Ecco la lieve restrizione a eui 
si era sopra accennato. 

(4) Qui e nel seguito useremo per brevit~ la locuzione <~trasformazioue T>> in luogo di 
~ tmsform~zio~e outibimziol~(dc in~ohttoria T ~>. 
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p u n t o  R uni to  in T (F. n. ° 9). La (~ fa spar ire  la ret ta  f lmdamen ta l e  r, e ne 
in t roduce  nil'altl,'a 8, pPl" il sist(,ma S'  t ras formato  di S, la (luale l)roviene 
dal p u n t o  R e s~ compor ta  come  r. D u n q u e  ei poss iam r idurre  sempre  al 
easo (S) del t eorema enunc ia to ,  

Caso II[). S ha, per c~rrve foJ~dame~tali se.mplici .m. vette usceJdi d~ u)~ 

pn~to base 0 e contenen.ti eta.scrota un  atlro punto base infi~itamente vicino 

ad O. Sapp iamo  allora (F. n. ° 19)elm S si p u s  r idurre ,  med ian te  t rasforma- 
zione c remoniana ,  ad un s i s tema E avente  per  curve fondamenta l i  sempliei  
solo ret te  a l )par tenent i  ad un faseio un i lo  nella  t ras formazione  -: (trasfor- 
ma ta  della T in cut ~ ullito S), la quale  ~ di t ipo normale .  Anzi, se z non 
/e i l  eoniugio,  si possono  far spa)'ire suceess ivamente  le retie t bndamen ta l i  
di :Z, m n t a n d o  }2 e ": in cuff analoghi .  

Siceh~, qua lo ra  non  si t inisca per  eadere  sopra  un s i s t ema  !)rivo di curve 
fondamenta l i  semt)lici , pot) 'emo suppo r r e  d 'aver  )'idotto -~ al coniugio,  e qu ind i  

ad un s i s tema reale a.vente per  curve  fondamenta l i  semplici  solo ret te  ap- 
pa r t enen t i  ad un faseio reale di eentro  U. Ora p) 'overemo che, se ,,v non  ap- 
par t iene  ai tipi ~), T), esiste ann t rasformaziol)e  t)irazionale reale ~ del p iano  
r, di v in an nitro p~ano ::', la quale  m u t a  ~2 in un s i s tema ~2' analogo,  con 
qua.lche re t ta  f ondamen ta l e  di meno.  

Invero ,  noll  ver i t icandosi  i casi ~), T), es i s te ranno  (dmeno due reUe r, s, 
fon(lament,ali per  Y, eon teneu t i  r is l )e t t ivamente  oltre U i punt i  base R, S di 
cut almeno uno, ad es. R, 8 distinto da U. Allora : 

1. (,) Se R, S son reali, o) ~ la t ras formazione  quadra t ica  avente  su = 
il lriang'o]o fondamen ta l e  U R S .  Z' ha due ret ie  fondamenta l i  meno  di E; 

~.o) Se R ~ imaginar io ,  la re t ta  r eon iuga ta  di r 8 pure  fondamen-  
tale e eont iene  il l )unto base /~ coniuga to  di R :  ~o ~ aneora  u n a  t rasforma-  
zione quadra t i ca  avente ,  su =, il t r iangolo  f o n d a m e n t a l e  U R R .  y," ha due  
ret ie  fondamen ta l i  m e n o  di Z ;  

3. °) Se ini ine R ~ reale ed S imag[nar io  anehe  ta re t ta  s eon iuga ta  di s 
sar~t f o n d a m e n t a t e  e eonter rh  il p u n t o  base S eon iuga to  eli S. Altora o~ g u n a  
t r a s fo rmaz ione  eubiea  di DE Jo~Qu~zR~zS avente  su ~" i[ p u n to  f o n d a m e n t a l e  
doppio  U ed i pun t i  fondamen ta l i  sempliei  R, S, S, P, ore P ~ un p u n t o  
reale gener ieo  di =. Essa fa spar i re  tre re t te  fondamen ta l i  e ne in t roduce  
una (proveniente  da P ) ;  in tal guisa  ehe E' ha aneora  due  ret te  fondamenta l i  
m e n o  di ~. 

Cosl p roeedendo ,  o tu l le  le ret ie  tbndamenta l i  spar iseono,  ovvero si ri- 
eade aneora  net east ~), T)" 
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3. Ed ora oecupiamoci del caso generale in eui S 6 privo di curve 
fondamental i  sempliei. Allora la trasformazione I' ha tutti  i suoi punt i  tbn- 
damental i  in punt i  base di S (F. n. ° ~:l); si t rat ta  di far vedere e h e l a  T si 
pu6 r idurre a tipo normale senza introdurre  curve fondamental i  pet" il si- 
sterna }2 trasformato di S;  in altre parole ehe tale ,'iduzione si pub eom- 
piere mediante  una  trasformazione eremoniana ~ avente, su % tutti i suoi 
punt i  fondamental i  in punt i  base di S :  ovvero ehe ei si pu6 r ieondurre ai 
easi ~), y). 

Pereib si parta da un sisten]a lineare L, oc", irridueibile, sempliee, do- 
tato di punt i  base tutti impropri,  privo affatto di curve fondamental i  e unito 
in T. Costruendo questo sistema come in F. n. ° 2~ possiamo supporre  ehe 
i punti  base di L eadano tutti in punti  fondamental i  di T, eio~ in punt i  base 
di S, e the  inoltre la curva generiea di L passante per un punto  qualunque P 

di = distinto dai punti  base di L non abbia di conseguenza un punto  mul- 
tiplo ivi. 

Applicando ad L il procedimento di successiva aggiunzioue arriveremo 
necessariamente ad un sistema lineare A, uni to in T, e appar tenente  ad uno 
dei seguenti  tipi : 

1. °) Sis tema lineare (~c' almeno) di curve razionali  determinato dal 

gruppo base ; 

2/') S is tema l i ,eare irriducibile, semi)lice (o¢) ~ almeno) di curve ellilliehe, 

privo di curve foJtdameJ~tali prol)rie , determinato dal gruppo base; 

3. °) Rete di curve elliltiche riducibile (per  trasformazione birazionale) 

alla fete delle cubiche passan t i  per  7 p u ,  ti base; 

~.o) S is tema lineare oc '~ di curve di ge ,  ere 2 rid.,cibile al sistema delle 

sestiche con 8 pun t i  base doppf (~). 

l~spomamo ora le linee generali delia dimostrazione la quale si com- 
})orrh delle tre parti seguent i :  

A) Proveremo el]e, dm'anle il procedimento di sueeessiva aggiunzione 
~l()n si in t roducono nuovi l)u.nti base, in [aI guisa che i punti  base di A. ea- 
dram]o tutti fra quelli di L, cio6 fra quelli di S. 

B) Ridurremo, mediante  una trasformazione cremoniana 5 del piano 

(5) CASTELNUOVO, Appendh'e alia Memoria di ENmQU~;~, Su i  p i a u i  dopp~ di  gen, ere u.uo 

[Memorie delia Soeiet'~ Italiana delle Scienze (detta dei XL)(3), 10 0896), pp. 201-2~2-~], p. 2~2!. 
12eminciato qui riprodotto trovasi al n. ° 7, p. Q-08 della Memoria. CK. F. n. ° 2£ 
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in un altro piano ~', il s istema A ad un sistema z'lI d 'ordine minimo,  il quale 
appar ter rh  necessar iamente  ad uno dei tipi segueni i  : 

a) faseio di rette ; 

b) rete delle rette di ~'; 

c) sistema di tutte le coniehe di ~'; 

d) s i s l e~a  delle curve d'ordi~e It cot~ ~t~ p~nto base ~--1-1~1o ed 

l (0 ~-~ l ~ r~ - -  1) tal~ge~ti fisse, distiJ~le, com~f4~i a t~tlte le c~rve del sislema ; 

e) sistema delle c,~r~,e d'ordi~e ~, co~ , ~  p ~ t o  base ~,.-- l-plo ed ~t. 

p~t~tto base se.~plice a dista~za fi~ita da q~eUo : 

f) siste~na di c~tbiche co~t. O, 1, 2 , . . . ,  7 t~.tt.ti base disli~t.ti oel i~fi- 

~tit<~te~te vici~ti : 

g) sistema di quartiche cot~ 2 pu~tti base dopp~ distittli od infinila- 

me~te ~;ivitt.i ; 

h) siste~na tli sestiche co~ 8 p t ~ t i  base dopp~ disl inl i  od i~tfinitamente 

vici~i ('~); 
provando the  la trasfornmzion~ ?: n o n  introduce curve fondamenta.li pet' 

il sistema S' t.rasformato di S, in quanto  i suoi punti  fondamental i ,  su % 
cadono tutti in punti  1)a.se di A, ciob di S. Farh eccezione sol() il caso g) 
che ci eondurrh al ~). 

C) Dopo (;ib la trasfornmzione T', trasforma.ta di 7' mediante  y., do- 
vendo lasciare tmito uno dei sistemi a), b ) , . . . ,  h) si lascerh r icondurre  a 
l.ipo no, 'male medianie  una  l rasformazione eremonia,~a~ del piano ~' in un 
attro piano % senza introduH'e eurve fondamenta l i  semplici per  il s is tema Z 
trasformato di S' (cio~ di S mediante  la~ o) = ~,.. v), ovvero in t roducendo  delle 
retie fondamental i  ehe ci r icondum'anno ai casi ~), y). 

4~. Ed ora. veniamo al dettaglio. 
A) Rip rendendo  in modo t)ifi diffuso e completo un rag ionamento  

svolto per un caso parti( 'olare in F. n." 39, indiehiamo con t Ct un sis tema 
lineare oc ~ dedotto da L col procedimento (li sueeessiva aggiunzione,  ehe 
non al)l)ia punti  base fuori di quelli di .L, e tale ehe il suo aggiunto t6"t  
aequisti  un punto base P diverso d~t quelli di L. 

l)oieh~ supponiamo ehe il proeedimento  di sueeessiva aggiunzione non 
termini ('on t Ct, quel  sistema e tutti i preeedenti  sa ranno  irriducibili,  sere- 

(~) Cfl'. F~nRt~T'rl, Salla rid~tzio~,e all'ordiJte ~i~i~J~o dei si.s'te~ni li~ea~'i di c~.rve pic~4~e irri- 

~tucibili di genere 1); i~ pc~rtieotare per  i valori O, I, ~ del genere [Rendiconti del Circolo Ma- 
tematico di Palermo, XV[ (191~), pp. ~236-~79], Teor. VII, X, XII. 
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plici, pr iv i  di curve fondamentali  proprie, e avranno la serie carat ter is t ica 
non speciale (CASTEL~UOVO, lOCO cit. (~)), fatta eccezione per il caso su cui 
fra poco ci in t ra t te r remo,  che ]C I sia un sistema di curve iperellittiche di 

genere r -  1 due a due secantisi  in coppie della g.~ che ciascuna sostiene. 
Data l ' ipotesi fat ta sulle C', le G per P, se sono irriducibili, non possono 

avere lo stesso geuere della C generica  perch~ al t r iment i  le C' dovrebbero 
segare su quelle C la serie canonica completa e questa  avrebbe in P u n  punto 
fisso. Dunque,  o le C pe rT '  sa ranno  riducibiii, ovvero avranno  il genere  mi- 

nore  di quello p della generica C. 
Incominciamo col most rare  assurda  l'ipotesi che le C per  1 ~ siano spez- 

zate in una  parte  tissa D e in una parte  ulteriore E variabiIe in un sistema 
l ineare ~ " - '  ] E ]. Invero uua  tal curva D r isul terebbe fondamenta le  impropria 
per ]  C] e percib la generica E aw'ebl)e 1o sLesso genere  p della generica C. 

Ma allora il sistema ]C'] dovrebbe segare la serie canonica completa sulla 

generica E (~), e ci6 b inconciliabile coll'ipotesi the  P sia uu punto  base per 
il s is tema ] C']. Infatt i  poich~ una  C' non taglia D fuori dei punti base di ] C] 
- -  ch~ al tr imenti  essa segherebbe una  E fuori dei punti  base in meno di 2 p - - ~  
p u n t i -  il punto /) sarh un puuto base di E] distinto da quelli d i ] C ]  e 
non appar tenente  a D. Ma ci6 /3 assurdo perch~ allora la serie canonica della 

generica E avrebbe  uu  puuto  fisso in P. 
Adunque  o le C p e r  P saranno composte colle curve d'un fascio aveute 

un punto base in P, ovvero saranno irriducibili e a v r a m m  il genere minore 
d i p .  Siccome entro ] C] aon  esiste alcua sis tema lineare e¢"-' avente molte- 
plicit~t superiore  alla generica iu qualche punto  base di]  C] -- ch~ altr imenti  
un tal punto  base R sarebbe proprio per ]C], e quindi aw'ebbe la stessa 
intluenza d 'una  curva f 'ondamentale propria - -  cosi tutte le C per  P av ramm 
di conseguenza  un punto muRiplo Q non coiucidente con alcuno dei l)uati 
base di ]C]; il quale coinciderh con P se le C l)er P sono COml)oste colle 

curve d 'uu  fascio. 
Esiste dunque  - - h e l l e  ipotesi 5ttte su C' - -  ua  pua to  Q non base 

per I C l, tale che le o~'- '  C per esso formatm un sistema lineare ] C] con un 

punto  multiplo ivi. 

(~) Conviea tener presente the I C'I b il sistt, n)a ayghtuto p~¢ro a. 1Cl c chc in lal caso 
esso coincide col sistema, aggiunto puro ad ] El. lI sistema lineai'e the soddisfa rispetto a I C I 
alle condizioni d'aggiunzione, contiene come parte fissa la ('urva D; togtiendola (un ('erto ,m- 
mero di volte) rimane il sistema I C'[, 
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Connideriamo ora il s is tema I Co I, ~" ,  preeedente  a I C I nella serie dei 
succensivi aggiunti  ad L. Poss iamo supporre  c h e l a  curva gener ica  de] si- 
sterna l ineare  oo°-~ I Col formato dalle Co per Q, abbia lo stesso genere della 
generica Co [incluso il can() ehe le Co per Q contei~gallo come parte fissa una  
curva fondamenta le  Do d i ! C 0  i], giacch~.' in caso contrar io  le Co si compor- 
terebbero come ]e C e nulla ci vie[erebbe di risalire nella nerie dei sistemi 
aggiunti  iino a trova.rne due conseculivi  di cui il necondo si comporti  come 
I Ci (in relazione ad un certo punto  Q) e(1 il primo nel modo prescri t io a I Co I. 
lnvero, come abbiamo inizialmente osservato, a lmeno le cu~'ve di L soddi- 
sfano alle condizio,li volute per C,, in relaziolw a ( luahmque pu,~to del pialm 
dinthato dai punti base. 

Poich6 Q 6 pmlto mulliplo di l.ulte le I na,'a a, llche pul%o mulliplo 
(li tutti i gruppi  ca~mniei apparteHenti  alle Co e passan[i per esso. [)a cib 

si h'ae, medialit.e il l eorema di CI,WF()l/O, ('be I ol ~ ,,,, nist.ema (ti clirve 
it)erellittiche. 

Siccome ill tall COl~dizh)lli iron si I)U5 troval'el Co I ])erch~ allora i C i ri- 
sul terebbe composto co,l un fascio di cuYve razionali(~), e quindi,  contro 
l'ipol, eni, il procedimetlt.o di agghmzione si entinguerel)be con ICI , cosi soi- 
l.auto le oo °-' c--o saYan,m iperel]ill.iche e l)erci(') I cI nat,', u,, sistema di curve 
iperellilt iche (li genere s - -  2 due a (tile negantini in s - -  2 coppie delle g~ che 
ciasculia C nontiene; ciob a ppartel'r5 (CAsTI¢[~N~OVO, IOCO cir. (~')) ad uno dei 
tipi neguenti:  

Rete di grado 2 di ou, r,ve ellittid~e: qlmsto caso b~ da escludersi  per- 
chb, la s,iccessiolle degli aggiuni.i l .erminerebbe con I c I ;  

Sistem(r, ~o:' di grado 4 e get,ere 2 riferibile al sistem.a delle sesliche 

per 8 pun t i  ba.se dopp~; questo caso O, pure da escluderni peYch~, quan[unque  
esinta iI sistema I ( ; ' l - -  ch ' i  ~. un fascio di curve ellitl.iche a vellte un nuovo 

punto  bane in pil'l di quelli (li I cI - -  iioi, segue, ldo l 'elenco dato a] n. ° 3, 
dobbiamo conni(lerare la. serie degli aggilmti t e rmina ta  con I CI; 

Sistema il oui aggiunto C' h composto col~ un fasoio di curve razionali  

I D I bineeanii ]e curve di I C I in ta! gtfina the  ogni C' si compone d i p - - l D ( ' ) .  

Se IDI avesnel)unt i  base diversi da quelli di I CI, togliendo alle curve d i ! D I  
]'obbligo di l)assare per qnei punti  si oi.[errebbe uu n in temal ineare  IEI cer- 

(S) GASTELNUOVO, Sulle superficie di geuere zero [Memorie della Societfi Ita|ialm delle Seienze 
(detta dei XL), X (1896), pp. 103-P23], p. 109. 

(9) N(m b, (:erla i'esistenza d'un tal sistema I CI. Cfr. CASTELNUOVO, ]0t% tit. (5). 
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tamente piit ampio di ]D [ perch6 ques to  s is tema,  essendo un fascio di curve 
razionali ,  non  pu6  essere sovrabbondan te .  Ma allora ogni curva formata  da 
p - - 1  E sarebbe agg iun ta  a ]C] in tal guisa  che I C'[ non  po t rebbe  essere 
il s i s tema com~leto aggiunto  a [ C ]. A d u n q u e  il s i s tema [ D[ col quale  in ques to  
caso te~'mina la success ione  degli aggiunti ,  non pub  avere punH base divel'si 
da quelli di I C[. 

In  definit iva l ' ipotesi  fatta su [ C'I r isul ta  incompat ib i le  coll 'altra, ehe la 
suecess ione degli aggiunt i  non  abbia t e rmine  con [C[. 

B) P rov iamo  ora c h e l a  t ras formazione  t~. la quale  r iduce A ad uu 
s i s tema _M d 'ord ine  miu imo  non  in t roduce,  salvo il caso che A sia riducil)ile 
al til)o g), a leuna  curva fondamen ta l e  per  il s i s tema S '  t ras formato  di S, eio~ 
the  essa ha tut t i  i suoi pun t i  fondamen ta l i  in punt i  base di A. 

Infatti,  come r isul ta  dalle d imos t raz ioni  del Fl~:RRETTr (~), le successix'e 
trasfocmazio~fi che abbassano  fino al min imo l 'ordine di A h a n n o  tutti  i loro 
punt i  fondamen ta l i  in punt i  base di A e (lei successivi  suoi t ras ibrmat i ,  st~ 
A ~ uu s i s tema di curve razionali ,  cio~ se 6 r iducibile  ai tipi et,), b), c), d), e); 
negli altri casi iuvece quelle trasformazio~)i possono  a~e,'e degli ulteriori punt i  
fondamenta l i  che d i remo eccezionali in pun t i  generici del piano. 

Ora si osservi che o g n u n o  di tail pun t i  p roduce  una  curwl, fondanlen-  
tale semplice (che si pu6 suppor re  isolata) pet ' i[ s i s tema M, e the  i sisLemi 
f), h) sono privi di siffatte cut-re fondamenta l i ,  men t re  g) ha  una sola relta 
f ondamen ta l e  r con teneu te  due  punt i  base P, Q. 

Ne segue che nei casi f), h) i puu t i  fondameuta l i  eccezionali  non pos -  
sono presenta~'si, e che nel caso g) esiste al piit uno  di quest[  pun t i  da cui 
p~'oviene ta tetra r. D u n q u e S '  non pub avere curve fondamenta l i  semplici,  
eccetto che nel caso g), iu cui la tetra r potrh essere fondameu ta l e  per  S ' ;  
e ~iccome essa ~ semplice ed isolator,, cosi su essa vi sa~'anno solo i due  
punti  _P, Q, base per S'(~').  

Siccome la t ras formazione  T' deve lasciare uui to  il s is tema g) che ha  i 
soil pun t i  base P, Q e la curva  fondament ,  a]e r, cosi essa sarh necessaria- 
menie  ant iproie t t iva  od a~t iquadra t iea  (F. Ii. ° 19) e perci6 come al n." ~ si 

(10) Loco tit. (8). Cfr. i teoremi Ill, IV, Y e le relative dimostcazioni, da cui dipendono 
i risultati dei teoremi VII, X, XII. 

(11) Ogni punto base di M b base per S', altrimenti l~roverrel~he da una curva fondamen- 
tale semplice di S. 
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potrh  r idur re  a, t ipo normale ,  e o n d u c e n d o  a.t easo e) se T' b. ant iproie t t iva  
ed r non  5 fondamen ta l e  per  S',  al easo ~) helle alh'e ipotesi. 

C) R iduc i amo  ora. la t ras{brmazione  T" in cui b, un i lo  ill (ed S ')  ad 
un  t ipo no rma le  = senza  in t rodur re  curve fondamenta l i  sempliei per  il si- 
sterna v t ras formato  di S'.  

Se M appaH.iene ad uno  dei Iipi a), b), la T' b eeH.o ani iproie t t iva ,  e 
quindi  si r iduce i m m e d i a t a m e n i e  al coniugio.  

Se 3I 6 uno  dei sistemi d), e), T '  dov,'a laseiare uni to  l'm~,ico sistema. 
l ineare di curve secanti  in un sol p u n to  va.riabile quelle di 3/, eh'6 il 5aseio 
di ret te  col eentro  nel p u n t o  base J~,---l-plo per ill, il quale  ?~, anehe  imn lo  
base per  S' .  Ci t rov iamo quindi  r ieondot t i  al easo c). 

Hima.ngono d m t q u e  da . tral tare le ipoiesi eo r r i sponden t i  ai casi c), f}, h). 
Se T' laseia uni to un  s i s tema c) essa  si pub, med ian te  successive trasti)r- 

mazioni  qua(tratielm, r idurre  ad ram. t ras formazione  ant iqua(Ira l ica  priva di 
punt i  mlit i  ('~), ovvero ad una i r as fo rmaz ione  d 'o rd ine  m (_~=1) con ml p u n to  
fondamen ta l e  ~J~--1-plo 0 e 2 ( m  .... 1) punt i  l 'ondamentali  semplici P , , . . . ,  
1'~¢,,,_,) dist inti  od in t in i tamente  vieini ad O in dirozioni dis t inte  e aventi  o f  
d i n a t a m e n t e  per  omologhe  le ret te  p ,  , . . . ,  p , ,  .... ,) (p, = O 1),) (F. n." 1 1). Una 
siffatta t ras formazione  T" ~ di tip() normale ,  et',celluato se m = ~; e i l  si- 
sterna S" t r as fo rmato  (li S '  aequis ta  solo della retry, fon~lamenta.li (seml)liei) 
usaent i  da 0 (F. n. ~ 10, 11, 19). 

Dopo cib, se m =  I, eio6 se T" ~ ant iproie t i iwt  si potrh  rag ionare  ('~ome 
al n. ° 3 (Ca,so l lI) ;  se invec, e ~ >  1 le rette fondamenta l i  di S"  si p o t r m m o  
Nr  spar i re  ope rando  come ill F. n. ° 19. Poichg med ian te  iI p r o e e d i m e n t o  di 
r iduzione,  la T" si n m t a  in una. t ras formazione  pe r fe t t amente  analoga,  1o 
seopo sa.rfi, raggiunto ,  salvo nel caso ,m = 2  in eui per  cidurre la t r a s f o f  
maz ione  a fil m no rma le  bisognerh,  dopo  aver  fat:to spar i re  te ret te  fonda- 
mental i  di S",  opera te  con tma tras/;ormazione quadra t i ca  la. quale  ci eon- 
(turr~ al easo ~) (eft. ll. ° 3, caso I1). 

Inl ine imag in iamo ehe M appa r [ enga  ad uno  dei tipi h), f).  Si pub  al- 
lora suppor re  ehe i pun t i  base di 211 siano tut t i  dis t in t i  e generici  nel senso 
ehe non sia, no atti  ad ind iv iduare  curve fondamenta l i  (non sempliei)  per  M. 
Invero  nel l ' ipotes i  eontrar ia ,  se M appar t i ene  al t ipo f) si t rova  subi to  un  

(~) Questo caso non ha alcun interesse per il seguito corrispondendo a supe~#icie prive di 
pu~ti reali. Ci dispensiamo dal trat tarlo a parte, perch~ il ragionamento ehe segue vale, con 
(lualche avvertenza, anche per esso. 

Annali di Matematica, Serie IIl,  Tomo XXI]I. 30 
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sis tema di curve razionali unito in T' e avente  tutti  i suoi punt i  base in 
quelli di M, e quindi ci si pub r icondur re  ai casi gi~. s tudiat i ;  se invece M 
appar t iene  al tipo h) si pub t rovare un  s is tema di curve razionali o (~llittiche 

unito in T' e quindi si r icade ne[ casi precedent i  ovvero nel caso f). Ad 
esempio se M ~ u n a  rete di curve ellittiche con tre punt[  base allineati ri- 
sulta unito in T' il fascio di coniehe individuato dagli altri quat tro;  e se tre 

fra questi  sono pure allineati r isulta unito il fascio di rette passante per il 
r imanente ,  etc. 

Le t rasformazioni  T' che lasciano uni to  uno dei sistemi h), [) hanno ai 
pifl 8 punti  fondamenta l i  e percib sono in numero finito; una  qua lunque  fra 
esse, se non ~ di tipo normale,  si lascia r i condur re  a tale mediante  succes- 
sive t rasformazioni  quadra t iche  aventi  i punti  fondamenta l i  in punti  base di M 
e the  lo mutano  in un sistema per fe t tamente  analogo, fatta eccezione per 

il caso che T' o qualcuna  delle sue t rasformate  sia ant iquadrat ica ;  allora la 
r iduzione di essa a tipo normale  in t roduce una  re t ta  fondamenta le  per il 
s is tema E t rasformato di S '  e r iporta al caso ~). 

Non crediamo oppor tuno int ra t tenerci  sull 'elenco delle possibili trasfor- 

mazioni e sulla loro r iduzione a tipo normale  perch5 ognuno pot rh .con  fa- 
cilit'a renders i  conto, easo pet" easo, della verit'a di quauto abbiamo asserito. 
Solo osserviamo in proposito the  mai potrfi sorger  dubbio circa la non esi- 
stenza di trasi 'ormazioni quadra t iche  aventi  i punti  fondamenta l i  in tre qua- 
lm~que fra i punti  base di M o dei suoi trasformati ,  perch, ,  in virtfl dell'ipo- 
tesi fatta sopra, tall punti  sono sempre distinti e mai allineati ('~). 

La possibilith d 'una  rappresentaz ione  piana normale  per ogni superticie 
razionale reale, enuncia ta  dal t eorema del n. ° 1, r isulta in definitiva dimoshata. ;  
ne vedremo chiaramente  pi~t tardi  l ' importanza fondamenta le  per lo studio 

delle proprieth di connessione di quelle superlicie. 

(1~) Un elenco delle trasformazioni che possono lasciar unito un sistema f) trovasi in F. 
al n. ° 33. Da esso si pub desmnere senza gran diflicolt,~, operando p. es. col procedimento 
di suecessiva aggiunzione sul sistema lineare unito ch'~ determinato da una retta e dalla 
curva omologa, l'esistenza di sistemi di curve razional[ ttniti in quelle trasformazioni che non 
sono di tipo nonnale. Mediante la considerazione di quei sistemi la riduzione si effettua rapi- 
damente. 
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GENEtlALI'rA SULLA CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE. 

5. In questo paragrafo e nel seguente ci proponiamo di preeisare il 
eampo delle propriet5 di eui intendiamo occuparci, stabilendo per esse e per 
gli enti a eui si riferiseono, aleune definizioni ed osservazioni tbndamentali  
intese a chiarire il punto di vista delle noslre rieerc'he: ed inoltre enuneiando 
o provando pet" via diversa alcune fra le pi~l importanti proposizioni appar- 
tene~ti alia teoria della connessione, di eui poi dovremo fare uso corrente. 

Considereremo seml)re superficie reali, fi~ite od infinite, a, ppartenent i  ad 
uno spc~zio (euclideo) dotato d 'un  numero qualunque ( ~  3) di d imensioni  e 

composte d 'una  o pi i t  falde distinle. 
Beneh~ il signifieato di tali loeuzioni sia di per s~ abbastanza ehiaro, 

erediamo opportuno, anehe in vista degli ulteriori sviluppi, di determinarlo 
pifi nettamente. 

Perei6, indieando con x,, x, . , , . . . ,  x,, coordinate non omogenee di punto 
in un S,,, partiamo dalle formole 

x,  = ¢u, v), ..: = Or, v ) , . . . ,  x,, = .% (u, v), (1) 

nelle quail ~, ,  ~ , , . . . ,  -~,, sono funzioni reali delle variabili reali u, v, uni- 
formi, finite, e derivabili nei punti d 'una em'ta regione B del piano u, v. As- 
sunta entro R un'area A semplicemente connessa (cio6 raechiusa da un con- 
torno c finito, ehiuso, e privo di nodi) entro la quale la matriee funzionale 
delle x rispetto alle u, v non si annulli mai, indiehiamo con E l'insieme dei 
punti di S.  ehe, mediante le (1), corrispondono ai punti di A contorno in- 
cluso, con C quelli ehe rispondono ai punti di c. 

Dh'emo allora che E ~ una fa lda  ovvero un pezzo, elementare, apparte- 
nente ad S,. e l imitato dal contorno C. 

Possiamo estendere tale definizione, eonvenendo di considerare come 
falda elementare di S,. l ' insieme dei punti - - p r o p r i  od i m p r o p r i -  ehe cor- 
rispondono in un'omogratia reale non degenere a quelli d'una falda elemen- 
tare E', definita nel modo anzidetto ed appartenente ad uno spazio S ' ,  di 
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coordinate  non omogenee  y~, y~ , . . . ,  y,,. Cib equivale  a sost i tuire ,  nella de 
t inizione di E, in luogo delle (1) le formole  pifi general i  

-.~ = ~ ,  (~, v), -~,: = ~,~ (~, v ) , . . . ,  ..,, = .% t~, ~), (e) 

in cui le -~,, -~ , . . . ,  "~,, son  funzioni  l ineari  fratte,  collo s tesso denomina to re ,  
delle x~, x~ . . . .  , x,,, tail ehe l 'omograf ia  fra &, ed S',,, eh '~  dei ini ta  dalte 
tbrmole  

y~--= "~,, (x , ,  x ~ , . . . ,  x , , ) , . . . ,  y,, = "r,,, (x~, x ~ , . . . ,  x,,), 

non  risulti  degenere .  
Due falde e lementar i  E, E~, apparLenenti  e n t r a m b e  ad S.  ed avent i  u n a  

parte superficiale in c o m u n e  il cui con to rno  sia tu t to  fo rmato  da  part i  dei 
contorn i  di E, E, ,  si d i r anno  u n a  iiprolungamento analitico dell 'a l t ra  ('~). L'in- 
s ieme di un  numero firtito di falde e lementa r i  E, ,  E~ , . . . ,  E,, appa r t enen t i  
ad S,, e tall ehe da e iaseuna  di esse si possa  passare  med ian te  u n a  ea tena  
di p r o l u n g a m e n t i  analit ici  ad u n a  q u a lu n q u e  delle altre, si direr una, falda su- 
perficiale o, pifi b revemente ,  u n a  faldct F appa r t enen t e  ad S,, ('~). Col home  
di superficie deno te remo,  pifi in generale,  l ' ins ieme di un n u m e r o  finito di 
falde appar tenen t i  allo st, esso spazio. 

ben chiaro eosa s[ debba  in tendere  per  intorno di un  pun to  P sop,'a 
una  falda e lementare  E di cui P sia pun to  in terno;  ed ~ pure  ovvio come 
un  punto  P di una  falda F possa  avere su essa pifi intorni  dist inti  apl)ar- 
tenent i  a (tistinte falde e lementar i  per  P. 

Se invece P s i  t rova  sul eon to rno  d ' una  falda e lementare ,  ad esempio  
di E , ,  e non  appar t i ene  c o n t e m p o r a n e a m e n t e  a qualehe  al tra falda elemen- 
tare ehe si~t p ro lunga m e n to  anali t ico di E , ,  si dir'~ ehe esso, in quan to  ap- 
par t iene ad E~, ~, un punto di frontier~ della falda £'. 

Una curva  chiusa,  tu t ta  eompos[a  di l)unti di f ront iera  si dir5 un  orlo 

(~4) Cfl'. PO~NChRi~, Auuty~is Situs [Journal de l'l:~coie Polytechnique (2), I (I895), pp. 1_-i23}, 
p. [0. L'iliustre A. SUl)pone perb the ie hmzioni ~ delie (1) siano aualitiche. Le condizioni 
d~ noi imposte al eontorno della parte conmne ad E, E, introdotte per evitare the helle fa|de 
considerate si presentino punti o linee di biforcazioue, risultano in tal case superflue. 

(~6) L'ipotesi che F sia composta d 'un numero fiuito di pezzi etementari eseiude dalIc 
m)stre eonsiderazioni falde del ripe di quelia che si otterrebbe p. es. congiungendo due ibg|i 
piani mediante un'infinit/t numerabile d] tubi. Tale esclusione tcovasi fatta (pifi o meno espli- 
citamente) in quasi tutte le ricerehe sulia connessione delle superficie. 
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di F. Si d imost ra  senza difficolff~ c h e l a  front!era totale di F si compone  d 'un 
numero  iit~ito r di orli; se r ~ 0 la falda si dir/~ chiusa. 

Le superficie algebriche prive di punt!  multipli  sono compos te  d 'un nu- 

mero iinito di fa]de oh!use, c iascuaa  delle quail rientra nella nostra  deiini- 

zione ('~). 

6. Co~sider iamo ora  due fa]de eleme~tari  E, E '  apparte~mHti rispettiva- 

meate  ad S, ,  S ' . ,  e definite, uetla man!era  pifi generale,  dalle equazioni  

([e 'r,, ",' essendo fuuziolfi linear! h'atte, collo stesso denomiaa to re  per c iascua  

gruppo,  delle c oordi~mte nol) omogetme di S,,, S',/), il~ corr ispo, ldenza a due 

aree A, A', semplicemet~te (:oimesse, a])l)arteneJlti ai pia~i n v, u' v'. Se le u', v' 

si posso ,m cons idera te  come funzio,fi real!, tmif(~rmi, fill!re e derivabili  delle 

u, v i,~ tal guisa (;lie mentre  il l)lllltO (~t, '~)) descrive A il putlto corrispon- 

de13te (u', v') descriva tutta l 'area A ' e  il de termi lmnte  funzionale delle u', v' 

r ispet to alle u, v ~oJl si at~tmlli mai (cio~ le funzio~i u', v' delle u, v siat~o 

invert!bill), d i remo che tra E, E '  (i~ quan to  si cot~siderano omologhi  due  

ptmti t he  provet~gono da valor! corr i spondent i  de! parametr i )  intercede una 
cort'ispo~tde~tza biunivoca, co~ttinua, pr iva  di eccezioni. 

Lo s tesso si dirh di due  falde F ,  F '  se esse sono rfferite it~ modo  che 

ai puul i  di u a  pezzo e lementare  scelto ad arbi tr io e~Rro la prima, corrisl)ott- 

(lano, t~el modo  suddei to ,  i pu ,d i  di tm at~alogo pezzo della seconda.  Due 

tall falde si considereranuo come equivale~di dal punto di vista della connes- 
sio~te, e si chiamera~,~o b revemente  equivale~tti. 

Le propr ie th  che t~oi cous idere remo come inerenti alla connessio~e sa- 

(~6) Ci5 si pus p. es. ri(-avare, coJt qua[ch~, lievc agghmta, d~flla dimostraziotw, di Pors- 
c.¢R~, loco tit. (~), p. It, 16. Si potrebbc dimostrarc che nella definizione data sopra rientrano 
~nche lc falde delte superficie algebriche do,re  di liuee multiple ordina.rie, ma per ora ci5 
a ~oi ~o~ preme perch~ ci riserviamo di precisare in seguito, meditmte ta risotuzione dclfe 
singolarit8 per le superficie razionali, il comI)ortameato di esse di fronte alle proprieffl di 
~.onllessione. Se si volesse este~det'e b~ definizione anche alle falde con singolaritfi isolate, 
bisognerebhe considerate anche il ca,so che, uelie (i), Ia matrice funzionale delle x rispetto 
aile u, v fosse nulia in qua[che punto de]l'area A. Cfr. H. v. MANGOLDT, Die Begriffe << Linie ~> 
u,~d (. Fl(~che>> [Encyclop~tdie der Math. Wiss., ecc., Leipzig, Teubner (1907), III,, pp. 130-152], 
p. 150, 
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r a n n o  d u n q u e  q u e l l e  che  s o n o  i n v a r i a n t i  di f r o n t e  a l le  t r a s f o r m a z i o n i  b iu-  

n i v o c h e  s u d d e t t e  ( ' ) .  

7. U n a  p r i m a  d i s t i n z i o n e  f o n d a m e a t a l e  c h e  h a  v a l o r e  di f rol~te  a l le  

t r a s f o r m a z i o n i  c o n s i d e r a t e  e d  6 p e r c i b  i n e r e n t e  a l l a  c o n n e s s i o n e ,  ~ q u e l l a  de l l e  

f a l d e  in bi la tere  ed  un i la t e re .  T a l e  d i s t i n z i o n e  si p u b  s t a b i l i r e ,  s e g u e n d o  P o ~ ' -  

c ~  (~) ,  m e d i a n t e  c o n s i d e r a z i o n i  a n a l i t i c h e  c o n u e s s e  a l ia  d e i i n i z i o n e  di f i d d a  

(17) La considerazione delle propriet'£ inerenti alia connessione, sotto questo punto di 
vista --  ch'~ il pi~ genera le - -  trovasi, almeno per superficie finite, in M~iBius, Theorie der ele- 

mentaren Verwandschaft [Gesammelte Werke, Leipzig, Hirzel (1886)], Bd. II, p. 435, e successi- 
vamente in var~ Autori, fra cui crediamo di dover citare JOI~DAN, Sat  la ddformation des sur- 

faces [Journal de Math~matiques pures et appliqu6es (2), X] (1866), pp. 10~109] che consi- 
dera le trasformazioni biutfivoche, ecc. (Eel campo finito) come equivalenti (per definizione) 
alle deformazioni (con estensioue), e POINCAR~, 1OCO cir. (1% p. 7-9, uhe introduce ]a denomi- 
nazione di ~(homdomorphes,, per due supet'ficie o varieff~ equivalenti Eel senso suddetto. Per 
il caso di superficie infinite ~ ch'6 poi il noslro, - -  [a distinzione fra il punto di vista pifi 
generale, ed altri punti di vista particolari, fu messa il~ lute da KI.E~N, Ueber den Z~sammen- 

hang der Fldchen [Mathematische Ann(den, XI (1876), pp. ~76-~82], pp. 478: ~79, che introdusse 
la denominazione di assolute per quelle proprieff( di contlessiolle che rimal~gono invariate di 
fi'onte alle trasformazioni piit generali, e di relative per quelle the noll si alterano, soltanto 
se si opera con un gruppo particolare di trasibrmazioui aventi ad es. relazione co[lo spazio 
o con qualche varieti~ collegata alla data. Cfr. D'ecK, Beitr:~ge z~r Analysis Situs [Mathema- 
tische Annalen, XXXII (i888), pp. 457-5l~], p. 457. Sono ad esempio propriet4 relative quelle 
che si riferiscono al punto di vista proiettivo delia connessione, cio~ che rimangono iuvariate 
per deformazioni Eel campo rialto e collineazioni reali e che sono state considerate dallo stesso 
KLEIN nei lavori Ueber Fl~che~ dritter Ord~ung [Mathematisehe Annalen, VI (1873), pp. 551- 
581] da p. 578 a 58I, Bemerkungen i£ber den Zusammenhang der Fl~chen [Mathematische An- 
nalen, VII (I874), pp. 549-557]. In relazione a tale punto di vista le falde si possono distin- 
guere in dispari, pari con curve dispari e pari senza curve dispari. Cosi ad esempio l'iper- 

boloide acl una falda ed il' to~v sono due fa[de pari, di cui la prima contiene curve dispari 
(generatrici) e la seconda no ; e pertanto esse sono distinte dal punto di vistt~ proiettivo, mentre, 
come vedremo, non lo sono dal punto di vista assoluto. Un altro punto di vista, che si po- 
trebbe dir metrico, 6. quello Eel quale i puuti improprl delle falde si considerano come fro~- 

tiere, pur rimanendo la possibilith di poter deformare le fal(le nel campo tinito: ad esso pos- 
sono ascriversi i lavori di Sl~:w.:Rl, Sulla forma delle rigate cubiche [Atti del R. Istituto iTe- 
neto di Scienze, Lettere ed Arti, LXII (1903), pp. 863-879] e TOEELLI (l~.), Sulle propriet~ di 

conuessione delle su~)erficie monoidali [Atti della R. Ac('ademia di Seienze Fisiche e Matematiche 
di Nttpoli (~), XIV (l(.}10)]. Nel primo di questi lavori si trova,m alcuni tipi metrici di rigate 
cubiche bilatere, mentre, come si vedrh, tall rigate sono, dal punto di vista assoluto, tutte 

unilatere. 

(~8) Loco cit. (~*), § 8. 
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data  al n. ° 5; per6 crediamo ch 'essa  si renda  pi~ chiara - -  ahneno  ne] caso 

delle superficie - -  seguendo  una  via geometrica.  
Percib,  pa r t endo  da un punto  P appar tenen te  ad una  falda /7, imagi- 

n iamo di tissare un verso nel fascio degli elementi  lineari che escono da P 

ed appa r t engono  ad un de te rmina to  intorno di esso;  segnandolo  per  esempio 

sopra  una  piccola curva chiusa - -  che, seguendo  I(L~UN, denomine remo indi -  

catrice - -  assimilabi le  ad un cerchiet to che racchiuda nel suo interno P ed 

appar tenga  a l l ' in torno considerato .  AI muovers i  di P sopra  F po t remo ima- 

ginare che esso si trascini seco l ' iadicatrice,  e the  il verso .'elativo si deduca 

per continuitfi da quello di partenza.  

Suppon iamo  ora the  P si muova  lungo una (*,[it'va chiusa a a.ppa.rtenente 

ad F descr ivendola  tu t ta  una  sola volta par tendo  da mm posizione iniziale 

e r i tornandovi  (nel medes imo  intorno)(~'),  ll verso del l ' iudicatr iee ])otrfi, a 

operazione eompit~[a, coiucidere  con que]lo iniziale, ovvero essere iuvert i to .  

Se la i),'ima eircostanza si t)t'esenta per  tulle le curve ehiuse ehe si pos- 

sono traceiare su 14', si diI'h, ehe tale tahla ~; b ihdera ;  se invece per  qu~ilche 

eurva si p resen ta  la seeonda  eireostanza la ta.lda F si din't u.ui latera (..,o). 

Sono important i  a leune pt'oprieth cara t ter i s t i che  delle fahle unilatere,  ehe 

si dedueono  senza difficoltgt dalla definizione, e che ei l imitiamo ad enunciare :  

unilateva ogni falda F sulla (tuale esista tma eurva elfiusa ~ do ta ta  

delia pvoprieth di invertire un yet'so tissato inizialmente sulla normale  ad F 

(o una  fiteeia del piat~o tangente),  quando ,  dopo aver deseritta in te ramenle  ~, 
si ritorni alia posizione di partenza.  

Se a ha ptmti impropvi, all 'atto del passaggio per  ognuno  di essi eon- 

viene seambiare  tr'a loro i due versi de]la normale,  o le due faeee del piano 
tangente.  

l~ pure  tmilatera ogni fiflda ]a (luale eontengtl ml s is tema cout inuo  di 

(,9) Non crediamo sia il caso di enlrare in dettagli sulla detinizione di curva chiusa trac,- 
ciata su F, avvertendo perb che fldendiamo di includervi anche le curve chiuse infinite. Vo- 
lendo, all'atto del passaggio di P per una posizione impropia, seguire il ve~'so dell'indicatrice, 
basterh riferirsi ad una conveniente trasformat~ omografica di F. 

(~0) ~ noto che tal distinzione si deve a M~imus, Bestimmung des T.nhatts eines Poly~ders 
[Werke, Bd. II, pp. ~76-51~], pp. 483-~85, Zur Theorie der Poly&ler und Elementarverrvandschaft 
[Ibid. Bd. ]I (Nachlass), pp. 517-559], I. Einseitige Poly~'der, pp. 519-521, Ii[. F14~chen und Po- 
lygder h6herer Classen, p. 55~; per6, come abbiamo sopr~ aceenimto, I'uso dell'indicatrice fu 
introdotto da KLEIN nella citata Menloria Ueber den Zusammenhang, ecc. dei Math. Ann. X]. 
II primo studio completo sulle superficie unilatere fu fatto da DYCK nei citati Beitrage. 
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curve chiuse secantisi  due  a due in un n u m e r o  dispari,  di puuti ;  in parti- 
colare lo ~ il p iano  i l l imitato (proiettivo), in quan to  su esso le ret te godono 

della propriet~ anzidet ta  (~). 
Se si taglia uua  falda uni la tera  lungo u n a  curva  chiusa ~ dotata  della 

propriefft di invert ire l ' indicatrice, la falda acquista  uu  solo orlo in corrispon- 

denza a quel taglio; e rec iprocamente  lungo una  curva dota ta  di siffatta pro- 
prietfi l ' indicatrice s ' inverte. In tale condizione si t rovano ad esempio le rette 
di un  piano in quanto  i due bordi (distinti in senso metrico) d 'un taglio ese- 

guito lungq una  di esse si possono cous iderare  come limiti dei du~ rami 

di un ' iperbole,  e perci5 cost i tuiscono un 'un ica  curva  chiusa. 
8. Atle propriet'h di conness ione  delle superiicie composte  di una  o pill 

falde, sono collegati alcuni invariant i  numerie i  (interi) dotati di notevole im- 
portanza.  Prima di occuparci  della loro deiinizione sarh oppor tuno spender( '  
qualehe parola intorno ad alcune operazioni  di uso eorrent, e nella teoria della 

connessione.  
Chiameremo segmento trasversale ogni segmento  semplieemente  connesso 

(eiob deformabile  in un segmento rettilineo)i privo di nodi, a l)partenente ad 
una  fa]da F e avente gli estremi in due punti  di frontiera.  Un taglio eseguito 

h m g o  un  segmento  siffatto si diri~ taglio trasver.s'ale (Ql~erschnitt), di 1. a o ~.a 
specie secondo the  gli estremi appar tengono  ad un medesimo orlo o a due 

orli diversi di F. Si (lirh invece ehe in F s 'g aperto u~, buco (tuando la si 
taglia lungo un segmento  semplieemente  connesso,  in terno ad essa compresi  

~-li estremi. 
[nfine ch iameremo taglio ehiuso (Ritkkerschnit t )  ogni taglio esegnito in F 

h m g o  una  eurva chiusa ad essa interna;  di 1. a o 2.a specie seeondo ehe esso 
d~'t origine a due oppure  ad un  solo orlo, cio~. seeondo the  lungo quella <'urva 
il verso dell ' indicatriee si eonserva ovvero s ' inverte ('-). 

(~} Questa proprietfi del piano illimitato fu esplicitamente notata da KI~EIN ill un'osser- 
vazione contenuta nella citata Memoria Ueber Flgchen, ecc., dei Math. Ann. VI, relativa ad 
un lavoro di SCHLAIqA, Quand'~ che dalla superficie ge,~erale di terzo ordiue si stacca una 
parte che nou sia realmente segata da ogni pia,,o ,reale ? [Annali d i Matematica (~), V (1871- 
73), pp. ~89-!95]; e chi~rlta ulteriormente da Scm2~,~LI, Correzione, etc. (alia Memoria prece- 
dente) [Aunali di Matematiea (~2), VI[ (1875-76), pl ). 193-196] e daIlo stesso KLEIN nella citata 

• Memoria dei Math. Ann. VI1 a p. 550. 
(*~) Si badi bene the un tagiio chiuso eseguito iul~go un circuito riducibi[e per deforma- 

zione continua ad un punto non equivale ad un buco in qnanto spez:za [a falda sn eui b ese- 
guit.o in dt~e patti. Cfr. in proposito la Nora (2,). 
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Premesso  cib pass iamo a definite tre numeri  collegati alle proprieta di 
conness ione  delle superf]cie: il numero caratleristico o caratteristica K, il ge- 

here p, l'ordine di connessione 2. 
Consideriamo dapprima u n a  falda _F su cut si sia tracciata una  fete di 

un numero  finite :% di pol igoni  (curvilinei), c iascuno de) quali si possa, con- 
siderare come  m~ pezzo e l e m e n l a r e  di F, avent i  ( ,ompless ivamenh~ ~, Iati ed :% 

vertici. II numero intero 

K = -  ~ , - +  ~., - -  :~, (a) 

r isul ta  i n d i p e t M e n t e  ( | a l i a  f e t e  e o n s i d e r a | a  e si c l i i a i n a  ~ t m e r o  c a r a t t e r i s t i c o  

o carat teris t ica della fa lda  F.  

Se una. super f ie ie  S ~ eomposla ,  di -m fa,lde (tisi.inl.e F , ,  F = , , . . . ,  F,,, avenl.i 

Ie e a r a l l e r i s l i r he  K, ,  1(~ . . . .  , I(,,,, si (tit5 (:;iralh,rist.i('a di S il num(, ro  

E =  ,~v /<,, ('~) 
i--I 

s o m m a  (telle earal.lerisli(:tw (Idle sue  I)arl.i (/wiJ~cipio d'addizio~w dellc car(d- 
terisliche) (-0:;). 

La ea,ra, t ler ist i ( 'a d 'una Sul)erf icie S di ln inui ,~ro di t i,)er ef fe l lo  d 'un  ln- 
g l io  Irasversa, le, a l l l i l e l l la  (1i 1 per  ef fe l lo  I I ' t l l l  lul( 'o, liOii si Mlem~ per eft'el,lo 

I I ' l l l l  t a g l i o  ellitl.~O, e i l lVelSal l le l l l ,  e ('-q). 
} )d l .orn ian io a.i le(ira al ia ( , .o i ls iderazio l ie  d ' i l im  171hhi 1,'> ( ]ohl [a i I i  r or I i .  

l ) i r en io  (/G.it('l'e (1i l,' il I I t l l i lel '() i n (e re  p ehe si ri(qiva ~h/lle l 'oi 'nlolo 

.K --=- ~ p -4- r - -  ~ ,  per  le /bide bilatere, i 
(5> 

.lC = p -V r - -  ~, p e r  le f<dde u~rilalei'e("aa) ; 1 

(~s) Per la definizione stM)ilita da.lla (3) err. DEtlNed HEEO:AARD, Analys is  S i tus  [Encyclo- 
piidie der  Ma.th. Wissenschaften, etc. (Leipzig, Teubner,  1907), 1[I1, pp. 153-220], pp. 195-[96. 
II numero car~ttteristi('o fu definite in altro mode e stud)ate da DYCK net citati Beitr~'gge, 
(love trovasi emmciato e dimostrato iI prineipio d 'addizione;  va perb notate  ehe il mJmero Ix'" 
di DYCi,: ~ egua]e e di segno contrario al nostro K. 

(~4) Cos1 ad es. la chiusnra d'un bueo diminuis( 'e di I la caraiterist ica.  Non sar'~ inop-  
portune osservare ehe se i] tag|to eseguito sta.eca da S un pezzo, questo w~. centare come 
parte delia superiieie S '  ottenuta. Cos] se si taglia, una sfera S hinge un eerchio mass)me 
dividendola in dub pezzi elemenLari (per eiaseuno de! (luaii ~ K - - - - l )  la caratterist ica non 
si a l tera  a pat ta  (:he si consider) rome superficie S '  l ' insieme de) due pezzi. Per la sfera si 
ha dun(|ue K = - -  ~, eioi~ % -i- % : % ~ ~ (formola di EULEim). 

(~) Ct'r. ])nUN ed HEnO, AAI~D, IOCO eit. (~a). p. t99, D~'CK, loeo (*it. (~7), pp. $77-~79, DF~ PAOLJS, 
Teoria dei f#ntppi geometrici e delle corrispon.del~ze che si  pogson.o stabilir# f ra  i lore elementi  

Anna l i  di Matematica, Serie lII,  Tome XXI|[. 3l 
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esso r isulta eguale al mass imo  n u m e r o  dei tagli ehiusi  non  segantis i  due  a 
due ehe si possono  eseguire  su F senza spezzarla.  Sos t i tuendo  helle (5) il va- 
lore di K dato dalte (3) si av r an n o  le formole di EULERO generalizzate. 

C h i a m e r e m o  infine ordine di connessione d 'u n a  superfieie S eompos ta  di 
m falde il n u m e r o  

Z =  K + 2 ,  (6) 

di guisa  ehe ind ieando  con K~ , . . . ,  K,,, le earat ter is t iehe delle s ingole falde, 
con Z ~ , . . . ,  Z,~ i relativi ordiai  di eonness ione  si av r an n o  le impor t an t i  for- 
mole 

Z =  Z K , - F  2, (7) 

Z = Z Z, - -  ~ m + ~, (8) 

e, in par t ieolare  per m--~ 1, r = 0 
relazioni 

Z =  ~ p, per 

Z -= p, per 

(falde ehiuse), t enendo  eonto  delle (5), le 

le fa, lde bilatere 

le fcdde unilatere (~'~). 

lnol tre  dalle propriet/t  de[ n u m e r o  K e dalle formole seritte segue su- 

[Memorie della Societh Ita[iana delle Scienze (detta dei XL), VII (1890), pp. 82-8~1. ill questa 
Memoria non si trovano le formole (5), ma formole analoghe nelie qua[i, in luogo di K com- 
parisce quell,) che [ 'Autore ehiama ~eumero fondamentale, eh'~ poi il nostro ordine di con- 

nessione. 
(28) 1~ noto che il concetto e la definizione di ordirm di connessione per le falde bilatere 

risalgono a RIEMANN che nella [amtguraldissertatio~ (G6ttingen, 1851) dal titolo Grundlagen 

fi~r ei~te allgemeine Theorie der Fm~ctio~e~ eiaer ver(~derlichen complexen Gr6ssen [Gesam- 
metre Mathematisehe Werke (Leipzig, Teubner, i876), pp. 3-~7] chiama n - -  m + ~ volte con- 
nessa una falda bi latera aperta che sia divisa in m pezzi d a n  tagli trasversali .  Per le falde 
chiuse lo stesso Autore nella Theorie der Abel'schen Ft~.~ktionen [Werke, pp. 8t-135], p. 87, con- 
viene di coasiderare come ordine di conaessione il nmnero ~p + 1, cio~ quetlo della falda 
aperta  the  si ottiene dalla data pratieandovi un piccolo buco. Cfr. APPELL et GOVnSAT, Thdorie 

des fo~ctions qhjdbriques et de leurs intdgrates [Paris, Gauthier ViUars, 1895], Cap. V. Una tale 
convenzione ~ da molti punti  di vista impropria  ed incomoda, e per primo SCHL~:Sm la mo- 
dific6 nella Memoria Ueber die Relatione~ zwische~ (lele 2 p Kreisrvege~ erster Art und de~ ~ p 

zweiter Art in der Theorie der Abel'scheu Fm&tione~ der Herren Clebsch und Gordan [Jour- 
nal fiir reine uud angewandte Mathematik, LXI (1873), pp. I49-155], Nota a p. i52, assumendo 
come ordine di connessione d 'una  falda chiusa il numero Riemanniano diminuito eli una 
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b i to  che :  L ' o r d i n e  di c o n n e s s i o n e  d ' u n a  s u p e r l i c i e  n o n  si a l t e r a  pet" e f fe t to  

di u a  t ag i io  ch iuso ,  d imin t f i s ce  di u,l 'u,it~'~ pe, '  ogt~i t ag l io  h ' a s v e r s a l e ,  e(t 

a u m e n t a  di u n ' u n i t h  p e r  ogni  b u c o  a l )e r to  in u n a  f a l d a  de l i a  super i i c ie .  

S u s s i s t e  poi  la p r o p r i e t h  f o n d a m e n t a l e  s e g u e n t e :  

Sopra una falda chiusa F, d'ordi~e di com~essione Z, si posso~w trovctre Z 

e non meow circuili chiusi tall che ogni altvo oirc~dto chiuso di F sia omologo 

ad urta Ioro combinazio)te tineare a coefficienti interi (~7). 

L a  d i m o s t r a z i o n e  di essa ,  p e r  il c a so  delle f a lde  b i l a t e re ,  si c o n d u c e  a 

Z 
te l 'mi t re  f a c e n d o  uso  deI  n o t o  m o d e l l o  cos t i t u i t o  da .una  s f e r a  con  ~ - - - - p  

m a n i c h i  (-'~); pet" il c a so  delle fa lde  u n i l a t e r e ,  a v r e m o  occasi .one di o c c u p a r -  

cene  al  p a r a g r a f o  s e g u e n t e  in u n a  ( h ~ c u s s m n e  che m e t t e r h  in r i l ievo  a l c u n e  

s i n g o l a r i  d i f f e renze  f ra  le fa lde  b i l a t e r e  e queI le  un i l a t e r e .  

E n u n c i a m o  in t ine  il teorema [bndamentale della connessione: Condizione 

necessaria e sufficiente affinch~ due falde, entrambe bilatere od unilatere, siano 

equivalenti, ~ the abbiano lo stesso numero di orli e lo slesso ordine di con- 

nessione (~). 

unit¢t. Tale modiilcazione fu accettata e ulteriormente giustificata da KLEIN, Bemerkungen, etc. 
(citata), Nota a p. 550, the chiam5 ¢ u~tgew6hnlich >> i[ nuovo ordine di connessione, DYCK, Bei- 
trd~ge, ecc. (citata), pp. 483-4~5, NEUMANN C., Vorlesungeu iiber Riemann's Theorie der Abel'sche 
Integrale [Leipzig, Teubner, 188-1], Cap. VII, § 6 e 15. Differisce invece dalle precedenti la de- 
finizione di DE PAOIAS, 1OCO cir. (~s), p. 8~, bench6 il suo aumero fondamentale coincida col 
nostro ordine di connessione; invero questo Autore assume come ordine di conuessione per le 
falde chiuse il numero fondamentale aumentato di due unit4. Per il caso delle falde unilatere 
l'ordine di connessione fu per la prima volta definito (in modo esplicito) da DYcg nella Me- 
moria pi,~ volte citata, p. 485, in relazione al punto di vista di KLEIN-S(3HL~FLI (cfr. le cita- 
zioni della nota (~)) ch'6 quello di ridurre bilatera ogni fatda unilatera considerandola come 
doppia, cio~ contando ogni punto una volta come appartenente ad una faccia, e una seconda 
come appartenente all'altra. Tale ordine di conuessione Z' b~ legato dalla relazione Z'=$Z--  
(che avremo oceasione di considerare in lma ulteriore Nora) a quelto da noi definito in ac- 
cordo colte citate opere di NEUMA~N, DE PAOI, IS. La formola (8) trovasi per la prima volta 
nella citata Memoria di SCHL.~FL~, Ueber: ecc., Nota a p. i52; dimostrazioni di essa (relative 
a differenti punti di partenza per ia definizione di Z) si trovano nel trattato di NEUMANN a 
p. 160, teor. VIII e uella Memoria di D~ PAOLIS a p. 78-79. 

(2~) Per il significato delte iocuzioni qui asate rimandiaalo al § 3, n. ° i l. 
(2s) Vedi p. es. SEVEar, L~ziom: di Geometria Alqebrica [Padova, Draghi (1908)j, n. ° 79, 

pp. 272-~77. 
(~9) Questo teorema fu stabilito, per le faide bilatere da JORDAN, IOCO cit. (~), per quelle 

unilatere da Dycz, loco cit. (~7). Una dimostrazione indipendente dail'assegnare <, a priori ~) 
i modelli delle falde unilatere (come ha. ratio il l)yci() pub leggersi ne] citato Articolo del- 
l'Encic]opedia di DE,IN ed HEEt~AARD. 
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OSSERVAZm~E. Non pub sorger dubbio circa la validit~t di questo teorema 
anche per le falde infinite. Invero ogni falda F di S, pub trasformarsi in una 
falda finita F" ad essa equivalente. Basta perei6 trasformare F mediante  iS 
sistema di tutte te quadriehe di S , ,  riferendole, mediante una proiettivitfi. 

reale, agli iperpiani di un S , , , ( n ' ~  - - 1  in modo ('he allo ~',, , im- 

proprio di S,,. r isponda in S,, una ipersfera col eentro in un punto esterno 
ad Y e raggio minore delia minima distanza di questo punto da /z. La F '  
si pub poi proiettare in una faida F" finita appartenente allo spazio ordinario; 
e non 6 diffieile far vedere ehe se it centro di proiezione 6 seelto generiea- 
mente la falda F" rientra aneh'essa (come F '  ed F) nella detinizione del n. ') 5 
ed 6 equivalente ad F'. 

LE PIIOPItlET~ DI CONNESSIONE CONSIDERATE DJ Ft/ONTE ALLE THASFORMAZIONI 

(;HE INTt/ODUCONO PUNTI FONI)AMENTAIA. 

TJ~OREMA 1)1 KLEIN. MODELtA. OMOLOClIE SULLE FALDE UN1BATEt/E. 

9. Veniamo ora a studiare l 'intluenza the hanno sulla connessione 
(telle falde quelle trasformazioni che, put essendo biuuivoehe senza, eecezione 
fra gl 'intorni di due punti generici, presentano in punti particolari determi- 
nate eccezioni. Per semplicith, di trattazione supporremo, in tutto questo pa- 
ragraii), the si tratti di talde affatto prive di punti nmltipli, in modo the in 
oem,, " loro punto esista un unico intorno ben (teterminato. 

Si trastSrmi una fahla I.', appartenente ad uno spazio qualuntlue , me- 
dia, nte il sistema di tutte le forme d'ordine suflicie,lemente elevato apparte- 
henri a quello spazio, e passanti per un tmnto P di F Si otterrh cos} uua 
falda F '  i punti della quale saranno itt eorrispondenza biunivoea continua 
con quelfi di F; anzi at[ 'intorno di ogni ptmto Q di F distiato dc~ 1 ) eorri- 
sponderh senza eceezioni I'int0rno d'ttn punto 9' di F', menlre ai punti di /~' 
infinilamente vicini a P helle diverse direzioni risponderanno su F '  pun[,i 
d'tma eurva, ch, i,esa C'. E cib in virt~t di note proprieth sulle quali non ei 
semb~'a sia il easo d'insistere ~"). 

~0) Come pure  suI f a r o  the  F' r ienh 'a  aei la  delinizione del n. ° 5. Se/~'  6 algebrica e pr iva  

di punti  mu[tipli ,  lo 6 anche E ' ,  e in tal caso ]a cosa 6 evidente.  Cfr. la nota  (~6). 
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Lo stesso a.ccadrh della eorrispomlenza Ira F e d  ulna fahta F, e(luiva- 
tente a.d F ' ,  e eib si esprin~erfi dicendo ('l~e tra 1-' ed F, ha, luogo una e o f  
rispondenza biunivoea continua, dotata (su F)  del p.u.,to foud(t, mentale (ordi- 
nargo) P a eui risponde su F~ la c~trva fond(tmeutaIe C (omologadi  C' nella 
eorrispondenza ira 1;" ed F,); ovvero pit'l brevemente dicendo ehe la falda 1.', 

ra.pprese.ntaht sulla fahta ],' dotala de.I ptlnh:) fondamenla.le /'. 
Si costruisc.a ora ulla falda F,, vapl>vese]]t.ata sttlJa 1,', dotata del puttto 

fondalnenlale P'.~ a cui corrisponda su F u n  I)UnlO 1-', che sat5 infinitamenle 
vicino a. P' ,  se P., cade sulla ('urva. fondamentale C di/i.~,. Si avrh tra/~' ed 2"., 
una ('orrispondenza l)iunivoc.a continua dota.ta, su lv, dei due  punti fonda- 
menta.li (distin{i od inlinitameute vi('ini) P,, .t'~ a cui (:orrisponderanno due 
curve distinte C,, C2 di 1¢'.,. 

Cosi proeedemlo am'h'eremo a cos{mice una 5dda. F,,, r~tppresentat(t sulla 
Ntda .F dotal.a, d i m  arbitra, r~. punti t'ondamentali P , ,  1', , . . . ,  P,. distinti od 
infinitamente vieini, a eui c.orrispondono su /,'~,., .m curve ehiuse distinte 

C,, C . , , . . . ,  C .... 
Cib premesso diremo the Ira due fable 1~ ,1, iatercede umt corrispon- 

denza biunivoca continua dotal.a, su F, dei pmati fondamentali P, ,  1 ~ , . . ,  1',,, 
e su ,p (lei l)unti fondamentali Q,, Q , , . . . ,  Q,,, se due falde F,,,, (i,,,, la prima 
delle (lttali sia ral)presentata su F (h)tata dei punti fondamentali P, ,  t½ , . . ,  .P,,,, 
la seconda, stt q, do[ata, dei l)Unfi fon(lamentali Q,, Q ~ , . . . ,  Q,, risultano equi- 
valen ti. 

Ora ci domandiamo: qua.h; relazioue inter~:edc [,va. gli ordini di connes- 
sione di /~, ,1, ? 

Per rispondere atla questiom~ proposta eonsideriamo il easo pifi sempliee 
di due fidde 1 ~, F~ tegal.e da tma corrispondenza Munivoea eontinm~ dotata 
su F del punto [ondamentale P a eui corrisponda la eurva C, di F~. Siano 
Z, Z, gli ordini di comlessioac di F, F~. 

Eseguiamo su F, lml punh~ P, un forellino intinitesimo, ed indiehiamo 
con F '  la. fa.hla cosi ottenuta. A d ogtii direzione .m useent.e da, P corrispon- 
~leranno su F' d~te Imuti A, t9 situal.i sull'orlo ~q generato dal forellino (ehe 
si pub supporre allargato ridueendolo ad un eireolo finito), e diametralmente 
opposti. Tagliamo inoll.re //'~ lungo C~ generando uno o due (nuovi) orli ~ , ,  
e imliehiamo coa 1~', la fidda eosi ottenuta: Ogni punto M di 6'~ si seinderh 
in due punti affaeoiati A;, B~ al)pacl;enent[ ad r~,. 

Si supponga, ora the la direzione .med il punto M siano omologhi nella 
com'ispondenza elm intercede fl'a, F ed F , ;  allora ad un punto di 14,' ehe si 
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muove  t endendo  ad A corrisponderb~ un pun to  di F'~ che si muover~  ten- 

dendo ad uno dei due punt i  A,, B~, per  esempio  ad A,. 

Movendosi  con continuit~ ii punto  A lungo ror lo  ~, anche A, varier~ 

con continuifft lungo ~ , ,  e poich~ A, B, e ana logamente  A, ,  B,  non coin- 

cidono mai,  cosi ment re  A descriver~ ~ r i tornando alla posizione di partenza,  

A, descriver~ l ' intera curva a,  che risulter~ d u n q u e  u n  (solo) otto in corri- 

spondenza  b iunivoca  con a. 

Poich6 la cor r i spondenza  b iunivoca  tra F '  ed F ' ,  (dedot ta  da quel la  tra F 

ed F,)  non ha eccezioni fuori di ~ ed a,  e di pith, come abb iamo  ora pro- 

vato, quest i  orli si possono  por te  in cor r i spondenza  biunivoca  collegata con 

continuit~ a quella fra F '  ed F ' , ,  cosi F '  ed F'~ saranno equivalenti. 

D'alLronde l 'ordine di conness ione  di F ' ,  ~ eguale a quello di F~ (n. ° S) 

ment re  quello di F '  ~ (per effetto del forellino) eguale a quel lo  di F aumen-  

tato di una  unith;  si ha  dunque  

Z , = Z +  I. 

Per  passare  da ques ta  formola a quella relativa al caso pifi generale,  

bas ta  os se rva re  che due falde F e ¢ legate da una  cor r i spondenza  biunivoca 

cont inua  dota ta  di un numero  qua lunque  di punt i  ibndamenta l i  su F e su ~, 

si possono  sempre  considerare  come est remi d 'una  successione di falde F,  

F , , . . . ,  F,. ,  (~,,, ~ , , _ , , . . . ,  ¢ tall che a due  consecut ive  fra esse si pub ap- 

plicare |a  relazione ora t rovata  (fatta eccezione per F., e q),, che sono equi- 
valenti). Si giunge allora senza difficolt'~ al seguente  teorema (di KLEIN (3,)). 

Fra  gli ordini  di connessione Z, Z, di due falde F, o~ legate da una  cor- 

r ispondenza biunivoea continua dotata d i m  puut i  [b~damentali  su F e di n 

su  ~, ha luogo la relazione 

Z-~- m = Z~ + n. (9) 

(:~') Bemerkm~,ge~c, etc. (citata), pp. 556-557. La dimostrazione qui esposta P, una sempli- 
licazione di quella di KL~'~IN, il quale tratta senz'altro i| caso generale, lasciando perb qualche 
dubbio per la validitfi del ragion~mento nel caso che esistano punti fondamentali inlinita- 
mente vicini. Si badi che, volendosi porre da| punto di vista del suddetto Autore, se¢ b uni- 
}atera ed F bi|alera, bisogna considerare quest'ultima come insieme di due falde distinte e 
contare • come doppia, cio( ~ pon'e nella (9) ~ Z- -2  in luogo di Z, 2 m, ~2 ~ invece di m, n, 
,, sostiluire a Z, Fordine di connessione Z', di (Scm~X~L 0 KLE~N-DJcK. Si ha allora 

Z', + ~n=2Z-- ~ + 2m, 

cio~ Z' 1 ----- ~ Z~ -- ~ (eft'. la Nota ~)). 
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R i t o r n a n d o  ora  al caso delle due  falde F, F,  sopra  cons idera te ,  osser- 
viamo,  che, s i t come  il taglio di F ,  lungo C~ p roduce  un solo orlo -q,, tos i  F~ 
~. t e r to  uui la tera ,  il t h e  d ' a l t ronde  ~ confe rmato  dal fatto che a piceoli cir- 
coletti  di F passanf i  per  P r i spondono  su  F~ curve d 'un m e d e s i m o  s i s tema 
t o a t i n u o  segantis i  in ~tu punto .  Procedel~do a~laiogamente si prova the :  

Se ira due falde F, • intercede una corrispondenza biunivoca con, tinua 
dotala di pu.nbi fondamentali sulla sola F. la falda q, ~ uuilatera. 

La s tessa  conclus ione  vale se I" (:o.tiel~e qua lche  p u n to  fbndamen ta l e  
the  non a p p a r t e n g a  alle cu,'ve h )ndamenia l i  omologbe  dei punt i  fondamen-  
tali di ,J,. 

I0. S tab i l iamo ()ra qualche  collseguetlza ed appl icazione in te ressante  
del t e o r e m a  d imos t ra to .  

Mediante  una  proiezione steveogralica si pub rappresel~ta, 'e il p iano sopra  
una  sfera do ta ta  di un 1)unto fondamenta le .  Poi th~ la sfera b, una  falda (bi- 
latera) d 'o rd ine  di t o n n e s s i o n e  0 (K . . . . .  2, eft'. la nora (:')), i~e segue che il 
pia, no ha l'ordine di connessio~e 1. 

Sia ora ,I, u a a  falda uni la teva c]liusa d'ordiHe di conness ione  Z, F una  
falda chiusa  q u M u n q u e  d 'ordi l le  di co~messione Z ~ ~n. Segnati  su F m punt i  
arbi t rar i  (p. es. (iistinti) P, ,  P~ , . . . ,  P'., si potrh costruive ut~a fidda/v',  rap- 
p resen ta ta  sulla F dota ta  di quegli  m punt i  fondamenta l i .  I rl virtfl del t eo rema  
preceden te  e dell 'osservazio~m che lo segue, si conclude  t h e  1;', ~ una  falda 
chiusa  un i la te ra  d 'o rd iae  di conness ione  Z, cio~, per  il t eo rema  fondamen-  
tale, t h ' e s sa  ~ equiva len te  a ,~. D u n q u e :  

Ogni fatda uuilatera chiusa d'ordine di eounessione Z si pub rappresen- 

tare sopra un'arbitraria falda chiusa d'ordine di com~essio~e Z - - m  dotata 
di m punti  fondamentali. 

In par t icolare  se m :--0, oppure  ~n : 1 si ha t he :  
Ogni falda unilatera shiusa d'ordine di eonnessione Z si pub rappresen- 

tare sopra una sfera dotata di Z p,~nti ['ondamentali, ovvero sopra un piano 
dotato di Z -  1 punti  l'ondamentali. 

Se il n u m e r o  ~n ha la s tessa  parit~t di Z, in tal guisa  the  Z ~  m sia pari,  
si pub  a s s u m e r e  t o m e  f u n a  falda bi latera  d 'o rd ine  di conness ione  Z - - m ,  

Z - -  ~/n 
cio~ u n a  sfera con ~ manichi .  II m in imo  valore possibi le  per  m /~ 1 

se Z ~ dispari ,  2 se Z 6 pari,  e qu indi :  
Ogni falda unilatera chiusa cl' ordine di connessione Z dispari si pub rappre- 

Z - - 1  
sentare sopra una sfera con ~ rnaniehi dotata di un pu~to [ondamentale. 
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Ogrti fa lda  uni la tera  chiusa d'ordine di connessione Z p a r i  si pub rap- 
Z - - 2  

presentare sopra, u n a  s fera con ~ manichi  dotata di due pu~di fonda- 

mentali.  

Sia P un puuto  fondamenta le  (isolate) della falda F a cui r i sponda su * 

una curva ehiusa C. Si imagini forata F ne] puuto  P e allargato il fore in 

mode  da r idurne il contorno ad uu piccolo orlo eircolare ~2 sul quale due 

punt i  d iametrahnente  opposti  cor r i spondono ad un unieo punto  (li C. Si sup- 

ponga poi ehe ogni pun to  d i n  venga porta to  a coincidere col sue  diame- 
t ra lmente  opposto  in tal guise  the  due punti non d iametra lmente  opposti  si 

r iguardino come distinti (altrimenti si r icadrebbe  di nuovo nel punto  fonda- 

mentale P);  con tale opemzione  si sarh sostituiLo a. P m] sist.ema di punt i  

in eorr ispondenza  biunivoea continua con C, mediante  il quale si viene a 

togliere l 'eceezione prodotta, de] punto  fondamenta le  P ~ella eor r i spondenza  

tra F e q). Si dirh in tal ease ehe F ha, ill eorrisl)ondenza a .P, un ih/reccio 

di 1." specie ('~-). 

Poss iamo tbrmarei un'idea concrete  (li esso, imaginando inc.nrvato il eir- 

coletto n come se 1o si ada.ttasse sopra  una  superticie c, ilindriea, e congim~- 

gendo le eoppie di punti  the  su n erano diametra.lmmlte opposti ,  mediante 

segmenti  rett.ilinei eiaseuno dei quali ui consi(leri t'.¢)nm mm linea, di p~ts- 

sc~,ggio, avendo ]'avverl.enza di r iguardare come di~linI.i i i)unti (~ventualmento 

comuni  a due ]inee siffatte (~~). 

Da quanto  era  si i ~, esposto  risulLa ehiaramente  ('he: 

Le falde F precedentemente considerate diventano equivalenti o, q, s e a i  

p;t, nti f;)~;damen, tali si im(egi2;(t;w sostituiti albrettaJ;ti i;#recci di 1." specie. 

Si I)OSSOnO l)et'b ot tenere  dei modelIi l)ifi espressivi pet' le fahte unilaLere 

5teendo sparire l 'eeeezione a,lla eorrisl)ondenza Ira F e ,bprodot ta  dal l)unto 

t 'ondamentale P a. eui eorr isponde la curve C (ti * media.nte il seguente  pro- 

eedimento:  

Si deferral con continuith l ' intorno di P r idueendolo ad nna. mezza sfe- 

tetra riunita ad F per il sue  circolo massimo D, il quale a.bbia P come polo; 

(~) La denominazione b di DI~ PAOLIS, loeo ('it. (25), n.o ll7, p. 69, ma la considerazione 
di tall intrecci, e di altri, detti da DE PAOLIS iJ~treeci di 2.a specie, b dovuta a I)YCK, 1o('o 
('it. (17), p. 473. 

(s:) Questi punti eostituis('ono una linea doppia the si pub ('onsiderare come asse dell'in- 
h'eccio. La presenza d'una qualche singolarith non si l)U(") evib~re ])ar(.h~ ~ non esist(mo fohle 
mHtrdere chinese fi~ite, prive di sin, golr~rit~). 
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indi, mediante proiezione da P sill piano di D si l.rasformi la mezza sfera 
nella parte di quel piano esterna a D. Si sari, eosi sostituito all ' interne del 
punto fondamentale un [bglio piano = che, dope eonveniente deformazione, 
si potrh hnaginare riunito ad F mediante un tube. AI punto fondamentale P, 
eio6. alla em'va C d i  • eorrisponderh la retta impropria di =. Dunque:  

Sostituendo. ai puJdi fondame. ta l i  delle fa, lde F precedentemenle co.side- 
rate, altrettanti fogli pian.i, oiascnno dei qua.It sia riunito ad F ~nediante u~ 

tube, si ottengono delle falde eqnivalenti rt ,1,. 
In partieolare st  * ha l 'ordine di eonnessione Z disl)ari , si lm6, come 

Z - - I  
ablfiam visto, supporre, ~;lle F sia una sfera con ~ mauiehi ed un punto 

fondamentale; operando su questo come preeedenteme,lte si giunge, dope 
t'aeili deformazioni, ai modelli seguenti: 

Oflni f(ddct, un, ilatera chinsa d 'ordi .e  di con~es.~ione Z dispa.ri i, eqnira- 
Z - - 1  

lenle ad m~. foglio 1?tone coJ~ ~ mo. ich i ,  o~,vero allo stesso foglio rip,nile 

Z q - I  
ad umr, sfera per mezzo di - T -  t .bi ,  opp . re  (tIIcoF(l ad ,t,~ p ia .o  sor~noj~- 

Z - - I  
ta le  d a  , tn  poad# (t - - - ~ , -  a rch, i. 

Se inveee Z b part Imrlendo dalla fiflda t)ilatera ];, d 'ordine di eonnes- 
Z - - 2  

st(me - - ~  dotata di due imnli t'()lMamenhdi, si arriwt, in rood() analogo, 

al risullato seglmnie: 
OgJ~i falda, unilatera chiusa,, d'ordiue di co,messio~e Z pari ,  ~ equivate. te 

Z 
all'insieme di due fogli piani ,  rim~iti per ~.ezzo di ~ tubi. 

Risultati simili si l)OSSOnO stat)ilire per le 51,1~le unihttere dotate di orli. 
Cosi ad es. ]a nota superficie d i MiiBrUS si t)u5 rappresentare sopra una sfera 
dotata di un fore e di un punto fondamentale, ciob sopra un e]emento piano 
(ad as. l 'area interna ad una circonferenza) con un ])unto fondamentale. 

11. Ed era oeeupiamoei di aleune importanti proprieth dei cireuiti ehiusi 
traeeiati sopra, una falda unilatera ehiusa I~ aventi relazione col concerto 
d'omoIogia,. Queste proprieth, come pareeehie fl'a, quelle gi'a. studiate finora, 
non troveranno diretta applieazione nel seguito; per6, sieeome le erediamo 
nllove, e d'altronde sevwmo a eOml)letare I'esl)o,~izione dei prine, ipali risultati 
inerenti alia eounessione delle SUl:)erIi(:ie , non e.i b, I)arso inutile dar lore post() 
in que,gta, Memoria.. 

Annali di Matematica, Serie III, Tome XXIH. 3~ 
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Per  lo s tud io  delle proprietgt in ques t ione ,  ~ assai  ut i le  valers i  della rap- 

p re sen taz ione  d ' u n a  fa lda  un i l a t e r a  _F, d ' o r d i n e  di conness ione  Z, sopra  una  

sfera S do ta t a  di Z pun t i  f o n d a m e n t a l i  P , ,  P ~ , . . . ,  Pz ,  e t ene r  eon to  del-  

l ' osservaz ione  seguen te :  

La condizione necessa, r ia  e sufficiente a~nch~ un  cammino chiuso trac- 

ciato su F inverta l'indicatrice, ~ the il suo corrispondenle su S pass i  un  nu- 

mero dispari  di volte per i pun l i  fondamenlarli, la cui veri t~ eonsegue  subi to  

dal fa t to  t h e  quel  c a m m i n o  appa r t i ene  ad  u n a  famigl ia  di eircuit i  ehiusi  (i cui 

co r r i sponden t i  su S h a n n o  lo s tesso c o m p o r t a m e n t o  nei pun t i  fondamenta l i ) ,  

due a due  segant i s i  in uu  n u m e r o  dispar i  di punt i .  

Se ne deduce  p. es. t h e :  

Ogr~i fa lda chiusa unilcderc~ F si pub ridurre bilatera mediante un  sol ta- 

glio chiuso. Esso produce un  solo orlo se l'ordine di connessione di F ~ dis- 

pari ,  due se esso ~ par i  (~). 

Bas ta  invero esegui re  il taglio lungo  un  circuito il cui c o r r i s p o n d e n t e  

su S passi u n a  vol ta  per  tu t t i  i pun t i  f ondamen ta l i ,  ed osse rvare  t he  ogni  

a l t ro  c i rcui to  eh iuso  di S il qua le  non  ineon t ra  quel lo  gia segna to  fuor i  dei 

pun t i  f ondamen ta l i ,  deve passa re  un n u m e r o  pa, ri di volte per  quei  puuti'. 

R ivo lg iamoci  ora  all() s tud io  delle omologie fra circuiti  ehius i  appar te -  

nen t i  al la nos t ra  fa lda  un i l a t e r a  F. E anz i t u t t o  prec is iamo,  perch~ ne vale 

la  pena ,  eosa si debba  in t ende re  pet' eireuiti  omologh i  su  F. 

L imi t i amoe i  a cons ide ra te ,  ei6 ehe del res to  non  ~ res t r i t t ivo,  so l t an to  

circuit i  omologhi a zero. Secondo  Pola-(:Am~ (~) si det inisee come tale u n  cir- 

cuito C il quale costihr, isca la frontiera, complete, d ' una  fa lda * the sia, parle 

di F, e si s t r ive  C ~ O. 

Nei caso delle f~dde bilatere si pub anche  def in i te  come omologo  a zero 

un circuito C il q~t le  sia riducibile c~d nn punto per deformazione cordinuc~ 

operate ste F ( ~ ) ,  giaceh~ si prova ehe tal def in iz ione  ~ equ iva len te  alla pre- 

(s4) Cfr. DEHN ed HEEGAARD, ]OCO tit, (~), pp. 19(.}-~02. 
(3~) LOCO cit. (14), § 5. Se alle parole uJ~ circuito C il quale si sostituiscono ]e altre uJ~, 

circ~dto C tale cite esso o un s~w conve~iente multiplo i~tero (con the si ammette per defini- 
zir)l~e ('he (la[la o|}}olog'ia m C ~ 0 Si t~'a~a~ga C ~ O) si ottiene un'altra definizione dovuta ~,lto 
stesso I)OI~CARL Compl¢:me~t ~'r l'A~*alysis Sitars [Rendieonti del Cir(.olo Matematico di Pa- 
lermo, Xlll (1899), pp. ~85-3~3], pp. ~85-~87. 

(s6) Cfi'. p. es. SEv[.:m, h)co cir. (2s), p. 273. S'intende the durante la deformazione il circuito 
si potrh spezzare in pi,:t l)arti. Riterremo lecito nel seguito aggiungere a C delle linee per- 
corse una volta in un .~enso e una volta neil'altro, giaech('~ si prove subito the, con am])edue 
le delinizioni, se ~ C ~ 0, h) ~ anche il eircuito C' dedotto, e re(.iprocamente. 
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cedente.  Per  amore  di l)revit5, non ci t ra t teniamo sulla dimostrazione,  t he  
del resto ~ semplice.  

Non ei sembra  inveee privo di interesse d imost rare  she le &~e definizioui 
nou sono eq~tivctlenti se la, fcd&~ 1+' i~ mtilatera.. 

Al[o seopo, p remet t i amo due osservazioni.  

Quando  mediante  una deformazione cont inua si vuol r idurre  un eircuito C 

(ow, ero un eircuito o t tmmto  da C eoll aggmnta  d[ linee pereorse  una  volta 
in un senso e una  nelt 'altro) a(l un punto,  le sue intersezioni eon un altro 

eireuito ehiuso D debt)ono, din'ante Ia delbrmazione,  sparire due a due. Perei6 

se it numero  delle intersezioni di C e D ~ dist)c~,ri n~ C nb. D possono  ri- 
dursi  per  deformazione cont inua  ad un punto . .  

Suppon iamo  ehe il eireuito D non inverta  l ' indieatriee, eio~ ehe ta- 

gliando F lungo 1) si p rodueano  due orli. Rispet to  a D si po t r amm distin- 

guere allora due lati d[ F (destro e sinistro), a t t r ibuendo  ad uno d[ essi quei  

punt i  vieini a D ehe s tanno alla dest ra  di un osserva tore  il quale disposto  

lungo la normale  ad F (sopra una de te rmina ta  faeeia) guardando  un vm'so 

segnato  su D, la pereorra  in quel verso;  all 'altro lato quelli ehe s tanno alla 
s inis tra  del l 'osservatore  medesimo.  

Sia ora  C un eireuito ehiuso di /4, p u n  punto ( 'mnune a 6' e D. 

P issa to  su C u a  verso di pereorrenza,  indiehiamo con S ( P )  l 'unith po- 

sitiva o negat iva seeondo che deser ivendo 6, nel verso fissato si passa  in P 

dal lato sinistro al lato dest ro  di F r ispetto a D, ovvero vieeversa;  indi po- 

n iamo con PoiNcaUk N(C,  D) = g S (/'), ta sommator ia  essendo estesa a tutti 
i punt i  eomuni  a C e D. 

0 r a  ~ evidente  ehe N(6,, I)) non si altera aggim)gendo a 6' delle linee 

percorse  una  volta, in un  senso e una  nell 'altro, ed ~ faeilmente dimostra-  

bile ehe esso non si al tera neppm'e per  una  deformazione  eont inua  di 6'. In- 

ve to  ~ ovvio ehe N(6,, I)) non muta  tineh~ qua leuno  dei punt i  eomuni  a 6' 

e D non viene a sparire;  e d 'a l t ronde  la seomparsa  di un punto  P siffatto 

non pub effet tuarsi  se pr ima esso non coincide con un analogo punto  Q tale 
ehe S (P) = - -  S (Q). 

Da eib segue subi to  ehe: 

Condizione necessarice affiuchg it circuito C sia riducibite ad un punto  
per deformazione continuua ~ the sio~ N ( C, D)--~ 0 (~). 

(37) PO~NCARi:, loco tit. (~4), § 9, dimostra, per le falde bilatere, la sufllcienza di tai con- 
dizione; perb il ragionamento dell'Autore (inteso a provare ehe se ~ N(CD)~0  6 C~  0 nel 
senso sopra riportato) non ~ rigoroso. Vedi la Memoria dello stesso Autore eitata(8~). 
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Cons ide r i amo  ore  una  falda uui la tera  ~, d 'o rd ine  di eonness ione  ~2, rap- 
p reseu ta ta  sopra  una  sfera S dota ta  di due p tmti ibn( lamental i  P~, P2 (Fig. 1) 
e su essa un  cireuito 6' il cut eo r r i sponden te  su 8, t h e  h~dieheremo encore  
con (7, lntSSi due  volte per  il p u u t o  fondamen ta l e  P , .  

T a g l h m d o  F h m g o  6' essa s{ spezza in due parti  F ' ,  F"  eor r i spondent i  
alia regione non  t ra t teggia ta  S' ed a quella, t ra t teggia ta  S", su e iaseuna delle 

quali,  come si vede della figura, geos t i t u i see  la frou- 
t iera complete .  D u n q u e  seeondo la, defiuizioue di 
POINC.~t~ ~ 6' ~ 0. 

Si consider[ ora un eireuito D di F i l  cui eor- 
r i spondente ,  D, di S passi sempl ieemente  per  P , ,  P,_,. 
In virt~L d 'un 'osse rvaz ione  preeeden te  poss i amo ag 
fermare  aim lungo D l ' indicatr[ce non s'invertirfi, e 
dalla f igura si trarr'a subi to  ¥ ( C ,  D ) = 2 .  Perei6 it 

oircuito C non ~ riducibile ad un punto per defor- 
mazione continua. 

Fioa I .  Cons ta ta ta  in tel guisa 1~ non equivalenza  delle 
due definizioni, scegl ieremo per  le nos t re  r ieerche 

la seeonda  fl'a esse, c h i a m an d o  omologhi  due  eit'cuiti d ' u n a  falda uni la te ra  
( tuando siano ridueibili  uno  al t 'a l t ro pet" deformaz ione  con t inua  opera te  sul[a 
falda stessa. R i t e r r emo  Iecito, quando  ci torner'g eomodo,  aggiungere  o to- 
gliere a l l 'uno o all'a}tro dei due eireuiti delle l inee percorse  net due sensi. 

Cons ide r iamo ora una  falda uni la te ra  F, d 'o rd ine  di eo tmess ione  Z, rap- 
p resen ta ta  sopra  una  sfera S do ta ta  di Z punt i  ibndamenta l i  I ' , ,  P~ , . . . ,  Pz. 
Ind ich iamo  con K, un piccolo cir('olo di S n o a  raeeh iuden te  ne l l ' in lerno al- 
cuno  dei pun t i  fondamenta l i  e passan te  per P~, con C, il circuito (:orrispon- 
den te  di /~: F iss iamo su e iaseuno dei K, un verso (in modo  p. es. t he  tutt i  
i verst s iano eoueordant i  su S) a cut eorr ispouder 'h  su C, un  verso ehe as- 
s u m e r e m o  come positivo; e p rov iamo ehe ogni  eireuito ehiuso C d i  F g omo- 
logo ad una  eombinazione linea,re a eoel-tieienti interi (~) di C,, C , , , . . , ,  Cz. 

hffatti  il eireuito K di S eor r i sponden te  a C si pub fi,.eilmente r idurre ,  
,nediante  (:on venienti  l iaee pereorse  uua, volta in un  senso e u n a  nell 'altro,  
ad una  s o m m e  di m, eieii del t ipo K, ,  pifl m.: eieli deI t ipo K , ~ , . . . ,  pifl mz 
cieli del t ipo Kz,  l)i~l itfline m eicli H ridueibiI[ su S ad un  pun to  senza tra- 
versare P , ,  P ~ , . . . ,  Pz a cut eo r r i spondono  su F eicli onlologhi  a zero. Poich/~ 

(~) Per i[ significato di questa locuzione eft'. Sm'Em, toco tit. (,8), p. 273. 
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tutti i cicli del tipo K, fornmno evidentemente un sistema continuo, cosi i 
loro corrispondenti su F saranno omologhi (a Q), e quiudi si avrfi 

m, C, +.m. + . . .  4- Cz, (10) 
c. d . d .  

Ora domandiamoci: t cicli 6'1, G.o,.. . ,  Cz sono indipeudeuti nel senso 
che non siano legati da alcuna omologia a coefficienti interi? Per rispondere 
a questa domanda consideriamo su S u n  eiclo H ridueibile ad un punto per 
deformazione continua senza traversare P,, P~,..., Pz 
e osserviamo oh e, ,t,ediante ~ Z - - 1  l inee per corse / f - ~ - - - ~ .  
nei due sensi, esso si pub ridurre a l la  somma di 
(]ue circuiti K,, 1)i!t due eireuiti K.., , . . . ,  pih due T 

/ 
S eircuiti, Kz (cfr. la t~ig. ! per Z =  !). Dunque su F 

si ha 1 omologia ~ I ~ ; H  t 
(it) 

l aqua leprovaehe i e i r cu i t iC , ,Q , . . . ,CznOl~So , to  ~ x  j ~ t /  
indipendenti. Inveee Z - - 1  fra essi, ad esempio 
Q , . . . ,  Cz, sono indipendenti pereh~ posto 

C ~ ~ Q + ~'~ C,~ 4 - ' "  + Uz Cz l '~j 2. 

(n~, n ~ , , . . ,  'u~ interi ed n,~=~=0), indieando con /9 il eielo di F ehe eorri- 
sponde ad un eireuito ehiuso di S passante semplieemente per P., P. (come 
uella Fig. 1), eio6 un eireuito omologo a 6',4- 6'.~, si ha N(6', D ) = n ,  > 0 .  

Moltipliehiamo ora per 2 i due membri della (I0) e sostituiamo nel t.o 
membro in iuogo di 2 6', il eireuito ad esso omologo ehe si rieava dalla (1t); 
otterremo l'omologia 

(in eui si /~ posto X , - - - m ; -  m,), la quale ne dice ehe it doppio d'ogni eir- 
euito ehiuso di F ~ omologo ad una eombinazione lineare a eoeffieienti pari 
dei Z - -  1 eireuiti indipenden[i Q, Q ,  . . . .  6'z. Faeendo uso di un linguaggio 
tolto alla teoria delle superfieie algebriehe possiamo dire ehe sulla falda 
unilatera F i Z--  1 circuifi iudipe~denti C+.,..., Cz formano una base in- 
termediaria ('~"). 

(sg) SEVErn, La base miuima pour la totalitd des com*bes tracdes sur uue surface algdbrique 
[Annales de l'Ecole Norrnale Sup(~rieure de Paris, XXV (1908), pp. 449--+68]. Se la falda F si 
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Poss iamo ora domandare i  se dalla (12) sia leeito r ieavare 

(13) 

eio~ se i eireuiti  Q ,  Q , . . . ,  Cz eost i tu iseano su F una  base miJtima. Cib 

sa rebbe  possibile qualora  su F l a  divisione per  2 di un eireuito ehiuso fosse 

un 'operaz ione  univoea  (rispetto alle relazioni d 'omologia);  ma  noi p roveremo 

the  ei6 in generale non si verifiea. 

Invero se i l  eoeffieiente m, delia (10) ~ dispari,  la (13), tenuto  eonto della (11) 

eondur r ebbe  alla 

c , + Q +  . . +  Cz O; 

mentre  fra i circuiti  C,, C ~ , . . . ,  Cz non pub  esistere nessuna  omologia  

(1+) 

in cui qualcuno dei coefficienti ~. sin dispari,  perch , ,  se ad es. lo fosse tJ.~, 

il eircuito del pr imo m e m b r o  di (1~) si po t rebbe  ridurre,  mediante  una  de-. 

formazione,  a segare in un  numero  dispar i  t~ di punti  il ciclo C,. 

Se ne deducono  le seguenti  conseguenze:  

Anzitut to:  Sopra una  falda unilatera F la divisione di u~ circuito per 

u n  inlero non ~ operazioJ~e univoca. Prec isamente  si pub p ro r a t e  c])e, se l'in- 

tero ~ pari, ta divisione pub dar  luogo a due  circuiti distinti. Cos} ad. es., 

se F ~ un  piano ( Z =  1) il ciclo 6', sopra  cons idera to  ~ una  tetra, e il suo 

doppio 2 6', ~ omologo ad una  conica, la quale  si pub ~ nehe dividere in due 

circuiti omologhi  a zero. In tal caso per la (11) si ha 2 C~ ~ 0, eio~ 6', .-~ --- C~ ; 

e invero una  tetra, mediante  una  rotaz[one,  pub sovrappors i  a se stessa in- 

vertita di senso. 
Inoltre:  Nessuno dei circuiti C,, C ~ , . . . ,  Cz pub esprimer~'i come combi- 

nazione lineare dei r imanent i ;  da eui segue che, in generale, nel seeondo 

membro  della. (10) non si pub diminuire il numero  dei termini e quindi  che:  

Sul la  fa lda  unilatera F i Z circuiti C, , C~ , . . . ,  Cz costituiscono una  base 

min ima .  

considera come doppia, con the, come si b gift osservato, bisogna assumerrm l'ordine di con- 
nessione eguale a 2 (Z-- 1), si prow~ che ogni circuito chiuso di essa ~ omologo ad una com- 
binazione lineare dei o (Z -- 1) cireuiti ~ 6'~ . . . . .  2 Cz, C, + C 2 . . . . .  C, + Cz che, su F doppia, 
~ono indipendenti. 
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Sopra  una  falda bi latera ogni circuito chiuso ~ n o t o r i a m e n t e  omologo  
ad  una  combinaz ione  l ineare a coefficienti interi  delle Z =  2 p  re t rosezioni  
R i e m a n n i a n e ,  le quali  sono ind ipendent i .  Ne segue subi to  che su quelle falde 
la divis ione ~ uuivoca,  ecc. 

12. T e r m i n i a m o  il p resen te  paragrafo  col l ' esame di un  caso par[icolare.  
Sia • una  falda chiusa  in co r r i spondenza  biunivoca con u n a  sfera S che 
present i  eccezioni (nel campo  reale) in tre pun t i  fondamenia l i  P~, t~ ,  1~ di S 
a cui e o r r i spondono  tre  curve chiuse C~, C~, C~ di q, passan t i  per  un  p u n t o  
fondamen ta l e  P co r r i sponden t e  ad  una  curva  ch iusa  6' di S the  passa  (sem- 
p l icemenie)  per  1-',, IL,  P~. 

Se p. es. si p ro ie t t ano  un  iperboloide  ad una fahta I e la sfera S da un  
loro p u n t o  gener ico sopra un  p iano =, indi si a ,ssumono come corvispon- 
dent i  due punt[ di I, S ('Ira s iano proiezioni  d 'uno  stesso ])unto di =, si viene 
ad ot tenere ,  l'ra I e d  S, una corr ispon(lenza the  iwesenia le eccezioni suddet le .  

Sopra  S non .~i l)ossollo h'acciare eircuiti chiusi  lmssanti  tm n u m e r o  
dispari  (1i voll.e per i punt i  fondamenl.ali  e non segant.i, fnori di essi, la. 
eurva  C; t ) e r e i 6 0  ~ bihdera e inoltre, come segue dal t eo rema 'd i  Kt,I~IN, ha 
l 'ordine di comwssiom; 2. 

Si })oLrh ( h m q u e  a s s u m e r e  come model lo  di ,1, un loro; per(:i5 u n  iper- 

boloide a~d una  ['(tIdrt ed n n  toro sono equivalenti. 

Ma si pub  art(tare l)ifi ava, nti rea.lizzando una  [ rasformazione birazionale 

senza eeeezioni (nel campo  tea]e) t h e  muff  una, nell 'al tra le due  superfieie. 
Si rappresen t i  invero ,reabmeJde un  toro T sopra  un  p iano ~ in tal guisa  

the  alle sezioni p lane  di T co r r i sponda  il sist, ema  oc 3 de]le quar t iche  con 
due punt i  base dol)pt R, ,  R.: reali e (fuattro pant.i base semplici  imaginar i  
(coniugat.i due a. due). La t r as fo rmaz ione  ~ fi'a .7' e ?. avrh come element.i ec- 
cezionali,  nel eampo  rea.le, i punt i  fondamen ta l i  R, ,  R~ e la tetra fondamen-  
tale r_=_ R, R~ a (.ui co r r i spondc  un p u n t o  (semplice) (li T(~"). 

(% La rappresentazione piana del toro 

(x ~ + y* + z~ + R * - -  r2) * = ~ R ~ @9 + y~), 

generato dalla rotazione intorno all'asse z d'un eireo[o di raggio r col piano passante per 
l°asse z e col eentro sul piano z =  0 a distanza R dall'origine, 6 data dalle formole 

in cui si ~ posto ~ .... R +  r. I punti R~, R~ sono improprt sugli assi u, v e i punti fonda- 
mentali imaginari sono u ~ ± i o, v =  4 - i ~ p ~ _ _ O p r .  
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Colle stesse eccezioni a~el campo reale si potrh evidentemente  rappreseu- 
tare su ~ un  iperboloide ad una  falda I, median te  una  proiezione ~ da un 

suo punto;  e la t rasformazione birazionale ~ ~_ ~ z - '  adempierfi all 'u¢lcio ri- 
chiesto (*~). 

CONNESSIONE DELLE SUPERFIGIE RAZIONALI CON UNA FALDA 

CIOI~3 RAPPRESENTABILI REALMENTE SUL PIANO. 

13. Veniamo ora a t rar  prolitto dai risultati  dei paragraIi 1)recedenii 
appiicandoli  a s tudiare  la connessione delle superficie razionali. 

Anzitutto, poich6 le superlicie che cons idereremo pot ranno  esser (lotaie 
di singolarit'~ arbitrarie,  conve]'r5 stal)i]ire quale sia la loro influenza sulle 
propriet'~ di ¢onnessione.  

La convenzione che appar  pifl na tura le  ed alia quale noi ci a t te r remo 

(salvo in una  breve discussione finale nella quale e samineremo tin altro punto 
di vista) sar~ quella di a t t r ibuire  alle singolarifft ]a stessa influenza the  avreb- 

hero se fossero risolute,  cio6 di cons idera te  og,li superticie Y come equiva- 
lente (dal punto  di vista della connessione)  ad un'altca Fo nella (tuale le 
singolarittt siano risolute,  che si co nsidererh come modello di iv. 

Tut tavia  per costruire questo mo(tello - -  cio6 per  risolvel-e le singolarith 
di F - -  la s t rada non 6 un ivocamente  determinata ,  e sorgono in proposito 
varJ" dubbh a dissipate  i quali non  sembl'a sufficiente tener  conto dell'av- 
vertenza di no~z introdurre eccezioni est~'anee cdle siJ~golarit~t durante  la loro 
risoluzione. 

Sarh dunque  utile, per evitare al seguito interpretazioni  e r ronee  o di- 
scutibili, precisare senza ambiguit'~ la costruzione del model]o Fo. 

Partire,_no percib dalla rappresentaz ione  piana normale della superlicie 21, 
supponendo  che essa presenti  il caso ~) del Teorema  enmlciato a] n. ° l, e 
r iservandoci di t ra t lare  in seguito b revemente  i casi ~) ,f). Indiehiamo con ~2 

(4~) It confl'onto fl'a l'iperboloide ad utia l'alda ed il toro, dal punto (li vista della (;o]l- 
nessione, istituito in modo en'oneo da SCHL~FLI nella citata Memoria Q~aud'4, etc., fu ri- 
prcso da KLEIN mq citati htvori dei Math. Ann. VI (]7t). 578-581) e VII, p. 552. In quest'ul- 
tima Memoria l'Autore si pon(.~.dai nostl'o punlo di vist~ (~. i~'ova gli stessi risultati. 
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il s is tema l ineare (privo di ctlrve fondamenlal i  semplici) imagine, sul pial~o ~, 
di quello delle sezioni plane od iperpiane di F, con A,, A.:,... ,  A., i suoi 
punti  base (punti  fondamental i  della rappresenhlz ione) ,  coil -~ la trasforma- 
z ione (di tipo normale)  imagine del coniugio di F, iu e, ui ~. uuih> x-. 

Denomin iamo  siste.ma. L un sis iema l ineare oc"(r  ~-~ 3) uuiio i~l ~, privo 
di curve fondamental i ,  avente  per  punii base impropri  A, ,  A . , , . . . ,  A,, e tale t he  
le curve di esso passant i  per  un  punto  q~al~utque di = (au(.he intinitamtmie 
vicino ai pmdi  base) non passino di couseguenza per altri punli n~ al)biano 
o, ~, inferi(>ve a celle~(~ quelh) della geuerica L. Se. C i~ il sistenla delle curve 
d 'ordine  abbashlnza  elevato t he  pa.~sano, e(m quah 'he diveziolw vavial)ile, t)er 

A, ,  A~,..., A .... e I C'I il suo eorrispon(let~le il~ =. si ira(') ad es. so(htish~re 
alle COll(lizioni imposte a d  .L me<tiante il sislema c(>mt)leto ( ' - I - ( / .  

Stal)ilendo uua. proiellivith lYa ]e curve (li L e gt 'iperpiani di u~l S,. il~ 

modo elm all'autil>voieltivit~'l subov(tinala e~llro L da ~ (.orvisl)oml(la il Colliugio 

(ti S,. (eft'. F. I~. ° I~), il i)ial]¢) = si mulerh hi una SUlwrlich, razionah, reale Fo, 
priva (ti sing<)laril;( t h e  a s sumeremo come m<~delh~ di 1~ 

l al.~. defimdzione di F o b  pviva di al)ll)lglllta i>erch~ tm ath'o m<)delI<) F .  
eos tmi to  cogli st.essi cvitevi" b, come ora ])roveremo, equivale~/te a(1 F,,. 

' ;' Imrl.ire da ull s islema L', anah>~'o ad L, Invevo F o si coslruirh c(>me t ,,~ a ¢ 

relativo ad mFal i ra  ral>presentazione normale  di F SOlWa m~ piano =', per cui 
<'.ousecveremo le stesse nolaziorli della twecedeute,  mm~ile di apice. 1;3 (la no- 
tarsi che i punti  base di ~' saral~no am:ova m (F. pag. ;H); li indi('herem¢~ 
COl~ A ~ ~ ./t'o. ~. . .~ A , , , .  

L'ideutita di F induce fra = e =' mm hmsfovmazione hirazionale a cho 

muta  ~. in v'. GI[ h pm~ti fondametgal i  di ~ su = e =' cad rauno  tutti in 
1)unli base di X e v" (F. ,m,; :I1), l). es. in A,  ./I . . . . .  , A,,; A', A% A',,. e 
ad essi cor~'ispon(lera~mo, risl~ett.ivamente , su =', = le era're (no~ fondamental i  
per Z', v) , '  0 , ,  C',:,..., C',,; C,,  C,,, . . . ,  C,,. 

Alla, t rasformazione ~, cio6 all'i(lentith, di F (~ovvisponde mm t.rasforma- 
zione birazionale reale o) fva F0 ed ~ ' '  T o, e si iwova sul)it.o t he  essa ~ priva 
di eccezioni (anche he] campo complesso).  

Invero, se P ~ uu  punto qua lunque  di F.. il suo covrispondente Q di = potca : 

ct) essev generico (nel senso c, he non al)bia le posizi(>ni eccezi<>nali 
suddet te)  ; 

b) cadere su qua lcuna  delle curve C , , . . . ,  C,, ; 

c) appar tenere  - -  in una  de te rmina ta  direzione - -  al l ' intorno d 'uno 
dei punt i  A, , . . . ,  A,,. 
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Nel caso a) il punto Q' di =' omologo di Q in ~ sartt pure generico, e 
pereib gli corrisponder'~ un punto P'  di F'o; nei casi b) c), Q' potr'~ cadere 
o nell'intorrlo d 'uno dei punt i  A,, . . . ,  A.,, ovvero su una  delle curve C',,..., C',,. 
Dunque il suo corr ispondente P '  sar~t sempre un punto di F 'o .  

S e i l  sistema E preseuta  le eccezioni contemplate  nei casi ~) y) del Teo- 
rema enunciato al n. ° 1, la superficie Fo si costruisee a parti te da un si- 
sterna L soddisfacente alle condizioni precedenti  modiiicate nel senso che L 
abbia per sole curve fondamental i  (sempliei) le rette the  cosi si comportano 
rispetto a E. 

La costruzione d 'un sistema L siffatto non offre alcuna diflicoltfi. 
0SSERVAZIONE. Le condizioni imposte ad L non sono tulle in generale 

s t re t tamente  necessarie;  se p. es. alcuui fra i punti  A~,..., A,,, si eorrispo~- 
dono in : (eio~ le curve ontologhe su 1~' sono imaginarie couiugate) si pub 
togliere ad L l ' imposizione di averli come punti  base, giacch~ a noi importa 
che su Fo sian risolute le singolarith reali di F se~)za che si in t roducauo ~el 
campo reale eccezioni estranee a quelle singolarith. Si possouo analogamen[e 
imporre ad L tante qua~te si vogliouo coppie di puuti  base corrispondenti  in ~. 

Cosi, se F ~ un cono quadrico di S~, cio~ se E ~ il sistema reale ~ 
delle coniche con due punti  base P , ,  P~ iufinitamente vicini, si pub assu- 
mere come L il sistema reale c¢ ~ delle cubiche con un puuto  dopp[o in / '~ ,  
un puuto semplice in P~ e due ulteriori punti  base ima, ginar~ coniugati. Fo 

allora uua quadrica rigata. 
Duuque, per noi, un cono dovr'h considerarsi come una falda biIatera 

d'ordine di connessione ~2. Si osservi in proposito cbe se si considera uu os- 
servatore eretto sul piano tangente e mobile lungo uua geueratrice, esso dovr'~ 
capovolgersi all 'atto del passaggio per il vertice, altrintenti il cono risulterebbe 
uuilatero. E cib corrisponde alia circostanza che se si sposta sul couo l'iudica- 
trice faceudone scorrere i puut[ di eguali segmenti  sulle generatrici che li 
contengono,  il verso di essa si inverte, all 'atto del passaggio pet' il vertice, 
se l 'osservatore guarda sempre la medesima facciadet  piano taugeute;  come 
pure all 'altra c h e s e  sopra un iperboloide ad una falda si considerano due 
puuti  M, N d' tma medesima geueratrice, equid[stanti dall ' intersezione di essa 
coll'ellisse di gola, l 'angolo ~ di cui rt~ota il pia,m tangente nel passaggio 
tilt 3[ ad N, ha per limite = quando l'ellisse di gola si restringe indefinita- 
meute iu modo da teudere al vertice d 'un cono. 

1~. l) 'ora in poi parlaudo d 'una superficie F, in tenderemo di consi- 
derarla sempre come equivalente al modello Fo. 
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Tra t t i amo,  per  pr imo,  del caso in cui F ha u n a  falda, ciob, nella rap- 
p resen taz ione  normale ,  ~, b, il eoniugio  e quindi  E (e(I L) un s i s lema reale. 
Dis t ingu iamo,  seeondo  il T e o r e m a  del n. ° 1, t re ('asi: 

~) ~2 ~ privo di curve fondamenta l i  semplici  ed ]la m. l)unti base, di 
eui r reali e o i a topp le  imaginar i  e<)niugafi, l:e eecezio~,i (nel eampo  reale) 
alla co r r i spondenza  t r a i ]  p iano = ed /~' cadon<> sol ianto  negli r pun t i  base 
reali di E t he  sono fondamenta l i  per  essa, m a n c a n d o  affatto su F p n n t i  sif- 
fatti pereh~ alle curve fondamenta l i  (li "2 (non sempliei) l i spondono  su F in- 
iorni  di punt i  mult ipl i  ehe si m u t a n o  in era're sul model lo  Fo. Pereib (n. ° 9) 
F ~  un i la te ra  ed ha  l 'ordine di conness ione  Z--= r +  I. Poichb inoltre  (F. n. °21) 
l ' invar iante  di ZEUTnEN-SEGm~' I relativo ad F 5 eguale ad r -1- °2 i - -  1, cosi si 
h a n n o  le relazioni 

[ ~ Z - - - : 2 ( i - - 1 ) ,  I + Z - ~ 2 ( r + i ) ,  (ts) 

da cui s eguono  le 

I = ~ Z  (mod~),  Z ~ _ I + ~ ,  (16) 

il segno -= valendo solo q u a n d o  i~---0. E da notars i  the,  dato  I, es is tono 
superfieie F con una  falda, relative a q u a l u n q u e  valore di Z eompat ibi le  
eolle (16); esse si o t t engono  a s s u m e n d o  come s is tema ~ quello delle curve 
d 'o rd ine  abbas t anza  elevato ehe passano  per  r = Z - - 1  punt i  reali e per  
2 i  = I - l - ~ -  Z t opp le  di pun t i  imaginar i  coniugat i ,  generiei,  del p iano =. 

~) Ci sono due  so t tocas i :  
I. °) I due punt i  fondamenta l i  P~, P:  appa r t enen t i  alla retta r eh '~ 

fondamen ta l e  (sempliee) per  Z sono imaginar i  coniugati ,  e inol tre  2 ha. altri 
~ i  punt i  base pure  imaginari" eoniugati .  II model lo  F0 (eostrui to  med ian te  
le eoniehe  per  P , ,  P,,) g una  sfera, e pereib F ha Z = 0  e 1 ~  2 i  (eft. F., 
no ta  ~ )  a pag. 30). 

22) P~, I-'.~ son reali, e inol tre  E ha altri ~ i  punt i  base a eoppie 
imaginar i  coniuga t i ;  F,, ~ un  iperboloide ad una falda od un  toro e quindi  
F h a  Z - = ~ ,  I = ~ i .  

Ia  definit iva va lgono sempre  le relazioni (16), e di pifi si ha  

[ - -  Z =: 2 i, I-+- Z ~ 2 i, se F ~ del tipo sfera, 
(15') 

1 - - - Z ~ 2 ( i - - l ) ,  I + Z ~ - 2 ( i + l ) ,  se F ~ del tipo toro. 

7) Siano p , ,  p~,..., p., ~e rette fondamen ta l i  (semplici) di 52 uscent i  da] 
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pun to  base reale O, e eon tenen t i  r i spe t t ivamen te  i pun t i  b~tse P~, P., , . . . ,  P,,, 
i n i in i t amente  vicini ad  0 ;  fra questi ,  ,% colle relative rette, s iano reali, e ~,J 
a coppie  imaginar i  coniugat i .  Iuol t re  ~2 abbia  altri  r ]mnti  base reali, e 2 i  
imaginar i  coniugati .  

Si ha allora subi to  I =  r q - 2 i ,  e siccome le eccezioni (nel campo  reale) 
alia co r r i spondenza  tra r: ed F (o F0) cadono,  su % nei :~.-q- r q- l pun t i  base 
reali, e su F in p. pun t i  sempliei  omologhi  delle ret te  fondamenta l i ,  cosi dal 
t eorema di KLEIN si deduce  Z---- r q- 2. Valgono quincli anehe  in ques to  easo 
le (16) e si h a n n o  inol t re  le 

I - - Z = ~ ( i - - l ) ,  I + Z = ~ ( r ÷ i ÷ ~ ) .  (15") 

P rov iamo ora ehe se r > O ,  eio~ se Z~> ~2, la superl ieie  1,'~ uui latera.  Invero,  
med ian te  il s i s tema delle curve d 'o rd ine  n abbas tanza  elevato ehe ha , too in 
0 un p u n t o  u ~ l - p l o ,  e in P , , . . . ,  P,, punt i  base semlflici, si eos t ruisca  u n a  
superfieie reale (rigata) ,1, (d 'ordine di emmess ione  !) ;  indi si osservi  ehe 
nella eo r r i spondenza  reale ehe tes ta  su b o rd in a t a  tra ~J, ed F dal fatto che 
a m b e d u e  son rappresenta . te  r ea lmente  su r~, le eeeezioni d ipendent i  dai pun t i  
O, P,  e dalle ret te  p ,  sono scomparse ,  ment re  r i m a n g o u o  (nel campo  reale) 
solo quette d ipendent i  da r pmJti ibndamen[a l i  reali cite es is tono su (P. D u n q u e  
(nY 9) F ~ u, nilaterc~. 

$ia ora r = O, cio~ Z ~  ~; mos t r i amo  the  1~' & bilatera od uuilatera se- 

co~tdo the ,,. ~ d i spar i  o pari .  Perci6 esegu iamo dal)l)rima u~a. t rasfornl~zione 
(luadratica reale del piano r: in un a ltt'o p iano % a s sumendo ,  stt r~, come 
punt i  fomlumenta l i ,  0 e due punt i  i m a g i n a d  eoniugat i  sopra  una ret ta  reale a, 
non  passante  per  0. Le eccezioui,  nel campo reale, alia eo r r i spondenza  fi'a 

ed l# cad ranno  su a :  
in  ua  puu to  -q co r r i spouden te  ad (~; 
In y. punt i  (dist inti  fra loro e da ~) Q,, Q~,..., Q> si tuati  sulla tetra 

re,tie t~ omologa  di 0 e eongiunt i  ad 0 (h~ y- rette fondamenta l i  (semplici) 
q,, q~,..., q, (eorrispo,~denti  a p , ,  p~,. . . ,  p~,). Non vi souo altre curve fonda- 
mentnl i  sempliei ,  l)evch~ se u ~ tetra f o n d a m e n t a l e -  il ehe accade q u a n d o  
0 5 p tm[o  base proprio  per '~_' - -  essa non ~ sempliee (F. pag. 26, 0ss .  I[ 
e nora *) a p~tg. 27). 

r ~  ' ) 1 ras tormand(  med ian te  proiezione stereografica il p iano z in u n a  sfbra S 
si a.vranno su questa  t* eerehi mass imi  fondamen ta l i  o)~, o)~,..., %, segantis i  
in due  punt i  fondamenta l i  A, B, e eontenent i  r i spe t t ivamente  i pun t i  R , ,  
R.. .....  R~ pure  foudamenta l i .  
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Sia ora, C u n  ciclo chiuso  di ~' t he  si potrtl s u p p o r r e  - -  dopo  u n a  even- 
tuale  defomnazione  - -  non passi  per  i l)unti (sempl{ci) che c o r r i s p o n d o n o  
ad o~l, o).2,..., cos. II eiclo con ' i spon( lente  K di S taglieri~ i cerchi ~o;. solo nei 
pun t i  fondamenta l i ,  p a s s a n d o  ~ volte per  A, ~ volte l)er B, ed r~, r~,..., r~ 
volte r i spe t t ivamente  per  R, ,  R2,. . . ,  R~. 

Siccome K /~ chiuso,  il n u m e r o  k,. ~ ~ + ~ + r, dei suoi incontri  con ~,. 
sarh pari ,  e pereib,  se ~,. g dispari ,  r isul tera pari anche  il n m n e r o  comples-  
sivo N dei passaggi  di K per  i lmnt i  fondamenta l i ,  the  /~ espresso  dalla 
formola  

t ~ t* 
N - - = ~ + . ~ +  E r , =  ~_v k , - - ( ~ . - - 1 ) I ~ + ~ ) .  

i = !  i ~ l  

Se ae dcdurri~, in base ad m m  osservazione  del n. ° I t ,  t h e  in taI caso nessun  
circuito ehiuso  di 1~' inver t i rh  t ' indieatrice,  e quimli  ehe /¢' sar~ bilatera (e 
percib, avendo  Z =  02 a,pparterril al tipo toro). ]nvece~ se ,~. ~ pari, a s sumendo ,  
come ~ lecito, K in guisa  ehe ~-~-~ sia dispari  (ad es. e ~  1, ~ = r ,  
r~ . . . . .  r~ = 0), N risu]terg, dispari  e quindi  F sarit unilatera. 

La conelus ione  det ini t iva ~ ehe :  
L'ordb~e di connessione Z d 'una superficie ra, ziouale reate co~t una~ fcdda 

{ra~ppreseutabile realme~de sul piano) ~ legato all' invariante di ZI~UT~I~N-S~:aRE I 
daUe relazio~i 

Z ~ I (rood ~), 0 ~ Z ~ 1 + 02 ; (I) 

e, per ogni dato valore di 1 esistoJ~o s~tperfioie del tipo suddetto eorrispondenti 
ct tutti i valori di Z che so~ eompatibili eolle relazioni stesse. 

[nol t re  : 

Tutte le s~t~erfieie razio~tali reali co~t una, falda, a verdi l'ordine di co~- 
~tessione Z ~  ~ sono unih~tere. I t,ilg bilateri si h a m w  solo per Z-~--O, ~ e i 
rispettivi modelli sono la sfera ed il toro. 

Per  i model l i  delle fahte uni la tere  r i m a n d i a m o  al paragrafo  preeedente ,  
e per  ( tualehe esempio  a l l 'u l t imo paragrafo  di ques ta  Memoria.  

Qui t e r m i n e r e m o  facendo no ta re  che da l l 'u l t imo enunc i a to  si deduce  la 
s eguen t e  : 

O S S E t l V A Z 1 O N E .  ~ r a  le superfieie razionali  reaIi non esislono ~nodelli di 
Riemam~ia~e aventi il get,ere superiore ad 1. 
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§5. 

CON:NESSIONE DELLE SUPERFIC1E RAZIONAL[ CON PIIJ FALDE 

APPARTENENT[ ALLA I a, II a e IIla FAMIGLIA. 

15. Per studiare la connessione d 'una  superiicie razionale reale F, do- 
rata di pi6 t~lde, ci a t terremo costantemente  al criterio di confrontarla con 
una  superficie ¢ della sua elasse (cio6 trasformata birazionate reale di F ) ,  Ia 
cut conuessione si sappia determinare  diret tamente,  valendosi p. es. delt'e- 
quazione di ~. La superiicie ¢ si sceglierh in modo che i punt i  base det st- 
sterna Y, relativo alla rappresentazione normale di ,I~, che non sono fonda- 
mentali  per la trasformazione ~., uor~ siano uuit i  in ~, cio6 siano due a due 
corr ispondenti  ovvero mauchino  affatto. La ragione di tal scelta della super- 
ticie 4, sta pr incipalmente  in alcune important i  propriet~ che ora ci propo- 
niamo di stabilire. 

Anzi tu t to :  Due superficie ¢ al)partenenti alla stessa classe sono equiva- 
lertti dal punto di vista della connessione. 

Siano a), (I)' quelle due superticie, E, z, E', ":' r ispet t ivamente i sistemi li- 
heart e le trasformazioni relativi alle ]oro rappresentazioni  normali  su =, ~'. 
Possiamo addiri t tura,  per maggior chiarezza, supporre che ¢, ~' sian due 
modelli  privi di singolarith relativi alle superiieie stesse, in modo che 32, Z' 
siano affatto privi di curve fondamental i  e dotati  di punti  base tutti im- 
propri. Fra i punt i  base di E ci saranno tutti  i punti  %ndamental i  di :, a 
ciascuno dei quali eorr isponderh una  curva (non reale) di ¢;  gli ulteriori 
punt i  base saranno due a due corrispondenti  in ~.. Analogamente per E', (IC 

Poieh6 ¢), ~' appar tengono alia stessa classe, esister'~ una  trasformazione 
birazionale o) che muterfi v in ~'; ed essa indurr~ fl'a ¢ e (I)' una trasfol'ma- 
zione birazionale reale a. 

Se ~ '6  l'ideutitfi, cio6 se % ~' coincidono, fi 6 priva di eccezioni nel 
eampo reale. Invero ad ogni punto  reale d i ¢  corrisponde su ~. un punto  
unito in ~ che non  6 base per E e E' (e che eventualmente  potrfl cadere, in 
una direzione unita, nell ' intorno di qualcuno dei punt i  fondamental i  di z), 
il cut omologo su (~' 6 quindi un  punto reale. 

La stessa cosa si pub affermare, n6 vale la pena di entrare net dettagli 
d 'uu ragionamento  analogo al precedente,  se i punt i  fondamental i  di o~ su 

e =' cadono in punt i  base di E e Z'. 
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Da cib segue subito la verit~ del t eorema enuucia to ,  per  le superticie 
della I[ a e IIIa famiglia. Invero,  r iferendosi  p. es. al pr imo caso, se • e ¢' 
appar tengono  alla II a famiglia, : e z' sono t ras%rmazioni  di 8. ° ordine con 

7 punt i  tripli, c iascuna delle quail ]ascia uni ta  una  fete  di cubiche cot 7 
punti  base generici  (F. n. ° 37) e quindi priva di curve fondamental i .  Poich~ 
si pub supporre  che o) mutt  l 'una nell 'a l t ra  quelle due reti (F. § 7, n. ° ~9), 

i suoi punt i  fondamenta l i  su ciaseuno dei due plant c ad rmmo tutti in punt i  
base delle reti stesse, che son f lmdamenta l i  pec % "¢', e quindi base per ~, Z'. 

I1 caso delle superticie appar teuent i  alia P famiglia domanda  una  di- 

scussione pifl accurata .  Ricordiamo (F. § 6, 7) che allora ~ ~ una  trasforma- 
zione d 'ordine  m + l  con un punto  foudamenta le  m-plo O e 2 m  puuti  fon- 
damenta t i  semplici 1 ~ , ( i =  1, o, . . . ,  2 m )  ave,~ti o rd ina tamente  per omologhe 

le rette p~ = 0 P , .  Su ciascuna delle ret te reali (supposto, come ~ lecito, che 
lo sia O) del faseio O la : subord iua  un'an| iproiett ivit '~ invo]utoria,  che pub 
esser  dota la  di (iufiniti) punli uniti, oppure  no;  e le rette per  cut vale la 

pr ima della due proprieffl son tul le  quelle ehe cadono entro m angoli eom- 

pleii non adiaceuti ,  c iascmm dei quail 5 de te rmina lo  da due ret te fonda- 
mentali  consecut ive;  per  esempio uegli angoli ~ , - - = p ~ _ , p ~ ( i = l ,  2 , . . . ,  m). 

All ' insieme dei punti  uniti the  ea(lono entro l 'angoh, ~, r ispondo]m i t)unti 
(reali) di tma fl'a le m falde di % (;he det loteremo cou A,. Adot te remo le 
stesse lettere, reunite  di al)ice , per  ]a. t rasformazioue : '  e la superticie m', te- 
nendo  collto del fatto the  i due gruppi di rette p;, p', son proiettivi (F. n. ° g7), 
e a t t r ibuendo  lo stesso indice a due ret ie  corr ispondeut i  in {ale proiettivifft a. 

Ricordiamo aucora  che si pub sempre  costruire una  t rasformazione bi- 
razionale ¢o, ]a quale muti -: in ~.' subord inando  fra i fasci O, O' ]a proietti- 
vith ~,. Se P 6 un punto  fondameuta le  di % su r:, la retta p' del fascio O' 
cor r i spondente  ad O P in q sarfi fondameutah;  (per o)) su =', e conterrfl un 
punto  fondamenta le  Q' a cui corr i sponderh  la rel ta  q = O t ) (~"). 

(42) I punti e le rette fonda,mentali di ~ si possono supporre distinti. Se le equazioni di 
T, ~' su ~ (x, y), W(X, Y) sono (F. n. ° 48) 

~'=x,, y ' =  a(x)Yq-__B_(xi; X '=X,  y, _ a '  (X) Y-]- B' (.X) 
C ( x ) y - - a ( x )  C'(X) Y - - a ' ( X )  ' 

con a a-~- B C ~ a' a' -F B' C', si pu(') prendere come ~ la trasforn]azionc 

X ~ x, Y :  B' (x) y 
(,? 7, ,j + . 
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Consider iamo ora la t rasformazione reale .q indotta fra ¢, e ¢' da o~. Essa 
non avr'a eecezioni fra quei punti  di q, e (I)' a cui corr ispondono,  su r~ e =', 
punti  non fondamenta l i  per ~ e non appar tenent i  alle rette fondamenta l i ;  

ma ne presenter 'a invece in eorr ispondenza  ai punti  e alle rette fondamen- 
tall di co. 

Se p. e. entro l 'angolo :¢~ esiste il solo punto fondamenta le  unito P (e 
quindi entro ~', il punto  Q'), la .q trasformer& b iunivoeamente  la fahla A, 

nella falda A', e le eccezioni alla biunivocit'a della cor r i spondenza  (fl'a A, 
ed A',) cadranno  solo in due punti  M, M' di A,, A', a cui co r r i sponderamm 
due curve chiuse m', m, passanti  r i spe t t ivamente  per M', M. 

Se ne deduce  immedia tamente ,  per il t eorema di |(,LEIN, cl,e A, ,  A', hanno  
1o stesso ordine di connessione,  lnol t re  poieh~ il circuito m ~ omologo a 
zero su A~ in quanto,  facendo variare  la ret ta  q entro l 'angolo % tendendo  
a p , ,  m si deforma tendendo  ad un punto,  corr ispondente  all 'unica direzione 
uni ta  uscente  da/01 (oh'(3 quella di p,), cosl ogni ciclo chiuso di A, taglierg~ m 

in un numero  p a r i  di pnnti. 
Ne segue the,  se A~ ~ bilatera., non potrh essere A', unilatera,  perchi~ 

ad un circuito chiuso c' di A', che invertisse l ' indicatrice, e non l)assa.~se, 
come si pu(') supporre ,  per M'~, dovrebbe r ispondere s u m  uu ciclo chiuso e 
non segante m fuori di i'll e passante  ivi un  numero  dispari di vol t< Dun- 
que A, ,  A', saranno en t rambe  unilate, 'e o bilatere e perci0 equivalmlti. 

Dal teorema ora dimostra.to si trae, con agevoli deduzioni,  l ' importante  
co u seguenza:  

Ogni superfieie r(~zionale reale F con pii~ falde si pub rappresentare sol)r(f 
u~a qualunque superficie ~, della sua classe dolala di ~tn J~umero r di puu t i  
fondamental i  (reali), eguale a quello dei 1)unti base del sistema x~ relativo alla 
rappresentazione p i a n a  normale di F, che sono uni l i  ,~ella trasformazione ~:. 

[nfatti, par tendo  dalla rappresentaz ione  normale  di F sopra un piano r:, 

si costruisca, mediante  un  sis tema lineare L privo di curve fondamental i ,  
unito nella -: relativa ad F e avente i punti base solo in punti  fondamental i  
di % una  superticie (I,. La t rasformazione birazionale reale fl'a F e ~, in cui 
si cor r i spondono due punti  rappresenta t i  dallo stesso })unto di =, non ]m 

eccezioni (nel campo tea]e) altro the  in corr ispondenza agli r punti  base 

le eui rette fondamenlal i  su  re sono B(x)B'(x~'--0. Se le mdiei  di questa equazione non sono 
dis t inte  baster5 prima trasformare • (ed even tuahnente  ~') meditmte una  proiettiviff, del tipo 
x ' ~ x ,  y:=ly ~-t~, e si raggiungerh lo scopo. 
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(It E (non fondamen ta t i  per  ~:) t he  sono lmili  in v; a (iuesti punt[  r i s p o n d o n o  
su • a l t re t tant i  punt[  fondamenia l i  real[ aventi  per  omologhe  r curve chiuse 
di F. 

Poich~ d 'aKronde tu t te  le superfi( 'ie q, d 'una  (']asse sono equivalent[ ,  ne 
segue che la s tessa relaz[one si pub  por t e  tra F e m m  q~r.alu,que ~. 

S u p p o n i a m o  ora che le falde di F s iano tut te  bilatere:  dovrfi, al lora es- 
sere r------0, perch,, la l)re,~enza, di I)unii fondamenta l i  real[ su qualche  falda 
d i ¢  por te rebbe  di conseguenza  l 'unilaleraliifi  delia, falda co r r i sponden ie  di /C 
Perci5 sarfi. F eqtf ivalente a ,~,; donde  il nolevole  cri ter io:  

Se fra  le superficie d'uJm classe ve n'O ~fn#. le cui falde so,so tutte bile.fete, 
essee ~ nna superficie 0. 

Ed ora. pass iamo a stu(tiare s e p a r a l a m e n l e  la conness ione  delle super-  
ticie appar t enen t i  alle tre famiglie. 

16. L" famigl im Par t endo  (la ram. ( lmllunque mlperticie F,  eOll m. fahle, 
( 'os i ru iamone una  tra.~fnrma.ta reale le ell[ f,~lde s iano tutte bilatere. Perci6 
d educ i am o  anzi lu t to  d~ /~\ media.nle l ra~formazione l)irazionale rea.le, una 
superficie F' ,  avenle  oqnazinne del tipo 

z ~ - ~ f ( x y ) ,  (l?) 

f ~ 0  essen(l() mm ('urva. d'(,rdilm 2 ~  dola.ta. (li un punt.o 2 n  .... %t)lo 0 e di 
m tangent i  rea.li (ti 12 specie (eio6. t.;tli elm lungo esse fi~ rm~al.iva) nseent i  

(]a 0 (R. n. ~ 0_)7, 31, 32). [udi o,~,~ervia.mo (,lie se 

(x' y') (x" y'l 
.[ (x' y') Y = "I (x" y') 

sono  le equazioni  d 'una  t ras formazione  birazionale re.ale f r a i l  p iano x y ed 
il p iano  x'y' ,  ]a superJicie 

z '~ ~ f (~. (x' y'), ~ (x' y')), 

si o t t iene  dal]a (t7) med ian te  ]a [ rasformazione  birazionate  reale 

~ Z' 

e che percib sar~'t lecito, per il nos t ro  scopo,  sost i tuire  nel la  (17) in luogo 
di f ( x y )  il i." m e m b r o  ? ( xy )  (lell 'eqlmzione d'(~na ( 'nrva t h e  si ol,|renga, dZt 
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f =  0 median te  una  t rasformazione e remoniana  reale, preso con un  8egno de- 
terminato (~3). 

0ra ,  m a n d a n d o  con una  proiettivit~ reale il punto 0 all 'intinito sull 'asse y, 
si ot terr~ da f =  0 la curva 

a (x) y: -~- b (x) y -]- c (x) = 0, (18) 

e da essa mediante  ta t rasformazione reate 

X - - ~ x ,  Y ~ - - ~ a y ~ - b ,  
si passerh alla 

Y '  = D (X) [D = b' - -  4~ a e]. (19) 

Poich~ possiamo supporre  (F. n. ° ~7) c h e l a  eurva f = : 0  e quindi anche 
la (18) sia priva di punti  doppi (tal supposizione non ~ per6 qui s t re t tamente  

necessaria),  le radiei di D ( ¥ ) =  0 saran distinte e fra esse alcune saranno 
certo rea]i pereh~ esistono tangenti  reali di f = 0  useenti  da 0. Ne segue 
ehe per  qualche valore a di X sarh D ( a ) % 0 ,  e quindi,  se ~ g l 'ordine di D, 
mediante  la t rasformazione reale 

X aX-~  - 1  ¥ _  Y 
O6 XI* 

(2b , .=v  s e ,  g pari, = ~ - - - l  se ~ ~ dispari), si passer'a in delinitiva alia 
eurva  

¢ = A (o_0) 

a essendo u~ polinomio d'ordine pari,  a radici disti~de (fra cui alcune reali) 
tale che A (oc) ~ O. 

Ogni superfieie F della I a famiglia con m 2> 1 falde sar'h quindi trasfor- 
mabile reahnente  in mm supertieie avente equazione del tipo 

z = +--  - -  * ( x ) ) ,  

in cui il segno ~ aneora (ta deterlninarsi .  

Per  s tudiare la forma della curva y= = a (x), e(msideriamo, come ~ teeito, 
due radiei reali consecutive a, b di A (x) = 0 tall ehe sia a ~ b e inoltre, per -z 

(ms) Insomnm delle due superfieie e2=~ (x y), z~-~--~ (x y) ehe non si equivalgono per 
trasformazioni birazionali reali (eft'. F. nota **) a p. 36) una sola b equivalente in quel  senso 
alla (17). 



Com e s s a t t i :  Stdh~ cottuession, e deIle su~erficie razionali reali. 263 

positivo e convenien temenle  t)ieeoh) .X (rt- -:) <~1), a (b-i- s) > 0. ill polinomio a 
sar'a positivo in tutto il segmento el, b dell 'asse x e perci6 ai t)unti di esso 
corrisl)otMeranno due valori reali e finili fli y eguali e di segno opl)osto , 
iu tal guisa the al variare di x nel segmento a b il punto  x y  descriverfi un  
ramo (reale) della eurva y - ' = / x  (x) clfiuso, 1)rivo di singolarit5, tangente  in 
a e b alle rette x -~-a ,  x = b e racehiudenle  t in 'area A s(;mplicenlente con- 
nessa (Fig. 3). La eurva y'-' = a iX) r isullerh c om- 
posta  da un eerto humeri)  h di rami  siffaiti, di- 
stinti, e situati tutti al t.inilo ])etch5 ~ A ( ~ )  <~ 0. 

0 r a  osserviamo clm il l)olinomio y-"-- a (x) 
5 negalivo entro tul le  le aree A, posiliro nel- 
l 'uniea regione piatm R esterna a quelle aree. 
Percib se nella (21) si scegliesse il s e g u o - l - a d  
ogni l)unto di R risponderelfl)ero due punli  reali 

della superficie rappresentata ,  che verrebbero 
a coincidere quando il punto  cade sul contorno 
di R. Quindi  ta superiicie stessa avrebbe u n a  
sola falda. 

Siecome F,  e quindi anche  la superlicie tras- 

Y 

f .(:i~ 

l')" q '3. 

x. 

formata che si ott iene dalla (~1) per una  ( 'ouveniente scelta del segno, ha 
m ~ 1 falde, cosi nella (21) l)isogner5 scegliere il segno .... ; ed allora, ad ogni 
l)mlto di una  delle aree A r i sponderanno due punti  l'eali della superiicie che 
in corr ispondenza ad A descr iveranno una 5~]da chiusa, priva di singolarith, 
bi latera e del tipo sirra.  Sarh dunque  It = m ,  e si conchder f i  che :  

I~  oqni elasse di superfieie della I" famigl ia con m falde, esisle una su- 
perfieie • di equazione 

z ° + y'- = a (x ) ,  

colle falde tulte bilatere e d'ordine di connessione O. 
L'ordine  di conness ione di (P sar'a dunque  per la (8) eguale a - -  2 m -+- ~. 
Ri torn iamo ora a considerate  una  qua lunque  superticie F della I a fa- 

miglia con m falde A,,  A..,..., A,,;; il s istema E relativo alla sua rappresen- 
tazione piana normale  abbia 2 m-q- 1-4- r q- 2 i punt i  base, di cui 2 m q-- 1 
nei punt i  fondamental i  di % r m~it i  in  ~ e 2 i  due a due corrispondenti .  S a r h  

I - - - - -2m-- t - r -{-2i ,  e siccome in virtfi (Fun teorema del numero  precedente  
si pub stabilire, t ra  F e la superiicie ~ (della sua classe) ora costruita,  una  
corr i spondenza  biunivoca continua,  ecc., dotata di eccezioni solo in r puuti  
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fondamenta l i  su ~,, eosi l 'ordine  di com~essione Z (ti F risulter'a per  il teo- 
r ema  di KLEIN (44), eguale  ad r - - 2 m - / ~ .  D u m l u e  avremo 

1 - -  z = 2 (~ m + i - -  l ) ,  1 ÷ Z -  ~ (r  - / i  + 1), ( ~ )  

da cui segue 
Z ~ I (rood 2), Z ~ l --~ I, m - / ~ ,  (~3) 

il segrm = valendo so l tan to  se i ~ ( ) .  Se son daft i valori di m, l, Z, con> 
patibili colle (23) e colta condiz ione t h e  1~ Z non s iano inferiori ai r ispett ivi  
valori min imi  2 m  (F. Teor.  VI), - - 2 m - / ~ ,  esis tono,  in ogni classe di su- 
perticie della I a famiglia con m falde, delle supert icie  a (:ui co mp e to n o  quei  
valori di 1 e Z. Esse si cos t ru iscono pa r t endo  da un  s i s tema $2, privo di curve 
fondamenta l i ,  etc., un i to  in una  t ras formazione  -. di t ipo normate  relat iva a 
quel la  classe, e do ta to  di pun t i  base nei t)unti fondamen ta l i  di =, in r pun t i  
unit i ,  e in i coppie  di punt i  co r r i sponden t i  in ~ ; i vatori  di i ed r essendo 
daft dalle formole  

1 - /  Z 
r = Z - / 2  m - -  2, i ---- 2 (r - / 1 ) ,  

che si t raggono dalle (22). Anzi, d i s t r ibuendo  conven i en t emen te  gli r punt i  
base  unit i  negli m angoli  ~ ,  ~..:,..., ~,,, (cfr. nmn.  prec.) a cui co r r i spondono  
le m fatde d 'ogni supert ieie di quella classe (in par t icolare  di ,I,), poss iamo 
fare in modo  che gli ordini  di conness ione  z~, zo, . . . ,  z,, delle falde apparte-  
henri  alia. cos t ruenda  superi icie  a s s u m a n o  q u a l u n q u e  valore (:~ 0) compati-  

bile col dato Z e colla fm'mola Z =  E z , - - 2 m - / 2 .  Duuque ,  in delinit iva 
i----1 

si ha il teorenla : 

L'ordine di counessioue Z - ~  ~.v ,,~__ ~m-~-o_ d'uJta superficie raziot,ale 
i=1 

reale della I"  famigl ia ,  do ta ta  d i m / ? r i d e  A , ,  A ~ , . . . ,  A,,, avent i  gli  ordini  di  

conJeessione r ispet t ivamente  eguali  a z, ,  z, , , . . . ,  z,,, ~ legato a l l ' i nvar ian te  di  

Z E U T H E N - S E G t l E  1 ( ~  ~ "D$) dalle relazioni  

Z ~ / ( r o o d  ~), - 2 m ~ 2 ~ _ ~ Z L l - - ~ , m - / ~ ;  (ll) 

e, pet" uu  dato valore eli m ed ] ( ~  2 m), esistotto lit og~i classe, superficie 

(4~) Che, come si ricava subito dalle (9), (8) vale anche per superiicie con pifi falde. 
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corrispoudenli a tutti i valori di z,, z~,..., z,,~ hdi che il relativo Z sia com- 

patibile coUe relazioni stesse. 

Si osservi ora (;he se r > 0 ,  cio6 Z > -  ~ m  + 2, esistono certo su qual- 
the  falda di ¢ punti  fondamental i  pet" la corr ispondenza tra ¢ ed F, e che 
t)erci6 le falde corrispondenli  di F s o , o  unilatere. Se ne dedurffl facil- 
mente ehe : 

Le superficie della I" famiglia, con m ['alde aventi l'ord,i~e di com~essione 

Z ~ -  2 m-~-o possiedono a,l,meu, o uua falda u,nilatera e la somma degli or- 

dini  di conu, essioJte di tall falde ~ eguale a Z-~-02 m - - ~ .  Al  valor ,mini,uto 

Z ~--- - -  2 m -+- 2 corrispondouo invece s,uperficie con tulle le falde bilatere (d 'o f  
dbm di eonnessione 0). 

In particolare, poich~ i ,  virtfi delle (lI) il valor minimo di Z 6 raggiunto 
solo se 1 b, pari si ha che:  

Tutte le superficie della I" famigl ia con pih fa.lde ed invarianle  I dispari  

hanno almeno una falda unilatera. 

17. I I "  famiglia. Ogni superficie F di essa ~ trasformabile realmente 
nella superfieie 

z-" -~  f (x  y), ( ~ )  

f - ~  0 essendo una quartica di genere 3, dotata di 4 rami reali racchiudenti  
eiascnno un 'area  semplicemenle connessa neWinterno della quale f 6 positivo 
(F. n. ° 33). Dunque,  rtlg'ionando ('ome ~ll ,mmero precedente,  si vede che ht 
superficie ( ~ )  ha (luattro fable bilaleve d 'ordine di connessione 0, cio5 che 
essa ~ urta superficie ~,. !] suo ordiHe di co,messidnc risulta, per la (8), egua]e 
a - -  6. 

Se (tu,~que il sistema '21 relalivo Mla rappresentazione piana normale di 
F ha dei punti  base, oltt'ech~ J~ei 7 pmdi  fondamenta]i  di v, anche in r punt i  
uniti e i ,  ~ i  punii  corrispol~denti in % si avr'5, ragionando come preceden- 
temente,  I = r + 02 i -?  6, Z :  r --  6, e qub~di 

I - -  Z ~-~ 2 (i -~- 6), I - i -  Z ~--- 2 (r -+- i) ,  (25) 
da cui segue 

Z ~ 1 (rood 2), 25 ~ I - -  1o. (°26) 

Di qui, come al num. prec., si dedurr'A senza diflicolt'~ t h e :  
$ 

L'ordine di connessione Z ~ E z ~ -  6 d 'una superficie razionale reale della 
i----t 

II"  famiglia,  dotata di 4 falde A , ,  . . . .  A~ aventi gli ordini di connessione 
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r ispett ivamente eguaIi a z , , . . . ,  z~, ~ legato aU' invariante  di ZEUTHEN-SEGRE 
I(__~6) datle relazioni 

Z =  1 (rood ~), - - - 6 _ - ~ . Z ~ I - -  t~, (liT) 

e, per un dato valore di I, esistono, in ogni elasse di quelIa famigl ia ,  sulJer- 

ficie corrispondenli  a hdti  i valori di z~,..., z~ tall che Z risul l i  compalibile 

colle relazioni stesse. 

Le superficie della I1" famig l ia  a.centi l 'ordine di conne~sione Z > - - - 6  

possiedono almeno una  [alda unitatera e Ia so,mine degli ordini  di connessione 

di tall falde ~ eguale a Z + 6. Al  valor min imo  Z ~ - -  6 eorrispondo~w invece 

superficie con, tulle le falde bilatere (d'ordine di connessim~e 0), 
Tulle le superfieie della I I "  famig l ia  con invar iante  I d i spar i  ha~,,o al- 

meno una  fa lda  unilatera.  

18. I IF '  famigl ia .  Ogni superficie F di essa si pub rappresentare dop- 
piamente sopra un cono quadrieo reale F, con sestica di diramazione dotata 
di cinque rami reali. Di questi rami uno ~ dispari (rispetto alle generatrici) 
e gli altri quattro pari; e questi stanno tutti in una fra te due regioni de- 
terminate dal ramo dispari e dal vertii:e. Alle quattro aree semplicemente 
connesse raechiuse dai rami pari, e a quella fra le regioni determinate dal 
ramo dispari e dal vertiee ehe non confiene i rami pari vispondono le cinque 
falde di F (F. n ) 3 ~ ,  35, 36). 

Proiettando il cono F da un suo 1)unto sopra un piano x y, si ricava 
che F pub rappresentarsi doppiamente su quel piano, con sestica di dii'ama- 
zione dotata di due punti tripli iniinita.mente vicini. Scegliendo il cenlro di 
proiezione nella regione in cui stanno i rami pari, sopra u na generatrice 

I 

9 

0 

Fiy 4. 

:Z 

che 1]Oll Ii incontri, si vede che l a  sestica del 
piano x y  ha cinque rami pari a, b, c, d, e 
racchiudenti ciascuno un'area semplicemente 
cormessa ed esterni mm all' altro (Fig. Q;  
alle cinque aree ~., ~', y, 3, z (tral,teggiate nella 
Fig. ~) eorrispondono le einque thhle (ti F e 
~li q ualunque sua trast'ormata reale. 

Siceh~ delta f ( x y ) = O  l 'equazione della 
sestlca potremo, col solito pro(:edimen [o, tras- 
formate realmente F nella superfieie 



C o m e s s a t t i :  Sulla comtessione delle s~q)erficie razio~all reali. ~2(i7 

e in tale equazione  il segno del o.o m e m b r o  risulter/i d e t e rmin a t e  in m o d e  
c h e f  sia posi t ive  helle e inque  regioni ~., ~, "5 ~, ~, a cui covt ' i spondevanno 
le c inque falde A, .B, (7, D, E della supevfieie (o_7). 

Sia ova a. il t a m e  di f ~  0 eh'b proiez ione  del vamo dispari  a p p a r t e n e n t e  
a r ,  0 la traeeia della genera l  rice di F el~e passa  per  il centre  di proiezione.  
II p u n t o  0 sara sempliee,  come singolarit;~ reale del t a m e  a, ma sara inveee 
tviplo, con un  ana logo  pun t  o in f in i lamente  vieino, come s ingolar i th  (com- 
plessa) di f =  O. La superih:ie (~7) ha ijl 0 m~ lm,~do doppio unil~lamtre spe- 
eiale ed b~ priva ~li alh'e singolar[ta,  sia. reali el)e eonlplesse,  s i tuale  al fiJ~ito 
(ment re  in z--: ~ ha tm p tmto  s ingolare  reale isolate). 

Sieeh8 le (lttaitro thlde B, 6', D, E sa ramlo  tinite, ehiuse,  prive di sin- 
golarith,  b i la te rc  e del til)o sfeva; ma lo stesso non si potr5 affermare della 
falda A pure  tinila e elJiusa Iin('h(~ non si (le[ermini l ' influenza ehe ha stflla 
sua  eonness ione  la. singolavi[5 esis ienle in 0. 

Nel segui to savt~ prova[o (.he la thhla A i,~ uJiilalera ed ha l'ordirm di 
co~nessio~e 1, ('io¢~ elm eosi si (,Oml~t)ria in un qtmltnltlUe nlodello della su- 
perllcie (~7) nel quale  la sin,_,'olavit5 sia visolla. T ra l l andos i  di mJ In[eres,salde 
appl ieazione dei mel.odi di quesla  Memoria ci r isevviamo di tra.ttavla in un 
appos i t e  l)aragrafo in eui, med ian le  la. raplwesentaz ione  p iana  normale ,  pro- 
veremo aneora  e h e l a  (~7) b uua snperficie e. Essa ha l 'm'dine di eonnes-  
s ione 0-~-0-~- 0-~-0 + 1 - -  10-t- ~----- - -  7. 

Anlmessa. per  era. come vera  la pvoprieth emmeia ta ,  ne seguirh ehe ogni 
supert ieie F della, stessa elasse di quella ,1) si l)U(') r appresen ta re  sulla (1, do ta la  
di un eevto n u m e r o  r ( ~  0) di ])unti fondamenta l i ,  e quindi  ehe :  

Ogni superfieie della I l l "  famiglia possiede ,t~a. ed una sola falda (uni- 
lalera) ehe non si pu6 ridnrre bilalera ~l~edia~de ~t~a trasformazione reale. 

Essa  si eh iamerh  la falda singolare della, supertleie.  
Cons ide r iamo era la r appresen iaz ione  piana no rma le  della superfieie F,  

e s u p p o n i a m o  ehe i] re lat ive s i s tema E abbia  8-k - r - -~2 i  punt i  base, di eui 
8 nei punt i  fondamenta l i  di % r unit i  e 2 i  a eoppie eor r i sponden t i  in-..  Si 
avr~. I =  r-+- o2 i -F- 7, e, t enendo  coato  
Z = r - - 7 ;  quindi 

I - - Z =  2 ( / + 7 ) ,  
cio~ 

della, rappresentazione di F su ¢, 

I + z = (,- + i), 

Z = _ l  (mod~), Z ~ I - -  1~. (~9) 

R a g i o n a n d o  nel solito m o d e  e t enendo  presen te  the,  s t  si vuol eos t rui re  
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una  supert ic ie  F co r r i sponden te  a valori  dati  di 1 e Z compat ibi l i  colle (29), 
si possono  d isporre  a rb i t r a r i amen te  gli r punt.i base  uni t i  di v in tal guisa  
the  i co r r i sponden t i  punt i  fondamenta l i  di (I) sian distr i tmit i  su c iascuna  detle 
falde in m m l e r o  pret issato,  ma: che perb, c o m u n q u e  si operi,  l 'ordine di eon- 
ness ione  della, falda singo]are r imane  sempre  i>  l, si g iunge  alia conclus ione  
seguen te : 

5 
L'ordiue di, connessione Z-----v= z , - - 8  d 'una superficie razimmle reaIe 

della I I I  ° famiglia,  dotata di 5 falde A~,..., A~, aventi gli ordini di co~nes- 
sione rispettivamente eguali a z, , . . . ,  z~, ~ legato all ' invariante di ZEUTHEN- 
SI~C~RE [(~__ 7) dalle relazioni 

Z~:_: I (mad 2), - -  7 ~ Z ~ _ [  - l$, ([V) 

e, per un data valore di I, esistono, in ogni classe di quella famiglia, super- 

ficie corrispol, de~di a tutti i valori di z , , . . . ,  z:. tali che Z risulti compatibile 

colle relazioni suddette, e, se A~ ~. Ia falda si.ugolave, sia z~ ~ 1. 
Tutte le snperficie della H I "  famigl ia hanna quaIehe falda unilatera, e 

la zomma degli ordiui di com~essio~,e di tali falde ~ eguale a Z q - 8 .  Al  valor 
miuimo Z - ~ -  7 corrispondono superficie co,~ 4 falde bilatere (d 'ordine di 
eonness ione  O) ed u~a unilatera (d 'ordine  di conness ione  1). 

Osserv iamo intine che i due carat ter i  Z e d  I relativi ad u n a  supert icie 
razionale  reale F var iano in modo  diverso al variare di r e d  i, come con- 
segue dalle formole  assegnat, e; i an to  c h e l a  loro variazione,  pureh6  compa- 
tibile eolle d i suguagl ianze  assegnate ,  si conserva in.dipendente. Ved remo  Eel 
pross imo paragrafo  come si possa  t rovare  un terzo earattere d ipenden te  datle 
p ropr ie th  reati della superfieie F, ehe si e sp r ime  med ian t e  r e d  i, e t h e  varia 
con essi in m o d o  diverso da I e Z. L 'e l iminazione  di r e d  i ci eondurr 'a  al- 
lora ad una  i m p o r t a n t e  relazione.  

§ 6. 

[[~ NUMERO BASE REALE -~. RELAZlO~'E FRA ] CARATTERI  I~ Z e "~. 

19. Diremo che ~ curve reali C,, C~, . . . .  C~, appa r t enen t i  ad una  su- 
periicie a lgebrica  feaZe F cos t i tu iscono su essa u n a  base per  le curve reali, 
o, pifi sempl icemente ,  una  base reale, se: 
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1. ° Esse sono  a lgebr icamente  i n d i p e n d e n t i ;  
~.o 0gn i  al tra  curva reale di F 6 a lgebr icamente  legata ad esse (~:'). 

ll n u m e r o  -g, che r isul ta  ovv iamente  ind ipenden te  dalle curve che cosli- 
tu i scono la base, si (tir~ il ~tumero ba.se reale della superficie F. 

Nel caso delle superi icie  regolar i  - in par t icolare  razionali  - -  due o pifi 
curve a lgebr i camen le  d ipenden t i  o indipendeni i ,  lo sono,  come (~, ben not o, 
anche  l inearmente .  ]~ ques to  il caso in cui noi ci t roveremo.  

Incominc i amo  collo s tudiare  qua l relazione in terceda  fra i mnner i  base 
reali Oo, p, di due superficie a lget)riche rea.li % F ft'a cui in te rceda  una  tra.s- 
formazione  birazionale  reale, priva di lmnt i  fondamen ta l i  su F e (to ta ta  su q, di 
m = r - t - 2 i  punt i  fondamenta]i. .  Fra  questi ,  i pun t i  P, ,  P~, . . . ,  P,. sian ceali, 
e i pmlt i  Q,, Q',, Q~, Q'~,..., Q,, Q'~ due a due imaginar i  coniugati .  [nd ich iamo 
con C,, C.,,..., C,., D, ,  1-)',, D.~, D'., , . . . ,  D,, D'~. le curve cor r i spondenl i  di F, 
con B, ,  B,,, . . . ,  B E le curve reali che costil .uiscono una base su % e o~ 
E, ,  E~, .... E g  o le co r r i sponden t i  su 1". 

0 g n i  curwt  rea le K di F,  essendo la trasf 'ormata (l 'una curva ]'eale di ¢ 
passan te  con certe molteplicit 'a per i punt i  fm~damentali ,  sar5 l inearmente  
legata a]le curve ind ipendent i  ( ' )  E, ,  E~, . . . ,  ET,, C,, C,:,..., 0,., D, ,  I ) ' , , . . . ,  
D,, D', da una. relazione del t ipo 

m K_=~ e, E,  -k- e., Eo ~, . . . .  q- ego Ego -~ c, C, -~- c., C.., q-  . . . .  t-c,. C,. -q-- 

H- d, D, -~- d', D'~ H . . . . .  d- (I, D,. q -  d', D', ; 

e quindi  anche  dalla relazione 

m l(. ~ e ,  E,-q-e.: E .2 -q - . . . - } - egEgo  q-c~ C, q-c.,_ C.-q-. . . -~-c, .C,.q--  

-~- d, D', ~.- d', D, H . . . .  -F- d, D', ~, d', D, ,  

the  si o t t iene ope rando  sui due membr i  della, prece(lenle colla trasfl)rma- 
zione di coniugio  di F. 

Si a.vrh d u n q u e  sol i r aendo  metal) to  a meml)t'o 

(d ,  - -  d ' , )  ( D ,  --- D ' , )  ÷ . .  • + (d,  - -  d',) ( D , -  I L )  ~ O, 

e qubldi ,  pel: l ' i nd ipendenza  delle c u r v e D ,  

d , = d ' , , . . . ,  d , . = d ' ; ;  

(4b) Per iI significato delle locuzioni qui usate ('fl'. S~,vP~al, Sulla total#,h delle curve, trae- 

ciate sopra una  superficie algebrica [Math(,n]atische Annahm, Bd. [,XII (1906), pp. I.%-2~5]. 
(4s) SEwml, lo(,o cir. (a~), ~ 7. 

A n n a l i  di Matematica, Serie llI, Tomo XXIII. 35 
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e perei6 la prima relazione scritta diverr'a 

m K _~ e, Et q-  e~ E= q - . .  • -q- ego ET0 -{- c, C, -t-" "- q-  c,. C,. -}- 

+ < (D, + D ' j  + . . . + < (D, + D',), 

da cui segue ehe le curve reali l inearmente  indipendent i  

E~, E2,.. . ,  Ego, 0~, 0,~,..., C,., D, -k- D'~, D, q- D'~,..., D,-+- D',, 

cost i tuiscono una  base reale su F. Se ne deduce  ]a cercata relazione 

,~ = ,% q-  r -~- i. (30) 

Nulla impor ta  per la validit'a di essa ehe i punt i  fondamenta l i  di q, sian 

distinti o infini tamente vieini ; per pe rsuadersene  basta  osservare the  la c o l  
r i spondenza  tra * ed F pub, eol l ' introduzione di supertieie ausiliarie,  esser 

deeomposta  in una  sueeessione di eorr ispondenze in eiaseuna delle quali si 
in t roduca  un sol punto  fondamentale .  

Appliehiamo ora la formola (30) a de te rminare  il numero  }- per tutte 
le superfieie razionali  reali, dando ai numer i  r ed i, easo per easo, i signi- 
lieati loro attribuiti  nei due paragrafi  preeedenti .  

Superficie con uua falda. 
Caso ~). h s s u m e n d o  come q) un piano reale ( ~ =  I), si ha subito 

--= r q- i q- J. (31) 

6'aso ft). F b rappresentabi le  sopra m~a quadrica  reale *, ellittiea o iper- 
bolica, secondo clue T' i~ del tipo sfera o del tipo toro, dotala di ~ i  ptmti 
fon~lamentali due a due imaginari" coniugati,  l)etto ,% il mlmero  base di (P 

si ha dunque  -;- = go q- i. 
Ora su ,l , la base dal punto di vista complesso ~ costi tuita da due ge- 

neratr ici  g,, g,_, appar tenent i  a schiere diverse, e per  ogni curva D di q, (trat- 
tandosi  di base minima) si ha 

D ~ a g, q -  b g~ (a, b interi) .  (3~) 

Se 0 ~ iperb01ica g, e g= son reali, e percib ,7 o = o; invece, se q, ~ ellit- 
tica g, e g.., si possono supporre  imaginarie conjugate,  e allora, operando sui 
due membri  della (32) eolla t rasformazione di eoniugio di * si t rae subito 
the  a = b, cio~ che su ,t, la base b cost ituita dall'~mica curva reale (sezione 
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piana) g, q - g , .  D u n q u e  in tal caso po = 1, e quind[  in definit iva 

- ~ = i  q - I  se F b del tO~o sfera ; 
(33) 

-~-=i ,q-2  se F ~ del tipo toro. 

Caso 3'). Sia (1) una  superfi( 'ie co r r i sponden le  ad r - ~  i =  0, cio6 tale 
t he  il s is tema l ineare reale imagine,  snl p iano =, di quello delle sezioni p lane  
od iperl)iane di * abbia i punt i  base sol() in O, P, ,  _P~,..., P,,, e per curve 
fondamenta l i  (sempliei) solo le rette p, ,  p.~,..., p,,, (eft'. n. ° 1~)')). I1 suo nu- 
mero  base (complesso)  ~o ~ eguale a ~, come si rieava subi to  conf ron tando  

e q~ eolla superficie rigata, le (!ui sezioni plane od iperp iane  ha rem per  
imagine  su ~ le curve d 'o rd ine  u abbas tanza  elevato con un  p u n to  n -  1-plo 
in 0 e pun t i  base sempliei in P, ,  P.,, . . . ,  P,,,. Tale 6 anehe  il relativo n u m g r o  
base reale ~; perch , ,  se esso r isul tasse  mino re  di 2, le due  curve reali di. ~, 
eo r r i sponden t i  ad una  re t ta  reale di 7: e a l l ' in torno  di 0 sarel)bero dipen- 
denti ,  il t he  ~ assurdo.  Tenend()  conto elm ogni  superficie F la eui rappre-  
sen taz ione  p iana  normale  presenl i  il easo ,/) (in relazione ai punt i  fonda- 
mental i  0, P, e alle ret te  fon(lamental i  p,) si r app resen ta  sulla (P do ia ta  di 
r - t - ~  i pun t i  fondamenta l i ,  eee., si r icava per  F 

Pass iamo o,'a alle superficie con piir. ['a.hte. Manl.eHendo ad F e • i si- 
gnifieati del paragra ib  preeedente ,  dett i  ]~, ~ i r ispett ivi  humer i  base reali, 
r i eo rdando  la r app resen taz ione  di Y su ~, stabil i la  al n. ° 15, av remo  
- ~ = ~ o ~ - r - - F i ;  e quindi  tu t to  si ridun'~, a de t e rmina re  ~0. Suppos to ,  come 

leeito, ehe i pun t i  base del s i s tema E relativo alia r app resen taz ione  p iana  
no rma le  di ~, eadano  so] tanto nei  punt i  fondamen ta l i  di • e t h e  ~ sia pr ivo 
di curve fondamen ta l i  semplici  (anzi si pu6 suppo r r e  add i r i t t u r a  privo di 
curve fondamenta l i ) ,  si conc lude  ehe su ¢, la base (minima) dat p u n to  di vista 
eomplesso  ~ eost i tu i ta  dalla eurva co r r i sponden te  ad u n a  ret ta  del p iano 7: (su 
cui ~ r appresen ta t a  *) e dalle curve co r r i sponden t i  dei punt i  fondamen ta l i  di "~. 

E s a m i n i a m o  ora  s epa ra [amen te  i vari easi. 
I" famiglia.  Riferendoei ,  per  i pun t i  fondamen ta l i  di "5 alle notaz ioni  

dei nJ  15, 16, ind ieh iamo con R la eurva  di q,, co r r i sponden te  ad una retta. 
di ~, con C, D,, I)~,..., D.~,,, ]e curve eo r r i sponden t i  ai pun t i  f ondamen ta l i  O, 
P , ,  P~,.. . ,  P.,,,., con L una  eurva reale (irridueibile) appa r t enen t e  al faseio 
di curve razionali  ehe cor r i sponde  al fascio di rette di centro  0, con K u n a  
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quatunque  curva reede di ~. Si art/t, l 'equivalenza 

da eui, t eaendo  eonto ehe si ha ovviamente  

L++- O~R, 
seguit"~ 

K == a L ~- ~ 0 -4:- d,  .D, -~- d~ IA  4 - .  • • + d~,,, I)..,,,,, (~. --~ a., ~ := b + I ). (35) 

Sia ora C' la curva complessa  coniuga[a di C, e siano D',, D%,..., D'.o,, 
le curve complesse eoniugate di D,, D~,..., D._, .... eio~ quelle ehe coi'rispon- 
douo alle retie fondamental i  p , ,  p ~ , . . . ,  p . , .  di z: operando sui due membri  
della (35) eolla t rasformazione di coniugio di a, o t te r remo 

K z ~ . L _ ~ _ f l O ' _ ~ _ d ,  , . . . .  • ~, -5- d,. D ~ + • •.  -~- d.:,,, D+,,,, 

e (Iuindi sommando  

~ K ~  2 ~ L-~- } ( C - ~ - C ' ) - ~  d, (D, -~ D',) @ . . . -~-d~,,, (D,~,,, -t- D'~,,,). 

M a t e  curve D , - ~  D', sono eomponent i  totali del fascio ILl  l)erch6 qtiatlttO 
una  retta del fascio O tende a p ,  la curva L corr ispondente  tende alla curva 
spezzala D , - ~ D ' , ,  e perei6 si ha  

L ~ D,  - t - I ) ' ,  ~ D~ --}-D'., =~ . . .  = D~,,,-~-D%,,,, 

e (luindi iu delinitiva si conclude 

2 K ~ _ f ~ ( C - ~ - C ' ) - ~ y L ,  (y--= 2 ~ @ d,-~ . . . .  -b-d~,,,). (36) 

D a l t r (ude  le due curve rea l i  C - ~ - C '  ed L sono iudipendent i  pereh~ iu 

caso eontrar io dalla (36) si potrebbe trarre un 'equivalcnza del tipo 

?. K -~- ~ L, 

e quiudi ogu i  curva reale di <1, r isuRerebbe eomposta  con curve det Nseio 
L , il t he  6 mani fes tamente  assurdo, l )unque sarfi ~---~ ~ e ( [uindi:  

= r + i ÷ 2. (:~7) 

H "  [?~migtia. Sia R la eurva di (I) eorr ispondente  ad una  tetra  s d[ % 
C,, C~ ..... C le curve eorr ispondent i  ai punti  P , ,  P . , . . . ,  1"~ h)ndamentat i  
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per % R' la curwl eomplessa coningala di R, C',, 0 '  , 0 ' ,  le complesse 
coniugate  di C~, 0, .... , 0,,  elm cor, ' is l)onderanno or( l inatanmnte alle cubiche 
K,,  K~,..., K~ (])assanti sempl icemenle  per sei (lei punti fondamental i ,  e 
doppiamente  pet' l 'ul teriore ltunto a cui corr i spondono in z) (F. n. ° 37). 
i)ctta K una  q u a h m q u e  eurva reale (li ¢ avrcmo l'e(luivalenza : 

da cui, Ol)eralJtlo median le  il c..oniugio di ¢, t ledurrenm 

K - -  a R' -[- c, 6', -?  c~ C'.., -~ . . . . .  +- c~ C'~, 

e quindi s o m m a n d o  

~ K =_ c~ (t¢-i-.t¢,') -', ~, (C, -?  O',) q- . . .  + c,~ ( C~ -t- C'd .  (as) 

0 r a  si osservi the  .1~' ~ la h'a.sformala della eurva (:orrislmndente ad s 
in % cio~ d 'uua  curwt d 'ot tavo or(line coi punti tripli t ' , ,  P : , . . . ,  P~ e che 

quindi R + R' al)partiene a.l sistema lineare d i ¢  t rasformato  di quello delle 
curve di it." or(line col I)unti tripli ./',, .P.,,..., / o .  Ne segue the  se si indica. 

con L uua  curva reale (li * the  corr isponda ad una  cubica della l'ete indi- 
viduata  da ./:',, .P,:,..., P~, la quale sia unita, in "~, si ha 

R +R '=~3L ,  

e siccolne b. ltrlCol'a, ovviamente  

C, q- C'~ ~ O. + C'~ ~. • • -~_ C~ + C'~ := L, 

cosi, dalla (38) si trae in definitiva 

iK=--~Lff~) ,  ( ~ - -  3 a +  c, + .  • .-I--c0 

e quindi  ? o =  l, e 
~5 : r + i +  1. (39) 

HI" famiglia, l i ag ionando come p receden temen te  si conclude che per  
qua lunque  curva rea]e K di ,l) vale la relazione d 'equivalenza 

£ K = ~ L ,  

(4,) Questa relazione si pub interpretarc (licendo the tutte le curve unite in v sono d'or- 

dine 3~ ~ = g  col 7 punti P~, P ~ , . . . ,  P, n-pli. Ci6 si pus anehericavare direttamente, 

come in F. n. ° 37, 
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L essendo la eurva corrispondeate ad una cubiea del fascio in.dividuato dagli 
8 punti P~, P~,..., P, fondamentali in ,r. Dunque ~ =  1, e 

Confrontiamo ora i risultati detle formole (15) (15') (15") (0202) (025) (028) 
con quelli delle (31) (33) (3&) (37) (39) 0,0) nella seguente tabetla: 

Superficie con una  faldee. Caso I ~ l ti~o syera 
I ( tipo toro 

Y 

Superficie con pii~ falde. F a m i g l i a .  . . II a 

Ill a 

I ÷ Z  

02 (r ÷ i) 

02i 

02( i÷  1) 

02(r÷i÷~) 
~ ( r+- i+l )  

02 (r + i) 
02 (r + i) 

r ÷ i - ~ -  1 

i ÷ 1  

i ÷ °2 

r ÷ i 4 - 0 2  

r - K  i-'F- 02 

r ÷ i - i - l  

r ÷ i ÷  1 

da] confl'onto si dedurrh iI seguente teorema:  
E ra  l 'ordine di connessione Z, I ' invariante di ZEUTHEN-SEGt/E I e il nu- 

mero base reale ~ di qualunque sltperficie razionale recde intercede la relazione 

I ÷ Z = ~ ( ~  - -  1). (V) 

§7. 

APPLI(IAZIONI ED ESEMPi. 

STUDIO APPROFONDITO DELLA FALDA SINGOLARE APPARTENENTE 

AI,LE SUPERFtCIE DELLA [ I I  a FAMIGLIA. 

20. I risultati dei paragrati prccedenti d~nno lltodo di determinate la 
connessione d'una superticie razionale reale partendo dalta sua rappresen- 
tazione piana, e quindi di assegnare dei modelli atti a rendere intuitive le 
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proprietfi inereuti alla forma delle falde real[ appartenenti  alia superfieie con- 
siderata. Converr'~ in proposito osservare che non 6 sempre strettamente ne- 
cessario, quando si tratta d 'un easo particolare, ricorrere alia rappresenta- 
zione piana normale della superiicie. Cosi ad es. se si tratta d 'uua superficie 
rappresentabile realmente sul piano, l 'ordine di eonnessione si potr5 deter- 
minare aggiungendo 1 a]la differenza fra il numero dei punt] fondamentali 
reali e quello delle curve fondamentali sempliei pure reali inerenti ad una 
rappresentazione piana reale della superfieie (~). Dopo eib dagli euunciat] 
del n. ° 14~ si ricaveril subito, salvo nel easo Z =  °2_ elm richiede l l | ] a r  discus- 
sione pifi aeeurata, se la superficie sia bilatera, o unilatera. 

Diamo ora qualche esemp[o e sviluppiamo qua.lehe applicazione, seelta 
fra quelle the, mentre eonsentono in modo sempliee d'illustrare i risultati 
ottenuti, si prestano anche ad ulteriori brevi indagini, non prive d'inleresse. 

Rigate cubiche di S~. Se si proiettano da un punto reale della direr.trice 
doppia sopra un piano reale =, si ottiene ivi, come imagine delle sezioni 
plane della data supertieie un sistema (reale) oc ~ di eubiehe con un punto 
base doppio reale, e due punti base semplici ehe si posson supporre reali 
assumendo il centro di proiezione in un punto per cui passano due gene- 
ratriei reali della t'igata. Tale sistema ha due relte fondameniali (sempliei) 
cite son le eongiungenti il punlo base doppio P a i  ptl l l [ i  base semplici A, B, 
e per6 la ra,pprese~da.zione su ~ non 6 ~wr.male. Per ridm'la, a, (luel tipo basra 
trasformare quardraticamente 7: in un altro pia.no reale a, assumondo su 
come triangolo fondamentale quello ehe ha per vertici i punti 1', A, B; si 
ottiene allora sopra z, come imagine de]le sezioni plane della superiicie data, 
un sistema oc '~ di coniche aventi un punto base reale 21I (e soddisfaeenii di 
pifi alla condizione di segare snl]a retta p omologa di P ] e  eoppie d 'una 
certa involuzione); e perci5 le rigate cubiche di S~ sono superficie unilatere 
d'ordi~e di com~essione 2. 

Superficie cubiche generali di S~. Si possono, come ~. noto, rappresen- 
tare sopra un piano (reale) ~ in guisa the alle loro sezioni plane risponda 
un sistema linea.re S, oc '~, di cubiche con 6 pmtti base A,, A~,..., A,; che 
(escludendo le rigate e le superficie con punti doppi) si possono supporre 
distinti e generici nel senso da non individuare curve (rette o coniche)fon- 
damentali  pet" S. La trasformazione T, imagine del coniugio della, supertieie 
data, dovendo laseiare mfito S, non avrfi punti fondamentali fnori di A,, 

(4s) Cfr. ENRIQUES, loeo ci|..(1). 
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A~.,..., A~; e percib, come si r ieava subi to  dalla eons ideraz ione  dei easi pos- 
sibili, o dal l 'e leneo dei tipi normal i  con al pifi 6 pun t i  fondamenta l i  (F. n. ° 37), 
si pub r idurre  (mediante  successive t ras formazioni  quadra t i ehe  aventi  i punt i  
fondamenta l i  in pun t i  base di S o dei suo[ tra,sformati, che m u t a n o  in de- 
finitiva S in un  s i s tema x2 pe r fe t t amen te  analogo) al eoniugio,  ovvero ad una 
t ras formaz ione  di 3. ° ord ine  con un pun to  fondamen ta l e  doppio  e qua t l ro  
semplie[ C~); e in ques t 'u l t imo ca, so la superi ieie eubiea apparterrf i  alia I a fa- 
miglia e avrh due falde (F. n. ° 4d). Ridot ta  eosi la T a t ipo no rma le  ~, poieh~ 
il s i s tema Z si c o m p o r t a  come S, la r appresen taz ione  p iana  della supert ieie 
sarh normale .  

Se -~ g il coniugio,  ci t rov iamo nel easo ~.) del n. ° 14,; dalle formole ivi 
assegnate ,  uni te  alla (31), col solito signit ieato delle notazioni ,  Lenendo conto 
ehe r -5- ~ i ----- 6, s iamo condot t i  al lora ai casi eleneati  nella segnenie  tabella : 

I r 

,9 

i I 

3 5 

5 

i 5 

0 5 

Z .~. 

1 4 

5 

(i 

7 

7 

:15 

~7 

in cui v indica il n u m e r o  delle rette reali appar [enen t i  alla superticie,  ehe 
si de t e rmina  subi to  in eo r r i spondenza  a dati valori  di r e d  i tenendo eonto 
della no ta  r appresen taz ione  piana di quelle rette, l,e supert ieie cons idera te  
sono poi tu t te  uni la tere  ('~'°). 

Se inveee ~ b, una  t r a s fo rmaz ione  di 32 ordin¢~ eol pun to  fondamen la l e  
doppio  A, ed i pm~ii fondamenta l i  seml)liei A~, A~, A.,, A.~., l 'u] ter iore punh)  

(4o) Le trasformazioni antiquadratiche prive di punti m,it i non si presentano trattandosi 
di superficJe che hmmo sempre lmnti reali. 

(~0) I vMori ottenuti [)el' Z coincidono con quelli assegnaloi da SCm,~'FLT nel lavoro Cm'- 
rezioJ~e, etc. (citato (~)), non con quell i di K,,F, IN, Ueber, etc. (citata (~7)), in quanto ivi l 'Autore 
parte dall'assegnare all'ordine di connessione del piano il valoce ~, e nel)pure ('on quelli del- 
l'altra Memoria di KLEL~, Beme.rkuJ,fe~, ecc., ehe si riferiscono all'ordin~, di (.omwsMone 
Z ° = 2 Z - - !  delle superficic unilatere ('onsiderate come dopl)ie. 
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base A~ di Z sargl uni to  in t, e, dalle formole  del n." l(i, per  ~ , -~  ~, r =  1 
si aw'~'l I ~  5, Z ~  - -  1 ; delle due  fa.lde, u n a  sar~t uni la tera  (z, ~ 1), ]'Mira 
bilatera (z , -~0) .  [noltre dalla (37) si ricava ~ = 3 ,  e inline faci lmenle si 
t rova ~ ---~ 3. 

Per  avere un contro]lo dei risu]lati  sopva elencali  ( 'onsider iamo una su- 
perficie cubica reale T', per  cui sia v = ~ 7 .  Essa sarh unilatera, e aw'h I'm'- 

dine di conness ione  7; onde  (n. ° 1()) si poh'h cons iderare  equivalenle  ad tm 
foglio p iano  cong iun to  ad una st'era per mt,zzo (li qua l l ro  lubi, ovvero a quel 
foglio sormol~lato da un ponto  a Ire arcl,i. Cor( 'hiamo di r ih 'ovare per  via 
comple tameJl te  diversa quesli  mode]li.  

Perci6 det lo  O un p u n t o  ell#rico di Y, a il vetalivo p iano  tang(rote, D 
t 'u l ter iore  in tersez ione  di ~, uon 1", ehe sarh COmlmsla d 'uu sol r amo (.hiuso, 
non  passant.e per  O, e diSl)aVi I)erehb segal() in un i)ulllo (la oglli rella (li z 
per  O, pro ie l t iamo dopl)iameJlt(~ 1; da O su un p iano real(, r: ]mralleh) a z. 
La (',urva (ti d i ramazio ,m della ( 'orr ispon,hmza (I, 2) c()s] mtabilila fi'a r: ed/~'  
sarfi, ('.ome b. nolo, urn, (luaNiea C~ di genere  3, r('ale, e avenlc  lulle le ~8 
lfi tangenli  reali, lg'a ess(, ~27 son proiezimli  d(,lle r(qle (li 1,', l 'allra 6 la rella 
hnt)ropria di r.: e su (,ssa i '('mltalti ~ono imaginam" ('(mhlgali in corrisl)on- 
denza, alte langm~ti 1)rh~cilmli ('he es( 'ono da O. Per(q5 (:") C~ avr5 q , o l t r o  

r a m i  .reali r , ,  ~'.,, r::. r, p a r i  ((qasctlno dei quali  ra('('hh~(te utl'ar(,a sempJi- 
(:emcnte commssa)  tutti  s i l , ,at i  (tl f i , i to .  

A(1 ogni 1)unto P (li r: esl.erno a lie regi()lJi rac(']liuse (lai rami (1i C~ ri- 
Sl)OndOH() due  pmll.i I-eali e distinti  (ti F i ~luali l endono  a ( 'oincidere (luaIM() 
P tende ad uu pun to  s i lua to  su uno dei rami. Se invecc 1' si a l]onlana in- 
def in i tamente ,  uno dei due  punl.i ( 'orrist)ondenli  lende ad O, I 'altro ad un 
p u n t o  della, cm'va  D. 

Per cui s e i l  p iano  7; si imagina sdol)piato in due  fogli ~, } i'm'ati in 
corr ispon(tenza alle aree rac(:hiuse da r , ,  r,~, r , ,  r, e conness i  lungo il toro 
con torno ,  l ' ins ieme (li tall due  fogli cosi 1)repa.ra.ti si pub por te  in corr ispon-  
danza, l')iunivoca, eont i ,ma  con F, do ta ta  su F del p u n t o  fondamen ta l e  0 a 
cui cor r i sp(mde la retta impropr i a  d 'uno  dei due  piani, per  es. di i~; merit re 
alia te tra  impropr ia  del p iano a r i sponde ,  punl.o per punto ,  la curva D. Siech6 
per avere m~ modello di F basterh far spar ire  l 'eeeezione esis tenle  in em'ri- 
spondenza,  alia ret ta  impropr ia  (ti }. 

(6t) ZEUTt-IEN, SY, F lt?s cottrbe.9 d~, quatvidme ordre [Mathematische Amlalen, VII (1873), 
pp. 410-43~]. 
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Lo scopo si raggiunge mediante  una  proiezione stereografiea ehe tras- 
forint la parte del piano ~ esterna ad un eircolo k il quale raeehiuda nel suo 
interno r~, r , ,  r~, r~, in una mezza sfera avente k per cireolo massimo. Dopo 
el6 il foglio }, mediante  evidente deformazione, potr'a ridursi ad una sfera 
r iunita ad ~ mediante  quatt, 'o tubi eorr ispondenti  ai giunti lungo i rami r , ,  
r.~, r~, r~; e cost si ritrovert~ per altra via i] modello sopra assegnato. 

~1. Connessio~e della falda singolare apparte~,e~de alle superficie della, 
1H ~ famiglia. 

Ineominciamo col de terminate  la rappresentazione piana norma]e della 
superficie reale • rappresenta ta  da]l 'equazione 

= f (x y), 

nella quale f----- 0 ~ una sestica t'eale dotala di due punti tripli inl ini tamente 
vicini, risiedenti nell'origiJ-m 0 delle coordinate e dJsposti lungo l'asse delle x. 
Per i rami di f =  0, e le falde di 0 manter remo ]e notazioni del n. ° I8, e 
per quanto r iguarda quelle proprielh della rappreseniazione piana ehe qui 
vengono enunciate  senza dimostrazione, r imandiamo ai n. i °_9, 36 di F. 

Ii sistema ~ relativo al]a rapl)reseniazione piana normale di (I) sat5 unito 
in una trasformazione ¢ di 17. ° ordine con 8 punti  (fondamentali)  P , ,  P~,..., 
P~ sestupli (the si posson supporre l'eali (eft'. F. n." $9)) i qnali son doppi 
per un sistema S, e~ :~, di sesti(:he dotato delle propriel~'~ the  lutte ]e sue 
curve le quali passano per un punto del piano ~ (che 1o sostiene), passano 
di conseguenza per un altro punto,  coningato del primo in una involuzione I, 
unita in % a cui r isponde l ' involuzione reale x ' =  x, y'-----y, z ' ~ - - z  di ¢. 

Entro S esiste una  rete R, dotata di due (ulteriori) punti  base sempliei 
3I, N eoniugati in I, legala alia fete delie rette appartenenti  al piano x y 
da una proiettivittt ~, che permette di rappresentare  doppiamente  il piano 
sul piano x y iu modo the  ai lmnti  di x y r ispondano coppie di I ;  e in tale 
rappresentazione alia C.~ uni ta  in I (per cut i punti P; sono t r ip l i ) r i sponde 
la sestiea f ~ 0 .  Alla relta impropria  di my the  taglia f-----0 in set punii,  
due a due imaginari eoniugali,  eorr isponde una eurva K di R ehe taglia g 
(~C.. 0 in set punti  Q,, 0.~,..., Q~. (fuori dei punti base di R) due a due co> 
rispondenti  in 7. 

Sia X la eubiea de[ faseio individuato da P, ,  P~,..., P~, the  passa per 
M, e quindi per N (in quanto  ogni cubiea d i q u e ]  faseio ~ uni ta  in I)  e si 
eonsideri il sistema A, ~ ,  delle curve di 18. ° ordine individuato dalla fete 
o K q - R ,  eolla eurva ~ K  tissa e dalla eurva 3 X =(_3, cio~ quello the  ha come 
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punt i  base 
P~, P~,. . . ,  P, sestu~)li, 

M, N tripli, 

Q,, Q..,,..., Q~ ciaseuno con un analogo punto  inf in i lamente  vicino su O, 
semplici. Ci proponiamo di p ro r a t e  che tat s is tema A coincide col s is tema E 

relativo alla rappresen taz ione  piana normale  di (x,. 
Invero det ta  o) la proiettivith che intercede fl'a R e la sielta dei piani 

paralleli  all 'asse z quando  si chiami on)ologo d 'una  curva ? di R quel piano 
della stella auzidet ta  che passa per la ret ta di my eorr i spondente  a e in )., 
si pougano  le curve di A in cor r i spondenza  proiet t iva col piani dello spazio 

x, y, z in modo the  all 'antiproiettivit 'a subordina ta  enlro A da -~ r isponda 
il coniugio, e t he  inoltre sian soddisfat te le seguenti  condizioni compatibili  

colla precedente  : 
Alla rete 2 K - k  R risponda,  median te  (o, la stella (lei piani paralleli al- 

l'itsse z ; 
Alia etlrva 3 X q - C  r isponda il 1)iano z =  0. 
A siffatte condizioni si pu6 soddisfare in ~ '  modi, ciascuno dei quali 

conduce ad una  superficie di 6. o ordine a sezioni plane di genere 10, rap- 
p resen ta ta  su r. median te  A e ~. Un'anal is i  ul ter iore,  non diffieile, che per 
brevith omet t iamo,  p~'ova che si cade SOl)ra una  delle ~ '  superticie 

z'-' = c f (x  y) ,  

c essendo una costante  reale. Sar'a dm~que lecilo supporre  seelta la proiet- 
tivit'a anzidet ta  in modo che sia c = l, e allora si ca drh sul]a superticie ,J,. 
Siceome A = v ~ un  s is tema privo di curve fondamenta l i  semplici, eosi ]a 

rappresen taz ione  piana stabilita per  q, risulierh normale  (~'-~). 
Si av ranno  inolt)'e te re]azioni seguenti ,  che ci l imitiamo ad enunc ia re :  

AI fascio delle curve i K-}- corrispoude 
X q -  U la eui parle variabile U su 

una  eubica per  1",, P~ , . . . ,  P~; 
Alla curva  X; 

Il faseio delle sezioni col 
piani passant i  per  l 'asse z; 

L ' intorno del punto  singo- 
late 0 ; 

(6~) Nelle uttime righe del )1. ° 41 (fine del § 6) di F. b affermato chela superiicie z ~  f(0c y) 
pu6 ottenersi come p~viezione particolare d'una /~ di ,98 per cui :~ b un sistema di curve di 
9. ° ordine. Si tratta d'una svista senza cm~seguenze, 
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Alia curva K;  

Alia (3LL}'Va ~ X -t- ~ K;  
A i punt i  M, N; 

Ai pun t i  O,, O2,. . . ,  O,, cia- 
scuno preso ass ieme eol t 'analogo 
pun to  infiniLamente vieino;  

corri~poude 

su ¢ 

L' iu to rno  del pun to  quadrtt-  
plo improl)rio ; 

Im sezione col p iano y - = 0 ;  
Le due  eubiehe 7, v sezioni 

(li + col piano y = 0 ;  
Le sei rel te  sezioni di + col 

l)iano impropr io  c iaseuna delle 
quail eont iene  un p u n to  doppio  
di + inf in i tamente  vicino al p u n t o  
quadrup lo .  

Da esse si Irae a.nzitutlo the,  s iccome le due cubiche ~., ,, sono imagi- 
narie conjugate ,  cosi i due  punt i  M, N saran cor r i spondent i  in v, e l)erci6 
il s i s tema ~ si t roverh helle condizioni  assegnate  in ])rincipio del n. ° 15 per  
la cos t ruz ione  delle superficie the  ]'a s ' ind icavano con q,. Cerchianm poi di 
servirci di quelle l 'elazioni per  s tudiare  la eonness ione  della falda s ingolare  
A appa r t enen t e  a <1). 

Sia % una  superficie priva (Ii punt i  mult ipli ,  equiva len te  a (1), cost rui ta  
a par t i re  da un sist.ema lineare ~.0v (li r:, uni to  in % privo di curve ronda- 
mentali ,  e avente  pmlti  base solo in P , ,  l ' . , , . . . ,  P~; A, la fhhla di % corM- 
sponden te  a d el. 

Sup l )on iamo , come 6 evi( lentenlente lecito (eft'. Fig. 5), t he  il ])hum x = ( )  
tagli so l tanto  la falda A, e sia ? un angolo  d i e d m  (di cui ne]la Fig. 5 h se- 
guata la sezione J~ormale) conlel~enle (iuel l)iano e t.utIo cosl.ituil.o (Ia i)iaui 
am~h)_ahi. Alle sezioni di essi colla rahla A ( .orrispolJderanno su r: (tolta la 
parle tissa the  l)roviene dagl ' inlo, 'ni  dai lmnii  mult ipl i  di q) siluali  sull 'asse z) 
cul)iclm del Nsci() L: , e s t d ,  (.erie curve V r o r m a n l i  t l ns i s lema contim.io. 
Siccome due c.ubiche U si tag-llano, ['uo]i di 1', 1' . . . . . .  1' in tin l)Unto P 
un i to  in ~ (F. n." ~9), cosi due curve V si tagl ieraJlno in uu  sol punto  re.ale, 

e per('i6 A. - -  e (luin~li A - -  S ~/r ~ "i~ ul~ilalela (n. ° 7). 
1)roviamo ora the  A ha I 'm'dine (li <'onnessione 1. l 'er('i6 imagi , ian}o 

di as lmr lare  da .1 [a singolariff~ esisteJJie in O, lagl iando A lmlgo una  pie- 
cola curva m (di cui nella Fig. 5 6 segnata hi 1)roiezi(me) sezione di A con 
un piano y = - :  (-c essendo convenient .emente  p iccoh)) in  tal guisa  da dividere 
A in due pezzi P, Q, di eui il se(.on(h~ (.onl, enga la singolaritil.  II taglio m,  
co r r i sponden le  su Ao la- spezzeffl i)} due par[i l 'o ,  0,, di cui la. seconda  con- 
lerr~l la curva reale { c()rrisl)()ndenle a l l ' i ] l l o rno  di O, <'io?.' ad X. k d  mo col'- 



O o m e s s a t t i :  Sulht  cont~essio~te delte superficie retziona.li reali. ~8t 

r i sponderh  su r: (tolta "ta par te  tissa o S) una  cm'va di R la quale al tendere  
~li a a zero, eio6 (li m. ad O, terldera alla eurva 2X.  Una tal prop,'ieta si 
rende  assai  ehiara  osservando ehe, s ieeome luugo { l ' indicatr iee si inverle  
- -  in quan to  .~ apparl.iene ad un s is tema cont inuo ana]ogo a quelto delle 
cm've V - -  cosi hi curva .too, in t iui tamente vicina a {, dowh passare  due 
volte nell ' intorno di ogni punto d i . ,  -~ (ta. bande opposle, giac('.tl6-too e .: non 
hanno punti eonli / i l i  l)erch6 m liOII passa 
per O. ] )unque  al t endere  di a a ze, ro, mo 

tenderh a ~ {. 
Se lie deduce  (die la. fahla Qo 6 forinala 

(la. una  sottile st,riscia, aderente  a. ~ e avente  
l'nnieo orlo .m<,, eio6 6 del tipo della SUlier- 

t it le di MOBlt;s. 
[l SilO orditle di (:OllUe.ssiolle Zf2o=Z ? 

S&l'~'t dulllllie eguale a ~. lnvece la falda Po 
e(luivalente a. P O, eonie 1 >, (lel tipo d 'una 
ealotta, sferica, cio6 ha l 'ordine di eonnes- 
sione Zs,,-- Zs,----- 1.. 

So ora dal nJ' 8 ricordian]o (.'.lie l'()]'- 

l Y l  I . . . .  

Fiy &. 

dine di (:onnessione d'una, falda non si al tera l)er effel.to d 'un taglio chiuso, 
anche se ques[o la spezza, e teniani preseiiie ]a fo.rnlohl (8) avi'emo 

z ~ j = z p  - i - z ~ - - ~ =  I. (.. d. d. t %  

22. L' indagine precedclt te ('i ()fire l 'esempio d 'una  labia A l'o]'dine di 
commssioJ~e (h~lla (tuale, non si altcra asporl,ando (la A l ' i iitorno Q d 'un suo 
l)lmt,j niultiplo [sohlto. Ci si ]rob domai ldare  se un'ai)atoga operazione si 
possa fare pel: qua lunque  puut, o nlultiplo isola.to V d'ulm, superficie razionale 
reale F, c()nducendo allo stesso risultato. 

Evidentenlente  la r isposta  a lale quest ione dipende dalte convenzioni  
the  si a.dolta.no sul nlodo di escguire i tagli at,ti a staeeare la singolarita. 
Ci occuperemo qui di slabil irne in modo preciso l 'eseeuzione e l ' intluenza, 
nel caso semptice in c u i i l  cono l" tangente ad F in V non abbia pa t t i  n~ 

generatr.ici multiple reali, (:io6 sia composto d ' u n a  o pifi falde chiuse, pari 

(53) Dai cagionamenti pre.cedenti si riiewl ('he iI 1)unto singolare 0 produce sulia, falda A 
1o stesso effetto d'un lmnto fondamentale o d'un intreccio di I. a specie. 
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o dispari (nel senso di STAUDT), aventi in eomune solo il vertiee. Eseludiamo 
ehe fl'a esse Vi siano dei fasei di raggi. 

Fissiamo l'attenzione sopra una di quelle falde, ehe indieheremo con 
A,, e segniamo, sopra ognuna delle generatriei 

~ ~  ehe le appartengono, i due punti distanti dal 
vertiee d'uu segmento pieeolissimo -:. Otter- 

. , ~ .  / ~ j . ~ =  remo in tal modo una eurva reate D,,  com- 
.._ ==-:: posta di uno o due rami, seeondo ehe A, 

|/- 

vige. 

dispari o pari; e tal eurva potrtt supporsi tras- 
portata in un'analoga eurva C, di F mediante 
una pieeola deformazione ehe adatti la fahta 
A, su quella parle di F ehe le ~ aderente. 
hnaghfiamo ripetuta la stessa operazione per 
tulle te falde A~, A . , . . . ,  A,. di p, indi tagliamo 
F lungo le curve C,, C~,.. . ,  C,,, eosi ottenute, 
asportando l ' intorno di V. Vogliam provare 

ehe l 'ordine di eonnessio,m ZI della superfieie F, r imanente (ehe pu6 even- 
tualmente esser eomposta d'un numero di fatde superiore a quello relativo 
ad Y) ~ eguale al l 'ordine di eonnessione Z di F. 

Poieh~ la singolarith di/7' in V ~ orctinario~ dal punto di vista reale (eiog~ 
non ha altre singolarith reali intinitamente vieine) potremo risolverla me- 
diante il sistema delle forme d'ord.ine abbastanza elevato passanti per V, 
mutando F in una. superD:ie ,J, ad essa equivalente ("'); e poiehg a due punti 
reali infinitamente vieini a V in d irezioni distinte .rispondono due punti di- 
stinti di % eosi al punto V risponderh s u ¢  una eurva eomposta d i m  rami 
reati 1(, V=,... ,  g,,, (ehiusi) privi di punti doppil e di punti eomuni. 

Indiehiamo ora con k, ,  a~ , . . . ,  A le curve di q, eorrispondenti a C,, 
C~,.. . ,  O ..... La eurva ,& sarh inlinitamente vieina a V, e tender& ad essa col 
tendere d i s  a zero; anzi ad ogni ])unto (:li 1( si potranno assoeiare due 
punti di &. situati da bande opposte rispetto a V,, i quali pt'ovengono da 
due p unti situati sopra una medesima generatriee del eono A;. In pa.rtieo- 
lare se h, ha un sol ramo (eio#~ se d; ~ una  fatda dispari) si potr'a, deseri- 
vendolo, passare da uno alt'altro di quei due punti, e quindi lungo I(., l'in- 
dieatriee s ' invertir~ sopra q,. 

Tagliando • lungo A; se ne stacche,'h nil pezzo =~ formato da una sot- 

(~4) Tale afl~rmazione domanderebbe una breve indagine the crediamo lecito risparmiarci, 
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tile striscia aderente a V, e avente per orlo A;, the sar~ assimitabile ad una 
superficie di M(imus o ad una  corona circolare secondo che A, avr5 uno o 
due rami;  in ogni caso avrh ordine di connessione o.. Imaginando eueguita 
la stessa operazione per tutte le curve ~x, rimarr'~, dopo asportati i pezzi =;, 
una superficie (p~ che sar~t evidentemenie equivalente ad F , .  Poichb d'altronde 
i tagli chiusi non alterano l 'ordine di connessione d'una superiicie, cosi, te- 
nendo conto della (8), con ovvio signiticato dei simboli, avremo 

ciob, perch~ Z, ,  = ~, 

Z ¢  = Zq,, 4- ,.,v Z,-~, - -  ~_ (~J~ + 1) + ~, 

Z ~  ~--- Z~/,~ 

da cui, per l 'equivalenza di ~¢', (1) e di F~, ~h, segue 

ZF~--Z1,~, c . d . d .  

Se il cono r avesse delte gcneratrici multiple o delle pavti multiple reali, 
la costruzione delle curve D pub cadere in difetto, e le cose possono ancora 
complicarsi per la presenza (]i puu~fi multip/i o di punti comuni alte curve V. 
Lo studio di quei cast esigevebbe ,m'a~mlisi assai delica.ta, che ci risparmiamo, 
bastandoci d'avev trattato esaurientemente il caso pifi espressivo (:':'). 

15 aprile 191£ 

(5~) Nora aggiunta durante  la correzione delle bozze (26 novembre I914). A l)roposito delia. 
costruzione del s is tema L =-- t C-~ C'I di cut si parla al n. ° 13 - -  sui dettagli della quale 
abbiamo per brevith sorvolato - -  vogliam qui osservare che le condizioni imposte a quel st- 
sterna son soddisfatte appena lo siano per I CI. La possibi]iff~ di costruire un sistema I C I che 
cosi si comporti in relazionc ad m~ dato gruppo base A~, A~, . . . ,  A,n trovasi s tabi l i ta  in un 
recentissimo lavoro di SnVERI, Trasformqzione b i r a z i ~ a l e  eli u n a  superficie algebrica q u a h ~ q u e  
in  una  pr iva  eli p u n t i  m~dtipli, di prossima pul)b]it,azione. 
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