Sulla connessione
delle superficie razionali reali.

(Di AnNiBaLE ComEessarrs, @ Padova.)

INTRODUZIONE.

In questa Memoria, intesa a continuare e completare una mia prece-
dente ricerca (*), mi propongo di stabilire dei metodi i quali servano a de-
terminare la connessione di tutte le superficie razionali reali, collegandone
le proprietd, sia a quelle della rappresentazione piana, sia ai caratteri inva-
rianti (relativi) della superficie.

Prima di accennare alla via percorsa ed ai risultati ottenuti, non credo
fuor di luogo dare alcune spiegazioni circa la natura e la posizione del pro-
blema, lasciando al testo del lavoro il compito di giustificare pitt ampiamente
i criterl adottati.

Ogni indagine la quale si riferisca a proprietd di connessione d’'una su-
perficie algebrica reale, richiede che sia ben precisato il punto di vista dal
quale le proprieta stesse si considerano. Percid occorre prima d’ogni cosa
stabilire :

1.°) Quale influenza esercitino sulle proprietd in questione le eventuali
singolaritd reali della superficie;

2.%9) Quale significato si debba attribuire alla frase superficie equivalenti
dal punto di vista della connessione; in altre parole, ponendoci dal punto di
vista del classico Programma di KLEIN, quale sia il gruppo di trasformazioni
da cui & caratterizzata la geometria che studia le proprietd di connessione
delle superficie.

(*) Fondamenti per la geometria sopra le superficie razionali dal punto di vista reale |Ma-
thematische Annalen, LXTII (1912), pp. 1-72]. Questa Memoria verra nel seguito indicata
con F,
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Dai criteri adottati per stabilire la definizione di equivalenza nel senso
suddetto, dipende in certo modo anche la convenzione che si adotta per pre-
cisare U'influenza delle singolarita. Nell'ordine di idee che sotto sard chia-
rito, torna conveniente attribuire ad esse la stessa influenza che avreb-
bero se fossero risolule, cioé considerare ogni superficie razionale reale F
come equivalente ad un modello F, privo di singolaritd la cui costruzione
sia definita senza ambiguitd per ogni caso. La risoluzione delle singolarita,
mediante un ben determinato tipo di trasformazioni (birazionali) reali (che
rientrano percid nel gruppo della connessione) collegate alla rappresentazione
piana di F, si trova stabilita al § 4, n.° 13; tuttavia lo studio delle proprieta
di connessione di F' si fa direttamente su quella rappresentazione, senza ri-
correre al modello F, il quale interviene soltanto per chiarire il senso che
deve darsi a quelle proprietd in quanto su esse influiscono le singolarita di F.

Quanto alla 2. delle due questioni suddette, volendo liberarmi da tutto cio
che non ha essenzialmente carattere invariantivo nella considerazione d’'una
superficie (spazio in cui & contenuta, elementi impropri, ece.), cioé volendo dare
al concetto di connessione la sua piti ampia generalitd — ch’e poi richiesta
dalla natura dei risultati a cui mi son proposto di pervenire — ho acceduto
al criterio di considerare come proprieta di connessione solo quelle che KLuin
ha chiamato assolufe (¥), in relazione alle quali lequivalenza di due superficie
dipende dalla possibilitd di stabilire fra esse una corrispondenza (reale) biu-
nivoca, continua, priva di eccezioni (nel campo reale), la quale non soddish
in pitt ad alcuna necessaria restrizione dipendente da speciali proprietd (ad
es. proiettive o metriche) delle superficie (**). La definizione rigorosa delle tras-
formazioni suddette (che nel caso di superficie finite son poi deformazioni
con estensione) si trova stabilita, per superficie prive di singolaritd, al § 2, nel
quale, in vista delle esigenze del lavoro, della necessitd di evitare in questioni
delicate interpretazioni ambigue, ho esposto (senza tuttavia mail perder di
vista lo scopo della Memoria) i risultati fondamentali inerenti alla connes-
sione delle superficie, corredando I'esposizione di alcune note in cui, col sus-
sidio di un’ampia bibliografia (***), espongo e brevemente discuto i vari punti
di vista e le ragioni di alcune mie preferenze.

(¥) Ometto qui citazioni dettagliate, riservandole al teslo. Cfr. la nota (*7).

(**) Nel campo -algebrico pud dirsi che le proprietd di connessione sono invarianti di
fronte alle trasformazioni birazionali reali che son prive di punti fondamentali reali, cioé non
introducono curve eccezionali reali.

(***) Ho cercato, per quanto possibile, ch’essa sia completa (in relazione ai punti di vista
discussi) e atta a guidare il lettore ad uno studio pilt approfondito.
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Figsato il campo delle proprietd che in questo lavoro si considerano come
inerenti alla connessione, risulta da un teorema fondamentale di quella teoria,
che esse sono univocamente collegate a due caratteri:

a) Un caratlere qualitativo : V'unilateralita o bilateralita della superficie;

b) Un carattere numerico: l'ordine di connessione Z, che si puo, con
vari Autori, definire anche per superficie dotate d'un numero qualunque
(finito) di falde.

La determinazione dei due caratteri a), b) per ogni superficie razionale
reale, di cui si conosca la rappresentazione piana, é il problema intorno a cui
si raggruppono tutti i risuliati di questa Memoria.

[l procedimento di cui mi giovo per giungere alla soluzione di esso, si
fonda su due possibilita :

1.%) Quella di associare ad ogni superficie razionale reale F una sua
trasformata reale @ la cui connessione si sappia determinare direttamente
(valendosi p. es. della rappresentazione piana doppia di &);

2.%) Quella di desumere la connessione di F' da quella di ¢ valutando
Pinfluenza che ha su essa la trasformazione reale intercedente tra F e @.

La ricerca, per ogni ¥, d’'una ¢ la cui connessione sia determinabile di-
rettamente (sopra un modello concreto), non & di per sé semplice; ma la
difficolta diviene pitt seria se si vuol scegliere ¢ in modo che dalla sua con-
nessione si possa desumere quella di F, perché a tale scopo conviene che
la trasformazione reale che lega F a @ presenti certi caratteri di semplicita.
Cosl ad es. se F ha una sola falda, si puo scegliere come ® un piano, ma
la presenza su questo di curve fondamentali (sempliei) ostacola gravemente
la ricerca del carattere di bilateralitd od unilateraliti di F (*). La difficolta
si rimuove facendo sparire quelle curve fondamentali in modo che la rap-
presentazione piana di F rimanga ancora reale; tuttavia la possibilita di tal
rappresentazione (limitata da due determinate eccezioni), e pit in generale
d’una speciale rappresentazione piana di tutte le superficie razionali reali,
che ho chiamato normale, si prova mediante una indagine assai delicata, a
cul & dedicato I'intero § 1. Tenendo conto delle proprietd di quella rappre-
sentazione, si riesce in generale a costruire la superficie ¢ in modo che la
trasformazione (birazionale) reale fra F e ¢ sia dotata su ® d’'un numero
finito di punti fondamentali, e priva affatto di punti fondamentali su F.

(*) Cfr. il lavoro di Enxriquss, citato alla nota ().



218 Comessatti: Sulla connessione delle superficie razionali real.

Allora, un teorema dovuto a Krerx, completato da qualche osservazione ul-
teriore, permette di dedurre la connessione di F da cuella di o.

Il teorema a cui s’allude, precisa l'alterazione che si produce nella con-
nessione d’una superficie, quando ad essa si applica una trasformazione reale
dotata di eccezioni in punti e curve fondamentali. Data la sua ampia portata,
specialmente per quanto riguarda lo studio delle superficie unilatere, ho de-
dicato alle relative applicazioni tutto il § 3, presentando ivi sotto nuova forma
alcuni importanti risultati che concernono la teoria di quelle superficie, e
assegnando aleuni modelli, atti a dare un’idea sulla forma delle superficie
razionali. Lo studio delle superficie unilatere, mediante una loro particolare
rappresentazione, conduce inoltre a considerare quelle fra le proprieta dei
circuiti chiusi su esse tracciati, che hanno relazione col concetto (e colla de-
finizione) d’omologia, € a porre in proposito interessanti problemi. Di alcuni
fra essi, che presentano analogia con quelli relativi alla ricerca d’una base
minima per le curve appartenenti ad una superficie algebrica, ho dato la
soluzione in fine del § 3.

Ecco ora, in breve, le principali conclusioni della Memoria.

Per quanto riguarda il carattere di unilateralitd o bilateralitd enuncierd
anzitutto il risultato seguente:

Tutte le superficie razionali con una falda (rappresentabili realmente sul
piano) sono unilatere, fatta eccezione per quelle equivalenti ad una sfera (Z=0)
o ad un toro (Z=2) (§ 4).

Negli altri casi si ha invece:

In ogni classe di superficie (definita in relazione alle trasformazioni bi-
razionali reali) appartenenti alla I“ o IT* famiglia (della classificazione sta-
bilita in F. n.° 40, Teor. V) esistono superficie, aventi 'ordine di connessione
minimo le cui falde son tutte bilatere e del tipo sfera. Appena l'ordine di
connessione supera quel minimo almeno una falda & unilatera (§ 5);

Fra le cinque falde che appartengono ad una superficie della I11¢ fa-
miglio ve n’ha una — denominata falda singolare — che non si pud ridurre
bilatera mediante una trasformazione birazionale reale. Sicche le superficie
di quella famiglia hanno sempre almeno una falda unilatera, ch’¢ la falda
singolare, il cui ordine di connessione ha per valor minimo Vanita. Invece
le altre quattro falde possono simultaneamente ridursi hilatere e del tipo
sfera (§ b, e, per lo studio della falda singolare, § 7).

[ risultati di carattere numerico si aggruppano tutti intorno alle espres-
sioni — dipendenti dalla famiglia e, per le superficie con una falda, anche
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da due casi eccezionali di rappresentazione — dell’ordine di connessione Z
mediante i caratteri inerenti alla rappresentazione piana normale della su-
perficie F. In modo essenziale contribuisce all’espressione di Z, il numero »
di quei punti che son base per il sistema lineare ¥ imagine — nella rap-
presentazione normale — delle sezioni piane (od iperpiane) di F, e che sono
uniti nella trasformazione antibirazionale involutoria + corrispondente al con-
iugio di F (§ b).

Siccome anche 'espressione dell'invariante di ZruTHrn-SkGrE I relativo
ad F dipende in modo essenziale da r e, in pii, dal numero 4 delle coppie
di punti, base per ¥, e corrispondenti in 7, cosi si ottengono senza difficoltd
importanti disuguaglianze.

Esse esprimono, che, dato I, il numero Z relativo ad una superficie di
una determinata famiglia, con un certo numero m di falde, varia fra due
limiti di cui linferiore & fisso (per quel dato m e per quella famiglia) e il
superiore dipende da I. lo provo che, compatibilmente colla relazione

I=7 (mod. 2),

by

la quale & soddisfatta da tuife le superficie razionali reali, tutti i valori com-
presi fra i due limiti sono effettivamente raggiunii in ogni classe appartenente
a quella famiglia e relativa a quel dato numero di falde. Si trova cosi ri-
solto un problema posto in fine dell’Introduzione di F. (pag. 6).

Le espressioni di I e Z dipendono, come si & detto, dai due interi » ed 4
e variano diversamente al variare di essi; in tal guisa che Ieliminazione di »
ed ¢ non pud compiersi se non introducendo un terzo carattere della super-
ficie che si esprima ancl’esso mediante quegl’interi. B questo il numero base
reale p, ciod il numero delle curve reali linearmente indipendenti a cui & -
nearmente legata ogni curva reale della superficie. Le espressioni di p mediante
r ed 4 (stabilite al § 6) confrontate con quelle di 7 e Z conducono alla re-
lazione seguente

T+2=20p—1),

la quale ci sembra degna di nota, oltre che per la sua semplicitd anche per
il fatto ch’essa vale per tutte le superficie razionali, indipendentemente dalla
famiglia e dal numero delle falde; in quanto U'influenza di tali elementi spa-
risce nell’eliminazione di » ed 4. Si potrad forse in avvenire considerarla come
caso particolare, d’una relazione analoga wvalida per tulte le superficie alge-
briche ?
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§ 1.

RAPPRESENTAZIONE PIANA NORMALE DELLE SUPERFICIE RAZIONALI REALI.

1. Le proprietd di connessione d’'una superficie razionale reale F si
collegano, come vedremo, intimamente, a quelle della sua rappresentazione
piana. E tanto pitt semplice ed espressiva ne riesce la deduzione quanto
meglio quella rappresentazione risponde a certe condizioni di semplicitd im-
poste dalle speciali esigenze del problema.

Per renderci conto, almeno in via approssimata, di tali esigenze, pren-
diamo le mosse da un esempio.

Imaginiamo che F abbia una sola falda, cioé sia rappresentabile real-
mente sopra un piano (reale) = (F. § 6). Sia S il sistema lineare reale di =,
che corrisponde a quello delle sezioni piane od iperpiane di F. Questo si-
stema sard dotato di un certo numero di punti base e di curve fondamentali
semplici (eccezionali); anzi possiamo supporre che, all’infuori di queste, non
vi siano altre curve fondamentali per S, imaginando, per maggior semplicita,
che F sia priva di punti multipli.

Possiamo allora calcolare subito 'ordine di connessione di F, giacche esso
si esprime in modo semplicissimo mediante il numero dei punti base e delle
curve fondamentali di S; mentre invece ci troveremmo di fronte ad una certa
difficoltd qualora volessimo decidere circa I'unilateralitd o bilateralitd di F.
Tale difficolta, che divien pil seria quando non si tratti d’'una superficie par-
ticolare, ma si vogliano stabilire condizioni generali, proviene dalla presenza
delle curve fondamentali ().

Si potra pensar di rimuovere siffatta difficoltd facendo sparire le curve
fondamentali di § mediante una conveniente trasformazione di = in un altro
piano ='. Invero, salvo determinate eccezioni, che possono venir considerate
a parte, tale operazione & possibile (F. n.° 18, Teor. I).

Ma dopo cio la rappresentazione di F su =" sard ancora reale ?

(*) Una condizione, avente carattere generale, intesa a stabilire quando si possa affermare
che ¥ é unilatera, fu data da Exriques: Alcune osservazioni intorno alle superficie razionali
reali [Rendiconti della R. Accademia di Bologna, XVT (1912), pp. 70-73]. Trattasi perd d’una
condizione sufficiente, utile tuttavia in casi speciali.
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[n altre parole sard reale il sistema 8’ trasformato di.§? Ecco una que-
stione di cui & assai importante che ci occupiamo senz’altro per spianare la
via alle nostre ricerche.

Anzitutto, riportandoci dal suddetto esempio al caso generale, poniamo
i termini del problema.

Sia F una superficie razionale reale qualungue, rappresentata sopra un
piano (reale) = in tal guisa che al sistema delle sue sezioni piane od iper-
piane risponda un sistema lineare S, appartenente a =. Questo sistema sard
unito in una trastormazione antibirazionale involutoria T, imagine del con-
iugio di F (se F ha una falda T si puo trasformare nel coniugio e quindi
S in un sistema reale).

Circa S e T possiamo affermare quanto segue :

a) Il sistema § & riducibile, mediante trasformazione cremoniana, ad
un sistema ¥ privo di curve fondamentali semplici, ovvero dotato di parti
colaritd su cui non e per ora il caso di insistere (K. n.% 18, Teor. 1);

b) La trasformazione I' & riducibile, mediante trasformazione cremo-
niana, ad un determinato tipo che chiameremo normale avente (in rvelazione
a tutte le trasformate di 7') il minimo numero di punti fondamentali (vedi
F. § 6, Teor. V).

Ora proponiamoci la questione seguente : Le due riduzioni di cui si parla
in a), b) possono effettuarsi insieme ? In altre parole si pud trastormare il
sistema S come in @) in fal guisa che la T si muti contemporaneamente in
una trasformazione di tipo normale ?

Vedremo che la risposta, salvo una lieve restrizione, sard affermativa.
In modo preciso dimostreremo, nel seguito di questo paragrafo, il seguente

TrorkMA. Ogni sistema lineare semplice S, o", (r = 3) di curve piane ir-
riducibili, unito in una trasformazione antibirazionale involutoria T, e dotato
di curve unite (°), si pubd ridurre, mediante trasformazione cremoniana, ad un
sistema analogo, unito in una trasformazione ~ di tipo normale (trasformata
di T) e inoltre

a} privo di curve fondamenltali semplici:
ovvero anche, se = & il coniugio

* Queste condizioni sono necessarie e sufficienti perché S si possa considerare come
imagine del sistema delle sezioni piane od iperpiane d’una superficie F di S, (cfr. F. § 2,
n.i6, 19).

Annali @i Matematica, Serie [11, Tomo XXIIT. 24
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£) dotato di una sola retta fondamentale contenente due punti base
distinti e privo d’allri punti base reali (*);

Y) avente per curve fondamentali semplici m rette uscenti da un punto
base O, e contenenti ciascuna un allro punlo base infinitamente vicino ad O.

Quando il sistema lineare che corrisponde a quello delle sezioni piane
od iperpiane d’una superficie razionale reale F sia ridotto a soddisfare alle
condizioni del Teorema suddetto diremo che la rappresentazione piana di F
e normale,

2. Veniamo ora alla dimostrazione del Teorema enunciato.

Sia I la superficie razionale considerata, S il sistema lineare apparte-
nente al piano =, che corrisponde a quello delle sezioni piane od iperpiane
di F e che supponiamo gid ridotto a soddisfare alla condizione a) del nu-
mero precedente, cioé ad esser privo di curve fondamentali semplici, ovvero
a presentare le particolaritd contemplate nei casi II), II1) del Teor. I (F.).
I punti base di F' potranno eventualmente esser propri (F. n.° 13), ma non
saranno in tal caso equivalenti a curve fondamentali semplici (F. nota a
pag. 27).

Incominciamo dal liberare il terreno dai due casi eccezionali esaminan-
doli separatamente.

Caso 11). S possiede una retta fondamentale r con due punti base di-
stinti B,, R, ed ¢ privo di allvi punti base. Allora la trasformazione T (*)
in cul & unito S & antiproiettiva od antiquadratica (F. n.° 19). Nel 1.° caso
essa si lascia ridurre al coniugio, cioe a tipo normale, mediante una trasfor-
mazione proiettiva (F. n.° 8) che non modifica la natura di S; nel 2.° ge la
T non & priva di punti uniti, cioé se non & di tipo normale (F. n.°9 e § 6,
Teor. IV b)), si lascia ridurre ad un’antiproiettivitd mediante una trasforma-
zione (uadratica o avente i punti fondamentali (su =) in R,, K, ed in un

(*) B, s’intende, d’altre curve fondamentali semplici, Conviene osservare che in tal caso
qualora esistano punti base non appartenenti alla retta fondamentale essa si pud far spa-
rire mediante una trasformazione quadratica; tanto & vero che nel Caso II) contemplato nei
F. Teor. 1 si esclude l'esistenza di tali punti. Qui invece essi non si possono egeludere perch¢
la trasformazione quadratica che fa sparire la retta fondamentale muta il coniugio in una
trasformazione antiquadratica che non & pill di tipo normale. Ecco la lieve restrizione a cui
si era sopra accennato.

(*) Qui e nel seguito useremo per brevita la locuzione «trasformazione T» in luogo di
«trasforinazione antibirazionale involutoria T».
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punto B unito in 7 (F. n.° 9). La « fa sparive la retta fondamentale », ¢ ne
introduce un’altra s, per il sistema §° trasformato di 8, la quale proviene
dal punto R e si comporta come 7. Dunque c¢i possiam ridurre sempre al
caso ) del teorema enunciato,

Caso 1ID). S ha per curve fondamentali semplici m vetle wuscenti da wn
punto base O e confenenti ciascuna un altro punto base infinitamente vicino
ad 0. Sappiamo allora (F. n.° 19) chie S si pud ridurre, mediante trasforma-
zione cremoniana, ad un sistema Y avente per cwrve fondamentali semplici
solo rette appartenenti ad un fascio unito nella trasformazione = (trasfor-
mata della 7T in cui & unito 8), la quale & di tipo normale. Anzi, se = non
¢ il coniugio, si possono far sparire successivamente le rette fondamentali
di ¥, mutando ¥ e ~ in enti analoghi.

Sieche, qualora non si finisca per cadere sopra un sistema privo di curve
fondamentali semplici, potremo supporre d’aver ridotto 7 al coniugio, e quindi
¥ ad un sistema reale avente per curve fondamentali semplici solo rette ap-
partenenti ad un fascio reale di centro U. Ora proveremo che, se ¥ non ap-
partiene ai tipi £), y), esiste una trasformazione hirazionale reale o del piano
= di ¥ in un altro piano =, la quale muta ¥ in un sistema ¥’ analogo, con
qualche retta fondamentale di meno.

Invero, non verificandosi 1 casi p), ), esisteranno almeno due rette r, s,
fondamentali per ¥, contenenti rispettivamente oltre U i punti base R, S di
cul alineno uno, ad es. R, & distinto da U. Allora:

1.%) Se R, S son reali, o & la trasformazione quadratica avente su =
il {riangolo fondamentale URS. Y ha due rette fondamentali meno di ¥;

2.9 Se R & imaginario, la retla r coniugata di » & pure fondamen-
tale e contiene il punto base R coniugato di R: » & ancora una trasforma-
zione guadratica avente, su =, il triangolo fondamentale URR. ¥ ha due
rette fondamentali meno di ¥;

3.°) Se infine R & reale ed S imaginario anche la retta s coniugata di s
sard fondamentale e conterrd il punto base S coniugato di S. Allora & una
trasformazione cubica di pr JonQuikres avente su = il punto fondamentale
doppio U ed i punti fondamentali semplici R, S, S, P, ove P & un punto
reale generico di =, Essa fa sparire tre rette fondanientali e ne introduce
una (proveniente da P); in tal guisa che ¥ ha ancora due rette fondamentali
meno di Y.

Cosl procedendo, o tutte le rette fondamentali spariscono, ovvero si ri-
cade ancora nei casi f), 7).
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3. Ed ora occupiamoci del caso generale in cui § & privo di curve
fondamentali semplici. Allora la trasformazione I' ha tutti i suoi punti fon-
damentali in punti base di S (F. n.° 23); si tratta di far vedere che la T si
pud ridurre a tipo normale senza introdurre curve fondamentali per il si-
stema ¥ trasformato di §; in altre parole che tale riduzione si pud com-
piere mediante una trasformazione cremoniana o avente, su =, tutti i suoi
punti fondamentali in punti base di S: ovvero che ¢i si pud ricondurre ai
casi ), 7).

Percio si parta da un sistema lineare L, oc’, irriducibile, semplice, do-
tato di punti base tutti impropri, privo affatto di curve fondamentali e unito
in T. Costruendo questo sistema come in F. n.® 24 possiamo supporre che
i punti base di I cadano tutti in punti fondamentali di T, eioe in punti base
di S, e che inoltre la curva generica di L passante per un punto qualunque P
di = distinto dai punti base di L non abbia di conseguenza un punto mul-
tiplo ivi.

Applicando ad L il procedimento di successiva aggiunzione arriveremo
necessariamente ad un sistema lineare A, unito in 7, e appartenente ad uno
dei seguenti tipi:

1.%) Sistema lineare (oc' almeno) di curve razionali deferminato dol
gruppo base ;

2.%) Sistema lineare irriducibile, semplice (00° almeno) di curve ellittiche,
privo di curve fondamentali proprie, determinato dal gruppo base;

3.%) Rete di curve ellittiche riducibile (per trasformazione birazionale)
alla rete delle cubiche passanti per 7 punti base;

4.%) Sistemna lineare oo® di curve di genere 2 riducibile al sistema delle
sestiche con 8 punti base doppi (°).

Esponiamo ora le linee generali della dimostrazione la quale si com-
porrd delle tre parti seguenti:

A4) Proveremo che, durante il procedimento di successiva aggivnzione
non si introducono nuovi punti base, in tal guisa che i punti base di A ca-
dranno tatti fra quelli di I, cio¢ fra quelli di S.

B) Ridurremo, mediante una trasformazione cremoniana p. del piano =

(®) Casteunuovo, Appendice alla Memoria di Exwiguis, Sui piani doppi di yenere wio
[Memorie della Societd Italiana delle Scienze (detta dei XL) (3), 10 (1896), pp. 201-224], p. 222,
L’enunciato qui riprodotto trovasi al n.? 7, p. 208 della Memoria. Cfr. F. n.° 24,
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in un altro piano =/, il sistema A ad un sistema M d’ordine minimo, il quale
apparterrd necessariamente ad uno dei tipi seguenti:

a) fascio di rette,

b) rete delle relte di =’ ;

¢) ststema di tutte le coniche di = ;

d) sistema delle curve d’ordine n con un punto base n— 1-plo ed
1{0=1l=n—1) tangenti fisse, distinte, comuni a tutle le curve del sistema :

e) sistema delle curre d’ordine n con uwn punto base n-— L-plo ed un
punto base semplice a distanza finita do quello :

) sistema di cubiche con 0, 1, 2,..., 7 punti base distinti od infi-
nitamente vieini :

g) sistema di quartiche con 2 punti base doppi distinti od infinita-
menle vicini ;

h) sistema li sestiche con 8 punti base doppi distinti od infinitamente
vicing (°);

provando che la trasformazione v non introduce curve fondamentali per
il sistema S trasformato di §, in quanto i suoi punti fondamentali, su =,
cadono tutti in punti base di A, cio® di S. Fard eccezione solo il caso @)
che ci condurrd al 8).

C) Dopo ¢io la trasformazione 77, trasformata di 7 mediante p, do-
vendo lasciare unito uno dei sistemi a), b),..., h) si lascerd rvicondurre a
tipo normale mediante una trasformazione cremoniana v del piano =" in un
altro piano s, senza introdurre curve fondamentali semplici per il sistema ¥
trasformato di §” (ciog di § mediante la o = p..v), ovvero introducendo delle
rette fondamentali che ci ricondurranno ai casi B), v).

4. Ed ora veniamo al dettaglio.

4) Riprendendo in modo pit diffuso e completo un ragionamento
svolto per un caso particolare in ¥. n.® 39, indichiamo con | C| un sistema
lineare oo™ dedotto da [ col procedimento di successiva aggiunzione, che
non abbia punti base fuori di quelli di I, e tale che il suo aggiunto | ¢’|
acquisti un punto base P diverso da quelli di L.

Poiché supponiamo che il procedimento di successiva aggiunzione non
termini con | €, quel sistema e tutti i precedenti saranno irriducibili, sem-
¢) Cfr. Ferrerrt, Sulle riduzione all’ordine minimo dei sistemi lineari di curve picune ivri-

ducibili di genere p; in particolare per i valori 0, 1, % del genere [Rendiconti del Circolo Ma-
tematico di Palermo, XVI (1912), pp. 236-279], Teor. VII, X, XII.
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plici, privi di curve fondamentali proprie, e avranno la serie caratteristica
non speciale (CGasTELNUOVO, loco cit. (°)), fatta eccezione per il caso su cui
fra poco ci intratterremo, che | C| sia un sistema di curve iperellittiche di
genere r — 1 due a due secantisi in coppie della g che ciascuna sostiene.

Data l'ipotesi fatta sulle ¢, le C per P, se sono irriducibili, non possono
avere lo stesso genere della C generica perche altrimenti le ¢’ dovrebbero
segare su quelle Cla serie canonica completa e questa avrebbe in P un punto
fisso. Dunque, o le C per P saranno riducibili, ovvero avranno il genere mi-
nore di quello p della generica C.

Incominciamo col mostrare assurda I'ipotesi che le C per P siano spez-
zate in una parte fissa D e in una parte ulteriore F variabile in un sistema
lineare co™™'| E/|. Invero una tal curva D risulterebbe fondamentale impropria
per | C| e percid la generica E avrebbe lo stesso genere p della generica C.
Ma allora il sistema | ¢’| dovrebbe segare la serie canonica complela sulla
generica E ("), e cid & inconciliabile collipotesi che P sia un punto base per
il sistema | ¢'|. Infatti poiche una ¢’ non taglia D fuori dei punti base di | /|
— ché altrimenti essa segherebbe una F fuori dei punti base in meno di 2p—2
punti — il punto P sard un punto base di E| distinto da quelli di | ¢| e
non appartenente a 7. Ma cio & assurdo perche allora la serie canonica della
generica K avrebbe un punto fisso in P.

Adunque o le C per P saranno composte colle curve dun fascio avente
un punto base in P, ovvero saranno irriducibili e avranno il genere minore
di p. Siccome entro | C| non esiste alcun sistema lineare oc™™" avente molte-
plicita superiore alla generica in qualche punto base di | C| — cheé altrimenti
un tal punto base R sarebbe proprio per | (|, e quindi avrebbe la stessa
influenza d’una curva fondamentale propria — cosi tutte le € per P avranno
di conseguenza un punto multiplo @ non coincidente con alcuno dei punti
base di | C|; il quale coinciderd con P se le ¢ per P sono composte colle
curve d'un fascio.

Esiste dunque —— nelle ipotesi fatte su ¢’ — un punto @ non base
per | C|, tale che le co™™ € per esso formano un sistema lineare | C| con un
punto multiplo ivi

() Convien lener presente che | C'f ¢ il sislema aggiunto puro a | C| ¢ che in tal caso
esso coincide col sistema aggiunto puro ad | E|. 1l sistema lineare che soddisfa rispetio a | €|
alle condizioni d'aggiunzione, contiene come parte fissa la curva D; togliendola (un certo nu-
mero di volte) rimane il sistema |C'},
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Consideriamo ora il sistema | C,|, oo, precedente a | C| nella serie dei
successivi aggiunti ad L. Possiamo supporre che la curva generica del si-
stema lineare oo™'| C,| formato dalle C, per @, abbia lo stesso genere della
generica C, [incluso il caso che le C, per @ contengano come parte fissa una

!

curva fondamentale D, di | C, i], giacche in caso contrario le C, si compor-
terebbero come le C e nulla ci vieterebbe di risalive nella serie dei sistemi
aggiunti fino a trovarne due consecutivi di cui il secondo si comporti come
| C| (in relazione ad un certo punto @) ed il primo nel modo preseritto a | C, |.
Invero, come abbiamo inizialmente osservato, almeno le curve di I. soddi-
sfano alle condizioni volute per (¢, in relazione a qualunque punto del piano
distinto dai punti base.

Poiché @ & punto multiplo di tutte le | €], sard anche punto multiplo
di tutti i gruppi canonici appartenenti alle C, e passanti per esso. Da cid

si trae, mediante il teorema di Cuivrorn, che | G, & un sistema di curve
iperellittiche,

Siccome in tali condizioni non si puo trovare| €,| perche allora | ¢/ vi-
sulterebbe composto con un fascio di curve razionali (%), e quindi, contro
Pipotesi, il procedimento di aggiunzione si estinguerebbe con | '], cosi sol-
tanto le oo™ C, saranno iperellitliche e pereid | €| sard un sistema di curve
iperellittiche di genere s — 2 due a due segantisi in s — 2 coppie delle g che
clascuna € sostiene; cioé apparterrd (CasTrLNUOVO, loco cit. (*)) ad uno dei
tipi seguenti:

Rete di grado 2 di curve ellittiche: questo caso & da escludersi per-
ché la successione degli aggiunti terminerebbe con | C|;

Sistema oo® di grado 4 e genere 2 riferibile al sistema delle sestiche
per 8 punti base doppi; questo caso & pure da escludersi perche, quantunque
esista il sistema | (/'] —— ch’& un fascio di curve ellittiche avente un nuovo
punto base in pit di quelli di | ¢ — noi, seguendo I'elenco dato al n.° 3,
dobbiamo considerare la serie degli aggiunti terminata con | C|;

Sistema il cui aggiunto (' ¢ composto con un fascio di curve rozionali
| D| bisecanti le curve di| C] in tal guisa che ogni ¢’ si compone di p—1D().
Se | D| avesse punti base diversi da quelli di | C|, togliendo alle curve di | D
I'obbligo di passare per quei punti si otterrebbe un sistema lineare | /| cer-

(®) CasreLNvovo, Sulle superficie di genere zero [Memorie della Societa Italiana delle Scienze
(detta dei XL), X (1896), pp. 103-123], p. 109.
(*) Non & certa Iesistenza d’un tal sistema | C|. Cfr. CasTrLNUOVO, loc. cit. (5).
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tamente pii ampio di | D| perché questo sistema, essendo un fascio di curve
razionali, non pud essere sovrabbondante. Ma allora ogni curva formata da
p—1 E sarebbe aggiunta a | C| in tal guisa che | C’| non potrebbe essere
il sistema completo aggiunto a | C|. Adunque il sistema | D| col quale in gquesto
caso termina la successione degli aggiunti, non pud avere punti base diversi
da quelli di | C|.

In definitiva l'ipotesi fatta su | ¢’| risulta incompatibile coll’altra, che la
successione degli aggiunti non abbia termine con | C|.

B) Proviamo ora che la trasformazione p la quale riduce A ad un
sistema M d’ordine minimo non introduce, salvo il caso che A sia riducibile
al tipo g), alecuna curva fondamentale per il sistema S’ trasformato di S, cioé
che essa ha tutti i suoi punti fondamentali in punti base di A.

Infatti, come risulta dalle dimostrazioni del FrrrerTr('®), le successive
trasformazioni che abbassano fino al minimo Pordine di A hanno tutti i Joro
punti fondamentali in punti base di A e dei successivi suoi trasformati, se
A & un sistema di curve razionall, cioe se & riducibile ai tipi @), b), ¢), d), e);
negli altri casi invece quelle trasformazioni possono avere degli ulteriori punti
fondamentali che diremo eccezionali in punti generici del piano.

Ora si osservi che ognuno di tali punti produce una curva fondamen-
tale semplice (che si pud supporre isolata) per il sistema M, e che i sistemi
f), I) sono privi di siffatte curve fondamentali, mentre g) ha una sola retta
fondamentale » contenente due punti hase P, Q.

Ne segue che nei casi f), i) i punti fondamentali eccezionali non pos—
sono presentarsi, e che nel caso g) esiste al pin uno di questi punti da cui
proviene la retta ». Dunque 8" non puo avere curve fondamentali semplici,
eccetto che nel caso g), in cui la retta » potra essere fondamentale per S';
e siccome essa e semplice ed isolate, cosi su essa vi saranno solo j due
punti P, Q, base per S’ (').

Siccome la trasformazione 7" deve lasciare unito il sistema ¢) che ha i
soli punti base P, @ e la curva fondamentale », cosi essa sard necessaria-
mente antiproiettiva od antiquadratica (F. n.° 19) e percido come al n.* 2 si

(% Loco cit. (8). Cfr. 1 teoremi 11, 1V, V e le relative dimostrazioni, da cui dipendono
i risultati dei teoremi VII, X, XII.

(! Ogni punto base di M & base per S’, altrimenti proverrebhe da una curva fondamen-
tale semplice di S.
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potra ridurre a tipo normale, conducendo al caso «) se 7’ & antiproiettiva
ed r non ¢ fondamentale per §’, al caso B) nelle altre ipotesi.

() Riduciamo ora la trasformazione T in cui & unito M (ed S') ad
un tipo normale < senza introdurre curve fondamentali semplici per il si-
stema ¥ trasformato di 8.

Se M appartiene ad uno dei tipi ), b), la 77 & certo antiproiettiva, ¢
quindi si riduce immediatamente al coniugio.

Se M & uno dei sistemi d), e), 7" dovrd lasciare unito 'unico sistema
lineare di curve secanti in un sol punto variabile quelle di A, eh’e il fasecio
di rette col centro nel punto base n-— I-plo per M, il quale & anche punto
base per S’. Ci troviamo quindi ricondotti al caso ¢).

Rimangono dunque da tratiare le ipotesi corrispondenti ai casi ¢), ), lt).

Se 7" lascia unito un sistema ¢) essa si pud, mediante successive trasfor-
mazioni quadratiche, ridurre ad una trasformazione antiquadratica priva di
punti uniti ("*), ovvero ad una trasformazione d’ordine m (=1) eon nn punto
fondamentale m --1-plo 0 e 2(m-—1) punti fondamentali semplici P,,...,
Py distinti od infinitamente vieini ad 0 in divezioni distinte e aventi or-
dinatamente per omologhe le vette p,,..., py. (P, =0 PF) (F. n.° 11). Una
siffatta trasformazione T” & di tipo normale, eccettuato se m=92; e il si-
stema S” trastormato di S” acquista solo delle rette fondamentali (sempliei)
useenti da O (F. n 10, 11, 19).

Dopo cid, se m =1, cioé se T” & antiproiettiva si potrd ragionare come
al n.° 3 (Caso 1I); se invece m > 1 le rette fondamentali di 8" si potranno
far sparire operando come in F. n.° 19. Poiché mediante il procedimento di
riduzione, la 77 si muta in una trasformazione perfettamente analoga, lo
scopo sard raggiunto, salvo nel caso m =2 in cui per ridurre la trasfor-
mazione a tipo normale bisognerd, dopo aver fatto sparire le rette fonda-
mentali di S”, operare con una trasformazione quadratica la quale ci con-
durrd al caso B) (efr. n.° 3, caso 11).

[nfine imaginiamo che M appartenga ad uno dei tipi b), f). Si pud al-
lora supporre che i punti base di M siano tutti distinti e generici nel senso
che non siano atti ad individuare curve fondamentali (non semplici) per M.
Invero nell’ipolesi contraria, se M appartiene al tipo f) si trova subito un

(1*) Questo caso non ha alcun inleresse per il seguito corrispondendo a superficie prive d¢
punti reali. Ci dispensiamo dal trattarlo a parte, perché il ragionamento che segue vale, con
(jualche avvertenza, anche per esso.

Annali di Matematica, Serie 11, Tomo XXIill. 30



230 Comessatti: Sulla connessione delle superficie razionali reali.

sistema di curve razionali unito in 7’ e avente tulti i suoi punti base in
quelli di M, e quindi ci st puo ricondurre ai casi gia studiati; se invece M
appartiene al tipo k) si pud trovare un sistema di curve razionali o ellittiche
unito in 7" e quindi si ricade nei casi precedenti ovvero nel caso f). Ad
esempio se M & una rete di curve ellittiche con tre punti base allineati ri-
sulta unito in T" il fascio di coniche individuato dagli altri quattro; e se tre
fra questi sono pure allineati risulta unito il fascio di rette passante per il
rimanente, ecc.

Le trasformazioni I” che lasciano unito uno dei sistemi k), f) hanno al
pitt 8 punti fondamentali e percio sono in numero finito; una qualunque fra
esse, se non & di tipo normale, si lascia ricondurre a tale mediante succes-
sive trasformazioni quadratiche aventi i punti fondamentali in punti base di M
e che lo mutano in un sistema perfettamente analogo, fatta eccezione per
il caso che T” o qualcuna delle sue trasformate sia antiquadratica; allora la
riduzione di essa a tipo normale introduce una retta fondamentale per il
sistema ¥ trasformato di S’ e riporta al caso §).

Non crediamo opportuno intrattenerci sull’elenco delle possibili trasfor-
mazioni e sulla loro riduzione a tipo normale perché ognuno potra con fa-
cilitd rendersi conto, caso per caso, della veritd di quanto abbiamo asserito.
Solo osserviamo in proposito che mai potrad sorger dubbio circa la non esi-
stenza di trasformazioni quadratiche aventii punti fondamentali in tre qua-
lunque fra i punti base di M o dei suoi trasformati, perche, in virtu dell’ipo-
tesi fatta sopra, tali punti sono sempre distinti e mai allineati (**).

La possibilitd d’una rappresentazione piana normale per ogni superficie
azionale reale, enunciata dal teorema del n.° 1, risulta in definitiva dimostrata;
ne vedremo chiaramente pit tardi 'importanza fondamentale per lo studio
delle proprietd di connessione di quelle superficie.

(**) Un elenco delle trasformazioni che possono lasciar unito un sistema f) trovasi in F.
al n.% 33. Da essosi pud desumere senza gran difficoltd, operando p. es. col procedimento
di successiva aggiunzione sul sistema lineare unito ch’é determinato da una retta e dalla
curva omologa, I’esistenza di sistemi di curve razionall uniti in quelle trasformazioni che non
sono di tipo normale. Mediante la considerazione di quei sistemi la riduzione si effettua rapi-
damente.
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v72]
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GENERALITA SULLA CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE,

5. In questo paragrafo e nel seguente c¢i proponiamo di precisare il
campo delle proprietd di cui intendiamo occuparei, stabilendo per esse e per
gli enti a cui si riferiscono, alcune definizioni ed osservazioni fondamentali
intese a chiarire il punto di vista delle nostre ricerche: ed inoltre enunciando
o provando per via diversa alcune fra le piti importanti proposizioni appar-
tenenti alla teoria della connessione, di cui poi dovremo fare uso corrente.

Considereremo sempre superficie reali, finite od infinite, appartenenti ad
uno spazio (euclideo) dolato d’un numero qualungue (= 3) di dimensioni e
composte d'una o piw falde distinte.

Benche il significato di tali locuzioni sia di per sé abbastanza chiaro,
crediamo opportuno, anche in vista degli ulteriori sviluppi, di determinarlo
pit netitamente.

Percio, indicando con x,, ®,,..., x, coordinate non omogenee di punto
in un S, partiamo dalle formole

x, =35 (u, v), w,=5,(u, v),...,¢,=239,(u, v), (1)

nelle quali 5,, 5,,..., 5, sono funzioni reali delle variabili reali u, v, uni-
formi, finite, e derivabili nei punti d’'una certa regione R del piano u, v. As-
sunta entro R un’area A semplicemente connessa (cioé racchiusa da un con-
torno ¢ finito, chiuso, e privo di nodi) entro la quale la matrice funzionale
delle @« rispetto alle w, v non si annulli mai, indichiamo con E I'insieme dei
punti di S, che, mediante le (1), corrispondono ai punti di 4 contorno in-
cluso, con C quelli che rispondono ai punti di ¢.

Diremo allora che E & una falda ovvero un pezzo, elementare, apparte-
nente ad S, e lkimitato dal contorno C.

Possiamo estendere tale definizione, convenendo di considerare come
falda elementare di S, 'insieme dei punti — propiri od impropri — che cor-
rispondono in un’omografia reale non degenere a quelli d’una falda elemen-
tare E', definita nel modo anzidetto ed appartenente ad uno spazio S’, di
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coordinate non omogenee y,, ¥,,..., ¥,. Gi0 equivale a sostituire, nella de
finizione di E, in luogo delle (1) le formole pitt generali

hy =3, (U, V), Hyg==S, (U V),..., 0, =23, (" v), (2)

in cul le »,, n,,..., n, son funzioni lineari fratte, collo stesso denominatore,
delle ®,, ®,,..., «,, tali che 'omografia fra S, ed §',, ch’¢é definita dalle
formole

Yo="m (0, Xuyooy, By, Y=, (%1, Lay..., B,),

non risulti degenere.

Due falde elementari E, E,, appartenenti entrambe ad S, ed aventi una
parte superficiale in comune il cui contorno sia tutto formato da parti dei
contorni di B, E,, si diranno una il prolungamento analitico dell’altra (**). L'in-
sieme di un numero finito di falde elementari E,, E,,..., E, appartenenti
ad S, e tali che da ciascuna di esse si possa passare mediante una catena
di prolungamenti analitici ad una qualunque delle altre, si dird una falde su-
perficiale o, pili brevemente, una falda F appartenente ad S, (**). Col nome
di superficie denoteremo, piti in generale, I'insieme di un numero finito di
falde appartenenti allo stesso spazio.

E ben chiaro cosa si debba intendere per inforno di un punto P sopra
una falda elementare ¥ di cui P sia punto interno; ed & pure ovvio come
un punto P di una falda F possa avere su essa pit intorni distinti appar-
tenenti a distinte falde elementari per P.

Se invece P si trova sul contorno d’una falda elementare, ad esempio
di E,, e non appartiene contemporaneamente a qualche altra falda elemen-
tare che sia prolungamento analitico di E,, si dird che esso, in quanto ap-
partiene ad B, & un punto di frontiera della falda F.

Una curva chiusa, tutta composta di punti di frontiera si dird un orlo

(") Cfr. Poincard, Aualysis Situs {Journal de 1 FEcole Polytechnique (2), T (1895), pp. 1-123],
p. 10. Lrillustre A. suppone perd che le funzioni 3; delle (1) siano analitiche. Le condizioni
da noi imposte al contorno della parte comune ad B, B, introdotte per evitare che nelle falde
considerate si presentino punti o linee di bifvrcazione, risultano in tal caso superflue.

() Lipotesi che ¥ sia composta d'un numero finifo di pezzi elementari esclude dalle
nostre considerazioni falde del tipo di quella che si otterrebbe p. es. congiungendo due fogli
piani mediante un’infinitd numerabile di tubi. Tale esclusione trovasi fatta (pili o meno espli-
citamente) in quasi tutte le ricerche sulla connessione delle superficie.
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di F. Si dimostra senza difficoltd che la frontiera totale di F si compone d'un
numero finito » di orli; se =10 la falda si dira chiusa.

Le superficie algebriche prive di punti mullipli sono composte d’'un nu-
mero finito di falde chiuse, ciascuna delle guali rientra nella nostra defini-
zione ('*).

6. Consideriamo ora due falde elementari E, E’ appartenenti rispettiva-
mente ad §,, §’,, e definite, nella maniera pit generale, dalle equazioni

=5, (u, v), 2=V, (i=1,2....,n)

(le #, 2" essendo funzioni lineari fratte, collo stesso denominatore per ciascun
gruppo, delle coordinate non omogenee di §,, §,), in corrispondenza a due
aree 4, A', semplicemente cohnesse, appartenenti ai piani wo, ' v'. Se le o', v
si possono considerare come funzioni reali, uniformi, finite e derivabili delle
u, v in tal guisa che mentre il punto (u, v) descrive A il punto corrispon-
dente (v, v') descriva tutta 'area A’ e il determinante funzionale delle «’, ¢/
rispetto alle », v non si annulli mai (cioe le funzioni «', ¢’ delle u, v siano
invertibili), diremo che #ra E, E’ (in quanto si considerano omologhi due
punti che provengono da valori corrispondenti dei parametri) intercede una
corrispondenza bmnivow,‘ confinua, prive di ecceziond.

Lo stesso si dird di due falde F, F” se esse sono viferite in modo che
ai punti di un pezzo elementare scelto ad arbitrio entro la prima, corrispon-
dano, nel modo suddetto, i punti di un analogo pezzo della seconda. Due
tali falde si considereranio come equivalenti dal punto di vista della connes-
gione, e si chiameranno hrevemente equivalenti.

Le proprieta che noi considereremo come inerenti alla connessione sa-

(*%) Cio si pud p. es. ricavare, con qualche lieve aggiunta, dalla dimostrazione di Poix-
cank, loco cit. (%), p. L, 4. Si potrebbe dimostrare che nella definizione data sopra rientrano
anche le falde delle superficie algebriche dotate di Uinee multiple ordinarie, ma per ora ¢id
a noi non preme perché ci riserviamo di preeisare in seguito, mediante la risoluzione delle
singolaritd per le superficie razionali, il comportamento di esse di fronte alle proprietd di
vonnessione. Se si volesse estendere la definizione anche alle falde con singolaritda isolate,
hisognerebhe considerare anche il caso che, nelle (1), la matrice funzionale delle x rispetto
alle u, v fosse nulla in qualehe punto dell’area 4. Cfr. H. v. MancoLpT, Die Begriffe « Linie »
und « Flgche» |Encyclopiidie der Math, Wiss., ece., Leipzig, Teubner (1907), II1, , pp. 130-152],
p. 150,
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ranno dunque quelle che sono énvarianti di fronte alle trasformazioni biu-
nivoche suddette (*7).

7. Una prima distinzione fondamentale che ha valore di fronte alle
trasformazioni considerate ed & percio inerente alla connessione, & quella delle
falde in bilatere ed unilatere. Tale distinzione si pud stabilive, seguendo Poix-
cARE (**), mediante considerazioni analitiche connesse alla definizione di falda

{*") La counsiderazione delle proprietd inerenti alla connessione, sotto questo punto di
vista — ch’@ il pilt generale — {rovasi, almeno per superficie finite, in MéBius, Theorie der ele-
mentaren Verwandschafi [Gesammelte Werke, Leipzig, Hirzel (1886)], Bd. II, p. 435, e successi-
vamente in varl Autori, fra cui crediamo di dover citare Jornan, Sur la déformation des sur-
faces |Journal de Mathématiques pures et appliquées (2), X1 (1866), pp. 105-109] che consi~
dera le trasformazioni biunivoche, ecc. (nel campo finito) come equivalenti (per definizione)
alle deformazioni (con estensione), e PoiwncarE, loco cit. (), p. 7-9, che introduce la denomi-
nazione di «homdomorphes » per due superficie o varieta equivalenti nel senso suddetto. Per
il caso di superficie infinite — ch'e poi il nostro, — la distinzione fra il punto di vista pit
generale, ed altri punti di vista particolari, fu messa in luce da Kreiww, Ueber den Zusaimmen-
hang der Flichen [Mathematische Annalen, X1 (1876), pp. 476-482}, pp. 478, 479, che introdusse
la denominazione di assolute per quelle proprietd di connessione che rimangono invariate di
fronte alle trasformazioni pilt generali, e di relative per quelle che non si alterano, soltanto
se si opera con un gruppo particolare di trasformazioni aventi ad es. relazione collo spazio
o con qualche varietd collegata alla data. Cfr. Dyck, Beitrdge zur Analysis Situs [Mathema-
tische Annalen, XXXII (1888), pp. 457-512], p. 457. Sono ad esempio proprieta relative quelle
che si riferiscono al punto di vista proieftivo della connessione, ciod che rimangono invariate
per deformazioni nel campo finito e collineazioni reali e che sono state considerate dallo stesso
Kuein nei lavori Ueber Flichen dritter Ordnung [Mathematische Annalen, VI (1873), pp. bb1-
581] da p. b78 a 981, Bewmerkungen dber den Zusammenhany der Flichen [Mathematische An-
nalen, VII (1874), pp. 549-557]. In relazione a tale punto di vista le falde si possono distin-
guere in dispori, pari con curve dispari e pari senza curve dispari. Cosi ad esempio 1'iper-
boloide ad una falda ed il foro sono due falde pari, di cui la prima confiene curve dispari
(generatrici) e la seconda no; e pertanto esse sono distinte dal punto di vista proiettivo, mentre,
come vedremo, non lo sono dal punto di vista assoluto. Un altro punto di vista, che si po-
trebbe dir metrico, & quello nel quale i punti impropri delle falde si considerano come fron-
tiere, pur rimanendo la possibilitd di poter deformare le falde nel campo finito: ad esso pos-
sono ascriversi i lavori di Severi, Sulla forma delle rigate cubiche [Atti del R. Istituto Ve-
neto di Scienze, Lettere ed Arti, LXIT (1908), pp. 863-879] e Toruri (R.), Sulle proprieta di
connessione delle superficie monoidali [Atti della R. Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche
di Napoli (2). XIV (1910)]. Nel primo di questi lavori si trovano alcuni tipi metrici di rigate
cubiche bilatere, mentre, come si vedra, tali rigate sono, dal punto di vista assoluto. fuite
unilatere,

(**) Loco cit. (). § 8.
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data al n.° 5; perd crediamo ch’essa si renda piu chiara — almeno nel caso
delle superficie — seguendo una via geometrica.

Percio, partendo da un punto P appartenente ad una falda ¥, imagi-
niamo di fissare un verso nel fascio degli elementi lineari che escono da P
ed appartengono ad un determinato intorno di esso; segnandolo per esempio
sopra una piccola curva chiusa — che, seguendo KLEIN, denomineremo indi-
catrice — assimilabile ad un cerchietto che racchiuda nel suo interno P ed
appartenga all’intorno considerato. Al muoversi di P sopra F potremo ima-
ginare che esso si trascini seco 'indicatrice, e che il verso relativo si deduca
per continuitd da quello di partenza.

Supponiamo ora che P si muova lungo una curva chiusa o appartenente
ad F descrivendola tutta una sola volta partendo da una posizione iniziale
e ritornandovi (nel medesimo intorno) (**). 1l verso dell’indicatrice potrd, a
operazione compiuata, coincidere con quello iniziale, ovvero essere invertito.

Se la prima circostanza =i presenta per fwtte le curve chiuse che si pos-
sono tracciare su F, si dird che tale falda & bilalera; se invece per qualche
curva si presenta la seconda circostanza la falda F si dird wnilatera (°°).

Sono importanti alcune proprietd caratteristiche delle falde unilatere, che
si deducono senza difficoltd dalla definizione, e che ci limitiamo ad enunciare:

Il unilatera ogni falda F sulla quale esista una curva chiusa s dotata
della proprietd di invertire un verso fissato inizialmente sulla normale ad F
(o una faccia del piano tangente), quando, dopo aver descritta interamente o,
si ritorni alla posizione di partenza.

Se ¢ ha punti impropri, all’atto del passaggio per ognuno di essi con-
viene scambiare tra loro i due versi della normale, o le due facce del piano
tangente.

E pure unilatera ogni falda la quale contenga un sistema confinuo di

(*) Non crediamo sia il caso di enlrare in dettagli sulla definizione di curva chiusa trac-
ciata su F, avvertendo perd che iutendiamo di includervi anche le curve chiuse énfinite. Vo-
lendo, all’atto del passaggio di P per una posizione impropia, seguire il verso dell’indicatrice,
hasterad riferirsi ad una conveniente trasformata omografica di P.

() E noto che tal distinzione si deve a MéBius, Bestimmuny des Inhalfs eines Polyéders
|Werke, Bd. 1I, pp. 476-512], pp. 483-485, Zur Theorie der Polyéder und Elementarverwandschoft
{Ibid. Bd. IT (Nachlass), pp. 517-659], 1. Einseitige Polyéder, pp. 519-521, IIl. Flichen und Po-
lyéder hiherer Classen, D. 552; perd, come abbiamo sopra accennato, 'uso dell’indicatrice fu
introdotto da KvgiN nella citata Memoria Ueber den Zusammenhang, ecc. dei Math. Ann, XI.
1 primo studio completo sulle superficie unijlatere fu tatto da Dyck nei citati Beitrage.
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curve chiuse secantisi due a due in un numero dispari di punti; in parti-
colare lo & il piano illimitato (proiettivo), in quanto su esso le rette godono
della proprietd anzidetta (*').

Se si taglia una falda unilatera lungo una curva chiusa ¢ dotata della
proprietd di invertire I'indicatrice, la falda acquista un solo orlo in corrispon-
denza a quel taglio; e reciprocamente lungo una curva dotata di siffatta pro-
prietd Vindicatrice s’'inverte, In tale condizione si trovano ad esempio le rette
di un piano in quanto i due bordi (distinti in senso metrico) d’un taglio ese-
gunito lungo una di esse si possono considerare come limiti dei due rami
di un’iperbole, e percid costituiscono un’unice curva chiusa.

8. Alle proprietd di connessione delle superficie composte di una o pii
falde, sono collegati aleuni invarianti numerici (interi) dotati di notevole im-
portanza. Prima di occuparci della loro definizione sarid opportuno spendere
qualche parola intorno ad alcune operazioni di uso corrente nella teoria della
connessione.

Chiamerenio segmento trasversale ogni segmento semplicemente connesso
(cio# deformabile in un segmento rettilineo), privo di nodi, appartenente ad
una falda F e avente gli estremi in due punti di frontiera. Un taglio eseguito
lungo un segmento siffatto si dird faglio trasversale (Querschnitt), di 1.* o 2.2
specie secondo che gli estremi appartengono ad un medesimo orlo 0 a due
orli diversi di F. Si dird invece che in F s’& aperto un buco quando la si
taglia lungo un segmento semplicemente connesso, interno ad essa compresi
gli estremi.

Infine chiameremo taglio chiuso (Riikkerschnitt) ogni taglio eseguito in ¥
lungo una curva chiusa ad essa interna; di 1.* o 2. specie secondo che esso
da origine a due oppure ad un solo orlo, cioé secondo che lungo quella curva

22

il verso dell'indicatrice si conserva ovvero s’inverte (**).

(3} Questa proprietd del piano illimitato fu esplicitamente notata da Kumix in un’osser-
vazione contenuta netla citata Memoria Ueber Flgchen, ecc., dei Math. Ann. VI, relativa ad
un lavoro di ScHrirni, Quand’é che dalla superficie generale di terzo ordine si stacca una
parte che non sia realmente segata da ogni piano veale ? |Annali di Matematica (2), V (1871~
73), pp. 289-295]; e chiarita ulteriormente da ScurirLi, Correzione, ecc. (alla Memoria prece-
dente) [Annali di Matematica (2), VIL (1875-76), pp. 193-196} e dallo stesso Kumix nella citata
.Memoria dei Math. Ann. VII a p. 550.

(22} Si hbadi bene che un taglio chiuso eseguito lungo un circuito riducibile per deforma-
zione eontinua ad un punto non equivale ad un huco in quanto spezza la falda sn eui & ese-
guito in due parti. Cfr. in proposito la Nota (%).
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Premesso cid passiamo a definire tre numeri collegati alle proprietd di
connessione delle superficie: il numero caratteristico o caratteristica K, il ge-
nere p, ordine di connessione Z.

Consideriamo dapprima una falda F su cui si sia tracciata una refe di
un numero finito «, di poligoni (curvilinei), ciascuno dei quali si possa con-
siderare come un pezzo elementare i F, aventi complessivamente «, lati ed «,
vertici. 1l numero intero

K= gy o, 0y, (3)

risulta indipendente dalla rete considerata e si chiama numero caratteristico
o caratteristica della falda I
Se una superficie § & composta di m falde distinte 7, F,, ..., F, avenli
le caratleristiche K,, K,...., K,, st dird earvatteristica di § il numero
m
N == EI KN, ()
somma delle carvattervistiche delle sue parti (privcipio d’addizione delle caraf-
teristiche) (*%).

La carvatteristica d’una superficie S diminuisce di | per effetto d’un fa-
glio trasversale, aumenta di 1 per effeito d’un buco, non si altera per effetlo
d'un taglio chiuso, e inversamente (**).

Ritorniamo ancora alla considerazione d’una falda F, dotata di + orl.
Diremo genere di I il numero intero p che si ricava dalle formole

K=%9p+r—2, per le falde bilatere,

e 5)
K=p-4-v—92  per le falde unilatere(**); ®

(%) Per la definizione stabilita dalla (3) c¢fr. Deny ed HureaArD, Analysis Situs [Encycio-
pidie der Math, Wissenschaften, ecc. (Leipzig, Teubner, {907), 11I,, pp. 153-220], pp. 195-196.
1l numero caratteristico fu definito in altro modo e studiato da Dyck nei citall Beitrige,
dove trovasi enunciato e dimostrato il prineipio d’addizione: va perd notato che il numero K7
di Dycr & eguale e di segno contrario al nostro K.

(#4) Gosi ad es. la ehiusure d’un buco diminuisce di | la earatteristica. Non sara inep-
portuno osservare che se il taglio eseguito stacca da S un pezzo, questo va contato come
parte della superficie 8’ ottenuta. Cosi se si taglia una sfera S lungo un cerchio massimo

dividendola in due pezzi elementari (per ciaseuno dei quali & K= —1) la caratleristica non
si altera a patto che si consideri come superficie S’ I'insieme dei due pezzi. Per la sfera si
ha dunque K=—29, ciod &,--a,=a, - 2 (formola di Eurzro).

(3% Clr. Deax ed Hergaanp, loco cit. (%, p. 199, Dyeg, loco cit. (0%, pp. 477-479, D Paous,
Teoria dei gruppi geometrici e delle corrispondensze che si possono stabilive fra i lovo elementi
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esso risulta eguale al massimo numero dei tagli chiusi non segantisi due a
due che si possono eseguire su F senza spezzarla. Sostituendo nelle (5) il va-
lore di K dato dalle (3) si avranno le formole di KEULERO generalizzate.
Chiameremo infine ordine di connessione d’una superficie § composta di
m falde il numero
Z=K+1, (6)

di guisa che indicando con K,,..., K, le caratteristiche delle singole falde,
con Z,,..., 4, i relativi ordini di connessione si avranno le importanti for-
mole

Z— Y K, 49, (7)
=1

Z—= S Z,—2m—+2 )
=i

e, in particolare per m =1, »r =0 (falde chiuse), tenendo conto delle (5), le
relazioni
Z=2p, per le falde bilatere

Z=1p, per le falde unilatere (**).

[noltre dalle proprieta del numero K e dalle formole secritte segue su-

[Memorie della Societd Italiana delle Scienze (detta dei X1), VII (1890), pp. 82-84|. In questa
Memoria non si trovano le formole (3), ma formole analoghe nelle quali, in luogo di K com-
parisee quello che ['Autore chiama numero fondamentale, ch’e poi il nostro ordine di con-
nessione.

(%) K noto che il concetto e la definizione di ordine di connessione per le falde bilatere
risalgono a Rigmanx che nella Inauguraldissertation (GOttingen, 1851) dal titolo Grundlagen
fitr eine allgemeine Theorie der Functionen einer verdnderlichen complexen Gréssen [Gesam-
melte Mathematische Werke (Leipzig, Teubner, 1876), pp. 3-47] chiama n — m 4 2 volte con-
nessa una falda bilatera aperta che sia divisa in m pezzi da = tagli trasversali. Per le falde
chiuse lo stesso Autore nella Theorie der Abel’schen Funktionen [Werke, pp. 81-135], p. 87, con-
viene di considerare come ordine di connessione il numero 2p -+ 1, ciog quello della falda
aperta che si ottiene dalla data praticandovi un piccolo bueo. Cfr. ApprLL et Goursar, Théorie
des fonctions alyébriques ef de leurs intégrales |Paris, Gauthier Villars, 1895], Cap. V. Una tale
convenzione & da molti punti di vista impropria ed incomoda, e per primo Scarirnr la mo-
dified nella Memoria Ueber die Relationen zivischen den 2p Kreiswegen erster Art und den 2p
ziweiter Art in der Theorie der Abel'schen Funktionen der Herren Clebsch und Gordan [Jour-
nal fitr reine und angewandte Mathematik, LXI (1878), pp. 149-155], Nota a p. 152, assumendo
come ordine di connessione d'una falda chiusa il numero Riemanniano diminuile di una
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bito che: L’ordine di connessione d’una superficie non si altera per effetto
di un taglio chiuso, diminuisce di un’unita per ogni taglio trasversale, ed
aumenta di un’unitd per ogni buco aperto in una falda della superficie.

Sussiste poi la proprietd fondamentale seguente:

Sopra una falda chinsa F, d’ordine di connessione Z, si possono trovare 7
e non meno circuiti chiusi tali che ogni altro circuito chiuso di F' sia omologo
ad una loro combinazione lineare a coefficienti interi (°7).

La dimostrazione di essa, per il caso delle falde bilatere, si conduce a

. . . Z
termine facendo uso del noto modello costituito da -una sfera con F=yp
o

manichi (**); per il caso delle falde unilatere, avremo occasione di occupar-
cene al paragrafo seguente in una discussione che mettera in rilievo alcune
singolari differenze fra le falde bilatere e quelle unilatere.

Enunciamo infine il feorema fondamentale della connessione: Condizione
necessaria e sufficiente affinché due falde, entrambe bilatere od unilatere, siaino
equivalenti, ¢ che abbiano lo slesso numero di orli e lo stesso ordine di con-
nessione (*°).

unitie. Tale modificazione fu accettata e ulteriormente giustificata da KLeiv, Bemerkungen, ecc.
(citata), Nota a p. 550, che chiamd « ungewdhnlich » il nuovo ordine di connessione, Dyck, Bei-
trage, ecc. (citata), pp. 483-485, Nuumann C., Vorlesungen tsiber Riemann’s Theorie der Abel’sche
Integrale [Leipzig, Teubner, 1884], Cap. VII, § 6 e 15. Differisce invece dalle precedenti la de-
finizione di De Paous, loco c¢it. (¥, p. 8%, beuché il suo numero fondamentale coineida col
nostre ordine di connessione; invero questo Autore assume come ordine di conunessione per le
falde chiuse il numero fondamentale auwmentato di due unita. Per il caso delle falde unilatere
I'ordine di connessione fu per la prima volta definito (in modo esplicito) da Dyck nella Me-
moria pilt volte citata, p. 485, in relazione al punto di vista di Kumin-Scurirur (cfr. le cita-
zioni della nota () ch’é quello di ridurre bilatera ogni falda unilatera considerandola come
doppin, cioé contando ogni punto una volta come appartenente ad una faccia, e una seconda
come apparienente all’altra. Tale ordine di connessione 2’ & legato dalla relazione Z'=—2Z—2
{che avremo occasione di considerare in una ulteriore Nota) a quello da noi definito in ae-
cordo colle citate opere di Nrumany, De Paouis. La formola (8) trovasi per la prima velta
nella citata Memoria di ScHLarLi, Ueber, ecc., Nota a p. 152; dimostrazioni di essa (relative
a differenti punti di partenza per la definizione di Z) si trovano nel trattato di NruMasx a
p. 160, teor. VIII e nella Memoria di De Paouis a p. 78-79.

{(#") Per il significato delle locuzioni qui usate rimandiamo al § 3, n.° 11.

(*) Vedi p. es. Severi, Lezioni di Geometria Algebrica [Padova, Draghi (1908)], n.° 79
pp. 272-277.

(*) Questo teorema fu stabilito, per le falde bilatere da Jorpan, loco cit. (%), per quelle
unilatere da Dycg, loco cit. ('), Una dimostrazione indipendente dall’assegnare «a priori»
i modelli delle falde unilatere (come ha fatto il Thyck) pud leggersi nel citato Articolo del-
I’Enciclopedia di Dean ed HeraaarDp.

b
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Osservazione. Non pud sorger dubbio circa la validita di questo teorema
anche per le falde infinite. Invero ogni falda F' di §, puo trasformarsi in una
falda finita F’ ad essa equivalente. Basta percio trasformare F mediante. il
sistema di tutte le quadriche di S,, riferendole, mediante una proiettivitd

I
) , n—+2
reale, agh iperplani di an S, {n m( 9

)~—‘1> in modo che allo §,_, im-
proprio di S, risponda in S, una ipersfera col centro in un punto esterno
ad F e raggio minore della minima distanza di questo punto da F. La F’
si pud poi proiettare in una falda F” finite appartenente allo spazio ordinario;
e non ¢ difficile far vedere che se il centro di proiezione ¢ scelto generica-
mente la falda F" rientra anch’essa (come F” ed F) nella definizione del n.” 5
ed & equivalente ad F'.

LIt PROPRIETA DI CONNESSIONE CONSIDERATE D! FRONTE ALLE TRASFORMAZIONI
GHE INTRODUGONO PUNTI FONDAMENTALL
Trorema pi KLEIN. MopeLLr, OMOLOGIE SULLE FALDE UNILATERE.

9. Veniamo ora a studiare Pinfluenza clie hanno sulla connessione
delle falde quelle trasformazioni che, pur essendo biunivoche senza eccezione
fra glintorni di due punti generici, presentano in punti particolari determi-
nate eccezioni. Per semplicitd di trattazione supporremo, in tutto questo pa-
ragrafo, che si tratti di falde affatto prive di punti multipli, in modo che in
ogni loro punto esista un unico intorno ben determinato.

Si trasformi una falda 7, appartenente ad uno spazio qualunque, me-
diante il sistema di tutte le forme d’ordine sufficientemente elevato apparte-
nentl a quello spazio, ¢ passanti per un punto P di F. Si ofterrd cosi una
falda " 1 punti della quale saranno in corrispondenza biunivoca continua
con quelli di 7, anzi all’intorno di ognt puuto @ di ¥ distinto da D corri-
sponderd senza eccezioni 'intorno d’un punto @' di F’, mentre ai punti di ¥
infinitamente vicini a P nelle diverse direzioni risponderanno su F' punti
d'una eurve chinsa C'. E ¢io in virth di note proprietd sulle quali non ci
sembra sia il caso d’insistere (*°).

(3% Come pure sul fatto che F' rientra nella definizione del n.° 5. Se # ¢ algebrica e priva
di punti multipli, lo & anche F", e in tal caso la cosa & evidente. Cfr. la nota (*9),
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Lo stesso accadra della corrvispondenza tra I¢ ed una falda F, equiva-
lente ad F', e ¢io si esprimerd dicendo che tra I’ ed I, ha luogo una cor-
rispondenza biunivoca continua, dotata (su I7) del puiito fondmmentale (ordi-
nario) P a cui risponde su F, la curva fondameniale (' (omologa di O’ nella
corrispondenza tra I ed F,); ovvero pitt brevemente dicendo che la falda I,
¢ rappresentate sulla falda I dotala del punto fondamentale I

Si costruisea ora una falda F, rappresentata sulla I, dotata del punto
fondamentale P’, a cui corrisponda su ¥ un punto P, che sard infinitamente
vicino a P’ se P, cade sulla curva foundamentale ' di F,. Siavra tra Fed I,
una corrispondenza biunivoca continua dotata, su F, dei due punti fonda-
mentali (distinti od Infinitamente vicini) P, P, a cul corrisponderanno due
curve distinte ¢, C, i F,.

Cosi procedendo arriveremo a cosbruire una falda F,, rappresentate sulla
falda F dotata di m arbitrart punti fondamentali P,, P,,..., P, distinti od
infinitamente vicini, a cui corrispondono su F,, m curve chiuse distinfe
¢, C,..., C,.

Cio6 premesso diremo che (ra due falde F, ® intercede una corrispon-
denza biunivoca continua dotala, su F, dei punti fondamentali P,, P,,.., P,
e su ¢ dei punti fondamentali Q,, @.,..., Q,, se due falde F,, &,, la prima
delle quali sia rappresentata su F dotata dei punti fondamentah 1, P,,.., P,,
la seconda su o dotata dei punti fondamentali Q,, Q., ..., @,, risultano equi-
valenli.

Ora c¢i domandiamo: quale relazione intercede tra gh ordini di connes-
sione di F, &2

Per rispondere alla questione proposta consideriamo il caso pitt semplice
di due falde I, I, legate da una corrispondenza biunivoca continua dotata
su 47 del punto fondamentale P” @ eui corrisponda la curva €, di F,. Siano
7, Z, ¢hi ordini di connessione di F, F,.

Eseguiamo su I, nel punto P, un forellino intinitesimo, ed indichiamo
con I la falda cosi oltenuta. Ad ogui direzione e uscente da P corrispon-
deranno su I’ duwe punli 4, B situati sull'orlo @ generato dal forellino (che
si pud supporre allargato riducendolo ad un circolo finito), e diametralmente
opposti. Tagliamo inollre ¥, lungo C, generando uno o due (nuovi) orli Q,,
e iudichiamo con F’, la falda cosi ottenuta: Ogni punto M di ¢, si scinderd
in due punti affacciati A,, B, appartenenti ad Q,.

St supponga ora che la direzione w ed il punto M siano omologhi nella
corrispondenza che intercede fra F ed F,; allora ad un punto di #’ che si
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muove tendendo ad A corrispondera un punto di F’, che si muoverd ten-
dendo ad uno dei due punti 4,, B,, per esempio ad 4,.

Movendosi con continuitd il punto 4 lungo lorlo Q, anche A4, variera
con continuitd laungo Q,, e poiché 4, B, e analogamente 4,, B, non coin-
cidono mai, cosi mentre 4 descriverd Q ritornando alla posizione di partenza,
A, descriverd Uintera ecurva Q, che risulterd dunque un (solo) orlo in corri-
spondenza biunivoca con Q.

Poiché la corrispondenza biunivoca tra F’ed F', (dedotta da quella tra F
ed F,) non ha eccezioni fuori di © ed Q, e di pili, come abbiamo ora pro-
vato, questi orli si possono porre in corrispondenza biunivoca collegata con
continuitd a quella fra F' ed F’,, cosi F' ed F’, saranno equivalenti.

D’altronde l'ordine di connessione di F’, & eguale a quello di F, (n.° 8)
mentre quello di F’ & (per effetto del forellino) eguale a quello di ¥ aumen-
tato di una unitd; si ha dunque

Z,=7Z-+1.

Per passare da questa formola a quella relativa al caso piut generale,
basta osservare che due falde F' e ¢ legate da una corrispondenza biunivoca
continua dotata di un numero qualunque di punti fondamentali su F e su @,
si possono sempre considerare come estremi d'una successione di falde F,
F.,...,F,®,®, ..., o tali che a due consecutive fra esse si pud ap-
plicare la relazione ora trovata (fatta eccezione per F, e ®, che sono equi-
valenti). Si giunge allora senza difficoltd al seguente teorema (di Krem (*')).

Fra gli ordini di connessione Z, Z, di due falde F,® legate da una cor-
rispondenza biunivoca continua dotata di m punti fondamentali su I e din
su ® ha luogo lo relazione

Z+ =12 +n. 9)

(Y} Bemerkungen, ecc. (citata), pp. 556-5567. La dimostrazione qui esposta & una sempli-
ficazione di quella di Kuein, il quale tratta senz’altro il caso generale, lasciando perd qualche
dubbio per la validita del ragionamento nel caso che esistano punti fondameniali infinita-
mente vicini. Si badi che, volendosi porre dal punto di vista del suddetto Autore, se ® & uni-
latera ed F hilatera, hisogna considerare quest’ultima come insieme di due falde distinte e
contare @ come doppia, ciod porre nella (9) 2Z-—2 in luogo di Z, 2m, 24 invece di m, .
¢ sostituire a Z, 'ordine di connessione Z’; di (Scanarvt) Kuein-Dick. Si ha allora

Z A2 =%7Z—2+ 2m,

ciod Z', =97 — Q2 (efr. la Nota (%%).
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Ritornando ora al caso delle due falde F, F, sopra considerate, osser-
viamo, che, siccome il taglio di F, lungo C, produce un solo orlo Q,, cosi F,
& certo unilatera, il che d’altronde & confermato dal fatto che a piccoli cir-
coletti di F passanti per P vispondono su F, curve d’'un medesimo sistema
continuo segantisi in wur punto. Procedendo analogamente si prova che:

Se tra due falde F, ¢ inlercede wuna corrispondenza bivwnivoca conlinua
dofata di punti fondameniali sulla sola F, la falda ¢ ¢ unilatera.

La stessa conclusione vale se F' contiene qualche punto fondamentale
che non appartenga alle curve fondamentali omologhe dei punti fondamen-
talt di .

10. Stabiliamo ora qualche conseguenza ed applicazione interessante
del teorema dimostrato.

Mediante una proiezione stereografica si puo rappresentare il piano sopra
una sfera dotata di un punto fondamentale. Poiche la sfera & una falda (bi-
latera) d’ordine di connessione 0 (A =-—2, ¢fr. la nota (**)), ne segue che il
piano ha Vordine di connessione 1.

Sia ora @ una falda unilatera chiusa d’ordine di connessione 7, I’ una
falda chiusa qualunque d’ordine di connessione 7 — . Segnati su F m punti
arbitrari (p. es. distinti) P,, P,,..., P, si potrd costruire una falda F, rap-
presentata sulla ¥ dotata di quegli w punti fondamentali. In virth del teorema
precedente e dell’osservazione che lo segue, si conclude che F, & una falda
chiusa unilatera d’ordine di connessione 7, ciog, per il teorema fondamen-
tale, ch’essa & equivalente a ¢. Dunque:

Ogni falda wnilatera chiusa d’ordine di connessione Z si pud rappresen-
tare sopra un'arbitraria falda chiusa d’ordine di connessione Z — m dotata
di m punti fondameniali.

In particolare se m =0, oppure m =1 si ha che:

Ogni falda unilatera chiusa d’ordine di connessione Z si pud rappresen-
tare sopra una sfera dotata di Z punti fondameniali, ovvero sopra un piano
dotato di Z — 1 punti fondamentali.

Se il numero m ha la stessa paritd di Z, in tal guisa che Z— m sia pari,
si pud assumere come F una falda bilatera d’ordine di connessione Z— m,

L 7 — 1w C ey .. s .
cioé una sfera con ) manichi. Il minimo valore possibile per m & 1

se Z & dispari, 2 se Z & pari, e quindi:
Ogni falda unilatera chiusa d’ordine di connessione 7 dispari si puoé rappre-

Z—1 i .
sentare sopra una sfera con 9 manichi dotata di un punio fondamentale.
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Ogni falda unilatera chiusa d’ordine di connessione Z pari st puo rop-

presentare sopra una sfera con Z;Q manichi dotata di due punti fornda-

mentali.

Sia P un punto fondamentale (isolato) della falda F a cui risponda su &
una curva chiusa C. Si imagini forata F nel punto P e allargato il foro in
modo da ridurne il contorno ad un piecolo orlo circolare @ sul quale due
punti diametralmente opposti corrispondono ad un unico punto di €. Si sup-
ponga pol che ogni punto di @ venga portato a coincidere col suo diame-
tralmente opposto in tal guisa che due punti non diametralmente opposti si
riguardino come distinti (altrimenti si ricadrebbe di nuovo nel punto fonda-
mentale P); con tale operazione si sard sostituito a P un sistema di punti
in corrispondenza biunivoca continua con C. mediante il quale si viene a
togliere I'eccezione prodotta dal punto fondamentale P nella corrispondenza
tra F e o. Si dird in tal caso che F ha, in corrispondenza a P, un ihfreccio
di 1.° specie (**).

Possiamo formarci un’idea concreta di esso, imaginando incarvato il cir-
coletto @ come se lo si adattasse sopra una superficie cilindrica, e congiun-
gendo le coppie di punti che su Q erano diametralmente opposti, mediante
segmentl rettilinei ciascuno dei quali si consideri come una linea di pas-
saggio, avendo 'avvertenza di riguardare come distinti i punti eventualmente
comuni a due linee siffatte (*%).

' Da quanto ora si & esposto risulta chiaramente che:

Le falde F precedentemente considerate diventano equivalenti «a ¢ se «ai
punti fondamentali si tmaginano sostituiti altretianti intrecci di 1. specie.

Si possono perd ottenere dei modelli pitt espressivi per le falde unilatere
facendo sparire Peccezione alla corrispondenza tra F e @ prodotta dal punto
fondamentale P a cui corrisponde la curva € di © mediante il seguente pro-
cedimento:

St deformi con continuitd Pintorno di P riducendolo ad una mezza sfe-
retta riunita ad F per il suo circolo massimo D, il quale abbia P come polo;

(*) La denominazione & di Dr Paous, loco cit. (¥), n.° 117, p. 69, ma la considerazione
di tali intrecci, e di altri. detti da Dr Paovis éntrecei di 2.0 specie, & dovuta a Dyck, loco
cit. (17, p. 473.

(**) Questi punti costituiscono una linea doppin che si puod considerare come asse dell’in-
treceio. La presenza d’una qualche singolaritd non si pud evitare perché non esistono falde
unilatere chiuse flnite, prive di singolarita.
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indi, mediante proiezione da P sul piano di D si trasformi la mezza sfera
nella parte di quel piano esterna a D. Si sard cosi sostituito all'intorno del
punto fondamentale un foglio piano = che, dopo conveniente deformazione,
si potrd imaginare riunito ad F mediante un tubo. Al punto fondamentale P,
ciod alla curva C di ¢ corrisponderd la retta impropria di =. Dunque:

Sostituendo- ai punti fondamentali delle falde I' precedentemente conside-
rate, altrettanti fogli piani, ciascuno dei quali sia viunito ad I medianie un
tubo, si ottengono delle falde equivalenti a &,

In particolare se ® ha Tordine di connessione Z dispari, si puo, come

. . . . 7—1 o
abbiam visto, supporre, che F sia una sfera con Zo— maniehi ed un punto
b )

9
fondamentale; operando su questo come precedentemente si giunge, dopo
facili deformazioni, ai modelli seguenti:

Ogni falda wnilatera chinsa d’ordine di connessione 7 dispari ¢ equiva-

!,

lente ad un foglio piaino con wmanichi, oveero allo stesso foglio viunito

9

-

7,

21 . .
ad wna sfera per mezzo di —;5— tubi, oppure ancora ad un piano sormon-

r

-
tato da un ponde « —s5— archi.

Se invece 7 & pari partendo dalla falda bilatera F, d’ordine di connes-
L7
sione —
al risultato seguente:

Ogni falda wnilatera chiusa, d’ordine di connessione Z pari, & equivalenle

] .
= dotata di due punti fondamentali, si arrviva, in modo analogo,

all’insieme di due fogli piani, riunili per mezzo di —- tubi.

Risultati simili si possono stabilire per le falde unilatere dotate di orli.
Cosi ad es. la nota superficie di MoBIUS si pud rappresentare sopra una sfera
dotata di un foro e di un punto fondamentale, ¢io® sopra un elemento piano
(ad es. Parea interna ad una circonferenza) con un punto fondamentale.

11. Ed ora occupiamoci di alcune importanti proprieta dei circuiti chiusi
tracciati sopra una falda unilatera chiusa F, aventi relazione col concetto
d’omologia. Queste proprietd, come parecchie fra quelle gia studiate finora,
non troveranno diretta applicazione nel seguito; perd, siccome le crediamo
nuove, e d’altronde servono a completare 'esposizione dei principali rvisultati
inerenti alla connessione delle superficie, non ¢i ¢ parso inutile dar loro posto
in questa Memoria.

Annali di Matematica, Serie If, Tomo XXIII. 32
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Per lo studio delle proprietd in questione, & assai utile valersi della rap-
presentazione d’una falda unilatera F, d’ordine di connessione Z, sopra una
sfera S dotata di Z punti fondamentali P,, P,,..., Pz, e tener conto del-
l'osservazione seguente: ‘

La condizione necessaria e sufficiente affinché un commino chiuso lrac-
ciato su F inverta Uindicatrice, & che il suo corrispondente su S passi un nu-
mero dispari di volte per i punti fondamentali, la cui veritd consegue subito
dal fatto che quel cammino appartiene ad una famiglia di circuiti chiusi (i cul
corrispondenti su S hanno lo stesso comportamento nei punti fondamentali),
due a due segantisi in un numero dispari di punti.

Se ne deduce p. es. che:

Ogni falda chiusa unilatera F si puo ridurre bilatera mediante un sol ta-
glio chiuso. Esso produce un solo orlo se Uordine di connessione di I' é dis-
pari, due se esso & pari (**).

Basta invero eseguire il taglio lungo un circuito il cui corrispondente
su S passi una volta per tutti i punti fondamentali, ed osservare che ogni
altro circuito chiuso di S il quale non incontra quello gia segnato fuori dei
punti fondamentali, deve passare un numero pari di volte per quei punti.

Rivolgiamoci ora allo studio delle omologie fra cirvcuiti chiusi apparte-
nenti alla nostra falda unilatera F. I anzitutto precisiamo, perché ne vale
la pena, cosa sl debba intendere per circuiti omologhi su F.

Limitiamoci a considerare, cio che del resto non & restrittivo, soltanto
circuiti omologhi a zero. Secondo PoIxcareg (*°) si definisce come tale un cir-
cutto C il quale costituisca la frontiera completa d’una falda ® che sia parle
di F, e si serive ¢ ~ 0.

Nel caso delle falde bilatere si pud anche definire come omologo a zero
an circuito C il quale sia riducibile ad un punto per deformazione conlinua
operata su F (*°), giacche si prova che tal definizione & equivalente alla pre-

(*) Gfr. Deaxy ed Hreeaarp, loco cit., (%), pp. 199-202.

(%) Loco cit. (), § D. Se alle parole wun circuito C il quale si sostituiscono le alire un
circuito C tale chie esso o un suo conveniente multiplo intero (con che si ammette per defini-
zione che dalla omologia m € ~ 0 si tragga € ~ 0) si ottiene un’altra definizione dovuta ullo
stegso Poincanre, Complément a VAnalysis Situs [Rendiconti del Gircolo Matematico di Pa-
lermo, XITL (1899), pp. 9?8‘7)-343], Pp. 285-287.

(3¢) Cfr. p. es. Suvery, loco cit. (%8), p. 273. S'intende che durante la deformazione il circuito
si potra spezzare in pitt parti. Riterremo lecito nel seguito aggiungere a C delle linee per-
corse una volta in un senso e una volta nell’altro, giacché si prova subito che, con ambedue
le definizioni, se & €~ 0, lo & anche il ¢ircuito €' dedotto, e reciprocamente.
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cedente. Per amore di brevitd, non ci tratteniamo sulla dimostrazione, che
del resto & semplice.

Non ci sembra invece privo di interesse dimostrare che le due definizions
non sono equivalenti se la falda F & unilatera.

Allo scopo, premettiamo due osservazioni.

Quando mediante una deformazione continua si vuel ridurre un eircuito ¢
(ovvero un eircuito ottenuto da € coll’aggiunta di linee percorse una volta
in un senso e una nell’altro) ad un punto, le sue intersezioni con un altro
circuito chiuso D debbono, durante la deformazione, sparire due a due. Percio
se 1l numero delle intersezioni di € ¢ D & dispari né C né D possono ri-
dursi per deformazione continua ad un punto..

Supponiamo che il circuito D non inverta lindicatrice, cio¢ che ta-
gliando F lungo D si producano due orli. Rigpetto a D si potranno distin-
guere allora due lati di F (destro e sinistro), attribuendo ad uno di essi quei
punti vicini a D che stanno alla destra di un osservatore il quale disposto
lungo Ja normale ad I (sopra una determinata faccia) guardando un verso
segnato su D, la percorra in quel verso;all’altro lato quelli che stanno alla
sinistra dell’osservatore medesimo.

Sia ora € un circuito chiuso di ¥, P un punto comune a Ce D.

Fissato su € un verso di percorrenza, indichiamo con §(P) l'unitd po-
sitiva o negativa secondo che descrivendo € nel verso fissato si passa in P
dal lato sinistro al lato destro di F rispetto a D, ovvero viceversa; indi po-
niamo con PoiNGarE N (C, D) =¥ S (), la sommatoria essendo estesa a tutti
i punti comuni a C e D.

Ora & evidente che N(C, D) non si altera aggiungendo a C delle linee
percorse una volta in un senso e una nell’altro, ed & facilmente dimostra-
bile che esso non si altera neppure per una deformazione continua di C. In-
vero ¢ ovvio che N (C, D) non muta finche qualcuno dei punti comuni a €
e D non viene a sparire; e d’altronde la scomparsa di un punto P siffatio
non pud effetiuarsi se prima esso non coincide con un analogo punto @ tale
che S(P)=— S(Q).

Da ¢io segue subito che:

Condizione necessaria affinché il circuito C sia riducibile ad un punlo
per deformazione continua é che sia N(C, D) =0 (*").

(*") Poincarg, loco cit. (%), § 9, dimostra, per le falde hilatere, la sufficienza di tal con-
dizione; pero il ragionamento dell’Autore (inteso a provare che se & N(CD)=0 & C ~ 0 nel
senso sopra riportato) non ¢ rigoroso. Vedi la Memoria dello stesso Autore citata (35).
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Consideriamo ora una falda unilatera ¥, d’ordine di connessione 2, rap-
presentata sopra una sfera S dotata i due punti fondamentali P,, P, (Fig. 1)
e su essa un circuito C il cul corrispondente su S, che indicheremo ancora
con C, passi due volte per il puuto fondamentale P,.

Tagliando F lungo € essa si spezza in due parti F’, F” corrispondenti
alla regione non tratteggiata §" ed a quella tratteggiata §”, su ciascuna delle
quali, come si vede dalla figura, C costituisce la frou-
tiera completa. Dunque secondo la definizione di
Poixcarg & C ~ 0.

Si consideri ora un circuito D di Fil cui cor-
rispondente, D, di S passi semplicemente per P, P,,
In virtd d’'un’osservazione precedente possiamo af-
fermare che lungo D lindicatrice non s'invertird, e
dalla figura si trarra subito N(C, D)=9. Percio il
circwito C non & riducibile ad wi punto per defor-
wazione conlinua.

Constatata in tal guisa la non equivalenza delle
due definizioni, sceglieremo per le nostre ricerche
la seconda fra esse, chiamando omologhi due circuiti d’una falda unilatera
quando siano riducibili uno all’altro per deformazione continua operata sulla
falda stessa. Riterremo lecito, quando ¢i tornerd comodo, aggiungere o to-
gliere all’'uno o all’altro dei due circuiti delle linee percorse nei due sensi.

Consideriamo ora una falda unilatera F, d’ordine di connessione Z, rap-
presentata sopra una sfera § dotata di #Z punti fondamentali P,, P,,..., Pg.
Indichiamo con K, un piceolo circolo di S non racchiudente nell’interno al-
cuno dei punti fondamentali e passante per P, con C, il circuilo corrispon-
dente di F. Fissiamo su ciascuno dei K, un verso (in modo p. es. che tutti
i versi siano concordanti su ) a cui corrisponderd su €, un verso che as-
sumeremo come positivo; e proviamo che ogni circuito chiuso Cdi ¥ ¢ omo-
logo ad una combinazione lineare a coefticienti interi (**) di C,, C,,..., Cj,.

Infatti il eircuito K di 8 corrispondente a € si puod facilmente ridurre,
mediante couvenienti linee percorse uua volta in un senso e una nell’altro,
ad una somma di m, cicli del tipo K,, pil m, eicli del tipo K, ,..., pitt my
cicli del tipo Kz, pitt infine m cicli H riducibili su § ad un punto senza tra-
versare P, P,, ..., Pyza cui corrispondono su F cicli omologhi a zero. Poiche

(*%) Per il significato di questa locuzione cfr. Severi, loco cit, (38), p. 273,
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tutti i cicli del tipo K, formano evidentemente un sistema continuo, cosi i
loro corrispondenti su F saranno omologhi (a2 C), e quindi si avrd

C~my, G+, C, + ... 1z Cy, (10)
c. d. d.

Ora domandiamoci: | cicli G, C,,..., Cz sono indipendenti nel senso
che non siano legati da alcuna omologia a coefficienti interi? Per rispondere
a questa domanda consideriamo su S un ciclo H riducibile ad un punto per
deformazione continua senza traversare P, P,,..., Py
e osserviamo che, mediante 2 Z—1 linee percorse
nei due sensi, esso si puod ridurre alla somma di
due circuiti I¥,, pitt due circuiti K, ,..., pit due /
circuiti Ky (cfr. la Fig. 2 per Z=9). Dunque su F (
si ha Yomologia

20, +2C, 4 +2Cs~0, (11) \

la quale prova che i circuiti C,, C,, ..., Cy non sono
indipendenti. Invece Z—1 fra essi, ad esempio
C,,..., Gy sono indipendenti perché posto

C~n, Cyp-+-n, C, -1y 0y

vl"ic‘q 2.

(s, w5 ,,.., 1y interi ed n,==0), indicando con D il ciclo di ¥ che corri-
sponde ad un circuito chiuso di § passante semplicemente per P,, P, (come
nella Fig. 1), cio¢ un circuito omologo a C,+ C,, si ha N(C, D)= n, >0.

Moltiplichiamo ora per 2 i due membri della (10) e sostituiamo nel 2.°
membro in luogo di 2 C, il cireuito ad esso omologo che si ricava dalla (11);
otterremo I'omologia

QC~ 220, C 22, C, - 22, Cy (12)

(in cui si & posto X, =m, —m,), la quale ne dice che il doppio d’ogni cir-
cuito chiuso di F & omologo ad una combinazione lineare a coefficienti pari
det Z—1 circuiti indipendenti C,, C;, ..., C;. Facendo uso di un linguaggio
tolto alla teoria delle superficie algebriche possiamo dire che sulla folda
unilatera F ¢ Z — 1 circwiti indipendenti C,,..., Cz formano una base in-
termediario (*").

(*%) Sevesrl, La base miniing pouwr o totalité des courbes tracées sur une surface algébrique
[Annales de I'fcole Normale Supérieure de Paris, XXV (1908), pp. 449-468]. Se la falda F si
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Possiamo ora domandarci se dalla (12) sia lecito ricavare

Cr 02_%")‘3 Gys+"'+lZCZa (13)

cioe se I cireuiti C,, C,,..., Cz costituiscano su F una base minima. CGid
sarebbe possibile qualora su F la divisione per 2 di un circuito chiuso fosse
un’operazione univoca (rispetto alle relazioni d’omologia); ma noi proveremo
che cio in generale non si verifica.

Inverose il coefficiente m, della (10) & dispari, la (13), tenuto conto della (11)
condurrebbe alla

Gt 4 Cr~ 0
mentre fra i circuiti C,, C,,..., Cz non pud esistere nessuna omologia
vy G410 G+ 4-pz Cz ~ 0, (14)

in cui qualcuno dei coefficienti v sia dispari, perche, se ad es. lo fosse p,,
il circuito del primo membro di (14) si potrebbe ridurre, mediante una de-
formazione, a segare in un numero dispari w, di punti il ciclo C,.

Se ne deducono le seguenti conseguenze:

Anzitutto: Sopra unae falde wnilatera F lo divisione di un circuifo per
un inlero non ¢ operazione univoce. Precisamenle si pu0 provare che, se I'in-
tero & pari, la divisione puo dar luogo a due circuiti distinti. Cosi ad. es,
se F' & un piano (Z==1) il ciclo €, sopra considerato & una retta, e il suo
doppio 2 G, & omologo ad una coniea, la quale si pud anche dividere in due
¢ircuitl omologhi a zero. In tal caso per la (11) si ha 2 C, ~ 0, cioe C, ~ — (;
e invero una retta, mediante una rotazione, pud sovrapporsi a se stessa in-
vertita di senso.

Inoltre: Nessuno dei circuiti C,, C,,..., Cz puo esprimersi come combi-
nazione lineare dei rimanenti; da cui segue che, in generale, nel secondo
membro della (10) non si pud diminuire il numero dei termini e quindi che:

Sulla falda unilatera I' i Z circuiti C,, C,,..., Og costituiscono una base
Mminiina.

considera come doppia, con che, come si é gia osservato, bisogna assumerne Pordine di con-
nessione eguale a 2(Z— 1), si prova che ogni cirenito ehiuso di essa é omologo ad una com-
binazione lineare dei 2(Z — 1) circuiti 2 C,,..., 2Cz, C;, + C,,..., C; 4 Cz che, su F doppia,
sono indipendenti.



Comessatti: Sulla connessione delle superficie razionali reali. 251

»

Sopra una falda hilatera ogni circuito chiuso & notoriamente omologo
ad una combinazione lineare a coefficienti interi delle Z = 2p retrosezioni
Riemanniane, le quali sono indipendenti. Ne segue subito che su quelle falde
la divisione & univoca, ecc.

12. Terminiamo il presente paragrafo coll’esame di un caso particolare.
Sia @ una falda chiusa in corrispondenza biunivoca con una sfera § che
presenti eccezioni (nel campo reale) in tre punti fondamentali P,, P,, P, di S
a cui corrispondono tre curve chiuse C,, C,, C; di ¢ passanti per un punto
fondamentale P corrispondente ad una curva chiusa € di § che passa (sem-
plicemente) per P, P,, P,.

Se p. es. sl proiettano un iperboloide ad una falda I e la sfera § da un
loro punto genervico sopra un piano =, indi si assumono come corrispon-
denti due punti di I, S che siano proiezioni d’'uno stesso punto di =, si viene
ad ottenere, fra I ed S, una corrispondenza che presenta le eccezioni suddette.

Sopra S non si possono tracciare ecireuiti chiusi passanti un numero
dispari di volte per i punti fondamentali e non seganti, fuori di essi, la
curva C; percid @ e bilatera e inoltre, come segue dal teorema’di Kurin, ha
Vordine di connessione 2.

Si polra dunque assumere come modello di ® un toro; percid un iper-
boloide ad wna falda ed un toro sono equivalenti.

Ma si pud andare pitt avanti realizzando una trasformazione birazionale
senza eccezioni (nel campo reale) che muti una nell’altra le due superficie.

St rappresenli invero realmente un toro T sopra un piano = in tal guisa
che alle sezioni piane di T corrisponda il sistema oo® delle quartiche con
due punti base doppi R,, B, reali e quattro punti hase semplici imaginari
(coniugalti due a due). La trasformazione o fra 7' e = avrd come elementi ec-
cezionali, nel campo reale, i punti fondamenltali &,, R, e la retta fondamen-
tale » = B, R, a cui corrisponde un punto (semplice) di 7' ().

{(**y La rappresentazione piana del toro
(# + 2+ B — 1) = L B2 (2% + ),
generato dalla rotazione intorno all’asse 2 d’un circolo di raggio # col piano passante per
I’asse 2 e col centro sul piano z=0 a distanza R dallorigine, ¢ data dalle formole

o m= w—p? p? 0P —2p 7 _2ug pP vt —2pr

=p ud - P2 v? | pf 4 - u-F P‘z vt L P2 4

in cui si ¢ posto p==R . | punti B, B, sono impropri sugli assi w, v e i punti fonda-
mentali imaginari sono u=—£ip, v—= % i\pf—2p7r.

_ 2p7v

T2 R4
vt p

e
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Colle stesse eccezioni nel campo reale si potrd evidentemente rappresen-
tare su = un iperboloide ad una falda 7, mediante una proiezione ¢ da un
suo punto; e la trasformazione birazionale ~ = w ¢~' adempierd all’ufficio ri-
chiesto (*').

§ 4.

CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE RAZIONALT CON UNA FALDA
CIOE RAPPRESENTABILI REALMENTE SUL PIANO.

13. Veniamo ora a trar profitto dai risultati dei paragrafi precedenti
applicandoli a studiare la connessione delle superficie razionali.

Anzitutto, poiché le superficie che considereremo potranno esser dotate
di singolaritd arbitrarie, converra stabilire quale sia la loro influenza sulle
proprietda di connessione.

La convenzione che appar pitt naturale ed alla quale noi c¢i atterremo
(salvo in una breve discussione finale nella quale esamineremo un altro punto
di vista) sard quella di attribuire alle singolarita la stessa influenza che avreb-
bero se fossero risolute, cioe¢ di considerare ogni superficie F come equiva-
lente (dal punto di vista della conmnessione) ad un’altra F, nella quale le
singolaritd siano risolute, che si considerera come modello di F.

Tuttavia per costruire questo modello — cioé per risolvere le singolaritd
di F — la strada non ¢ univocamente determinata, e sorgono in proposito
vari dubbi, a dissipare i quali non sembra sufficiente tener conto dell’av-
vertenza di non introdurre eccezioni estranee alle singolaritc durante la loro
risoluzione.

Sard dunque utile, per evitare al seguito interpretazioni erronee o di-
seutibili, precisare senza ambiguita la costruzione del modello F,.

Partiremo percio dalla rappresentazione piana normale della superficie F,
supponendo che essa presenti il caso a) del Teorema enunciato al n.° 1, e
riservandoci di trattare in seguito brevemente i casi £) y). Indichiamo con }

(** 11 confronto fra l'iperboloide ad una falda ed il toro, dal punto di vista della con-
nessione, istituito in modo erroneo da ScHLAFLI nella citata Memoria Quand’é, ecc., fu ri-
preso da Kremv nei citati lavori dei Math. Ann. VI (pp. 578-581) e VII, p. 552. In quest’ul-
tima Memoria 1'Autore si pone.dal nostro punto di vista e {rova gli stessi risullati.
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il sistema lineare (privo di eurve fondamentali semplici) imagine, sul piano =,
di quello delle sezioni piane od iperpiane di F, con 4,, 4,,..., 4

o

i suol
punti base (punti fondamentali della rappresentazione), con « la trasforma-
zione (di tipo normale) imagine del coniugio di I, in eui ¢ unito M.

Denominiamo sistema L un sistema lineare oo (r = 3) unito in =, prive
di curve fondamentali, avente per punti base impropri 4,, 4,,..., 4, e tale ¢he
fe eurve di esso passanti per un punto gualungue di = {anche infinitamente
vicino ai punti base) non passino di conseguenza per altri punti né abbiano
genere inferiove a quello della genervica 1. Se ¢ & il sistema delle curve
d’ordine abbastanza elevato che passano, con qualehe divezione variabile, per
Ay, Asyy A, e [ C] ] suo corvispondente in =, si pud ad es. soddisfare
alle condizioni imposte ad I mediante il sistema completo ¢ +4- (7,

Stabilendo una proiettivitd fra le curve i I, e gliperpiani di un S, in
modo che all’antiproiettivitd subordinata entro L da = corvisponda il coniugio
di 8, (efr. Foon® 12), 4] piano = st muterd in una superlicie razionale reale 7,,
priva di singolaritd’ che assumeremo come modello di F.

Tale definizione di I, ¢ priva di ambiguitd perché un altro modello F,
costruito cogli stessi eriter? ¢, come ora proveremo, equivalente ad F,.

Invero I'y si coslruird come F,, a partire da un sistema 7/, analogo ad L,
relativo ad un’altra rappresentazione normale di ¥ sopra un piano =, per cui
conserveremo le stesse notazioni della precedente, munite di apice. B da no-
farsi che 1 punti base di ¥ saranno ancora m (K. pag. 31); li indicheremo
con 4\, A'y,..., A

Iidentitd di F induce fra = e #” una trasformazione hirazionale ¢ che
muta « in 7. Gli B punti fondamentali di » su = e = cadranno tutti in
punti base di X e ¥ (F. pag. 31), p.es. in 4,, 4,,..., 4,5 4, 4,,..., 4, e
ad essi corrisponderanno, rispettivamente, su =, = le curve (non fondamentali
per Y, ) O\, C,..., C; C,, C,,..., C,.

Alla trasformazione o, cioe allidentitd di F corrisponde una trasforma-
zione birazionale reale o fra F, ed F',; e si prova subito che essa & priva
di eccezioni (anche nel campo complesso),

[nvero, se P & un punto qualunque di F,, i suo corrispondente @ di = potri:

a) esser generico (nel senso che non abbia le posizioni eccezionali
suddette) ;

b) cadere su qualcuna delle curve C,,..., C,;

c) appartenere — in una determinata direzione — all’intorno d’uno
dei punti 4,,..., 4

"t

et
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Nel caso @) il punto @ di =" omologo di @ in s sard pure generico, e
percid gli corrispondera un punto P’ di F’,; nei casi b) ¢), @ potrd cadere
o nell'intorno d’uno dei punti 4,,..., 4,,, ovvero su una delle curve C',,..., C',.
Dunque il suo corrispondente P’ sard sempre un punfo di F',.

Se il sistema ¥ presenta le eccezioni contemplate nei casi p) y) del Teo-
rema enunciato al n.° 1, la superficie F, si costruisce a partire da un si-
stema L soddisfacente alle condizioni precedenti modificate nel senso che L
abbia per sole curve fondamentali (semplici) le rette che cosi si comportano
rispetto a 3.

La costruzione d’un sistema L siffatto non offre alcuna difficolta.

Osservazioxe. Le condizioni imposte ad L non sono tutte in generale
strettamente necessarie; se p. es. alcuni fra i punti 4,,..., 4,, si corrispon-
dono in = (cioé le curve omologhe su I sono imaginarie coniugate) si puo
togliere ad L I'imposizione di averli come punti base, giacché a noi importa
che su F, sian risolute le singolarita reali di ' senza che si introducano nel
campo reale eccezioni estranee a quelle singolarita. Si possono analogamente
imporre ad L tante quante si vogliono coppie di punti hase corrispondenti in .

Cosi, se F' & un cono quadrico di §,, cioé se ¥ & il sistema reale oc’
delle coniche con due punti hase P,, P, infinitamente vicini, si pud assu-
mere come 1, il sistema reale oo® delle cubiche con un punto doppio in P,,
un punto semplice in P, e due ulteriori punti base imaginari coniugati. F,
& allora una quadrica rigata.

Dunque, per noi, un cono dovra considerarsi come una falda bilatera
d’ordine di connessione 2. Si osservi in proposito che se si considera un os-
servatore eretto sul piano tangente e mobile lungo una generatrice, esso dovra
capovolgerst all’atto del passaggio per il vertice, altrimenti il cono risulterebbe
unilatero. E cio corrisponde alla circostanza che se si sposta sul cono l'indica-
trice facendone scorrere i punti di eguali segmenti sulle generatrici che i
contengono, il verso di essa si inverte, all’atto del passaggio per il vertice,
se 'osservatore guarda sempre la medesima faccia del piano tangente; come
pure all’altra che se sopra un iperboloide ad una falda si considerano due
punti M, N d’uria medesima generatrice, equidistanti dall'intersezione di essa
coll’ellisse di gola, 'angolo « di cui ruota il piano tangente nel passaggio
da M ad N, ha per limite = quando lellisse di gola si restringe indefinita-
mente in modo da tendere al vertice d'un cono.

14. I’ora in poi parlando d’una supertficie F, intenderemo di consi-
derarla sempre come equivalente al modello F,.
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Trattiamo, per primo, del caso in cui F ha una falda, ciog, nella rap-
presentazione normale, = & il coniugio e quindi ¥ (ed L) un sistema reale.
Distinguiamo, secondo il Teorema del n.° I, tre casi:

z) ¥ & privo di curve fondamentali semplici ed ha m punti base, di
cui r reali e 2¢ a coppie imaginari coniugati. L.e eccezioni (nel campo reale)
alla corrispondenza tra il piano = ed 17 cadono soltanto negli » punti base
reali di ¥ che sono fondamentali per essa, mancando affatto su F punti sif-
fatti perche alle curve fondamentalt di Y} (non semplici) rispondono su F in-
torni di punti multipli ehe si mutano in curve sul modello F,. Percio (1.0 9)
F ¢ unilatera ed ha I'ordine di connessione Z = -+ 1. Poiché inoltre (F. n.° 21)
Pinvariante di Zrurnex-Searu I relativo ad F & eguale ad # +24¢— 1, cosi si
hanno le relazioni

IT—Z=20(—1), I4+Z=2(0 +1i), (15)

da cul seguono le
I=Z7Zmod?), Z=I1+2, (16)
il segno = valendo solo quando ¢ =0. I da notarsi che, dato I, esistono

superficie I con una falda, relative a qualunque valore di Z compatibile

colle (16); esse si ottengono assumendo come sistema ¥ quello delle curve

d’ordine abbastanza elevato che passano per r=Z7Z—1 punti reali e per

24=1-+2— 7 coppie di punti imaginari coniugati, generici, del piano =.
¢) Ci sono due sottocasi:

1.9y I due punti fondamentali P,, P, appartenenii alla retta + ch’é
fondamentale (semplice) per Y sono imaginari coniugati, e inoltre ¥ ha altri
24 punti base pure imaginari coniugati. Il modello F, (costruito mediante
le coniche per P,, P,) & una sfera, e percid F' ha Z=0 e I=24 (cfr. F
nota ***) a pag. 30).

2.% P,, P, son reali, e inoltre ¥ ha aliri 2¢ punti base a coppie
imaginari coniugati; F, & un éperboloide ad una falda od un toro e quindi
Fha Z7=29, I=24.

In definitiva valgono sempre le relazioni (16), e di pit si ha

*y

I— 7 =294, 14 7Z=24, se F ¢ del tipo sfera,

15
1—7Z=24—1), I4+Z=2(@—+1), se F & del lipo toro. (15)

y) Siano p,, ps,..., p. e rette fondamentali (semplici) di ¥ uscenti dal
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punto base reale 0, e contenenti rispettivamente i punti base P, P,,..., P,
infinitamente vicini ad 0; fra questi, v, colle relative rette, siano reali, e 2v
a coppie imaginari coniugati. Inoltre ¥ abbia altri » punti base reali, e 24¢
imaginari coniugati. ’

Si ha allora subito I=1r—+ 24, e siccome le eccezioni (nel campo reale)
alla corrispondenza tra = ed F (o F,) cadono, su =, nei v + » -+ 1 punti base
reali, e su F in p punti semplici omologhi delle rette fondamentali, cosi dal
teorema di Krervy si deduce Z=r —+ 2. Valgono quindi anche in questo caso
le (16) e si hanno inoltre le

I—Z=9(—1), I+Z=2(@-+i+1) (15")

Proviamo ora che se » >0, cioée se Z> 2, la superficie ¥ & uuilatera. Invero,
mediante il sistema delle curve d’ordine » abbastanza elevato che hauno in
0 un punto = — 1-plo, e in P,,..., P, punti base semplici, si costruisca una
superficie reale (rigata) ¢ (d’ordine di connessione 2); indi si osservi che
nella corrispondenza reale che resta subordinala tra ¢ ed F dal faito che
ambedue son rappresentate realmente su =, le eccezioni dipendenti dai punti
0, P, e dalle relte p, sono scomparse, mentre rimangono (nel campo reale)
solo quelle dipendenti da » punti fondamentali reali che esistono su ¢. Dunque
(n N F & unilalera.

Sia ora r =10, ¢ciog Z=12; mostriamo che I ¢é bilatera od unilatera se-
condo che v. & dispari o pari. Percio eseguiamo dapprima una trasformazione
quadratica reale del piano = in un altro piano s, assumendo, su =, come
punti fondamentali, O e due punti imaginari coniugati sopra una retta reale a,
non passante per 0. Le eccezioni, nel campo reale, alla corrispondenza fra
s ed I cadranno su a:

In un punto @ corrispoudente ad «;

In » punti (distinti fra loro e da Q) @,, @Q.,..., Q. situati sulla retta
reale # omologa di O e congiunti ad O da v rette fondamentali (semplici)
Uis Qos-oey . (cOrrispondenti a p,, p.,..., pu). Non visono altre curve fonda-
mentali semplici, perche se u & retta fondamentale — il che accade quando
O ¢ punto base proprio per Y — essa noun € semplice (F. pag. 26, Oss. II
e nota *) a pag. 27).

Trasformando mediante proiezione stereografica il piano ¢ in una sfera S
st avranno su questa p cerchi massimi fondamentali o,, o,,..., 0, segantisi
in due punti fondamentali 4, B, e contenenti rispettivamente i punti R,,
R,..... R, pure fondamentali.
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Sia ora C un ciclo chiuso di F che si potra supporre — dopo una even-
tuale deformazione — non passi per i punti (semplici) che corrispondono
ad o, 0,,..., ou.. Il ciclo corrispondente K di § taglierd i cerchi o, solo nei
punti fondamentali, passando « volte per 4, § volte per B, ed #,, ry,..., 1
volte rispettivamente per B,, R,,..., Byu.

Siccome K & chiuso, il numero &, = a + § -+ », dei suol incontri con o,
sard pari, e percio, se p & dispari, risultera pari anche il numero comples-
sivo N dei passaggi di K per i punti fondamentali, che & espresso dalla
formola

I “ .
N=a-+§ 'gi ¥, = .X’ ki — . —1) (@« =4 P).

Se ne dedurrd, in base ad una osservazione del n.° 11, che in tal caso nessun
circuito chiuso di F invertird Iindicatrice, e quindi che # sard bilalera (e
percid, avendo % =2 apparterrd al tipo foro). Invece, se v. & pari, assumendo,
come ¢ lecito, K in guisa che a—-f sia dispari (ad es. a=1, B=1r, =
ry= . =1, =0), N risultera dispari e quindi F sard unilatera.

La conclusione definitiva & che:

L'ordine di connessione 7 d’una superficie razionale reale con una falda
(rappreseniabile realinente sul piano) é legato all’ invariante di ZruTHiN-Seere I
dalle relazioni

Z=1(mod?), O=f=1-2; Iy

e, per ogni dato valore di I esistono superficie del tipo suddetio corrispondenti
o tutti i valori di 7 che son compatibili colle relazioni stesse.

Inoltre :

Tutte le superficie razionali reali con wna falda, aventi Uordine di con-
nessione 7 >2 sono unilatere. I ti)si bilateri si hanno solo per Z=0,2 ¢
rispettivi modelli sono la sfera ed il toro.

Per i modelli delle falde unilatere rimandiamo al paragrafo precedente,
e per qualche esempio allultimo paragrafo di questa Memoria.

Qui termineremo facendo notare che dall’ultimo enunciato si deduce la
seguente:

OsservazioNe. Fra le superficie razionali reali non esistono wmodelli di
Riemanniane aventi il genere superiore ad 1.
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$ 5.

CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE RAZIONALI CON PIU FALDE
APPARTENENTI ALLA I3, II® e [II* ramicrIA.

15. Per studiare la connessione d’una superficie razionale reale F, do-
tata di pit falde, ci atterremo costantemente al criterio di confrontarla con
una superficie @ della sua classe (cioé trasformata birazionale reale di F), la
cul connessione si sappia determinare diretfamente, valendosi p. es. dell’e-
quazione di . La superficie ® si sceglierd in modo che i punti base del si-
stema ¥, relativo alla rappresentazione normale di ¢, che non sono fonda-
mentali per la trasformazione =, non siano wuniti in -, cioé siano due a due
corrispondenti ovvero manchino affatto. La ragione di tal scelta della super-
ficie @ sta principalmente in alcune importanti proprietd che ora ci propo-
niamo di stabilire.

Anzitutto : Due superficie ¢ appartenenti alla stessa classe sono equiva-
lenti dal punio di vista della connessione.

Siano @, ¢ quelle due superficie, ¥, 7, ¥, <" rispettivamente i sistemi li-
neari e le trasformazioni relativi alle loro rappresentazioni normali su =, =",
Possiamo addirittura, per maggior chiarezza, supporre che ¢, ¢ sian due
modelli privi di singolarita relativi alle superficie stesse, in modo che ¥, ¥
siano affatto privi di curve fondamentali e dotati di punti bhase tulti im-
propri. Fra i punti base di ¥ c¢i saranno tutti 1 punti fondamentali di -, a
ciascuno dei quali corrisponderd una curva (non reale) di ¢; gli ulteriori
punti base saranno due a due corrispondenti in 7. Analogamente per Y, ¢'.

Poiche @, ¢ appartengono alla stessa classe, esisterd una trasformazione
birazionale o che mutera + in «'; ed essa indurrd fra ¢ e ¢’ una trasforma-
zione birazionale reale Q.

Se » & 'identitd, cioé se =, ' coincidono, Q & priva di eccezioni nel
campo reale. Invero ad ogni punto reale di ¢ corrisponde su = un punto
unito in = che non & base per ¥ e Y (e che eventualmente potra cadere, in
una direzione unita, nell'intorno di qualcuno dei punti fondamentali di =),
il cui omologo su ¢’ & quindi un punifo reale.

La stessa cosa si pud affermare, né vale la pena di entrare nei dettagli
d’un ragionamento analogo al precedente, se i punti fondamentali di » su
% ¢ % cadono in punti base di ¥ e ¥

2
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Da c¢id segue subito la veritd del teorema enunciato, per le superficie
della II* e III* famiglia. Invero, riferendosi p. es. al primo caso, se & e ¢’
appartengono alla II* famiglia, = e <’ sono trasformazioni di 8.° ordine con
7 punti tripli, ciascuna delle quali lascia unita una rete di cubiche coi 7
punti base generici (F. n.° 37) e quindi priva di curve fondamentali. Poiché
si pud supporre che o muti P'una nell’altra quelle due reti (. § 7, n.° 49),
i suoi punti fondamentali su ciascuno dei due piani cadranno tutti in punti
base delle reti stesse, che son fondamentali per =, ¢, e quindi base per ¥, .

Il caso delle superficie appartenenti alla I* famiglia domanda una di-
scussione piu accurata. Ricordiamo (F. § 6, 7) che allora ~ & una trasforma-
zione d’ordine m + 1 con un punto fondamentale m-plo O e 2m punti fon-
damentali semplici P, (i =1, 2,..., 2m) aventi ordinatamente per omologhe
le rette p,= 0 P,. Su ciascuna delle rette reali (supposto, come & lecito, che
lo sia 0) del fascio 0 la ~ subordina un’antiproiettivitd involutoria, che pud
esser dolata di (infiniti) punti uniti, oppure no; e le rette per cui vale la
prima delle due proprietd son tutte quelle che cadono entro m angoli com-
pleti non adiacenti, ciascuno dei quali & determinato da due rette fonda-
mentali consecutive; per esempio negli angoli o, ==p,,_, p,, (i=1, 2,..., m).
All’insieme dei punti uniti che cadono entro l'angolo «, rispondono i punti
(reali) di ana fra le m falde di ¢, che denoteremo con 4,. Adotteremo le
stesse lettere, munite di apice, per la trasformazione <’ e la superficie ¢, te-
nendo conto del fatto che i due gruppi di rette p,, p’; son proiettivi (F. n.° 47),
e attribuendo lo stesso indice a due rette corrispondenti in tale proiettivita .

Ricordianmio ancora che si pud sempre costruire una trasformazione bi-
razionale o, la quale muti =~ in <’ subordinando fra i faseci 0, 0" la proietti-
vita 5. Se P ¢ un punto fondamentale di o, su =, la retta p’ del fascio 0
corrispondente ad O P in ¢ sard fondamentale (per w) su =', e conterrd un
punto fondamentale @' a cui corrispondera la retta g= 0 P (*).

(**) T punti e le rette fondamentali di e si possono supporre distinti. Se le equazioni di
7, 7 su w(x, ), (X, Y) sono (F. n.° 48)

=7, y=C@YTB@® . oy g oy @ YEB )
Cx)y—a(x) C(X)Y—da (X)

conaa--BC=a a--RBC, si pud prendere come o la trasformazione

B @)y

X= s Y= — — )
YT e—a@) s+ BE
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Consideriamo ora la trasformazione reale @ indotta fra ¢ ¢ @' da w. Essa
non avra eccezioni fra quei punti di ¢ e @ a cui corrispondono, su = e =,
punti non fondamentali per o e non appartenenti alle rette fondamentali;
ma ne presenterd invece in corrispondenza ai punti e alle rette fondamen-
tali di w.

Se p. e. entro 'angolo «, esiste il solo punto fondamentale unito P (e
quindi entro «, il punto @), la @ trasformera biunivocamente la falda 4,
nella falda 4, e le eccezioni alla biunivocitd della corrispondenza (fra 4,
ed 4')) cadranno soloin due punti M, M"di 4,, 4, a cui corrisponderanno
due curve chiuse m', m, passanti rispettivamente per M’ 1.

Se ne deduce immediatamente, per il teorema di KLy, che 4,, A', hanno
lo stesso ordine di connessione. Inoltre poiche il circuito m & omologo a
zero su 4, in quanto, facendo variare la retta ¢ entro I'angolo «, tendendo
a p,, m st deforma tendendo ad un punto, corrispondente all’'unica direzione
unita uscente da P, (ch’é quella di p,), cosi ogni ciclo chiuso di 4, taglierd m
in un numero pari di punti.

Ne segue che, se 4, & bilatera, non potra essere A’, unilatera, perche
ad un ecircuito chiuso ¢’ di 4', che invertisse I'indicatrice, e non passasse,
come si pud supporre, per M',, dovrebbe rispondere su an un ciclo chiuso ¢
non segante m fuori di M e passante ivi un numero dispari di volte. Dun-
que 4,, 4, saranno entrambe unilatere o bilatere e percio equivalenti.

Dal teorema ora dimostrato si trae, con agevoli deduzioni, importante
conseguenza:

Ogni superficie razionale reale I con pin falde si puo rappresentare sopra
una qualungque superficie & dello sua classe dolate di un numero v di punti
fondamentali (reali), eguale a quello dei punti base del sistema ¥ relativo alla
rappresentazione piana normale di I, che sono uniti nella {rasformmazione .

Infatti, partendo dalla rappresentazione normale di F sopra un piano =,
st costruisca, mediante un sistema lineare L privo di curve fondamentali,
unito nella + relativa ad F e avente i punti base solo in punti fondamentali
di =, una superficie . La trasformazione birazionale reale fra F e @ in cui
si corrispondono due punti rappresentati dallo stesso punto di %, non ha
eccezioni (nel campo reale) altro che in corrispondenza agli » punti base

le eni rette fondamentali su 7 sono B(x) B'(x)=0. Se le radici di questa equazione non sono
distinte bastera prima trasformare * (ed eventualmente r') mediante una proiettivita del tipo
x'=a, y'=2ty +p, e si raggiangera lo scopo.
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di ¥ (non fondamentali per v} che sono uniti in =; a questi punti rispondono
su ¢ altrettanti punti fondamentali reali aventi per omologhe r curve chiuse
di 7.

Poiche d’altronde tutte le superficie ¢ d’una classe sono equivalenti, ne
segue che la stessa relazione si pud porre tra F e una qualinque .

Supponiamo ora che le falde di F siano tutte bilatere: dovra allora es-
sere 7 =0, perché la presenza di punti fondamentali reali su qualche falda
di @ porterebbe di conseguenza T'unilateralitd della falda covrispondente di F.
Percid sard F equivalente a #; donde il notevole criterio:

Se fra le superficie d’una classe ve p’é una le cui falde sono tuile bilatere,
essa & una superficie o.

Ed ora passiamo a studiare separatamente la connessione delle super-
ficie appartenenti alle tre famiglie.

16. " famiglia. Partendo da una qualunque superficie F, con i falde,
costruiamone una trasformata reale le cui falde siano tutte bilatere. Percid
deduciamo anzitutto da F, mediante trasformazione birazionale veale, una
superficie F’, avente equazione del tipo

¢ = [ (wy), (17)
=0 essendo una curva d’ordine 2n dotala di un punto 2n —2plo 0 e di
2an langenti veali di 1% specie (cioe tali che lungo esse [ & negaliva) uscenti
da O(F. nt 27, 31, 32). Indi osserviamo che se

2 (m/ yl} Fﬁ(ml y’}
L == e g e e
v@y) VT

sono le equazioni d’'una trasformazione birazionale reale fra il piano xzy ed
il piano «'¥, la superficie

= fa(xy), B(x'y)),

si ottiene dalla (17) mediante la trasformazione hirazionale reale

’

o &
w:‘:“- ’ y:£‘ z_——'.— ki ;

1t Y ¥

e che percid sard lecito, per il nostro scopo, sostituire nella (17) in hiogo
di f(xey) il 1. memhro ¢ (xy) dellequazione ’una curva che si ottenga da
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=0 mediante una trasformazione cremoniana reale, preso con un segno de-
terminato (*°).

Ora, mandando con una proiettivita reale il punto O all’infinito sull’asse g,
si otterrd da f==0 la curva

o (@) y* +b (@) y 4o (@) =0, (18)
e da essa mediante la trasformazione reale

X:.’I}, Y=9€!zg+b,
si passera alla
Y*=D(X) [D=b"—4ac] (19)

Poiché possiamo supporre (F. n.®27) che la curva f=0 e quindi anche
la (18) sia priva di punti doppi (tal supposizione non & perd qui strettamente
necessaria), le radiei di D(X)=0 saran distinte e fra esse alcune saranno
certo reali perché esistono tangenti reali di f=10 uscenti da 0. Ne segue
che per qualche valore ¢ di X sard D (a)<C0, e quindi, se v & ordine di D,
mediante la trasformazione reale

_ax+1

X=2%T1 y_Y
€x ah

(2p=v se v & parl, =v—1 se v & dispari), si passerd in definitiva alla
curva
y=A (93)’ (QO)

A essendo un polinomio d’ordine pari, ¢ radici distinte (fra cui alcune reali)
tale che A (o00) <0,

Ogni superficie F della I* famiglia con m > 1 falde sard quindi trasfor-
mabile realmente in una superficie avente equazione del tipo

g = (y" —a(w), (21)

in cui il segno & ancora da determinarsi.
Per studiare la forma della curva y* = 4 (), consideriamo, come & lecito,
due radici reali consecutive a,b di A (x) =0 tali che sia @ <Cb e inoltre, per s

(**) Insomma delle due superficie 22=p (xy), 2= —¢ (zy) che non si equivalgono per
trasformazioni birazionali reali (cfr. F. nota **) a p. 36) una sola & equivalente in uel senso
alla (17).
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positivo e convenientemente piccolo N (a--2)<C0, A(b-f-¢)>0. Il polinomio a
sard positivo in tutto il segmento a, b dell'asse « ¢ percio ai punti di esso
corrisponderanno due valori reali e finili di y eguali e di segno opposto,
in tal guisa che al variave di  nel segmento ab il punto @« y descriverd un
ramo (reale) della curva y* = A (&) chiuso, privo di singolaritd, tangente in
« e b alle rette x =a, =10 e racchindente un’area 4 semplicemente con-
nessa (Fig, 3). La curva y* = 4 (%) risulterd ¢ om-
posta da un certo numero h di rami siffatti, di-
stinti, e situati tutti al finifo perche ¢ A (o0) << 0. Y

Ora osserviamo che il polinomio y* — 4 (x)
¢ negativo entro tutle le aree d, positivo nel-
Punice regione piana K esterna a quelle aree.
Percid se nella (21) si scegliesse il segno -+ ad
ogni punto di £ risponderebbero due punti reali
della superficie rappresentata, che verrebbero
a coincidere quando il punto cade sul contorno
di R. Quindi la superficie stessa avrebbe wna
sola falda. Iig 3.

Siccome F, e quindi anche la superficie tras-
formata che si ottiene dalla (21) per una conveniente scelta del segno, ha
m>1 falde, cosi nella (21) bisognerd scegliere il segno - ; ed allora ad ogni
punto di una delle aree 4 risponderanno due punti reali della superficie che
in corrispondenza ad A4 descriveranno una falda chiusa, priva di singolarit,
bilatera e del tipo sfera. Sara dunque L =m, e si concluderd che:

In ogni classe di superficie della I famiglia con m falde, esiste una su-
perficie ¢ di equazione

&+t =A (),

colle falde tutle bilatere e d’ordine di connessione 0,

L’ordine di connessione di ® sard dunque per la (8) eguale a — 2m - 2.

Ritorniamo ora a considerare una qualunque superficie F della 1* fa-
miglia con m falde 4,, 4,,..., 4,;; 1 sistema ¥ relativo alla sua rappresen-
tazione piana normale abbia 2si -+ 1724 punti base, di cui 2m <1
nei punti fondamentali di v, r uniti in = e 24 due a due corrispondenti. Sara
IT=2%m-+r-+ 24, e siccome in virth d’'un teorema del numero precedente
si pud stabilire, tra F e la superficie ¢ (della sua classe) ora costruita, una
corrispondenza biunivoca continua, ecc., dotata di eccezioni solo in r punti
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fondamentali su &, cosi Pordine di connessione Z di F risulterd per il tfeo-
rema di Kugix (), eguale ad » — 2w 4 2. Dunque avremo

I —Z=20m+i—1), I+7Z=2@r+i+1), (22)

da cui segue
Z =1 (mod 2), Z=1-—4%m-+2, (23)

il segno = valendo soltanto se i==0. Se son dali i valori di m, I, Z, com-
patibili colle (28) ¢ colla condizione che I, 7 non siano inferiori ai rispettivi
valori minimi 2m (F. Teor. VI), — 2 -+ 2, esistono, in ogni classe di su-
perficie della 1* famiglia con m falde, delle superficie a cui competono quel
valori di 1 e Z. Esse si costruiscono partendo da un sistema ¥, privo di curve
fondamentali, ecc., unito in una trasformazione < di tipo normale relativa a
quella classe, e dotato di punti base nei punti fondamentali di =, in » punti
uniti, e in ¢ coppie di punti corrispondenti in 7; i valoridi ¢ ed r essendo
dati dalle formole

r=27Z-+%2m—2, i:»{%"{_(r_*_l)’
che si traggono dalle (22). Anzi, distribuendo convenientemente gli » punti
hase uniti negli m angoli «,, «,,..., «, (cfr. num. prec.) a cui corrispondono
le e falde d’ogni superficie di quella classe (in particolare di @), possiamo
fare in modo che gl ordini di connessione z,, #,,..., 2z, delle falde apparte-
nenti alla costruenda superficie assumano gqualunque valore (= 0) compati-
"

hile col dato Z ¢ colla formola Z= _Elz,.w_ﬁ’.m—}—"_’-. Dunque, in definitiva
=
si ha il feorema:
Lordine di connessione Z= 1{_’; zi—2m 4+ 2 d'une superficie razionale
i==
reale dello 1" famiglia, dolate diwm falde A,, 4,,..., 4, aventi gli ordini di
connessione rispettivamente eguali « z,, #.,..., z,, ¢ legato allinvarionte di

ZEUTHEN-SEGRE (= 2m) dalle relazioini
7 =1I(mod 2), —2m+2=Z=1—4m—+2; (1)

e, per un dato valore di m ed 1 (= 2m), esistono in ogni classe, superficie

(**) Che, come si ricava subito dalle (9), (8) vale anche per superficie con pit falde.
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corrispondenti « tutli ¢ valori di z,, 2,,..., z,, teli che il relativo Z sia com-
patibile colle relazioni stesse.

Si osservi ora che se » >0, cioe Z> — 2m + 2, esistono certo su qual-
che falda di @ punti fondamentali per la corrispondenza tra ¢ ed F, e che
percio le falde corrispondenti di F sono unilatere. Se ne dedurra facil-
mente che:

Le superficie della 1 famiglia con i falde aventi Uordine di connessione
A>—2m -2 possiedono almeno una folda wnilatera e la somma degli o1-
dini di connessione di tali falde ¢ eguale a Z+-2m — 2. Al valor minimo
Z = —%m + 2 corrispondono invece superficie con lutte le falde bilatere (d’or-
dine di connessione 0).

In particolare, poiché in virtt delle (I1) il valor minimo di Z ¢ raggiunto
solo se I & pari si ha che:

Tutte le superficie della 1" famiglia con piit falde ed invariante I dispari
hanno almeno una falda wnilatera.

17. I1* famiglia. Ogni superficie F di essa & trasformabile realmente
nella superticie

& =f(xy), (24)

f=10 essendo una quartica di genere 3, dotata di 4 rami reali racchiudent:
ciaseuno un’area. semplicemente connessa nell'interno della quale f & positivo
(K. n.° 83). Dunque, ragionando come al numero precedente, si vede che la
superficie (24) ha quattro falde hilatere d’ordine di connessione 0, cioé che
essa ¢ una superficie d. 11 suo ordine di connessione risulta, per la (8), eguale
a — 0.

Se dunque il sistema ¥ relativo alla rappresentazione piana normale di
F ha dei punti base, oltreché nei 7 punti fondamentali di r, anche in » punti
uniti e in 2¢ punti corrispondenti in 7, si avrd, ragionando come preceden-
temente, I=r+2i+4 6, Z=1r— 6, e quindi

I—Z=2(—+6), I+Z=9(r-+1), (25)
da cui segue
Z=1(mod?2), z=TJ—19. (26)

Di qui, come al num. prec., si dedurra senza difficoltd che:

4
L’ordine di connessione Z =Y, z, — 6 d’una superficie razionale reale della

i=1

II" famiglia, dotata di 4 falde 4,,..., 4, aventi gli ordini di connessione



266 Comessatti: Sulle connessione delle superficie razionali reali.

rispettivamente eguali a z,,..., z,, ¢ legato all'invariante di ZEUTHEN-SEGRE
I(=6) dalle relazioni

Z=1(mod?2), —6=2Z=TI—19, (L)

e, per un dato valore di I, esistono, in ogni classe di quella famiglia, super-
ficie corrispondenti a tutti i valori di z,,..., 2, tali che Z risulti compatibile
colle relazioni stesse.

Le superficie della 11* famiglic aventi Uordine di connessione 7 7>-—10
possiedono alineno una falda unilatera e la somma degli ordini di connessione
di tali falde é eguale a 7 + 6. Al valor minimo 7= — 6 corrispondono invece
superficie con hutte le falde bilatere (d’ordine di connessione 0).

Tutte le superficie della I1¢ famiglia con invariante I dispari hawio al-
meno una folda unilatera.

18. IIT* famiglia. Ogni superficie F' di essa si pud rappresentare dop-
piamente sopra un cono quadrico reale T', con sestica di diramazione dotata
di cinque rami reali, Di questi rami uno & dispari (rispetto alle generatrici)
e gl altri quattro pari; e questi stanno tutti in una fra le due regioni de-
terminate dal ramo dispari e dal vertice. Alle quattro aree semplicemente
connesse racchiuse dai rami pari, e a quella fra le regioni determinate dal
ramo dispari e dal vertice che non contiene i rami pari rispondono le cinque
falde di F (F. n. 34, 35, 36).

Proiettando il cono I' da un suo punto sopra un piano xy, si ricava
che F pud rappresentarsi doppiamente su quel piano, con sestica di dirama-
zione dotata di due punti tripli infinitamente vicini. Scegliendo il centro di
proiezione nella regione in cui stanno i rami pari, sopra una generafrice
che non li incontri, si vede che la sestica del
piano x4 ha cinque rami pari «, b, ¢, d, e
racchiudenti ciascuno un’area semplicemente
connessa ed esterni uno all’ altro (Fig. 4);
alle cinque arvee o, f, v, 3, ¢ (tratteggiate nella
FFig. %) corrispondono le cinque falde di I’ ¢
di qualunque sua trasformata reale.

Sicche detta f(xy)=0 lequazione della
sestica potremo, col solito procedimento, tras-
formare realmente F nella superficie

&= [(xy) (27)
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e in tale equazione il segno del 2. membro risulterd determinato in modo
che f sia positivo nelle cinque regioni «, £, y, 9, ¢, a cui corvisponderanno
le cinque falde 4, B, C, D, E della superficie (27).

Sia ora @ il ramo di f= 0 ch’eé proiézione del ramo dispari appartenente
a I, 0 la traccia della generatrice di I' che passa per il centro di proiezione.
Il punto O sard semplice, come singolaritd reale del ramo a, ma sard invece
triplo, con un analogo punto infinitamente vicino, come singolarita (com-
plessa) di f= 0. La superficie (27) ha in O un punto doppio uniplanare spe-
ciale ed & priva di altre singolarita, sia reali che complesse, situate al finito
(mentre in z = oc ha un punto singolare reale isolato).

Sicehe le quatiro falde B, C, D, K saranno finite, chiuse, prive di sin-
golarita, hilatere e del tipo sfera; ma lo stesso non si potrd affermare della
falda 4 pure finita e chiusa finché non si delermini Pinfluenza che ha sulla
sua connessione la singolavild esistente in 0.

Nel seguito sara provato che la falda 4 ¢ wwnilatera ed ha Uordine i
connessione 1, cio¢ che cosi si comporla in un qualunque modello della su-
perficie (27) nel quale la singolarita sia visolla. Trallandosi di un’interessante
applicazione dei metodi di questa Memoria ei riserviamo di trattar]a in un
apposito paragrafo in cui, mediante la rappresentazione piana normale, pro-
veremo ancora che la (27) é wuna superficie ®. Fssa ha Vordine di connes-
sione 04-0-4-04-04+1 —104-2=—17.

Ammessa per ora come vera la proprietd enunciata, ne seguird che ogni
superficie I della stessa classe di quella @ si puo rappresentare sulla ¢ dotata
di un certo numero » (= 0) di punti fondamentali, e quindi che:

Ogni superficie della TIT" famiglia possiede una ed una sola folda (uni-
latera) che non si puo ridurre bilatera mediante una Irasformazione reale.

gssa sl chiamera la falda singolare della superficie.

Consideriamo ora la rappresentazione piana normale della superficie F,
e supponiamo che il relativo sistema ¥ abbia 8 +r 24 punti base, di cul
8 nei punti fondamentali di =, » uniti e 24 a coppie corrispondenti in =. Si

avra I=r-+424i-7, e, tenendo conto della rappresentazione di F su o,
Z =r — 7; quindi

I1—Z=23G@+17), I+4+Z=2(@-1), (28)
cioe
Z=1(mod 2), Z=1I--14 (29)

Ragionando nel solito modo e tenendo presente che, se si vuol costruire
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una superficie F corrispondente a valori dati di I e Z compatibili colle (29),
si possono disporre arbitrariamente gli + punti base uniti di § in tal guisa
che i corrispondenti punti fondamentali di ® sian distribuili su eiascuna delle
falde in numero prefissato, ma che perd, comunque si operi, I'ordine di con-
nessione della falda singolare rimane sempre > 1, si giunge alla conclusione
segueute :

L’ordine di connessione 7= A}I_,:lz,.—S d’una superficie razionale reale

=

della IIT" famiglio, dotatae di 5 falde 4,,..., 4, aventi gli ordint di connes-
sione rispettivamente eguali a z,,..., z,, ¢ legato all'invariante di ZRUTHEN-
Suere I (=7) dalle relazioni

Z=1(mod?), —T=7=1I—14 (V)

e, per wn dato valove di I, esistono, in ogni classe di quella famiglia, super-
ficie corrispondenti a tulti i valori di z,,..., z, tali che Z risulli compatibile
colle relazioni suddelle, e, se 4, ¢ la falda singolare, sia z, = 1.

Tutte le superficie della I11° fawmiglia hanno gualche falda wuwilalera, e
la. somana degli ordini di connessione di tali falde é eguale a Z 8. Al valor
minimo 7 = — T corrispondono superficie con 4 falde bilatere (d'ordine di
connessione 0) ed una unilatera (’ordine di connessione 1).

Osserviamo infine che i due caratteri Z ed I relativi ad una superficie
razionale reale I7 variano in modo diverso al variare di » ed ¢, come con-
segue dalle formole assegnate; tanto che la loro variazione, purché compa-
tibile colle disuguaglianze assegnate, si conserva indipendente. Vedremo nel
prossimo paragrafo come si possa trovare un ferzo carattere dipendente dalle
proprietd reali della superficie F, che si esprime mediante » ed 4, e che varia
con essi in modo diverso da I e Z. L’eliminazione di r ed ¢ c¢i condurrd al-
lora ad una importante relazione.

§ 6.
[L NUMERO BASE REALE p. RELAZIONE FRA 1 CARATTERI I, Z € 7.

19. Diremo che 3 curve reali C,, C,,.... Cg, appartenenti ad una su-
perficie algebrica reale F' costituiscono su essa una base per le curve reall,
0, pitt semplicemente, una base reale, se:
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1.° Esse sono algebricamente indipendenti;
2.2 Ogni altra curva reale di F & algebricamente legata ad esse (**).

Il numero ¢, che risulta ovviamente indipendente dalle curve che costi-
tuiscono la base, si dird il numero base reale della superficie F.

Nel caso delle superficie regolari -— in particolare razionali — due o piu
curve algebricamente dipendenti o indipendenti, lo sono, come & ben noto,
anche linearmente. E questo il caso in cui noi ci troveremo.

Incominciamo collo studiare qual relazione interceda fra i numeri base
reali g,, ¢, di due superticie algebriche reali ®, F' fra cui interceda una tras-
formazione birazionale reale, priva di punti fondamentali su F e dotata su ¢ di
m = r - 24 punii fondamentali, Fra questi, i punti P,, P,,..., P, sian rveali,
e i punti @,, @', Q. Q%,..., @,, ¢, due a due imaginari coniugati. Indichiamo
con C,, Cy,..., C., D, D, Dy, D,,..., D, D', le carve corrispondenti di F,
con By, B,,..., By le curve reali che costituiscono una base su @, con
E,, Es,..., Eg le corrispondenti su 1.

Ogni curva rveale K di I, essendo la trasformata d’una curva reale di @
passante con certe molteplicitd per i punti fondamentali, sard linearmente
legata alle curve indipendenti (*°) I, K,,.... By, C,, C.,..., C., D,, IV,,...,
D,, D', da una relazione del tipo

mRK=e K +e K+ +egBEzg+e¢ C—+¢,C+--c C+
—- (l| DI —+ dl: D’l RS (]i -D; + ’l,/ D’i;
e quindi anche dalla relazione
mRK=e B +eFE,+- - -+eyE;+40¢C o0, C+4 - -40¢.C
_+_ (ZI 'Dll _}" d'lt Dx e + d; D'i +d'1‘ Di 4
che si ottiene operando sui due membri della precedente colla trasforma-
zione di coniugio di F.
Si avrd dunque sottraendo membro a membro
(di—d )Y (D, — D)+ +Ad,~—d")(D,— D"}) =0,
¢ quindi, per Uindipendenza delle curve D,
d=d, ,....d=d,;
(*%) Per il significato delle locuzioni qui usate efr. Severi, Sulla totalitt delle curve trac-

ciate sopra una superficie algebrica [Mathematische Annalen, Bd. LXIT (1906), pp. 194225],
(*¢) Severi, loco cit. (%), § 7.
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A
&

e percio la prima relazione scritta diverra
mK=e FE e B, + - -+ e Ey ¢ C,+---—+e¢ C,+
-+ d1 (D1 -+ Dlx) R di (D.' + D':'),

da cui segue che le curve reali linearmente indipendenti
E,, E.,..., Eg, C,, C,,..., C., D,+ D, D,+ Ds,..., D, D',
costituiscono una base reale su F. Se ne deduce la cercata relazione
T =0+ (30)

Nulla importa per la validita di essa che i punti fondamentali di ¢ sian
distinti o infinitamente vicini; per persuadersene hasta osservare che la cor-
rispondenza tra ¢ ed F puo, coll'introduzione di superficie ausiliarie, esser
decomposta in una successione di corrispondenze in ciascuna delle quali si
introduca un sol punto fondamentale.

Applichiamo ora la formola (30) a determinare il numero p per Llutte
le superficie razionali reali, dando ai numeri » ed 4, caso per caso, i signi-
ficati loro attribuiti nei due paragrafi precedenti.

Superficie con una falda.

Caso «). Assumendo come ¢ un piano reale (3 =1), si ha subito

i

T=r4+i+1 (31)

Caso £). F & rappresentabile sopra una quadrica reale @, ellittica o iper-
bolica, secondo che F ¢ del tipo sfera o del tipo toro, dotata di 24 punti
fondamentali due a due imaginari coniugati. Detto g, il numero base di ¢
si ha dunque o =7p, 4.

Ora su ¢-la base dal punto di vista complesso & costituita da due ge-
neratrici g¢,, g, appartenenti a schiere diverse, e per ogni curva D di ¢ (trat-
tandosi di base minima) si ha

D=ag,+bg, (@, b interi). (32)

Se ¢ & iperbolica g, e g, son reali, e percid g, =2; invece, se ¢ & ellit-
tica g, e g, si possono supporre imaginarie coniugate, e allora, operando sui
due membri della (32) colla trasformazione di coniugio di ¢ si trae subito

che a = b, cioé che su ¢ la base & costituita dall’unica curva reale (sezione
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piana) g, +g,. Dunque in tal caso p, =1, e quindi in definitiva

=i+ 1 se I'é del tipo sfera: (33)
313
=i+2 se F ¢ del tipo toro.

o
l

Caso v). Sia ® una superticie corrispondente ad r=+¢=0, cioe tale
che il sistema lineare reale imagine, sul piano =, di quello delle sezioni piane
od iperpiane di ¢ abbia i punti base solo in 0, P,, P,,..., P, e per curve
fondamentali (semplici) solo le rette p,, p,,..., p, (efr. 0.° 14 y)). 1l suo nu-
mero hase (complesso) p, & eguale a 2, come si ricava subito confrontando
%= e ¢ colla superficie rigata le cui sezioni piane od iperpiane hanuo per
imagine su = le curve d’ordine » ahbastanza elevato con un punto n — 1-plo
in O e punti base semplici in P,, P,,..., P,. Tale & anche il relativo numeéro
base reale g, perche, se esso risultasse minore di 2, le due curve reali di @
corrispondenti ad una retta reale di = e all’intorno di O sarebbero dipen-
denti, il che & assurdo. Tenendo conto chie ogni superficie F la cui rappre-
sentazione piana normale presenli il caso y) (in relazione ai punti fonda-
mentali 0, P; e alle rette fondamentali p,) si rappresenta sulla ¢ dotata di
r -+ 24 punti fondamentali, ecc., si ricava per F

Fe=r4it2 (3%)

Passiamo ora alle superficie con pii falde. Mantenendo ad F e & i si-
gnificati del paragrafo precedente, detti 3, g, i rispettivi numeri base reali,
ricordando la rappresentazione di F su ¢ stabilita al n.° 15, avremo
?=¢o+r-+1i; e quindi tutto si ridurrd a determinare p,. Supposto, come
¢ lecito, che i punti base del sistema ¥ relativo alla rappresentazione piana
normale di @ cadano soltanto nei punti fondamentali di = e che ¥ sia privo
di curve fondamentali semplici (anzi si pud supporre addirittura privo di
curve fondamentali), si conclude che su @ la base (ininima) dal punto di vista
complesso ¢ costituita dalla curva corrispondente ad una retta del piano = (su
cui & rappresentata @) e dalle curve corrispondenti dei punti fondamentali di =.

Esaminiamo ora separatamente i vari casi.

I“ famiglin. Riferendoci, per i punti fondamentali di =, alle notazioni
dei n.! 15, 16, indichiamo con R la curva di @, corrispondente ad una retta
di =, con C, D, D,,..., D,, le curve corrispondenti ai punti fondamentali O,
P, P,,..., P,,, con L una curva reale (irriducibile) appartenente al fascio
di ecurve razionali che corrisponde al fascio di rette di centro 0, con K una
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qualunque curva reale di ¢. Si avrd 'equivalenza
I{EQR_{"?) O”}“d1 D; ”z_dz D'z _‘I’ T ”1L“ d-zm ‘D:im ’
da cui, tenendo conto che si ha ovviamente

L+ C=R,
seguira
K=alL--C0+d, D, +d, Dy 4 +d,, Dy, (=a, L =b+ 1) (39)
Sia ora €’ la curva complessa coniugata di C, ¢ siano D'\, D',,..., IV,
le curve complesse coniugate di D, D,,..., D,,, cioé quelle che corrispon-
dono alle rette fondamentali p,, p,...., p,. di =: operando sui due membri
della (35) colla trasformazione di coniugio di ¢ otterremo

K=al+4+pC'5-d, U, +d,Dy~+---+d,DU,,,
¢ quindi sommando
QK=2a L+p(CH+C)-+-d (D, + D))+ +d, (D, +D\,).

Ma le curve D, D', sono componenti totali del fascio [ L] perche quando
una retta del fascio O tende a p, la curva L corrispondente tende alla curva
spezzata D, -+ D', e pereid si ha

LED! ’{_1)'1 EDi_‘}"D’i = ED211¢+D’243t$
e quindi in definitiva si eonclude
QK=((CH+ C)y+7 1, (v=9%a+4d, 4 +d,,) (36)

Daltronde le due curve reali C-- €' ed I, sono indipendenti perche in
caso contrario dalla (36) si potrebbe trarre un’equivalenza del tipo

vwK=v1IL,

e quindi ogii curva reale di ¢ risulterebbe composta con curve del fascio
L, il che & manifestamente assurdo. Dunque sard 5, =2 e quindi:

Se=ri+ 2 (37)

11 famiglie. Sia R la eurva di @ corrispondente ad una retia s di =,
C.., C...... C. le curve corrispondenti ai punti P,, P,,..., I, fondamentali

i
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’

per 7, B’ la curva complessa coniagata di R, C',, C',,..., C'; le complessc
coniugate di C,, C....., C;, che corrisponderanno ordinatamente alle cubiche
K,, K,,..., I, (passanti semplicemente per sei dei punti fondamentali, e
doppiamente per Pulteriore punto a cui corrispondono in ) (K. n.° 37).
Detta K una qualunque curva reale di ¢ avremo l'equivalenza :

K=aR-+¢, C+c,Ch+---+c, C;,
da cui, operando mediante il coniugio di ¢, dedurremo
K=aR 5¢,C, +ec.C,+ - d¢c, O,
e quindi sommando
2R=a (B B)+ ¢ (C--C)+ -+ (€.~ C%). (38)

Ora si osservi che R’ ¢ la trasformata della curva corrispondente ad s
in 7, cioe¢ d’una curva d’ottavo ordiue coi punti tripli P,, P,,..., P. e che
quindi B -+ R’ appartiene al sistema lineare di ¢ trasformato di quello delle
curve di 9. ordine coi punti tripli P,, P,,..., P,. Ne segue che se si indica
con L una curva reale di & che corrisponda ad una cubica della rete indi-
viduata da P,, P,,..., P,, la quale sia unita in =, si ha

R+R =3I,
e siccome & ancora ovviamenle
C,+C=C+Cy=---=0C,+0", =1,
cosi, dalla (38) si trae in definiliva
2K=aL ("), (x=3a-4c¢ 4 ¢

e quindi g;==1, e

?=r-i- L (39)
LI famiglic. Ragionando come precedentemente si conclude che per

qualunque curva reale K di ¢ vale la relazione d’equivalenza
2K=n0ol,
(*") Questa relazione si pud interpretare dicendo che tutte le curve unite in * sono dor-

» a@ . . . N . N . .
dine 3 n (1;:5) coi 7 punti P, Py, ..., P, u-pli. CGio si pud anche ricavare direttamente,

come in F. n.® 87,
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L essendo la curva corrispondente ad una cubica del fascio individuato dagli
8 punti P,, P,,..., P, fondamentali in . Dunque 5,=1, e

o=r i L. (40)

Confrontiamo ora i risultati delle formole (15) (15) (15”) (22) (25) (28)
con quelli delle (31) (83) (3%4) (37) (39) (40) nella seguente tabella:

I+ 7 E)
o 2 (r +1) i1
tipo sfera 2q i+ 1
Superficie con uwna falda. Caso 5 ¢} ( '1) f ) ' ‘t
{ tipo toro 20+ 1) i+ 2
Y 2(r—+i-+1)| r+i+2
I Qr4i+1) r4+i+2
Superficie con piie falde. Famiglic . . . { 1I* 2 (r -+ 9) r—+4--1
1@ 2 (r-+1) r+i-+1

dal confronto si dedurra il seguente teorema:
Fra Vordine di connessione Z, Uinvariante di ZEUTHEN-SEGRE I e il nu-
mero base reale 7 di qualungue superficie razionale reale intercede la relazione

1+ 7Z=9(p--1). (V)

§ 7.

APPLICAZIONI ED ESEMPL
STUDIO APPROFONDITO DELLA FALDA SINGOLARE APPARTENENTE
ALLE SUPKRFICGIE DELLA [II* yaMmicLIa.

20. I risultati dei paragrafi precedenti danno modo di determinare la
connessione d'una superficie razionale reale partendo dalla sua rappresen-
tazione piana, e quindi di assegnare dei modelli atti a rendere intuitive le
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proprietd inereunti alla forma delle falde reali appartenenti alla superficie con-
siderata. Converrd in proposito osservare che non & sempre strettamente ne-
cessario, quando si tratta d'un caso particolare, ricorrere alla rappresenta-
zione piana normale della superficie. Cosi ad es. se si tratta d’'una superficie
rappresentabile realmente sul piano, 'ordine di connessione si potrd deter-
minare aggiungendo 1 alla differenza fra il numero dei punti fondamentali
reali e quello delle curve fondamentali sempliei pure reali inerenti ad una
rappresentazione piana reale della superficie (**). Dopo cid dagli enunciati
del n.° 14 si ricaverd subito, salvo nel caso Z=2 che richiede una discus-
sione pilt accurata, se la superficie sia bilatera o unilatera.

Diamo ora qualche esempio e sviluppiamo qualche applicazione, scelta
fra quelle che, mentre consentono in modo semplice d’illustrare i risultati
ottenuti, si prestano anche ad ulteriori brevi indagini, non prive d’interesse.

Rigate cubiche di S,. Se si proiettano da un punto reale della direttrice
doppia sopra un piano reale =, si ottiene ivi, come imagine delle sezioni
piane della data superficie un sistema (reale) oc® di cubiche con un punto
base doppio reale, e due punti base semplici che si posson supporre reali
assumendo il centro di proiezione in un punto per cui passano due gene-
ratrici reali della rigata. Tale sistema ha due rette fondamentali (semplici)
che son le congiungenti il punto base doppio I’ ai punli base semplici 4, B,
e perd la rappresentazione su = non & normale. Per ridurla a quel tipo basta
trasformare quadraticamente = in un altro piano reale o, assumendo su =
come triangolo fondamentale quello che ha per vertici i punti P, 4, B; si
ottiene allora sopra s, come imagine delle sezioni piane della superficie data,
un sistema oo® di coniche aventi un punto base reale M (e soddisfacenti di
pitt alla condizione di segare sulla retta p omologa di P le coppie d’una
certa involuzione); e percio le rigate cubiche di S, sono superficie unilatere
d’ordine di connessione 2.

Superficie cubiche generali di S,. Si possono, come & noto, rappresen-
lare sopra un piano (reale) = in guisa che alle loro sezioni piane risponda
un sistema lineare S, oo, di cubiche con 6 punti base 4,, 4,,..., 4, che
(escludendo le rigate e le superficie con punti doppi) si possono supporre
distinti e generici nel senso da non individuare curve (rette o coniche) fon-
damentali per S. La trasformazione T, imagine del coniugio della superficie
data, dovendo lasciare unito S, non avrd punti fondamentali fuori di 4,,

*%) Cfr. Exriours, loco cit. (7).
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4,,..., 4A;; e percid, come si ricava subito dalla considerazione dei casi pos-
sibili, o dall’elenco dei tipi normali con al piti 6 punti fondamentali (F. n.° 37),
si puo ridurre (mediante successive trasformazioni quadratiche aventi i punti
fondamentali in punti base di S o dei suoi trasformati, che mutano in de-
finitiva S in un sistema ¥ perfettamente analogo) al coniugio, ovvero ad una
trasformazione di 3.° ordine con un punto fondamentale doppio e quatiro
semplici (*°); e in quest'ultimo caso la superficie cubica apparterra alla I* fa-
miglia e avra due falde (F. n.° 41). Ridotta cosi la T a tipo normale =, poiché
il sistema ¥ si comporta come S, la rappresentazione piana della superficie
sard normale.

Se 7 & il coniugio, ci troviamo nel caso «) del n.° 14; dalle formole ivi
assegnate, unite alla (31), col solito significato delle notazioni, tenendo conto
che r-2i=0, siamo condotti allora ai casi elencati nella seguente tabella:

¥ 3 I VA ° v

0 3 5} 1 4 3
2 2 5} 3 ) 7
& ] 5} 3} 6 15
6 0 5 7 7 Q7

in cui v indica il numero delle rette reali appartenenti alla superficie, che
si determina subito in corrispondenza a dati valori di » ed 4 tenendo conto
della nota rappresentazione piana di quelle rette. [.e superficie considerate
sono poi tutte unilatere (**).

Se invece = & una trasformazione di 5.° ordine col punto fondamentale
doppio 4, ed 1 punti fondamentali semplici 4,, 4,, 4,, 4,, I'ulteriore punto

{(**) Le trasformazioni antiquadratiche prive di punti uniti non si presentano trattandosi
di superficie che hanno sempre punti reali.

(*)) I valori ottenuti per Z coincidono con quelli assegnali da ScarLirLt nel lavoro Cor-
rezione, ecc. (citato (%)), non eon quelli di Kirix, Ueber, ece. (citata (%), in quanto ivi I’'Autore
parte dall’assegnare all’ordine di connessione del piano il valore 2. e neppure con uelli del-
Paltra Memoria di Kueix, Bemerkungen, ecc., che si riferiscono all’ordine di connessione
Z' =2 Z—2 delle superficie unilatere considerate come doppie.
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base 4, di ¥ sard unito in =, e, dalle formole del n. 16, per m =2, =1
si avrd I=19, Z=—1; delle due falde, una sard unilatera (z, = 1), Taltra
bilatera (2, ==0). Inoltre dalla (37) si vicava 3 =23, e infine facilmente si
trova v=23,

Per avere un controllo dei risultati sopra elencati consideriamo una su-
perficie cubica reale F, per cui sia v=27. Essa sard unilatera ¢ avra l'or-
dine di connessione 7; onde (1. 10) si potrd considerare equivalente ad un
foglho piano congiunto ad una sfera per mezzo di quattro tubi, ovvero a quel
foglio sormontato da un ponle a tre archi. Cerchiamo di rvitrovare per via
completamente diversa questi modelli.

Percid detto 0 un punto ellittico di ¥, ¢ il rvelativo piano tangente, D
I'ulteriore intersezione di s con F, c¢he sard composta d’un sol ramo ehiuso,
non passante per 0, e dispari percheée segalo in un punto da ogni retta di ¢
per O, proiettiamo doppiamente ' da O su un piano reale = parallelo a s,
La curva di diramazione della corrispondenza (1, 2) cost stabilita fra = ed I
sard, come € noto, una quartica C, di genere 3, reale, e avente lulte le 28
bitangenti veali. Fra esse 27 son proiezioni delle rette di I, Taltra ¢ la relta
impropria di =: e su essa i contalti sono imaginari coniugali in corvispon-
denza alle tangenti principali che escono da 0. Pereio (') €, avrd quatiro
rami rveali r,, vy, ro. vy pari (ciascuno dei quali raechiude un’area sempli-
cemente connessa) futti situati al finifo.

Ad ogni punto P di = esterno alle regioni racchiuse dai rami di €, ri-
spondono due puanti reali e distinti di ¥ i quali tendono a coincidere quando
P tende ad un punto sitnato su uno dei rami. Se invece I’ si allontana in-
definitamente, uno dei due punti corrispondenti tende ad 0, P'altro ad un
punto della eurva D,

Per cui se il piano = si imagina sdoppiato in due fogli «, £ forati in
corrispondenza alle arvee racchiuse da r,, r,, r,, v, e connessi lungo il loro
contorno, U'insieme di tali due fogli cosi preparati si pud porre in corrispon-
danza biunivoca continua con ¥, dotata su F del punto fondamentale O a
cul corrisponde la retta impropria d’uno dei due piani, per es. di ¢; mentire
alla retta impropria del piano « risponde, punto per punto, la curva D. Sieche
per avere un modello di F basterd far sparire Veccezione esistente in corri-
spondenza alla retta impropria di £,

(*") ZeuTHEN, Sur les courbes du quatriéme ordre {Mathematische Annalen, VII (1873),
pp. 410-432].

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIIT. 36
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Lo scopo si raggiunge mediante una proiezione stereografica che tras-
formi la parte del piano £ esterna ad un circolo & il quale racchiuda nel suo
interno r,, #,, T3, Ta in una mezza sfera avente k£ per circolo massimo. Dopo
cio il foglio £, mediante evidente deformazione, potrd ridursi ad una sfera
riunita ad « mediante quattro tubi corrispondenti ai giunti lungo i rami +,,
Ty, Ty, 7,5 € cosi si ritroverd per altra via il modello sopra assegnato.

21. Connessione delle falda singolare apparlenente alle superficie della
1I1* famiglia.

Incominciamo col determinare la rappresentazione piana normale della

superficie reale ¢ rappresentata dall’equazione

2 zf(x‘?/)’

nella quale f=0 e una sestica reale dotata di due punti tripli infinitamente
vieini, risiedenti nell’origine O delle coordinate e disposti fungo l'asse delle «.
Per i rami di f=0, e le falde di ® manterremo le notazioni del n.° 18, e
per quanto riguarda quelle proprietd della rappresentazione piana che qui
vengono enunciate senza dimostrazione, rimandiamo ai nt 29, 36 di F.

Il sistema ¥ relativo alla rappresentazione piana normale di ¢ sard unito
in una trasformazione = di 17.° ordine con 8 punti (fondamentali) P,, P,.,...,
P sestupli (che si posson supporre reali (c¢fr. F. n.* 49)) i quali son doppi
per un sistema S, o’ di sestiche dotato delle proprield che tutte le sue
curve le quali passano per un punto del piano = (che Jo sostiene), passano
di conseguenza per un altro punto, coniugato del primo in una involuzione I,
unita in 7, a cui risponde l'involuzione reale ' =w, ¢ =y, 2’ =—z di o.

Entro S esiste una rete R, dotata di due (ulteriori) punti base semplici
M, N coniugati in I, legata alla rete delle rette appartenenti al piano a y
da una proiettivitd » che permette di rappresentare doppiamente il piano =
sul piano @y in modo c¢he ai punti di «y rispondano coppie di I; e in tale
rappresentazione alla €, unita in I (per cui i punti P, sono tripli) risponde
la sestica f==0. Alla refta impropria di «y che taglia f=0 in sel punti,
due a due imaginari coniugati, corrisponde una curva K di R che taglia C
(=0,) in sei punti Q,, Q,,..., @, (fuori dei punli base di R) due a due cor-
rispondenti in =.

Sia X la cubica del fascio individuato da P,, P,,..., P, che passa per
M, e quindi per N (in gquanto ogni cubica di quel fascio & unita in I) e si
consideri il sistema A, oo, delle curve di 18.° ordine individuato dalla rete
2 K + R, colla curva 2 K fissa e dalla curva 3 X =, cioé¢ quello che ha come
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punti base
P, P,,..., P sestupli,
M, N tripli,

0., Q.,..., Q, ciascuno cou un analogo punto infinitamente vicino su O,
semplici. Ci proponiamo di provare che tal sistema A coincide col sistema ¥
relativo alla rappresentazione plana normale di &.

Invero detta o la proiettivita che intercede fra R e la stella dei piani
paralleli all’asse z quando si chiami omologo d’una curva p di B quel piano
della stella anzidetta che passa per la retta di @y corrispondente a p in 3,
sl pongano le carve di A in corrispondenza proiettiva coi piani dello spazio
x, ¥, z in modo che all’antiproiettivitd subordinata entro A da = risponda
il coniugio, e che inoltre sian soddisfatte le seguenti condizioni compatibili
colla precedente:

Alla rete 2 K + R risponda, mediante o, la stella dei piani paralleli al-
Passe z;

Alla curva 3 X +C risponda il piano z = 0.

A siffatte condizioni si puo soddisfare in oo' modi, ciascuno dei quali
conduce ad una superficie di 6.° ordine a sezioni piane di genere 10, rap-
presentata su = mediante A e 7. Un’analisi ulteriore, non difficile, che per
brevitd omettiamo, prova che si cade sopra una delle oo' superficie

Z=cf(xy),
¢ essendo una costante reale. Sard dunque lecilo supporre scelta la proiet-
tivitd anzidetta in modo che sia ¢=1, e allora si cadrd sulla superficie ¢.
Siccome A =Y & un sistema privo di curve fondamentali semplici, cosi la
rappresentazione piana stabilita per @ rvisullerd normale (**).

Si avranno inoltre le relazioni seguenti, che ci limitiamo ad enunciare:

Al fascio delle curve @ K <~ corrisponde Il fascio delle sezioni coi
X+ U la cui parte variabile U s ¢  piani passantl per l'asse z;
& una cubica per P, P,,..., P,
Alla curva X; L’intorno del punto singo-
lare O;

(*% Nelle ultime righe del n.° 41 (fine del § 6) di F. & affermato che la superficie 22 = f(x )
puo ottenersi come proiezione particolare d’una F, di S; per cui £ & un sistema di curve di
9.9 ordine. Si tratta d’una svista senza conseguenze,
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Alla curva K; corrisponde Iintorno del punto quadru-

su ®  plo improprio;

Alla curva 2N + 2 K; l.a sezione col piano y=0;

Al punti M, N; Le due cubiche y, v sezioni

di @ col piano y=0;

Al punti Q,, Q,,..., @, cia- Le sei rette sezioni di ¢ col
scuno preso assieme coll’analogo piano improprio ciascuna delle
punto infinitamente vicino; quali contiene un punto doppio

di @ infinitamente vicino al punto
quadruplo.

Da esse si trae anzitutto che, siccome le due cubiche p, v sono imagi-
narie coniugate, cosi i due punli M, N saran corrispondenti in =, e percio
il sistema ¥ si trovera velle condizioni assegnate in principio del n.” 15 per
la costruzione delle superficie che la g’indicavano con ¢. Cerchiamo poi di
servirci di quelle relazioni per studiare la connessione della falda singolare
A appartenente a o,

Sia @, una superficie priva di punti multipli, equivalente a ®, costruita
a partire da un sistema lineare ¥, di =, unito in =, privo di curve fonda-
mentali, e avente punti base solo in P, P,,..., Py; A, la falda di &, corri-
spondente ad A.

Supponiamo, come & evidentemente lecito (cfr. Fig. 5), che il piano =0
taglt soltanto la falda A, e sia ¢ un angoelo diedro (di cui nella Fig. 5 & se-
gnala la sezione normale) contenente quel piano e tutto costituito da piani
zmafoghi. Alle sezioni di essi colla falda A corrisponderanno su = (tolta la
parte fissa che proviene dagPintorni dai punti mullipli di @ situati sull’asse z)
cubiche del fascio U , e su d, certe curve V formanti un sistema continuo.
Siccome due cubiche U si tagliano, tuovi di I,y Py, I in un punto P,
unito in = (K. 1.°29), cosi due curve V si taglieranno in un sol punto reale,
e percio 4, — e quindi A — sard unilatera (n.° 7).

Proviamo ora che 4 ba lordine di connessione 1. Percid imaginiamo
diasportare da .l la singolaritd esistente in 0, tagliando 4 lungo una pic-
cola curva m (di cui nella Iig. 5 & segnata la proiezione) sezione di 4 con
un piano g =-: (¢ essendo convenienleniente piccolo) in tal guisa da dividere
A in due pezzi P, @, di cui il secondo contenga la singolaritd. 1l taglio m,
corrispondente su A, la spezzerd in due parti P,, @, di cui la seconda con-
terrd la eurva reale 2 corrvispondente alVintorno di 0, cioé ad X, Ad m, cor-
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risponderd su = (tolta la parte fissa 2.8) una curva di B la quale al tendere
di = a zero, cioé di m ad 0, tenderd alla curva 2X. Una tal proprieti si
rende assai chiara osservando che, siccome lungo 7 Tindicatrice si inverte
— in quanto 2 appartiene ad un sistema continuo analogo a guello delle
curve V -— cosi la curva a,, infinitamente vicina a %, dovrda passare due
volte nell'intorno di ogni punto di £, da bande opposte, giacché m, e 2 non
hanno punti comuni perché m non passe
per 0. Dunque al tendere di = a zero, m,
tendera a 22,

Se ne deduce che la falda @, & formata
da una sottile striscia aderente a £ e avente
Vunico orlo m,, cioe & del tipo della super-
ficie di Mosics,

[l suo ordine di connessione /g =27
sard dunque eguale a 2. Invece la falda P,
equivalente a P ¢, come P, del tipo d'una
calotta sferica, cioe ha Tordine di connes- .
sione Zp = Zp=1. F’g J .

Se ora dal n.’ 8 ricordiamo che Por-
dine di connessione d’una falda non =i altera per effetlo d'un taglio chiuso,
anche se questo la spezza, e teniam presente la formola (8) avremo

Za=tpi-Hy—2=1. ¢ d d ()

22, Iindagine precedente ¢i offre Pesempio d’una falda 4 Pordine di
connessione della quale non si allera asportando da 4 Pintorno @ d’un suo
punto multiplo isolato. Ci st pud domandare se un’analoga operazione si
possa fare per qualungue punto multiplo isolato V d’una superficie razionale
reale 17, conducendo allo stesso risultato.

Evidentemente la risposta a tale questione dipende dalle convenzioni
che si adottano sul modo di eseguire i tagli alti a staccare la singolarita.
Ci oceuperemo qui di stabilirne in modo preciso 'esecuzione e l'influenza,
nel caso semplice in cui il cono 1" tangente ad I in V non abbia parti né
generatrici multiple reali, cioé sia composto d’una o pit falde chiuse, pari

(83) Dai ragionamenti precedenti si rileva che il punto singolare O produce sulla falda 4
lo stesso effetto d'un punto fondamentale o d’un intreccio di 1.2 specie.
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o dispari (nel senso di STaupr), aventi in comune solo il vertice. Escludiamo
che fra esse vi siano dei fasci di raggi.

Figsiamo l'attenzione sopra una di quelle falde, che indicheremo con
4, , e segniamo, sopra ognuna delle generatrici
che le appartengono, i due punti distanti dal
vertice d’un segmento piceolissimo = Otter-
remo in tal modo una curva reale D,, com-
posta di uno o due rami, secondo che 4, &
dispari o pari; e tal curva potra supporsi tras-
portata in un’analoga curva C, di F' mediante
una piccola deformazione che adatti la falda
4, su quella parte di ¥ che le & aderente.
Imaginiamo ripetuta la stessa operazione per
tutte le falde 4,, 4,,..., 4,, di r, indi tagliamo
F lungo le curve C,, C,,..., C, cosi oltenute,
asportando Pintorno di V. Vogliam provare
che lordine di connessione Z, della superficie F, rimanente (che pud even-
tualmente esser composta d’un numero di falde superiore a quello relativo
ad F) & eguale all’ordine di connessione Z di F.

Poiche la siﬁgolaritz‘l, di F in V & ordinaria dal punto di vista reale (cioe
non ha altre singolaritd reali infinitamente vicine) potremo risolverla me-
diante il sistema delle forme dordine abbastanza elevato passanti per V,
mutando F in una superficie ¢ ad essa equivalente (*'); e poiché a due punti
reali infinitamente vicini a V in direzioni distinte rispondono due punti di-
stinti di @, cosi al punto V risponderd su ¢ una curva composta di m rami
reai V., V.,..., V, (chiusi) privi di punti doppi e di punti comuni.

Indichiamo ora eon A,, A,,..., A, le curve di ¢ corrispondenti a C,,
C,,..., C,.. La curva A, sard infinitamente vicina a V; e tenderd ad essa col
tendere di ¢ a zero; anzi ad ogni punto di V, si potranno associare due
punti di A, situali da bande opposte rispetto a Vi, i quali provengono da
due punti situati sopra una medesima generatrice del cono 4,. In partico-
lare se A, ha un sol ramo (cio® se 4, & una falda dispari) si potra, descri-
vendolo, passare da uno all’altro di quei due punti, e quindi lungo V,, Pin-
dicatrice ’invertird sopra o.

Tagliando ¢ lungo A, se ne staccherd un pezzo =, formato da una sot-

ligé.

(%) Tale affermazione domanderebbe una breve indagine che crediamo lecito risparmiarei,
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tile striscia aderente a V, e avente per orlo A, che sard assimilabile ad una
superficie di Mosrus o ad una corona circolare secondo che A; avrd uno o
due rami; in ogni caso avrd ordine di connessione 2. Imaginando eseguita
la stessa operazione per tutte le curve A, rimarrd, dopo asportati i pezzi =,
una superficie ®, che sard evidentemente equivalente ad F,. Poiché d’altronde
i tagli chiusi non alterano ordine di connessione d’una superficie, cosi, te-
nendo conto della (8), con ovvio significato dei simboli, avremo

Zap = Zap, = ¥ Zmg; — 2(m 4+ 1) 42,
jmet

cioe, perché Z,, = 2,

Ly =2, ,
da cui, per Pequivalenza di F, ¢ e di F,, ¢,, segue

L == Zp1 . e d. d.

Se il cono I' avesse delle generatrici multiple o delle parti multiple reali,
la costruzione delle curve D pud cadere in difetlo, e le cose possono ancora
complicarsi per la presenza di punti multipli o di punti comuni alle curve V.
Lo studio di quei casi esigerebbe un’analisi assai delicata, che ¢i risparmiamo,
bastandoci d’aver trattato esaurientemente il caso pit espressivo ().

15 aprile 1914.

(%) Nota agginnia durante lu correzione delle bozze (26 novembre 1914). A proposito della
costruzione del sistema L = | C- C'] di cui si parla al n.° 13 — sui dettagli della quale
abbiamo per brevitd sorvolato -- vogliam qui osservare che le condizioni imposte a quel si-
stema son soddisfatte appena lo siano per | C]. La possibilita di costruire un sistema | €| che
cost si comporti in relazione ad un dalo gruppo base 4,, 4,,..., 4m trovasi stabilita in un
recentigsimo lavoro di Seveni, Trasformazione birazionale di una superficie algebrica qualungue
in una prive di punti multipli, di prossima pubblicazione.
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