
Ricerche sui sistemi tripli coniugatl 
con una famiglia di superficie applicabili 

sopra quadriche. 

MEMORIA I. 

(Di LuJol BIaNCHI, a Pisa.) 

P A R T E  SECONI)A.  

§16. 

SISTEMA I)ll~'FEIlENZIALE PEL CASO I)EI~ PAIIABOIA)I1)E IIEALE EL|ATTICO. 

I I  metodo the abbianm sviluppato, dal § II in poi, I)er la ricer('a dei 
sistemi tripli coniugati con deformate del paraboloide a parametri pm'amente 
immaginarii, pus a.pplicarsi egua]mente ne] caso dei paraboloidi reali. So]- 
tanto qui i sistemi di WJ¢[N~TEN di partenza dow'ebt)ero assumersi negli 
spaz~ di curwdura coslante, secondo le ]'ormole elm ho stabilito in una Me- 
moria del 1887 (~). Per brevita, sopprimendo qui la deduzione geomeh'iea, 
si daranno senz'alh'o le equazioni differenziali da eui dipende il nostro l)rO- 
blema. 

Comineiamo dal easo de] paraboloide reale ellittieo 

X 2 y'~ 
t- - - 1 ,  

P q 

fra i cui parametri p, q (positivi) porremo, come al § 87 Vol. IH delle Le- 

(~) Su i  sistemi di Weingarten negli .¢pazt a cuxvatura eosta~te (Memorie dei Lincei, Serie 4?', 

vol. 42). 
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z ioni ,  la relazione 
1 i 

= 1, (35) 
P q 

cib che pub sempre  ot tenersi ,  i n t endendo  per  ora escluso i l  caso del parabo lo ide  

rotondo, col sost i tuire  al pa rabo lo ide  generale  da to  un parabolo ide  simile. 
Si sa che la r icerca delle supert icie  S appl icabi l i  sulla regione reale di 

questo  parabolo ide  d ipende  dalla equazione  a der ivate  parziali 

~ u,~ + O v ~ = 
sen o) cos o~, 

dove le linee (u, v) t raeeiano sulla S il s i s tema eoniuga to  pe rmanen te ,  ri- 
dot to  ai pa ramet r i  isometr ie i  u, v. Ora in t rodue iamo u n a  terza variabile n,, 
e ser iviamo per  la funzione  ineogni ta  co = o~ (u, v, w) e per  le due 

1 0 ~ ,~ 1 c~ ~ o~ 
A - - - -  , B - -  

c o s ¢ o  0 u ~ w  s e n ¢ o  c~vcOw 

il seguente  s i s tema di equazioni  a der ivate  parzial i :  

~2 OJ ~2 0~ 
cO u ~ @ cO v ~ - -  s e l l  o) c o s  co 

- - - - A c o s ¢ %  - - - -  B s e n o )  
c~ ,u ~ w O v cow 

c~ A 0 o~ 0¢o 3 A 0¢o 
B + cos o~ - - ,  - -  B 

3 u  Ov ~ w  3 v  ~ u  

(vI) 

In p r imo  luogo ci conviene e samina re  il g rado  di arbi t rar ie th  nelle so- 
luzioni  di ques to  sistema. Per  cib (appl ieando il m e t o d o  generale  che vale 
pm'e pei s istemi di t ipo analogo girt incout ra t i  (1), (If) § 4, (Ill) § 8, etc.) 
lo r iduc iamo alla forma l ineare canonica,  comple t amen te  integrabi]e del 
BOURL~T (*), colla in t roduz ione  del]e due nuove  funzioni  incogni to  

(~) Vedi  BOURLET, S u r  les dquat ious a u x  ddrivdes partiel les s imultandes.  A nna les  de [ 'Ecole 

Normale  Sup6r ieure ,  t. VIII,  3 ~m" Serie,  Sup | f i~ment  1891. I r i su ] ta t i  s tab i l i t i  dal BOURLET 
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esso si serive allora 

v~to ~to 
vOu tol , c~v 

cOto~ c9 to'2 ~- Se l l  co c o s  co~ * 3 o ) ,  _ _  A COS oJ 
0 u 0 .v c~ w 

~to~ __ ~oJ, , , ~ c o , ,  - -  B s e n  to 
~ u  ~ v  O,w 

cOA Oto SA 
u B to.~ -~- cos to ~ w O v - -  B co,. 

$ B  O B  3to 
- -  - -  ~ A col - -  Sell co ~-~,  c~u Ato~, c~v 

ed ha appunto  la fornla l ineare eanonica.  Per  le funzioni % A, B la variabile 
w ~ parametr ica ,  le u, v principali;  per  le due altre invece to,, to.~ l a v  ~ parame-  

trica e le u, w principali ;  inoltre le due espressioni  delle derivate  seconde  
miste dopp iamente  prineipali t ra t te  dal s is tema stesso coincidono, e perb il si- 
sterna ~ comple tamente  integrabile. Applicando il t eorema fondamenta le  d'esi- 

s tenza del BOUnH~T (l. C.), si vede dunque  che esiste uno ed un  solo s is tema 
integrale (to, A, B, to,, to~) tale che, essendo (u0 vo wo) un  s is tema iniziale di 
valori delle variabili, le tre funzioni to, A, B si r iducano per u = uo, v = vo 

a funzioni prefissate 'arbitrarie (olomorfe) di w, e s imihnente  co,, to~ si ri- 
ducano  p e r u  = Uo, w = Wo a due funzioni  arbih 'ar ie  (olomorfe) di v. I1 si- 

sterna (VI) ammet t e  dunque  una  soluzione generale  con cinque funzioni ar- 
bitrarie.  Ma ~ da osservarsi  che, s iccome il sistenla (VI) non cangia di forma 
cangiando comunque  il pa ramet ro  w, in realt~ una  delle tre funzioni  arbi- 
t rar ie  di w ~ solo apparente ,  e cosi:  La soluzioue generale del sistema (VI) 
dipende da quattro funzioni  arbi trarie  essenziali. 

Quanto  alia in tegrazione effettiva del s is tema (VI), nulla insegnano i me- 

todi genera[i ;  ma qui appunto,  come negli altri casi analoghi,  i metodi  di 
t rasformazione,  che svi lupperemo ira poco, pe rmet tono  di cos t ru i rne  soluzioni 
con un n m n e r o  qua lunque  di costanti  arbitrarie.  

ill ques ta  Memoria ,  in par t i co la rc  il teorcma fondamenta le  VIII a pag. 35, bas tnno per la 
maggior  par tc  dei s i s temi  di equazioni  al le der iva te  parzia i i  che si p resentano  in p rob lemi  di 
geomet r ia  inf in i tes imale ,  senza r icorrere  ai  teoremi pifi genera l i ,  ma anche  mol to  pifi corn- 
plessi ,  dovut i  a M~RAY et RtQmnn (Vedi R~Quisa~ Les systdmes d'dquations aux ddrivdes par- 

tietles. Par is ,  G, Villars,  1910). 
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Si osservi ancora  the,  se si pone per un momen to  

(e L 
~ = B ~" - -  A" + ~8 w]  

8.q 3fl__ --__ 0, e per  cib ~ ~ funzione delht sola w, scgue sub!to dalle (Vl) : 8"u = 0, 8 v 

ma d isponendo del pa ramet ro  w si pu6 senz'al tro supporre  fl ~-- cost. Dunque :  
Per  ogn i  t e r u a  (to, A ,  B )  d i  s o l u z i o n i  del  s i s t e m a  (VI) p o s s i a m o  p o r r e  la  re- 

laz ioue  q u a d r a t i c a  

B'-'- A'-' + , ~ v  = cost. (36) 

§ 17. 

SISTEMA LINEARE OMOGENEO 1X (03, ~, ~ "~, ~). 

Ad ogni te rna  (to, A, B) di soluzioni delle (Vl), fissate le costanti  posi- 

tive p, q ehe soddislino la ('15), si associa il seguente  s is tema l ineare omo- 

gcneo in quat t ro  funzioni incognito (x, ; ., -~, ~): 

c~ 03 c o s  o) 
- -  . . d ,  

a u  x/q 

8 ~ s e n  (,) ~ ~ c o s  ~ 

cg ~t 

aa~ seno, ~ a m  ~/~i ato , 
- -  - -  , ¢  i • 

- m - 4 ~  ; . '~ ,  + , / i , B .  ~ 
0 w ~ 0 w 

costo sento~ 8 ~,~ ,,, c9 .,~ 8 to ~ 8 "~ \ /p  A ~" 

@ m + ~ 7  v " e v "  e v - e , , "  e,-~= " 

3to 8~ sento cos to .  8to 8~ 

(37) 

Questo ~ un sistema comple tamente  integrabile, a causa delle (Vl) e della 
relazione (35) fra p e q; esso possiede l m t e g r a l e  quadra t ico  

x ° + ~ ÷ -~ - -  ~ = cost . ,  (38)  
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onde segue pifl in generale che fi'a due quaderne qualunque 
(x', .~', ~', ~') di soluzioni sussiste la relazione 

, x x ' +  ~ i '+ . / i  .a'-- ~ ~' = cost. 

(x, i, -/i, 

(as*) 

Interpretando, analogamente al § 10, x, ~, "a, ~ quail coordinate omogenee 
di punto nello spazio, intvoduciamo la quadrica 

che ~ qui reale ed a punt i  ellittici. Se un punto (x, ~, -a, ~) non giace sopra (Q), 
esso s aw  esterno od interno a Q secondo che la  costaute del secondo membro 
in (38) ~ positiva, ovvero negativa. Normalizziamo anche qui le coordinate 
x, ~, ~, "~ col rendere 

x" ÷ ~ ÷ "~ - -  ~ - -  1 pei punti esterni a (Q) 

--,~ -~ ~ 1 pei punti  interni. 

Ora, se consideriamo nuovamente un tetraedro coniugato Po P, P~ P~ ri- 
spetto alia quadrica (Q), essendo questa a punti ellittici, un vertice, suppo- 
niamo P0, saffL interno alia quadrica, gli altri tre esterni. Corrispondentemente 
ai quattro vertici, assumiamo quattro quaderne di soluzioni normalizzate 

(x~., ~,., ~,., ~,.) r -~O,  1, ~, 3 

del sistema (37), the si riducano inizia]mente (per u = n o ,  v-~--vo, w ~--Wo) 
alle rispettive coordinate dei quattro vertici P~. Ne risulta che il determinante 

¢o4-1 ,o4-1 

X2 

sar~ ortogonale per Iinee, quindi anche per colonne, e sussisteranno in par- 
ticolare le relazioni: 

(39-) 
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§ 18. 

SISTEM[ TItIPLI CONIUGATI CON DEFOllMATE PtlOPRIE 

DEL PAIIABOLOIDE ELL1TTICO. 

Dopo questi preliminari, imitiamo l'anatisi de] § i1, e tenendo dapprima, 
fissa w, eonsideriamo le tre espressioni differenziali 

dye=-  q x ,  dwo + p { , d  ~.,o ( i -~ 1, 2, 3), (40) 

che constatianm essere differenziali esatti. Esprimendoli invero per le varia- 
bi]i u, v, abbiamo dalle (37) 

~" ( D  t - -  

e dal[e (:_47) stesse risulta identieamente 

- ~,~~° (~/~ c o s  o, ~ ,  - ~/~5 ~e,~ ~ ~,) + ?-~2 ~ "')" 

Con quadrature si hanno dun(lue dalle (-~0) le tre funzioni y,, y~, y,, the 
soddisfano alle equazioni: 

0 Yl 
c~ u - ",,o ( d q  c o s  + . . , -  @ s e n  ~ i:) 

c~ yl 
c~v 

ed all'attra 

- -  = r,0 (~/~ s e l l  ~ x ,  + @ c o s  ~ i ,)  

( i -= 1, 2, 3) (40+) 

~-' y, __--- Olog-,~o 0__y, + Olog~o 0y, ($1) 
~ u ~ v  Ov ~u  ~ u  (9v 

lnterpretando Yi,.y2, Y~ come coordinate ortogonati di uJl punto P, questo 
deserive, al variare di u, e (restando fissa w), una superfieie S it cui ele- 
mento lineare, seeondo le (40 e (39*), ha l'espressione 

d s  °" ~- q ' ( 1 - t - x ~ o ) d x ~ - t - 2 p q x o  ~o d w o d ~ o + p ~ ( 1 - K ~ ) d ~ o .  (~1") 
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Questa appartiene alia quadrica di equazioni parametriche 

x=p~o, Y = q x o ,  z - q ~ ° + p ~ °  ' 

vale a dire alia regione rect, Ie del paraboloide ellittieo 

x~+Y ~ 
- - = 2 Z .  

P q 

Con calcoli analoghi a quelli eseguiti al § 11, si prova the sulla S il st- 
sterna (u, v) 6 isotermo-coniugato a parametri isometrici, e coincide col st- 
sterna coniugato permanente della S. 

Se ora th.cciamo variare w, le y,, yo, y:~ sono determinate dalle (40*) a 
meno di funzioni additive di w, e not cevchiamo di detevminar[e in guisa 
c h e l a  fan~iglia (S) di deformate (proprie) del parabo]oide el]ittico appartengn 
ad un sistema tviplo coniugato (u, v, w). Procedendo per questo come al § 12, 
da] confronto della (4.1) col]a (:~,) § 1, siamo condotli a porre H~ ~--- "a0, H~ ~ ~.o, 
pot dalle ([~.,), (~.~) § 1, confl'ontate col]e (37), H:, ~ ~0. Se ora helle (~), (a.~) § I 
poniamo 0 = y ,  e rieordiamo the, per la (35), q - - p = p q ,  ne risulta con- 
cordemente 

3 

tO w ~° a-n, x,  - -  A y~ -% B ~,), 

e, vhmendo questa a lle (40"), si harem le formo'le definitive: 

~ Y ' = ' ~ o ( 4 q c o s ~ x , -  ~/p-sen o) ~,.) 
q~ 

av 
3 

(~) 

~ "  O "  ° ° • dove non testa pifi altro che verificare te residue condizioni d mteerablhta.: 

Per cib basta tenet  conto delle identit~ seguenti, conseguenze detle (37) : 

'~ ~/p sen  ~;,.) - -  p s e n  o~ g ~  w, A "~, ÷ B L /9 ~i  ( ¢ '~  c, o s  o, x ,  - o) = 
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e ;q- ao, ) 
P ~ [  q 5 7 * , - - A ' r ' , + B ~ ,  = 

3 ) 
qaT  = 

p cos  to [~/p~7~m,--A'r,<+ B~< 

A (~/q cos  o) x,  - -  ~//) sen  to i<) 

Le (4,2) de f in i scono  d u n q u e ,  pe r  q u a d r a t u r e ,  un  s i s t ema  t r ip lo  con iuga to  

(u, v, w), nel  qua le  le w = cost .  s o n o  tu t t e  app t icab i l i  su l la  r eg ione  reale  del 

p a r a b o l o i d e  ell i t t ieo,  t r ovandos i  d ' a l t r o n d e  ver i f ica te  le a l t re  due  propriel 'a  

ca ra t t e r i s t i che  b) c) del la  p re faz ione .  

§ 19. 

CLASSE PARTICOLARE DI QUESTI SISTEMI q'lllPL1 (JONIUGATI. 

Si o t t i ene  u n a  c lasse  no t evo l e  degli  a t tual i  s i s temi  tr ipli  con iuga t i ,  sup- 

p o n e n d o  che ne l l ' in tegra le  q u a d r a t i c o  (36) del s i s t ema  (VI) s ia  nul la  la co- 

s t an te  del s e c o n d o  n l embro ,  che si a b b i a  cio~.: 

In tal caso  p o s s i a m o  r idur re  il s i s t ema  (VI) a f o r m a  pih sempl ice ,  in- 

t r o d u c e n d o  u n a  n u o v a  funz ione  ineogui ta  0 cot p o r t e  p. e :  

A = cosh  3 w '  

cosi il s i s t e m a  (VI) d iven t a  

30) 
B = senh  0 3 ~--t; ; 

30) 30 30 ) 8 v -q 3u cos o) s e n h  0, 8o) - -  8 u  3 v - -  sen ¢o cosh  0 
( 

- - ,  - -  sen ~ s e n h  0 3 - ~  = cos  ~ cosh  0 3 w ~ v 3 w ~-~ " 3 u 3 w ] 
(vH) 

P r o c e d e n d o  come  al § 16, l ' app l icaz ione  del t e o r e m a  gene ra l e  del Boml[~l.:T 
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(l. e .)dimostra ehe nella soluzione generale (~, O) del sistema (.VII) entrano 
tre funzioni arbitrarie esse~zziali. 

I particolari sistemi tripli eoniugati, con deformate proprie del parabo- 
loide ellittico, di cui ora ci oceupiamo, godono di una propriefft geometrica 
tanto pifi interessante in quanto che questa si riproduce per classi di si- 
stemi tripli coniugati con deformate delle quadriche generali. Per descrivere 
questa proprietfi, si consideri nel sistema triplo coniugato una qualunque su- 
perficie S della serie w~c os t .  (applicabile sul paraboloide) e la congruenza (C) 
formata dalle tangenti alle trajettorie (w) nei punti di S, e si osservi che le 
sviluppabili di questa congruenza tagliano S secondo il sistema coniugato 
permanente (u, v). Ora si suppongano i raggi della congruenza (C) invaria- 
bilmente legati (al modo di BELTRAYIi) alia superficie S nelle sue flessioni, 
e si avr~t la propriet~ in discorso: 

Quando la S si distende sul paraboloide, i raggi della congruenza (C) 
vanno tutti ad appoggiarsi, dopo la deformazione, alla parabola locale del 
piano y z: 

X = O ,  ~ : ~ = ( q - - p ) ( ~ Z - - p ) .  

Per dimostrar]o osserviamo, in primo luogo, che i coseni di direzione 
Y,, Y~, Y~ della normale alla S, nella sua configurazione attuale, sono dati, 
per le (42), da 

y _ ( i  ----- l ,  3). 

D'altronde i coseni di direzione Z,, Z~, Z~ delle tangenti alle trajettorie (w) 
sono proporzionali, per la ($2,), a lle espressioni 

Z~ ~ x/q x~ - -  eosh 11 ~t % senh 0 ~,. 

Trattandosi ora di considerate la S deformabile, insieme aila congruenza 
(C), conviene riferirsi ad elementi invariabili per flessione, e cosi sostitui- 
remo alle variabili u, v te variabili Xo, ~o, onde per le ($0) avremo 

0 y, ~ y, 

Ed ora poniamo Z,, Z,, Z~ sotto la forma 

y, 3 y, 
Z, -~ l ~ ~ m ato~- ÷ n Y, (i ~ 1, 2, 3), 
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dove i coefficienti l, m, n, indipendent i  dalle flessioni, sa ranno  da calcolarsi 
dalle formole 

x ,  - -  cosh 0 -e, %- senh 0 ~,--~ l q a~ -4- m p ~, q -  n ~° "~ ~ "~o "~ , ~ / g -  u 
ossia dalle altre 

+ (  ~ o  o)-~, 

~ + s e n h O  ~;----0 ( i = 1 ,  2, 3). 
k / , o -  ~o 

Queste sono tre equazioni  l ineari  omogenee  nelle quat t ro  quantit'~ 

n ~o n "~o p senh 0, t q-- @, ~,~ v, ~/~,~ + ~,o ~ cosh o, 
V ~ o  - -  'J() 

e a queste tre equazioni  soddisfano pure Xo, ~o, ~o, ~o, a causa  della orto- 
gonatit~ del de te rminante  (39), § 17. Dunque  le quat t ro  quantit'~ scritte sono 
proporzionali  a x0, ~o, -t,o, ~0, dopo di che r isultano subito le formole:  

1 q ~ \/q -~- ~° senh 0 - -  "no cosh 0 

~° senh 0 - -  -t,o cosh ¢) ; (45) 

~0 s e n h 0 - -  ~ocosh0 

Ora, se facciamo assumere,  per  flessione, alla S la forma del paraboloide,  
possiamo porre  nella configurazione tinale: 

{o , ) 5  Xo  ~ - -  1 

e calcolando colle (43), ( ~ )  i valori di Z~, Z,~, Z~, coll 'omettere u n  fa t tore  d i  

p roporz iona l i t~ ,  risulta:  

z ,  ~ e-0 ~o, Z~=_e-exo--(~Co--.~o), 
Z~ ~ ('no cosh 0 - -  ~.0 senh 0) (~.0 - -  .~0) - -  x/q x0 (~o - -  "~o) - -  e -°. 
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Le coordinate X, Y, Z di un punto qualunque, preso sopra il raggm (Xo • , ~.) 
della nostra congruenza, sono date da 

X = y , - - ~  TZ~, Y--=y.~-~-TZ.~, Z = y ~ - ~  TZ~, 

dove T ~ un parametro, golendo considerate il punto ore il raggio ineontra 

il piano y z, bisogna dare a T il valore T =  Y ' - -  I)e e, onde aw'emo 
Z, 

per Y, Z 

y = (q - p ) x o  + p  ~/~eo (~ ,~_ .~o), 

Z --  qx] -t-p ~ 2 "°-~-P~/qe°x°( '~°-- ' t '°)q-Pe°(~°senhO--~°c°shO)(~°-- ' t '°)~-P" 

Resta a veriiicare ehe questi valori di Y, Z soddist'ano alht equazione 
della parabola foeale 

y~ = (q - p )  (~. z - p ) .  

Ora, essendo per la (35): q - - p  ~ p  q, la identith da veriiiearsi risulta 

p[~/-qXo ÷ ee (~.o --  "~o)]~----- 

e si risolve nell'altra 

q xo + p ..; + e p ~/~ e0 Xo (~o - -  ,o) + 

°2 p e ° (~0 senh 0 - -  -% cosh 0) (~0 - -  %) q- p, 

ehe effettivamente sussiste per l'ortogonalit'~ del determinante (39). La pro- 
prieth enuneiata resta eosi stabilita. 

§ 020. 

SISTEMA DIFFE[IENZIALE PER LE DEFOI/MATE IMPROPRIE 

DEL PARABOLOIDE ELLITTICO, 

Si sa che, accanto alle superticie effettivamente applicabili sul parabo- 
loide ellittico (regione reale), conviene anche considerare superticie reali ap- 
plicabili sulla regione ideale del paraboloide stesso (Vedi Vol. IlI, §§ 402, 87). 
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Le prime diciamo deformate proprie, le seconde deformate improprie del 
parabaloide. Ora noi vogliamo dimostrare che anche colle deformate impro- 
prie del paraboloide ellittico possono costruirsi famiglie (S) appartenenti a 
sistemi tripli coniugati. 

Sappiamo che la determinazione di queste deformate improprie dipende 
dalla equazione a derivate parziali (l. c. §/~7): 

O '~ 0 0 ~ 0 
0 u s + O v ~ --  senh 0 cash 0, 

dove le linee (u, v) tracciano sopra S il sistema coniugato permanente. In- 
troducendo ora una terza variabile w, il sistema differenziale da cui dipen- 
dono i nuovi sistemi tripli coniugati, si scriver~ nella terna di funzioni in- 
cognite 

1 , ~ 0  , N ._=  1 0~'0 
O = O ( u , v ,  w), A-----coshO OuOw senhO OvOw' 

sotto la forma seguente : 

0 ~ 0 ~ 0 
c~ u ~ + ~ ---- senh 0 cash 0 

- - c~--~O B senhO 0 ~0 - - A c o s h 0 ,  O v O w  
0 u 0 w 

~A _ ~0 B + c o s h O - - , O 0  OA=__.O0 ]~ 
Ou Ou On, ~v 3u 

cgB 0 0 ~  c ~ / ~  0 0 ~ + s e n h  0 O0 
0u  0v ' c~v 0u 0 w 

(Vlit) 

Esso tiene qui il luogo del sistema (VI) § 16, e le sue soluzioni (0, A, B) 
dipendono ancora da quattro funzioni arbitrarie essenziali (cf. § 16). 

II sistema (VIII) possiede l'integrale quadratico 

che possiamo scrivere, disponendo del parametro w 

+ ~ w] --= cost. 
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Ad ogni terna (0, A, B) di soiuzioni delle (VIII) si coordina un sistema 
lineare omogeneo in quattro funzioni incognite x, ~, "~, ~, che corrisponde al 
sistema (37) § 17, e si scrive:  

c~x cosh 0 - fox senh 0 ~- c~x ~/p ~ 0 y 

c~ ~ senh 0 - tO ~ cosh 0 ~- ~ -  ,/~-~, ~ - ~ - - ,  

~_~/:~ ~O- 
x ÷ ~/p (A ~ ÷ B ~) 

senh 0 ~ ÷ cosh 0 c~ 0 ~ ~" ~/p B ~. 
~-u = ~ ~ ' ~ v - -  

(~6) 

Questo ~ un sistema completamente  integcabile, a causa delle (VIII), e 
possiede l ' integrale quadrat ico 

~'  - -  ~ ÷ ,-'~ ÷ ~ = cost. 

Come al § 17, noi normalizziamo le quaderne  (x, ~, "a, ~) di soluzioni, 
per le quali non sia nulla la costante del secondo membro,  col rendere  

e se, in terpre tando nuovamente  x, ~, n, ~ quali coordinate omogenee  di 
punto,  in t roduciamo la quadrica a punti  ellittici 

~~ - ~ +--;~ -+-~ = o, (Q) 

si presenter~ il primo ovvero il secondo caso, secondo che il punto (x, ~, ~, r) 
esterno ovvero interno alla quadrica (Q). 
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§ 21. 

I CORRISPONDENTI SISTEMI TRIPLI CONIUG~TL 

Consideriamo quattro quaderne (x~, {,, ~,, ~,,) r = 0 ,  1, 2, 3, integrali 
delle (46), i cui valori iniziali corr ispondano ai quat t ro vertici /7'o P, P~ P,  
di un tetraedro coniugato rispetto alia quadrica (Q), il vertice Po essendo 
interno e gli altri tre esterni (cf. § 17); avremo in conseguenza che il de- 
terminante  : 

m 

- ~ l - ~ l  - ~'- 

- -  V , I - - ~ I  - . 7  

0,7) 

sargt ortogonale,  e sussis teranno in particolare le relazioni 

x,  L - + - z ,  ¢ ~ ÷ x ~  ~ = X o  ¢o 

(48) 

8e resla fissa w, le tre espressioni 

a g = q < a x o - p  {:a ~o ( i = l , % a )  (¢9) 

sono differenziali esatti, poichb, calcolandole nelle variabili  u, v, abbiamo 

d y , -=  7% (~/~ cosh 0 x~--  ~/p senh 0 ~,) d u -I- ~o (~/-q senh t) x ~ -  v//9 cosh 0-~,) el v, 

ed ~ ident icamente 

- a~o 6/-qsenh 0 },  - -  ~/p cosh 0 ¢-,.). _ ac~vY-0 (\/-~ cosh 0 x, - -  ~/p senh 0 {,) -}- 
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Le funzioni y , ,  y~, y~, determinate per quadrature dalle (&9), soddisfano 
alle equazioni 

ed all 'altra 

d y , =  ~"o ( @  cosh 0 x~--  \/p senh 0 ~) 3u  

dv  

d o- y--,. dlogT,~od-y, d l o g L  dy ,  
dud-----v= dv  d u  + Ou d r "  

Ii punto P di coordinate y, ,  y~, y~ descrive, al variare di u, v (restando 
tissa w), una superiicie S, il eui elemento ~ dato, per le (48), (4,9), da 

ds°-=q°-(l  q--x~o)dx~_~2pqx, ; d~od  -~ ;,, -4-p'-' ( ;~ - -  1) d ~ 

e si identifica col d s  2 del paraboloide ellittico calcolato dalla (41")§ t8 col 
porre 

- 

dunque le nostre superticie S sono applicabili sulla regione ideale del 
raboloide ellittico 

i ~ 

P q 

pa- 

E nuovamente si ha che sulla S il sistema (u, v) ~ isotermo-coniugato, 
a parametri isometrici, e coincide col sistema coniugato permanente. 

Dopo questi risultati, i r imanenti calcoli per costruire il sistema triplo 
coniugato procedono come al § 18, e si trovano cosi le formole: 

du 

~ , _  7 ( ~  senh 0 ~, - -  i ~  co~h 0 ;~,) (~ = 1, % 3) (50) 
0 V ~o 

3 

le quali detiniscono per quadrature i sistemi tripli coniugati (u, v, w) colte 
w = cost. deformate improprie del paraboloide ellittico. 
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Merita qui ancora  speciale a t tenzione il caso che, nelFintegrale quadra-  

rico (45) del s is tema (VIII), sia nulla  la cos tante  del secondo membro ,  cio~ 
si abbia  

~a w.! 

La part icolare classe di sistemi tripli coniugati  cosi o t t enu ta  corr isponde 

a quella  del § 19, e la congruenza  (C) delle tangent i  alle t rajet tor ie  (w) nei 

punt i  di una  deformata  S i m p r o p r i a  del paraboloide,  t r a spor ta ta  dalla S sul 

paraboloide,  viene a constare  di raggi che si appoggiano  alia pa rabo la  focale. 

§ 22. 

LE TRASSOR~AZIO~I B ,  PER LE SOLUZlON[ DEI S1STEMI (VI), (VIII) (§§ 16, 20). 

I s istemi differenziali (VI), (VIII), dalla cui integrazione dipende rispet- 

t ivamente  la ricerca dei sistemi tripli coniugati  (u, v, w) colle superficie 

w ~ cost. applicabili  sulla regione reale, ovvero sulla regione ideale, del pa- 

raboloide  ellittico, possono  legarsi fra loro median te  formole di trasforma- 

zione di B.~CKLUND B ,  nel modo  seguente  (*). Indicando con ~ un angolo co- 

s tante qua lunque ,  tale perb che cos a non sia hullo, in t roduc iamo le qua t t ro  

espress ioni  

= cos z cos ~ senh 0 - -  sen z sen (o cosh 0 

= cos ~ sen o) cosh 0 + sen a cos 0) senh 0 
(51) 

y ~ cos z cos ¢o cosh 0 - -  sen ~ sen ~ senh 0 

8 ~ cos q sen co senh 0 + sen ~ cos (o cosh 0. 

Suppos to  ora  che la te rna  di funzioni 

1 8 ~ co 1 8 ~ 
~o, A== , B ~  

coso) ~ u ~ w  s e n o ~ v ~ w  

(*) I teoremi che sviluppiamo in questo paragrafo sono gi~ contenuti nella mia Memoria 
del 1887, citata al §16 (Vedi n. ° 18 della detta Memoria). Nuova ne ~ qui l'interpretazione 
geometrica riguardo alle deformate del paraboloide ellittico. 
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soddisti alle (VI) § 16, consider iamo per la funzione incognita  0 = 0 (u, v, w) 

il seguente  s is tema di equazioni  differenziali s imul t anee :  

8 0 3~ 8 0 8co 
8 u  ~' a v 8 v a u  

a 0 a ~., (5°-) 
cos ~ ~ = sen a 8-~ ~- A cosh 0 - -  B senh 0. 

Tenendo  conto delle (V[), si vede che queste  formano,  rispetto a 0, un 

s is tema comple tamente  integrabile,  sicehi~ ]a soluzione generale  0 contiene 
(oltre a) una  costante  arbitraria.  Ora, se poniamo 

- -  1 a ° 0 1-7 1 a ~ 0 
A cosh0 8ucgw senh0  8 y a w  

dalla (520, der ivando rappor to  ad u, v, seguono le formole:  

--- vOto 

- -  a t o  ~ A  i - y B .  cos q B = sen ~ ~ ~t-~ - -  

(53) 

Con queste  formole (52), (53) si consta ta  subito c h e l a  te rna  (0, A, B) 

viene sempre  a soddisfare al s is tema (V[]I) § °2-0. lnoltre,  s o m m a n d o  i qua- 
drati  della (53) e sot t raendovi  il quadra to  della (52~)si t rova ]a formola im- 

por tante  : 

A s 
\a  w/ - -  ÷ l a w) 

co le tre equazioni  Notiamo poi che, se si riso]vono rispetto ad A, B, a w 

lineari  (53) e (52~), r isul tano le a l t re :  

a~ 
cos ~ A ----- cosh 0 ~ - -  8 .~ ~+- ~ t) 

c o s z B - - - - s e n h 0  a0 ~-~ - -  ~ ~ + -~ B (55)  

8o~ 80 
- -  sen ~ -~- A cos co --I- B sen co. c o s  a w 

Dopo cib, se supponiamo ora data  la Lerna di funzioni (0, A, B) che 

Annali di Matematica, S e r i e  III ,  T o m o  XXII I .  25 
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soddisii alle (VIII), il sistema s imul taneo per 

cOo) ~0 0co O0 

COS q 
c~o) 
3 w 

sen z 0-~ % A cos co-t- B sen ~ 

(56) 

risulta i l l imitatamente integrabile,  e le tre funzioni 

1 tO ~" co 1 ~ o) 
~, A - -  , B - -  

cos~  8 u ~ w  s e n o ~ # v ~ w  

vengono a soddisfare alle (VI) § 16. 
In fine si osservi ehe i sistemi differenziali (50.) pe r0 ,  o (56) per ~, o re  

si a s sumano  r ispet t ivamente  per funzioni incognite tgh ~ - ,  o tg ~ - ,  pren- 

dono la forma di equazioni  ai differenziali tota]i del tipo di ttICCAT1 (eom- 
pletamente  integrabili). Per  la r icerca delle soluzioni dei sistemi (VI) e (VIII), 
possono quindi  applicarsi  i metodi di integrazio~e alternata, dove, appena 
integrata  la pr ima equazione di ttICCATI, l 'applicazione indefini tamente ri- 
petuta  del processo r ichiede sole quadra ture .  Ma anche le quadra ture  pos- 
sono risparmiarsi ,  facendo uso del teorema di permutabilit6 le cui formole 
sono facili a stabilirsi (~). 

§ 23. 

LE TRASFORMAZIONI B,  enJ~ LE QUaDEf~NE (X, ~, "a, ~), (X, ~, "a, ~.). 

Abbiasi una  qua lunque  eoppia (to, 0) di soluzioni dei rispettivi sistemi 
differenziali (V[), (VIII), legate fra loro dalle formo]e (50.) di una  trasforma- 
zione B, .  Supponiamo inoltre ehe, eor r i spondentemente  ad o~, sia nora una  
quaderna  @, ~, "[,, ~) di soluzioni delle equazioni  differenziali (37) § 17, e mo- 
striamo come ne risulti de te rmina ta  b iunivoeamente  una  eorr ispondente  qua- 
derna (x, ~, -a, ~) di soluzioni delle (~6) § 0.0. Per questo in t rodueiamo la co- 

(~) Le formole in qucst ione sono dale al § 8 della mia Memoria : Sulht deformazio~,e dei 
paraboloidi, Annal i  di malematica,  I. 1X, Serie 3", 1903. 
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stante k definita, dalta formola 

e polliamo 

1 I 1 
k - -  p cos ~ a = --q -t- sen ~ ~, (57) 

cosh 0 senh 0 ) ,-sell°  

~:=va(-~x/=/cos co sen~/p(o .; _ ~ .~, _~_ ~ r.) 

- -  [ s e l l  a) COS to • ) 

(:)s) 

La nuova quaderna  (x, ~, ~, ~) soddisfa, come subito si verilica, alle (4~6) 
§ 20; inoltre fra le due quaderne  corr ispondenti  sussiste l ' identit~ 

~,~ - -  :'-' + -~ + ~-~ = x~ + :~ + -~ ~ ,  - -  ~ .  (59) 

Risolvendo le equazioni lineari (58) rispetto alht quaderna  x, ~, .r,, ~, si 
hanno  le formole inverse 

c o s  o) SeLl o) ~7t 

( -x se l l  o) -- c o s  (,) ) 

cosh 0 - senh rj __ _ (60) 
-~- - \ . /k (  ~/~ x ÷ - - ~ p -  ~--~'~ + ~.~) 

( s e n h O -  e o s h 0 =  - y)  ~=~/)i ~/~ x + ~ -  ; ~-~,+~, , 

e queste dimostrano reeiprocamente che ad una quaderna  (x, ~, ~,.~) di so- 
luzioni delle (4,6) corrisponde una ed una  sola quaderna, (x, ~, "~, ~) di solu- 
zioni delle (37). 

Dalla identit'~ (59) segue poi che se (x, ; ~' ' ., ~, ~), (w', ~, .n, r') sollo due 
quaderne  qua lunque  di soluzioni delle (37), e con (x.E.', ,~).(x',  ~', "g, "~') 
si indicano le corr ispondenti  delle (46), si ha  ident icamente  



192 B ia nch i : Rieerche sui sistemi tripli eoniugati 

= 0, 1,2,3 dunque: Un tetraedro coniugato di soluzioni delle (37)(x~, ~.,., :~,, ~,.) r 
si muta, colle formole (58)~ in un tetraedro couiugato di soluzioni (x,, {,., ~,., 5) 
delle ($6). 

§ 2~. 

LE Tt/ASFORMAZIONI B~. PE1 SISTEMI TRIPLI CONIUGATI. 

Dopo tutti questi preparativi, possiamo venire all'oggetto tinale della no- 
stra ricerea e dimostrare il teol'ema: Le trasformazioni B ,  del § 22, per le solu- 
zioni o), 0 dei sistemi differenziali (V[), (VIII), si tradueono geometricamente in 
trasformazioni asintotiche B~ pei sistemi tripli coniugati contenenti una serie 
di deformate del paraboloide ellittieo ; esse conducono dai sislemi con deformate 
proprie a sistemi con defbrmate improprie, e vieeversa. Le eoppie di deformate 
corrispondenti S, S sono legate fra loro da una B~ della teoria generale, la 
costante k avendo il valore assegnato dalla formola (57). 

II primo sistema (S), con deformate proprie, sia deiinito (a meno di una 
tras]azione nello spazio) da]le formole (4~) § 18, eorrispondentemente ad una 
soluzione co de]le (VI) e a d  un tetraedro eoniugato di soluzioni (x,., ~,., ",~, ~,.) 
delle (37). Colle formole (58) del paragrafo precedente, calcoliamo un corri- 
spondente tetraedro coniugato di soluzioni (~,., ~;, -~,., ~,.) delle (46), essendo 0 
legato dalle formole della trasformazione Bo del § 22. Coile formole (50) del 
§ 21, noi determiniamo (a meno di una traslazione) il corrispondente sistema 
triplo co~iugato con una serie (S) di deformate improprie del paraboloide 
ellittico. Dimostriamo che, supposta fissata ]a posizione di (S) nello spazio, 
si pub determinare in uno ed in un sol modo quella di (S) in guisa che sia 
soddisfatta la condizione seguente : Le congiungenti eoppie di punti eorrispon- 
de~ti di due superfieie corrispo~denti S, S formino una eongruenza ~W, di 
guisa che appunto S, S risulteranno legate fra loro da una Bk della teoria 
generale. 

Intauto si osservi che, sostituendo helle due prime (50) per x,, ~, ~ ,  ~, 
i valori tratti dalle (58), abbiamo le formole: 

- t (61) 
~ Y' - -  x / ~ ~ v  ~0 (--~/q-sen ~ senh O x,-+- ~p cos~ cosh 0~, + ~,), 
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Se la propriet~ indicata sussiste, deve essere possibile determinare due 
incognite l, m per modo che sussistano le relazioni 

ay, e, 3), -~, =: y, ÷ l ~-d ÷ m a-v- 

ovvero per le (42) 

Se deriviamo queste rapporto ad u, v (colle (37) § 17 e le (~2) § 18), dal 
confronto dei coefficienti di ~,, ~,. con quelli corrispondenti helle (61) dedu- 
ciamo 

"~0 ~0 

e cosi per le formole richieste 

ovvero, esprimendo tutto per gli elementi relativi al prihm sistema (S): 

~i~-  y,--- kx,[Xo - -~ /q  sen ~ (~o cosh O - -  ~o senh O) ] 

--  ]~ ~, [~o + ~/p cos ~ (~o senh 0 --  ~o cosh 0)] • 
(63) 

Se si formano le derivate rapporto ad u, v, w di queste tre espressioni 
si verifica che esse riescono identiche alle derivate delle ~, calcolate dall.e (50) 
§ 21. Concludiamo che, mediante le formole (62) o (63), il sistema triplo 
coniugato (S) viene collocato nello spazio nella posizione voluta rispetto 
al sistema (S). 
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§ 25. 

SISTEMI TIIIPLI CONIUGATI GON DEFOIIMATE PROPI/IE 

DEL PARABOLOIDE IPERBOIACO. 

Pass iamo ora a t ra t ta re  dei s is temi  tripli eoniugat i  eon tenen t i  una  serie 
di de tbrmate  proprie,  ovvero impropr ie ,  del pa rabo lo ide  iperbolieo 

X ~ 17 

P q 

fra i eui para lne t r i  p, q positiv~ p o r r e m o  (Vol. 111, § 87) la re tazione 

1 1 
- -  1 .  

P q 

L'analogia  della r ieerea con quel la  gi/t esegui ta  pel easo del parabo- 
loide ellittico ci pe rme t t e  qui  di l imitarci  so l tan to  ad indicate  i pun t i  prin- 
cipali della ricerca. 

Cominc iando  dal caso delle de formate  proprie, r icord iamo (Vol. II[, {} 87) 
che la loro de t e rminaz ione  d ipende  dalla equaz ione  a derivate  parziali 

8" 0 c) ~ 0 
--~ senh  0 eosh  O. 

cO V ~ 8 ~ 

l n t r o d u e e n d o  ora u n a  terza variabile w, la de te rminaz ione  dei s is temi 
tripli eoniugat i  (u, v, w) colte w = cost. applieabil i  sul la  regione reale del 
det to  parabolo ide  d ipende rh  dal seguen te  s i s tema differenziale nel la  te rna  

(0, A, B) di funzioni  ineogni te  : 

8 ~ 0 8 -° 0 
- -  senh 0 cosh 0 

8 °" 0 8 ~" 0 
8u 8  = A c ° s h 0 '  3vSlv  

8 A 80 c90 
8 u  - - B y  B - -  eosh0  8-w ' 

OB 80 cOB O0 
O u - =  ~ A' 8 v  - - S u  

- -  B senh  0 

OA O0 
B 

8 v  8u  

O0 
A + senh  0 ~ v  ' 

(IX) 
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Esso tiene qui il luogo del sistema (VI) § 16 ed ammette soluzioni 
(0, A, B) dipendenti da quattro funzioni arbitrarie essenziali; inoltre pos- 
siede t'integrale quadratico 

A~ B. ~ / cO 0 ~ 

che al solito, disponendo del parametro w, pu6 scriversi pifl semplicemente 

(cOO t ~ 
A ~ - -  B ~ + ~ , ~ 1  = c o s t .  ( 6 5 )  

A1 sistema (IX), supposto soddisfatto da 0, A, B, si coordina il seguente 
sistema lineare omogeneo in quattro funzioni incognite x, ~, -a, r :  

COx cosh 0 COx senh 0 y CO x __ v~q CO 0 

cO ~ senh 0 cO ,~ cosh 0 r cO ~ \/q cO 0 
a u  - i - ~ - " '  cO ~ - , / -q  :' cO ~' = 4 ~  co '~' 

a -t, cosh 0 senh 0 CO 0., CO "4 a 0 ~, 

cO ~ a 0 cO ~ senh 0 eosh 0 cO 0 
c O u - c O v "  cO ,, = ---~- ,  ~ + - ~ - -  "~ + ~-~ ~' 

a-,~ r- A 

a'~ ~/ q B . 
CO W "~ 

(66) 

che ~ un sistema completanmnte integrabile, pet" le (IX), 
grale quadratico : 

~ ' . ,  ~ ; 2  . t l .  o _ _  7"-, . 4 -  ~ = cost. 

e possiede l'inte- 

Normalizziamo, come al § 17, ogni quaderna (x, ~, ~, ~), per la 
non sia nulla la costante del secondo membro, col rendere 

quale 

secondo che il punto di coordinate omogenee (x, ~, "4, 4) ~ esterno o interno 
alla quadrica a punti ellittici 

x ~ + i~ + -,~: - -  ~ = o. 

In line prendiamo anche qui una quaderna di soluzioni 

(x, . ,  ~,., "a,., ~,.) r = O, l ,  ~, 3 
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corr ispondente  ad un  te t raedro  Po P, P~ P~ coniugato rispetto a questa qua- 
drica, di cui sia Po il vertice interno. 

Se teniamo fissa w, le tre espressioni 

d y , ~ p x ~ d x o - - q ~ , d ~ o  ( i ~ 1 ,  2, 3) 

sono tre differenziali esatti e la superficie S, descri t ta  dal punto P di coor- 
dinate y, ,  y~, y~ al variare di u, v, ha  l 'e lemento l ineare 

d s 2 ~ p~ (1 + x~) d xo ~ - -  2 p q xo ~, d xo d ~,, + q~ (1 4- ~) d ~o ~ , 

che appart iene alla quadr ica  

X - ~ p  Xo Y = q ~o Z ----- p x°~ - -  q TM 

2 

cio5 alla regione reale del paraboloide iperbolico 

X 2 y 2  

P q 

Inoltre sulla S i! s is tema (u. v) ~ isotermo-coniugato,  a parametr i  iso- 
metrici, e coincide col s is tema coniugato permanente .  

Facendo ora variare w, si possono si tuate le deformate S del parabo- 
loide iperbolico hello spazio in guisa c h e l a  serie (S) appar tenga  ad un si- 
sterna triplo coniugato (u, v, w). Per questo basta procedere  come al § 18, 
e si ot tengono le formole definitive: 

~y, 
~u 

~v 
- -  ~0 (\/P senh 0 x, - -  \/-q cosh 0 ~,) 

3 

( i = 1 ,  2, 3). (67) 

Le condizioni d' integrabili t~ per le (67) sono ident icamente  soddisfatte, 
ed abbiamo cosi de terminato  per quadra tu re  il sistema triplo coniugato ri- 
chiesto (u, v, w), he[ quale le superficie S della serie w = cost. sono defor- 
mate proprie del paraboloide iperbolico. 
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§ ~6. 

(]LASSE PARTIGOLARE ASSOGIATA AD UNA PARABOLA FOCAI,E. 

Consideriamo quella classe particolare degli attuali sistemi tripli coniu- 
gati, per la quale 6 nulla la costante del secondo metal)to nell ' integrale 
quadratico (~15), eio6 

1~ ~ -  A'-' ~ (:,jOr)~ • 

Indicando allora (:Oll ? 1ilia rluova ftmzione iucogaita, potremo porve p. es. 

~0 80 
B : = ( ' o s h ? 8 , v ,  d - ~ s e n h g ~ g w ,  

90 80 
(l'altra ipotesi B . . . .  cosh ? ~;~,  A == senh ? 8 ~): condueendo a formole del 

tutto simili), dopo di the le equazioni (IX) si riducono semplicemeute al se- 
guente sistema: 

8 0 8 ~ ~ cosh 0 cosh 80 8 9 = ~ e u h O s e n h ? ,  8v a u  
8 u 8 v 

a ~ 0 8 0  8 "~ 0 8 0  
--  --  senh 0 eosh ~ ~ v  ' a u a n ,  c o s h 0 s e n h y s n , ,  8 v S w  

(.IX*) 

che possiede soluzioni dipendenti da ire funzioid arbitrarie essenziali. 
Come al § 19, consideriamo la congruenza (C), formata dalle tangenti 

alle trajettorie (n,) nei punti di una superticie S, come invariabilmente legata 
alle flessioni di S e dimostr iamo: Se la superficie S si applica sul parabo- 
loide iperbolico, i raggi della congruenza ( C) vengono tutti ad appoggiarsi alla 
parabola focale : 

Y = O ,  X 2 = ( p q - q )  (2Z-+-q). 

Cominciamo dall 'osservare che, secondo le (67), i coseni di direzione 
Y,, Y2, Y~ della normale alia S sono dati da 

y, _ ~°-r,--.~,,,'~, ( i =  1, ~, 3 ) ,  
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mentre  i coseni di direzione Z,, Z~, Z~ delle tangenti  a.lle trajettorie (w) son() 
proporzionali ,  pet' la (67~), alle espressi'oni 

Z,  =__ ~/~o x ,  -F  ~, senh (? - -  {, cosh ?. 

i?oniamo questi valori sotto la forma invariabile per flessione (el. § 19) 

Z,. ~ l O y '  cOy, 
cOXo -t- m ~ + n L (i = 1, 2, 3), 

e t roveremo, procedendo hello stesso lnodo come al § 19: 

"~o senh ? -F ~,, cosh ? 
t v = \ / ~  + ~ _ .~,~ 

• t,o senh ? -t- ~o cosh ? 

"a, cosh ? -~- ~.o senh ? 
Tt 

• X o 

" ¢ o  

Se diamo alia S la forma del paraboloide iperbolico, ponendo 

a v l ' e l l / o  

p x;", - -  q Po 
y , = p x , , ,  Y. . ,~q: .o ,  Y:'= 2 

= 1 x .  , y,, = .o ___ , y,, __ 
Y' - ~ - - ~  " V ~ - ~  " VToo - <  

ed omet tendo in Z,, Z.;, Z~ un fat[ore (li proporzionali lh si trova 

z ,  ~- \ /p  (~o + "~,o) + e-~ xo , Z,: =_ - -  e-'p ~o 

Z~ =-- ~fpXo (~.0 -~- "t,o) -I- ('~o senh ? -4- ~.o cosh ?) (~o ~- "~,,) - -  e-~. 

Le coordinate X, Y, Z di un punto qua lunque  del raggio (Xo, "2.°) della 
nostra congruenza  si scrivono 

X = y , - F T Z , ,  Y = y ~ @ T Z . , ,  Z = y . ~ - 4 - T Z ~ ,  

ed al punto (l ' ineontro (lel raggio col piano X Z  corrisponde pel paramelro  
i[ valore 

T =  --Y.I = q e ' .  



con una famigIia di superficie applicccbili sopra quadriche. 19!) 

Dopo ei6 i valori  di X, Z d i v e n t a n o  

x =  (p + q) ~o + q~/-~er (L + ~,,,) 

z p xX-- q ~ , - -  ~ + q ~/p ev xo (~, -~- ":,o) + q ev ('~o senh  ? + ~.o eosh ?) (~.o -t- ",',o) o-- q, 

e res ta  solo da  verif ieare ehe (lues[i sodd i s fano  alla equaz ione  della para-  

bola  locale 
x ~ : -  (p ÷ q) (~ z +  q). 

T e n e n d o  eonto  del la  re laz ione  (6~) [ ' ra/) ,  q : p  + q = p  q, la re laz ione ora 

ser i t ta  si eang ia  nel la  identit '~ 

Xo-~ .o -+- ~o - -  . : - - 1  

e la p ropos iz ione  6 d imos t r a t a .  

§ o_7. 

LE TRASFORMAZIONI .B~, DEI NUOVI SISTEMI TRIPLI CONIUGATI. 

[ n d i e a n d o  c o n  ~ u n a  eos tan[e  a rb i t ra r ia ,  con O' u,m nuova  f lmzione  (ti 

(u, v, w), pongas i  

7. = eosh  ~ s enh  0 senh  O' -i- senh  ~ eosh ~ eosh  O' 

-=- eosh  q senh  0 eosh O' -t- s enh  z eosh  0 senh  O' 

,( = eosh ~ eosh 0 senh  O' + s enh  q senh  0 eosh O' 

8 -= eosh  ~ cosh 0 eosh O' + s e n h  ¢ senh  0 s enh  0', 

e si eons ider i  il s i s t ema  di equaz ion i  s i m u l t a n e e  per  0': 

go' go _ ~ ,  go' go  

gO' gO 1 1 
--~ + tgh ~ g w - -  cosh  ~ (A eosh O' + B s e n h  0'). 

(68) 

A causa  del[e ([X), ques to  6 un  s i s t ema  e o m p l e t a m e n t e  in tegrab i le  per  0', 

e [a so luz ione  genera le  con t iene  (oltre z) u n a  s e e o n d a  cos tan te  a rb i t ra r ia .  



200 B i a n c h i :  Ricerche sui  s is temi tr ipl i  coniugati  

0 r a  se pon iamo 
1 ,0 -~ O' l 0: O' 

A ' - -  , B ' - -  
eosh 0' 0 u 0 w senh  0' 0 v 0 w 

t r0viamo facihnente  dalle (68) 

cosh~  A' ,~ O0 \ • = - -  ~ A - -  ~ B - -  c o s h 0 ~  I 

0 ~0 e o s h ~ . B ' = T A + ~ B + s e n h  ~ .  / 

(69) 

Da ques te  formole risulta,  con breve calcolo, che la t e rna  di funzioni  
(0', A', B') soddisfa  n u o v a m e n t e  alle (IX). Anche 6 da osservarsi  che, qua- 
d rando  e so t t raendo  le (69), r isul ta  

(~O'~=A. (~0 L 
A"~ - B'~ + ~ w l  - -  B" + ~ 1  (70) 

cio6, nel passaggio da una  te rna  (0, A, B) di soluzioni  delle (IX) ad una  
te rna  t rasformata ,  la cos tante  del secondo m e m b r o  nel l ' in tegrale  quadra-  
rico (65) resta  invariata.  

Siano ora 0, 0' due  tali soiuzioni  delle (IX), legate fi'a loro dalle (68), 
ehe d i remo le formole  della t ras formazione  B , ,  e sia nota,  in cor r i spondenza  
alia 0, una  q u a d e r n a  (x, ~, z, ~,) di soluzioni  de]le (66). In analogia  ai ri- 
sultat i  del § 23, lie d e d u r r e m o  u n a  q u a d e r n a  corrispondente (x', ;' ' . ,  ~, ~') re- 
lativa alia funzione  0', colle seguent i  formole  di sos t i tuz ione  lineare. Pos to  

a v r e n ] o  

l 1 I 
- -  ~- senh  ~ ~ = cosh ~ ~ - -  - - ,  (71) 

k p ' q 

cosh 0' senh 0' ) 

( ~eoh o' combO' ) 

, ~cosh 0 x + senh 0 ~ + :~ ",, + ~ ~) 

(se,,li o ,osh o ~ + vo + ~,) 

(7~) 



¢on uJ~c~ famig l ia  di  superficie applicabil i  sopra quadriche.  ~01 

e sarh ident icamente  

Ne segue che quattro quaderne  (x,., ..,., "~ "~,., ~,.) r ~ 0, I, ~, 3, apparte- 
nenti ad un tetraedro coniugato si cangiauo, colle (72), in altre quattro qua- 
derne (x',., "~' ' r' ~ ,  ~,., ~,.)della medesima specie. Ora siano (S), (S ') le  corrispon- 
denti  famiglie di deformate proprie de] paraboloide iperbolico appar tenent i  a 
sistemi tripli coniugati (u, v, w), dei quali il primo ~ definito, a meno di una 
traslazione nello spazio, dalle formole (67), ed il secondo dalle formole ana- 
loghe:  

i 
OY,  
~ u  

~ v  

- -  ----- "d,, (x/P cosh O' x', - -  V~ senh O' ~';) 

x'  ; '  cosh  O' 

3 

O y l  q_ ~o ,~ w ~-w 
x', -+- A' ~', - -  B '  ~',) . 

(i  = e, 3) (73) 

Si tratta anche qui di dimostrare the  le famiglie (S), (S') possono col- 
locarsi hello spazio in tale posizione relativa che due superticie corrispoa- 
denti  qua lunque  S, S" risultino legate fra loro da una  trasformazione asin- 
totica B~. Per questo,  procedendo come al § 2-~, cerchiamo di soddisfare 
alle (73) ponendo  

" lOY'  0 Y' (i  = I 2, 3), (7(~) 
Y ' = Y' + c~ u + 'm o-vv 

con valori convenienti  di l, m. Le due prime (73), introducendovi  i valori (72) 
si scrivouo 

0 y', _ ~/-k rio ( - -  \ /p senh a cosh O' x , - -  4-q cosh q senh O' -~, -+- -~,.) 
O~ 

Ov 
~/k ~'o (~//? senh z senh 0' x, H- ~/-q cosh z cosh O' ~, H- ~,), 

e paragonando i coefficienti di ",,, ~, in queste col corr ispondeat i  che risul- 
tano dal]a derivazione diretta delle (76), si trova 

, yp 

"~o ' 'Jl~ ~ ~ o  ' 
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e quindi 
I 

le quali formole si mutano nelle definitive : 

y ' , - - y , - - k x , [ x o  +~/:psenh,( ,ocosh O' + 'osenhO')] i 
(7~*) 

--k.~,[.~o ~ ,~qeosh~( -~osenh0 '+~oeosh0") ] -1  

facile constatare che, mediante queste formole, le due famiglie (S), (S') 
vengono ad acquistare effettivamente hello spazio la posizione voluta. 

§ 2S. 

SISTEM[ TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE IMPROPRIE 

DEL PARABOLOIDE IPERBOLI(]O. 

Si sa che le deformate improprie del paraboloide iperbolico dipendono 
dalla equazione stessa 

8 ~ 0 8 ~" 0 
--  sen 0 cos 0 

c~ u '2 c~ v'-' 

che si pres(mta per le superticie pseudosferiehe ordinarie (eft'. Vol. 111, § 87); 
dimostreremo ora che i sistemi tripli coniugati con una serie di tall defor- 
mate dipendono dalle equazioni che caratterizzano i sistemi pseudosferici di 
WE~NGAHTEN. Queste sono le ([) § $, ore essendo R costante, pre~aderemo R-~ 1. 
[ndichino, come prima, p, q due costanti positive legate fra toro dalla rela- 
zione (64~), e si consideri nella quaderna (x, "~ , , - , ,  ~) di funzioni incognite 
il seguente sistema lineare omogeneo: 

a x  _ sen0 8 x  _ c o s 0  7 8 x  ~/p COO "~-- ~/pA'~, -- V/i~B ~ 

CO~ cos0 co~ sen0 ~, CO~ v'~CO0 

cosO 80 8":, COO ,, 8":, a~ s e n O  x +  - - - - " +  ~ -- .,, - - = ~ / p A . x  

tgr CO~ ~ ,9"," cos0 x_~se,10 ; cOO c9~ 

(75) 



c, on una  famig l ia  di superfioie a,pplicabili sopra quadriche. ~03 

I1 s is tema 6 i l l imi ta tamente  integrabile e possiede t ' integrale quadrat ico  

x ~ - -  .~ + -~ + ~ = cost. 

Normal izziamo le q u a d e m e  (~c, .., -~ -r,, ~) di soluzioni (per le quali non 
nutta la eostante det seeondo membro)  col rendere  al solito 

m'~ - -  :7 +'r ," + . .  = _ _ _ 1 ,  

ed assumiamo quat t ro  quade rne  (x,., .~,., ~,., r )  r----0,  1, °2, 3 di soluzioni 
delle (75) eorr ispondenl i  ad un tetraedro P,, P, 1'.,. P~ eoniugato rispetto alla 
quadr iea  

x -~ - -  ~'~ + ",,~ + ~~ --= 0, 

dei eui quat t ro  vertiei Po sia l ' interno; aw'emo in part ieolare tel. § ~1) 

x, ~ 4-  xg + xg ----- x;:, --~- 1 

Ora, se manle~ia,mo fissa w, le tre esl)ressioni 

d y, = p x, d Xo 4- q ~, d ;:0 (i = l ,  02, 3) 

sono differenziali esatti, ed il punto  P di coordinate  ortogonali  y , ,  y~, y~ 
descrive, al variare di u, v, una  supeHieie S il cui d s ~ ~ dato da 

d s-' = p~ (x,~ + l )  d x~, + e p  q Xo ~o 4 xo d L, -4- q~ (~'~ - -  l )  d ~,  

dtl appar t iene  alia quadrie  di equazioni  parametr iche  

X = p  ,,, Y - -=- iq(o ,  Z = -  px~ff-q~'- '  ' 

eiog alia regione ideale t~el paraboloide iperbolico (reale) 

X ~ y'~ =02_Z. 
P q 

lnfine, filcendo variare w, ot teniamo una  famiglia (8) appar tenente  ad 
un sistema triplo coniugato,  purch& si determini  convenientcmente ,  col so- 
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CO y~  . 
lifo processo,  ~ ; ,  cosl t rov iamo le formole  detinit ive 

CO y ,  
COu 

CO y ,  

COy 

CO y~ 

---- ~0 (~/q cos 0 ~, - -  v/p sen 0 x,)  

- -  ~,. (\/q-sen 0 ~, @ ~/p cos 0 x~.) = 1, e, 3) (76) 

3 

COw-- p Xo CO~.,; - -  . 

Queste  dei in iseono,  a meno  di u n a  traslazione,  gli a t tual i  sistemi tripli 
eoniugat i  (u, v, w) eolle superfieie S della serie w ----- cost. ~ipplieabili sulla 
regione ideale del parabolo ide  iperbolieo. 

Agg iung iamo  intine, senza sv i luppare  i ealeoli relativi, ehe le t rasforma-  
zioni B ,  di B~,CKLUNO dei s is temi pseudosfer ie i  di W~NaAnTEN si t r ad u eo n o  
in eor r i sponden t i  t ras formazioni  as in to t iehe  B~. degli attuali  s is temi tripli 
eoniugati .  

§ ~9 .  

SISTEM] TR1PL[ CONIUGATI CON DEFORMATE DEL PARABOLOIDE ROTONDO REALE. 

Ri to rn iamo  sui r isultati  dei §§ 16-°21, relativi ai s is temi tripli coniugat i  
con deformate  del parabolo ide  ellittico generale,  e eomple t iamol i  eol]a eon- 
s iderazione del caso del pa rabo lo ide  ro tondo  ehe sfugge all 'analisi  ivi svi- 
luppata .  

Le deformate  (proprie)  di ques t 'u l t imo parabolo ide  d ipendono  dall 'equa- 
CO~ o) -F cog co 

zione a der ivate  parz ia l i :  ~-~ ~ - - - - -0 ,  e la ricerca dei eor r i spondent [  si- 

s temi tripli coniugat i  dal seguente  s i s tema di equazioni  alle derivate  parziali : 

co o) o, = o 
CO'u ~ COW 

CO~" o~ CO-~ o) 
CO u CO w A cos o~, cO v CO w B sen co 

( x )  
CO A COo) CO A 8 co 
CO u COy COy CO u B 

O B CO ~ COB CO ~ 
- -  - -  A ,  - -  A ,  
COn COy COy CO u 



con u n a  f a m i g l i a  d i  s u p e r f i c i e  a p p l i c a b i l i  s o p r a  q u a d r i c b e .  205 

che  t iene  qu i  il l u o g o  del  s i s t e m a  (Vl) § 16 e ver rh  r ido t to  pifi o l t re  a fo rme  

p ih  sempt ic i  (§ 30); e s so  p o s s i e d e  l ' in tegra le  q u a d r a t i c o  

A: - -  B ~ = f 0 v ) ,  

che si pub  a n c h e  scr ivere ,  d i s p o n e n d o  del p a r a m e t r o  n, : 

A ~ - -  B '~ = c (cos tante) .  (77) 

S u p p o s t e  sodd i s f a t t e  le (X), c o n s i d e r i a m o  nella q u a d e r n a  (x, ~, "~, ~.) di 

funzioni  incogni te  il s i s t e m a  l ineare  o m o g e n e o  

tO x 3 x tO x tO o~ . 
~'l~'. cos  (o -~, tO v se~l co ~, tO ,w  tO ~t: 

tO ~ tO: tO ~, tO ~o B ~ _ _ . =  _2_'-= - -  x - -  A'r, + tOn ~ sen oJ "~, tO 'v cos ~o :(,, tO w tO w 

tO .. . .  "a ~ - -  cos o) x -+- sen ~o ~ ~ tO-- + Y tO "~ - -  tO ~ ' -x  __=tO "~ A ;. 
c0u t O y "  tOy tOu.:' tow 

. . . . . .  • r,, - - = s e n ~ , ~ x + c o s ( o - ~ - ~ . ~ , ,  - - = B  -~ 
u to v ~ v " to w ~' 

(78) 

che si o t t i ene  dal le  (37) § 17 col porvi  p = q = 1. II s i s t ema  6 c o m p l e t a m e n t e  

integra]) i le  per  le (X), e p o s s i e d e  ] ' in tegra le  q u a d r a l i c o  

N o r m a l i z z i a m o  le c o o r d i m U e  o m o g e n e e  x, ~, -t~, ~. nel so l i to  modo ,  e pren- 

d i a m o  q u a t t r o  q u a d e r n e  di so luz ion i  (x,., ,,., -~ "~.., ~,,.) r ~ 0 ,  1, °2, 3 a p p a r t e n e n t i  

ad  u n  t e t r a e d r o  Po P ,  P,: P~ c o n i u g a t o  r i spe t to  alla quad r i ca  

X ~ ~-  :~, -[- "r, ~ - -  r'~. ~-~ O~ 

con P0 ver t i ce  in te rno .  R i m a n e ~ d o  fissa, w, le i re  e sp r e s s ion i  

d, y,. ---- x ,  d x0 + i; d ~0 (i = 1, 2, 3) 

sono  di f ferenzia l i  esat t i ,  e la super i i c ie  S desc r i t t a  da l  puhto P di c o o r d i n a t e  
o r togona l i  y , ,  y~, y.~, al va r i a re  di u, v, ha  l ' e ]emento  l ineare  
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cio6 quello della regione reale del paraboloide rotondo 
r e  

X = X o ,  Y = ~ o ,  Z ~x~-+-  2 (ovvero X~-+ - Y-~ = 2 Z ) .  

Dopo cib, se facciamo variare w, le ~ '  superficie S possono collocarsi 
aello spazio iu guisa che ne risulti un sistema trip]o coniugato (u, v, ~v). 
Questo si ottiene determinando per quadrature y, ,  y~, y~ dalle formole 
(of. § is): 

O y~ __-- "r,o (cos ~o x, - -  sen ~ ~,) / 

~Y--" --= ~-o (semi ~ x, -~- cos o~ ~,) (i = 1, 2, 3) (79) 
c ~ v  - 

c0 W .o  ] 

le co~ldizioni d'integrabilit~ trovandosi identicamente soddist'atte. 
Precisamen{e come nel caso del paraboloide rotondo immaginario (§ 15) 

si dimostra che: Per ciascuna deformala S del paraboloide rotondo ~el si- 
stema w - ~  cost. le tange~di alle trajettorie (n,) net punt i  di S sono normali 

a lle trasformale dei paralleli a~ o @ ;~,o ---- cost. 
Ne segue c h e s e  la congruenza (C) formata da queste tangenti si im- 

magil~a invarial)ilmente legata alle tlessioni della S, quando S si applica sul 
paraboloide tutti i raggi ,]ella collgruenza vaauo ad appoggiarsi all'asse. 
Questa proprieth deve ra)'viciuarsi a l l ' a l l ra  risco,ltrala helle classi di sistemi 
tripli coniugati con deformate del generale paraboloide ellittico od iperbolico 
di cut ai §§ 19, 26, poich~ nel caso del paraboloide rotondo le parabole fo- 
call vengono appunto a ridursi all'asse di rotazione. 

Accanto a questi sistemi tripli coniugati con deformate proprie S del 
paraboloide roto,l(lo sono da cousiderarsi quelli conlenenti deformate im- 
proprie S;  questi si ottengono scml)licemente dai primi, sussistendo la pro- 
priet5 : 

Le superficie S complementari delle S (rispetto alle deformate dei meri- 
diani) i~ ~ o  dei ~wslri sistemi tripli co~dugati formano u~ nuovo sistema 
tri, plo coniugato. 

Questo si veritica colle formole seguenti, di cut 6 facile la deduzione. 
Imticaudo con y,, y~, y.~ le coordinate del punto della coml)lementare S c o l  
rispondenle al [)unto (y, y._, y~) sopra S, le ~; sono date dalle formole 

= y ; - -  x ,  xo  - -  i ,  ( i  = i ,  3) ,  ( s o )  



con u n a  f an t i g l i a  d i  super f ic ie  app l i cab i l i  sopra  qua driche.  ~07 

dalle quali, derivaudo, seguouo he altre:  

- -  = "~, ( s e n  o) ~o - -  c o s  ~ xo )  
0u  

~Y~ - =  - ~,~.. ( c o s  o) ~0 + s e , l  0) x 0 )  [ 

~ YJ' - -  :" ( A "r,o - -  B ~,,) c7 ~ "+ 

(so*) 

D'alh'onde la complementare ~' di uaa deformata l),'opria S del pa~'abo 
loide rotondo b una deformata impvopria. 

§ 30. 

SISTEMI DI SUPERFICIE D'AREA MINIMA CORRISPONDENTI. 

Ciascuna defbrma.ta propria S del paraboloide rotondo deternli~la, se- 
condo il primo teorema di Gum~JAm) (Vo]. [I, § ~57), due superficie E, Z' 
d'area minima corrispondenti. Queste sono le due faIde dell'iuvilupl>o di 
sfere descritte col centri nei punti P di S ed aventi ciascumt raggio egua]e 
alia distanza del punto corvisl)ondeute Po su] l)araboloide dal fuoeo. Alle 
famig]!e (S) dei nostt'i sistemi tripli coniugati si eoordinano quindi due si- 
stemi di Sul)erficie d'area mfilima che vogliamo ora esaminare pih da victim. 
Per questo osserviamo che, nella coufigurazio,~e paraboloidica, ]a distanza T 
del punto Po :~ (xo, ~0) dal fuoco ~ data da 

Se indichiamo poi con (Z , ,  Z o, Z~), (Z',, Z',, Z'~) i rispettivi coseni di 
direzione dei raggi che vanno dal puato P_~(Xo~,,) ~li S ai due punti di 
contatto delia sfera con ).:, E', dalle formole relative agli inviluppi (li sfere 
ricaviamo facilmente per Z, ,  Z ' ,  i valori seguenti :  

, z , =  • (8'])  
Z ,  - -  ~o __ .,,o .~, + . ~ 0  
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Ed ora and iamo a verificare in effetto, senza n e m m e n o  r icorrere  al teo- 

rema di GmcH~_m), che le congruenz e rett i l iaee formate  dai raggi che escono 
dai punt i  di una  S (w = cost.) coi coseni di direzione Z,, ovvero Z' , ,  sono 
normal i  a due superficie minime. [Con ci5 il t eo rema  di GUmm~RD resta  nuo- 
vamente  dimostrato.]  

Se poniamo 

1-3 cOy~ lva 8 y ,  y =  z z ,  , v =  .. 
i 0 u 

dall 'osservare che si ha  

Z x ,  Z ,  = xo , Z Z,  = , 
i 

segue per le (79) 

U ---- -~,o (x0 cos o~ - -  ~o sen o,), V = ~o (Xo sen co 4- ~o cos o0, 

e quindi dalle (78) che U d  u 4-  U d  v ~ un differenziale esatto, prec isamente  
= d T .  

La congruenza  6 dunque  in effetto normale  (Vol. I, § /-~3) e le coordi- 
na te  z,,  z,, z~ dei punti  di una  delle superficie normali  sono date da 

z, ~ y , -  T Z, ( i =  1, 2, 3), 
ossia 

l '~" - -  z,). (83) z, = y, - -  ~- (~.0 -~- '~,o~ ~.., 

Verifichiamo c h e l a  superficie )2 defiuita da queste  formole b a d  area  
minima e le linee (u, v) corr ispondent i  al s is tema coniugato  pe rmanen te  di S 
sono le linee di curvatura .  

Se deriviamo infatti le (82), (83) rapporto ad u, v, t roviamo 

~.z, (~ - -r,,,)-' ~ Z, 

z, z ,  

v 2 ~ v 

e queste formole dhnos t rano  appun to  che sulla ~ le linee u, v sono quelle 
di curvatura,  ed i raggi principali di curvatm'a  r , ,  r~ hanno  i valori eguali 
ed opposti 

1 1 ( to  _ r, --~ 2 (~.o - -  ¢,o) °" , ro ---- 2 



con una famiglia di superficie applica, bili sopra quadriche. ~09 

COil 

Simihnente  per  l 'al tra superficie E' si t rovano le formole 

~_, 
~ '  = Y' - *C (% - "~o) (L  + ~,) ,  (8:~*) 

l 1 
r', =: ~ (~,,-~-~o)'-', r ~ ~- - -  ~-2 (~o + ~o)='. 

0 s se rv iamo alleora the,  der ivando le (83), (83*) rappor to  a w, risulta 

oOz'w o21(B-- A)[~o (:,. + ",~,)- ~,. (:o + "~o)] 
(8,,  

iv - ~ ( B  + A ( L -  "~,,) - -  ~, G , -  "~o) • 

Merita a t tenzione quella e lasse 'par t ieo la re  dei nosh'i  sistemi tripli eo- 
niugati  per  la quale ht eostante e nell ' integrale (luadratieo (77) 6 nulla;  al- 
lora 6 A ' =  B% o A-----+_-B, poniamo p. es. A-----B. In tal easo si vede ehe 
le Z, eoineidono eoi eoseni di direzione delle tangenti  alle t rajet torie  (w) e 
sono indipendent i  da w, come le z, stesse. Dunque :  

Se per la famiglia (S) di deformate del lm, raboloide rolondo la costante 6 
nulla, le trajettorie (w) sono linee rette e coincidono colle Jwrmali all'unica 

superficie ,minima Y~. Questa ~ il luogo descritto dal fuoco del paraboloide ro- 
tor~do nel rotolamel,to Sol)ra una ffualunq,ee delle superficie applicabili S. 

Nel caso c = 0, ora eonsiderato,  le equazioni  del sistema (X) possono 
scriversi pifi semplicemente ,  ponendo p. es. A = B--= e 0, con ehe diventano 

&~J &O &oJ &O \ 
- -  ~ - -  _ _  ] 

a u & v & v & u I (85) 
0 ~ oJ 

eg"~o - - e  0 c O s %  e 0 S e l l o j .  / 
0 u & w 0 v & w 

Ma anehe  nel easo generale  c - - O  si pub in t rodurre  nel sistema (X) 
una  semplil icazione analoga. Supponendo,  come 6 ]eeito, c =  1, possiamo 
por te  p. es. 

A = e o s h O ,  B = s e n h O ,  
e le (X) diventano 

¢ 8 u 0 v & ,v & u, 
(86) 

O u & w - - e ° s c ° c ° s h O '  O v & ~ -  sen¢osenhO. ! 



~10 B i a n c k i :  Ricerche sui sistemi tripli coniugati 

Si osservi che, in ambedue i casi (85 o (86), le due prime equazioni del 
sistema dicono che o) + i 0 6 una funzione della variabile complessa ": ~ u q- i v, 
diciamo 

~ + i 0  = F(~, w), 

dove ~v 6 un parametro reale, da cui dipende la F. Manifestamente le due 
seconde equazioni del sistema (85) si eompendiano nella equazione (di 
L~OUWLL~) : 

O ~ F __ e _ i F ,  
O'~ Ow 

e quelle del sistema (86) nell 'altra 

c~ ~ F 
- -  cos /~ :  

~ ~" c~ w 

§31.  

SISTEMI TRIPL1 CONIUGAT1 CON DEFORMATE D.ELLE QUADR1CHE 

A CENTRO TANGENTI ALL'ASSOLUTO. 

Trattiamo in fine di quei sistemi tripli coniugati nei quali la famiglia (S) 
6 costituita di superficie applicabili sulle quadriche a centro di DAnBOUX tan- 
genti all'assoluto (*). 

11 caso limite di quadriche osculanti l 'assoluto 6 gi~ stato trattato al § 5; 
ivi i corrispondenti sistemi tripli coniugati furono dedotti con una costruzione 
in termini f ini t idal le  famiglie di L A ~  a curvatura eostante. Qui pel easo 
di quadriche semp]icemente tangenti all 'assoluto occorrerfi ancora l'integra- 
zione dei sistemi differenziali (III) § 8, o (IV) § 9, precisamente come pel 
caso delle quadriche rotonde (bitangenti all'assoluto). 

Per non complicate la ricerca sup.porremo che il sistema triplo ortogonale 
(u, v, w) sia un sistema di WEINGAaTEN, p. e. a curvatura positiva, e I)orremo 
helle formole del § 9 R - ~  I. 

(~) Lezioni, Vo[. [I, § 308, e pill particolarmente la Memoria: Sulla deformazioue delle 

congruenze e sopra alcuue classi di s~perficie applicabili (Annali di matematica, t. VI della Se- 
rie ]ll, 1900). 



c o n  u n a  f a m i g l i a  d i  s u p e r f i c i e  a p p l i c a b i l i  s o p r a  q u a d r i c h e .  ~11 

Sia (.4, M, % W) u n a  qua lunque  quaderna  di soluzioni del sistema dif- 
ferenziale (IV), onde avremo per  le (18) ibid. 

.4: + M" - -  ~ ~,~ +- (c + 1) W'-' = a (costante). (87) 

Per una  qua lunque  superficie Z, a curva tura  K =  + 1, del sistelna di 
WE~NOanTr:N, consider iamo la superlicie S inviluppo dei piani normali  alle 
linee • --= cost. sulla v. Denotando  con ~c, y, z le coordinate  del punto  P di S, 
the  corr isponde at punto P ~ ( x ,  y, z) di )2, t roviamo 

-o- 1 + ) .  . I, (88) 

colle tbrmole analoghe per y, z, e l 'e lemento l ineare della S ha ]a forma 

c~ ,l, ~ d W " ~-- 2 c ( c -~- l ) O W d o d W -+- [ c ( c -4-1)  W ~ ~-c,t, '-' -~- a l d ,l , ~ 
d s  ~ - -  u 3 , (89) 

che dipende solo dalle costanti  c, a, ed appar t iene alla quadr ica  immaginar ia  
) , -  di I ~RBOUX 

c (yO + z , )  + 1 : x °- -t- a c (y  - -  z ~ / - -  1 )~. (90)  

Sulle superfi(.ie v, A; i sistemi coniugati  si corr ispondono,  in part icolare 
alle linee (u, v) di curwt tura  di v corr isponde sopra S il s istema coniugato 
permanente .  

Ora, se faceiamo variare w, la S descrive una  famigtia (,~), che voo'liamo 
dimostrare  appar lenere  ad un sistema triph) coniugato  (u, v, n,). Per  ci6, de- 
r ivando le (88) col por mente  alle formole dei §§ 4, 9, t rovia,no 

c~__~w .,4 f~. ~ - - ~  , , ~ .q". 
~ u ca," ' tg v ~ 7  ~ fi ~ ~ n'  c ~ ~ ' 

dove si ~ posto per  brevith : 

~ - - =  sen], 0 [ ~ / X , - ~ - M X ~ - ( c - ~ - 1 )  WX~]-- 
n'~ ---~ cosh 0 M X ~  (c 1) WX~ - -  

c ¢ cosh 0 X3 

c 4 senh 0 X~ 

3 0 [  ~ ] = ~ , [ . a x ,  + : , z x ~ + ( c +  t)  w x ~  + c , ( A X i  +BX~).  

con significato anatogo per ~-t~, gt_, ecc. 



B i a n c h i :  Ricerche sui sistemi tripli coniugati, ecc. 

Sar~ provato' il teorema se dimostriamo che ~ -  si esprime linearmente 

ed omogeneamente per (n~, ~'.) con coefficient[, che rimangono gli stessi pei 
~ . ~ f i ,  ( , 

tre assi, similmente - ~ -  per (fl~, ~"~), e in fine ~ per ~ . ,  n"..). Questo 

risulta dalle identitfi seguenti, di faerie verifiea: 

cOn~ Mcosh 0 n _V (~0 Msenh O) fi, 
O v a, ........ ~v ¢ 

O-q~O ,,, W¢ O00w ,.~ + (cosh O .  W senh O) . q " : ~ ~ )  . 

, '  ( Wcosh 0) -~. W ~ 0 o . ' +  senh 0 .~"~. 
O ~v cl, O n '  • j ' 

Dal calcolo eseguito risulta altresl che i valori dei coefficienti H~, H:, H. 
per il sistema tripto coniugato (88) sono dati semplicemente da 

A M W 
It, .......... , H ~ ~ - , H , ~  = - -  . 

Si avverta che, ore la costa.nte a nella (87) sia nulla, la superlicie S 
la complementare di quella deformata So di una quadrica a centro rolonda 
che ~ data dalle formole (17), § 8. In tal caso adunque la faro[gila (,~) ~ la 
complementare delle famiglie (So) determinate ai §§ 8, 9. Ma anche nel caso 
a =l = 0 si possono porte i nuovi sislemi tripli coniugati in semplice dii)endenza 
geometrica da quell[ con deformate di quadriche rotonde, meal[ante il seguente 
teorema the qui ci ]imitiamo ad enunciate: 

Fissato un sistema triplo ortogonale di I~einga.rlen (u, v, w), si costrui- 
scano colle formole de[ §§ 8, 9, ire divers[ sistemi tripli conjugal[ colle fami- 
glie (S), (S'), (S") di deformale di quadriche rotonde. I piani  tangent[ in una 
terna qualunque P, P', P" di punt[ corrispondenti su tre ~uperficie S, S', S" 
s'ineontrano in un punto P the descrive, al variare della terna (P, P', P") 
sulle ire superficie (S, S,' S") una defor,mata S di una quadrica di Darboux. 
E quando la terna. (S, S', S") varia, la superficie S descrive una. famiglia ( ~  
appartenen, t e a d  uno dei n.uovi sistemi tripli coniugati. 

Viareggio,  A~'osto 1914. 


