
Ricerche sui sistemi tripli coniugati 
con una famiglia di superficie applicabili 

sopra quadriche. 

MEM01tIA I. 

(di  Lut(~l BI.~N(;HI (t P i s a )  

P R E F A Z I O N E .  

L a  teoria delle superticie applicabili suUe quadriche generali ha acqui- 
stato ormai un assetto definitivo: essa fornisce invero l 'estensione pifi na- 
turale e completa della teoria delle superticie applieabi!i sulla sfera (reale 
od immaginaria), e delte 1oro trasformazioni (*). Ma se passiamo dalle super- 
ticie isolate a considerare famiglie di tall superficie, troviamo nella teoria delle 
superficie a curvatura costante un importante capitolo, quetlo che tratta delle 
famiglie appartenenti a sistemi tripli ortogonali (famiglie di LA~),  al quale 
finora non ne con'ispondeva uuo analogo per le deformate delle quadriche 
generali. Colla presente Memoria vogliamo iniziare appunto, per le deformate 
delle quadriche generali, to studio deg]i enti da riguardarsi come analoghi 
ai sistemi tripli ortogonali contenenti una serie di superficie a curvatura co- 
stante (**). 

La prima questione che si presenta ~ di riconoscere in quale senso una 
tale estensione ~ possibile. Si vedr~ che conviene per questo abbandonare 
la condizione dell'ortogonalit~ e ricorrere alla teoria generale dei s i s t emi  

(*) Vedi le mie Lezioni di Geomet.ria differe~tziale, Vol. 11I (Pisa, SpSrri, 1909). 
(~*) Una prima notizia sulle presenti ricerche ho dato nei Rendiconti della R. Accademiq 

dei Li~cei, Vol. XXIII (serie 5 a) (marzo 1914). 
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tripli  coniugati  costruita dal DM~BOUX (*). Di tale opportuuith ci si persuade 
ricordando le proprietor dei sistemi tripli ortogonali (u, v, ~v) co]la serie w =  cost. 
formata di superficie a curvatura costante, fra le quali la fondamentale se- 
guente : 

Le trajettorie ortogonali (w) della famig l ia  di su~erficie a curvatura co- 
stante segnano su queste un a  corrispondenza che co~serva i sistend coniugali  
di linee, in  part icolare alle linee di curvatura  (che for~na~w un  sistema iso- 
termo-co~iugato) fa  corrispondere le linee di curvatura.  

Ora sopra ogni superficie a curvatura costante il sistema delle linee di 
curvatura pub caratterizzarsi come il sistema coJ,iugato-permanente, cio~ come 
quel sistema coniugato che si conserva coniugato applicando la superiicie 
sulla sfera (reale od irnmaginaria). D'altra parte sulle deformate delle qua- 
driche generali il sistema coniugato permanente, pur conservando la propriet~ 
di costituire un sistema isotermo-coniugato, non ~ pifi ortogonale ma obliquo. 
Dopo queste osservazioni apparirb, naturale se, nella teoria delle deformate 
delle quadriche generali, consideriamo quali enti analoghi ai sistemi tripli 
ortogonali con una serie di superticie a curvatura costante i sistemi tripli 
coniugati (u, v, w), che godono delle seguenti propriet&: 

a) Le superficie della serie w-~-cost, sono applicabili  sopra quadriche; 
b) It  s istema coniugato (~, v) intercettato sopra ~na  qualunque super- 

ficie w -~- cost. dalle superficie delle altre due serie ~ il sistema coniugato per- 
ma ne~te ; 

c) Le trajettorie (~), intersezioni delle superficie delle due pr ime  fami-  
glie u ~- cost., v ~- cost., segnano suUe deformate w ~ cost. delle quadriche u n a  
corrispondenza che conserva i siste~ni coniugali.  

In riguardo alia propriet'~ a), e da dirsi che la  quadrica su cui 5 appli- 
('abile l a w  ~ cost. pub variare con questa superficie, e in particolare rima- 
~ere sempre la stessa. II primo caso corrisponde alle famiglie generali di 
LAM~ composte di superficie a curvatura costante (~*), il secondo al caso 
particolare dei sistemi di WEINGARTEN. 

]~ poi da osservarsi che l'ultima proprietor c), come pure l'altra che sopra 
ciascuna w ----- cost. il sistema (~, v) ~ isotermo-coniugato, sono di loro natura 
propriet~ projettive. E infatti se un sistema triplo coniugato possiede la pro- 

(~) Legous sur la thdorie gd~tdrale des surfaces, IV. ~rae Par t ie ,  11. i 1047 a 105°2; cf. anche 
Le~oJ~s ster les systdmes orthogonaux, Livre  III ,  Chap.  II!  (2. ~m¢ 6dit ion,  1910). 

(~s) Vedi il Cap. XXVI]~ Vol. l I  delle mie Lezioni. 
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priet/t e), ed eventuahnente l'altra ora ri(:ordata, una qualunque trasforma- 
zione omografica lo eangia in un altro sistema triplo eoniugato eolle mede- 
sime proprietY. In partieolare eib aeeade applieando una qualunque trasfor- 
mazione omografiea ad un sistema di WE~GaRTEG eolla ulteriore partieolarith, 
in quest 'ultimo easo, ehe i sistemi tripli eoniugati eosl ottenuti ammettono 
trasformazioni asintotiche (*), le quali risultano dall 'applieare l'omogratia 
stessa alle trasformazioni di B~CKLUNU B~ dei sistemi di WEI~GARTEN. 

Ritornando ai nostri sistemi tripli toniugati  (u, v, w), eolle superfieie S 
della serie w = cost. applieabili sopra quadriehe, si vedrh ehe essi ammet- 
tono pure trasformazioni asintotiehe, e queste, considerate per le singole su- 
perfieie S, non sono altro ehe le trasformazioni B,, della teoria generale. 
Inoltre vale qui aneora, come per le superfieie isolate, il teorema di permuta- 
bilitG con tutte le sue eonseguenze per la semplifieazione del proeedimento 
di trasformazione. 

L'esistenza dei nostri sistemi tripli eoniugati, per le deibrmate del.le qua- 
driehe generali, pub stabilirsi mediante tonsiderazioni infinitesimali ehe ten- 
gono qui il posto della eostruzione intinitesimale di WmNGARTEN per le 
relative famiglie di LAM/:. M a i l  passaggio dalle trasl'ormazioni infinitesime 
generatriei ai sistemi di equazioni alle derivate parziali, the  permettono di 
tostruire la teoria generale in modo analitieo rigoroso, riehiede pifi ampi 
sviluppi ehe mi riservo di dare in seguito. 

In questa prima Memoria mi limito a trattare estese elassi di siffatti 
sistemi the si dedutono dalle formole gi~ eostruite per le famiglie di LAMi: 
a eurvatura eostante, aleune in termini finiti, altre con quadrature,  altre in- 
fine integrando equazioni differenziali ordinarie. In partieolare bastano questi 
mezzi analitiei per eostruire elassi di siffatti sistemi: 12 per le deformate 
delle quadriehe rotonde, 2. ° per quelle dei ge~erali paraboloidi, reali od im- 
maginarii, 3. ° per le deforma[e delle quadriehe (immaginarie) a eentro di 
DARBOUX, tangenti all'assoluto. In quesfi ultimi due east per6 ei limiteremo, 
per semplifieare la rieerea, a supporre the le superfitie w = cost. siano ap- 
i)lieabili sulla medesima quadriea; le formole cost ottetmte si estendereb- 
bero faeilmente al easo pih generale. 

(*) Diremo che due sistemi tripli coniugati (u, v, w) sono trasformati asintotici l'uno 
dell'altro, quando si corrispondono biunivocamente, punto a punto, in guisa che le congiun- 
gentile coppie (P, P') di punti corrispondenti, per ciascuna coppia (S, S') di superficie cor- 
rispondenti nel sistema w =  cost., formano una congruenza W. 
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I risultati che otteniamo per queste classi di sistemi tripli coniugati, e 
le considerazioni geometriche che vi si collegano, indicano gi~t la via che sar'~ 
da tenersi in seguito per la costruzione della teoria generale. 

Alia ricerca dei sistemi tripli coniugati (u, v, w) con superficie w ---- cost. 
applicabili sopra effettive quadriche ~ premesso lo studio (§ 3) di sistemi 
tripli coniugati contenenti una serie di superficie applicabili sul catenoide, 
ovvero sulle evolute delle superiicie a curvatura costante positiva. Questi 
sistemi hanno proprietor molto affini a quelle dei sistemi tripli coniugati con 
una serie di superficie applicabili su quadriche. 

P A R T E  PRIMA. 

§1 .  

SISTEMI TRIPLI  CObTIUGATI IN GENER/~LE. 

Per maggior chiarezza delle ricerche seguenti riportiamo qui le conside- 
razioni fondamentali, relative ai sistemi tripli coniugati, secondo DARBOUX (1. C.). 

Supponiamo che le coordinate cartesiane ortogonali x, y, z di un punto 
mobile neHo spazio siano espresse per le coordinate curvilinee u, v, w colle 
formole 

x = x (u ,  v,  ~ ) ,  y = y (u ,  v,  ~ ) ,  z = z (u,  ~,, ~o), (1) 

e the il sistema curviliLleo coordinato (u, v, w) sia un s i s t e m a  triplo coniu- 

gato, che cioi~ su ciascuna superficie di una qualunque delle tre serie te su- 
perficie delle altre due serie traccino un sistema coniugato di linee. Le con- 
dizioni a ci6 necessarie e sufficienti consistono nell 'annullarsi del determinante 

,~" x ~ y ,~ z 

3 u ,~ v 3 u ,~ v ,~ u ~ v 

~ x  ~ y  ~ z  
u ~ u ~ u 

~ x  $ y  ~ z  
- - - 7  

~ v  ~ v  ~ v  
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e degli altri due ana loghi  dedot t i  da ques to  con p e r m u t a z i o n e  cireolare delle 
let tere u, v, w. Queste  eondizioni  pos sono  espr imers i  in altro m o d o  d ieendo 
ehe x ,  y,  z de bbono  essere soluzioni  di un  s i s tema di equazioni  s imul tanee  
di LAPLhCE della forma:  

`990 `90 ,90 
- -  ~q,¢ -~  0/,10 

,9°'0 `90 ,90 
,or ,9 +v - -  a~' ~ - v  -C- ,9 n, 

`9+'0 `90 `90 
,9 w ,9 ++, ' ~ " ~-++ 

(love i eoeffieienfi a,,. sono funzioni  di u, v, w. Ora se si forma,  nei tre modi  
,9 ~ 0 

• , facendo uso delle (2)s tesse ,  possibil i  dalle (2), la der ivata  terza ,9 u ,9 v ,9 w 

,90 `90 `90 
. . . . .  debhono  ri- le relazioni l ineari  omogenee  helle der ivate  pr ime 0~- 0-v- ,9 w 

durs i  ad i d e n t i t &  Nel caso cont rar io  infatti  da una  q u a l u n q u e  di esse, 
appl icata  ad w, y, z, segui rebbe  l ' annul la r s i  del de t e rminan t e  funzionale  

,9(x,  y,  z )  el5 che eonl+raddice alle nos t re  ipolesi. 
,9 (u, v, +v) 

Se si ser ivono effe t t ivamente  le det te  eondizioni  di i l l imitata integ'rabilith 
per  ]e (~), si t rova (DaRBOUX, IV ~°  pat t ie ,  p. 268) ehe al s i s tema (01) si pu6 
dare la forma seguen te :  

`9 -0 0 

,o u ,o v 

9̀'-' 0 

,or ,o w 

`99 0 

,9 w ,g u 

,91ogH, `90 ,91ogHo `90 
,9 ,v ,9 +t ? ,o u ,or 

,91ogH9 aO ,ologH~ `90 
--t- ,9 n, ,9 v ,9 v ,9 w 

,9 log H3 ,90 ,9 log H1 ,90 
,9 u a+]~+~ ÷ .  ,9 w ,9 u '  

dove le funzioni  B1, Ho, //.3 di u, v, w soddisfano al s is tema di equazioni  
alle der ivate  parzial i :  

9̀2 HI I ,9 H9 
, o v , o w  H9 ,ow 

1 ,g 
r) w ,g u H~ ,g u 

,9~ H+ 1 ,OH, 
,o u ,o v H ,  ,or 

,OH,+_+ 1 ,OH, ,OR, 
,or  H~ ,or O w 

0 + I a l l ,  ,OH. 
,9 ~v 

aH:~ 1 a H~ a l l  
a , - - - i÷  H~ a u  a v  
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Vieeversa, se H,,  Ha, Ha soddisfano le (~), le (:¢) formano un sistema 
eompletamente integrabile ed ammettono una sotuzione generale 0 con tre 
funzioni arbitrarie di u, v, w rispettivamente. 

Seegliendo una terna qualunque (x, y, z) di tall soluzioni indipendenti ,  

si ha un eorrispondente sistema triplo eoniugato. 
Si osservi subito un easo partieolare di immediata evidenza geometriea, 

ehe pub dirsi il easo dei sistemi di traslazione. Se si prende una superiieie 
quatunque So, data dalle formole 

Xo = Xo (u ,  v) ,  yo = yo (u ,  v) ,  Zo --= Zo (u,  "v), 

ehe sia riferita ad un sistema eoniugato (u, v), indi si assoggetta la So ad 
un movimento eontinuo traslatorio, per modo ehe un punto di So deseriva 
una eurva arbitrariamente preseritta, la So verr'~ appunto a deserivere un 
tale sistema triplo coniugato, eorrispondente alle formole 

dove W,, ll~, g~ sono funzioni arbitrarie di w. Manifestamente qui si ha 

log H, _ 0, ~ log H,~ _ 0; 8 log tt~ _ 8 log/:/3 _ 0, 
8 .w 8 .w O u 8 v 

siceh~ si pu6 prendere H~ = I ed H,,  H o indipendenti da w. Vieeversa, con 
tali valori di B, ,  H.~, H~, le (~) sono soddisfatte ed i eorrispondenfi sistemi 
tripli eoniugati sono di traslazione. 

In partieolare se per So prendiamo una deformata di una quadriea, e 
per sistema eoniugato (u, v) quello eoniugato permanente,  il sistema triplo 
eoniugato (u, v, w) verr~ manifestamente a soddisfare alle nostre eondizioni 
a), b), e) (Prefazione); ma questi ovvii sistemi tripli eoniugati s ' intenderanno 
naturahnente nel seguito sempre eselusi. 

§ ~ .  

SPAZI" CURV[ NORMALI. 

Facciamo una breve digressione dall 'argomento prineipale per osservare 
un'interpretazione geometriea delle equazioni (~). Si eonsideri lo spazio curvo 
a tre dimensioni il cut d s" ~ dato daHa forma differenziale quadratiea ter- 
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naria 
d s ~ = H~ d u 2 + H~ d v ~ -+- H~ d w ~. (3) 

Le tre equazioni ([~) esprimono che per questa forma differenziale sono 
nulli ordinatamente i tre simboli Riemanniani:  (31, 1~), (12, 23), (~3, 31) [cfr. 
Vol. I, pag. 344](~). Ne segue che, in questo spazio curvo, le linee coordi- 
nate (u), (v), (w) seglmno, in ogni punto, le tre direzioni priJ~cipali (Vo]. I, 
§ 163); a]le giaciture ortogonali, cio~ a quelle delle tre superlicie coordinate 
u = cost., v = cost., n, = cost., corrispondono le tre curvature principali K, ,  
K:,  K, date dalle formole: 

K~= H, H o . t ~  H, cgu] + Ho ~v  t - - H ~ U ,  Ho ~n, ~w 

Si sa che, per qualunque spazio curvo a tve dimensioni, le tre direzioni 
principali in un punto costituiscono un triedro trirettangolo ed esistono tre 
congruenze principali formate dalle linee che seguono in ogni loro punto 
una delle tre direzioni principali. Ma in generale queste congruenze non sono 
normali, e non avviene che colle tre congruenze principali si possa costi- 
tuire un sistema triplo ortogonale. Quando questa circostanza si presenta 
si dir'~ che lo spazio curvo ~ normale; l 'elemento ]ineare di un tale spazio 
assumerh la forma (3), soddisfacendo H(, //2, H~ alle equazioni ($). 

Cosl ogni sistema triplo coniugato dello spazio euclideo d~ luogo ad in- 
finiti spazi curvi normali, poich~ i coeificienti H, ,  H~, //3 possono alterarsi 
ciascuno per un fattore funzione arbitraria di u, v, w rispettivamente. E vi- 
ceversa ad ogni spazio curvo normale sono associati infiniti sistemi tripli 
coniugati, dipendenti da tre funzioni arbitrarie. 

(~) Qui co'me in seguito i richiami alle: Lezioni di geometria differenziale si faranno 
colla indicazione del volume e del paragrafo, o pagina. 

Annali  di Matematica, Serie iII, Tomo XXIII. 19 
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§3. 

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DEL CATENOIDE. 

I1 D~BOUX ha dimostrato (1. e. n. 10~) ehe ai sistemi differenziali com- 
pletamente integrabili del tipo (~) sono applieabili le sostituzioni di LAPLACE. 
Interpretando geometr ieamente questo risultato si ha una costruzione geo- 
metriea che permette di dedurre da ogni sistem.a triplo eoniugato noto (u, ~:, w) 
sei nuovi sistemi, in termini tiniti (1. e. n. 105~). Basta per questo, per eia- 
scuna superficie S di una delle tre serie, p. e. delle w = cos1., condurre le 
tangenti alle linee (v) (o alle (u)); quesle formano una eongruenza rettilinea 
di eui la S ~ una delle due falde foeali, mentre la seeonda falda locale S, 
deserive, al variare di S, una famiglia (8,) appartenente ad un nuovo sistema 
triplo coniugato (u, e, w). 

Se applichiamo in particolare questa costruzione ad un sistema triplo orto- 
gonale (u, v, w), le seconde falde focali S~ diventano manifestamente il luogo 
dei eentri di eurvatura (di un sistema) per le supertieie v = cost. e si ha 
quindi il teorema: Da, ogni sistema triplo ortogonale si ottengono sei siste~Ti 
tripli coniuga, ti assumendo, delle superficie di una qualunque delle ire serie le 
prime, ovvero Ie seconde falde deU'evoluta. ~; da osservare altresi ehe per 
questi sistemi tripli eoniugati le linee (v) del sistema eoniugato sulle S, sono 
linee geodetiehe. 

Partieolarizziamo aneora questo risultato e supponiamo ehe nel sistema 
triplo ortogonale (u, v, w) le supertieie w = cost. siano a eurvatura eostante 

1 
K =  +---~w' dove R sar'a in generale una flmzione di w : R =  R(w), e diven- 

ter5. una eostante nel caso dei sistemi di Weingarten. Supponiamo p. es., per 
tissare le idee, che K sia negativa e le n, = cost. siano quindi superfieie pseu- 
dosferiche ,,.v Appliehiamo il teorema preeedente alle prime e seconde falde 
delle evolute delle supertieie pseudosferiche. Queste sono tutte supertieie S 
applieabili sul catenoide; di pifi sulla S e sulla E si eorrispondono i sistemi 
eoniugati, e in partieolare alle linee di eurvatm'a (u, v).di }2 eorrisponde 
sopra S u n  sistema isotermo eoniugato. Pertanto i sistemi tripli eoniugati 
(tt, v, ~v), ehe eosi si ottengono, godono delle propriet/t seguenti:  
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l .~ ciascuna superfioie S della serie w == co~'t. ~ applicabile,sul catenoide, 
2. a le trajettorie (w) segnauo sulla S uua eorrispondenza cite conserva 

,i sistemi coniugati. 
Per queste proprieth gli attuali sistemi tripli coniugati si ravviciuano 

evidentemente a quelli con una sm'ie di deformate di quadriche (vedi Pre- 
fazione), come gi~ in riguardo alia leoria dell'applieabilitgt le singole defor- 
mate del catenoide si comportauo analogamente alle delta'mate delle qua- 
driche. 

L'analogia si spiuge ancora ])ifi [u h't l)m • la teoria delle trasformazioui. 
Ill invero del sistema triple ortogonale pseudosferico (u, v, w) si prenda un 
altro tale sistema derivato per uua trasformazione qualunque B, di B"£CKI, U~'D 
(Vol. II, § 433). Se delle superficie w = cost,, dei due sistemi prendiamo le 
falde omonime della evoluta, queste sono superficie applicabili sul catenoide, 
legate fra lore da una corrispondente trasformazione asintotica (Vol. iI, § 397) ; 
dunque:  I sistemi tripli eoniugati contenenti uua serie di deformate del ca- 

tenoide ammettono trasformazioni asintotiehe in (o¢)") sistemi della medesima 
specie. 

Abbiamo qui supposto K ~ 0 .  Nell'alh'o case K > O  il risultato 5 perfet- 
tamente analogo, le superficie S essendo allora applicabili sulle evolute delle 
superticie a cucvatura costante positiva. 1)er6 in questo case le corrispou- 
denti trasformazioui asiutotiche diventano immaginarie. 

§+. 

I{.ICHIAMO I)EhlA ~] FOI(MOLE 

PEI SISTEMI T R I P L [  OICTOGONALI A CURV.4TUI(A COSTANTE.  

Per il seguito delie nostre ricerche dobbiamo sempre riferirci alle for- 
mole fondamentali, relative ai sistemi tripli ortogonall (u, v, w), nei quali te 

1 
w ~ cost. siano supeNicie a curvatm'a costante K------+-- --  I<-' ' con R = R (w), 

che qui torniamo per comodith a trascrivere, distinguendo i due casi di 
1 1 

K =  
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1 
1. ° ea se :  K ~  --R ~ .  L ' e l e m e n t o  l inea re  d s del lo spaz io ,  r i fer i to  al si- 

s terna t r ip le  o r togona l e  p s e u d o s f e r i c o  (u, v, w), a s s u m e  la fo rma  ca ra t t e r i s t i ca  

d s  s c o s S 0 d u  ~ + s e n ~ 0 d v S - ]  -- R~i]__~} ~ - [ , 9  '~ = d ~t; s , 

Ww] 
(:,) 

dove  la funz ione  0 : 0 (u, n, w), e le due  funzioni  

l CO~- 0 1 CO'° 0 
A - -  B - - -  

c o s 0  COucow' s e n 0  COvco~v 

sono  legate  fra lo re  dal  s i s t ema  dif ferenziale  s e g u e n t e  (che r a p p r e s e n t a  le 

condiz ion i  di LAM~ per  l ' a p p a r t e n e n z a  de l l ' e l emento  (4~) allo spaz io  eucl ideo) :  

COs 0 COs 0 sen  0 cos  0 
CO u s CO v s R s 

CO~ 0 COs 0 
- -  A c e s  O, = B senO 

CO u CO w CO v CO w 

CO A CO O B + I  co (sRr, O ) CO A coo 
COu COy R COw COy COu 

COB COO A, COB COO A 1 CO (cos_0 t 
COu COy COy COu R COw 

l n d i c a n d o  poi  con  x, y, z le c o o r d i n a t e  di u n  p u n t o  mob i l e  hello spazio  

e sp re s se  per  u, v, w e con (X~, Yl, Z,), (Xs, Y~, Z~), (X~, Y~, Z~) i coseni  di 

d i rez ione  delle no rma l i  alle super t ic ie  u = cost. ,  v = -cos t . ,  w----cost . ,  sussi- 

s t o n e  le fo rmole  del q u a d r o  s eguen t e :  

COw cosO X, COx COx l i  co 0 
- -  - - - ~ s e t l O X , ~ ,  - - - ~ =  COu ' CO,v " ,9w ~ X ~  

CO X,  CO 0 Xo + sen 0 -r CO X, CO 0 X,~, c9 X, 
COu=COv - ~ - 2 ; ~ ,  C O ~ - -  CO~ cow 

CO X~ COO CO X~ CO 0 cos0  
. . . .  X, ,  - -  R " CO u cO v CO v CO u X~ .... X,~ 

COX~ sell O c9 X.~ cos O CO X:~ 
r - -  - -  X o  

CO u R X t , COy R ' COw 

- -  ~ - R A . X ,  

C O X ~ - - R B  X~ 
COw 

. . . .  t (AX, + X.), 

(l 

('()lie ana loghe  r i spe t to  agli assi  y, z. 
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1 
2.  0 caso: K =  + R - ~ .  In questo caso l 'elemento l ineare dello spazio 

pus  scriversi 

ds~- - ' s enh"Odu~+cosh~OdvO'+R"(c~Ot~d \o -~]  w "° (R = R (u)); (5) 

le equazioni  (I) sono sosti tuite dalle altre:  

0 ~ 0 c9 ~ 0 

cO u ~" + 3 v ~ 

senh 0 cosh 0 
1V 

cO20 cO~ 0 
- -  = B c O S | l  0 O u o w - - A s e n h 0 '  cOvcOw 

O A  (90 B 1 c~ (coshO)  cOA c~O 
c O u - -  Ov R O w  ~ " coo - - 0 t 6  B 

COB CO0A, COB CO0A I o ~ / s e n h 0 ~  
O u = co v CO'v-- CO u R ~ n  ~ - - R -  

(H) 

mentre le corr ispondenti  atle (l*) si scrivono: 

cOx _senhOX~, c O X _ c o s h 0 X . , ,  cOx = R  cOO 
cO u cO v - cO h; d: v 

cO X~ cO 0 cosh 0 cO X, cO 0 cO X~ 
. . . . .  X,, - - = R A  X.~ cOu cOvX~ R X:,, cOy cOn ' cOw " " 

cOX2 cO X.,. cO 0 seah 0 cO X~ 
cO O x~ ' = - -  R cOw " cOu ~ c O v  Ov ~ u  X '  Xa, - - R B  X~ 

CO X:~ _ cosll 0 cO X~ senh 0 cO X, R (A Xl + B Xo). 
cOu R X , ,  cOo - -  R X..,, cOw - -  " 

( i I * )  

i( ispetto ai sistemi di equazioni  a derivate parziali  (I) e (II) per la terna  
di funzioni 0, A, B, 6 da osservarsi  che basta  introdurre  le due nuove fun- 

zioni incognite 0~ CO 0 0 0 ~ - u ,  0.~ = ~ - v  per dar loro la, forma di sistemi lineari 

canonici  completamente  integrabil i  (Cf. pifi oltre ~ 16). Ne risulta l 'esistenza 
e l 'arbitrariet '~ del sistema integrale come dipendente  da c inque  funzioni ar- 
bitrarie (Vol. II, § 430). 
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§5 .  

SISTEMI TR1PLI GONIUGATI CON DEFORMATE DELLA QUADRIGA: 

y~ -I- Z ~- + (X --  y -t- i Z) ~ = COSt. 

Gominciamo ora le nostre ricerche sui sistemi tripli coniugati contenenti 
una serie effettiva di deformate di quadriehe, considerando una elasse di tall 
sistemi, le eui superficie S di una serie sono applieabili sulla quadrica imma- 
ginaria a centro 

1 (cost.) (6) y ' - ' - t - z ~ + ( x - - y + z ~ / - - 1 ) " - = ~  ., 

ehe oseula l 'assoluto (Vol. II, §§ 308, £~7). Si sa ehe le deformate (reali) di 
questa quadriea si ottengono dalle superfieie E a eurvatura eostante di una 
famiglia di LAM/: colla seguente costruzione in termini finiti: 

In ogni famiglia (E) di LAM~ di superfieie Z a curvatura costante K i 
piani osculatori delle trajettorie ortogonali della famiglia nei punti di una )2 
inviluppano una superficie S applieabile sulla quadrica (6) (1. c. § l i7).  

Di pifl si sa ehe ai sistemi eoniugati di E eorrispondono i sistemi di S, in par- 
tieolare alle linee (u, v) di eurvatura di V il sistema coniugato permanente so- 
pra S. Ora eompletiamo questa proposizione dimostrando l 'ulteriore teorema: 

Se alla superficie ~2 a curvatura costante si fa descrivere la famiglia (E) 
di LAM~:, corrispondente,mente la S descrive una  serie (S) appartenente ad un 
sistema triplo coniugato (u, v, ,w). Tale sistema godr~ allora evideniemente 
delle proprieth a), b), e) enumerate nella prefazione. 

Per dimostrare il teorema riferiamoei alle formole riportate nel paragrafo 
1 

preeedente e supponiamo p. es. di trovarci nel primo easo K - -  ~-~-, sicch~ 

valgono le formole (I), ([*). Per una supertieie pseudosferiea ~2 del sistema 
w = cost. indichiamo con S la eorrispondente superficie ottenuta eolla co- 
struzione deseritta e siano ~, '~, ~ le coordinate del punto di S the corrisponde 
al punto (x, y, z) d i ~ ;  si trova allora faeilmente: 

~ -= x - -  -g-~ A X, + B - -  R---z-.~ X~ l t ' -~  ~ (7) 

~w 
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e le analoghe per "a, ~. Dobbiamo provare (§ 1) the  le tre derivate seconde 
miste 

cOncOv ' cOv-~w'" ~d-b-ib 

si espr imono l inearmente  ed omogeneamente  per lo vispettive topple di de- 
rivate prime 

cOu tOy]' %tOy' cOwl I.cOu' ,~ ' 

con coefficienti identici pei tve casi. Ora se poniamo per abbreviare  

~ = A X,  - t- .B X,, R' X~ (8) 

(:on significato analogo per fl,, fl~, le (7) si scrivono 

R °- 
(7*) 

Formando  le derivale vapporto ad u, v di fl~, coll 'osservare le ([), (1+), 
o t teniamo 

indi datla (7*) 

to.~ 
to~t 

to ;  

cOv 

tO~ 
cO ~t' 

tO-q:_ cos0 tO0 X,- [  Asen0  
tO n R + tO w ~ X: 

c0~  __ sen0  tO0 Xo Boos0  
tO v R ~ tO w " R X~, 

(9) 

R ~ A c o s 0 (  tgO tOo X~) 
i tOQ) R tO ,. 
l tO w] 

.R "°BsenO(~_+_ cotO cOO X,.) 
(tOO)"~ R tow 

tO°" 0 
R 2 - - _ _ _  

tO 0 R" tO .% cO w ~ 
- te x :  tOo tO + l cO o f ::.3 

n, ~tO n'l 

2 R R '  
tOO --,3. 

3 ~v 

(1o) 
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Ora dalle formole (1), ([*) .~i deducono le identittt seguenti :  

tgo cO o cO g~ 
cOy R cOw 

) , (  
x~ ----- Rcos0 B +  coso cOy g-w x,~. 

( ; : ) (  ) cO n~ X . ~ -  log • n, X~ 
8 w  R cOw cOn, ~R ~ 0  R cOw , 

cot0 8o cO ~-;v • ~x-t x~ 
cO 0.¢--~ Xs - -  l°g~R',-~'] O R cO w cO w R 8 w cO w 

cOO 
cO w cO 
/~2 cO ~v 

cOO 
cOw O~ 
R ~ cO w '  

cO ( tgO cOOx~)s i  eompone dalle quail segue che St, f~~ R cO w 

cO~'--' cO~" ~ v (  tgO cOO x~concO~ , ,  cO~ cOu ~ v '  s imilmente ~~ R J w  ~] 8-~t ~9-~, 

) co¢ co~ CO f~_~ cotO cOO X.~ con - - - ,  
cO,w R 8 w  cOy cOw 

linearmeqte 

, e infine 

C011 

La proposizioue ~ cosi stabilita e risulta inolLre dai nostri calcoli the  i va- 
lori di H, ,  H~, H. covrispondenti,  secoudo il § 1, a (tuesto sistema triplo co- 
niugato sono dati dalle formole 

A B 1 
H~=-g~- ,  H ~ = ~ 3 - ,  t 5 = ) - - ~ .  

cO w cO w CO w 

( l l )  

Se rieordiamo poi (Vol. Ill,  § 10Q ehe le trasformazioni B, di BXCKLUND 
per le superficie pseudosferiche E si t raducono,  per It deformate S della 
quadrica (6), helle trasformazioni B,: della teoria generale, ne deduciam,):  
Gli attuali sistemi tripli eoniugali ammellono trasformazioni asintotiche B,. i~ 
altri sistemi della medesima specie. 

Un caso. particolare uotevole di questi sistemi tripli coniugati si ha quando 
la cu rva tu ra .K  delle superficie )2 ~ una  costante assoluta. Allora il siste~,~a 
triplo ortogouale ~ uu sistema di WFd~,'GAr~T~N e le superiicie S sono le comple- 
mentari delle ~2 rispetto alte geodetiche ortogonali  ai circoli di livello (Vol. II, 
§ 450); la quadriea (6) ~ da sostituire con una quadrica ehe iperoscula l'as- 
soluto. Duuque:  Se in un sistema triplo ortogonale di WEINGARTFN di cia- 
scuna s~tperficie x~ a curvatura eostanle si assume la complementare S rispelto 
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al faseio di geodetiehe, ortogonali alle linee di livello, la serie (S) appart ie~e 

ad ul~ sis tema triplo coniugato della nostra specie. 

Aucora pih in particolare, se il sistema di WEINGARTEN ~ pseudosferico 
ed a flessione costan[e (Vol. iI, § &$1), il sistema (S) diventa alia sua volta 
il sistema pseudosferico complemeniare. 

§ 6 .  

SISTEMI TRIPLI CONIUGAT[ CON DEFORMATE DEL PARABOLOIDE: 

Z°- 
(~ + y  ~/-  1) ~ +_ ~ = ~ - y  ~ / -  I. 

La costruzione del paragrafo precedeJlte, come quella del § 3, conduce 
dalle famiglie di LAM~ a curvatura costante ai corrisponden[i sistemi tripli 
coniugati senza alcm~ calcolo d'integrazione. Qui trattiamo altre classi di tali 
sistemi tripli coniugati che si deducono dalle famiglie stesse di LAM~ per 

quadrature.  Sono questi i sistemi tripli coniugati contenenti una famiglia di 
superlicie applicabili sul paraboloi(te immaginario 

~2 
(x.4-y,/-- t) °- -+-~ = x - y ~ / :  J, 

tangente nel centro all 'assoluto (Vol. IIl, {} 100). 
Partiamo p. es. da una famiglia p~eudosferica (52) di LAM~:, e da ciascuna 

superficie 52 deduciamo, nel noto modo (1. c.), una superticie S applicabile 
sul paraboloide: 

( __)S y~l_~ x + y ~/-- l - ~ - ~  = x - l ,  (a) 

procedendo come segue. Introduciamo le tre distanze 

WI = S x XI , W2 = S ~ X~, W~ = S x X2 

dell'origine dalle tre facce del triedro prineipale nel sistema tripl0 ortogo- 
nale (u, v, w), e per le formole (I*), § 4, avremo per W,, 1~,  W~ il seguen[e 

Annali  di Matematica, Serie III, Tomo XXIII.  20 
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s is tema l ineare 

COW, COO W, senO g W ,  C9 0 W2 ' C O W , - - R A . W ~  
CO u cO v :+= ~ 1~1/'~ -k- cos O, CO v - -  CO CO w 

CO IV,, CO 0 cos 0 CO 1~ ~ W= CO W ,  , - -  u l V ,  - -  - - -  W ~ +  sen  O, - -  R B.  ITV~ 
CO u CO CO v CO R CO w 

a W~ sen 0 g W~ cos O. a W,~ 
*'~' R 1~7-1 p CO V ~bb ~'V2 9 CO ~V 

= - -  R ( A  W , + B  W = ) ÷ R  a o 
~9 w 

Se ind ieh iamo con {, "~, ~ le coord ina te  del p u n to  della superfieie S (ap- 
plieabile sul det to  paraboloide) ,  the  eor r i sponde  al p u n to  (x ,  y,  z) di X, av remo 
~, "~, ~ per  q u a d r a t u r e  dalle formole 

a{ 
g u - -  (x cos 0 --  R sen 0 X~). W~ 

(la) 
a0  

- -  (x sen 0 + R cos 0 X~) 1/14, 
3 v  

e dalle ana loghe  per  .t,, ~. La eondizione d' integrabili t 'a per  queste  equazioni  
iden t i eamen te  soddisfat ta ,  pe rch , ,  ea leolando dal] 'uua o dall 'al tra delle (13) 

. . . . . .  si t rove  e o n e o r d e m e n t e :  il valore di g u g v '  

a-~{ a logW~ a~ , g l o g W ~  CO~ 
a u e v  e v  a u  T e .  e v  

La supert ieie  S, co r r i sponden te  ad un  data  valore di w, ~ de te rmina te  
dalle (13) a m e n o  di una  h 'aslazione nello spazio; essa eor r i sponde  alia su- 
per i i e ie  pseudosfer iea  E per  s is temi  eoniugat i ,  in part ieo]are it s is tema (u, v) 

sopra  S il s i s tema coniugato  p e r m a n e n t e  nel l 'appl ieabi l i t5  sul parabo]oide  (a) 
(eft'. Vol. III, § 100). 0 ra ,  se faeeiamo variare n,, la S deseriver'a una  fami- 
glia (S) d[ deformate  del pa rabo lo ide  (ct), e noi, determi ,~audo conve~,ie~te- 

mente  le tre r i spe t t i v e  f u n z i o n i  a r b i t r a r i e  d i  w, a d d i t i v e  i n  ~, r,, ~ seeondo le (13), 
vog]iamo cereare di cost i tuire  u n a  famiglia (S) appa r t enen te  ad un  s is tema 
triplo coniuga to  (u, v, n,). Per  ques[o conf ron t i amo ]a (l&) calla (~,), § t e d  
ident i t id f iamole  p o n e n d o  

I t ,  = g q ,  H~ = 1.V~; 

sueeess iva lnente  dalle (},), (}.~), § 1 d ed u e i amo  

a log H~ _ a logW,  d log H~ _ g logW~, 
COu COu ' COv COy 
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onde ponendo:  H~ 
alia (~3). Ed ora dalle due seconde equazioni  (~) si trae 

cY- ¢ a [(x sen 0 @ R cos 0 X~) W~] = a log II/-o a ¢ 
a u a ~ v  alvl_ J a w  a,v 

__ [ ] eOlogW, d,{ 
c7-' ~ c~ ( x  c o s  0 - -  R s e n  0 X~) I,V, - -  

c~ u O w d w d w ~ u 

=--- W~, H~ = W~, H~ = W~ veniamo a soddisfare anche 

f c~ log IV.~ 0 
d v c~ w 

e j  @ alo~ B~ O 
c~u Ow' 

e dal l 'una o dall 'al tra di queste segue pet" a ~, ~l---v i| valore 

O w - - l x ~ - - R ~ ( A X , - - r - B X O q - R ' X ~  RW~.  

D'altra parte le due condizioni d'integrabilit '~ per quesL'ultima, confron- 
tara eolle (13), si t rovano soddisfatte. Possiamo dunque  eoncludere :  La nuova 
elasse di sistemi h'ipli eoniugati  (u, v, w), con supertieie w = eost. appliea-. 
bili sul paraboloide (a), ~ definita per quadra ture  dalle formole: 

a~ 

a¢ 
d v  

c~ w 

--W~ (x cos 0 - -  R sen 0 X~) 

- -  W~ (x sen 0 + R cos 0 X3) 

a0 
05 ~-~V - -  - -  1¢ ~ (A X , +  13 x~) + l~' x~ I 

(15) 

Segue poi anche facilmenLe, dai risultati  stabilRi al Vol. l lI ,  § 101: Gli 
attttali sistemi tripli eoniugati ammeltono tras[ormazioni asintotiche B~ in si- 
stemi della medesima specie. 

Abbiamo supposto tin qui la famiglia (E) di LAMi: pseudosferiea, Se los- 
1 

simo invece nel seeondo caso K----- -?- i~- del § 4~, valendo le (II), ([I*), alle (15) 

si sost i tuirebbero le altre 

a~ 
a u  - -  W1 (x senh 0 - -  R eosh 0 X3) 

c9~ __ W~ (w eosh 0 - -  R senh 0 X 0 
3v  

eg ~ _ RW3 l a3 £ _ ~ _  R2 (A X~ -t- B X~) -- ]~' X31 , w 
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le quali definiscono, a meno di una traslazione nello spazio, un sistema triplo 
coniugato (u, v, w) colle superiicie della serie w = cost. applicabili sul pa- 
raboloide 

W - -  = x 1. 

§ 7 .  

SISTEM~ TRIPLI CONIUGAT[ CON DEFORMATE DI QUADRI(~HE 

A CENTRO 14OTO]NDE. 

Nelle mie ricerche del 1899 sulla inversione dei teoremi di GUICHARD relativi 
alle deformate delle quadriehe rotonde (~) ho stabilito il sistema di equazioni 
differenziali dalla cui integrazione dipende la ricerca ddle superficie appli- 
cabili sulle quadriche, di rotazione attorno all'asse focale, associate ad una 
data superficie y, a curvatura costante. Ogni soluzione nora di questo sistema 
conduce ad una nuova superficie Z', colin medesima curvatura costante, e 
legata a Z da una trasformazione reale composta di due trasformazioni op- 
poste di B.~CKLUND, reali ovvero puramente immaginarie. Sussistono inoltre 
le proprietor geometriche seguenti: Le normali alle superfieie ~, Z' in coppie 
(P, P') di punti corrispondenti si incontrano in un punto Po (equidistante 
da P, P'), il quale descrive una superficie So deformata di una quadrica a 
centro rotonda; sulta So i sistemi coniugati corrispondono a quelli di (~, ~'), 
in particolare quello coniugato permanente alle linee di curvatura. 

Passando dalle superficie a curvatura costante isolate alte loro famiglie (~) 
di LA~I~, ho anche dimostrato (negli ultimi capitoli della Memoria citata) che 
le dette trasformazioni reali sono pure applicabili a queste famiglie (E) di 
L a ~  (cfl-. Vol. II, § ~38); ed ~ appunto di questi risultati che ci serviremo 
ora per costruire sistemi tripli coniugati ton una famiglia (So) di deformate 
di quadriche a centro rotonde. Dimostreremo per ci6 che sussiste l'ulteriore 
proprietor: Se nella costruzione precedente si fa  per¢orrere a E, E' le coppie di 

(~) Vedi la Memoria: Sulla teoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante 
(Annali di matematica, T. III della Serie 3a). 
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superfioie oorrispondenli in due famiglie di L A ~  (]~), (~') a curvalura co- 
startle, legate da una delle dette trasformazioni, la deformata So della quadrica 
rolonda descrive una famiglia (So) apparlenente ad uno dei nuovi sistemi tripli 
ooniugali. 

Si ricordi poi che, nel caso della curvatura K negativa, le coppie (E), (E') 
di famiglie pseudosferiche di LAM~ ammettono trasformazioni reali Bo di 
B_~CKLUND in altre tall coppie, onde segue che le famiglie (So) di deformate 
di quadriche rotonde ammettono trasformazioni reali asintotiche B, in altre 
famiglie della medesima specie. 

Descritta cosl la generazione geometrica dei nuovi sistemi tripli coniu- 
gaff con deformate di quadriche rotonde dalle famiglie (~)di  LAMi3 a curva- 
tura costante K, andiamo a stabilire le formole effettive, separando i due casi 
di K ~ 0 ,  o K ~ 0 .  

§8. 

CASO DI _]~ NEGAT1VA. 

Partiamo da una famiglia (E) di LAM/: a curvatura costante negativa 
1 

K - -  R~, detinita dalle formole (I), (l ~) § 4,. At sistema di equazioni dif- 

ferenziali fondamentali per le ricordate trasformazioni si pub dare la forma 
lineare omogenea 'seguente, dove ~/, M, % W indicano quattro funzioni in- 
cognite di u, v, w e o una costante arbitraria:  

~ 3¢ ~ RCg0 u cos 0 _4, - -  = sen 0 M, -~- • 

~ /  c c o s 0 . ~ + l - - c R ~  ~0 0 M, = R A W  u --  R sen 0. W +  M, ~`4 --  0 ~ .4 
~v 3u ~ 

c~ M 30 c~ M 1- -  c R ~ 

OW sen0 OW cos0 

cos 0 W - -  ~-~ ̀ 4, ~w .W 

~W 
(1 - -  c / C  a) 3 = 

0II)  

~0 
= o R R ' .  W + C R y w O - - R  A . A - -  R . B . M .  

In forza delle (1) § 6, questo ~ un sistema completamente integrabile : esso 
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possiede l 'integrale quadratico 

-4 ~ -~ 3/~ - -  c co ~ -k ( 1 --  c R '~) W ~ = cost., (t6) 

poich6 le derivate rapporto ad u, v, w del primo membro sono nulle per le ([H). 
Per dedurre dalle superfieie pseudosferiehe Z le superfieie So deformate 

di quadriehe rotonde, oeeorre scegliere una qualunque quaderna (.4, 3I, ,~,, W) 
di soluzioni delle (III) per la qua!e la eostante del seeondo membro helle (16) 
sia nulla, onde avremo 

~ + M ~ - - e ® ~ + ( 1 - - ~ R  ~) w~=o.  06*) 

Dopo di ci6 le formole 

¢ • 
Xo ~ X - - - w X ~ ,  y o ~ y - - - ~ £  Y~, q' (i7) Zo --~ z --  ~ Z ~  

definiranno una famiglia (So) di superficie applicabiti sopra quadriche a centro 
rotonde (immaginarie). Not vogliamo ora verifieare the queste formole (17) 
definiseono appunto un sistema triplo eoniuga[o (u, v, w), ehe apparterrh 
per ei6 alla elasse del paragrafo preeedente. Per dimostrarlo eominciamo dal 

,gxo ~9Xo COXo, ci6 the d~: calcolare le derivate prime -g~ ,  -~T'  c~ w 

c9 ~o 

cOu 

c9 Oe o __ 
c~v 

R W cos 0 -t- ¢ sen 0 
R W ~ ( W X,  - -  .4 X~) 

R W s e n  0 - -  ~ cos 0 
R W  0 ( W X ~ - - M X ~ )  

8xo 4 ~R(AX , - t -BX: ) - t  r)t°gWx~i. 

0 
- -  ( W X~ - -  .a X o ) =  Ov 

,9 
~---~ ( W XI - -  .4 X~) = 

c~ ( W X ~  --  M X~) = ~ log W 
~--~ ~iv 

D'altra parte sussistono le identit~ seguenti :  

31 cos0 ( W X , - - ~ X ~ ) +  (3 0 Acos0~ 
R w  ,~u f f  w ) ( W x ~ -  ) 

A W  ~ Wo 01ogW~w ( W X,  - -  A X~) -4- --~ - O w 

( W X~ - -  M X~) -~ 3I  W ~ x o, 
,1, ¢0 ,~v 

cge ~o 
le quali dimostrano the  Ou-----~-v si compone linearmente ed omogeneamente 
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(~xo CgXol s imihnente  con , , e  infine Wo , , c o n  con \~ u c~ v ] 9 u 0 w \~ u O .w} 0 v O w 

O r '  Ow]" I1 sistema (u, v, w) definito dalle (17) ~ dunque  in effelto un 

sistema triplo eoniugato.  Dai ealeoli stessi eseguiii si deduce pot ehe i va- 
lori eorr ispondent i  d i i I , ,  t L ,  H~ (§ 1) sono dati qui dalle formole 

* s e n  0 ¢ c o s  0 q, 
1 1 , = e o s O - ~  R ~ '  H ~ = s e n 0  R ~ '  H ~ = ~ - ~ .  

Si 6 gi'& detto che le superficie So della serie w = cost. sono applicabili 
sopra quadr iehe  rotonde,  ehe nel easo attuale ( K < 0 )  sono per6 immagi- 
ha.tie. Ma si pub anche assumere  come superfieie tipiea su cut la So 5 ap- 
plieabile una supertieie ro tonda  reale, preeisamente  (Vol. II, {} ~59): 

un  catenoide accorciato se 1 - -  c R °" < 0 

un  sinusoide iperbolico se 1 - -  c R -~ > 0 

Ic~ superfidie loga, r ihnica se 1 - -  c R'- ~-~ 0. 

In quest 'u l t imo caso R b costante  ed il s is tema triplo ortogonale ~ un 
sistema pseudosferieo di WmNGAWrEN. 1~ notevole il easo in cut questo st- 
sterna (E) d~t luogo ad una serie infinita di sistemi eontigui eomplementar i  
(Vol. 11, § z~5) : 

• . .  ( 2 _ , ) ,  ( 2 , ) ,  

esten(lentesi al['infinito net due sensi, in  tal caso, possiamo dedurne,  senza 
alcun calcolo d'integrazione, una  eatena eorr ispondente  di sistemi tripli eoniu- 
gati con una  serie (So) di deformale della superficie logari tmica di rotazione. 
E invero due sistemi come (Z,), (E-,) contigui a destra ed a s inistra  ad un 
medes imo (E) si trovano nelle eondizioni geometr iehe deseritte al paragrafo 
prccedente ,  e le normali  in punt i  eorr ispondent i  a due superticie 52,, E-., si 
ineontrano in un punto  Po ehe deserive una  tale supertieie. La famiglia (So) 
appar t iene al sistema triplo eoniugato.  
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§9. 

CASO DI K POS1TIVA. 

S u p p o n i a m o  ora K ~  0 e r i fer iamoei  alle formole (II), ( IP)  § ~. in  questo  
easo al s i s tema (II[) 5 da sost i tu i rs i  il seguen te :  

0 ¢ - - e o s h 0  M, ~ ¢ - - R  O0 ~_O*--senhO. .4 ,  O v " O w ~ ' W Ou 

01t  
Ou 

OM 

OW 
Ou 

00M_~_csenh0.(1) cR~-+-leoshOW, 0 A  OOM O A = R A .  W 
Ov R Ov Ou " O w  

O 0 .,4 ~3_I O 0 oR~-+-I ~M - -  uA+CeoshO¢ senh 0 .W, = R B . W  
Ov ' Ov ~ R 0 w 

e o s h 0  0 W  s e n h 0 M ,  (cR ~d- - -  
R .4, 0 v R 1) 0 w 

RC~0 - -  c R R ' W @ c  ~ + - - R A A - - R B M ,  

(iv) 

dove c indiea n u o v a m e n t e  u n a  eos tante  arbi t rar ia .  I1 s i s tema (IV) g comp]e- 
t amente  integrabile,  a eausa  delle (II), e poss iede  l ' integrale quadra t ieo  

1/°" -t- M" - -  c & -t- (c R ~ -t- 1) W ~ = cost. (18) 

P r e n d i a m o  anche  qui u n a  quade rna  (A, M, ¢, W) di soluzioni  delle (IV) 
per  la quale  la cos tan te  del seeondo m e m b r o  sia nu l la :  

W- + M-" - -  c ¢-0 + (o R: ÷ 1) W ~ = 0, (18 ~) 

e le formole  stesse (17) 
,I) 

Xo ----- x - - w T X ~ ,  eee. 
vv 

daranno ,  per  ogni valore di w, u n a  supert icie  So applieabile sopra  u n a  qua- 
driea reale di ro taz ione  a t to rno  all 'asse locale. P ree i samen te  la quadr iea  sarh 
un  ellissoide allungato se la eostante  c 5 negativa,  un  iperboloide a due falde 
se c ~ posi t iva;  ques ta  quadr iea  rester~ la s tessa se R ~ eostante,  in gene- 

tale varierh con n'. 
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0ra  andiamo a verificare che, al variare di w, la So descrive un sistema 
triplo coniugato (u, v, w). Per questo calcoliamo le derivate prime di Xo colle 
formole 

t~ Xo R W senh 0 - -  ¢ cosh 0 
~ u R W "~ 

dXo R W c o s h  0 - -  ¢ senh 0 
~v R W  ~ 

~xo 
~ w  

( W X,  - -  .4 X~) 

( w x ~  - MX~) 

-~-W i R ( A  X, + B X , )  + dl°gWx~w ' 

ed osserviamo le identit~ 

$ (W X, - -  .4 X~) --  M senh 0 
~ v  R W  

( w x ,  - -  .4 x . )  + 

(~ o .4 ~e.h o~ 
+ ~ R w } ( w x ~ -  MX,) 

°~ ( w x , - - x x ~ ) = ~ l ° g W  ( w x , - . 4 x ~ ) +  "4W aXo 

~-~ ( w x ~  - MXO =~log  W ( w x ~  - MXo) + M____W ~ o  . 
t~ w ~ w • ~ w 

Da queste segue che le formole (17) detiniscono nuovamente un sistema 
(u, v, w) triplo coniugato, e pei corrispondenti coefticienti H,,  H~, H, del 
§ 1 si trovano i valori 

• cosh 0 ¢ senh 0 ¢ 
H,~---senhO B- -W-- '  H ~ = c o s h 0 - -  R W  ' H s - = - W .  

§ 10. 

QUADERNE ARMONICHE DI SOLUZIONI DEL SISTEMA (IV). 

TETRAEDRI CONIUGATI. 

L'integrazione del sistema differenziale (III) o (IV), associato ad una fa- 
miglia (Z) di L.~fi a curvatura costante, ci ha condotto a sistemi tripli con- 
iugati contenenti una famiglia (So) di superficie applicabili sopra quadriche 
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rotonde; ma ora vogliamo provare ehe se ne pub dedurre ancora classi di 
sistemi tripli eoniugati eon superticie So applicabili sui ge:nerali paraboloidi 
a parametri puramente immaginarii: 

O2 + - b  ~ 

Per semplicith supporremo R eostante, e faremo senz'altro R ~-1, per 
modo the le superIicie So nella serie w = cost. risulteranno applieabili suI 
medesimo paraboloide. Premettiamo aleune osservazioni sulle quaderne di 
soluzioni (~,/, M, ~, W) p. e. del sistema differenziale (IV)(neI quale si farh 
R--~ 1), ehe varranno pure nei easi analoghi the ineontreremo in seguito. 

Si 5 gi~t detto ehe per ogni tale quaderna di soIuzioni 6 eostante l'espres- 
sione 

zf  + 3/~ . -  c ~,~ -~- (~ + 1) W ~, 

onde segue, poieh~ il sistema g lineare omogeneo, ehe per due quaderne qua- 
lunque di soluzioni (A, M, % W),_ (A, M, ~, W) ~ eostante l'espressione 

a---- .49 ÷_~I ~ - -  c ,  7 ÷ (c ÷ 1) w w .  

[La stessa cosa si pub verificare direttamente dalle (IV) ed analoghe 
per A, M, % W, provando ehe le tre derivate di .q si annullano]. 

0ra diremo ehe le due quaderne (A, M, *, W), (A, M, q,, W) sono ar- 
moniche quando sia 

_ ~ +  ~I M---- c ® 4 +  (~ + 1) W W =  o. 

Manifestamente per ottenere due quaderne armoniche di soluzioni t)asta 
legare i valori iniziali delle due quaderne, per un sistema iniziale di valori 
uo vo Wo delte variabili, in guisa ehe si annulli inizialmente l'espressione n 
sopra seritta. 

La denominazione di quaderne armoniehe risponde alle considerazioni 
geometriehe seguenti. RiguardiamO A, 31, 0, W quali coordinate omogenee 
di un punto hello spazio e eonsideriamo la quadriea (Q) di equazione 

(Q) ~ + M ~ - - c ® ~ 4 - ( ~ + l )  W ~ = 0 .  

Ad ogni quaderna (A, ~L ~, W) di soluzioni eorrisponde, per ciaseun 
sistema (u, v, n,) di valori delle variabili, un punio dello spazio; a due qua- 
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derne armoniche corrispondono sempre due punti coniugati armouici rispetto 
alla quadrica (Q). 

Ora prendiamo uu qualunque tetraedro coniugato (autoconiugato)1'o P~ 
P~P~ rispetto alla quadrica (Q) e, corrispondentemente a ciascun vertice 
P,. (r-----O, 1, 2, 3), consideriamo una quaderna di soluzioni del sistema (IV) 

(~4,., M,., ¢,., W,.) r = O, 1, 2, 3, 

ehe si riduca alle coordinate di P,. quando vi si fa u-----uo, v------Vo, w-----wo. 
Queste quattro quaderne saranno due a due armoniche, e noi diremo bre- 
vemente per cib che esse formano un tetraedro coniugato di soluzio~,i. 

Le considerazioni ora svolte si applieano sia al sistema (IV), sia al si- 
sterna (III), e pitt oltre saranno invocate pei sistemi differenziali analoghi che 
si presenteranno nel easo delle deformate dei paraboloidi reali. Qui, ritor- 
nando at caso partieolare del sistema (IV), diamo alla costante c u n  valore 
negativo, tale perb ehe e + 1 riesca positivo, e poniamo 

1 1 1 
= ~ , 1 a~------U (a, b, reali). (19) 

La quadrica (Q) diventa allora ]a quadrica immaginaria 

O- ° W ~ 
.d~+M~+-a~---t b~ --0, 

e, disponendo per ogni quaderna di soluzioni del fattore costal~'te arbitrario 
di omogeneit~, noi normalizzeremo la quaderxla di soluzioni col rendere 

(b- ~ W~ 
,4 ~ + M  ~ + ~ +  b~ - -1 .  

Per tal modo ad un tetraedro coniugato di soluzioni (A,., M,., W,., cr) 
r--:O, 1, 2, 3 corrisponder~ un determinante ortogonale 

• do, Mo, O° 

~/1, MI~ (Pz 
C~ 

Cb 

O, 

wo 

w ,  
' - V  

w,, 

Ws 
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in partieolare avremo le relazioni: 

"t-- ¢~ q -  ¢3 - -  ¢o 

w ~ +  W i +  W i = b  ~ -  Wo ~ 

~,Wl q- %W~ ÷ %W~ = - -  ¢oWo. 

(~o) 

§1~. 

DEFORMATE DEL PARABOLOIDE IMMAG1NARIO." 

X ~ X * 
= 2Zv~--  1. 

a ~ b ~ 

Le costanti a, b avendo il significa[o dato dalle (19), prendiamo come 
sopra un tetraedro coniugato di soluzioni del sistema (IV). Diamo alla va- 
riabile w un valore fisso lasciando u, v variabili e verifichiamo che le tre 
espressioni 

¢ , d ¢ o - - W ~ d W o  ( i ~ l ,  % 3) 

sono differenziali esatti. E infatti, esprimendole in coordinate u, v, abbiamo 
per le (IV) (ove si faecia R -~  1) 

~',dVo---W, dWo ~ .40 (% senh 0 - -W,  cosh0) d u -+-Mo (¢, cosh0 ~ W ,  senh O)dv, 

e basta verificare la condizione d'integrabilit~ 

Ma dalle (IV) segue subito che il primo ed il secondo membro di questa 
hanno il valor comune 

3Io (¢, cosh 0 - -  IV, senh 0), C98v.4, (% senh 0 - -  W, cosh 0) q-  

cib che prova t'asserzione. Dopo cib, se introduciamo le tre funzioni Yl, Y~, Ys 
di u, v, w, i cui differenziali (rapporto ad u, v) sono le tre dette espressioni, 
avremo 

d y , = ( ~ , d C s - - W ,  dWo ( i~-1 ,  2, 3), (°21) 
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indi le formole 

Y ' ~  Ao (¢, senh 0 ~ W~ cosh 0) ~ u  

Y' ~ Mo (¢, cosh 0 - -  W, senh 0), 
~v  

(i ~ 1, 2, 3) 

ment re  dal calcolo sopra eseguito risultefft 

~ y, ~ log Ao ~ y, ~ ~ log M o ~  y, 
~ u ~ v  ~v ~u ~u ~v 

(i----1, 2, 3). 

Ora r iguardiamo y, ,  y~, Y3 quali coordinate  cartesiane ortogonali  di un  
punto  P nello spazio, e consider iamo la superiicie S descrit ta dal punto  P a l  
variare di u, v ( r imanendo fissa w). L 'e lemento l ineare di S sar~ dato per  
le (21) da 

i__.3 
d s ~ ----- ~2 ((I), d % - -  W, d Wo)8, 

i~-I 

ossia, per le (20), da 

d s ~ = (a 2 - -  ,J,~) d *~ -[- ~ ¢oWo d ~o dWo -Jr (b ~ - -W])  dWg. 

Se poniamo 

X-~-a¢o,  Y ~ - b W o ,  2 Z ~ / - - 1 - ~ - o ] - - W o  ~, 

r isul ta  

d s ~ ~ d X * -~ d Y~ -~ d Z~; 

dunque :  la noslra superficie S ~ applicabile sulla quadrica (24), cio~ sul pa- 
raboloide 

X ~ y ~  
---- 2 Z ~ / ~ l  

a ~ b ~ 

a parametri puramente immaginarii  (di segno contrario). 
Dimostr iamo ora di pifi che: nella eorrispondenza slabilila fra i punti  

di S e della superfioie a curvalura coslante ~ i sistemi coniugati si corri- 
spondono, ed alle linee (u, v) di curvatura di Z corrisponde sopra S il sistema 
voniugato permanente. 

Per  questo cominciamo dal calcolare per  la S i coseni di d i rez ionede l l a  
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normale Y~, ?r~, Y~, e troveremo subito dalle (22) 

Y , =  A ° M ' - M ° z l '  (/----1, 2, 3), 
+ 

Dopo ci5 calcoliamo i coefficienti D, D', D" della seconda forma qua- 
dratica fondamentale di S: 

'9~ Y' D' 9̀~ y~ D" '9~ y' 

Se si osservano le identitY: 

`gu 9̀ (¢' senh 0 --  W, eosh O) = (% cosh 0 --  W, senh O) ~_u_A,c0 0 

9̀ ((I,, senh 0 -- W, cosh O) = ( , ,  cosh 0 - -  W~ senh O) a 0 

g̀v (~' cosh 0 - -  W~ senh O) = (*, senh 0 --  W, cosh O) ̀9~vO -+- M,, 

si trovano per D, D', D" i valori 

D ~ D " - -  .4oMo D' ~ O. 

11 sistema (u, v) ~ dunque isotermo-coniugato sulla S come sulla )2, e di 
pi~t ridotto iu ambedue i casi a parametri isometrici, cib che dimostra la 
prima parte delia proposizione enunciata. Che poi sopra S questo sistema 
(u, v) sia il sistema coniugato permanente, nelt'applicabilith di S sul para- 
boloide (24~), risulta da cib the  la seconda forma fondamentale di questo pa- 
raboloide ~ proporzionale, in coordinate ¢o, Vvo, alla espressione d ,t ,~- d W~, 
la quale, espressa in coordinate u, v, manca del termine in d u d v, avendosi 

`96 `9¢ `gW `gW 
per le (IV) ( o v e R - ~ l ) : , g u ` g v ~  cOu ,gv 

Facciamo da ultimo l'osservazione, senza pifi ripeterla nei seguenti easi 
analoghi, che la deformata S del paraboloide ~ gi~t intrinsecamente determi- 
nata dalla prima quaderna di soluzioni (~40, M0, (1)o, Wo) , poichb dai ealcoli 
eseguiti risulta ehe i coefiieienti delle sue due forme fondamentali dipendono 
solo da questa. La stessa cosa appare evidente dalle formole (21), poichb se, 
conservando la quaderna (~4o, Mo, Wo, %), si mutano le altre tre (1t(,, 31,, 
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%, W,)helle nuove (.&, M,, %, W,), avremo 

k = 3  P=3 

k.~3 k..~3 

~ . =  Z c;~.'I)~, W , =  Y, c,~'G ( i = 1 , 2 , 3 ) ,  
k~I  k:~l 

dove le c;~. sono i nove eoeffieienti di una sostituzione ortogonale. Le (21) 
provano allora che i differenziali dy ,  subiscono corrispondentemente la me- 
desima sostituzione ortogona]e, e percib: la superficie S si muove rigida- 
mente hello spazio. 

§ 12. 

SISTEM[ 'HIIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DEL I 'ARABOLOIDE 

X ~ y 2  

t% ~ b '~ 

Nei risultati del paragrafo preeedente rendiamo ora a w la sua variabi- 
lit'h, e la supertieie S aequisterlt una sempliee infinith di eonfigurazioni, eia- 
seuna determinata dalle (22) a meno di una traslazione nello spazio. Preei- 
samente eome al § 6, vogliamo dimostrare ehe si possono tissare queste c~' 
eoniigurazioni S nello spazio in guisa e h e l a  famiglia (S)appartenga ad un 
sistema triplo eoniugato, per  la qual eosa basier~ fissare in modo eonveniente 
le tre funzioni di w ehe le (22) laseiano arbitrarie additive in y,,  y~, y.~. 
Intanto dal eonfl-onto della (23) eolle formole generali del § 1, siamo con- 
dotti a porte 

HI =.40, H~=Mo, 

e successivamente, eonfrontando le (~) § 1 colle (IV), vediamo che basra porre 
a n c o r &  

/ / ~  Wo, 

aflinch6 le (8) siano soddisfatte. Dopo ci5 le due ultime formole (:0 § 1, nelle 
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quali si ponga y, per O, dAnno 

/ ) [  ] OMo(¢,coshO__W, senhO)_4 0logWoOy,  Mo (q), cosh 0 - -  W~ senh 0) = ~ 0 v 0 w '  

0 ow [Z/o (q), senh 0 - -  W, cosh 0)] -~4°c9 w (*, senh 0 --  W, cosh O) -t OlogWoOy,o u O ,v' 

ovvero  

a log Wo a y, 
Ou Ow 

a log Wo 0 y, 
Ov 3 w  

do Z (¢' senh 0 -- IV, cosh 0), 

- -  Mo Z (4,; cosh 0 --  IV, senh 0). 
(~5) 

Eseguendo le derivazioni colte (IV), queste forniseono concordemente 

o~= Wo ~5~*' ;~ j '  

e dall 'ultima delle (IV), osservando le (19), risulta 

OWi b ~ O0 
c9 ~V C~ ~ 0 $V 

. , - - b  ~ (A . , t ,+  BM,),  

e quindi in definitiva 

) O w ~-~ a, , + A .d, + B M, . 

Associando quesrult ima alle (~) ,  veniamo a deiinire per quadratura le 
tre funzioni 

y , = y , ( u ,  v, w), y~-----y2(u, v, w), y ~ = y , ( u ,  v, w) 

colle formole seguenti:  

a y, = Ao (¢, senh 0 -- W, cosh O) 
O u  

0 y_, ___ Mo (¢, cosh 0 --  W~ senh O) 
3v 

°v '=v fro( ~° ) w 0-~ q'' + A A, + B M, . 

(~6) 
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Resta  soltanto da dimostrare  ehe sono soddisfatte le ulteriori eondizioni 
d'in tegrabilit& : 

0 [z/o ((P; senh 0 - -  14~. eosh O)J 
3 ~v 

0 [Mo (<I,, cosh 0 --  W,. senh 0)] 
r) ~t' 

= °A[Wo )J c~ u [ ~ ~ @ , -I- A A , -i- B M , 

-0-~7 Wo t,O w @' + A A,  -7- B 3[, 

(27) 

Ma dalle (25) r isul tano ]e identith 

) °~-  ((P, senh 0 - -W,  eosh 0) = b ~- eosh 0 ~ w  ¢'~ + A .4,. + B 211, 
w 

v(@, cosh 0 - -  I/~\. senh 0) = b-" senh 0 ~.-)~; @, + A .4, -I- B M, 

e si trova d 'a l t ronde dire t tamenie  dalle (II) § 4, e dalle ( iV)§  9 

) b ' ~  - ¢ , + A . 4 , - ~ - B _ ~ L  ~ A ( , b ,  s e n h O - - W ,  coshO) 

0 0 M,) . . . . . .  1~5 senh 

con queste formole le (27) sono immedia tamente  verificate. 
Da tutto ci6 si conclude che le (26) deiiniseono per quadrature ,  a meno 

di una traslazione,  un sis tema triplo (u, v, w) coniugato ii quale gode delle 
proprieth seguenti :  

1. a Le superficie S della serie w ~--cost. sono tutte applicabili  l 'una  
sull 'a l t ra  e sul paraboloide (25); 

o~.a Sopra ciascuna S il s is tema (u, v) 5 il s is tema coniugato perma- 
nente;  

32 Le trajet torie (w) seguano sopra le S una  corr ispondenza che con- 
serva i sistemi coniugati.  

Queste propriet~ corr ispondono precisamenie  alle a), b), c) della pre- 
fazione. 
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§ 13. 

CASO DELLE DEFORMATE DEL PARABOLO1DE" 

X ~ y~ 

L'analisi  esposta  nei due paragraf i  p receden t i  pub r ipetersi  per  le fami- 
glie pseudosfer iehe  di WEI~GaRTEN e per  il s i s tema differenziale ( I I [ ) §  8, 
nelle quali  formole  fa remo ancora  R = 1. 

Si din alia costante  c u n  valore negat ivo c . . . .  
1 

, e si ponga  
Of 'a 

1 1 
1 - - o = 1 - }  a ~ - -  b ~ ,  (~8) 

talch~ la relazione quadra t i ca  (16) ~ 8 potr& n u o v a m e n t e  normal izzars i  nella:  

- o tl, ~ W 2 
.4°" + ~v*- + ~ - t -  - b ~ =  1. 

P r e n d i a m o  angora  qui un  te t raedro  con iuga to  di soluzioni  (.4,., M,., %, ~;.) 
r = 0, 1, ~, 3, ed osserv iamo che, teJ~endo fissa la variabile w, le tre espres- 
sioni : 

d y, = ,~, d q'o q- 1~5 d Wo (i ----- 1, ~, 3) (o.9) 

sono differenziali esatti. Si ha invero 

0 y, 
Ou - -  .4, 0 ' ,  cos 0 - - W ,  sen 0) 

0 y, _ Mo (,I,, sen 0 -t-W, cos 0), 
Ov 

(i = 1, 3) (29 ~) 

e di qui conco rdemen te  

O~" y_____e_~ O]og*4o O y, ~ logMo 89,  
O u ~ v =  8 ~  ,gu q- Ou Or"  

I1 pun to  di coord ina te  or togonal i  y, ,  y~, Y3 descrive, al variare di u, v 
( res tando fissa w), una  superficie S il cui e l emento  l ineare d s calcolato 
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dalle (29), eoll'osservare le (20) § 10, ha il valore 

d s' ~--- (a ~ --  0o ~) d *g - -  2 % Wo d 0o d 14'o -t- (b "° - -  Wo~) • d Wo'. 

Questo appartiene alta quadrica di equazioni parametriche 

X - - a ¢ o ,  g=bWo, 

vale a dire al paraboloide 

X 2 y.~ 
+ V = 2 1 z ,  

di parametri puramente immaginarii positivi cd, b ~-. Si osservi ehe, essendo 
1 

per le (~8) b 1, a~ = 1, g sempre b ' %  a ~, onde viene qui eseluso il easo 

del paraboloide rotondo (b~= a~); ma, eeeettuato questo easo, basta sosti. 
tuire un paraboloide omotetieo per avere il pifi generaie paraboloide a pa- 
rametri puramente immaginarii (positivi). 

Ed ora, come al paragrafo preeedente, faeeiamo variare w, ed otterremo 
e , '  eontigurazioni della deformata S del paraboloide (24.~), eiaseuna deter. 
minata dalle (29*) a meno di u na traslazione. Possiamo fissare i parametri di 
questa traslazione in guisa ehe la famiglia (S) appartenga ad un sistema trip]o 
eoniugato; e invero il proeedimento stesso del § 12 eonduee qui alle formole: 

3 y ,  
u - -  -40 (*, cos 0 - -  W, sen 0) 

Oy, 
Ov 

- -  ~L (*, sen 0 + w, cos 0) 

~ Y' ~ b~ Wo f f~ -  q, , - -  A `4, - -  B M, , 
w 

(30) 

ehe definisee per quadrature il sistema-triplo eoniugato riehiesto, le eondi- 
zioni d'integrabilit~ trovandosi identicamente soddisfatte. 

Anehe qui, come al § 1l, si prova the la eorrispondenza fra E, S eon- 
serva i sistemi eoniugati ed alle linee (u, v) di eurvatura di E fa eorrispon- 
dere sopra S it sistema eoniugato permanente. 

Aggiungiamo infine ehe dalle trasformazioni /~  di BXCKLU~,'D pei sistemi 
pseudosferiei di WEING.~RTE~ si possono dedurre eorrispondenti trasforma- 
zioni B~ degli attuali sistemi tripli eoniugati.  Ma noi tralaseiamo qui di seri- 
vere le fbrmole eorrispondenti, i ealeoli a ei6 neeessarii essendo affatto simili 
a quelli ehe eseguiremo pi~ oltre nel easo dei paraboloidi reali (V.i§ 24). 
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§ 1~. 

~ASO DEL PARABOLOIDE IMMAGINARIO ROTONDO : 

+ = z 4 :-il. 

I1 modo che abbiamo tenuto sopra per dedurre dai sistemi pseudosferici 
di WE[NGARTE~ i sistemi tripli coniugati (u, v, w) con superficie S della serie 
w ~ cost. applicabili sul paraboloide (24~*) escludeva il caso del paraboloide 
rotondo ( a ~  b~). Diciamo perb subito che anche in questo caso ]imite esi- 
stono i corrispondenti sistemi tripli coniugati; li avremmo trovati inclusi nel 
caso generale se invece che dai sistemi di WEINGARTEN hello spazio euclideo 
fossimo partiti da quelli hello spazio ellittico, il caso limite corrispoudendo 
allora a quelto dei sistemi di WEINGARTEN COn superficie a curvatura totale 
nulla in geometria ellittica (+). Datla Memoria sottocitata prenderemo ora 
le formole che occorrono al nostro scopo, preseindendo dal loro siguificato 
geometrico per lo spazio ellittico. 

[ sistemi tripli coniugati con una serie di @formate del paraboloide ro- 
rondo immaginario dipendono dal seguente sistema differenziale per due fun- 
zioni incognite O, ~ 4elle variabili u, v, w: 

~ u - - ~ v '  ~ v - - ~ u  
~ 0 ~ 0 (V) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ s e n  t) Cos co. c~ u c~ w --~ cos 0 sen o), c~ v 8 w 

I teoremi generali sulle equazioni a derivate parziali (cf. pith oltre § 16) 
mostrano che le soluzioni (0, co) del sistema (V), dipendono da quattro fun- 
zioni arbitrarie di una variabile ciascuna. Come ho dimostrato al § 15 della 
Memoria ora citata, le coppie (0, ~) di soluzioni delle (V) dipeudono biuni- 
vocamente dalle coppie di superficie pseudosferiche arbitrariamente scelte 
hello spazio euclideo; cosi anche ad ogLfi tale coppia di superficie pseudc- 
sferiche verr~ a corrispondere un sistema triplo coniugato con @formate del 

(+) Vedi la Memoria: Su l l e  super f ic ie  a c u r v a t u r a  n u l l a  i n  g e o m e t r i a  e l l i t t ica  (Annali  di 
matematica,  T. XX[V, della Serie II [i896]). 
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paraboloide ro tondo  immaginar io .  Supposto ehe (0, ~) sia una  eoppia di so- 
luzioni delle (V), si eonsideri  nelle quat t ro  funzioni ineognite (x, {, ~, ~) il 
seguente  sistema ]ineare omogeneo 

cox cox cox 80  
~ -  . - -  s e I l O  r '  _ _ ~ _ _ _ _  3 u eosO ",~, c~ v ""'  O w ¢9 w ~ 

a u  senO -~, Ov eosO.~,  Ow a w  

Ou cos O . x +  senO ~ ,+  ~ ,  O v - - O u ' ( ,  

Ou ~9 v "~'' c~ v 

- -  X - -  s e I 1  co . 'd  - -  c o s  o).  ~ 

- -  = sen co. 
3 w 

senO w - - e o s O . ~ - -  c) O c ~  • ~ ' ~ ,  a w - -  eos~o.5 

(31) 

Questo ~, in forza delle (V), un  sistema eomple tamente  integrabile e di 
pitt ortogonaIe.  Se  ne eonsideri  u n a  quade rna  di soluzioni (x,,  ,~,., -<.,~,) 
(r : O, 1, ~, 3), appar tenent i  ad un de terminante  ortogonale 

Xo ~o "rio 

X 2 ~.~ "d~ 

a33 ~a "/t~ 

L 

e si de terminino per quadra tu re  le tre funzioni y~, y , ,  y~ di 
formole 

a y, 
- =  (x ,  c o s  0 - -  s e n  O) 

a y, = ~o (x, sen 0 + ~, cos O) 

,9 y, _ ~o (',h sen c,~ -t-- ;', cos co), 
w ~ 

u, v, w dalle 

ehe tengono qui il luogo delle (30). Le eondizioni d' iutegrabili t~ r isul tano 
ident ieamente  soddisfatte e le formole preeedent i  definiseono un  sistema 
tripto eoniugato (u, v, w) pet quale si ha  

H~ = "~ o, H~ --~ "(.o, H ,  ~" 

Ora eonsider iamo una  superficie S della serie w = cost.; lungo la S ab- 
biamo 

dv,=x, Xo (i=1, a), 
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oade per l 'elemento lineare d s della S 

cib che corrisponde a porte a ' = b ~ = 1 nelte formole del § 11. Le superticie S 
sono dunque tutte applicabili sul paraboloide rotondo immaginario 

X = x o ,  Y = { o ,  2~/-~llZ=xg--k{~, ossia X = +  Y ~ = 2 ~ / ~ I . Z .  

Inoltre, procedendo come al § 11, si dimostra che il sistema (u, v) 
sulle S il sistema coniugato permanente;  esso ~ isotermo-coniugato eel i pa- 
rametri u, v sono isometrici, onde le propriefft a), b), c) della prefazione 
si trovano anche qui verificate. 

§ 15. 

PROPRIET~ GEOMETRICHE DI QUEST[ SISTEMI. 

Consideriamo in uno dei sistemi tripli coniugati (u, v, w) ora trovati le 
tangenti alle trajettorie (w) nei punti di una superficie S (w =cos t . )  defor- 
mata del paraboloide rotondo, e dimostriamo the ha luogo la seguente pro- 
prierS: Le tangenti a quesle trajettorie (w) sono normali alle deformate dee 
paralleli del paraboloide. 

Questa propriet'~, che si ripete nel caso delle deformate del paraboloide 
rotondo reale (vedi § 29), merita di essere rilevata perch~ appartiene in ge- 
nerale a classi di sistemi tripli coniugati con una serie di deformate di qua- 
driehe rotonde qualuuque. 

Per verificarla nel caso nostro, osserviamo ehe sulla S l e  deformate dei 
paralleli (linee di egual curvatura) sono quelle di equazione x~ ~-~.~ = cost., 
e quindi di equazione differenziale: 

d u : d v = >~o (~0 sen 0 -t- ~o cos 0) : - -  "~o (Xo cos 0 - -  ~o sen 0). 

Se indichiamo adunque con Z,, Z=, Z~ i coseni di direzione 
gente a queste linee, abbiamo 

Z,=  9, a). 

della tan- 
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Ora  si h a n n o  le identit '~ 

V'~, z ,  o, ~2"~, z ,  - -  o, 
i. i 

e per  eib anche  dal la  (3~)  

0 y; 
~ gSF z, = o  , 

ci6 t h e  d i m o s t r a  la n o s t r a  p ropos i z ione .  

U n ' a l t r a  i n t e r e s san t e  p rop r i e th  degli  a t tua l i  s i s t emi  tr ipl i  con iuga t i  

eons i s te  in ques to ,  ehe essi  si p r e s e n t a n o  a coppie di sistemi complemen- 
tari, s e c o n d o  il t e o r e m a :  

Se di ciascuna superficie S nella serie ~v -= cost. del sistema triplo coniu- 
gato si prende la complemenlare S, rispetto alle geodetiche defor~nate dei me- 
ridiani del paraboloide, queste superficie S (che sono applieabili sul l)arabo- 
loide stesso ) apparlengol~o ad un nuovo sistemct triplo eoniugato della medesima 
specie. 

A n a l i t i c a m e n i e  6 la s i m m e t r i a  delle equaz ion i  f o n d a m e n t a l i  (V) in 0, 

che p o n e  in ev idenza  iI s i s t ema  c o m p l e m e n t a r e ,  po ich6  dalle  (V) si d e d u c e  

- -  - -  sen  o) cos  O, c) ucgw coso) senO, O v ~ w  

siceh6 p o s s i a m o  s c a m b i a r e  nei  nos t r i  r i su l ta t i  0 con ~. Ora  se  i nd ich iamo  

con x,  ;~, "~, ~ i valori  di x, ~., "4, r e o r r i s p o n d e n t i  ad  o, ques t i  sono  dat i  dal le  

fo rmole  di sos t i t uz ione  o r t o g o n a l e  

--= "~ cos  o~ - -  r sen o -~ = - -  w cos  0 ÷ ~ sen  0 

~ -=  - - ' a  sen  o~-- ~ cos  o~ ~------ x sen  0 + ~ cos  O. 

Le  c o o r d i n a t e  ~o di u n  p u n t o  t h e  desc r ive  il n u o v o  s i s t e m a  s o n o  date ,  
a m e n o  di eos tan t i  add i t ive ,  dat le  fo rmole  e o r r i s p o n d e n t i  alle (32):  

~ u  ~ '  - -  --4o ( ~ ,  c o s  ~ - -  ~, s e n  o)) 

3v  

~v [o (-t,; sen  0 ÷ ~, cos 0), 
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che possono anche scriversi per le precedenti:  

- -  "~, (io s e n  0 - -  Xo c o s  o) ~ u  

Y~ = - -  ~ g o  c o s  0 + Xo s e n  O) 
~v 

r9 w 
- -  ~, ('~o sen ~ + ~.o cos ~). 

(33)  

D'altra parte, se si calcolano direttamente le coordinate ~, di un puato 
della superficie complementare S delle S, si trova semplicemente 

~, ~-  y ,  - -  Xo x , -  ~o. ,,,.,~ (34~) 

e queste, derivate rapporto ad u, v, w, d~nno in effetto le (33). 
La trasformaziol~e (involutoria) ora considerata dei nostri sistemi tripli 

coniugati corrisponde alla trasfbrmazione complementare dei sistemi di WEIr, ~- 
GARTEN a curvatura nulla ne]Io spazio ellittico (cfr. m. c. § 16). Pifl in ge- 
nerale, esistono per questi sistemi tripli coniugati trasformazioni B~, ci6 che 
vale del resto, come gi':t abbiamo osservato al § 13, nel caso delle deformate 
del paraboloide generale (o.~) a parametri immaginarii. 


