Ricerche sui sistemi tripli coniugati
con una famiglia di superficie applicabili
sopra quadriche.

MEMORIA I.

(di Luiar BiancHl a Pisa)

PREFAZIONE.

La, teoria delle superficie applicabili sulle quadriche generali ha acqui-
stato ormai un assetto definitivo: essa fornisce invero I'estensione pitt na-
turale e completa della teoria delle superficie applicabili sulla sfera (reale
od immaginaria), e delle loro trasformazioni (*¥). Ma se passiamo dalle super-
ficie isolate a considerare famiglie di tali superficie, troviamo nella teoria delle
superficie a curvatura costante un importante capitolo, quello che tratta delle
famiglie appartenenti a sistemi tripli ortogonali (famiglie di Lam#), al quale
finora non ne corrispondeva uno analogo per le deformate delle quadriche
generali. Colla presente Memoria vogliamo iniziare appunto, per le deformate
delle quadriche generali, lo studio degli enti da riguardarsi come analoghi
at sistemi tripli ortogonali contenenti una serie di superficie a curvatura co-
stante (**).

La prima questione che si presenta & di riconoscere in quale senso una
tale estensione & possibile. Si vedra che conviene per questo abbandonare
la condizione dell’ortogonalitd e ricorrere alla teoria generale dei sistemi

(*) Vedi le mie Leeioni di Geometria differenziale, Vol. 111 (Pisa, Spérri, 1909).
{**) Una prima notizia sulle presenti ricerche ho dato nei Rendiconti della R. Accademin
dei Lincei, Vol. XXIII (serie H*) (marzo 1914),
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tripli coniugati costruita dal DarBoux (*). Di tale opportunita ¢i si persuade
ricordando le proprietd dei sistemi tripli ortogonali (u, v, w) colla serie w = cost.
formata di superficie a curvatura costante, fra le quali la fondamentale se-
guente:

Le trajettorie ortogonali (w) della famiglia di superficie a curvalura co-
stante segnano su queste una corrispondenza che conserva i sistemi coniugali
di linee, in particolare alle linee di curvatura (che formano un sistema iso-
termo-contugato) fa corrispondere le linee di curvatura.

Ora sopra ogni superficie a curvatura costante il sistema delle linee di
curvatura pud caratterizzarsi come il sistema coniugato-permanente, cioé come
quel sistema coniugato che si conserva coniugato applicando la superficie
sulla sfera (reale od immaginaria). D’altra parte sulle deformate delle qua-
driche generali il sistema coniugato permanente, pur conservando la proprieta
di costituire un sistema isotermo-coniugato, non & pitt ortogonale ma obliquo.
Dopo queste osservazioni apparirda naturale se, nella teoria delle deformale
delle quadriche generali, consideriamo quali enti analoghi ai sistemi tripli
ortogonali con una serie di superficie a curvatura costante i sistemi tripli
conlugati (u, v, w), che godono delle seguenti proprieta:

a) Le superficie della serie w = cost. sono applicabili sopra quadriche,

b) Il sistema coniugato (u, v) inlercetialo sopra una qualunque super-
ficie 1w = cost. dalle superficie delle alire due serie é il sistema coniugato per-
manente;

e) Le trajettorie (w), intersezioni delle superficie delle due prime fami-
glie u = cost., v == cost., segnano sulle deformate w = cost. delle quadriche una
corrispondenza che conserva i sistemi coniugali.

ln riguardo alla proprietd a), & da dirsi che la quadrica su cui & appli-
cabile la w = cost. puod variare con questa superficie, e in particolare rima-
nere sempre la stessa. Il primo caso corrisponde alle famiglie generali di
Lamt composte di superficie a curvatura costante (**), il secondo al caso
particolare dei sistemi di WEINGARTEN.

E poi da osservarsi che I'ultima proprieta c), come pure l'altra che sopra
ciaseuna w = cost. il sistema (i, v) & isotermo-coniugato, sono di loro natura
proprietd projettive. E infatti se un sistema triplo coniugato possiede la pro-

(¥) Legons sur la théorie générale des surfaces, IV 2me Partie, n.i 1047 a 1052; cf. anche
Legons sur les systémes orthogonaux, Livre III, Chap. 11l (2.2me édition, 1910).
(** Vedi il Cap. XXVII, Vol. 1I delle mie Lezioni.
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prietd c), ed eventualmente I'altra ora ricordata, una qualunque trasforma-
zione omografica lo cangia in un altro sistema triplo coniugato colle mede-
sime proprieta. In particolare cid accade applicando una qualunque trasfor-
mazione omografica ad un sistema di WEINGARTEN, colla ulteriore particolarita,
in quest’ultimo caso, che i sistemi tripli coniugati cosi ottenuti ammettono
trasformazioni asintotiche (*), le quali risultano dall’applicare 'omografia
stessa alle trasformazioni di BAckLuxD B, dei sistemi di WEINGARTEN.

Ritornando ai nostri sistemi tripli coniugati (u, », w), colle superficie §
della serie w = cost. applicabili sopra quadriche, si vedrd che essi ammet-
tono pure trasformazioni asintotiche, e queste, considerate per le singole su-
perficie S, non sono altro che le trasformazioni B, della teoria generale.
Inoltre vale qui ancora, come per le supertficie isolate, il teorema di permuta-
bilita, con tutte le sue conseguenze per la semplificazione del procedimento
di trasformazione.

L’esistenza dei nostri sistemi {ripli coniugati, per le deformate delle qua-
driche generali, puo stabilirsi mediante considerazioni infinitesimali che ten-
gono qui il posto della costruzione infinitesimale di WEeINGARTEN per le
relative famiglie di Lam#. Ma il passaggio dalle trasformazioni infinitesime
generatrici ai sistemi di equazioni alle derivate parziali, che permettono di
costruire la teoria generale in modo analitico rigoroso, richiede piu ampi
sviluppi che mi riservo di dare in seguito.

In questa prima Memoria mi limito a trattare estese classi di siffatti
sistemi che si deducono dalle formole gia costruite per le famiglie di Lamg
a curvatura costante, alcune in termini finiti, altre con quadrature, altre in-
fine integrando equazioni differenziali ordinarie. In particolare hastano questi
mezzl analitici per costruire classi di siffatti sistemi: 1.° per le deformate
delle quadriche rotonde, 2.° per quelle det gemerali paraboloidi, reali od im-
maginarii, 3.° per le deformate delle quadriche (immaginarie) a centro di
DarBoux, tangenti all’assoluto. In questi ultimi due casi perd ci limiteremo,
per semplificare la ricerca, a supporre che le superficie w = cost. siano ap-
plicabili sulla medesima quadrica; le formole cosi ottenute si estendereb-
bero facilmente al caso pitt generale.

(*) Diremo che due sistemi tripli coniugati (u, v, ) sono trasformati asintotici I'uno
dell’altro, quando si corrispondono biunivocamente, punto a punto, in guisa che le congiun-
genti le coppie (P, P') di punti corrispondenti, per ciascuna coppia (S, §) di superficie cor-
rispondenti nel sistema w=cost., formano una congruenza W.



138 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

I risultati che otteniamo per queste classi di sistemi tripli coniugati, e
le considerazioni geometriche che vi si collegano, indicano gia la via che sara
da tenersi in seguito per la costruzione della teoria generale.

Alla ricerca dei sistemi tripli coniugali (u, v, w) con superficie w = cost.
applicabili sopra effettive quadriche & premesso lo studio (§ 3) di sistemi
tripli coniugati contenenti una serie di superficie applicabili sul catenoide,
ovvero sulle evolute delle superficie a curvatura costante positiva. Questi
sistemi hanno proprietd molto affini a quelle dei sistemi tripli coniugati con
una serie di superficie applicabili su quadriche.

PARTE PRIMA.

§1.
SISTEM! TRIPLI CONIUGATI IN GENERALE.

Per maggior chiarezza delle ricerche seguenti riportiamo qui le conside-
razioni fondamentali, relative ai sistemi tripli coniugati, secondo Darsoux (1. ¢.).

Supponiamo che le coordinate cartesiane ortogonali @, y, # di un punto
mobile nello spazio siano espresse per le coordinate curvilinee u, v, 1 colle
formole

x=w(u, v, w), Y=y, v, w), ==z U, v, w), (1

e che il sistema curvilineo coordinato (u, v, w) sia un sistema triplo coniu-
gato, che ciod su ciascuna superficie di una qualunque delle tre serie le su-
perficie delle altre due serie traceino un sistema coniugato di linee. Le con-
dizioni a cid necessarie e sufficienti consistono nell’annullarsi del determinante

& x @y oz
cudr Oudv Jdudv

ow oy 0z
o Ju ou
dx ay 8z

— R 4

dv o dv
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e degli altri due analoghi dedotti da questo con permutazione circolare delle
lettere u, v, w. Queste condizioni possono esprimersi in altro modo dicendo

che x, y, # debbono essere soluzioni di un sistema di equazioni simultanee
di Laprace della forma:

A LI LI
dudv  ou )
86 LY 30

AT A 2
o gy +a2‘¢9w (2)

v
5% 0 o o0
&11?879_(!”‘;9—75'*—““ du

dove i coefficienti @, sono funzioni di u, v, w. Ora se si forma, nei tre modi

3

s . X o6 .
possibili dalle (2), la derivata terza TN facendo uso delle (2) stesse,

L . . .96 98 96 .
le relazioni lineari omogenee nelle derivate prime ——, ——. -- debhono ri-
duw Jdv dw
dursi ad ddentita. Nel caso contrario infatti da una qualunque di esse,
applicata ad =, g, 2, seguirebbe Pannullarsi del determinante funzionale
9 (®, 4, 2)
d (u, v, W)
Se si serivono effettivamente le dette condizioni di illimitata integrabilitd
per le (2), si trova (Darpoux, [V®™™e partie, p. 268) che al sistema (2) si puod
dare la forma seguente:

.- ¢i0 che contraddice alle nostre ipotesi.

8  dlogH, ¢ +8logH 40
dudv  dv  du du  dv
&6  dlogH, 08 dlog H, 89
dvdw  dw 55_}' dv  dw («)
8 dlogH, 96 | dlogH, 46
dwdu  uw dw ' dw du

dove le funzioni H,, H,, H, di u, v, w soddisfano al sistema di equazioni
alle derivate parziali:

SH 1 oM, 9, 1 8H, 9B,
dvdw H, dw dwv H, 6v 8w
CH, _ 1 0H, 3H, 1 9K oH,
dwdu  H, dn Oow ' H, dw du ®
#H, 1 9H oH, 1 o0H, 9H,
dudv H, dv édu ' H, du v




140 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

Viceversa, se H,, H,, H, soddisfano le (B), le («) formano un sistema
completamente integrabile ed ammettono una soluzione generale 6 con tre
funzioni arbitrarie di «, v, w rispettivamente.

Scegliendo una terna qualunque (x, y, 2) di tali soluzioni indipendenti,
si ha un corrispondente sistema triplo coniugato.

Si osservi subito un caso particolare di immediata evidenza geometrica,
che pud dirsi il caso dei sistemi di fraslazione. Se si prende una superficie
qualunque S,, data dalle formole

Ly = %o (W, V)y Yo ==1Yo (8, V), 2 =2, (%, V),

che sia riferita ad un sistema coniugato (u, v), indi si assoggetta la §, ad
un movimento continuo traslatorio, per modo che un punto di §, descriva
una curva arbitrariamente prescritta, la §, verrd appunto a descrivere un
tale sistema triplo coniugato, corrispondente alle formole

v=wm,+W,, y=y,+W,, z=2-1+W,,
dove W,, W,, W, sono funzioni arbitrarie di s. Manifestamente qui si ha

d log H, —0 alogH.z__o, alogﬂgzalogﬂgz

ow dw du ER Y,

siceche si pud prendere H,=1 ed H,, H, indipendenti da w. Viceversa, con
tali valori di H,, H,, H,, le (£) sono soddisfatte ed i corrispondenti sistemi
tripli coniugati sono di traslazione.

In particolare se per S, prendiamo una deformata di una quadrica, e
per sistema coniugato (u, v) quello coniugato permanente, 1l sistema triplo
coniugato (u, v, w) verrd manifestamente a soddisfare alle nostre condizioni
a), b), ¢) (Prefazione); ma questi ovvii sistemi tripli coniugati s’ intenderanno
naturalmente nel seguito sempre esclusi.

g 2.

SPazi CURVI NORMALIL,

Facciamo una breve digressione dall’argomento principale per osservare
un’interpretazione geometrica delle equazioni (£). Si consideri lo spazio curvo
a tre dimensioni il cui ds® & dato dalla forma differenziale quadratica ter-
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naria
ds'=Hidu’ + Hidv' + H} dn. (3)

Le tre equazioni (f) esprimono che per questa forma differenziale sono
nulli ordinatamente i tre simboli Riemanniani: (31, 12), (12, 23), (23, 31) [cfr.
Vol. I, pag. 344} (*). Ne segue che, in questo spazio curvo, le linee coordi-
nate (u), (v), (w) segnano, in ogni punto, le tre direzioni principali (Vol. I,
§ 163); alle giaciture ortogonali, cioé a quelle delle tre superficie coordinate
u = cost., v == cost., w == cost., corrispondono le tre curvature principali X,
K,, K, date dalle formole:

L |0 (L aH\ o (L3R, i" | 0H o,
Y= H,H,| dv\H, v dw\H, ow H;H, H, ou dwu
P BN P VAW N U R VLV
“F T OH, | ow\H, dw au(}{, ou H:H, H, 3v dv
K 1 WO OH) o (1 M\ 1 oM N
\“——-Hlﬂc_,l&n H, du dv\H, dv)\ HHH, ow ow

Si sa che, per qualunque spazio curvo a tre dimensioni, le tre direzioni
principali in un punto costituiscono un triedro trirettangolo ed esistono tre
congruenze principali formate dalle linee che seguono in ogni loro punto
una delle tre direzioni principali. Ma in generale queste congruenze non sono
normali, ¢ non avviene che colle tre congruenze principali si possa costi-
tuire un sistema triplo ortogonale. Quando questa circostanza si presenta
si dird che lo spazio curvo & normale; I'elemento lineare di un tale spazio
assumerd la forma (3), soddisfacendo H,, H,, H, alle equazioni (B).

-Cosl ogni sistema triplo coniugato dello spazio euclideo da luogo ad in-
finiti spazi curvi normali, poiché i coefficienti H,, H,, H, possono alterarsi
ciascuno per un fattore funzione arbitraria di u, v, w rispettivamente. E vi-
ceversa ad ogni spazio curvo normale sono associati infiniti sistemi tripli
coniugati, dipendenti da tre funzioni arbitrarie.

(*) Qui come in seguito i richiami alle: Tezioni di geometria differenziale si faranno
colla indicazione del volume e del paragrafo, o pagina.

Annali di Matematica, Serie [II, Tomo XXIII. 19
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$ 3
STISTEMT TRIPLT CONTUGATI GON DEFORMATE DEL CATENOIDE.

Il DarBoux ha dimostrato (l. ¢. n. 1042) che ai sistemi differenziali com-
pletamente integrabili del tipo («) sono applicabili le sostituzioni di LaPrAcE.
Interpretando geometricamente questo risultato si ha una costruzione geo-
metrica che permette di dedurre da ogni sistema triplo coniugato noto (u, ¢, w)
sei nuovi sistemi, in termini finiti (1. ¢. n. 1052). Basta per questo, per cia-
scuna superficie S di una delle tre serie, p. e. delle w = cost., condurre le
tangenti alle linee (v) (o alle (u)); queste formano una congruenza rettilinea
di cui la S & una delle due falde focali, mentre Ia seconda falda focale S,
descrive, al variare di S, una famiglia (§,) appartenente ad un nuovo sistema
triplo coniugato (u, v, w).

Se applichiamo in particolare questa costruzione ad un sistema triplo orfo-
gonale (u, v, ), le seconde falde focali S, diventano manifestamente il luogo
dei centri di curvatura (di un sistema) per le superficie v=cost. e si ha
quindi il teorema: Da ogni sistema triplo ortogonale si otlengono sei sistemi
tripli coniugati assumendo, delle superficie di una qualungue delle tre serie le
prime, ovvero le seconde falde dellevoluta. E da osservare altresi che per
questi sistemi tripli coniugati le linee (v) del sistema coniugato sulle S, sono
linee geodetiche.

Particolarizziamo ancora questo risultato e supponiamo che nel sistema
triplo ortogonale (u, v, ) le superficie w = cost. siano a curvatura costante

K=+ Ri - dove R sard in generale una funzione di w: R = R (n), e diven-
terd una costante nel caso dei sistemi di Weingarten. Supponiamo p. es., per
fissare le idee, che K sia negativa e le % == cost. siano quindi superficie pseu-
dosferiche ¥. Applichiamo il teorema precedente alle prime e seconde falde
delle evolute delle superficie pseudosferiche. Queste sono tutte superficie S
applicabili sul catenoide; di pitt sulla S e sulla ¥ si corrispondono i sistemi
coniugati, e in particolare alle linee di curvatura (u, »),di ¥ corrisponde
sopra § un sistema isotermo coniugato. Pertanto i sistemi tripli coniugati
(u, v. w), che cosl si ottengono, godono delle proprietd seguenti:
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1.2 ciascuna superficie S della serie iv = cost. & applicabile.sul catenoide,
2.2 le trajettorie (1v) segnano sulle S una corrispondenza che conserva
i sistemi coniugali.

Per queste proprietd gli attuali sistemi tripli coniugati si ravvicinano
evidentemente a quelli con una serie di deformate di quadriche (vedi Pre-
fazione), come gid in riguardo alla teoria dell’applicabilitd le singole defor-
mate del catenoide si comportano analogamente alle deformate delle qua-
driche.

L’analogia si spinge ancora pitt in & per la teoria delle trasformazionsi.
E invero del sistema triplo ortogonale pseudosferico (u, v, w) si prenda un
altro tale sistema derivato per una trastormazione qualunque B¢ di BAcKLUND
(Vol. 11, § 433). Se delle superficie w = cost. dei due sistemi prendiamo le
falde omonime della evoluta, queste sono superficie applicabili sul catenoide,
legate fra loro da una corrispondente trasformazione asintotica (Vol. II, § 397);
dunque: I sistemi tripli coniugati contenenti una serie di deformate del ca-
tenoide ammettono trasformazioni asintotiche in (0o*) sistemi della medesima
specie.

Abbiamo qui supposto K <T0. Nell’altro caso K >0 il risultato & perfet-
tamente analogo, le superticie S essendo allora applicabili sulle evolute delle
superficie a curvatura costante positiva. Perd in questo caso le corrispon-
denti trasformazioni asintotiche diventano immaginarie.

7]
e~

RICHIAMO DBELLE FORMOLE
PED sSiSTEMI TRIPLI ORTOGONALL A CURVATURA COSTANTE.

Per il seguito delle nostre ricerche dobbiamo sempre riferirci alle for-
mole fondamentali, relative ai sistemi tripli ortogonali (u, v, ), nei quali le

1
s cOD R =R (w),

che qui torniamo per comoditd a trascrivere, distinguendo i due casi di

T, 1
K:-—-E‘z’ A=+R’Q'

w == cost. siano superficie a curvatura costante K =



144 Bianchi: Ricerche sui sisteini tripli coningati

1 . C .
1° caso: K= — i L’elemento lineare d s dello spazio, riferito al si-
stema triplo ortogonale pseudosferico (u, v, w), assume la forma caratteristica

h\2
ds'3=cosﬁﬁdu2+sen26va+R"’(§%) dw’ %)
dove la funzione § =0 (u, v, w), e le due funzioni
oo b &8 oy 1 58
TTcosb dudw’ T senb Jvdw

sono legate fra loro dal sistema differenziale seguente (che rappresenta le
condizioni di Lamf per I'appartenenza dell’elemento (4) allo spazio euclideo):

&0 o0 sen b cos b

ou’ 3ot R’

&6 ]

Fuow —Acosh g g, =DBsent .
04_ 00, 1 o fsn0 2428, ’
du v Ré’w(R " dv  ou
0B _ 99 , 0B _ 99 , 1 0 (cosB)
du_  dv T dvw du R 0w\ R

Indicando poi con #, y, 2 le coordinate di un punto mobile nello spazio
espresse per u, v, w e con (X, , Y., Z), (X, Y., Z,), (X, Y5, Z,) 1 coseni di
direzione delle normali alle superficie u = cost., v = cost., w = cost., sussi-
stono le formole del quadro seguente:

g%:coseX,, %:seufh\}, jji :Rj?zxﬁ \
X, _snly, Xy 8 Rux 4B,

colle analoghe rispetto agli assi y, #.
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2.° caso: K =+~ér_,—~ In questo caso l'elemento lineare dello spazio
pud scriversi
L A -
ds*=senh*6 du’*-+ cosh’0dv*+ R (;9%3) dwt (R == R (u)); 6))
le equazioni (I) sono sostituite dalle altre:
b n 8°8  senhfcoshh
ouw'  ov Iy
9 = 4 senh b, _a—-?-mx Bcosh 6
dudw dvdw (a1
o4 96, 1 & coshf))‘ éﬁ~ﬁ}f
du  dv R dw\| R dv du
&_g__aeA dB b A——l- 8 (senhf
du dv ' dv  du kR éu\ R )
mentre le corrispondenti alle (I*) si scrivono:
dw dx . dx a0
“5—:&2" =wsenh 6 z‘{], 5’;}'—— cosh § 4\._,, m— R (5}1; X3
4 X, 96, coshb . 0X, 96 ., 98X, _ .
Tu T a0 T R O e T awse gw B4 .
aX, 96, 84X,  4b senh 8 4xX, .
Fu a0t dv o ow T TR Sw g —HB.X
dX, coshb — HX, wenht N, .
EETR AL v I Xey me}i(AA‘.ﬁﬂBX?)'

Rispetto al sistemi di equazioni a derivate parziali (I) e (II) per la terna
di funzioni 6§, 4, B, & da osservarsi che basta introdurre le due nuove fun-
o . o9 0 . - .
zioni incognite 6, =5 B, =g-,l-) per dar loro la forma di sistemi lineari
canonici completamente integrabili (Cf. pitt oltre § 16). Ne risulta 'esistenza
e larbitrarietd del sistema integrale come dipendente da cingue funzioni ar-
bitrarie (Vol. II, § 430).
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§ b.

SISTEMI TRIPLL GONIUGATI CON DEFORMATE DELLA QUADRICA :
Yy 4 2° + (. — y 4 i 2)* = cost.

Cominciamo ora le nostre ricerche sui sistemi tripli coniugati contenenti
una serie effettiva di deformate di quadriche, considerando una classe di tali
sistemi, le cui superficie S di una serie sono applicabili sulla quadrica imma-
ginaria a centro

“ “ 9 1 3
Y+ @—y+zy—1) :E(cost.), (6)

che oseula T'assoluto (Vol. 11, §§ 308, 447). Si sa che le deformate (reali) di
questa quadrica si ottengono dalle superficie ¥ a curvatura costante di una
famiglia di Lamt colla seguente costruzione in termini finiti:

In ogni famiglia (}) di Lamf di superficie ¥ a curvatura costante K i
piani osculatori delle trajettorie ortogonali della famiglia nei punti di una ¥
inviluppano una superficie S applicabile sulla quadrica (6) (L. c. § 447).

Di piti si sa che ai sistemi coniugati di ¥ corrispondono i sistemi di S,in par-
ticolare alle linee (u, v) di curvatura di Y il sistema coniugato permanente so-
pra S. Ora completiamo questa proposizione dimostrando 'ulteriore teorema:

Se alla superficie ¥ a curvatura costante si fa descrivere la famiglic (3))
di LAME, corrispondentemente la S descrive una serie (S) appartenente ad un
sistema triplo coniugato (u, v, w). Tale sistema godrd allora evidentemente
delle proprieta a), b), ¢) enumerate nella prefazione.

Per dimostrare il teorema riferiamoci alle formole riportate nel paragrafo

. ) . . i . .
recedente e supponiamo p. es. di {rovarci nel primo caso K = — —, sicche
R?’

valgono le formole (I), ([*¥). Per una superficie pseudosferica ¥ del sistemna
w = cost. indichiamo con S la corrispondente superticie ottenuta colla co-
struzione descritta e siano &, 2, L le coordinate del punto di S che corrisponde
al punto (x, ¥, 2) di ¥; si trova allora facilmente:

v Y

P 2t (AX,+BX.3—£X3) (R’~dﬁ) ;

b R* T dw (7)

o2t

Q>
g
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e le analoghe per =, {. Dobbiamo provare (§ 1) che le tre derivate seconde
miste

P

& &L 8E
dudv dvdw T dudw

si esprimono linearmente ed omogeneamente per le rispettive coppie di de-
g p pp

rivate prime
208y (05 0%y (0% 0
du’ dv) \dv dw) \ou ow

con coefficienti identici pei tre casi. Ora se poniamo per abbreviare

0,=AX,+BX.— 1 X., (8)

con significato analogo per Q,, Q,, le (7) si serivono

ag (7%)

Formando le derivate rapporto ad u, v di Q,, coll’osservare le (I), (I1*),
otteniamo

40, cosh 96 . Asenf . )
dn R“’”é%‘x’_}— R X, 9
90, senb 46 _BcosGX ®)
ov R ow I
indi dalla (7%)

0% Ridcosh (  tgh a0

on (IbY ) R on 3)
0w

97 R*Bsen) cotf 46 _

20 [0V (Q-’+"f~ aTv‘X)
T (10

w08
o¢ o0 R 80, owt 2R R
=R —X,
dw du

~ 39 o T Taen S g e
CrT
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Ora dalle formole (1), (I*) si deducono le identitd seguenti:

) tg6 80 1 86 96
—{a — — X
av( v 5wX*) Rcoqﬁ(BJr cost dwv &w))&"

( 80 ) é0
d tge 9 éw tgh 99 ) dw ok
LA ¥o! " 1. . > i
&w( - o w X*) o o R*cos b (Q’ R ow X‘(‘/ R o w

290 00
8 cote 86 ) 0 | ow cotd 46 dw 8%
&'m(Q + 8wX, dw 10°(R2 senﬁ)‘( 2t WXS)%F()W’

u
l

. 9 tgd 96 . .
dalle quali segue che 55( . i é—ﬁkg) si compone linearmente con

-

9z 9L . . 0 teh o0 93 07 .
o’ To similmente £ (Q"__R- 5—“—7X1) on o o infine
0 coth A6 s 9%
5—75( T+»RnavX*) " dw

La proposizione ¢ cosi stabilita e risulta inoltre dai nostri caleoli che i va
lovi di H,, H,, H, corrispondenti, secondo il § 1, a questo sistema triplo co-
niugato sono dati dalle formole

4

a Al

H, H,=

B I
86’ a0
o o

Se ricordiamo poi (Vol. ITl, § 104) che le trasformazioni B, di BickLuxp
per le superficie pseudosferiche ¥ si traducono, per le deformate S della
quadrica (6), nelle trasformazioni B, della teoria generale, ne deduciamo:
Gli attuali sistemi tripli coniugati ammetlono trasformazioni asinlotiche B, in
altri sistemni dello medesima specie.

Un caso particolare notevole di questi sistemi tripli coniugati si ha quando
la curvatura K delle superficie 3 & una costante assoluta, Allora il sisteina
triplo ortogonale & un sistema di WriNGARTEN e le superficie S sono le comple-
mentari delle ¥ rispetto alle geodetiche ortogonali ai cireoli di livello (Vol. 11,
§ 440); la quadrica (6) & da sostituire con una quadrica che iperoscula I'as-
soluto. Dunque: Se in un sistema triplo ortogonale di WERINGARTFN di cia-
scuna superficie Y, a curvatura costante si assuwme la complementare S rispetio
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al fascio di geodetiche. ortogonali alle linee di livello, la serie (S) appartiene
ad un sistema friplo coniugato della nostra specie.

Ancora piu in particolare, se il sistema di WeINGARTEN & pseudosferico
ed a flessione costante (Vol. II, § 441), il sistema (S) diventa alla sua volta
il sistema pseudosferico complementare.

$ 6.

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DEL PARABOLOIDE:

5

2
&

@+yV—1y = o =2 —yy- 1L

La costruzione del paragrafo precedente, come quella del § 3, conduce
dalle famiglie di Lam& a curvalura costante ai corrispondenti sistemi tripli
coniugati senza alecun calcolo d’integrazione. Qui trattiamo altre classi di tali
sistemi tripli coniugali che si deducono dalle famiglie stesse di Lamt per
quadrature. Sono questi i sistemi tripli coniugati contenenti una famiglia di
superficie applicabili sul paraboloide immaginario

Fh —

(W+Z/\/‘—1)2ij€7=$—yv~ 1

tangente nel centro all’assoluto (Vol. I1I, § 100).

Partiamo p. es. da una famiglia pseudosferica (¥) di Lamg, e da ciascuna
superficie ¥ deduciamo, nel noto modo (I. c.), una superficie S applicabile
sul paraboloide:

2

o4+ 9 V=) +fr —o—uV=T, (@

procedendo come segue. Introduciamo le tre distanze

W,=8xX,, W,=8xzX,, W,=8zX,

dell’origine dalle tre facce del lriedro principale nel sistema triplo ortogo-
nale (u, v, w), e per le formole (I*), § 4, avremo per W,, W,, W, il seguente
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sistema lineare

oW, & () send oW, 940 OW . \

A L g % _ 97 oy 1

ou dwv W+ R Ws +-cos dv &quQ’ dw AW,

oW, 40 aW, ah cos O W
2w 2 9y UPe =

3 &vn oy auIV‘ i W,+sen), —=RB. W, (12)

oW, senh W, cosh oW, o0
= W LA i | — .

du R W, v R Ve dw R(AW1+BW2)—{—R010 /;

Se indichiamo con Z, 4, { le coordinate del punto della superficie S (ap-
plicabile sul detto paraboloide}, clie corrisponde al punto (=, y, 2) di ¥, avremo
¢, n, ¢ per quadrature dalle formole

g_fi:(occos’) —Rsenb X,). W,

13
" , (13)
%:(wsene—l—RCOS(}Xa) W,

e dalle analoghe per s, Z. La condizione d’integrabilitd per queste equazioni
¢ identicamente soddisfatta, perche, calcolando dall’'una o dall’altra delle (13)

2r

. ] .
il valore di 05 , 81 trova concordemente:

95 dlogW, 9% 9logW, o8 (14)
dudv v  du ¢9u ouv

La superficie S, corrispondente ad un dato valore di mw, & determinata
dalle (13) a meno di una traslazione nello spazio; essa corrisponde alla su-
perficie pseudosferica ¥ per sistemi coniugati, in particolare il sistema (u, v)
é sopra S il sistema coniugato permanente nell’applicabilitd sul paraboloide (a)
(cfr. Vol. III, § 100). Ora, se facciamo variare w, la S descriverd una fami-
glia (S) di deformate del paraboloide (a), ¢ nol, delerminando conveniente-
mente le tre rispettive funzioni arbitrarie di w, additive in &, =, [ secondo le (13),
vogliamo cercare di costituire una famiglia (S) appartenente ad un sistema
triplo coniugato (u, v, w). Per questo confrontiamo la (14) colla (), § 1 ed
identifiehiamole ponendo

=W, H=W,;

successivamente dalle (g,), (8,), § 1 deduciamo

dlogH, dlogW, dlogH, 8logW,
du  du ov  dvw
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onde ponendo: H,= W,, H,= W,, H, = W, veniamo a soddisfare anche
alla (8,). Ed ora dalle due seconde equazioni («) si trae

#L 9 _ dlogW, 0¢  dlog W, 8%
&u81v*§1-v[(wsene+RCOSeXa)WE]*— dw  dv ' dv  dw
8 8, . S | dlogW, 8¢ | dlogW, 8¢
&uaw——&w[(‘bcose Rbelle}x;;)n]]— ERY c9u+ g ow

P

. s .
e dall’'una o dall’altra di queste segue per “;v il valore
[

05 _\ 00 _ .. N
S =Py — R UX T BX)+RX (RW,.

D’altra parte le due condizioni d’integrabilitd per questultima, confron-
tala colle (13), si trovano soddisfatie. Possiamo dunque concludere: La nuova
classe di sistemi tripli coniugati (u, v, w), con superficie w = cost. applica--
bili sul paraboloide (a), ¢ definita per quadrature dalle formole:

9
A 36— Rsend X
5 , (% cos Rsen b X,)
g > — W, (@sen ) 4 B cos 0 X,) (15)
9% | 86 e o
— = 2 X O RX, 0
5 = BWej@ g — I (A X BX) + I X |

Segue poi anche facilmente, dai risultati stabiliti al Vol. III, § 101: Gli
attuali sistemi tripli coniugati ammettono trasformazioni asinlotiche B, in si-
stemi dello medesima specie.

Abbiamo supposto fin qui la famiglia (¥) di Lami pseudosferica. Se fos-

simo invece nel secondo caso K==+ Ri— del § 4, valendo le (II), (II*), alle (15)

st sostituirebbero le altre

¢ =W, (x senh 6 — B cosh 6 X)

ou

98

75 =MW, (2 cosh & — R senh § X,)

98 _ ELR -
W_RW} waw—)—R (AXl—l—BXg)——RAss,
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le quali definiscono, a meno di una traslazione nello spazio, un sistema triplo
coniugato (u, v, w) colle superficie della serie = = cost. applicabili sul pa-
raboloide

@y =1 — e = —y/—1.

§ 7.

SISTEME TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DI QUADRICHE
A CGENTRO ROTONDE.

Nelle mie ricerche del 1899 sulla inversione dei teoremi di GuicHARD relativi
alle deformate delle quadriche rotonde (*) ho stabilito il sistema di equazioni
differenziali dalla cui integrazione dipende la ricerca delle superficie appli-
cabili sulle quadriche, di rotazione attorno all’asse focale, associate ad una
dala superficie ¥ a curvatura costante. Ogni soluzione nota di questo sistema
conduce ad una nuova superficie ¥, colla medesima curvatura costante, e
legata a ¥ da una trasformazione reale composta di due trasformazioni op-
poste di BicxLuxp, reali ovvero puramente immaginarie. Sussistono inoltre
le proprietd geometriche seguenti: Le normali alle superficie ¥, ¥ in coppie
(P, P) di punti corrispondenti si incontrano in un punto P, (equidistante
da P, P’), il quale descrive una superficie S, deformata di una quadrica a
centro rotonda; sulla S, i sistemi coniugati corrispondono a quelli di (3, &),
in particolare quello coniugato permanente alle linee di curvatura.

Passando dalle superficie a curvatura costante isolate alle loro famiglie (¥)
di Lam#, ho anche dimostrato (negli ultimi capitoli della Memoria citata) che
le dette trasformazioni reali sono pure applicabili a queste famiglie (%) di
Lami (cfr. Vol. 1L, § 438); ed & appunto di questi risultati che ci serviremo
ora per costruire sistemi tripli coniugati con una famiglia (S,) di deformate
di quadriche a centro rotonde. Dimostreremo per cid che sussiste I'ulteriore
proprieta: Se nella costruzione precedente si fa percorrere a ¥, 3 le coppie di

(*) Vedi la Memoria: Sulla feoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante
(Annali di matematica, T. III della Serie 3%,
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superficie corrispondenti in due famiglie di Lavt (3), (¥) a curvalura co-
stanle, legate da una delle detle trasformazioni, la deformata S, della quadrica
rotonda descrive una famiglia (S,) appartenente ad uno dei nuovi sistemi tripli
coniugali.

Si ricordi poi che, nel caso della curvatura K negativa, le coppie (%), ()
di famiglie pseudosferiche di Lamf ammettono trasformazioni reali B, di
Bickrunsp in altre tali coppie, onde segue che le famiglie (S,) di deformate
di quadriche rotonde ammettono trasformazioni reali asintotiche B, in altre
famiglie della medesima specie.

Descritta cosi la generazione geometrica dei nuovi sistemi tripli coniu-
gati con deformate di quadriche rotonde dalle famiglie (¥) di Lamt a curva-
tura costante K, andiamo a stabilire le formole effettive, separando i due casi
di £<<0, 0o K>0.

§ 8.
Cas0 pr K NEGATIVA,

Partiamo da una famiglia (¥) di Lamg a curvatura costante negativa
K= —Rl—g, definita dalle formole (I), (I*) § 4 Al sistema di equazioni dif-

ferenziali fondamentali per le ricordate trasformazioni si puo dare la forma
lineare omogenea seguente, dove 4, M, &, W indicano quatiro funzioni in-
cognite di u, v, w e ¢ una costante arbitraria :

PP 20 . o0 a0
5—@;———0086/‘, %wﬁensﬂu, W”—Rm

o4 1—o R 08 o4 88 oA

5‘{{'—:6&036.@-{“— 1] SenG,W+’&~5ﬂ[,%v5‘&Rf,m*Rﬁ.W

M 608 i {1 —cR* 26 dM

TR 5, =osenf .o — = cosBW—-%/l, %zRB.W> (1IT)

oW sen 0 oW  cosb nOW
du— R b Ge— g M (I—ok) =

:oRR’.W+cR§~%¢—RA.A-RB.M.

In forza delle (1) § 4, questo & un sistema completamente integrabile: esso
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possiede Tintegrale quadratico
A M —c® | (I — ¢ B*)W* = cost,, (16)

poiché le derivate rapporto ad u, v, w del primo membro sono nulle per le (LLI).

Per dedurre dalle superficie pseudosferiche 3 le superficie S, deformate
di quadriche rotonde, occorre scegliere una qualunque quaderna (4, M, &, W)
di soluzioni delle (IlI) per la quale la costante del secondo membro nelle (16)
sia nulla, onde avremo

A+ M —c®* 4 (1—cR*) W?=0. (16%)
Dopo di cio le formole

x =96-——E)—X3, Yo =14 — (I)Yg, zo=z——~qj~Z3 (17)

w w

0

definiranno una famiglia (S,) di superficie applicabili sopra quadriche a centro
rotonde (immaginarie). Noi vogliamo ora verificare che queste formole (17)
definiscono appunto un sistema triplo coniugaio (u, v, w), che apparterrd
per cid alla classe del paragrafo precedente. Per dimostrarlo cominciamo dal
dw, dmx, O,

» ¢i0 che da:
du dv ow

calcolare le derivate prime

dx, RWcosh-|-¢senb

ﬂ““ RWz (WXx’—/th)
dx, RWsenb-—adcosh ;

iy B (WX, —MX,)
o, _ ¢ aloDWXg

}R(AX +BX,)+

dw aw P\

Draltra parte sussistono le identitd seguenti:

] Mcos 6 88 Acosb,

S (WX, — AX )= e (WX, — X3)+(5—u~—£——~;’v~)(WX2-MXs)
) ologW AW dx,

s (WX, — A X) = S (WX, — 4 X)+ - 55

é . dlogW MW 0900

s (WX, — M X) = "5 (WX, — M X,) -+ —— 5,

2

. Lo . .
le quali dimostrano che Fasy St compone lmearmente ed omogeneamente
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con 9%, aw") similmente O con b, 9, e infine &, con
(au’ ov) dudw du dw) dvdw
[dx, Jux, . . . \ .

&W’ ) Il sistema (u, v, w) definito dalle (17) & dunque in effetto un

sistema triplo coniugato. Dai calcoli stessi eseguili si deduce poi che i va-
lori corrispondenti di #,, H,, H, (§ 1) sono dati qui dalle formole

o senf dcosh ¢

]JIZCOSO_FR—W—, ngsene—"W) Hszw-

Si & gid delto che le superticie S, della serie v = cost. sono applicabili
sopra quadriche rotonde, che nel caso attuale (K <C0) sono perd immagi-
narie. Ma si pud anche assumere come superficie tipica su cui la S, & ap-
plicabile una superficie rotonda reale, precisamente (Vol. 1I, § 259):

wir catenoide accorciato se 1—cR' <0
un sinusoide iperbolico se 1—cR >0
la superficie logaritmica se 1—¢ R =0,

In quest’ultimo caso R & costante ed il sistema triplo ortogonale ¢ un
sistema pseudosferico di WrmincarRTEN. & notevole il caso in cui questo si-

stema (Y) da luogo ad una serie infinita di sistemi conligui complementari
(Vol. 11, § 445):

C(Z)s (B), (B) B, ().,

estendentesi all’infinito nei due sensi. In tal caso, possiamo dedurne, senzo
alcun calcolo d’integrazione, una catena corrispondente di sistemi tripli coniu-
gati con una serie (S,) di deformate della superficie logaritmica di rotazione.
E invero due sistemi come (3,), (¥_,) contigui*a destra ed a sinisitra ad un
medesimo (Y) si trovano nelle condizioni geomelriche descritte al paragrafo
precedente, e le normali in punti corrispondenti a due superficie ¥,, ¥, si
incontrano in un punto P, che descrive una tale superficie. La famiglia (S,)
appartiene al sistema triplo coniugato.
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§ 9.

Caso pr K POSITIVA.

Supponiamo ora K> 0 e riferiamoci alle formole (II), (I1*) § 4. In questo
caso al sistema (IlI) & da sostituirsi il seguente:

o 9 9® 00

W=senh0.z[, (9—172005116'1‘[’ T aw'W

%z—%]\[+csen}16.fb—cR;+1coshBW,%—j:(%M,gqi;zRA_W

g—l:‘[= % ,i—ll){=—g—gzt+ccosh’)¢——CR;+1senhO,W,%:RE.W (IV)
40

==——~cRR’VV—}—cR5—"—)<D——RAA—RBM,

dove ¢ indica nuovamente una costante arbitraria. Il sistema (IV) & comple-
tamente integrabile, a causa delle (II), e possiede integrale quadratico

A M —cd*+ (¢ B 1) W* = cost. (18)

Prendiamo anche qui una quaderna (A, M, ®, W) di soluzioni delle (IV)
per la quale la costante del secondo membro sia nulla:

AL M — @+ (0 B 1) W2 =0, (18¥)

e le formole stesse (17)
d

Xy = L —
° w

X,, ecc,

daranno, per ogni valore di w, una superficie S, applicabile sopra una qua-
drica reale di rotazione attorno all’asse focale. Precisamenle la quadrica sara
un ellissoide allungato se la costante ¢ & negativa, un iperboloide o due falde
se ¢ & positiva; questa quadrica resterd la slessa se R & costante, in gene-
rale varierd con .
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Ora andiamo a verificare che, al variare di w, la S, descrive un sistema

triplo coniugato (u, v, w). Per questo calcoliamo le derivate prime di x, colle
formole

0w, RWsenh6— &coshb

du RW* (WX, —4X,)
dx, RWecosh(0— ¢senhb

o X, — I
= e (WX, — MX,)
o, & | dlogW
aw—WWMAX+B&yFaw.&L

ed osserviamo le identitd

£ﬂWK~Am=y%%LW&—Aw+
+(§£"A—;@#)(WX2— MX,)

5%(WX1~KX,,)=312§UW (WX, —A4X,) i{:’_V g:;o

5%(WX2 — M X,) =9lgiXV_(WX2—~MX3) +LF§%'

Da queste segue che le formole (17) definiscono nuovamente un sistema
(u, v, w) triplo coniugato, e pei corrispondenti coefficienti H,, H,, H, del
§ 1 si trovano i valori

¢ cosh b & senh6 il
H, = senhﬁ——w, H?—coshG-—W, H":W .

§ 10.

QUADERNE ARMONICHE DI SOLUZIONI DEL SISTEMA (IV).
TETRAEDRI CONIUGATL

L’integrazione del sistema differenziale (III) o (IV), associato ad una fa-
miglia (¥) di LamMg a curvatura costante, ci ha condotto a sistemi tripli con-
iugati contenenti una famiglia (S,) di superficie applicabili sopra quadriche

Annali di Matematica, Serie II{, Tomo XXIII. 21



158 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

rotonde; ma ora vogliamo provare che se ne pud dedurre ancora classi di
sistemi tripli coniugati con superficie S, applicabili sui generali paraboloidi
a paramelri puramente immaginarii:

L S
a/z—*—-be”"g \/ 1.

Per semplicitd supporremo R costante, e faremo senz’altro R =1, per
modo che le superficie S, nella serie w == cost, risulteranno applicabili sul
medesimo paraboloide. Premeliiamo alcune osservazioni sulle quaderne di
soluzioni (4, M, &, W) p. e. del sistema differenziale (IV) (nel quale si fard
R =1), che varranno pure nei casi analoghi che incontreremo in seguito.

Si & gia detto che per ogni tale quaderna di soluzioni & costante I'espres-
sione

A+ M?—cd® - (c+ 1) W2

onde segue, poiche il sistema & lineare omogeneo, che per due quaderne qua-
lunque di soluzioni (4, M, @, W), (4, M, &, W) & costante l’espressione

QA AdA+MM-—-coo-+(c4+1) WW.

[La stessa cosa si pud verificare direttamente dalle (IV) ed analoghe
per A, M, ®, W, provando che le tre derivate di 0 si annullano).

Ora diremo che le due quaderne (A, M, ®, W), (A, M, ®, W) sono ar-
moniche quando sia

AAd+MM—cdd 4 (c+1) WW=0.

Manifestamente per ottenere due guaderne armoniche di soluzioni basta
legare i valori iniziali delle due quaderne, per un sistema iniziale di valori
W, ¥, 10, delle variabili, in guisa che si annulli énizialmenie l'espressione 0
sopra scritta.

La denominazione di quaderne armoniche risponde alle considerazioni
geometriche seguenti. Riguardiamo 4, M, ®, W quali coordinate omogenee
di un punto nello spazio e consideriamo la quadrica (@) di equazione

Q) £ M* —c @+ (c+1) W =9

Ad ogni quaderna (4, M, & W) di soluzioni corrisponde, per ciasecun
sistema (u, ¢, w) di valori delle variabili, un punto dello spazio; a due qua-
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derne armoniche corrispondono sempre due punti coniugati armowici rispetto
alla quadrica (@).

Ora prendiamo uu qualunque tetraedro coniugato (autoconiugato) P, P,
P, P, rispetto alla quadrica (@) e, corrispondentemente a ciascun vertice
P, (r=0, 1, 2, 3), consideriamo una quaderna di soluzioni del sistema (IV)

(/lm ]‘L-y ®,, VV¢) rmO, la 2: 37

che si riduca alle coordinate di P, quando vi si fa u =u,, v =1v,, W =w,.
Queste quattro quaderne saranno due a due armoniche, ¢ noi diremo bre-
vemente per cid che esse formano un felraedro coniugaio di soluzions.

Le considerazioni ora svolte si applicano sia al sistema (IV), sia al si-
stema (IIT), e pili oltre saranno invocate pei sistemi differenziali analoghi che
si presenteranno nel caso delle deformate dei paraboloidi reali. Qui, ritor-
nando al caso particolare del sistema (IV), diamo alla costante ¢ un valore
negativo, tale perd che ¢+ 1 riesca positivo, e poniamo

1 1 1 .
0= — > 1— o = (@, b, reali). (19)

La quadrica (@) diventa allora la quadrica immaginaria
2 2
A*+M?+%+~%§~ =0,

e, disponendo per ogni quaderna di soluzioni del fattore costante arbitrario
di omogeneitd, noi normalizzeremo la quaderna di soluzioni col rendere
(I)2 WZ
A+ M* +E‘+“Br=1

Per tal modo ad un tetraedro coniugato di soluzioni (A,, M,, W,, ¢,)
r=0, 1, 2, 3 corrisponderd un determinante ortogonale

A, M, %2, -Wg‘l
A, M, %, Egm
A, M, f’&ﬁ be ’
4, M, "O’b ?—Zi
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in particolare avremo le relazioni:
@+ 0} 0 =0’ —
Wi+ Wi+ Wi=0b'— Wi (20)
oW, o, W, + o, W, =— o, W,.

§ 11.
DEFORMATE DEL PARABOLOIDE IMMAGINARIOZ
x* X —

Le costanti @, b avendo il significato dato dalle (19), prendiamo come
sopra un tetraedro coniugato di soluzioni del sistema (IV). Diamo alla va-
riabile w un valore fisso lasciando u, v variabili e verifichiamo che le tre
espressioni

v de,— W, dW, (i=1,2 3)

sono differenziali esalli, E infatti, esprimendole in coordinate #, v, abbiamo
per le (IV) (ove si faccia R=1)
¢,d0, —W,dW, = A, (v,senh § — W, coshb) d 4 + M, (¥, coshd — W, senh 6)dv,

e basta verificare la condizione d’integrabilita

0 é
oy [Ao (¢, senh 6 —W, cosh 0)] =5 [Mo (%, cosh & — W, senh 6)] .

Ma dalle (IV) segue subito che il primo ed il secondo membro di questa
hanno il valor comune

84,
dv

oM,
on

(®,senh & — W, cosh 6) +- (@, cosh 8 — W, senh 8),

¢id che prova l'asserzione. Dopo cid, se introduciamo le tre funzioni y,, ¥,, ¥,
di u,v, w, i cui differenziali (rapporto ad u, v) sono le tre dette espressioni,
avremo

dy,=0,dd,—W,dW, (i=1, 2, 3), (21)
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indi le formole

09: = A, (#,senh 6 — W, cosh 6)

du
%‘%—M (®, cosh & — W, senh 6),
mentre dal calcolo sopra eseguito risulterd
&y, dlog A, ay dlogM, 3y, .
dudv v wt9u e U0 2 3).

Ora riguardiamo y,, 9., ¥, quali coordinate cartesiane ortogonali di un
punto P nello spazio, e consideriamo la superficie S descritta dal punto P al
variare di u, v (rimanendo fissa w). L’elemento lineare di S sard dato per
le (21) da

=3

= gl((bi d'(bo '—Wi d Wo)2,

ossia, per le (20), da
ds' = (a' — o) d o+ 20, W, d & dW, -+ (b* —W3) aW;.
Se poniamo

X=a%, Y=W, 2ZJ—1=0:—W:, (24)
risulta
ds*=dX*+dY*}+dZ5

dunque: la nostra superficie S é applicabile sulla quadrica (24), cioé sul pa-
raboloide
X2 Y2

a parametri puramente immaginarii (di segno contrario).

Dimostriamo ora di piti che: nella corrispondenza stabilita fra i punti
di S e della superficie a curvatura costanle Y ¢ sistemi coniugati si corri-
spondono, ed alle linee (u, v) di curvatura di ¥ corrisponde sopra S il sistema
coniugato permanente.

Per questo cominciamo dal calcolare per la S i coseni di direzione.della
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normale Y,, Y,, Y,, e troveremo subito dalle (22)

_AoMa“"Mc-Ax

e e D0 (51, 9, 3),
Ea :

Dopo ¢ido caleoliamo i coefficienti D, D', D" della seconda forma qua-
dratica fondamentale di S:
&y,

D m§Y‘6u6v’ D ZZ:‘Y"

& Y
dv*

_ & ys
D_;Yim’

Se si osservano le identita:
2 @, senh 6 — W, cosh ) = (o, cosh § — W, senh § é—-?-——zt
au( i i - i i ) a% i
9 (®,senh 6 — W, cosh 0) = (¢, cosh§ — W, senh 6)(?—{2
a[v H i i H % a v
é . 86
oy (@, cosh § — W, senh 6) = (¢, senh 8 — W, cosh 6) 7o -+ M,

si trovano per D, D', D" i valori

p=p'= DM p_
ZENE

Il sistema (u, v) & dunque isotermo-coniugato sulla S come sulla ¥, e di
pitt ridotto in ambedue i casi a parametri isometrici, c¢id che dimostra la
prima parte della proposizione enunciata. Che poi sopra S questo sistema
(u, v) sia il sistema coniugato permanente, nell’applicabilitd di S sul para-
boloide (24), risulta da cid che la seconda forma fondamentale di questo pa-
raboloide & proporzionale, in coordinate ¢,, W,, alla espressione d ¢? —d W3,
la quale, espressa in coordinate «, v, manca del termine in du d v, avendosi
per le (IV) (ove R=1): b o0 oW W,

Facciamo da ultimo l'osservazione, senza pil ripeterla nei seguenti casi
analoghi, che la deformata § del paraboloide & gia intrinsecamente determi-
nata dalla prima quaderna di soluzioni (4,, M,, ®,, W,), poiché dai calcoli
eseguiti risulta che i coefficienti delle sue due forme fondamentali dipendono
solo da questa. La stessa cosa appare evidente dalle formole (21), poiche se,
conservando la quaderna («,, M,, W,, ¢,), si mutano le altre tre (4,, M,,
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®,, W) nelle nuove (A4, M,, ¢,, W,), avremo

— k§3 _— k=3
A= ¥ ey Ay, M;= ¥ ¢, M,,
K= k=1

— k=3 [ F==3 .
¢;= ¥ ¢z D, s W,= ¥ cs®, (7' = 1’ Q, 3>’
k=1 1

dove le ¢, sono i nove coefficienti di una sostituzione ortogonale. Le (21)
provano allora che i differenziali d y, subiscono corrispondentemente la me-
desima sostituzione ortogonale, e percio: la superficie S si muove rigida-
mente nello spazio.

§ 12,

SISTEMI TRIPL] CONIUGATI CON DEFORMATE DEL PARABOLOIDE

xX: Y —
T =2 Z/— 1.

Nei risultati del paragrafo precedente rendiamo ora a w la sua variabi-
litd, e la superficie S acquisterd una semplice infinitd di configurazioni, cia-
scuna determinata dalle (22) @ meno di una traslazione nello spazio. Preci-
samente come al § 6, vogliamo dimostrare che si possono fissare queste oo!
configurazioni S nello spazio in guisa che la famiglia (S) appartenga ad un
sistema triplo coniugato, per la qual cosa bastera fissare in modo conveniente
le tre funzioni di w che le (22) lasciano arbitrarie additive in w%,, ¥., ¥.-
Intanto dal confronto della (23) colle formole generali del § 1, siamo con-

dotti a porre
Hx.—_-:,/[o, Hz—"zl‘[g,

e successivamente, confrontando le (8) § 1 colle (IV), vediamo che basta porre

ancora
Hg == Wo P

affinché le (B) siano soddisfatte. Dopo ci6 le due ultime formole (=) § 1, nelle
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quali si ponga g, per 0, danno

Kl . - dlog W, 6y;
aw[% (®, cosh 8 — W, senh e)] M, (. cosh s — w, senh 6) - 0L We 041,
3 ‘ N . . dlog W, d 9Y:

5 [.40 (®, senh 6 — W, cosh 9)] = (‘1’ senh 0 — W, cosh6) 4- —=—= du ow’
ovvero

dlog W, dy, é

Tl e A, oy (¢, senh § — W, cosh 9), ]

dlog W, d 4 )

G WoOY: __ ay ©_ _

Sy yri M, 5o (¢, cosh § — W, senh 9).

Eseguendo le derivazioni colle (IV), queste forniscono concordemente

Oy o (99 oW,
W*W*’(W o aw)’

e dall’'ultima delle (IV), osservando le (19), risulta

oW, b 86
ow a4l dw

o, —b (4 4,+ BM,),
e quindl in definitiva

g—%:b? W(fﬁqb A4 —}—BM)

Associando quest’ultima alle (22), veniamo a definire per quadratura le
tre funzioni

v =y (4, v, W), Yo=19, ('“’ v, W), Ys=1U; (“ v, n)

colle formole seguenti:

9y _ A, (¥, senh 8 — W, cosh )

du

oY .

s = M, (¥, cosh § — W, senh 6) (26)

gfv‘ b* WO(M o, 4 A 4, —}—BM)



con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 165

Resta soltanto da dimostrare che sono soddisfatte le ulteriori condizioni
d’integrabilita :
o

e 2 [ (2
i [/10 (9, senh § — W, cosh 6)] =1 Eyn [W°(é?_w ¢, +Ad4 -+ B M,.H

‘9- ¢ — W — 2~_€ﬁ 7 '&lﬁ y
570[2‘@(&008110 WsenhG)J--b a,u[uo(awqf—%AA,,—&—BM,.)]

Ma dalle (25) risultano le identitd

5‘% (¢, senh 8 — W, coshi 8) = b° cosh 6( ¢, +A4 4 -+ B M)
(—9%— (#; cosh § — W, senly #) == b* senh 6( ~®, A4, B M)
3

e si trova d’altronde diretlamente dalle (I1) § 4, e dalle (1V) § 9

66

Iaau(a A *BM) 4 (#, senh § —W, cosh 6)

b® é&_ﬁ(;) o, A A, +BM) B (#», cosh § —W, senh 6);
con queste formole le (27) sono immediatamente verificate.
Da tutto cio si conclude che le (26) definiscono per quadrature, a meno
di una traslazione, un sistema triplo (u, v, w) coniugato il quale gode delle
proprietd seguenti:
1.2 Le superficie S della serie # = cost. sono tutte applicabili 'una
sull’'altra e sul paraboloide (24);
2.2 Sopra ciascuna § il sistema (u, v) & il sistema coniugato perma-
nente;
3. Le trajettorie (w) segnano sopra le S una corrispondenza che con-
serva i sistemi coniugall.
Queste proprietd corrispondono precisamente alle a), b), ¢) della pre-
fazione.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIIL 22
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§ 13.

CASO DELLE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE:

X o y® —

[’analisi esposta nei due paragrafi precedenti puo ripetersi per le fami-
parag p p 1
glie pseudosferiche di WeiNGARTEN e per il sistema differenziale (III) § 8,
nelle quali formole faremo ancora R = 1.
.o . 1 .
Si dia alla costante ¢ un valore negativo ¢ = — & € si ponga

1
b?

o1z — b (28)

talche la relazione quadratica (16) § 8 potra nuovamente normalizzarsi nella:

\ \ P2 W2
Prendiamo ancora qui un tetraedro coniugato di soluzioni (4,, M,, o, W)
r=20,1,23, ed osserviamo che, tenendo fissa la variabile w, le tre espres-
sioni:
dy,=d,dd,+W,d W, (t=1, 2 3) (29)

sono differenziali esatti. Si ha invero

g—%"z A, (b, cos § —W,sen f)
8.
¥ M, (¢;sen 8§ W, cos ),

e di qui concordemente

Oy, dlogd, dy;

dlog M, 9y:
dudv  Odv Swu

du v

_|__

Il punto di coordinate ortogonali y,, y,, y, descrive, al variare di u, v
(restando fissa ), una superficie § il cui elemento lineare ds caleolato
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dalle (29), coll’osservare le (20) § 10, ha il valore
ds = (0" — &) d ot — 20, W, d &, dW, + (b° — W) dW?.
Questo appartiene alla quadrica di equazioni parametriche
X=ao,, Y=0W, 2J=1Z=ae4W:
vale a dire al paraboloide

X o =ey=17, (24%)

di parametri puramente immaginarii posilivi &, b*. Si osservi che, essendo

1 1 \ . . .
per le (28) g 1, & sempre b’ <a®, onde viene qui escluso il caso

del paraboloide rotondo (b” ==a®); ma, eccettuato questo caso, basta sosti-
tuire un paraboloide omotetico per avere il pilt generale paraboloide a pa-
rametri puramente immaginarii (positivi).

Ed ora, come al paragrafo precedente, facciamo variare w, ed otterremo
oo! configurazioni della deformata § del paraboloide (24*), ciascuna deter-
minata dalle (20%) a meno di una {raslazione. Possiamo fissare i parametri di
questa traslazione in guisa che la famiglia (S) appartenga ad un sistema triplo
coniugato; e invero il procedimento stesso del § 12 conduce qui alle formole:

oy,
ou

% = M, (®,sen b W, cos H) ’ (30)

%w 2 (é_e._)___ J— ) \
awmb L o 44,—BY, /

che definisce per quadrature il sistema -triplo coniugato richiesto, le condi-
zioni d’integrabilitd trovandosi identicamente soddisfatte.

Anche qui, come al § 11, si prova che la corrispondenza fra ¥, S con-
serva 1 sistemi coniugati ed alle linee (u, v) di curvatura di ¥ fa corrispon-
dere sopra S il sistema coniugato permanente.

Aggiungiamo infine che dalle trasformazioni B, di BAckLunDp pei sistemi
pseudosferici di WEINGARTEN si possono dedurre corrispondenti trasforma-
zioni B, degli attuali sistemi tripli coniugati, Ma noi tralasciamo qui di scri-
vere le formole corrispondenti, i calcoli a ¢id necessarii essendo affatto simili
a quelli che eseguiremo pil oltre nel caso dei paraboloidi reali (V.'§ 24).

= A, (¢, co8 § — W, sen 6)
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§ 14.

CASO DEL PARABOLOIDE IMMAGINARIO ROTONDO :
X' Y'=22J=1

I1 modo che abbiamo tenuto sopra per dedurre dai sistemi pseudosferici
di WEINGARTEN 1 sistemi tripli coniugati (u, v, #) con superficie S della serie
w = cost. applicabili sul paraboloide (24*) escludeva il caso del paraboloide
rotondo (a®=b%). Diciamo perd subito che anche in questo caso limite esi-
stono i corrispondenti sistemi tripli coniugati; li avremmo trovati inclusi nel
caso generale se invece che dai sistemi di WEINGARTEN nello spazio euclideo
fossimo partiti da quelli nello spazio ellittico, il caso limite corrispondendo
allora a quello dei sistemi di WEINGARTEN con superficie a curvatura lotale
nulla in geometria ellittica (¥*). Dalla Memoria sottocitata prenderemo ora
le formole che occorrono al nostro scopo, preseindendo dal loro significato
geometrico per lo spazio ellittico.

I sistemi tripli coniugati con una serie di deformate del paraboloide ro-
tondo immaginario dipendono dal seguente sistema differenziale per due fun-
zioni incognite 0, o delle variabili u, v, w:

40 do 08 dw
du dv’ dv du
a0 6

e =—cos sen®, -———— = sen 0 cosw.
dudw P fduvdw

(V)

I teoremi generali sulle equazioni a derivate parziali (cf. pili oltre § 16)
mostrano che le soluzioni (8, ) del sistema (V) dipendono da quattre fun-
zioni arbitrarie di una variabile ciascuna. Come ho dimostrato al § 15 della
Memoria ora citata, le coppie (8, ) di soluzioni delle (V) dipendono biuni-
vocamente dalle coppie di superficie pseudosferiche -arbifrariamente scelle
nello spazio euclideo; cosi anche ad ogni tale coppia di superficie pseudo-
sferiche verra a corrispondere un sistema triplo coniugato con deformate del

(*) Vedi la Memoria: Sulle superficie a curvatura nulla in geometria ellittica (Annali di
matematica, T. XXIV, della Serie II [1896]).
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paraboloide rotondo immaginario. Supposto che (8, ») sia una coppia di so-
luzioni delle (V), si consideri nelle quattro funzioni incognite (x, &, =, ) il
seguente sistema lineare omogeneo

dw o dx y O 90

m—cose.n, g—v——sene.&, aw_&wg

23 0L 8k 90 ) )
%———Senﬂ.a, %—COSQ'Z, m———~%x-senm.n—casw.ﬁ

0 80 0 60 d G1)
——‘Q_-—— S z g —71:—‘ ——Zqu £
cobf).m*{—sene,%—av*, T auc’ 5, = sene.d

ot a6 ol L 1Y

= To™ 57)———56116.90m0050.g—mn, %—cosm.i.

Questo &, in forza delle (V), un sistema completamente integrabile e di
pilt ortogonale. Se ne consideri una quaderna di soluzioni (., §,, =.,"{)
(r=0, 1, 2, 3), appartenenti ad un determinante ortogonale

x, & Mo G
€, Ex Ny C1
Ly Esz Ta Za {’
Ly E'a g Za !

e si determinino per quadrature le tre funzioni #,, ¥,, 9, di u, v, w dalle
formole

% == n, (2,608 0 — %, sen )
% ={, (x,sen § 4 &, cos 0) (32)
g :/v = —£, (n, 560 & +- £, 08 w),

che tengono qui il luogo delle (30). Le condizioni d'iutegrabilitd risultano
identicamente soddisfatte e le formole precedenti definiscono un sistema
triplo coniugato (u, v, w) pel quale si ha

H,=m=,, H, =C.o, H,=3,.
Ora consideriamo una superficie S della serie w == cost.; lungo la S ab-

hiamo
dyizwidwo“+“£ed€o (7’::1’ 2, S)a
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onde per P'elemento lineare ds della S

ds'=(1—a)dat—2x,5,dw,db,+ (1 —E)d&,

cid che corrisponde a porre &° = b® = 1 nelle formole del § 11. Le superficie S
sono dunque tutte applicabili sul paraboloide rotondo immaginario

Xe=wm,, Y=E, Q/—1Z=u+5, ossia X' +Y'=2/—1.%

Inoltre, procedendo come al § 11, si dimostra che il sistema (u, v) &
sulle § il sistema coniugato permanente; esso & isotermo-coniugato ed i pa-
rametri u, v sono isometrici, onde le proprietd a), b), c) della prefazione
si trovano anche qui verificate.

§ 15.
PROPRIETA GEOMETRICHE DI QUESTI SISTEMI,

Consideriamo in uno dei sislemi tripli coniugati (u, v, w) ora trovatile
tangenti alle trajettorie (w) nei punti di una superficie S (w = cost.) defor-
mata del paraboloide rotondo, e dimostriamo che ha luogo la seguente pro-
prietd: Le fangenti a queste trajettorie (w) sono normali alle deformate dei
poralleli del paraboloide.

Questa proprieta, che si ripete nel caso delle deformate del paraboloide
rotondo reale (vedi § 29), merita di essere rilevata perché appartiene in ge-
nerale a classi di sistemi tripli coniugati con una serie di deformate di qua-
driche rotonde qualungue.

Per verificarla nel caso nostro, osserviamo che sulla S le deformate dei
paralleli (linee di egual curvatura) sono quelle di equazione x4 & = cost,,
e quindi di equazione differenziale:

du:dv="1,(x,sen 8 &, cos 8):—n, (x, cos 6 — %, sen b).

Se indichiamo adunque con Z,, Z,, Z, 1 coseni di direzione della tan-
gente a queste linee, abbiamo

7, = Go Wy — B Gy (i=1, 2 3).

N
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Ora si hanno le identitd

E"];Z;:O, EZ:‘Z:::':Oy

?

e per cid anche dalla (32,)

?aw Z;=0,

cid che dimostra la nostra proposizione.

Un’altra interessante proprietd degli attuali sistemi tripli coniugati
consiste in questo, che essi si presentano a coppie di sistemi complemen-
tari, secondo il teorema:

Se di ciascuna superficie S nella serie w == cost. del sistema triplo conin-
gato si prende la complementare S, rispetto alle geodetiche deformate dei me-
ridiani del paraboloide, queste superficie S (che sono applicabili sul parabo-
loide slesso) appartengono ad un nuovo sistema triplo coningato della medesima
specie.

Analiticamente & la simmetria delle equazioni fondamentali (V) in 6, o
che pone in evidenza il sistema complementare, poiché dalle (V) si deduce

Fo cosmsen d &o
e = o sen v
dudw v dw

== 3en o cos J,

sicché possiamo scambiare nei nostri risultati # con w. Ora se indichiamo
con », &, a, {1 valori di , £, «, { corrispondenti ad , questi sono dati dalle
formole di sostituzione ortogonale

X =1 COS » — £, sen 4= —uwcos -+ Esen b

= —nseno—75,cosn {=wxsenh-+£cosbo.

Le coordinate y, di un punto che descrive il nuovo sistema sono date,
a meno di costanti additive, dalle formole corrispondenti alle (32):

90U 5 (&6, cos w — &, sen o)
a?/t — 4] i~ Qi’

O _ % o F

Ga = Go (. sen -+ &, cos w)
£

T = €, (n;sen b -}~ £, cos 9),
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che possono anche seriversi per le precedenti:

%% = ,(§, sen b — x, cos 0)

%%; =7, (%, cos ) + x, sen b) (33)
L3 , ’

T &, (1, 56N 0 -G, €Oos ),

D’alira parte, se si calcolano direttamente le coordinate g, di un punto
della superficie complementare S delle S, si trova semplicemente

Y=y — v, —E &, (34)

e queste, derivate rapporto ad w, v, w, danno in effetto le (33).

La trasformazione (involutoria) ora considerata dei nostri sistemi tripli
coniugati corrisponde alla trasformazione complementare dei sistemi di Wrix-
GARTEN a curvatura nulla ncllo spazio ellittico (cfr. m. ¢. § 16). Piu in ge-
nerale, esistono per questi sistemi tripli coniugati trasformazioni B,, ¢id che
vale del resto, come gid abbiamo osservato al § 13, nel caso delle deformate
del paraboloide generale (24*) a parametri immaginarii.



