
Ueber eine Transformation von  Luigi Bianchi. 

(Von A. V. BACKLUND, i1~ Lurid.) 

I n  einer von der Franz0sischen Academie der Wissenschaften gekrSnten 
Preisschrift, die in Mdmoires des Sava~,ts dtrangers, t. 35 (1909) unter dem 
Titel <(MOnoire sur la th~orie des transformations des sm'faces applicables 
sur les quadriques g6n~rales, ver6ffentlicht wurde, hat BraNCHI eine ausserst 
bemerkenswerte Fl~tchentransformation aufgestellt. Auch wenn man yon der 
grossen Wichtigkeit der erzielten Ergebnisse absehen wollte, wiiede auf jeden 
Fall seine dort befolgte Beweisf~ihrung ihrer ansehnlicheri Tragweite wegen 
die grOsste Aufmerksamkeit auf sieh lenken. Sie ladet nicht nut zu Verall- 
gemeinerungen ein, sondern er0ffnet recht eigentlich Wege dazu, wodurch 
viele Punkte des Auseinandergesetzten in no ch hellerem Lichte hervortreten. 
Das Folgende enthi~lt einige Betrachtungen in dieser Richtung. Vgrnehmlich 
habe ich reich jedoch auf die Frage beschri~nkt, inwieweit f~ir die Flaehen 
zweiter Ordnung BIAN(;H~S Transformation erweitert werden kOnnte, und 
dabei gefunden, dass sie gewissermassen in jenem Bereiche den Charakter 
grSsster Allgemeinheit besitzt. 

I. 

BEMERKUNGEN HBER W-KONGRUENZEN. 

1. Wenn die gemeinsame Tangentenschar zweier Fllichen S und S' 
eine W-Kongruenz ausmacht, korrespondieren, wie bekannt, diese S und S' 
hinsichtlich der Ber~ihrungspuhkte der gemeinsamen Tangenten so mit 
einander, dass jede eine intinitesimale Verbiegung gestattet, die als Ver- 
schiebung ihrer Punkte betrachtet an jedem Punkte parallel zur Normalen 
der anderen Fl~tche im korrespondierenden Punkte erfolgt. Um dies analy- 
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tisch zu formulieren, denke ich mir die eine Fl'aehe, es sei 8, yon zwei Kur- 
venscharen u = C, v -~  C' derart  durchzogen, dass sie jeden Punkt  dieser 
Flliche als Schnittpunkt zweier Kurven, und zwar einer yon jeder  Schar, 
unzweideutig darstellen, und denke mir nachher die korrespondierenden 
Punkte auf S' und damit auch die zu u - ~  C, v =  C' korrespondierenden 
Kurven derselben S' gezeichnet und analytiseh durch dieselben Gleiehungen 
u = C, v = C' wie jene yon S gegeben, lrgend ein Paar korrespondierende 
Punkte auf S und S' sind dann als Punkte (u v) zu bezeichnen, dieselben 
u-  und v - W e r t e  ffir beide Punkte angenommen. Es seien ferner x, y, z; 
m', y', z' ihre Koordinaten in einem festen re(.htwinkligen Cartesisehen Axen- 
systeme; dann haben wir offenbar x, y, . . . ,  z' als ganz bestimmte nur yon 
tier Gestalt und der Lage yon S u n d S '  abh~tngige Funktionen yon u, v zu 
betrachten, und es gelten die Gleichungen: 

x ' _ x = t a X ' ÷ m  , au 

' ~u 8y y - - y = l  q - m ~ ,  ; 

8z ~z 1 z ' - - z - ~ l ~ q - m ~ ,  

(l) 

die fiberdies l, m a t s  Funktionen yon u, v delinieren. Aus diesen Gleichungen 
im Verein mit denen ffir die zweiten Differentialquotienten yon x, y, z, die 
lauten : 

8~x 11 l { S x  1 1 l i  8x --I l +  +Dx, 

a u a v = i  1 x, 

¢9 2 ~v ~ 12 2 8x q_i 3x D" 1 I ~  t°~221 + X, u s w . , -  

d. h. den Gleichungen (I), S. 88 der Vorlesungen i~ber DilTerentialgeometrie 
von LumI BIANCm, zweite Auflage, 1910, mit den Christoffelschen Symbolen 

I l !  i k I und den Ko~ffizienten D, D', D" der zweiten Fundamentalform der 

Flfiche S, -- leiten wit, wie es B1ANcm zuerst getan hat, flit die ersten 
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Differentialquotienten yon x', y', z' die fo]genden Formeln her :  

~ x '  cox 3 x 
- - L  au gT~4-Mg-~ + ( D t +  D'm)x' 

3 x '  3 x  8 x  
Ov = P  O--u ~- Q Ov -~(D' I -~-D'~n)  X' usw., 

wobei 

al I1 1 I II1021 _~_ a m  L = -~t + 1 1-? m 1, M - -  a u 

i0211i I°21021 a m  p = a l  + l + m, Q - -  a v 
c~V . 

__+I ,o , i ,+ I  , - ~ I m, 

02 l+ ~ re+l(*). 

(02) 

(3) 

Dies war eine Folge der Berfihrung der Verbiadungslinie der beiden 
Punkte (uv)  mit S;  aus ihrer Berfihrung mit 8' folgt: 

x x" l ' S X ' ~ - m  ' S x '  --- ~ ~ llSW.~ 
a u  av  

woraus nach Einffihrung der Werte (02) yon 8 x ' / a u ,  O x ' / a v  und nach Ver- 
gleichung mit (l) sich sofort ergibt: 

I ' ( L Q - - M P ) = - - I Q  ~ - m P ,  

m'(  ) = l M ~  m L, (4) 

l' (D 1 -]- D' m) -}- m' (D' 1 -]- D" m) ~--- 0, 
also aueh : 

(D ~ + D' m) (m P - -  ~ Q) = (1)'t + D" ~u) (m L - -  ~ ~,t) (*% (5) 

Diese Gleichung dfirfen wit dann als Bedingungsgleichung der Berfihrung 
der Tangente (l, m) yon S i m  Punkte (u v) mit noeh einer zweiten Fl~iche S' 
im korrespondicrenden Punkte (u v) auffassen, und zwar ist dies ganz unab- 
h(~ngig yon der Natur  letzlerer Fl(iche und davon ob ihre mit S gemeinsame 

Tangentenschar eine W-Kongruenz ist oder nicht. 

°2. Nunmehr mag abet vorausgesetzt sein, dass die Tangentenschar (S S') 
eine W-Kongruenz ausmacht, dass also die FKtche S' eine infinitesimale 

(~) BIANCHI'S oben zitierte Differentialgeometrie, § 284. 
( ~ )  Das ist  die Gle ichung (10) in  BIANCHIS Thdorie des Transformations des surfaces ap- 

plicables sin" les quadriques gdndrales. M6m. des Say. 6trang.,  t. 3~, p. ~l. 

Annali  di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 15 
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Transformation 
~x'-~'X, ~y'-=~'Y, ~z'=~'Z, 

(6) 
(~' Funktion yon u, v), 

zul~tsst, die zugleich eine Verbiegung wird, also flit jedes yore Punkte (u v) 
aus gerechnete infinitesimale Bogenelement (d x' d y 'dt)  yon S' die Bedin- 
gung erffillt : 

(d x '~ + d y'~ + d z '~) ----- O, 
oder 

d x ' d ~ d x ' + d y ' d ~ y ' + d z ' d ~ z ' = O .  

Dutch Einfiihrung der Werie (6) yon ~ x', ~ y', ~z' finden wit hieraus:  

~ ' (dx 'dX+d 'y 'dY-~-dz 'dZ)+d~ ' (Xdx '+  Y d y ' + Z d z ' ) = O ,  

oder mit Bezug auf (~): 

l[( ] I ~' L ~ +  ~v] d u +  P ~u Q-~-~v ] [ ~ d u + ~ - ~ d v  + . . .  -F- 

~Ou dU+ ov v (Dl+D'm) d u + ( D ' l + D " m ) d v  = 0 ,  

oder nach wiederholter Einffihrtmg der Koi!ffizienien D, D', D" der zweiten 
Fundamentali 'orm von S :  

- - ~ , d x d X ~ D d u ~  + 2 D ' d u d v + D " d v  ~ 

(BL~NCHI a. a. 0., § $6): 

- -dI  (DL-~-D'M)du~ + ( D P +  D' (L+Q)+ D " M ) d u d v +  

+(D'P+D"Q) dv~ I+ 

~ '  l ( . ~ + . , . , ) e ~ e . + ( v , l + v , , ~ ) e ~ ,  l = o. +~- 

Es soll aber, wie eben ill anderen Worten gesagt wurde, diese Gleichung 
ffir beliebige Werte yon d u, d v gfiltig sein, daher auch jeder der Koi~fii- 
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zienten yon d u ~, d v ~, d u d v verschwinden, also:  

1 CO~' D L q - D ' M  
~' COn D l q - D '  m 

1 COd D ' P q - D " Q  
--;--- ' -~-  D' .D" ' cO v 1%- m 

(D l q-  D 'm)  ~ (D" P-q- D" Q) -q- (D' l q-  D"m) °" (D L-q- D' 31) 

D',,~) (D' ~ + z,"m) (D ~, + z)' (L + O) + r," ~ l  
\ ,i 

~ 0 .  

(7) 

Nach Potenzen von 1 und m geordnet und nach Unterdrfickung eines 
Faktors D D " - - D  '~ nimmt letztere Gleichung die Form an :  

~ ( D o -  l,' ~1) - ~ m (z) P -  ~)' (~ + o.)+ 1)" ~)  + .~ (D" ~ -  D' p )=o ,  

u n d  diese Gleichung decht sich vSllig rail der obigen Gleichung (5). 
Es kommt aber noch die oben auf" ~' gestellte Forderung hinzu, dass ~' 

nur  u, v als Variablen enthalten soll, was nach (7) ergibt 

(8) 

Durch diese Gleichung und die Gleichung (5) sind folglich l, m zu be- 
stimmen, um yon S zu einer Fliiche S' der verlangten Art zu ffihren. Aus 
den Gleichungen (1) erhalt man dann offenbar durch Elimination von u 
und v die Gleichung derjenigen Flliche S' in x', y', z ' -Koord ina ten ,  der eine 
gefundene L0sung l, m angehSrt. 

3. Die weilere Rechnung gestallet sich verM%ltnismassig einfach, wenn 
die Haupt tangentenkurven  yon S als Parameterkurven  u, v ausgew~hlt  werden. 
Dann kommt n~irnlich 

D = 0 ,  D"~-0 ,  

und die Gleichungen (5) und (8) ergeben 

m (m P - -  l Q) = 1 (m L - -  l M), 

a--~ = ~  " 

(5') 

(s') 
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Bemerken wir noch, dass jetzt, wo D ~ D ~ --  0, sich notwendig ergibt 

t, 11 ~ ~o~'E~-F" l~jt  log 

= =f: log 
(9) 

(die absolute Krfimmung ~ - - 1 / ~  ~ gesetzt), 

und fahren wir m [ statt 1 als unbekannte GrOsse ein, so bekommen wir (5') 
in der Form: 

0o) 
, V'EG--E ~ l i 

- - : ~ , o g  ~/~ + ~ ' l  I (*)' 

und mit BerOcksichtigung der Werte (3) von M und P statt (8') die Glei- 
chung : 

c~u3vl°g = 3 - v _  . t 212 

& Zu einer jeden L6sung ~ ----~- (u, v) letzterer Gleiehung ge- 

h6rt naeh (10) ein Wert f (u ,  v) "con m, und daraus ist, naeh dem am Ende 
yon Nr. 2 Gesagten, eine ganz bestimmte Fl~ehe S' zu erhalten. Die Bestim- 
mung aller zu der Fl~tehe S geh6rigen FRtehen S' h~tngt somit wesentlieh 
yon de.r Integration der partiellen Differentialgleiehung 2. O. (|1) ab. Von 
ihren versehiedenen L6sungen gilt indessen, wie, naeh CAucI~Y, yon den L6- 
sungen jeder partiellen Differentialgleiehung ~. O. mit zwei unabb~tngigen 
Variablen (u, v) und einer unbekannten Funktion (~) fiberhaupt, class im all- 
gemeine~ eine beliebig genommene einfach unendliche Reihe yon Werten yon "~, 

a ~, = +(~) (**) u = f ( v ) ,  [ = y ( v ) ,  a~-~ 

~.) O~er ~------, ~ ,og, i ~ -  ~ ' - ~ - , o ~  ~ ~ ~o ° ~ / - w  +'~l ''~ I,~i' ~ I. 
(**) Zu ihneu kommt eine Wertreihe ftir D ~]~ v aus der Gleichung: 
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nur in einem Integrale ~-~-F (u, v) der Gleichung enthalten sein l~ann. Die 
Wertreihen ~thnlicher Art, die hiervon eine Ausnahme bilden, werden als 
Charakteristiken der Gleichung bezeichnet. Nun enthalt die vorliegende par- 
tielle Differentialgleiehung 2. O. ( l l )  yon zweiten Derivierten yon ~ nur 
~" ~/du dr ,  uud daher muss, nach den allgemeinen Regeln, ffir eine Schar 
der Charakteristiken d u ~ 0, ffir die anderen d v ~ 0 sein. Der Kfirze wegen 
denke ich mir jetzt (11) unter die Form gebracht:  

- - A  u, v, , (a) 

und rede nur yon denjenigen Charakteristiken, ffir die d u - ~ O ,  also 
u-----Konst.-----C. Mi~ der Gleichung u----C O dfirfen wir eine beliebige Wert- 

reihe ~----f(v) zusammenstellen, aber keine Reihe ~-u gleieh einer-beliebig 

angenommenen Funktion yon v, wenn die Wertreihen yon ~, ~ / b u  mit 
u----C O zusammen eine ordin~tre Stellung zu einer sie enthaltenden L6sung 

= F ( u ,  v) von (a), also mit endlichen Werten der Derivierten yon F, ein- 
nehmen sollen. Es muss deswegen ~ / ~ u  vielmehr durch angemessene In- 
tegration bestimmt werden, n~tmlich durch Integration der Gleichung: 

wobei wit in A zuvor 

~ u] -~ A d v, (b) 

- f '  (v) (0) u - - - c  ° , 

einzutragen hlitten. Und diejenigen Werte der zweiten Derivierten yon ~, die 
zu einer LOsung ~, = / ~ ( u ,  v) yon (a) gehSren und sich der folgenden Wert- 
reihe anschliessen kOnnten: 

u = = C  o , ~ = f ( v ) ,  B - ~ = y ( v ,  C o , C'), ~ - ~ = f ' ( v )  , (d) 

wobei ~ die allgemeine LSsung von (b) mit C' als Integrationskonstante ist, 
werden folgende : 

- -  f" (v), - -  A,  - -  ~ (v, C °, C', C"), (e) ~v ~ 3 u ~ v  ~u ~ 
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wobei ~ mit C" als willk~irlicher Konstante das Integral der Gleichung 

, ~  (oA~+cO~A + A  ~ A  + a ~  ~ d ~ -  d v  
u u a 

bedeutet; vorab mtissen jedoch die Werte (d) in diese Gleichung eingeftihrt 
werden. Wir fahren mit den Differentiationen fort, so dass wir in dieser 
Weise zu einem beliebigen Punkte (u = C °, v = v °) einer Charakteristik (c) 
Werte der Derivierten noch h6her, sogar beliebiger Ordnung yon ~ erhalten 
und schliesslich so durch eine nach Potenzen yon u -  C °, v ~ v ° fortschrei- 
tende Taylorsche Reihe eine L6sung ~ ~ F (u, v) der gesuehten Art tinden. 
Nach dem Vorangehenden treten aber i nden  Ko~fiizienten dieser Taylorschen 
Reihe Integrationskonstanten C', C", C", . . .  in zunehmender Anzahl auf: es 
gibt darttm ~ LOsungen yon (a), die sgSmtlich die Reihe (c) enthalten, unter 
diese~ ~¢~, denen eine beliebige der c~ ~ Reihen (d) gemeinsam ist, c~ ~, denen 
eine beliebige der ~ Reihen (d), (e) gemeinsam angehSrt, usw. (*). 

Diese S~ttze, auf (1 l) angewandt, ftihren offenbar zu Schlilssen tiber die 
Flaehen S' : 

Dutch jeden Streifen des dreidimensionalen Raumes ausserhalb S geht im 
allgemeinen eine trlache S', abet auch nur eine. Wir k6nnen n~mlieh immer 
dureh einen solehen Streifen eine Linienflliche legen, die S l~ngs einer ganzen 
Kurve bertihrt; sie ergibt  zugleieh flit die Punkte der letzteren Kurve be- 
stimmte Werte yon t, m, also auch Werte yon ~., 0 ~/~ u, ~ woraus eben der 
Satz folgh Nut in dem Falle dass die besprochene Kurve auf Se ine  Haupt- 
tangentenkurve wird, erleidet der Satz eine Ausnahme. Denn denken wit an 
irgend eine Linienfliiehe, die der Fli~che S llings einer Haupttangentenkurve 
umsehrieben ist. Wir finden auf dieser Linienfl~che nur eine einzige Schar 
yon Kurven, lfings deren dieselbe Linienflliche yon Flaehen S' bertihrt werden 
kann, also ausserhalb S, aber auf der Linienfl~tche ~ und nur ~ Streifen, 
die auch zu Flachen S' als ordinate Streifen geh6ren k6nnen. Es gilt yon 
diesen Slreifen ausserdem, dass jeder zugleich zu ~ FMchen S' geh6rt, und 
dass ]e zwei dieser Fl4chen, die an einer Stelle eines dieser Streifen eine Be- 

(~) Man vergieiche hierzu § 2 meiner Abhandiung: Anwendung vo~ Sdtzen i~ber partietZe 
Differentialgleichuugen, etc., in B. 40 der Math. Annalen, wo die entsprechenden S~itze der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung altgemeinster Art entwickelt 
worden sind. 
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rfihrung k : ter Ordnung mit einander eingehen, auch an allen anderen Stellen 
desseIben Streifens dasselbe tun. 

Aus dem ersten Satze folgt, dass die Fl~chen S' durch eine partielle 
Differentialgleichung ~. O. in x', y', z ' -Koordinaten darzustellen sind. Die 
Streifen, von denen der zweite Satz handelt,  m(issen Charakteristiken der- 
selben sein. Nun ist uns diese Gleichung aus einer ahderen Theorie wohlbe- 
kannt. Man bekommt sie n~imlich einfach durch Elimination yon x, y, z aus 
der Gleichung tier Fl~iche S :  

z = 'F(x, y) 
und den drei Gleichungen : 

p ( x '  - -  x )  + q ( y '  - -  y )  = z" - -  z ,  

p'( )+q'( ) =z'-z, I (11') ( , , p + q ) (  p + q ) l '  
wobei gesetzt ist 

p statt ~-~ ~ z ~ F , g z' t' ~--- ~" z' = F ' ( ~ ) , q = F ' ( y ) , r = ~ = ~  . . . . .  p - - - - ~  . . . .  , ~ , 

r t - - s  ~ 1 r ' t ' - - s  '~ 1 (,). 

Die fl'agliche Gleichung erlr;tlt damit die Form:  

r' t ' - -  s '~ ----- F (z', ~', y', p', q'), 

und ihre Charakteristiken werden Haupttangentenkurven der Integralfllichen. 
Aus dem oben Auseinandergesetzten geht dann hervor, raie die Haupttan- 

genlenhurven a u f  S eindeutig dergleichen Kurven a u f  S' entsprechen, - -  was 
flit die Brennillichen der W-Kongruenzen v611ig kennzeichnend ist. 

5. S sei nun  eine Linienflache. Dann ist eiae Schar ihrer Haupttan- 
gentenkurven als bekannt anzusehen, nlimlich die geraden Erzeugenden der 
Fl~tche. Nehmen wir sie zu Parameterkurven v = C, so haben wir nicht nur  
D = 0, soadern auch 

~1 11 = o  (le) 

(*) Siehe B~ANCmS Differenti~d~eometrie, § 174. 
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zu setzen, letzteres weil jetzt die Kurven v-----C geod~ttisch sind. Ueberdies 
folgt aus der ersten der drei Codazzischen Gleiehungen, die ich bier s~tmtlich 
aufzeichne, da ich aueh im folgenden auf sie hinweisen muss: 

/ I !  °_ 
D' D" 

~-; E G _ f ~ - - ~  ~/EG_F~ + 1 i , / ~ - e _ ~ - -  

_ I 12t D" -o ,  
D D" - -  D ''~ 1 
E G - -  F ~ ~ 

(13) 

es folgt, sage ich, dass wegen (1~) und weil D----0: 

l ' : t  (,+) 
Hieraus ersehen wir aber sofort, dass, falls S e i n e  Linientl~tehe ist, die 

Gleiehung (8), yon der naeh Nr. 2 die Bestimmung von S' wesentlieh abh~tngt, 
ein vollst~tndiges erstes Integral besitzt, hn vorliegenden Falle folgt n~mlieh 
aus (3), dass wegen (1~) und (1~): 

M c0 log m ~/~-, 
m ~ u 

weswegen offenbar die Gleichung (8) durch die folgende zu ersetzen ist: 

D'P-q-D" Q 
~- - - l ogm~-=  D' -k-F(v), F arbitrar. (15) 

v 1 -k D" m 

Wean wir hierin m und ~ ( ~  I/m) als unbekannte Gr6ssen einffihren und 
m mittelst (5) aus (15) eliminieren, bekommen wir eine partielle Differential- 
gleichung erster 0 rdnung flit ~, jedoch mit / ;  (v) als arbitr~trer Funktioa, die 
jetzt statt (8) die gesuchten S '  liefert. Dass sich die L6sung derselben durch 
eiue Riccatische Gleiehung ur~d nachfolgende Quadraturen erzielen lassen 
muss (*), geht einfach aus der Bemerkung hervor, dass die krummen Haupttaa- 

(~) BIANCHI, a. a. 0., § 169, S. 316. 
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gentenkurven der Linienfl~tche eben durch eine Riecatische Gleichung dar- 
zustellen sind, und dass man, wenn letztere Kurvea zu Parameterkurven 
u = C genommen werden, statt (8) die Gleichung (11) anwenden darf, die abet 
jetzt wegen (1"~) ergibt 

O ~ ~ F(v)  q- = O. F arbitrgtr, 
av  t " 

und zur vollst~tndigen L6sung dieser Gleiehung reichea bekanntlich Quadra- 
turen bin. 

6. Auf FlOchen zweiter Ordmu~g angewandt nimmt (tie Gleichung (11) 
ihre einfachste Form an: 

g~" og~. == O, 
a u a v  

da hierbei sowohl ,I12 I als I 1 1 1  ~ °2 

in diesem Falle aus der Formel 

verschwinden. Die Fliichen S' sind daheI 

1 U (u)  (16)  
m V(v) 

abzuleiten, wenn U, V ~rbitr~ire Funktionen yon u bez. v bedeuten. 
Die Gleiehung (10) ergibt ferner 

V(v) av v(v) au (% 07) 

Ist also insbesondere (tie Fl~iche S dutch die fo]gende Gleichung in x, y, z 
gegeben: 

O(j ~ Z ~ 

und gelten damit f~ir die Cartesischen Koordinaten ihrer Punkte die Formeln : 

1 q -  u v u - - v  1 - -  u v 
x = a  , y ~ b - - ,  z ~ c - -  , (18) 

u - ~ v  u q - v  u q - v  

(*) Oder ~m vU ~l°g UI~TG--E'~p ~v~ logVi EG-I~''~p 

Annali di Matemalica, Serie HI, Tomo XXIII. 16 
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so iindet man 
E G - - F  °" ~ a b c  

(u + v)' 

(BIANCH], a. &. O. § 303, oder siehe nachfolgende Nr. 15 dieser Abhandlung), 
und wenn wit dann in Uebereiastimmung mit (16) schreiben 

t = (u + v) U W '  ~'' = (u + ~) ~V' (~9) 

erkennen wit sogleich aus (17), dass (*): 

w = ~ ( u  + v)  - (,, + v) (u'  + v'). (so) 

Hierzu wollen wit noeh bemerken, dass die Gleichungen (7) rail u, v als 

Paramelern 'der  Haupttangente~hurven a u f  S i m  allgemeinen yon der infini- 

tesimalen Verbiegung s' der Fli~che S '  lehren: 

R '  c o u l o g ~ - - ~ l l ~ l  I '  

0 h o g  - -  , ~' R' 

und desha[b fi~r das Hyperboloid (18) als FIg$che S einfach ergeben: 

odei • wegen (19): 
I¢' = I f (u) = m ? (v), 

, / - - u - - ~ -  V 
~ z V ~  ~ '  (ee) 

wobei z eine infinitesimale Konstante ist. 

II. 

MIT VORSTEHENDEM ZUSAMMENGEHORENDER SATZ I~BEH ABW[CKELBARE FLACHEN, 

7. Wie i~1 Nr. I seiea S und S' zwei beliebige Fllichen, deren BerOh- 
rungspunkte mit den gemeinsamen Tangenten als einander korrespondierend 
betrachtet werden. S'  mag sich auf eiae Kurve reduzieren: jedes Fl~chen- 

(*) ldentit~t (14) bei BIANCtII, a. a. 0., § 30~. 
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element, das ein Bogenelement der Kurve enth~ilt, fungiert dabei als Fi~ichen- 
element dieser t~'lache S', und jede Gerade, wetche die Kurve trifft, ist als 
Tangente derselben S' anzusehen. Gelten dann for die Bogenelemente der 
Kurve (S') die Gleichungen: 

gx '=:c (x ' ,  y', z')dz', dy '~-~(x ' ,y ' ,  z')dz', (°2.3) 

und werden p', q', - -  1 proportional den Richtungscosinus des Lotes gerechnet, 
das auf irgend einem am Bogenelemente (d x', dy', d z') haftenden Ft~tchen- 
element (x' y' z'p'q') erriehtet werden kann, so ergibt sich 

p 'dx ' -~q 'dy ' - -dz '~ - -O,  also: 

p' ~. + q'~ = I. (~+) 

Aber wenn dieses Ftlichenelement (x'y'z'p'q'), als der Fliiche S' angehSrig 
betrachtet, eben mit dem Fl~tchenelemente ( x y z p q )  yon S (~) korrespon- 
dieren soil, muss die Verbindungsgerade der Pnnkte (x y z) und ($'y'z ') die 
Ft~tche S i m  ersten Punkte bertihreu und in die Ebene des Fl~tchenelementes 
(x' y' z' p' q') fallen, weshalb also 

p ( x ' - - x ) +  q ( y ' - y )  = ~ ' - ~ ,  
(~5) 

t p'( ) + q ' (  ) = z ' - z .  

Diese Korrespondenz der Fl~tchenetemente yon S und S' ist im allge- 
meinen eindeutig; nur wenn jene Gerade ( x ' - - x ,  y ' - - y ,  z ' - -z )  das Bogeu- 
element (~3) enthalt, also im Pm~kte (x', y', z') die Kurve (S') ber~ihrt, ist an 
dieser Stetle die Korrespondenz unendlich vieldeutig, indem bier das ganze 
B~ischel der FllJ.ehenelemente dutch (dx', d y', d z') dem Fl~tchenelemente 
(x y zp q) entsprictit. 

8. AnstatL bloss einer Kurve (23) kOnnen wir diese Kurven slimtlich, 
oder, was auf eins herauskommt, o~ 1 beliebige Kurven 

f(x', y', J, ,,) = 0, } 
( ) = o, (26) 

~,. eine arbitrlire Konstante, als reduzierte Fllichen S' der gegebenen Flliche S 
zuordnen. In diesem Falle entspricht jedem Fllichenelemente yon Se ine  ganze 

(~) p ~ F '  (x), q--= F '  (y), w e n n  z ~ F (x, y) die  G l e i c h u n g  yon  S ist. 
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Sehar yon oc' Flachenelementen, die an denjenigen Bogenelementen der 
Kurven (~6) haften, die y o n  den Schnit tpunkten dieser Kurven mi [de r  Ebene 
des Flltehenelementes yon S ausgehen. Diese Korresp0ndenz zwischen S und 
einfaeh unendlich vielen in Kurven ausgearteten Fllichen S' ist dann in keiner 
Weise yon der Korrespondenz obiger Art zwischen S und irgend welehen oc ~ 
Flltehen S' verschieden. Die Anwendung, die im Nitchstfolgenden yon dieser 
Korrespondenz gemaeht wird, ist yon BIANCHI in seiner Differentialgeomelrie 
yon 1910 tells am Ende des § ~282 in etwas weiterem Umfange vorgeschlagen 
und teils aueh in Kap. 19-2i im Einzelnen ausgef~ihrt worden. 

9. Ist nun S eine beliebige Fl~tche und ist mit ihr eine beliebige Sehar 
von ~ '  Fl~tehen 8' in feste Verbindung gebraeht, und rollt S mit ihrer Sehar 
yon S '  in Gefolge auf einer auf sie abwiekelbaren Pl~tehe ~, und fixiert man 
jedesmal im Raume (x'y'z') die Lagen derjenigen ~*  Fl~tehenelemente jener S', 
die naeh dem Vorangehenden dem momentanen Berahrungselemente (my z p q) 
von S und ~2 entspreehen, so bekommt man dadureh ~ Fl'~ehenelemente 
im t laume (x'y'z'), die gewissermassen dort ein Bild yon "~ abgeben k6nnen. 
Dasselbe ware offenbar dureh zwei partielle Differentialgleiehungen erster 
Ordnung analytiseh zu definieren, und in erster Linie hatte man danaeh zu 
untersuehen, ob diese Gleichungen ~ '  gemeinsame Integralfl~chen gestatten, 
oder nicht. Eine Darsiellung der Gleichungen in Cartesisehen x', y', z'-Koor- 
dinaten wfirde kein tibersichtliehes Resultat ergeben, w~thrend dagegen der 
yon BIANCItl zur Erled[gung einer speziellen Frage dieser Art in Kap. 19 seiner 
Differentialgeometrie eingeschlagene Weg sehnell zmn Ziele f~ihrt. 

Wie in Nr. 1 denken wit uns S yon zwei Kurvenseharen u ~ C, v = C' 
durehzogen und damit dutch jedes Wertepaar .u, v je einen Punkt auf S zu- 
sammen mit allen oe ~ mit ihm korrespondierenden Punkten auf S' eindeutig 
bestimmt. Ffir die Cartesisehen Koordinaten x', y', z' dieser dem Punkte 
(x, y, z) yon S entspreehenden Punkte d e r o c '  S' k6nnen wit die Gleiehun- 
gen (1) und (2) verwenden. Wit wollen nun auch die Punkte auf ~ dutch 
dieselben u, v -Pa rame te r  und die Kurven auf v dutch ganz dieselben Glei- 
chungen u --= C, v = C' ausdrfieken, die yon den Kurven u = C, v = C' auf S 
beim Rollen yon S auf ]~ dort als Spuren hinierlassen werden. Dann werden 
die in (l) und (2) vorkommenden c~ x/3 u, cO x/r) v sowohl zu S als auch zu ~] 
geh6ren, da jetzt am Ber~ihrungspunkte (w, y, z) dieser Flltehen die Linien- 
elemente ~/fi, d~,  ~/Gdv far beide yon derselben GrSsse und Richtung sind. 
Auch X ist for beide Flachen dasselbe. Die zu den Fl~tehen S und ~ geh6rigen 
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G!eichungen (~) werden folglich nu t  in Bezug auf die Werte yon L, M, P, 
Q, D, D', D" verschieden. 

Was p', q' anbetrifft, haben wit for sie die folgendea Gleichungen [ ~ ,  25] 
sehon entwickelt : 

p'  + = 1, 

p' (x' - -  x)  ÷ q' (y' - -  y) = z ' - -  z. 

Hierzu kommt nun auch sowohl for S '  wie ffir das erw~ihnte Bild von ~ :  

, ~ x ' +  , 3y '  ~z' (~8) 

p, ~ x' ~ y' ~ z' (29) 

Au~ diese Gleichungen, einmal auf S, das andere Mal auf ~ angewandt,  
beziebt sich die nachfo]gende Rechnuug, bei der selbstverstandlich auch auf 
die Eigenschaft der GrSssen % ~, irgendwie Funkti0nen yon x', y', z' zu sein, 
Rticksicht genommen werden musste. Well aber die Punkte (x', y', z') und 
(x, y, z) als korrespondierende Punkte dastehen und die ersteren der F]~- 
chenschar S'  angehSren, ihre Koordinaten also der Gleichung dieser Fl~- 
chenschar und ev. den Gleichungen (26) genfigen, wail aber dagegen x, y, z 
I~oordinaten der Punkte von S, mithin determinierte Funktionen yon u, v 
sind, haben wic zun~tchst % ~ als gegebene Funktionen yon u, v, F zu be- 
trachten uud demnach f~ir S zu setzen: 

:¢ = f(u,  v, ~.), ~ = ~ (u, v, ,~.), (30) 

F ein var. Parameter.  
Voa der Beziehung yon E zu den ia Frage gestellten Integralfllichen, 

die aus denjenigen ~ Fti~chenelementen (x' y' z' p' q') zusammengesetzt waren, 
die bein Rollen yon S a u f  E als den Elementen letzterer Fli~che entsprechend 
herauskommen wtirden, gilt es, dass jede dieser Integralfl~tehen von je einer S'  
der oc ~ beim Rollea yon S i m  Raume (x'y'z') erzeugten S'-Scharen be- 
riihrt wird, und zwar in einem Punkte, der mit dem lnomentanen Berfih- 
rungspunkte von S und ~ in genau derselben fiir beide in Nr. 1 angegebenen 
Weise korrespondiert. Die Werte der zu diesem Punkte gehOrenden ~ und 
waren offenbar aus (30) nach Einf~ihrung des der betreffenden S '  zukom- 
menden Wertes yon F zu erhalten. Dieser Wert von ~. ware yon der Form 
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F (u, v). Die Existenz yon oc ~ Integralfl~ichen erwlihnter  Art setzt einen Wert 
yon V'. = F(u ,  v, ~), ~ eine a r k  Konstante  voraus.  Die oben vorgelegte Frage 
ist einfach eine Frage nach der M0glichkeit eines solchen Wertes yon y.. 

10. Aus den Gleichungen (27), (28) folgt nach Eliminat ion yon p', q': 

c~Z' 
~, y ' - - y ,  ~-~ = 0 ,  

oder  mit Anwendung  der G[eichungen (1) und  (2): 

~ y  ~y  ~z  c~z 
~, l -j~ -+- m ~--~ , L -d--~ -+ M ~--~ + ( D I -~- D' m ) Z - -  0~ 

oder  nach angemessener  Redukt ion  u n d  A n w e n d u n g  der Gleichungen 

a x  ~ a y + a z  I E q - m F  

~ q - ~ v  ~v  I F + r a G  

~.X + ~ Y +  Z 0 

L E q -  M F  

~ 0 .  
L F + M G  

D1 q - D ' m  

Ich schreibe diese Gleichung kfirzer so:  

( D I - } - D ' m )  A = ( X ~ - i - Y ~ q - Z )  L E - + M F  
L F + M  G 

l E + m F (31) 
1 F q - m G  ' 

wo die Dete rminante  rechts  = (E G - -  F ~) (m L - -  l M) ist, und  bemerke,  dass 
l, m, A, X ~ -~- Y [~ + Z, E, F, G im Ber~ihrungspunkte  yon S und  X fib" beide 
Flachen dieselben Werte besi tzen;  dagegen muss,  mit R~icksicht auf die f'or- 
meln (3), wenn  man for S L, M , . . . ,  D" gleich Lo, M o , . . . ,  D"o se[zt, fiir X 
gesctzt werden  

m ~ ,u. (32) L ~ L° q- ~ ~. ~ u M M°q-c9~. 8u  

sowie 
~ m  8~ c~ l c~ t~ Q ~--- Qo + - - -  - - ,  (33) 

Wenn dana  ffir Z die Zeichen D, D', D" reserviert  werden,  k6nnen wir aus (31) 
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schliessen : 

D 1 -I- D' m m L - -  1 M 
Do l -+- D'o m m Lo - -  l Mo 

- - 1 +  

0 l cO m 
m ~ - - 1 0 g .  0/. 

m Lo - -  1 Mo 0 u 
( 3 ¢ )  

In  ganz derse lben Weise ist aus (97) und  (99) und  
von (33) zu schl iessen:  

D'  l - ] -  D" m m P --- 1 Q 
t t  _ _ _  

D'o 1 -[- D o m m Po 1 Qo 
- - l +  

Wir wissen aber  aus (5), dass 

m Po - -  l Qo D'o 1 -[- D"o m 
- -  Do 1 + D'o m 

rail Ber(tcksichtigung 

8 l 0 m 
m -3-~g---log. O u. 

- -  o 

m P o - - I Q o  Ov 

(m Lo --- l Mo) 

(3¥) 

und  dih'fen daher  letztere Gleichung du tch  die folgende erseizen : 

l l ~ m 
( D ' - -  D'o) 1 + (D" - -  D"o) m ~ 8-~ 0 ,~. 

- ( 3 5 )  
D o l + D ' o m  m L o - - - l M o  8v  

die also im Verein mit  (35) zur Bes t immung yon  ~. dienen wfirde. 
W e n n  insbesondere  die H a u p t t a n g e n t e n h u r v e n  a u f  S zu  u, v K u r v e ~  ge- 

n o m m e n  werden,  bePommen diese Gleichungen die e in fachere  Gestalt: 

~) ~ g. _~ D 1 -~- (D' - -  D'o) m ,  
u D'o m 

n 0 ~. _ (D ' - -  D'o) 1 -~- D" m n = m °- 
0 v D'o m ' m L o  ~ 1Mo '  

doch, w a r m  werden  sie unbeschrank t  in tegr ierbar?  So ist denn  jetzt  die oben 

aufgeworfene Frage nach 7- als F ( u ,  v, ).) zu formulieren.  

11. Wenn,  wie fviiher, ~, start  l /m geschrieben und  m durch  (10) in 

~, u, v, O'~]Ou, O'(./~v ausgedrt ickt  wird, ~,. bei diesen Differentiat ionen kon- 
s tant  gehalten,  bekommen  wit  

O log - -  ~ + 
(37) 
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und fassen hernach die Gleichungen (36) als Gleichungen far ~ und ~. auf. 
Wir schreiben sie in der Form: 

gt 

gt 

.O f d~. _ D ~q_ - -1 ,  
a u /)'o ~o 

c~ IJ. ( D'  . D" 

/ 

(36') 

und suchen sodann duvcil Differentiation die Existenzbedingungen for LS- 
sungen der Form: 

" ( - - - - f (u ,  v,  ~.), ~,. = F (u,  v, ~.), ~ eine arb. Konstante, 

zu erhalten. Zuniichst kommt: 

8 ~  8 8. 
8 v  8 u  d u  3 v  D'o t d v  E G - - F  ~ 

(~/ 9' ) 
3 E G - -  F '~ cO u D'o d v E G _ _  F '~ -[- D'o c~u ~ G _ _ F  2 -~- 

+ ~o \Ui + ~ D'o \a u ÷ a,~.-- ~ )  + 

D'o tgv EG--F ~ , - ~  E S -  ~ - -  

D'o 3 v  E G _ F  "i -4-D'o d U \ ~ E G _ F  ~) ' 

wobei die vorstehenden Differentiationen yon ~ und ~ in Bezug auf u, v, ~. 
so auszuffihren sind, als ob diese Variablen yon einander unabhSngig w/iren. 

Zufolge der zwei ersten der Gleichungeu (13), der Gleichung 

E G - - F  2 
D D " - -  D ''~ =- - -  D'~ - -  ~_ , 

dev Gleichuugen (36'), der Werte (9) der in (13).auftretenden Symbole I i k i t~  
und endlich des Wertes (37) yon .q finden wit fi:ir die obige Bedingungsgleichung 
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die expliziertere F o r m :  

D" ~ J ~,. t l  t t ~ , [ ( I ' ; G - - F 2  t 
- -D'~t '  c.~ Ou ~'t e i q - ~ l ° g ( ? x / ? ] -  = ' ,  -q- 

D' D'ot 1 Oj~ ~, 1 O~ COvlog~___7. ' -i- 
O'o i n Ov ~ .q ~ u  0 -. t 1 

- -  ~og |  - --~-  = 0, 

q_ m 

oder ia leichiverstSndlicher  Abkfi rzung:  

A ~ D q- (A - -  B 4) (D' - -  D'o) - -  B D" = 0. (37') 

DiGs ist eine partielle Differentialgleichung ~. O. flit ~,. Sie gibt diejenigcn 
S'-Scharen "~ ~-- f (u, v, Iz), die im Stande sind, einer gegebenen a u f  S abwickel- 
baren, des N6~heren durch D, D', D" bestimmten fflgi, che (y_.) eine (ihnliche Fl(~- 
chenschar (it-~ F ( u ,  v, k)) zuzuordnen. 

Beil~tufig bemerke ich, dass, wenn S eine Linienfl~tche isi, und  v = C die 
Gleiehung ihrer geraden Erzeugenden,  t inden wir ftir alle auf S abwiekelbare 

Linienfl l iehen: D ~ 0, D ' - - D ' o  t 1 I t ~ 0, und  werden dann in jedem Inte- 

grale "~ = f (u ,  v, y.) der partiellen Differentialgleichung 1. O. 

- -  • (v, y.), * arbitrttr, 
~4,; 

die Gleiehung einer Fl~tehensehar S' erkem~en, die flit sttmtlieh jene Linien- 
flttehen je eine F laehensehar  l~. = F ( v ,  ;~) lieferL 

12. Wenn  ffir eine jede a u f  S abwickelbare l;l(iche das bezfigliehe Glei- 
ehungspaar  (36') unbesehrank t  integrierbar  sein soll, miissen sowohl A als B 
verschwinden,  weshalb : 

,.~ log ,~ ~ / F  ! " 

cgv , = ~ l ° g ~ + T l  1 t" 

(3s) 

Annali di Matematica, Serie II], Tomo XXIII. 17 
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Aber das kann unm6glieh so sein, wofern nieht erstens 

(39) 

und zweitens, wie aus der Zusammenstellung yon (38)mit den Formeln (~1) 
tier Nr. 6 sofort einleuehtet:  

t p 
= - -  (+0) 

Vorausgesetzt also, dass die Bedirtgungen (39) und (40) erf~llt sind, dann 
muss die der Fl~iehe S zugeordnete und mit ihr fest vereinigte Flltehenschar S' 
beim Rollen yon S auf }2 eine besondere Schar yon oc' Fl~tehen in der am 
Anfange yon N. 7 n~iher erkl~trten Weise umh~illen. Diese umMillten Fl~tchen 
will ich mit ~' bezeichnen und bemerke, dass jene Flaehen S', wenn umge- 
kehrt S in Ruhe bleibt und }2 in fester Verbindung mit der Flltehensehar ~'  
auf S roll[, in derselben Weise aus ~ '  als eine besondere Art yon Enveloppen 
za erhalten sind. Es sei nun Z , i r g e n d  eine zweite auf S abwiekelbare Flii- 
che, ]~', eine der yon S' in der oben erkl~rten Weise beim Rollen yon S 
auf }2~ umhfillten oc ~ Fl~ichen, M ein auf }2, beliebig angenommener Punk[ 
und b~ der hiermit korrespondierende Punkt auf }2,. Beim Rollen yon S auf~,  
wird mit b, der Punk[ a u f S ' - - a  nenne ieh ihn - -  zusammenfallen, der bei 
der gegenseitigen Ber~hrung jener Plliehen S und ]~ in M mit eben diesem 
Punkte als zu der FlXehe S geh6rig korrespondiert. ~:', wird dann in diesem 
Punkte a (b~) vor~ S'  beriihrt. Abet auch }2 kann, ebensowie S, auf }2~ rollen, 
und bei der einmal eintretenden gegenseitigen Ber(ihrung dieser Fl~ehen in M 
wird ~2' die Flliche S '  im korrespondierenden Punkte a und also aueh }2'~ in 
demselben Punkte a ])erfihren. Hieraus folgt, dass die Fllichen v', ebensowie 
sie beim Rollen yon )2 auf S die Fl~tehen S '  umhfilleu, beim Rollen yon ~2 
auf v die Fl~tehen v '  umh~illen Die Sehar der ~' wird sieh also ganz so zu 
~2, 2 ,  S und allen anderen auf )2 abwiekelbaren Fllichen verhalten, wie sieh 
die Sehar der S" zu S, }2, }2, und allen anderen auf sie abwickelbaren Fl~t- 
ehen verhiilt. Nun zeigt (lie Bedingungsgleiehung (39), weil sie sieh mit der 
Gleiehung (l l) deck[, dass cine jede jener oc~ Fliichen S" mit S die Brennflache 
einer W- KoJ~gr~te~z ausmacht. )2 war eine beliebige der auf S abwickelbaren 
FlSehen: ein und dieselbe FlO, chenschar S'  wird fiir jede ~ in der erwahnte~ 
lYeise, oder dutch D~tegration eines GleichuJ~gspaares (36'), eine g~hn.liche T'lg~- 
chen, schar x2' ergeben. 
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Hierzu ist nocli folgendes zu bemerken. Ganz so wie beim Rollen yon S 
auf )2 im gemeinsamen Berfihrungspuukte beider Flfichen ihre absoiule Kriim- 
mung dieselbe ist, ist aueh, der dritten der Gleichtmgen (11') in Nr. ~ zufolge, 
im Beri/.hrungspunkte von S'  und "L" ihre absolute Kriimm~t.ng dieselbe. 

13. Als eine Folge der gegenseitigen Korrespondenz der Haupttangen- 
tenkurven yon Z uud v' (Nr. ~) - -  den Fall (39), (~,9) stets vorausgesetzL --  
ist zu erkennen, dass, wean eine E'-Schar aus Fl~chen besifinde, die sfimt- 
lich zu Kurven (~6) ausgeartet wliren, diese l(.urve~ ebeu Gerade seiJ~ mi~ssten. 
Denn jede muss Leitkurve oc' oskulierender Sireifcll sei~l, die denjenigen 
Streifen yon ~2 entsprechen wiirden, die sich an (tie cine Schar der Haupt- 
tangentenkurven dieser Flitche ansclfliessen, 

1~. Bei einer anderen Gelegenheit werde ich beweisen, dass sSmtliche 
Fldichen einer S ' -  Sehar, die den l~brderungen (39) und (40) geni/gt, a'us einer 
beliebigen Fldiche der Sehar dureh wiederholte Verbiegungen parallel den Nor- 
malen yon S herauskommen mi~ssen. 

IlI. 

ANWENDUNG AUF FLACHEN ZWE1TER ORDNUNG. 

15. Wenn die Flache S beim Rollen auf einer auf sie abwickelbaren 
Fliiche )2 nut ~ '  Lagen einnimmt und dennoch mit )2 in allen Punkten in 
Berfihrung kommt, muss diese Beriihrung zwischen S und )2 in jeder Lage 
der ersteren Fl~che l~ings einer ganzen Kurve erfolgen, und ausserdem muss 
in jedem Punkte dieser Kurve die absolute Krtimmung beider Fllichen gleich 
ausfallen. Nach einem for die Theorie der Verbiegung der Fllichen fundamen- 
talen Satze muss jede solche Beriihrungskurve notwendig Haupttangenten- 
kurve sein. Es wtirde folglich )2 derarL auf S abgewickelt werden k6nnen, dass 
sich dabei eiue Schar Haupttangentenkurven beider Fl~chen decken. Und 
nach einem Satze you BONNET sind dann diese. Haupttangentenkurven ge- 
radlinig: die .Fldiehen S und )2 ,mi~ssen Linienfldichen sein. 

Setzen wir daun voraus, dass es for eine Linienfl~tehe S eine Fllichen- 
sehar S '  obiger Art gibt, die zu einer jeden auf S abwickelbaren Fl~iche )2 
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eiue Fliiehensehar 52' liefert, so wiirde u. a. jede g' derjenigen Sehar dieser 
Art, die zu einer Linienfl~iohe 52 geh6rt, yon jeder S '  l~tngs einer Haupttan- 
gentenkurve bertihrt. Wenn aber die oc * S'  Linienfl~tehen sind, deren gerade 
Erzeugenden mit denen yon S korrespondieren, so mfissen aueh die letzt- 
erw~thnten 32' Linienfl~tehen derselben Art sein. Dies wird offenbar aueh gel- 
ten, wenn die Flliehen S' zu Kurven und dann notwending zu Geraden (Nr. 13) 
ausgeartet w~tren. Diesen Fall werde ich fi~r das einschalige Hyperboloid als 
Fl~iche S vollstdindig behandeln. 

Wir haben also jetzt die Flliehe S in gew6hnlichen mit ihr lest verbun- 
denen Cartesischen Axenkoordinaten durch folgende Gleiehung darzustellen: 

und die ihr zugeordnete S' - Sehar in denselben Koordinaten durch die zwei 
Gleiehungen (~6): 

x ' -=~z '÷¥ ,  y'---- ~ z '-~ 8, (44) 

~, ~, ~', 8 in noch unbestimmt gelassener Weise einen variablen Parameter ~,. 
enthaltend. Die hierzu geh6renden Werte yon 1 und m ergeben sieh aus den 
Gleiehungen (l), die zun~tchst lie~'ern: 

- -  - -  - -  ~ @ m :¢ = O ,  
V 

y - -~ , z - -8 -~ - l~a .u - -  ~ a u j ÷ m  - - ~ -  = 0 ,  

weshalb, wie nach Einffihruug der Werte (18) yon x, y, z leieht ersichtlieh: 

l - -  u-[-v (bc~.--aa)(u~--l)d-(ab--c(~ 8- -~y) ) (u2~- l ) - -2 (ac~-bT)u  ' I 
2 ab(1--uv)--bcx(14-uv)--ac~(u--v)  

u-~-v (bcz@a~)(v2--1)~--(ab + c(~.~--~y))(v~@ l ) @ O~(ac,~--by)v . t 
2 ab(1--uv)--bc~.(1--uv)--ae~(u--v) 

Es erhalt damit ~ (_---- l/m) die schon aus Nr. 6 zu erwartende Form U: V, 
wobei besonders: 

U--~(bc~--aS)(u~--l)-~-(ab--c(~'8--'~7))(u~-~- l)--2(ac~-~-b'()u'  I (~3) 
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Hierdurch ist auch, wie in Nr. 6 als Folge der Identitliten 

I I. 1 °2.12  I--ol I=o 
bemerkt wurde, der Bedingung (39) Gen~ige geleistet. Dass dagegen die zweite 
Bedingung, die Bedingung (4,0), nieht dutch beliebige Werte yon ~., ~,, y, 
zu erftillen ist, sehen wit bald. Wir k6nnen nlhnlieh wegen der Formeln (19), 
(2~) diese Bedingung so sehreiben: 

- (¢,~) 
( E a - - - F  ~ "*w v 4 ~ _ ~ , ~ '  

z eine arb. gonstante,  oder unter Beachtung dessen, dass wit nach (37) zu 
setzen haben: 

n = 2  

v c~,u. - - U  

U U - -  e v  

V : (v)--  o u l ° g ~ / E G _ F  ~ ~- 

c9~. - -  2 ~ / E G _ _ F  ~ [Ou ~v  

- -  U~-~ log / E G ~ F  ~ -4- V l o g / E  /~,~ • 

Was die Werte der hierin steckenden ?, \/E G - - - f f  ~" anbelxifft, so sind 
sie bekanntlieh dureh blosse Differentiationen der Gleiehungen (18) folgender- 
massen zu gewinnen. Man bcreehnet 

J cg'x Oy 3z]  

ob b c x/E G - -  F ~ 

(u + v)' (F, e - -  F ~ 
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u n d  b e k o m m t  d a n n  

= (u + v)° (E ~ - -  F'~) 
~/E G - -  F ~ 8 (a  b c)v: 

A PIU 
c~u log  ~ - G  - -  F ~ 

= a s b ~ (1 - -  u v) ~ -]- b ~ c ~ (1 -~-u  v) ~ -~- c ~ a ~ ( u - -  v) 2 ' 

b~c°- v(l Q-u v)--a°-b~-v(l--uv)~-a~- c°~(u--v) 
b ~ c ~ (1  ÷ u v )  ~ ÷ a'= b ~ (1  - -  u v )  ~ -+-  a '~ c ~ ( u  - -  v )  '~ ' 

c~ v log  ~/~ G - -  F ~ b ~ c ~ (1 g -  u v) ~ -+- a ~ b ~ (1 - -  u vfi  -+- a ~ c +" (u --- v) ~ 

Die  G i e i c h u n g  (4¥)  n i m m t  h i e r d u r c h  d ie  F o r m  a n :  

V-~g U UcO~_~ Ct _~(~ 1 u ~ V)(b~c~(1-i-uv)~-i-a"b~'(1--uv)~-[-a~c~(u--v)~) - 

-- U(b~C-v(lg-uv)--a~b~v(i--uv)+-a~c~(u--v))+ 

die  s i ch  n a c h  E i n f t i h r u n g  d e r  W e r t e  (+3) y o n  U u u d  V n o c h  b e d e u t e n d  ver -  

e i n f a c h t  u n d  s i ch  f o l g e n d e r m a s s e n  s c h r e i b e n  l l iss t  : 

v ~ U  ~V i ~-T-- U - ~ - C  -- 2b~(a~ + c  2) ( i - u ~ v  ~)-~- 2acY(u ~-v~)-~ - 

÷ ~ a ~ ( b ~ + ~ ) ( u - - ~ ) ( l - - u v ) - - ~ ( a ~ - - b ~ ) ( u - - v ) ( ~ + u v )  - (+5) 

-- 2ab(~ 3--~ y) (u-~v) (1-- u v) -- 2 bc~ (u-t-v) (l -~uv) i . 

D a s  l i nke  Gl ied  d i e s e r  G l e i c h u n g  w i r d  d e n  G l e i c h u n g e n  (+3) z u f o l g e  
g l e i ch  

V ( ( b c ~ ' - - a ~ ' - - c ( ~ - - ~ y ) ' ) u  ~ -  2(ac~' + b T ' ) u -  
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wobei  abkflrzuagsweise £ ,  ~ ' , . . . ,  s tat t  -~g., ~.u.'''" gesetzt ist. Unter  noch- 

matiger A u w e n d u n g  der Werte (~3) yon U und  V ergibt sich ferner  h ieraus  : 

vOU OV [ , ,  ] 
at,. u ~(u+~)(~--uv)ab ~' (,. ~ - -  ~. ~) - -  (~ ~ ' - -  ~,' ~) 

+ 

+ ~  ( , , - -~ , ) (1  + u v) e Ibm- (~ ~ ' -  ~.'~.) - -  ~° (~,~'--  ~' ~)] + 

+ ~b o~ l) (~,~- ~ , ) ' -  ~' (~ ~ -  ~,) l -  
-- 2abc(~ ~'--~'~). 

Der Forde rung  (44)) gem~tss m(issen (~5), (4~6) denselben Wert  von 

V ~ g U _  U co _V liefern ; m. a. W. die Koi~fti~:ienten derselben Kombina t ionen  
o~,. c9,~. 

yon u und v in den beiden Ausdracken  mtissen e inander  gleieh werden.  Wir 
sehliessen dann  

aus den Ko~ffizienten far u v : [~ 7 ' - -  ~'Y = 0, 

aus  denen ftir u ~v::  a e  ,. 3 ~. - -  

- -  ~' ~ (~ ~ - -  ~ -{)" + d ~' (~. ~ - -  ~ "c) - -  a '  ~ ' :  c ( a  ~ + ~ )  ~, 
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3,_ ) 

-V: ~.(~.~--~:)'--: ~' (~--~')+a~'~ '--- C(c: +:)~, 

u ~ -- v~- : (~,~ -- ~:) ~'-- ,~(~. ~ -- ~,:)'-- b ~ ~,'-------- C~,, 

(u+v)  (l ÷ u v ) :  a '  f , ' - : ,  (~ a -  ~ y)' + - : '  (~ a - -  ~ , )  = c a ,  

(~ - v) (1 + .  v) : ~ (~ . / - -  ~' -:) - -  ~ (,~ a' - ~' a) = - c (a: - b-~), 

(u --~-) (1 - -  u u) :b 2 ~ , ' - -  : ~ (~. ~ - -  ~ "r) '+  d ~'(~ ~ - -  ~ ~,) - - - -  C ~  (b ~ + : ) .  

Aus den vier ersten Gleichungen folgt: 

7-~-- K ~ ,  K konst., [1] 

8 - -  ~ y ----- C', C' konst., [°2] 

8 ~ K '  ~, K '  konst., [3] 

( c ' :  - -  K '  c: )  ~ ' =  C ( a ~ - +  : )  ~; l q  

ferner aus den ~ibrigen Gleichungen:  

( C ' K ' - - - b  ~) ~ . ' : - -  C K ~ ,  [51 

( K K ' - t - c  ~) (~. ~' - -  ~.' I t ) = -  CO', [5 l 

( c ' ~ t ' ÷  a ~-) ~ ' =  o K '  ~., [71 

(K  ~ + K '  a 2) (~ ~' - -  ~: ~) = - -  C ( ~  - -  b~), [S] 

(C' : + 1,; b ~) ~' = - -  C (b ~ + : )  ~. [.~l 

Die seehs letzten Gleielmngen reduzieren  sich auf  die folgenden vier: 

K K ' - ~ - c  ~ @ C' K + a ~ = 0 ,  [¥] 

K K ' - ~  d - -  C' K ' -~-  b ~- -~ 0, [5] 

( K  K '  @ e ~) ~.' -t- C K ~ = 0 ,  [6'] 

( K K ' +  d )  ~ ' +  CK' ~ = 0 ,  [7'1 

wenn  wit" eine ftinfte Gleiehung beiseite lassen, weil sie sieh in die Form 
K'  ~ - -  K ~  ' = C' bringen lfissL und folglieh in den Gleiehungen [I] - -  [3] ent- 
hal ten ist. 

Dureh die sieben Gleiehungen [1] - -  [3], [¥] - -  [7'] wird unsere  Frage naeh 
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der M6glichkeit einer Geradenschar  (~1) als S '  - Schar  des Hyperboloides  (18) 
leieht erledigt. 

Die Gleiebungen [6'], [7'] liefern uns :~, 13 als Integrale der Gleiehung 

( K  K ' - /  0~) ~ ~" - -  O ~ K K '  ~ = O, 

und  weil flU" ~. keine besondere  Vorausse tzung gegeben ist, k6nnen wit  dann  
a n n e h m e n  

= A sin a, A konst., (a) 
aber  dann  auch 

Aus [6'] kommt  nun  

C ~ K K ' +  ( K K "  + c-°) °" = O. (a') 

j--K I 
= - - A v  K cosa ,  

und  wenn  wir hernaeh  C, K, K'  du tch  drei konstante  Gr6ssen a', b', 0' er- 
setzen vermit tels t  der Formeln  

a;  b '  0' a '  b '  e '  0 ~ - -  0 '~ 
K = - -  b,---c, , K ' - -  ~:,; , C =  0----~---, (b') 

die letziere eine Folge der  zwei vorangehenden  und  der Formel  (a'), so k6nnen 
wit  aus [l] und  [3] sehliessen: 

b '  0 '  
y =- A 0' cos 7, ~ = A -v- sin/~, (c) 

ct 

und  aus [~]: 
b l i 

C ' =  A ~- c cd (c') 

Nun bleibt nu t  noeh fibrig, auch die Gleiehungen [~'], [5'] zu befriedigen. 
Sie ergeben 

0 '~ ~ C '~ - @  O, 2 - -  A ~ c '2 ~ O~ 

wesha]b: 

A c ' = \ / a ~  + c ~ - - c ' ~ ,  

*2 

c "° - -  c" + b ~ - -  A ~ c '~ ~ ----- 0, 

b' o" (?( 0 - -  • <') 

Unsere  Un te r suchung  ist hiermit  zu Ende geffthrt. Nit  den Ausdri ieken 
(a), (b), (c) flit ~, ~, 7, ~, dabei  A,  a', b', c" Konstante  bezeiehnend,  die n u t  
den Bedingmlgen (c") unterl iegen,  und  mit der in (b) s teekenden Quadrat- 

A n n a t i  eli M a t e m a t i c a ,  S e r i e  II1, T o m o  X X I I I .  18 
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wurze l  ~/~----~/K gleich b'/a' h a b e n  wi t  ffir die vo r l i egende  F laehe  S d e n  For- 
d e r u n g e n  (39) u n d  (40) gentigt .  Wir  s ind  n u n  zu fo tgende r  G e r a d e n s c h a r  

ge lang t :  
, \ 

/ x '  = z' s i n  I~. d 

.... t x/b" + c ~ - -  c ''° + ~/b ~. + c~ __ c' '  sin ?., y '  : - -  z' cos [z. 6' 
t 

(47) 

als zu der  e inz igen  m6gl ichen  S ' - S c h a r  von  dec F o r m  (26). Als Fl~che S 

b a t t e n  wir  das  H y p e r b o l o i d  

x 2 y~ z ~ . 

gewiihlt.  Die G e r a d e n s c h a r  (4,7) stellt  e ine  Scha r  yon  E r z e u g e n d e n  des kon- 

fokalen Hype rbo lo ides  

x ~ y~ z 2 
a ~ + i d  - -  d °)  ~- b ~ + ( d  - -  e ''~) - -  c ~ - -  ( d  - -  ¢'-') 

= 1  

dar ;  wir sind deshalb dutch das Vorangehende zu keiner anderen Transfor- 
mation der au f  das Hyperboloid abmickelbaren Fliichen gekommen als der yon 
Bianchi, die yon irgend einer au f  eine Ftdche zweiter Or dnung abwickelbaren 
Fldiche zu unendlich pielen neuen ebenfalls dare u f  abwickelbaren FIifchen fiihrt. 


