Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi.

(Von A. V. BACKLUND, in Lund.)

In einer von der Franzdsischen Academie der Wissenschaften gekrénten
Preisschrift, die in Mémoires des Savants étrangers, t. 34 (1909) unter dem
Titel « Mémoire sur la théorie des transformations des surfaces applicables
sur les quadriques générales » verdffentlicht wurde, hat Bianchi eine dusserst
bemerkenswerte Flichentransformation aufgestellt. Auch wenn man von der
grossen Wichtigkeit der erzielten Ergebnisse absehen wollte, wiirde auf jeden
Fall seine dort befolgte Beweisfiihrung ihrer ansehnlichen Tragweite wegen
die grosste Aufmerksamkeit auf sich lenken. Sie ladet nicht nur zu Verall-
gemeinerungen ein, sondern erdffnet recht eigentlich Wege dazu, wodurch
viele Punkte des Auseinandergesetzten in noch hellerem Lichte hervortreten.
Das Folgende enthiilt einige Betrachtungen in dieser Richtung. Vornehmlich
habe ich mich jedoch auf die Frage beschrinkt, inwieweit fiir die Flichen
zweiter Ordnung Biancris Transformation erweitert werden konnte, und
dabel gefunden, dass sie gewissermassen in jenem Bereiche den Charakter
grosster Allgemeinheit besitzt.

BeMERKUNGEN iBER W-KONGRUENZEN.

1. Wenn die gemeinsame Tangentenschar zweier Flichen S und §
eine W-Kongruenz ausmacht, korrespondieren, wie bekannt, diese § und §’
hinsichtlich der Bertihrungspunkte der gemeinsamen Tangenten so mit
einander, dass jede eine infinitesimale Verbiegung gestattet, die als Ver-
schiebung ihrer Punkte betrachtet an jedem Punkte parallel zur Normalen
der anderen Fliche im korrespondierenden Punkte erfolgt. Um dies analy-
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tisch zu formulieren, denke ich mir die eine Fliche, es sei S, von zwei Kur-
venscharen « = (, v = ¢’ derart durchzogen, dass sie jeden Punkt dieser
Fliche als Schnittpunkt zweier Kurven, und zwar einer von jeder Schar,
unzweideutig darstellen, und denke mir nachher die korrespondierenden
Punkte auf §" und damit auch die zu w=C, v= (" korrespondierenden
Kurven derselben S’ gezeichnet und analytisch durch dieselben Gleichungen
u=(C, v=C" wie jene von S gegeben. Irgend ein Paar korrespondierende
Punkte auf S und & sind dann als Punkte (# v) zu bezeichnen, dieselben
u— und v- Werte fiir beide Punkte angenommen. HEs seien ferner a, y, z;
o, 9, 2’ ihre Koordinaten in einem festen rechtwinkligen Cartesischen Axen-
systeme; dann haben wir offenbar », y,..., 2" als ganz bestimmte nur von
der Gestalt und der Lage von S und’'S" abhingige Funktionen von u, v zu
betrachten, und es gelten die Gleichungen:

, o ox
w—*m——lt—g‘d—{*’”l%’
o9y dy 1
y—y——l%—l—mav, ; (1)
, .0z oz

die tiberdies I, m als Funktionen von u, v definieren. Aus diesen Gleichungen
im Verein mit denen fiir die zweiten Differentialquotienten von z, ¢, 2, die
lauten :

Fwo (L 1)ox |1 1|0

2w ) L \eu | 2 (g0t PN
Fo (1200w 120w
dudv | 1 27»—}—) 2 (91)+D X,

& x 226z SQQ{&% ”
el 21(_ ; (9—1;+D X, usw.,, —

d. h. den Gleichungen (I), S. 88 der Vorlesungen diber Differentialgeometrie
von Luier Bianchr, zweite Auflage, 1910, mit den Christoffelschen Symbolen
gilk% und den Koéffizienten D, D', D" der zweiten Fundamentalform der

Fliche S, — leiten wir, wie es DBiancHr zuerst getan hat, fiir die ersten
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Differentialquotienten von «', ¢, ¢ die folgenden Formeln her:

gszg—iJrM%+(Dl+D’m)X, )
jZ':P%+Q%+(D’l+D"1Iz)X, usw., ¥
wobel
I e S A e S ey |

Dies war eine Folge der Bertihrung der Verbindungslinic der heiden
Punkte (uv) mit S; aus ihrer Bertihrung mit 8 folgt:

(4

éu

x—ax =1
du

dx
1
—+ m 50 1USwW.,

woraus nach Einfiihrung der Werle (2) von 8’ /du, d ' /dv und nach Ver-
gleichung mit (1) sich sofort ergibt:
V(LQ—MP)=—1Q +mP,
m’( )= IM—mlL, (&)
V(DU D m)+w' (D'1+ D" m) =0,
also auch:

DI+Dm)y(mP—1Q)= D14 D"m) (mL—12) (**). (5)

Diese Gleichung diirfen wir dann als Bedingungsgleichung der Beriihrung
der Tangente (I, m) von S im Punkle (u v) mit noch einer zweiten Fliche &
im korrespondierenden Punkte (u v) auffassen, und zwar ist dies ganz unab-
hingig von der Nalur letzlerer Fldche und davon ob ihre mit S gemeinsame
Tangentenschar eine W-Kongruenz ist oder nichi.

2. Nunmehr mag aber vorausgesetzt sein, dass die Tangentenschar (S S")
eine W-Kongruenz ausmacht, dass also die Fliche S’ eine infinitesimale

(*) BrancHl's oben zitierts Differentialgeometrie, § 284.
(**) Das ist die Gleichung (10) in Braxcuis Théorie des Transformations des surfaces ap-
plicables sur les quadriques générales. Mém. des Sav. étrang., t. 34, p. 24.
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Transformation
Sl =X, Sy =¢Y, 3=¢72,

(¢ Funktion von u, v),

(6)

zuldsst, die zugleich eine Verbiegung wird, also fiir jedes vom Punkte (u v)
aus gerechnete infinitesimale Bogenelement (da’'dy d#) von §' die Bedin-
gung erfiillt :
d(da”+dy”+d2*) =0,
oder
de'ddda’ +dyddy +d2ddz =0.
Durch Einfithrung der Werte (6) von d &/, d ¢, 02’ finden wir hieraus:
C(dadX~+dydY+deddZ)+de (Xda' +Ydy +Zdz)=0,
oder mit Bezug auf (2):
ox 40X 0X
| (B5a g )d“+(P oo |5y dut gy o]+
+(‘38—d + v)[(Dl+D'azz)du+(D’l+D”m)d'v]=O,

oder nach wiederholter Einfiihrung der Kogffizienten D, D', D" der zweiten
Fundamentalform von S:

—YdedX=Ddu*+2D'dudv-+-D"dv*

(Brancur a. a. 0., § 46):
—¢ (DL—I—D’M)du“’—}—(DP+D'(L+Q)+D”M)dudv—}—

(D' P+D"Qdv |+

65‘

'(Dl—’r—l) m) du’ + (D' l—i—])"m)dudve—}—

195 — 0.

Dl+Dm)dvdu-+ (D'l+ D" m)d*

Es soll aber, wie eben in anderen Worten gesagt wurde, diese Gleichung
fiir beliebige Werte von du, d v giiltig sein, daher auch jeder der Koéffi-
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zienten von du’, dv*, du dv verschwinden, also:
16¢ DL+DM \
¢ du DI+Dm’
L1od DPAD'Q
¢ v Di+=D'm’ (7)
(DI-+D'm)* (D' P-+D"Q)+ (D'l+D"m)* DL+ D' M) —

— (D1 D'm) (D'l + D" m) (DP—}— D' (L+ Q) +D”M) =0. |

Nach Potenzen von ! und m geordnet und nach Unterdriickung eines
Faktors D D" — D nimmt letztere Gleichung die Form an:

5 (DQ—])’M)—lm(DP~D’(L+Q)+D”M)+m2 (D"L— D' P)=0,

und diese Gleichung deckl sich villig mit der obigen Gleichung (5).
Es kommt aber noch die oben auf ¢’ gestellte Forderung hinzu, dass ¢
nur #, v als Variablen enthalten soll, was nach (7) ergibt
9 (DL+DM\_ 9 (DP+D'Q|
dv\DI+-Dm) ou\D1l+D"m

!

()

Durch diese Gleichung und die Gleichung (5) sind folglich I, m zu be-
stimmen, um von S zu einer Fliche S” der verlangten Art zu fithren. Aus
den Gleichungen (1) erhiilt man dann offenbar durch Elimination von w
und v die Gleichung derjenigen Fliche S" in «', ¢, #'-Koordinaten, der eine
gefundene Losung !, m angehort.

3. Die weitere Rechnung gestallet sich verhiltnismdssig einfach, wenn
die Haupttangentenkurven von S als Parameterkurven 4, v ausgewdhlt werden.
Dann kommt ndmlich

D=0, D"=0,

und die Gleichungen (5) und (8) ergeben
mmP—1Q)=1(mL—1M), (5)

75 () =7a (1) ®)
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Bemerken wir noch, dass jetzt, wo D = D" =0, sich notwendig ergibt

|\ 11)_ 0 | NEG—F* } logma 7
| 1 du 08 \/P 2 § T dv Ve
12 12 ©)
: 1 !_ log\/ \ t"‘—log\/93
(dle absolute Krﬁmmung = — 1/p* gesetzt),

und fihren wir m { statt [ als unbekannte Grosse ein, so hekommen wir (5
in der Form:
2 _ 19 d¢

198 of 1 VEG—F°
n ( dv du ' L

Ve

av
, 9. VEG—F'
4 %

T A

ng ogEG—T"

1
(10)

2 |
und mit Berticksichtigung der Werte (3) von M und P statt (8) die Glei-

chung: ,
ot ) ) w

4. Zu einer jeden Ligsung Z(—:‘ %)-——-F(u, v) letzterer Gleichung ge-

hort nach (10) ein Wert f(u, v) von m, und daraus ist, nach dem am Ende
von Nr. 2 Gesagten, eine ganz bhestimmte Fliche S’ zu erhalten. Die Bestim-
mung aller zu der Fliche S gehorigen Flichen S hingt somit wesentlich
von der Integration der partiellen Differentialgleichung 2. O. (11) ab. Von
ihren verschiedenen Losungen gilt indessen, wie, nach Gaucny, von den Lo-
sungen jeder partiellen Differentialgleichung 2. O. mit zwei unabhingigen
Variablen (u, v) und einer unbekannten Funktion () iiberhaupt, dass im all-
gemeinen eine beliebig genommene einfach unendliche Reihe von Werlen von {,

4 u, v, elwa:
o5, .
du 7

, )4
=), T=9¢(@®), z-=9() ("

2,0 . E—G:F_a_ui EG—F® 11 22
*) Oderﬁ_—tﬁloot¢-7w— avl v . +§2§ (+ 3 ) 2

(**) Zu ihnen kommt eine Wertreihe fiir 5 ¢/g v aus der Gleichung:

vor—40 1 o+ L.
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nur in einem Integrale L= F (u, v) der Gleichung enthalten sein kann. Die
Wertreihen #hnlicher Art, die hiervon eine Ausnahme bilden, werden als
Charakleristiken der Gleichung bezeichnet. Nun enthilt die vorliegende par-
tielle Differentialgleichung 2. 0. (11) von zweiten Derivierten von { nur
8 {/dudv, und daher muss, nach den allgemeinen Regeln, fiir eine Schar
der Charakteristiken du =0, fiir die anderen dv =0 sein. Der Kiirze wegen
denke ich mir jetzt (11) unter die Form gebracht:

"L

——=A(E, u, v

dudv

34 at) (@)

*ou’ dv

und rede nur von denjenigen Charakteristiken, fiir die dwu =0, also
u = Konst. = C. Mit der Gleichung u = C° diirfen wir eine beliebige Wert-

reihe { = f (v) zusammenstellen, aber keine Reihe g_@i gleich einer- beliebig

angenommenen Funktion von v, wenn die Wertreihen von ¢, 9¢/du mit
uw= (" zusammen eine ordindre Stellung zu einer sie enthaltenden L&sung
(= F(u, v) von (a), also mit endlichen Werten der Derivierten von F, ein-
nehmen sollen. Es muss deswegen 8{/d« vielmehr durch angemessene In-
tegration bestimmt werden, ndmlich durch Integration der Gleichung:

d (375) —ddv, ()
wobei wir in A zuvor
w=0, {=f@), So=f ©

einzutragen hitten. Und diejenigen Werte der zweiten Derivierten von ¢, die
zu einer Losung { = F (u, v) vou (a) gehoren und sich der folgenden Wert-
reihe anschliessen konnten:
0 Y ‘9 C 0 /] a ‘C ’
u = (" <=f(11), (9—7;2(?(”90’0)’ [ﬂ=f(”)}a (d)

wobei ¢ die allgemeine Losung von (b) mit C’ als Integrationskonstante ist,
werden folgende:
& (

———2=
ov

N

" a‘é‘c 82 0 r ”
f (’U), W%ZA’ auzzq/(va Ga G) 0)7 (6)
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wobel ¢ mit ¢” als willkiirlicher Konstante das Integral der Gleichung

L\ feA  oLad 04 &L 04
d(8u2)—(au+8u8§+Aa(ai}_}—aug (az}>d

A a(o=

v u

bedeutet; vorab miissen jedoch die Werte (d) in diese Gleichung eingefiihrt
werden. Wir fahren mit den Differentiationen fort, so dass wir in dieser
Weise zu einem beliebigen Punkte (u = (°, v=1¢°) einer Charakteristik (c)
Werte der Derivierten noch héher, sogar beliebiger Ordnung von § erhalten
und schliesslich so durch eine nach Potenzen von w — C°, v — ¢° fortschrei-
tende Taylorsche Reihe eine Losung { = F'(u, v) der gesuchten Art finden.
Nach dem Vorangehenden treten aber in-den Koéffizienten dieser Taylorschen
Reihe Integrationskonstanten €', ¢”, €”,... in zunehmender Anzahl auf: es
gibt darim oo™ Losungen von (a), die similich die Reihe (c) enthalten, unter
diesen oo®, denen eine beliebige der oo' Reihen (d) gemeinsam ist, oo™, denen
eine beliebige der oo® Reihen (d), (e) gemeinsam angehort, usw. (¥).

Diese Sitze, auf (11) angewandt, fithren offenbar zu Schliissen tber die
Flachen §":

Durch jeden Streifen des dreidimensionalen Raumes ausserhalb S geht im
allgemeinen eine Fliche S', aber auch nur eine. Wir konnen nimiich immer
durch einen solchen Streifen eine Linienfliche legen, die S lings einer ganzen
Kurve beriihrt; sie ergibt zugleich fiir die Punkte der letzteren Kurve be-
stimmte Werte von 1, m, also auch Werte von ¢, §{/d u, — woraus eben der
Satz folgt. Nur in dem Falle dass die besprochene Kurve auf § eine Haupt-
tangentenkurve wird, erleidet der Satz eine Ausnahme. Denn denken wir an
irgend eine Linienfliche, die der Fliche S lings einer Haupttangentenkurve
umschrieben ist. Wir finden auf dieser Linienfliche nur eine einzige Schar
von Kurven, lings deren dieselbe Linienfliche von Fléchen S’ beriihrt werden
kann, also ausserhalb S, aber auf der Linienfliche oo' und nur oo' Streifen,
die auch zu Flichen S als ordindre Streifen gehoren kénnen. EHs gill von
diesen Slreifen ausserdem, dass jeder zugleich zu oo® Flichen S gehirt, und
dass je zwei dieser Flichen, die an einer Stelle einés dieser Streifen eine Be-

(*) Man vergleiche hierzu § 2 meiner Abhandlung: dnwendung von Sdfeen diber pariielle
Differentialgleichungen, efc., in B, 40 der Math. Annalen, wo die entsprechenden Sitze der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung allgemeinster Art entwickeit
worden sind.
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rithrung k:ter Ordnung mit einander eingehen, auch an allen anderen Stellen
desselben Streifens dasselbe tun.

Aus dem ersten Satze folgt, dass die Flichen &' durch eine partielle
Differentialgleichung 2. O. in ', ¥, ¢ -Koordinaten darzustellen sind. Die
Streifen, von denen der zweite Satz handelt, miissen Charakteristiken der-
selben sein. Nun ist uns diese Gleichung aus einer anderen Theorie wohlbe-
kannt. Man bekommt sie nimlich einfach durch Elimination von #, ¥, # aus
der Gleichung der Flidche S:

& =F(w, y)
und den drei Gleichungen :

p@—o)+ gy —y)=¢—2,
P ( )+ ( ) =4 —z,

(11

, , , , 1+pp+qq) )

o — x) 4+ (y —y)’ —2) = (1- (2 7 G 1Y
( Y 4+ —y) (¢ ) =0p A4+ + ) +p*+¢%)
wobei gesetzl ist

az , . R _(922/'_(92.F 1___(93’ ,_&’Zz’
pstatt&——a—?;ﬁF(w),q——F (y),'r-—-—-a_m"é——-&—wﬂzy---;p——%?,-“,t—aylgl
rt_s2 1 /’.rtl__slz 1

2

Trotar— ¢ e ¢ O
Die fragliche Gleichung erhilt damit die Form:
P —s"=F {2 o, p, 9)
und ihre Charakteristiken werden Haupttangentenkurven der Integralflichen.
Aus dem oben Auseinandergesetzten geht dann hervor, wie die Haupttan-

gentenkurven auf S eindeutig dergleichen Kurven auf S’ enisprechen, — was
fir die Brennflichen der W-Kongruenzen vollig kennzeichnend ist.

5. S sei nun eine Linienfliche. Dann ist eine Schar ihrer Haupttan-
gentenkurven als bekannt anzusehen, nimlich die geraden Erzeugenden der
Fliche. Nehmen wir sie zu Parameterkurven v = C, so haben wir nicht nur
D =0, sondern auch

=0 (12)

(*) Siehe Biancuis Differenticlgeomelrie, § 174.
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zu setzen, letzteres weil jetzt die Kurven v = C geoditisch sind. Ueberdies
folgt aus der ersten der drei Codazzischen Gleichungen, die ich hier simtlich
aufzeichne, da ich auch im folgenden auf sie hinweisen muss:

&v(¢EG-—FJ &w(¢EG F) | 2 \VEG—

Mfm ‘Hfm:“’

9 (_D__ﬁ) _ 9 (__2’_.__) > 22 b (13)
Ju\JEG—F: Ov\JEG—F"* { \VEG—TF"
_gil2 D H‘
BRN =il m
DD —D* 1
EG—F* &’

es folgt, sage ich, dass wegen (12) und weil D =0:

Vo f =2 tog v (19

Hieraus ersehen wir aber sofort, dass, falls S eine Linienfliche ist, die
Gleichung (8), von der nach Nr. 2 die Bestimmung von S" wesentlich abhingt,
ein vollstindiges erstes Integral besitzt. Im vorliegenden Falle folgt ndmlich
aus (3), dass wegen (12) und (14):

M

d —
m——ﬁlogm\/p,

weswegen offenbar die Gleichung (8) durch die folgende zu ersetzen ist:

5% log m \/p = 1—;3—1-;—_1—__‘:—573 + F(v), F arbitrir. (15)

Wenn wir hierin m und { (= I/m) als unbekannte Grossen einfithren und

m mittelst (5) aus (15) eliminieren, bekommen wir eine partielle Differential-
gleichung erster Ordnung fir ¢, jedoch mit ¥ (v) als arbitriirer Funktion, die
jetzt statt (8) die gesuchten S’ liefert. Dass sich die Losung derselben durch
eine Riccatische Gleichung und nachfolgende Quadraturen erzielen lassen
muss (*), geht einfach aus der Bemerkung hervor, dass die krummen Haupttan-

(*) Brancul, a. a. 0., § 169, S. 316.
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gentenkurven der Linienfliche eben durch eine Ricecatische Gleichung dar-
zustelien sind, und dass man, wenn lefztere Kurven zu Parameterkurven
u = C genommen werden, statt (8) die Gleichung (11) anwenden darf, die aber
jetzt wegen (12) ergibt

8¢ 122

=L F(v) + =0, I arbitrir,
1

o

und zur vollstindigen Losung dieser Gleichung reichen bekanntlich Quadra-
turen hin.

6. Auf Flichen zweiter Ordnung angewandt nimmt die Gleichung (11)
ihre einfachste Form an:

8 logl
dudv
. . {11} {2 2) . N T A
da hierbei sowohl KR als i1 verschwinden. Die Flichen S’ sind daher
in diesem Falle aus der Formel
I Ul(w) /
w = V(@) 16
abzuleiten, wenn U, V drbitriire Funktionen von « bez. v bedeuten.
Die Gleichung (10) ergibt ferner
2 _ Ve U (u)w_@_mg\/zza:ﬁ; Uw & Og\/EG:-_E; *. (17)
m V(v) Viv) 6w Ve Viv) du Ve

Ist also inshesondere die Fliche § durch die folgende Gleichung in @, y, 2
gegeben:

2 2 2
A
"(;-2:"”“%“?‘)?'“6’2"—:‘17

und gelten damit fur die Gartesischen Koordinaten ihrer Punkte die Formeln:

1+wuw LU o l—wuv
g=0— (18)

w1+ v Y u+v’

EG—F* log V\/EG--F2
2 .

K £

dv
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so findet man
EG—F° habe

R =Y

(Braxcrr, a. a. O. § 303, oder siehe nachfolgende Nr. 15 dieser Abhandlung),
und wenn wir dann in Uebereinstimmung mit (16) schreiben

l:(u—}—v)«%—, flnz(u—kv)%, (19)

erkennen wir sogleich aus (17), dass (*):
OW=2(U+ V)—(u40) (U 4V (20)

Hierzu wollen wir noch bemerken, dass die Gleichungen (7) mit u, v als
Parametern’ der Haupttangentenkurven auf S im allgemeinen von der infini-
tesimalen Verbiegung €' der Fliche S’ lehren:

2 1o 'R"-_q 11
ou Cm 2 {’
5 R 1{29] - (21)
a—/v—log—l:z; 1 ‘a EZR\/P,
und deshalb fiir das Hyperboloid (18) als Fliche S einfach ergeben:
R =1f(u)= mg(v),
oder wegen (19):
. —u—-v J
E — X4 \/P ——W——! (2@)

wobel » eine infinitesimale Konstante ist.

II.
MiT VORSTEHENDEM ZUSAMMENGEHORENDER SATZ UBER ABWICKELBARE FLACHEN.

7. Wie in Nr. 1 seien S und S’ zwei beliebige Flichen, deren Bertih-
rungspunkte mit den gemeinsamen Tangenten als einander korrespondierend
betrachtet werden. 8’ mag sich auf eine Kurve reduzieren: jedes Flichen-

(*) ldentitdt (14) bei Brawcui, a. a. 0., § 304.
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element, das ein Bogenelement der Kurve enthilt, fungiert dabei als Flichen-
element dieser Fliche S’, und jede Gerade, welche die Kurve f{rifft, ist als
Tangente derselben S’ anzusehen. Gelten dann fiir die Bogenelemente der
Kurve (S') die Gleichungen:

do' =o', o, 2Yd, dy =8, y, Z)d 7, (23)

und werden p’, ¢, — 1 proportional den Richtungscosinus des Lotes gerechnet,
das auf irgend einem am Bogenelemente (d«', dy', dz’) haftenden Flichen-
element (x' ¢ 2" p’¢’) errichtet werden kann, so ergibt sich

pde +q¢dy —dz =0, also:
pa-t+q =1 (24)

Aber wenn dieses Flichenelement (' ¢ 2" p'¢), als der Fliche S angehorig
betrachtet, eben mit dem Flichenelemente (xy2pq) von S (¥) korrespon-
dieren soll, muss die Verbindungsgerade der Punkte (v y2) und (z' ¢ #) die
Flache S im ersten Punkte beriihren und in die Ebene des Flichenelementes

WA AW

(@ y' 2 p’ ) fallen, weshalb also

p@—x)+ qly —y)=7—x3,

25
TR R T B )

Diese Korrespondenz der Flichenelemente von S und & ist im allge-
meinen eindeutig; nur wenn jene Gerade (¥’ —wx, y'—y, ¢ —2) das Bogen-
element (23) enthilt, also im Punkte (', 3, /) die Kurve (§') beriihrt, ist an
dieser Stelle die Korrespondenz unendlich vieldeutig, indem hier das ganze
Biischel der Flidchenelemente durch (d«, dy’, dz’) dem Flichenelemente
(xy2zpq) entspricht.

8. Anstatt bloss einer Kurve (23) konnen wir diese Kurven sdmtlich,
oder, was auf eins herauskommt, oo! bheliebige Kurven

f(w’7 ?J,, z” fj‘) =0,
¢ ( ) = 07

i eine arbitrire Konstante, als reduzierte Flichen S’ der gegebenen Fliche S
zuordnen. In diesem Falle entspricht jedem Flichenelemente von § eine ganze

(26)

(*) p==F"(x), g==F'(y), wenn 2= F («, y) die Gleichung von § ist.
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Schar von oo' Fldchenelementen, die an denjenigen Bogenelementen der
Kurven (26) haften, die von den Schnittpunkten dieser Kurven mit der Ebene
des Flichenelementes von S ausgehen. Diese Korrespondenz zwischen S und
einfach unendlich vielen in Kurven ausgearteten Flichen S’ ist dann in keiner
Weise von der Korrespondenz obiger Art zwischen S und irgend welchen oo
Flichen S” verschieden. Die Anwendung, die im Néchstfolgenden von dieser
Korrespondenz gemacht wird, ist von Brancur in seiner Differentialgeometrie
von 1910 teils am Ende des § 282 in etwas weiterem Umfange vorgeschlagen
und teils auch in Kap. 1921 im Einzelnen ausgeftihrt worden.

9. Ist nun S eine beliebige Fliche und ist mit ihr eine beliebige Schar
von oo’ Flichen S in feste Verbindung gebracht, und rollt 8 mit ihrer Schar
von S’ in Gefolge auf einer auf sie abwickelbaren Fliche ¥, und fixiert man
jedesmal im Raume (x'y'2") die Lagen derjenigen oc' Flichenelemente jener S,
die nach dem Vorangehenden dem momentanen Berithrungselemente (xyzpq)
von S und ¥ entsprechen, so bekommt man dadurch oo’ Flichenelemente
im Raume (x'4'7#'), die gewissermassen dort ein Bild von § abgeben kénnen.
Dasselbe wiire offenbar durch zwei partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung analytisch zu definieren, und in erster Linie hatte man danach zu
untersuchen, ob diese Gleichungen oo' gemeinsame Integralflichen gestatien,
oder nichf. Eine Darstellung der Gleichungen in Cartesischen o, ¢, 2" - Koor-
dinaten wiirde kein tibersichtliches Resultat ergeben, wihrend dagegen der
von Biaxcul zur Erledigung einer speziellen Frage dieser Art in Kap. 19 seiner
Differentialgeometrie eingeschlagene Weg schnell zum Ziele fiihrt.

Wie in Nr. 1 denken wir uns S von zwei Kurvenscharen w=0C, v =’
durchzogen und damit durch jedes Wertepaar u, v je einen Punkt auf S zu-
sammen mit allen oo’ mit ihm korrespondierenden Punkten auf §’ eindeutig
bestimmt. Fir die Cartesischen Koordinaten 2/, 3, 2’ dieser dem Punkte
(x, y, ) von S entsprechenden Punkte der oo’ §" kinnen wir die Gleichun-
gen (1) und (2) verwenden. Wir wollen nun auch die Punkte auf ¥ durch
dieselben u, v-Parameter und die Kurven auf ¥ durch ganz dieselben Glei-
chungen u = C, v = C’ ausdriicken, die von den Kurven u = C, v = (' auf S
beim Rollen von S auf ¥, dort als Spuren hinterlassen werden. Dann werden
die in (1) und (2) vorkomwmenden dx/0u, d x/d v sowohl zu S als auch zu 3
gehoéren, da jetzt am Bertihrungspunkte (x, y, #) dieser Flidchen die Linien-
elemente VEdu, VG do fir beide von derselben Grosse und Richtung sind.
Auch X ist fiir beide Flichen dasselbe. Die zu den Flichen S und ¥ gehorigen
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Gleichungen (2) werden folglich nur in Bezug auf die Werte von I, M, P,
Q, D, D', D' verschieden.
Was p/, ¢ anbetrifft, haben wir fiir sie die folgenden Gleichungen [24, 25]
schon entwickelt :
p, o - Q, g= 17

97
p@ —a)+-q Yy —y)=4¢—=z &7

Hierzu kommt nun auch sowohl fiir & wie fiir das erwihnte Bild von ¥:

0x Oy 67
su Vo Taa (5)
s Oy 97 29)

50 "4y T 50

Auf diese Gleichungen, einmal auf §, das andere Mal auf ¥ angewandlt,
bezieht sich die nachfolgende Rechnung, bei der selbstverstindlich auch auf
die Eigenschaft der Grossen o, g, irgendwie Funktionen von «/, ¢, ¢ zu sein,
Riicksicht genommen werden musste. Weil aber die Punkte («, v/, 2') und
(, y, #) als korrespondierende Punkte dastehen und die ersteren der Fli-
chenschar S’ angehoren, ihre Koordinaten also der Gleichung dieser Fli-
chenschar und ev. den Gleichungen (26) geniigen, weil aber dagegen wx, ¥, #
Koordinaten der Punkte von S, mithin determinierte Funktionen von u, v
sind, haben wir zuniichst «, £ als gegebene Funktionen von u, v, p zu be-
trachten und demmnach fiir § zu setzen:

o == f(ua v, f")7 f= ¢ (M, v, V‘)? (30)

p ein var. Parameter.

Von der Beziehung von ¥ zu den in Frage gestellten Integralflichen,
die aus denjenigen oo® Flichenelementen («' 42’ p’ ¢') zusammengesetzt wiiren,
die bein Rollen von § auf ¥ als den Elementen letzterer Fliche entsprechend
herauskommen wiirden, gilt es, dass jede dieser Integraltlichen von je einer S’
der oo® beim Rollen von § im Raume (x'y #) erzeugten S’-Scharen be-
rithrt wird, und zwar in einem Punkte, der mit dem momentanen Bertih-
rungspunkte von § und ¥ in genau derselben fiir beide in Nr. 1 angegebenen
Weise korrespondiert. Die Werte der zu diesem Punkte gehérenden « und §
wiren offenbar aus (30) nach Einfilhrung des der betreffenden S’ zukom-
menden Wertes von p zu erhalten. Dieser Wert von v wire von der Form
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F (u, v). Die Existenz von oo' Integralflichen erwihnter Art setzt einen Wert
von p. = F(u, v, 1), A eine arb. Konstante voraus. Die oben vorgelegte Frage
ist einfach eine Frage nach der Moglichkeit eines solchen Wertes von p.

10. Aus den Gleichungen (27), (28) folgt nach Elimination von p’, ¢":

, 4z |
sy ¥Y— Y :9‘?; “‘Oa

o

oder mit Anwendung der Gleichungen (1) und (2):

) ay oy 9z oz , l__
%, —J,—m T Lau+M&v+(Dl+Dazt)Z == (),

oder nach angemessener Reduktion und Anwendung der Gleichungen
[0z dxdx \(0x\t
z(a——u) —E, 2%%——1& s(5e) =6
59y
—}—,J + lE+~wmF LE+MF

-+ﬁy+ IF+m@G LF+MG

o X —1—(5Y—§—Z 0 Dl 4+ D'm
Ich schreibe diese Gleichung kiirzer so:

LE+MF E+mF

DI+DmAd=(Xa+YE+2Z) LF+MG lF+mG

(31)
wo die Delerminante rechts = (B @ — F*) (m L — 1 M) ist, und bemerke, dass
I, m, 4, X« + Y P+ Z, E, F, G im Bertihrungspunkte von § und ¥, fiir beide
Flachen dieselben Werte besitzen; dagegen muss, mit Riicksicht auf die For-
meln (3), wenn man far S L, M,..., D" gleich L,, M,,..., D", setzt, fir }
gesetzt werden

al dyp dm oy

= —-———--——‘3 EQ
L=1Tu op du M= M, + dp ou’ (32)
sowie
ol dp . dm 9y ,
P= P_’—&y ov’ Q=6 + ¢9p EDN \33)

Wenn dann fiir ) die Zeichen D, I’, D" reserviert werden, kénnen wir aus (31)
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schliessen :

m‘—gl-——l(—%—n
Di+Dm, _ mL—I1M dp. dp 8

Dl Dom mL,— 18, - mi.—10 &n

(54)

In ganz derselben Weise ist aus (27) und (29) und mit Berticksichtigung

99

von (33) zu schliessen:

Di+=D"m _ mP-—-1Q il n&p op ay._ (31
Dyl4-D'ym mP,—1Q, mP,—1Q, dv
Wir wissen aber aus (b), dass
D,14-D",m ,
lllPo—lQO m ( L ———l]‘[o)
und dirfen daher lelztere Gleichung durch die folgende erselzen:

m oL _ léﬂ

(D — D)+ (D' —D)m_ " 3o op du -

D, [+ Dym — mL,—1M, dv’ (35)

die also im Verein mit (34) zur Bestimmung von v dienen wiirde.
Wenn insbesondere die Haupttangentenkurven auf S zu u, v Kurven ge-
nomanen werden, bekommen diese Gleichungen die einfachere Gestalf:

dp. DI (D ——Do)m

()5‘%_ D'ym
i(l_ (36)
dp (D'— D)1 +=D'm . dpim)
= Dym 2 =m mIL,—1M,’

doch, wann werden sie unbeschrinkt integrierbar? So ist denn jetzt die oben
aufgeworfene Frage nach v als F(u, v, 3) zu formulieren.

11. Wenn, wie friiher, { statt Ifm geschrieben und m durch (10) in
¢, u, v, 8(J8 u, (/0 v ausgedriickt wird, p. bei diesen Differentiationen kon-
stant gehalten, bekommen wir

0L ., 8 \/EG F*
P=2 leog( T eve ) 4
I 1 VEG=F\ .,i11 1292
a*l‘)g(c " ) “l e €+?; 1 z
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und fassen hernach die Gleichungen (36) als Gleichungen fir £ und p auf.
Wir schreiben sie in der Form:

bl 7 —_

du I, ’+D0 1, 36"
w2t (U jp )

dv  \D, ) A

und suchen sodann durch Differentiation die Existenzbedingungen fiir Lo-
sungen der Form:

C={f(u, v, p), p=F(u, v, ), ) eine arb. Konstante,

zu erhalten. Zunichst kommt:

80 9p 003y _NEG—F'| 8 D )__
v 8 wdv D, |
D

- Algrter) 7. Al B Al
du\/EG—F'] D.ov\JEGg—TF* D, du\JEG—F*/\

D (8L 9% dp\ D' —D,09% 9% 8p)
+E%FWMﬂ“.m(%+@mﬁ*

+¢_.E§;;fff‘i(__£)'__)_i(mjl )_
D, |ov\JEGa—F" du

VE G—TF*
D _‘?_(_PQ_LIML i(_“ll'o_w)t
D, v \/EG~_F“) D, ou\JEG—TF")\

wobei die vorstehenden Differentiationen von @ und ¢ in Bezug auf u, v, p.
so auszufihren sind, als ob diese Variablen von einander unabhiingig wiren.
Zufolge der zwei ersten der Gleichungen (13), der Gleichung

DD”——D’Z:—-*D'?):—L{(GP?—F. ,

der Gleichungen (36'), der Werte (9) der in (13).auftretenden Symbole %ilkg

und endlich des Wertes (37) von @ finden wir fiir die obige Bedingungsgleichung
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die expliziertere Form :

D,yloe o, , 1122 o, (NEG—F')
A i A A S NI ]
#%JAQE_ZHJ(+;J%WE&—ﬁq£4
ol " | 2y w sve
D—D,{180 ,190 & ., 1{22
T T ey Cadun a0 T 1 (T
9 ¢EG—F7 11 g WEG—F)E
2 _ ¢ — 7 = log : =0,
oo a( py/p L2y Tou Tt o
oder in leichtverstiindlicher Abkiirzung :
A{D4-(A—BY) (D —D,)— BD =0. (37

Dies ist eine partielle Differentialgleichung 2. O. fiir £. Sie gibt diejenigen
S"Scharen { = f(u, v, 1), die im Stande sind, einer gegebenen auf S abwickel-
baren, des Niheren durch D, D', D" bestimmien Fliche (Y) cine dhnliche Fld-
chenschar (u=F (u, v, 1)) 2uzuordnen.

Beildutig bemerke ich, dass, wenn § eine Linienfliche ist, und v = C die
Gleichung ihrer geraden Erzeugenden, finden wir fiir alle auf S abwickelbare
Linienflichen: D=0, D'=D/,, ; 10)1 :

=0, und werden dann in jedem Inte-

grale { = f(u, v, p) der partiellen Differentialgleichung 1. O.

NEG—T _

) — = ¢ (U, (J.), ¢ al‘bi’[l‘ﬁ]’,
o Ve

die Gleichung einer Flichenschar S’ erkennen, die fir simtlich jene Linier-
flichen je eine Flichenschar p = F (v, 1) liefert.

12. Wenn fir eine jede auf S abwickelbare Fliche das beziigliche Glei-
chungspaar (36") unheschrinkt integrierbar sein soll, miissen sowolil 4 als B
verschwinden, weshalb:

9 JEG—%j |11

—log [0 — = { )

du ‘”( . 9

é 0 112 2]
< — % Yool 4 = !
avba( ) Fr Al AP

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. 17
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Aber das kann unmdéglich so sein, wofern nicht erstens

& , j1 1y 142
sz et =as(C) e {) =l |7)) o

und zweiltens, wie aus der Zusammenstellung von (38) mit den Formeln (21)
der Nr. 6 sofort einleuchtet:

< o , p
Tm VEG—F* (40)

Vorausgesetzt also, dass die Bedingungen (39) und (40) erfitllt sind, dann
muss die der Fliche S zugeordnete und mit ihr fest vereinigte Flichenschar S’
beim Rollen von § auf ¥ eine hesondere Schar von oo' Flichen in der am
Anfange von N. 7 nidher erklirten Weise umhiillen. Diese umhiillten Flichen
will ich mit ¥ bezeichnen und bemerke, dass jene Flichen S’, wenn umge-
kehrt S in Ruhe bleibt und ¥ in fester Verbindung mit der Flichenschar 3’
auf S rollt, in derselben Weise aus ¥ als eine besondere Art von Enveloppen
zu erhalten sind. Es sei nun ¥, irgend cine zweile auf S abwickelbare Fli-
che, ¥, eine der von S’ in der ohen erklirten Weise beim Rollen von S
auf ¥, umhiillten oo' Flichen, M ein auf ¥, beliebig angenommener Punkt
und b, der hiermit korrespondierende Punktauf ¥';. Beim Rollen von S auf },
wird mit b, der Punkt auf " — a neune ich ihn — zusammenfallen, der bei
der gegenseiligen Beriihrung jener Fidchen S und ¥, in M mit eben diesem
Punkte als zu der Fliche S gehorig korrespondiert. ¥, wird dann in diesem
Punkte a (b,) von S’ bertihrt. Aber auch ¥ kann, ebensowie S, auf 3, rollen,
und bei der einmal eintretenden gegenseitigen Bertihrung dieser Fidchen in M
wird ¥ die Fliche S’ im korrespondierenden Punkte @ und also auch ¥, in
demselben Punkte a bertihren. Hieraus folgt, dass die Flichen ¥, ebensowie
sie beim Rollen von ¥ auf § die Flichen 8’ umhiillen, beim Rollen von ¥
auf ¥, die Flichen ¥, umhiillen. Die Schar der ¥ wird sich also ganz so zu
Y Y, S und allen anderen auf ¥ abwickelbaren Flichen verhalten, wie sich
die Schar der S"zu S, ¥, ¥, und allen anderen auf sie abwickelbaren KIli-
chen verhilt. Nun zeigt die Bedingungsgleichung (39), weil sie sich mit der
Gleichung (11) deckt, dass eine jede jener oc'Flichen 8" mit S die Brennfiiche
ciner W- Kongruenz ausmacht. Y, war eine beliebige der auf S abwickelbaren
Fiichen: ein und dieselbe Flichenschar S’ wird fiir jede ¥, in der erwdihnien
Weise, oder durch Integration eines Gleichungspaares (36'), eine dhnliche Flg-
chenschar Y ergeben.
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Hierzu ist noch folgendes zu bemerken. Ganz so wie beim Rollen von §
auf ¥ im gemeinsamen Bertihrungspunkte beider Flichen ihre absolute Kriim-
mung dieselhe ist, ist auch, der dritten der Gleichungen (11) in Nr. 4 zufolge,
im Berithrungspunkte von S’ und Y ihre absolute Kritmmung diesclbe.

13. Als eine Folge der gegenseitigen Korrespondenz der Haupttangen-
tenkurven von ¥ und ¥ (Nr. 4) — deun Fall (39), (40) stets vorausgesetzt —
ist zu erkennen, dass, wenn eine Y -Schar aus Fldchen bestiinde, die sidmt-
lich zu Kurven (26) ausgeartet wiiren, diese Kurven cben Gerade sein miissten.
Denn jede muss Leitkurve oo' oskulierender Streifen sein, die denjenigen
Streifen von Y entsprechen wiirden, dic sich an die cine Schar der Haupt-
tangentenkurven dieser Fliche anschliessen.

14. Bei einer anderen (relegenheit werde ich beweisen, dass sdmtliche
Flichen einer S’ - Schar, die den Forderungen (39) und (40) geniigt, aus einer
beliebigen Fldche der Schar durch wiederholle Verbiegungen parallel den Nor-
malen von S herauskominen miissen.

II.

ANWENDUNG AUF FLACHEN ZWEITER ORDNUNG.

15. Wenn die Fliche S beim Rollen auf einer auf sie abwickelbaren
Fliche ¥ nur oo' Lagen einnimmt und dennoch mit ¥ in allen Punkten in
Bertihrung kommt, muss diese Bertihrung zwischen S und ¥ in jeder Lage
der ersteren Fliche lings einer ganzen Kurve erfolgen, und ausserdem muss
in jedem Punkte dieser Kurve die absolute Kriimmung beider Flichen gleich
ausfallen. Nach einem fiir die Theorie der Verbiegung der Flichen fundamen-
talen Satze muss jede solche Bertihrungskurve notwendig Haupttangenten-
kurve sein. Es wiirde folglich ¥ derart auf S abgewickelt werden konnen, dass
sich dabei eine Schar Haupttangentenkurven beider Flichen decken. Und
nach einem Satze von BonNeT sind dann diese Haupttangentenkurven ge-
radlinig: die Fldchen S und Y, missen Linienflichen sein.

Setzen wir dann voraus, dass es fiir eine Linienfliche § eine Flichen-
schar S’ obiger Art gibt, die zu einer jeden auf S abwickelbaren Fliche »
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eine Flichenschar Y liefert, so wiirde u. a. jede ¥ derjenigen Schar dieser
Art, die zu einer Linienfldche ¥ gehort, von jeder S’ lings einer Haupttan-
gentenkurve bertihrt. Wenn aber die oo' 8’ Linienflichen sind, deren gerade
Erzeugenden mit denen von S korrespondieren, so miissen auch die letzt-
erwiihnten ' Linienflichen derselben Artsein. Dies wird offenbar auch gel-
ten, wenn die Flichen S’ zu Kurven und dann notwending zu Geraden (Nr. 13)
ausgeartet wiren. Diesen Fall werde ich fir das einschalige Hyperboloid als
Fldche S vollsidndig behandeln.

Wir haben also jetzt die Fliche S in gewdhnlichen mit ihr fest verbun-
denen Cartesischen Axenkoordinaten durch folgende Gleichung darzustellen:
y ¢

- =1,

2
X
P s

und die ihr zugeordnete §” - Schar in denselben Koordinaten durch die zwei
Gleichungen (26):

¥=az+vy, y=0p7+09, (41)
%, B, 7, 0 in noch unbestimmt gelassener Weise einen variablen Parameter p.

enthaltend. Die hierzu gehérenden Werte von I und m ergeben sich aus den
Gleichungen (1), die zunichst liefern:

dx 0z ox 6’2)_
w—xﬁ'—"f—{_l(ﬁ—‘Jlbu)—f—’ﬂl(ﬂ——‘dﬂ —O,

\ oy 0z oy dz
_)P'__ _— —_— e—— —_— — — —_— —_
y—be Hl(au M)*“"(av 6’1}) 0,

weshalb, wie nach Einfithrung der Werte (18) von «, ¥, 2 leicht ersichtlich:

Ut (bea—ad)(u'—1)+(ab—c(ad—Ly)) (' +1)-—2(ach+by)u )

2 ab(l—uv)—bex(1-+uv)—achu—rv) (12)
e w-t-v (boz+ad)(v*—1)Hab-+c(ad —Ly) (1) +2ach—by)v ) S -
2 ab(l—uv)—bea(l-+uv)—ach(u—ov)

Es erhilt damit % (= 1/m) die schon aus Nr. 6 zu erwartende Form U: V,
wobel besonders:
U=@ca—ad)w—1)+(ab—c(zd—Fy)(u'4-1)—2(@cB+by)u, % (1)
V=(bca-+ad)(v'—1)4+(@b—+c(«d-—By)) @+ 1) +2(acf —by) v
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Hierdurch ist auch, wie in Nr. 6 als Folge der Identititen

x191€=0, 321@%30

bemerkt wurde, der Bedingung (39) Gentige geleistet. Dass dagegen die zweite
Bedinguug, die Bedingung (40), nicht durch beliebige Werte von «, B, v, &

zu erfiillen ist, sehen wir bald. Wir konnen némlich wegen der Formeln (19),
(22) diese Bedingung so schreilsen:

Q:xfiﬁLﬁ”+” e - (44)
VEG—F mW V JEG—F*

» eine arb. Konstante, oder unter Beachtung dessen, dass wir nach (87) zu
setzen haben:

V%q U%;,Y ? oV
Qx9—-fwm:UW%WW@—Uﬂﬂgﬁﬁfﬁﬁ+
V__ ove ,
pOU_ oV _ - oo [6U oV
o o \/EG FFlodu S
P 7 (44)
P
ou BTEG—F ' v CJRG

Was die Werte der hierin steckenden o, VEG —F*? anbetrifft, so sind
sie bekanntlich durch blosse Differentiationen der Gleichungen (18) folgender-
massen zu gewinnen. Man berechnet

v (2%) owow oy (dw)

E*Z%ﬁ"p N T G_Z&J’

)
VEG—F*

Fx dy bz

dudv’ du vl

abe _ VEG—F?

— & = —
(u+0)'VEG—F* P
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und bhekommt dann

Ve (o) (BG—FY)
VEG —F* 8 (abc)t
_ (I —uv) +b'c (1 +uv)4-c*a’ (u—o)
9 (a b o). ’
0 p\/p lfo?v(l«}vuv)——agbgw(lﬂuv)—}—azcg(u—v)
du O ,/ Voer(lduv)+a* b (1 —uv)+a'c® (u—v)
i - p\/p Qb“’02u(1—l—ufu)—azbgu(l—uv)ﬂoﬁc?(u—v).
dv a,/ TPl uv) +a’ b (I —uv) 4o ¢’ (u— )
Die Gleichung (44) nimmt hierdurch die Form an:
oU 2,2 — )l —

VW—UM ; Q( )(b 6 (1) a7 (1 —wv)*-a'e*(u v))

—U (b%%(1+m;)—a,2b2'v(1——uv)—|~a202(u——~v)) -+

+ v (b%%(l—}—uv)—a%%(i—uv)——a“’c?(u—m))z ,

die sich nach Einfiilhrung der Werte (43) von U und V noch bedeutend ver-
einfachl und sich folgendermassen schreiben lisst:

V';—U—U———O’—Qbﬁ(a—l—o)(l_uv)—}%acy( vﬂ)+2
+2aa(® ) (w—0v)(1 —uv)—2¢(a®* —b*) (u—v) (1 +uv)— 5 (45)

~2ab(x8—~@y)(u+v)(1—~uv)—%ch(u—{—v)(i—}—uv):.

Das linke Glied dieser Gleichung wird den Gleichungen (43) zufolge
gleich
(=)

V((bcoz’~-aS’—c(a.S—By)’)uz——ol(acﬁ'—i—by')u—
~—(bcoc'—a3'—}—c(oc5——{:’«*{)'))-—
— U((bcoc’—i—aJ'—i—c(zS—@y)’)vz—l—Q(wcﬂ'—~b~/)v~

_(bm’_;«ab"——c(scS—ﬁ‘r)')),
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wobei abkiirzungsweise «', £, ..., statt g-;f, g-;B, -++» gesetzt ist. Unter noch-

maliger Anwendung der Werle (43) von U und V ergibt sich ferner hieraus :
g_:{_ «%71{302(“*‘”) (1 '—””)“b[GQ(«@'~1'B)—(YS'_Y'3)]_

—2u40) (L +uo) ol f —(r e~y — 7 (3 — 8|

v

—2— o) (1 —uv)a[vy—o(pEd—py—F@E—py)|+
+2(u— o) L+ u)e [V (i —# )~ @F—F D)+
+°.)u?v?b[ac(a'3—18'_(zs_ (zy)')....

— o (s —pyy = @~ )~y )
—}—"Z(ue-—%vg)abc(ab\'——z’Sw(fzSM@y)’)—

———Q(u?»—vg)ac{(z@—@y)g"»—«S(zS—37)'—620.']_ P

—Sabeun Ey — ) +2ab(ad —o(xd—87))+

+ 2o (ad ) — o (wd— )|
—2abe(ad—a"d).
Der Forderung (40) gemiss miissen (45), (46) denselben Wert von
14 g—f—— U gp{f liefern; m. a. W. die Koéffizienten derselben Kombinationen
von « und v in den beiden Ausdriicken miissen einander gleich werden. Wir
schliessen dann

aus den Koéffizienten fir wo: gy —p£'yv=0,
aus denen fir »’ »°: ac(a.’ §—ad — (axd— [&«{)’)——

—ca(@d—LyY+cta' (28 —By)—a*d=C(a*+c)B,
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fiir 1;ac(a'3_aa'_(13_m)')+

4o (@d—By)y—c e (ad—By)+a’d=—C(a*+¢)p,
W't 8 —ad - (20 —Ly) =0,
w—0":(ad— L)Y —3(2d —By) —b o =—C¥,

() (1 —wv): owﬂp>*y8+w—#0<w8~ay>,
(o) (1 +uv) @' —y (28— By) v (2D — B ) = O,
(w—o)y(14+uv):d (ay——ay)—a( O — p )= — O (a® — 1),
(w—2) (Il —uv): 0y —Bad—LyY+ (28 —Ly)=—Ca(d+c).

Aus den vier ersten Gleichungen folgt:

vy=K{, K konst., (1]

28 —8y==C, C konst, (2]
d=K"a, K’ konst, [3]

(C'¢* — K a*) &' = C(a® -+ ¢*) ; (4]

ferner aus den tbrigen Gleichungen:

(C'K'—b) e/ =— CKB, [5]

(KK ¢ (2 —a' ) =— CC, [6]
(CK+a*)f = CK' e, 7]
(Kb + K a*) (2§ — ' ) = — C(a® —b?), [8]
(¢ 4+ Kb = — C (b + ¢*) a [9]

Die sechs letzten Gleichungen reduzieren sich auf die folgenden vier:

KK +4-c¢+4 0 K-+a*=0, [4]
KK +¢ —CK 4b =0, [57]
(KK’ 4 ¢*) &' +CKp =0, [61]
(KK'+¢) '+ CK a=0, [7]

wenn wir eine flinfte Gleichung beiseite lassen, weil sie sich in die Form
K’ — K §° = (' bringen ldsst und folglich in den Gleichungen [l] — [3] ent-
halten ist.

Durch die sieben Gleichungen [1] — [3], [4] — [7] wird unsere Frage nach
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der Moglichkeit einer Geradenschar (41) als S’ - Schar des Hyperboloides (18)
leicht erledigt.

Die Gleichungen [6], [7] liefern uns «, § als Integrale der Gleichung
(KK 4-¢)? 2" — P KK a=0,

und weil fiir y. keine besondere Voraussetzung gegeben ist, kéinnen wir dann
annehmen

«=Asiny, A konst, (a)
aber dann auch
C*RKRKN -+ (KK +¢*) =0 (&)
Aus [67] kommt nun
—i
QZ_A\/—”K' COS 1, ()

und wenn wir hernach €, K, K’ durch drei konstante Grossen o', b, ¢’ er-
setzen vermittelst der Formeln

r g’ [y NN 4 2 19
a'bc ., a'be ¢ ¢
K= — "—I—)';z— » KN'= ”’,2““’ s (== p ' (b’)

die letziere eine Folge der zwei vorangehenden und der Formel («'), so kénnen
wir aus [1] und [3] schliessen:
, Ve .
y=Ac cosy, S:A’a}" sin g, (c)
und aus {2]:

b b :
€= AP (c)

Nun bleibt nur noch tibrig, auch die Gleichungen [4], [5] zu befriedigen.
Sie ergeben

b
2 2] 3 2 2 2 )
¢ —c*+a*—Ac"=0, ¢—+b— 4% a,2=0,

4

weshalb:

A0 =TT, AL e=FTo—c. (@)

Unsere Untersuchung ist hiermit zu Ende gefithrt. Mit den Ausdriicken
(@), (b), (¢) fur «, B, v, 9, dabei 4, &', ¥, ¢’ Konstante bezeichnend, die nur
den Bedingungen (¢”) unterliegen, und mit der in (b) steckenden Quadrat-
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wurzel V—K JK gleich b'/a’ haben wir fiir die vorliegende Fliche § den For-
derungen (39) und (40) gentigt. Wir sind nun zu folgender Geradenschar
gelangt:

, . (t2—<}—02~——-0’2 ——— \x
@ = z’sm;&.i~——-o,—————~—§-\/a“’+c“——c’“cosy, /
Vigerae: ; (47)
' b?“‘*—‘C?_‘C’Z B 78
Y :-—z"COSy..——-~7————-+\/b'+02——0‘81|’1‘u,
/

als zu der einzigen moglichen S’-Schar von der Form (26). Als Fldche §
hatten wir das Hyperboloid

z?

ax? yz .
ot T !
gewihlt, Die Geradenschar (47) stellt eine Schar von Erzeugenden des kon-
fokalen Hyperboloides

2 H w2

X Yy o 2 —
a® 4 (¢ — ¢™) + b* 4 (¢* — %) ¢ — (¢’ — ) 1

dar; wir sind deshalbd durch das Vorangehende zu keiner anderen Transfor-
mation der auf das Hyperboloid abwickelbaren Flichen gekommen als der von
Bianchi, die von irgend einer auf eine Fliche zweiter Ordnung abwickelbaren
Fliche zu unendlich pielen neuen ebenfalls darauf abwickelbaren Fldchen fithri,




