
Intorno all' interpretazione della Teoria di 
Galois in un campo di razionalit  finito. 

(D~ V. SCARPIS, t~ Bologna.) 

H o  constatato in una breve precedente Nota (*), che applicando alla ri- 
soluzione di una congruenza di terzo grado (rood. p) la formola cardanica, 
in dipendenza dal carattere quadratico di certi elementi, essa, in certi casi, 
diviene illusoria quando la congruenza ammette tre radici, ed efficace quando 
ne possiede una sola; mentre, in altri, succede precisamente il contrario. Ho 
quindi accennato alle modificazioni che potr.ebbe subire la Teoria di G:~LOiS 
ove si volesse applicare ad equazioni i cui coeflicienti e le cui radici appar- 
tenessero ad un campo composto di un numero tinito di elementi. 

Scopo di questo lavoro ~ di presentare alcuni risultati ottenuti intorno 
a tale questione, i quali potrebbero forse servire di incentivo ad altri pifl 
profondi ed esaurienti. 

I) Data una funzione dell ' indeterminata i 

f (i) ~ ao i" ÷ a, i" - '  - i -  . . . - i -  a,, 

i cui coefficienti sono interi qualunque appartenenti  al sistema completo di 
residui del modulo primo p e che si suppone irriducibile rood. p, + noto che 
i p" elementi : 

ao,+/?-' + a,++ i "-++ -t- • • • -k a,i,_,;,, = r~ (I) 

che si ottengono attribuendo ai eoeffieienti a++, indipendentemeate l 'uno 
dall'altro, p valori congrui rood. p a d  uno qualunque dei p residui 

O, 1, ~ , . . . ,  ( p - - i )  

costituiscono un esempio di un dominio ~ pseudo-ortoide ~) chiamato ~( campo 

(+) Periodico di Matematica. Volume XXVII, Fasc. [I, i9ii. 

An~mli di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 
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di GALo~s >> definito dalla funzione modulare f(i) e dal numero primo p, e che 
indicheremo brevemente con (r). 

Agli elementi (1), altri si possono sostituire che ad essi siano rispetti- 
vamente congrui risoetto alla f(i) ed a p, i quali si identificheranno col pre- 
cedenti. 

Manifestamente (r) contiene in s~ come divisore il campo 

O, 1, °2 , . . . ,  ( p - - 1 )  

the si pub considerare generato dall ' irriducibile 

f (i) = ao i + a, 

e come ~ noto (*) in (r) sono sempre univoche e possibili te operazioni ra- 
zionali esclusa la divisione per l 'elemento hullo. 

Per quanto concerne le equazioni, si dimostra ehe una 

i eui coefticienti appartengono ad (r) non pub avere nello stesso campo pifi 
radici che uni[~ il suo grado e ehe in particolare l 'equazione 

X "~ == I 

possiede in (r) un numero di radici eguale al m. c. d d i m  e (p" - -1) .  
Notiamo inoltre che gli  elementi di (r) (marche, seeondo il DICKSON), ove 

si escluda lo 0, formano un gruppo abeliano rispetto alla moltiplicazione; 
mentre, includendovi lo 0, c0stituiscono un gruppo pure abeliano rispetto al- 
l'addizioue. 

Se ora, in luogo del sis[ema completo di residui rood. p, assumiamo come 
base i |  campo di GALoIs precedentemente definito: 

r0, r , ,  re 0") 

dove s~---p"--1, detta f(i) una funzione di grado m dell ' indeterminata i a 
coe[ficienti ed irriducibile in (r), considerando il sistema di p""~ elementi: 

ao,~ i " - '  -+- a:,,  i ''-2 --F- " " a . , _ . ,  = Rj,  ( 2 )  

verremo cosl a costruire un campo pifi esteso (R) contenent.e (r) come di- 

(*) D:C~:SON, Linear groups with an exposition o f  the Galois field theory. Teubner ,  Leipzig. 
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visore e relativamente al quale si pub ripetere quanto si 5 affermato pel 
precedente. 

2) Data ora una funzione ? (x) irriducibile in (r) si dimostra (*) che 
la condizione necessaria e sufiiciente perch~ ~ (x) divida il binomio 

l ~'~ __ 

che il grado v di y (x) sin divisore di k. 
Ci5 premesso, sin 

= o ( 1 )  

un'equazione a coefficienti ed irriducibile in 
di m. In quest'ipotesi ? (x) divide 

X pNm _ _  X 

e poich5 l 'equazione : 

(r) il cui grado ~ ~ divisore 

ha per radici le p ..... marche di (R), se ne conclude che ]a (l) avr'h essa pure 
nello stesso campo v radici distinte e fuori di (r) in conseguenza della sun 
irriducibilith. 

Poich~ se ~ ~ radice di (1) lo ~ pure 

segue c h e l a  successione 

% :¢p", ~.¢~,. . . ,  ~v~ ' , . . .  (2) 

risulter& composta di radici di (1). 
[ termini della (2) non possono risultare tutti tra loro diversi, per cui 

se ue incontreranno senza dubbio due tra loro eguati, ed i primi soddisfa- 
centi a tale condizione s iano:  

per cui dividendo per ~p'~ =I= 0 r isulta:  

1 = = 

Dico che a~'~-I ~ 1. 

(~) Dm~sos, Op. cit., Cap. I[, § 25. 
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Infatti, ove ci5 non  fosse, pos to :  

si dovrebbe avere 

il che non pub essere, poich~ la 

x~ ~" : I 

esseudo p~" pr imo con p .... --1, ammet te  in (R) l 'unica radice x = 1. 

Segue che 
~p8.--1 = _  1 

e se ne conclude che :,. appar t iene  a l l 'esponente  p ~ ' - - 1 ,  o ad un suo divi- 

sore, e che intanto si h a :  

cio~ che il pr imo a r iprodurs i  dei (2) ~ lo stesso ~ e che quindi r----0. 

Ne viene che le s radici di (1) 

~, ~ - ,  : ~ - , . . . ,  ~.p('-')" (3) 

sono tut te  diverse, e che quindi  non  potr~ aversi  

vale a dire che, se ~ non appar t iene  a p " - - 1  deve aver per periodo un suo 

divisore proprio. 
Poich~ la : 

ammet te  la radice ~ dell ' irriducibile (1), le possiede tu t te ;  vale a dire 

divisibile per ~ (x) e quindi ~ ~ divisore di s, per eui v ~ s. D'altra parte,  
poich~ le (3), tut te  diverse, sono radici di (1) dovr'~ pur  essere s ~ v ,  e se 

ne conclude : 
8 = V .  

Abbiamo quindi che, se ~ ~ una qua lunque  delle radici di (1), il loro 
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ins ieme vien dato  da :  

dal  che segue c h e l a  (1) 5 no rma le  ed abeliana.  
S u p p o n i a m o  ora che il g rado  v di (1) non  sia divisore di m, e che essa 

poss ieda  una  radice :¢ in (R). Come pr ima si d imos t re r~  che in ques ta  ipotesi  
dovrebbero  esser  pu re  radic i :  

(5) 

a p p a r t e n e n d o  :~ a / ~ " - -  1 o ad un suo divisore propr io ,  essendo le (5) tu t te  
tra loro diverse. 

Ma avendo  la 
~ P ' ~ ' "  - -  X~ ~ 0 

u n a  radice a c o m u n e  con l ' i r r iducibi le  (1) dovrebbe  ammet t e r l e  
essere 

X P " ' "  - -  X 

tut te ,  ed 

divisibile pe r  ~ (x), vale a dire m mul t ip lo  di v, il che ~ cont ro  l ' ipotesi,  pe r  
cui non  ~ ammiss ib i le  c h e l a  (1) abbia  radici in (R). Conc lud iamo col T e o r e m a  
seguente  : (< Un ' equaz ione  di grado 

a coeflicienti ed i rr iducibi le  ill (r), poss iede  in (R) o v radici  o n e s su n a  se- 
condoeh~ v ~ o no divisore di m)). 

Se :¢ ~ u n a  q u a l u n q u e  di tall radici, il loro ins ieme ~ dato dalla suc- 
cessione : 

e la da ta  equaz ione  ~ abe l iana  7>. 

Segue  da ques to  T e o r e m a  che il p rob lema  che si riferisce alla r i soluzione 
in (R) di una  i rr iducibi le  in (r), r imane  l imi ta to  al caso in cui , ~ divisore 
d i m .  

3) Det ta  ~. una  q u a l u n q u e  delle radici  dell ' i rr iducibile in ( r ) :  

(x) = o ( i )  

di grado  v divisore  di m, s a p p i a m o  che il loro ins ieme ~ da to  da 
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Se ora in (2), ad :¢ sostituiamo una qualunque :¢p", esse si riproducono 
permutandosi  secondo la potenza r ~''~ della sostituzione circolare: 

g = (~ ~p" ~ , , . . .  ~(~-,).~) 

e reciprocamente, reffetto della sostituzione g" in (2) equivale a sostituire 

Le operazioni che rimpiazzano ~ con ~ ' ~ ( r =  0, 1, 2,.. . ,  (~--1))  sono 
suscettibili di composizione (*), ed ii prodotto di due di esse si risolve in 
una de]le stesse : indicandole con 

si scorge subito che costituiscono un gruppo isomorfo al gruppo ciclico 

G = I g ° = l ,  g, g ' , . . . ,  g~-I I .  

Dimostriamo ora le propriet~ fondamentali del gruppo G. 
a) <( Se una funzione razionale delle radici di (1) con coeftieienti in (r), 

r imane numerieamente invariata per tutte le sostituzioni di G, essa ha valore 
razionale, cio~ in (r)>>. 

Sia F(:¢1, :¢~,..., :~) una tale fuuzione, e se ne esprimano le radiei me- 
diante una qualunque di esse. Si avr'~: 

= (3) 

Se ora si eseguisce sul primo membro di (3) la g~, cib equivale a so- 
Stituire :¢p" ad ~, per cui:  

Ma, per ipotesi, la F non muta di valore qualunque sia g~, per cui ne 
viene : 

v 

ed essendo la somma tra parentesi funzione simmetrica delle ~., se ne deduce 
che F ~ razionale. 

('~) WEB~R~ Lehrbuch der Algebra. I, § 15~. 
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b) Reciprocamente ,  s ia :  

dove ~ appar t iene  ad (r). 
L 'equazione 

+ (x) = 

avendo una  radice in comune  coll ' irriducibile (1), le ammetteHt  tutte, per  cui :  

e par iment i  : 
1 

c) ~( Se una  sost i tuzione sulle ~ lascia numer i camen te  invariata  qua- 

lunque  funzione razionale  delle radici a coefficienti e valore in (r), essa ap- 

par t iene a G ~. 

Sia infatti  ,{ una  sost i tuzione dota ta  della det ta  proprietfi, e si ponga 

Applicando la 7 alla relazione 

+ (~) = p 

questa  cont inua,  per  ipotesi, a sussistere,  per cui si avr~:  

essendo ~.,~" la radice che 7 sostituisce ad ~. Ripetendo la 7 sulla precedente  
si ot terrh : 

dal che segue the  7 ~ ad :~ sostituisce :¢v~k,. Cosl con t inuando  si conclude che 

,¢ 
vale a dire che :  

y ----- g~, 
cio~ che 7 appar t iene  a G (*). 

Ammet t endo  il gruppo G le tre proprietk a), b), c) carat ter is t iche del 
gruppo di GALO~S di un 'equaz ione  algebrica, 1o si dir'k, esso pure,  g ruppo di 
GALOIS deli ' irriducibile (1). 

(*) Se 7 lasciasse ferma quella particolare a in funzione della quale si immaginano espresse 
le ~¢~, % .... , av, basterebbe, come ~ lecito, supporla sostituita con una qualunque di quelle 
che vengono spostate dalla 7. 
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Dalla forma stessa di G risulta senz'altro che esso i~ transitivo: recipro- 
camente data una 

F ( z )  = o (3) 

a coefiicienti in (r) e riducibile, ammesso che possieda radici, e che esista 
un gruppo r su di esse dotato delle proprieth a) b) c), si dimostra che esso 
dev'essere intransitivo. 

Detto infatti f~ ( x ) u n o  dei fattori irriducibili di F(x) che possieda F- 
radici in (R), siano esse:  

~1~ ~ , . , ~  ~,~. (4') 

Le funzioni simmetriche elementari  delle (4), come razionali, do-~Tranno 
ammettere tutte le sostituzioni di r ,  le quali dovranno limitarsi a permu- 
tarle tra loro; poich~, ore esistesse una ¥ che trasformasse il sistema (~) in 
un altro totalinente o parzialmente diverso 

(5) 

le (4,) e (5) dovrebbero soddisfare alla stessa equazione fl ( x ) =  0, il che 
assurdo. 

Risulta da cib che le (4') costituiscono un sistema d'intransitivit~. 
Teorema : ~ Un'equazione 

@) = 0 

a coefiicienti ed irriducibile in (r) e con radici in (R), possiede uu gruppo 
di GALOIS transitivo; reciprocamente se un'equazione 

@) = o 

a coefficienti in (r) e riducibile in questo campo ammette radici in (R) ed 
esiste per essa un gruppo di GALOIS, questo dev'essere intransitivo. >~ 

4,) Supposto ora che il grado m della fuuzione modulate f(i) (§ 1) non 
sia maggiore di p" ordiue del campo (r) che si ~ assunto come base di. (R), 
passiamo a riassumere quelle tra te proposizioni della Teoria di GALOrS che 
ne costituiscono il nucleo. 

Per brevith, indicheremo costantemente nel seguito una funzione razio- 
hale delle radici di una ~ (x) ~-- 0 a coefiicienti ed irriducibile in (r)~ col sim- 
bolo F ;  specificando volta a volta il campo a cui si intenderh appartengano 
i suoi coefficienti ed il suo valore. 
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Per  quei  Teoremi ,  la eui d imos t raz ione  proeede  para l l e lamente  a quel la  
ehe si d~ hel l 'Algebra  o rd inar ia  (*), si riporter '~ il solo enuneia to .  

T e o r e m a  1.°: (, Quelle sos t i tuz ioni  del g r u p p o  di GALOIS della ~ ( x ) =  0 
ehe laseiano n u m e r i e a m e n t e  invar ia ta  u n a  F a eoeffieienti in (r) ed a valore 
q u a l u n q u e ,  ne fo rmano  un  so t togruppo .  ,, 

T e o r e m a  2.°: Se G ~ il g r u p p o  di GALOIS di u n a  

(x)  = o 

a eoeffieienti ed i rr idueibi le  in (r), e G' 5 il s o t t o g r u p p o  di G eui appar t i ene  
u n a  F a eoeffieienti in (r), appl ieando  a ques t ' u l t ima  l u t te  le sos t i tuzioni  

di G, essa assumer~t - - =  q valori  
Y 1 

F ~ / I ,  Y2,..., Yq 

essendo  q l ' indiee di G' in G, i quali  s a ranno  radiei di u n a :  

(y) = 0 

a eoeffieienti  in (r) ed in esso irr idueibile,  ed il eui g ruppo  di GaLo~s g il 
g ruppo  e o m p l e m e n t a r e  

G 
F : ~  >>. 

T e o r e m a  3. 0 : (< Se F e d  F '  a p p a r t e n g o n o  allo stesso so t tog ruppo  G' di G, 
esse si pos sono  espr imere  r az iona lmen te  l ' una  nell 'al tra >>. 

Detto q l ' indiee di G', s iano 

F - = y ~ ,  y~,..., y~ 

i valori  diversi  che a s sume  la F per  tu t te  le sosf i tuzioni  di G, i quali  sono 
radici  dell ' i rr iducibile 

+ (y) = 0. 

Se ?'~-----1, T~.,..., y~ sono sos t i tuz ioni  di G che fanno a s sumere  alla F i 
valori  yl = F ,  y~,.. . ,  y~, lo stesso effetto p r o d u r r a n n o  le :  

g'.Y~; g ' . y 2 ; . . . ;  g'7~ 

dove g' ~ u n a  q u a l u n q u e  di G'. 

(~) Cfr. BIANCtII, Teoria dei gruppi di sostituzioni, etc. 

Annali  di Matematica, Serie IIi, Tomo XXIII. 
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Cib premesso, costruendo la funzione : 

\ y  - -  y l  y - -  y2 y - -  yq] 

ed eseguendo sulle ~ una qualsiasi sostituzione di G, le y ,  si permutano net 
denominatori, come le F'g,y net numerator i :  ¢ (y) ~ quindi funzione di y i 
cut coefficienti, funzioni alia lor volta delle ~, ammettono tutte le sostituzioni 
di G e sono quindi razionali, cio~ in (r). Facendo y ~ y ,  r isulta:  

, (v , )  = (y ) ,  

dove ~' (y)=]= 0 poich~ la ~ (y)--~ 0 come irriducibile non ha radici multiple, 
e n e  segue quindi che F'9.y , ~ razionale in y ed in Darticolare che F '  ~ ra- 
zionale in yl-----F. 

Corollario : (< Se F '  rimane invariata per tutte le sostituzioni di G' e per 
altre ancora;  vale a dire se appartiene relativamente a G a d  un gruppo con- 
tenente G' come sottogruppo, la F '  sarh sempre esprimibile razionalmente 
mediante la F, ma non viceversa, .  

Teorema &o: <( Data una 
¢ = o 

a coefticienti ed irriducibile in (r) aggregando al suo campo di razionalith 
una F~-- y , ,  il sottogruppo G' cut F appartiene, diventa il gruppo dell'equa- 
zione nel campo (r, y,). 

In (r, y~), la ~ (x) diviene riducibile spezzandosi in q fattori ~,(x) irri- 

ducibili di grado - - = v ,  essendo q l'indice di G' in G, e v, l 'ordine di G'. 
q 

Ciascuna pot delle q equazioni:  

¢, = o 

ha per gruppo il corrispondente fattore circolare della base di G' , .  
Che G' ammetta la propriet'£ b)(§  3) del gruppo di GALOIS, ogni quat- 

volta il valore della funzione delle radici appartenga, insieme ai suoi coeffi- 
cicnti, al primitivo campo di razionalit~, 6 manifesto poich6 G' 6 sottogruppo 
di G. 

Sia ora U (% : q . . .  a,) una funzione che in generale supponiamo a valore 
e coefficienti in (r, y,), per cut:  
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Ma la ( U - - 0  (Yl)), che in ultimo si riduce ad una funzione razionale 
delle :¢ con coefficienti in (r), come nulla ammet te  tutte le sostituzioni di G 
e quindi  di G' per cui :  

G '  - -  0 ( G ' )  = 0. 

Ma F ~ , =  F : y ~  e quindi :  

G,=o(v , )=  u. 

Resta cosl prova[o che G' possiede ]a proprieth b). 
Per  la proprieth a), basra osservare che, in base al Teorema e Corollario 

precedenti ,  se una  F '  r imane numer icamente  invariata per tutte le sostitu- 
zioni di G' sarh F '  razionale in F =  y, ,  cio6 apparterrh al nuovo campo di 
razionalit~. Rimane ancora a provarsi  che G' r isponde pure alla condizione c). 
A tal uopo, r icordiamo che essendo G ciclico, G' aw'~ la forma:  

i . . . . . .  

(~/..qgn(,--1) ~) .(2q--l) . . .  ~zl).(~,,--1)) t 
. . . . . .  i 

Cib premesso, essendo ? in (r, y~), consideriamo la funzione 

i cui coefiicienti, ammet tendo  tutte le sostituzioni di G' appar iengono ad 
(r, Yl). Se ora Y 6 una sosti tuzione di G che lasci numer icamente  invariata 
qualunque  funzione razionale delle radici a coeflicienti e valore in (r, y,) e 
quindi anche la 0, dovr'h necessariamente pernmtare  tra loro le:  

sost i tuendo ad ~ una  ~"~,  a questa la ~p~"~ e cosi di seguito, per cui Y con- 
terr'A come fattore la potenza k ~; .... del ciclo G .  

Nello stesso modo si dimostrer~ che dovr~ pure conienere una potenza 
h ~'~" di C~ e cosi di seguito;  e poieh6 le sostituzioni di G sono regolari ed 
6 quindi  k = h . . . .  si conclude che 

vale a dire ~" appart iene a G'. 
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II gruppo G', soddisfaeeado alle eondizioni a) b) e), 5 quindi il gruppo 
di GALOIS della ~ (x) = 0 nel campo ampliato (r, y,). Essendo G' intransitivo, 
la ? (x) = 0 nel nuovo eampo diviene riducibile in fattori irriducibili di egual 
grado ciaseuno dei quali ha per radici quelle appar tenent i  ad uno stesso si- 
sterna d'intransitivit'a, e se indichiamo con ~ (x) quelle dei fattori di ~ (x) 
le cu[ radial appar tengono al ciclo C,, ~ facile il vedere che C, diventa il 
gruppo di GALoIs in (rye) dell ' irridueibile: 

?, ( x )  = o.  

Teorema 5. ° : ,, Per  ogni sot togruppo di G, esistono funzioni ad esso ap- 
par tenent i  ,. 

Sia G' tale sot togruppo : esso avr'a la forma gih nota ta  nel Teorema pre- 
cedente, ed eseguendo le sue sostituzioni sulla funzione F =  y, : 

- -  - -  ?'* + c , ,  ~',-* + c,= 8' , -~ + • .  • c,~, 

dove ? ~ un ' indeterminata  in (r), la predet ta  funzione non muta, mentre per 
una  sostituzione di G non in G', si cambia in:  

Se ora immaginiamo effettuate sulla y, tut te  le sostituzioni di G, otter- 

remo q = - -  funzioni algebricamente dis t inte:  

Y, : e'* + c,, ~,-* + . . . .  q- c,, ) 

( i =  1, ~, 3 , . . . ,  q). l O) 

Dieo the  potremo sempre scegliere l ' indeterminata  ? in modo che le y, 
risultino numer icamente  diverse. 

Premesso che nella suceessione : 

c,~, c~, . . . ,  c,,~; (k : 1, ~,. . . ,  ~,) 

ciascun termine si deduce dal precedente sost i tuendo ~p" ad % e che lo 
stesso avviene quindi  nel la:  

Y,, Y~,..., Y~ 

not iamo che se due delle y, y,. ed y, pet" un eerto ? assumono valori eguali, 
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esse diventano tutte eguali se q ~ dispari; mentre se q ~ pari od accade lo 
stesso, o risultano tra loro eguali quelle d'indice pari, e quelle d'indice dispari. 

Infatti dall'ipotesi 
y . = y ,  

segue che y , . - - y~  = 0 ha valore razionale e che rimarr~t quindi invariata per 
tutta la sostituzione di G per cui: 

y . + , - - y ~ + , = 0 ;  y , .+~- -y~+ . - -0 . . .  

e di qui, facihnente, quanto si ~.asserito. 
Ne viene che, se per un certo ~ due qualunque delle y se q 5 dispari, 

o due con indice di egual parit~ nel caso opposto, risultano tra loro diverse, 
per lo stesso ~ tutte indistintamente l e y  assumeranno valori diversi. Consi- 
deriamo dopo cib la :  

y,. - -  y .  = (c,.~ - -  c . , )  ~ - ~  -4- (c,.. - -  c~)  p~-~ ÷ . . .  + c ~ ,  - -  ~ ,  = 0 

soddisfacendo gli indici r, s alla predetta condizione. 
Una tale equazione che non pub mai ridursi ad una identitfi, potr~ avere 

al pifi ( v , -  1) radici in ( r ) e  siecome v ~ < m L p " ,  esister~ in ( r )pe r  lo meno 
un ~ per cui le due y~, y~ assumeranno valori diversi e tall risulteranno 
tutti i termini della successione 

Y,, y~,..., y~. 

Resta cosi provata l 'esistenza di una funzione appartenente a G'. 
Osservaz ione:  ~( Confrontando questa dimostrazione con quella che si db. 

nel caso ordinario (~), si scorge il perch~ dell'ipotesi restrittiva mLpn~) .  
Teorema 6.°: ~ Se ampliando .(r) con una qualsiasi marca di (R), il gruppo 

di ? (x )~ -0  si abbassa ad un suo sottogruppo G', 1o stesso risultato si pub 
conseguire aggregando ad (r) una F appartenente a G'~. 

Teorema 7. 0 : (< Siano 

~(~)=o; ~,(~)=o 

due irriducibili a coefficienti in (r) con radici in (R), e G, r i loro gruppi 
di GALOlS: se aggregando ad (r) le radici ~ di ~ ( x ) = 0 ,  G discende a G' 
d'indice q, reeiprocamente ampliando il campo (r) con le radici a di ~ (x) ~ 0, 
r si riduce ad un suo sottogruppo r '  d'indice q ~). 

(~) BIArcc•I, Op. cit.,§ 69. 
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Anehe la dimostrazione di questo impor tante  Teorema ~ del tutto simile 
a quella sua eorr ispondente  nell 'Algebra (*), ed ~ una  eonssguenza diretta 
delle preeedenti  proposizioni. 

Da quanto  precede risulta ehe le proposizioni fondamental i  della Teoria 
di GaLOlS eonservano il loro significato anehe se applieate ad equazioni in 
uno spseiale eampo di razionatit'a tinito. 

Nel paragrafo seguente vedremo come esss si possano applieare alla ri- 
soluzione e discussions del problema ehe ha per seopo la determinazione 
delle radiei mediante  radieali. 

5) Data la 
( x )  = o 

a eoeflieienti ed irridueibile in (r) (li grado v divisore d i m  e quindi  dotata 
di v radiei in (R), indiehiamo con ~ una radiee primitiva ~°~' ..... dsll'unit'a, s 
si ponga quindi :  

Applieando ad y, la sosti tuzione fondamentale  

g . = ( : , .  : ~  ~.~,° , . . .  :~p,(,'-,)) 

del gruppo della (1) si ottiBne: 

y,~ ~ -  y= = ~ v ,  @ z ev':,, - b .  • • ~"-' ~ - ~  ~-'  • Y , ,  

dat che segue Bile la potenza v'~;"' di y, 

= ,.)" 

r imane numer ieamente  invariata per Ia g e per  le SUB potenze, e ne viene 
che essa ~ razionahnente  esprimibile mediante  ~ e gli elementi  di (r). 

Ponendo  in generals 
= B , .  

le B,. saranno tutte razionalmente nots  e per6 Is B~ si ot terranno estraendo 
una  radice ¢*;"'~. 

Faeendo suecessivamente in (2) r== 0, 1, ~,... ,  ( v -  1), ne risulta un si- 

(~) BIANCHI, Op. cit., § 7a,. 
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stem0~ di v equazioni lineari a v incognite ~, ~P",..., :opts-')" da cut, sommando, 
la formula di risoluzione : 

- + + + • • • 
- -  (a )  

,¢ 

essendo a, il coefficiente del secondo termine di (1) supposto quello del primo 
ridotto all'unifft, e sulla quale si possono ripetere le stesse osservazioni che 
valgono pel caso analogo nell'Algebra ordinaria (*) e intorno a cut non insi- 
stiamo. 

Poniamo ora che il grado v della (1) sia primo con S ~ - p  ...... ~ 1. In 
questa ipotesi la: 

ha in (R) l 'unica radice x ~ 1, e la (3) diviene evidentemente illusoria. Se 
invece v non b primo con S, ma non ~ nemmeno un suo divisore, possono 
presentarsi due cast: che v sia coml)osto di soli fattori primi di S, oppm'e 
che contenga qualche fattore estraneo. Nel primo caso si raggiunger'A la so- 
]uzione della (l) mediante quella di una catena di equazioni i cut gradi ri- 
sulteranno tutti divisori di S ed alle quali si potr~ sempre applicare il pro- 
cedimento su indicato. 

Nel secondo caso, posto v ~ v~. q dove v~ ~ il prodotto di tutti i fattori 
di v estranei ad S, determiuando una F ~  y, appartenente a G' d'ordine v~ 
e d'indice q (§ Q ches i  otterfft risolvendo una + (y) ~ 0 di grado q, ampliando 
pot il campo (r) con l a y , ,  la (1) verrh ad avere per gruppo G' divenendo 
riducibile. La sua risoluzione si potr& bensl far dipendere da quel la  dell'e- 
quazione c h e s i  ottiel~e eguagliando a zero uno dei suoi fattori irriducibili 
.in (r, y,) di grado v,, ma essendo v, primo con S, la (3) risulta nuovamente 
illusoria. Facciamo ancora vedere come, applicando il Teorema 7. ° del § 4, 
si possa dimosirare l'impossibilith di abbassare comunque il gruppo della (1) 
quando s i av  primo cou S. 

Supponiamo infatti che ampliando (r) con le radici  ~ di una qualsiasi 
ausiliaria ,,~ (x) ~ 0, irriducibile in (r) e di grado t~. divisore di S, o composto 
di soli fattori primi di S, e di gruppo r ,  sia possibile ridurre quello della (1) 
ad un suo sottogruppo G' d'indice q : per il citato Teorema, l 'aggregare ad (r) 

(*) BIANCitI, Op. cir., § 73 e seguenti. 
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le radici a di (1) dovrebbe pure abbassare r ad un suo sottogruppo r '  d'in- 
dice q. Ne verrebbe allora: 

e poich~ IJ. risulta di soli faltori primi di S, non sarebbe pifl ~ primo con S. 
Dovrh quindi essere necessariamente 

a = l  

e G ' = G .  
Se il grado l'- non ~ composto di soli fattori primi di S, potrh anche ot- 

tenersi un abbassamento del gruppo di (1), ma allora bisogna supporre date 
le radici di ~ ( x ) ~  0, poich6 ore si volessero costruire per radicali, si urte- 
rebbe nella stessa difficolt~. Un caso che sembra a primo aspetto contradire 
ai risultati precedenLi, ~ quello in cui la (1) fosse della forma:  

= p 

con ~ non composto di soli fattori primi di S:  ma ~ facile vedere che in 
questa ipotesi la (~) non pub soddisfare atla duplice condizione di essere 
irriducibile e di avere il suo grado divisore di m. 

In vero posto: 

~ - = ~ . ~ ;  ~ = D ( S , ~ )  

le potenze di grado v delle S marche di (R) (lo zero escluso) danno luogo 
S 

ad un sistema di ~- residui diversi ciascuno dei quali ~ ripetuto 3 volte (~). 

La (1) possiede quindi o ~ radici o nessuna (~<v) ,  mentre se fosse irridu- 
cibile con ,J divisore di m, dovrebbe ammetterne v. 

Osservazione: ~ La formula di risoluzione (3) qualora sia v composto di 
soli fattori primi di S ~ valida in generale poich~ viene dedotta da propo- 
sizi0ni ehe sussistono indipendentemente dall'ipotesi restrittiva m _~p ' ;  non 
sarebbe perb legittimo l'uso dei Teoremi 5. °, 6. °, 7. 0 del § z~ alla sua discus- 
sione nel caso ~ primo con S, qualora fosse r e > p "  ~. 

6). Esempi : 
I . ° p ~ 2 ;  f ( i ) ~ i 6 ~ i - - l ;  n~---l; m ~ 6  

,~ (x) = x ~ ~ x ÷ 1 ---- O. (1) 

(~) DICKSON, Op. cit., Cap. lII. 
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Come base d[ (R) assumiamo 

(r) = (0, 1) 

ed (R) r isul ta  costi tuito dai 06 e lement i :  

ao i ~ - ~  a ,  i '  - ~  . • • @ a~ 

che si o t tengono a t t r ibuendo alle a i valori 0, 1. 

La (1), il cui grado v = 3 ~ divisore d i m  ~ 6 ed ~ irriducibile in (r), ha  
tre distinte radici in (R) e poich~ ~ ~ divisore di 

S ~ ~ - -  ] -= 63 

po t remo applicare la formula  (3) § 5. 
Detta  ~ una  radice cubica primitiva delFunifft, av r emo :  

B, ----- (a, -+- ~ ~ -~- s ~ :%)~ = Z ~,~ -~- 6. % ~ % 

2 + ~  (~, ~ +  ~, ~ + ~  ~) + ~ ( ~  ~ + ~, ~ +  ~ ~). 

Posto, in base al Teorema  del § ~, :~, ---- ~.; ~.~-----~', % = ~.', r isulta : 

e poicb~ : 

ne  viene : 

per  cui :  

5 5 5 5 -- 6(2 --~- ~'s 

Par iment i  : 

~ ÷ ~ , ~ ÷ ~ = ~ ' +  ÷ = ~ ÷  ÷ = ~ , .  

Avremo cosi per  B~ : 

Annali di Matematica, Serie iII, Tomo XXIII. 8 
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e dalle formule di NEWTON (~): 

6 . : ¢ ~ . % . ¢ ~ = -  6 = 0  
per  cui in f ine:  

e sost i tuendo ad ~, ~ :  

B ~ = I ÷ ~ .  

Fissata  la radice ~, e supposta  stabilita la cor r i spondenza  tra i simboli 

~ ,  %, % e le radiei di (1), il radicale 

~/~ = ~/(~, + ~  ~ e  ~:)~ = ( / l  + e 

suscettibile di tre diverse de terminazioni  che, convenendo  di indicate col 

semplice radicale la de terminazione  ~ ÷ ~ ~.: ÷ ~ %, si possono esprimere 
ponendo : 

a cui corr i spondono tre valori per  ~/B~ che si deducono  sost i tuendo ~ ad ~: 

Le formole di risoluzione, osservando  che a~ = 0 e che nel  campo 

1 
(r) = (0, 1) si ha :  ~-  = 1, d iventano : 

(~) D~cKso~, Op. cir., Cap. tII. 
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ciascuna delle quali soddisfa la (1), purch~ si ponga:  

Supposta ora costruita la tavola di moltiplicazione del gruppo costituito 
dagli elementi di (R) escluso l 'elemento hullo, si potr~t col suo sussidio ri- 
solvere la questione che ha per oggetto di determinare s ee  da quali marche 
risulti soddisfatta un'equazione del t ipo:  

x ~--~-rh (r~ in (R)) 
e ricaveremo quindi:  

~ -----i ~ + i  ~ + i ~ q - - i +  1 

~ l - } - , . = i ' - q - i ~ q - i ~ ;  ~/1 q- ~ _.-- i3 -q- i q- 1. 

I valori assunti per "~-- vB,----{/]-÷~,  e per ~/B~ =~1-~-~ soddisfano alia 
eondizione : 

Infatti rammentando che:  

2 = 0 ;  
risulta : 

(i' + i ~ + i ~) (~ + i + 1) = i ~ ÷ ~ ÷ ~ i ~ + 2 i ~ + 2 i ~ + i ~ 

~--- 2i~-t--2i-~- 1 ~ 1. 

Avremo quindi  : 

% ~ i ~ - ~ i - + - l - ~ i ' - ~ i 3 - ~ - i ~  - - ~ i ~ - ~ i ~ - } - i - ~  l 

~¢~ = i' + i ~ -% 1 

% - -~ i3-~ i2%-i  

II. ° p = 7 ;  f ( i ) = i ~ i - } - ~ ;  n~--1; m = 3  

~ ( x ) = ~ x + ~ = O  
(r) ~-~ (0, 1, 2 , . . . ,  6) 

(R) = (ao ~ -4- a, i - ~  a~) S ~ 7 ~ - -  1 ~ 3~2 

B, = ( ~ ,  + ~ , + ~  ~3)3; B~ = ( ~ ,  + ~ + ~ 3 ) "  

(o_) 
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e qttindi sostituendo 

B,----3 ( 1 -  ++); B~ = 3 (1 - -  +). 

Supposto fissata la + e stabilito l'ordinameato delle radici, ripetendo le 
1 

stesse considerazioni dell'esempio precedente, posto a, ~ 0; T-3~ 5, si trova: 

ciascuna delle quali soddisfa alla (~) purch~ si faccia: 

(~/~)~=3(1 - -  ~); (~//~)~=3(1 --~) 

~/~L. ~/~ = (~-, +~-% + ~  ~+)(~, + ~" ~ + ~ % ) = ~ .  

Rimar~ebbe ora a compiersi l'estrazioue dei radicali cubici in (R), ma 
per l'estensione de! campo che risuRa di 3~3 elementi, l'operazione diviene 
eccessivamente prolissa. 

Bologna, Settembre 1913. 


