
Le equazioni differenziali lineari equiva-
lents alle rispettive equazioni differen-
ziali aggiunte di Lagrange .

(Del prof. F. BRIOBCHI, Mil(W)

1 . 0 lie proprieta' di quella equazione differenziale lineare la quale con»
siderata per 1a prima volta da LAGRANGE fu poi denominata equazione diffe-
renziale aggiunta di LAGRANGE, furono stabilite da JACOBI, da HESSE, da
BERTRAND, da DARBOUX . Questi autori hanno dimostrato the allorquando la
equazione differenziale aggiunta ammetta gli stessi integrali the 1' equazione
differenziale primitiva, cioe sia ad essa equivalente, sussiste fra quegli inte-
grals e le loro derivate un determinato numero di relazioni quadratiche (*) .

In modo particolare se n e un numero dispari, ed y,, y;, . . ., yn rappre-
sentano un sistema fondamentale di integrali della equazione differenziale
lineare :
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se 1'equazione differenziale aggiunta di LAGRANGE a equivalente alla superiore,
si ban-no le :
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essendo f una forma quadratica a coefficienti costanti .

(2)

(*) DARBOUx . Lecons sur la theorie generale des surfaces. Deuxieme partie . Chapitre V .
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Brioschi : Le egrcazioni dil'erenziali lineari egicivalenti

2 .° Net volume 13. ° di questi Annali (anno 1885) e net 14 .° degli Acta
Mathernatica (anno 1890) ho dato una formola generate di derivazione suc-
cessiva per una forma f (y,, y 2 , . . ., yn) d'ordine m qualsivoglia, ai coeflicienti
costanti .

Supponendo the le n -1 quantity

	

r-> ,

	

possano assumere i
valori 0, 1, 2, . . ., m ; posto

r - r •, + r •2 + . . . + rn_-1,
ed :

=
(na-1) . . .(rn

r
-r + 1)fc,)

~(y,)m1,2 . .)

	

f(y)

ed analogamente per le altre derivate, indico con (r,, r 2 , ., .,

	

la espres-
sione

(r,, r2 ) . . ., rn-~)-fr(y')y,''y'1,'` . . .y,+ . . .

e quindi
(0, 0, . •, , 0)-- f(y , , Y2, • . .) yn)

(r,, r27 , . ,, ?',-,)= O per 2 , > 7n

(1) 0, 0,0)=fl(y,)y'i+f,(y2)y'2-1- . . .+•f,(yn)y'n
(2, 0, 0, . . ., 0) = f2 (yi) y'i + . . , + 2 f2 (yI, Y2)Y'i y'2 + . . .

e cost di seguito .
Cia posto la formola di derivazione successiva a 1a seguente

Cd(rt,

	

n,2

dx

	

r'2,,, ., r -1, rsfl I-1 . . .7n-!)+
1

" n(n(n-s+1)
p s (r,, r 2 , • • . , r,z - s -}
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1 . 2 . .

II numero delle espressioni (r,,

	

?'n-j) e evidentemente eguale a :

(rn+1)(rn+2) . . .(in+n-1)_n(n+1) . . .(n+m-1)
1 .2,,,(n-1)

	

1 .2 . . .na

3,° It caso the intendiamo qui considerare e quello in cui

m = 2 e (0, 0, . ., 0) ----=-- 0,
ed in conseguenza :

(1, 0, 0, . . ., 0)=0 .



In esso le altre 'aY

	

2	 - 4 quantity (r,, r2 , . . ., r'n_,) si possono espri-
2

in funzione delle n
2

1 seguenti

(2, 0, 0, . . ., 0),

	

(0, 2, 0, . . ., 0),

	

(0, 0, 2 ) . . ., 0) . . .

cioe dei primi membri delle equazioni (2) . Queste perb non sono fra loro in-

dipendenti, ma bensi legate da rt+1 relazioni fra esse a le loro derivate, ad

eccezione del caso di it = 3 .
Consideriamo dapprima questo caso . La formola di derivazione diventa

d (rd,, 1- ,) = r ., (r, - 1 , r 2 {- 1) + (2

	

+ 1, r,) -

-r,[3p,(r,+1, r2-1)+p3(r,, • - 1)],
da cui :

d(0, 0) _0

	

d(1, 0)

	

1

	

0

	

d(2, 0)

	

2(1, 1
dx

	

-2(1 7 ),

	

dx	 - (07 )+(2 1 ),

	

dx		 =)

d(0 ' 1) =( 1 ,dx

	

[3p, (1, 0) -+3(0, 0)]

d(1, i) _
d x

	

(0 , 2 ) - [3 p,(2 , 0) + p3 ( 1 , 0 )]

(1(0, 2) --2 [3r,(l, 1)+p3 (0, 1)] .
dx

Supposto
(0, 0) = 0,

	

(2, 0) = ),,
si deducono le :

(1, 0)=0,

	

(0, 1)_-?.,

	

(1 ; 1)_ ~',

e per la quarta :
(1, 1)=0 7

	

?. = cost .

(0 , 2) - 3p2 ? ,

	

d (0 x
2)
= 2 p3 X ,

da cui per l.'ultima :
2p3 -3p'z =0,

cioe nullo l'invariante della equazione differenziale (1), come a noto .
Annali di Malernatica, tomo XXIV.

	

45

alle rispeltive equazioni dif~er•enziali aggiunte di LAGRANGE.
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B r i o s c it i s Le equazioni diff'erenziali lineari equivalenti

4.° Sia in secondo luogo n = 5 . La formola di derivazione e in questo
caso :

(l (rl, r4, 9 3, r4)

(l x

	

= r, (r, -- 1 , r2 + 1 , r3, r4) -f-
I r . ( r,

-[- r3 (r, , 7 .2 , r 3 - 1 , 2'4+ 1) -[- (2 -- r) (r, + 1 , r .2 ) 7'3) ?'4)

--2 4 [1Op2 (r,, r2, r 3 -f-1, r4-1)-{-10p3(r,, r 7 +l, r,, r 4 -1)+

+ 5P4 ( 1 . 1 +1, r2 ) r,, 2.4 _ 1 ) + P3(2 - 1, I - 2 ) r,, ) *4 - 1)] .

Le funzioni (r,, r2j r 3 , r 4 ) sono in numero di 15 e posto :
(0, 0 1 0, 0) = 0,

	

(2, 0, 0, 0) = ~,

	

(0, 2, 0, 0) = !.,
si ha :

(1, 0, 0 ) 0) = 0,
e le altre undici espressioni sono funzioni di ?, e di tA ; ma dalla formola di
derivazione, esclusa la prima, si hanno quattordici relazioni, rimarranno quindi
tre relazioni fra ?., u e loro derivate .

Si avranno cosi

ma :
(l(0, 0, 0, 1)

quindi

=(1 ) 0, 0, 1)- [lOp 2 (O, 0, 1, 0) +1 Op 3 (O, 1, 0, 0)
+5p4 (l, 0, 0, 0)-+5 (0, 0, 0, 0)],

si avra la prima relazione fra ),, µ :
u.' _ ),"' + 6 p 2 ?,' + 4 p ,

(l x

e per essa
(0, 1, 1, 0)= 2 %"' +3 p., -f-2p 3 ).

(1, 0, 0, 1)=-91) 2 6p 3 ). .

La formola di derivazione applicata a queste funzioni da :

(0, 1, 0, 1) _ - ).IV - 4 p2 ~.
" - (9p ' 2

+ p3) )," - (6 p '3 - 5p4) ). -1Op2 u
(0, 0 , 2 , 0)=

2
)IV + 7p2 ?," + ( 12p' 2 -F- 3p,)),' + (81)', - 5p,)? . + lOp2 ~1,

(3)

(0, 1 ) 0, O)=-),, (1, 1, 0, 0)= 2 ,

	

(0, 0, 1, 0)=- 4'

(1, 0 ) 1, 0) =
2

, (0, 0, 0, 1)=--2)."+u, (0, 1, 1, 0)= u

( 1 , 0 , 0 ) 1 ) =1 ~" -3 N)2 2



ma :
d(0, 0, 2, 0)

	

2 0 ' 0, 1 idx

	

= (

	

)
d(0, 1, 0, i) -

dx

	

(0 ) 0 > 1 > 1) - [10 p2 (0 > 1, 1, 0) + 10p3(0~ 2 7 0 1 0)

5p.,(1, 1, 0, 0) +p 5 (0, 1, 0, 0)],

in conseguenza dalla eliminazione di (0, 0, 1, 1) si avra, la seconda rela-
zione fra a, I : ossia :

o = 4 )v+
25

	

+ 2 (45p' 2 + 5p3) 1." -+- 2 (30p"2 -}- 25p' 3- 20p4 -I--

+ 120p22) A' + L
(20p"a - 15p' 4 + 2p5 + 80p2 p 3) ). - 10 (p3 - 3 p'2) 14 .

Questa relazione introducendo i valori a, b, c dei tre invarianti fonda-
mentali della equazione differenziale del quinto ordine, cioe :

alle rishettive equazioni differenziali aggiunte di LAGRANGE .
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3
a =p3 - 2p2, b = 1)4-2p',+ 6

p'' 2 - 16
p22

(4)

5 ,

	

15

	

5 ,,,

	

80C=pl- 2 p4+ l P"`3 - 7p 2 - j--P2 a,

prende la forma :

10az=4A-15aA"_25(a'+4b)1'-

2 .5t ,,

	

3 .52 ,

	

3

	

4 .5 .11
-~ 7 a -} s b -}- 4 c-	7 	p2a)).,

1

posto
A=iv+ 10p2 )."'+10p 3A"+5p 4 ti -}--p ;). .

La terza relazione si deduce dai valori di

d(0, 0, 1, 1)

	

d(0, 0, 0, 2)
dx

	

dx

	

'

ma prima di calcolarla distinguiamo it caso in cui

X = (2, 0, 0 ) 0) = 0,

dal caso contrario . Se ). = 0 si ottiene dalla (3) µ = cost. sussistono cioe le
relazioni (2) per rz = 5 e 1' equazione differenziale a equivalente alla sua
aggiunta .
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B r i o s c is i s Le equazioni dif ferenziali lineari egari valenti

Per la (4) sari, quindi :
a=0,

e risultando in questo caso :

(0 ) 0, 1, 1)=5p' 2 µ,

dalla :
d(0, 0, 0, 2) =_

d x 2 [10p2(0, 0, 1, 1) + 10p,(0, 1, 0, 1)
+ 5p, (1, 0, 0 ) 1) + p; (0, 0, 0, 1)],

1)s- 2p' 4
+2p4 .5 2 .1J •; a= 0,

si ottiene che :

ossia

ossia

(0, 0, 0, 2) = 5 (P"2 - p , + 20p 22) µ ,

C=0 .

Se quindi 1a equazione differenziale (1) per n = 5 e equivalente alla ri-
spettiva aggiunta di LAGRANGE gli invarianti di essa di grado dispari a, c
sono nulli. Questa propriety vale per n qualunque (dispari, o pari) come si e
osservato nella seconda delle citate Memorie .

Ma aggiungiamo ora, ed e lo scopo di questo scritto, la reciproca non
sussiste . Supponiamo infatti sieno a = c = 0 ma non ?. . Le equazioni (3), (4)
danno :

(5)µ'=)"'+6p2A'+6p',).

A- 3 752 b)'- 3 . 72 b')=0,
)v + 10p2)"'+15p',)"+(9p"2-+-16p2--

578
b))'+

.+ 2p 'll 2 + 16 p2p ' 2 -
4

7
5 b' A = 0,

ed infine la terza relazione riducesi alla

3 .4 .5 .b)"'+3' .5 .b'A"+3 .5(b"-- -42 .p,b))'+
+2(b"' +2 .42 .p,b'+7 .8 .p'2b) =0 .

Eliminando ?, dalle (7) (9) si giunge ad una equazione di condizione fra
l'invariante b, ii coefficiente p2 e le loro derivate . La (5) da :

µ=1" +6 p2 A+cost.,

e quindi si avranno i valori di ), µ in funzione di b, p 2 e Toro derivate .

(6)

(7)

(8)



Ma in questo caso (A non = 0) la equazione differenziale (1) pu'o oppor-
tunamente trasformarsi nel modo seguente . Pongasi

J = Au,

essendo u uua funzione di z, e questa funzione di x . Supponendo :

Ma come a noto

•

	

trovasi facilmente essere

la equazione (6) condurra cosi

ed in conseguenza :

e :

da cui :

alle r •ispettive equazione difevenziali ayyiunte di LAGRANGE.
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A'

	

z

5 --2 z''

•

	

denominando con a., R, 7 i tre invarianti fondamentali delta equazione dif-
ferenziale trasformata, saranno

«=0,

	

7=0,

•

	

l' equazione stessa avra la forma
d5u

	

d3 u

	

dEU

	

du
d z5 + 10

q .3

d z3 ~' 10 q3 d zE +
5q, d z' + q, v = 0,

essendo
3 d92

	

9 d' q2

	

16
T3 = '2 dz '

	

q4 = R + 5 -w-z , ~` 5 q=

5 d

	

2 d3qQ

	

16 , d9sq5 = 2 d z + d z3 + q- d z

= v,

,5

	

A
95Z = T '

alla prima condizione

q5

_ 3 .5E di
2 .7 dz'

d p

	

7 d3 qt

	

4 .7

	

d qt

dz _ i-.5 dz3 + 5 go dz '

_ 7 d' qE

	

2 . 7 E
2 .5 dz 2 + 5 qE+K'

q` = 2 dzL+6 qE + K

(9)
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Brioschi : Le equazioni differenziali lineari equivalenti, ecc .

e quindi :

Da ultimo 1'equazione (8) per la stessa trasformazione diventa :
ctz +2

.42 . q2 z+7 .8 .(3 1z2 =0,

1 d3 q2

	

1 d3 q2 + d q2 d2 q2 + 6 g2 d q, -} K d q2 - 0 .42 .5 I +
q2 dz3

	

dz dz2

	

dz

	

dz

Si ha cosi it teorema : u Se gli invarianti di grado dispari di una equa-
zione del quinto ordine sono nulli, la equazione pub trasformarsi nella (9) ed
in questa sono

_ 3 d q?

	

5 d2 q2

q3

	

'

	

qY

	

+ 6 q2 -K2 dz

	

2 de

_ 3 . 5 d3 q2 +5 .6 .q, d q2

q'

	

4 dz3

	

dz

ed it coefficiente q2 deve soddisfare 1' equazione (10) . as
Le stesse proprieti~, deducesi tosto dalle relazioni (6), (8), sussistono per

la equazione differenziale primitiva, nella ipotesi di ), = cost .

Agosto, 1899 .
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