Le equazioni differenziali lineari equiva-
lenti alle rispettive equazioni differen-
ziali aggiunte di Lagrange.

(Del prof. ¥. Brioscur, Milano.)

1.° Ile proprieta di quella equazione differenziale lineare la quale con-
siderata per la prima volta da Laeranee fu poi denominata equazione diffe-
renziale aggiunta di Laeranee, furono stabilite da Jacosr, da Hzsse, da
BerTraNp, da Damsoux. Questi autori hanno dimostrato che allorquando la
equazione differenziale aggiunta ammetta gli stessi integrali che 1 equazione
differenziale primitiva, ciod sia ad essa equivalente, sussiste fra quegli inte-
grali e le loro derivate un determinato numero di relazioni quadratiche (*).

In modo particolare se #n & un numero dispari, ed y,, #.,..., ¥ rappre-
sentano un sistema fondamentale di integrali della equazione differenziale

lineare:

y* +"m"_é‘-i)10~»y"“” o npany +pay =0, ey
se l'equazione differenziale aggiunta di Liaaraxer & equivalente alla superiore,
si hanno le:

1

FYis Yoyeory Yn) =0
FW's Yoyerry Yu)=0

L), ®

n—1)  n=1 n—1
f(y.( : ), ys( ? ),..., yn( ? ))=1, !

essendo f una forma quadratica a coefficienti costanti.

*) Dareoux. Lecons sur la théorie générale des surfaces, Deuxiéme partie. Chapitre V.
g p p
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2.° Nel volume 138.° di questi Annali (anno 1885) e nel 14.° degli Acta
Mathematica (anno 1890) ho dato una formola generale di derivazione suc-
cessiva per una forma f(y., ¥.,..., yn) d'ordine m qualsivoglia, ai coefticienti
costantl.

Supponendo che le n — 1 quantitd »,, #,..., 7, ., possano assumere i
valori 0, 1, 2,..., m; posto:

rE=r e e,

ed:

o) (y,) = ’?.(11’_:11)_2(’”:‘ r+1) fr(y),

¥

ed analogamente per le altre derivate, indico con (r,, ry,..., #n-.) la espres-
sione:
LT

(7'1, 7'27-..> 7‘n—|>:fr(yl)y’1 ?/ 1 -..:l/‘(n"')’r”‘1 _{,_. ..

0, 0y00sy O)=1(y1, Yoy-+y Yn)
("iy P2geeny Pa—) =0 per »>m
(17 07 0)'-" 0)=ﬁ(?/a)ylx+f1(]/2)y,2+"'+f4(§’n)?/,n
2,0, 0,..., O=faly)y i+ -+ 200, y)y iy 4

e cosl di seguito.
Cid posto la formola di derivazione successiva & la seguente:

e quindi:

d{rsy r24..0, I'n— w2
et R )=51]srs(7'1, Payeury Ps— 1, Popi L) +

dx
+m—r)(r 1, 1y, 7)) —

Panrn—1)...(n—s-41
— Fn- ‘\5‘8 _( '"'""'zfé—(”::'——ﬁps@"‘, Pageiey Py-s -l— 1... n-y — 1).

I! numero delle espressioni (+,, 75,..., 7,-;) & evidentemente eguale a:

m+Dm+2)...(m+n—1) n(n -+ 1);;(’_1i_m_:',,,1) .

1.2...(n—1) 1.2...m

3.” Il caso che intendiamo qui considerare & quello in cui:

m=2 e (0,0,.,0=0,
ed in conseguenza:
(1, 0, 0,..., 0)=0.
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nt -+ 9w —
2

4 s . .
In esso le altre quantitd (#,, #5,..., #n-,) S1 pOSSONO espri-

. . n —
mere in funzione delle

1 .
seguenti:

2,0, 0,.., 0), ©,2,0,...,0), 0, 0, 2,..., 0)...

ciot dei primi membri delle equazioni (2). Queste perd non sono fra loro in-

n+1

dipendenti, ma bensi legate da relazioni fra esse e le loro derivate, ad

eccezione del caso di n=3.
Consideriamo dapprima questo caso. La formola di derivazione diventa:

Lt — 1, v DF Q=) 1, 1) —

— ¥ [3]99(?'i + 1 gy T'e — 1)+ ps("i; ry— 1)],

da cui:
W.0 94,0, U0 10, L2 s,
20D (1, H—[3p.(1, O+ 700, 0]
Wl 0, 2 [37:(2, 0)+p:(1, O]
102 235,01, D40, D).
Supposto :

©, 0)=0, (2, 0)=1,
s1 deducono le:

(1, 0)=0, 0, I)=—2, (I, )=
e per la quarta:
(1, H=0, . = cost.
. d(0, 2
0, 9=3p2, B _op,

da cui per 'ultima:
2p,—3p.=0,

ciod nullo Pinvariante della equazione differenziale (1), come & noto.
Annali di Matematica, tomo XXIV, 45
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4.° 8ia in secondo luogo n = 5. La formola di derivazione ¢ in questo
caso:

dl(ry, e, 13, 7
———‘—-—d’—x—s—-ﬂ- = (r—1, re F+ 1, vy r)Fr:(ry, 12 —1, 13+ 1, 7))+
Fra(ry vy =1, v @ =) (A1, 1y 15, 1) —
"—'7'4 [lopz (7", 7'37 1'3 + 1, 1'4 b 1) —]"‘ 10193(7"7 7.-_’_ -l— I ] 7'3’ 7‘4 - ]) +
F0plri 1, rey sy = 1) Fps(rny 1y 1y e — 1))
Le funzioni (»,, 7,, 75, r,) sono in numero di 15 e posto:
. (0, O; 0, 0)=0, 2,0, 0, 0)=1, 0, 2,0, 0)=uy,
si ha:
(1, 0, 0, 0)=0,
e le altre undici espressioni sono funzioni di % ¢ di g; ma dalla formola di
derivazione, esclusa la prima, si hanno quattordici relazioni, rimarranno quindi
tre relazioni fra 2, p e loro derivate.
Si avranno cosi:

) L3Y 3.
©,1,0,0==—2% (1,1,0,0=32 (0,0,1,0)=—32%
. 1., . .
(1, 0, 1, ) =52"—p,  (0,0,0,)=—20"4p, (0, 1,1,0)=534
1., 8,
(1, 0, 0, ) =52" — 5,
ma:
1(0, 0, 0, 1
A dx )::(1’ 0, 0, 1)—[10p.(0, 0, L, 0) +10p;(0, 1, 0, 0) -

_}_5174(17 07 0, O)+p5(07 0, 0, 0)]7
quindi si avra la prima relazione fra 2, u:

uw=72"46p, + 4dp,h, (3)
e per essa:

0, 1, 1, 0= 53" +3p.%' +2p.)
(l, O, O, 1) = l”" - 92)3 ).’ - 6})3 7\-
La formola di derivazione applicata a queste funzioni da:

(07 I, 07 1) = — IV — 4p2)~” — (91)’2 + pa) A — (GZ)I:; — 5P4) L — lop?.“’
©, 0, 2, 0) =237 - Tp," - (129 + Bp) ¥ + (8p's— 5p)2 + 10pup,
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ma:
d(0, 0, 2, 0)

dx
4(0, 1, 0. 1)
T—:(O, O, 17 1)""[10[’2(07 1) 1) O)+10p3(0, 2) 01 O)+

+5p.(1, 1,0, 0) + (0, 1, 0, 0],

in conseguenza dalla eliminazione di (0, 0, 1, 1) si avrd la seconda rela-
zione fra A, p: ossia:

=2(0,0, 1, 1)

35
2

0= Tov 4 B2 - L (450 - 5p) X7+ 3 (309" + 2595 — 207,

+ 120 %)) 4 1 (209" — 155, - 2, -+ 80y pi)2 — 10(p3 ———gp',)p..

Questa relazione introducendo i valori a, &, ¢ dei tre invarianti fonda-
mentali della equazione differenziale del quinto ordine, ciod:

3, ;L 6 ., 16
a=p,— 3P b=p4—2p3+gpz~—5—pz

' 5 80
3= 7P e ‘77'}72“7

!

5 , 15
c=ps— 5Pt D

prende la forma:

lanziA——lf)al”—%(a’+%b)k’-—- )
4)
2.5 3.52 3 4.5.11
S G i e o b Pf“)’» 5

posto:
A=27+10p 2" +10p: 2" - 5p, 0" 4-p; 2.

La terza relazione si deduce dai valori di:

d(0, 0,1, 1) (0, 0, 0, 2)
b 2

dzx dzx

ma prima di calcolarla distinguiamo il caso in cui:
r=(2,0,0,0)=0,
dal caso contrario. Se 2. =0 si ottiene dalla (3) pn = cost. sussistono cioé le

relazioni (2) per n =5 e I’ equazione differenziale & equivalente alla sua
aggiunta.
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Per la (4) sard quindi:
a=0,
e risultando in questo caso:
(0, 0, 1, I)="5p’ep, (0, 0, 0, 2)=5(p"s — ps - 20p%) p,
dalla:
a0, 0, 0, 2 .
49,90, 2 _9710p.(0, 0, 1, 1) + 10000, 1, 0, 1)+

. ) +5}74(1, 07 07 1)+p5(01 0) 07 1)]1
si ottiene che:
5, 5 , =
PSP S — 4.5 =0,
ossia:
c=0.

Se quindi la equazione differenziale (1) per n =5 & equivalente alla ri-
spettiva aggiunta di Laeraner gli invarianti di essa di grado dispari a, ¢
sono nulli. Questa proprietd vale per » qualunque (dispari, o pari) come si &
osservato nella seconda delle citate Memorie.

Ma aggiungiamo ora, ed & lo scopo di questo scritto, la reciproca non
sussiste. Supponiamo infatti sieno @ =¢ =10 ma non ). Le equazioni (3), (4)
danno:

W= " 6 p 4 6p' ()
3.5°,., 3.5,
A—2200 — 5= 0 =0, (6)
ossia:

2V 4 10p, 47 - 150" + (910"2 41695 — §—7—§b) UST

45 (1)
+ (zzp"'2 + 16 p,pfs— 52 b’) % =0,
ed infine la terza relazione riducesi alla:
3.4.5.00" 4350V £3.50"+4£.p.0)0+ ) ®)

F 20" +2. 4. pb +T.8.pb)r=0. )

Eliminando % dalle (7) (8) si giunge ad una equazione di condizione fra
Vinvariante b, il coefficiente p, e le loro derivate. La (5) da:

p==21" -} 6p, 1 -+ cost.,

e quindi si avranno 1 valori di A, p in funzione di b, p, ¢ loro derivate,
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Ma in questo caso (A non =0) la equazione differenziale (1) pud oppor-
tunamente trasformarsi nel modo seguente. Pongasi:

Y =hv,

essendo v una funzione di 2, e questa funzione di x. Supponendo:

>| >
@

e denominando con «, 8, y i tre invarianti fondamentali della equazione dif-
ferenziale trasformata, saranno:

e 1'equazione stessa avra la forma:

dz 5+10q dz 3+10q3d 2+5]4 +Q5U (9)
essendo:
~3d2 QJQe 10,
G=37> W=FTggxTt 5 g

2
5 d 2
g,=3 % 202 1 16,
Ma come & noto:

e trovasi facilmente essere:

2'—5—4—
s "“)\’

la equazione (6) condurrd cosi alla prima condizione:

ed in conseguenza:

db_ T &g 4.7 dge
z 2.5 dz® 5 1*dz’
e:
1 dqe %._7 .
‘6_*-2——5_[2_!— 5 :+ K,
da cui:
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Da uitimo I'equazione (8) per la stessa trasformazione diventa:

dsp’ P dqem
d23 2.4, ’ + 71.8.8 e
¢ quindi:
1 ) dsq;» 1 a3 a*qe fi(]z d? Qo ﬂ d92 d qa
4.5 deb s Tas aer T S T K—-=0. (10)

Si ha cosi il teorema: « Se gli invarianti di grado dispari di una cqua-
zione del quinto ordine sono nulli, la equazione pud trasformarsi nella (9} ed
in questa sono:

3 dqge 5 dqu 2
h=357;" =g T6a+K
_3:5&¢ 4 aqe
G="g g 726057

ed il coefficiente ¢, deve soddisfare 1’ equazione (10). »
Le stesse proprieta, deducesi tosto dalle relazioni (6), (8), sussistono per
la equazione differenziale primitiva, nella ipotesi di A== cost.

Agosto, 1896,
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