
di 

Sopra la 

un solido 

traslazione uniforme 

in un liquido indefinito. 

(Di U. C1SOTTJ, a 1)adova.) 

i consideri la traslazione uniforme di un  solido C, immerso in un li- 
quido indet ini tamente esteso, e sul quale non agis('ono forze esterne. 

II moto di C mant iene  nella, massa ]iquida ('.ireosla,~te llna l)erlurl)azione 
(a.venle earattere permauente  rispelto a (S stesso) ehe si remte evanescenie 
a grandi  d i s tanze  da 6'. 

I. eonsuet[ metodi della idrodinamiea vazi(male eonsentono,  com'~ ben 
noto, di earatterizzare anali t ieamen[e la. question(,, rieondu(:endola, he] easo 
irrotazionale, ad u~ prob]ema arlnonieo e s t e r n o . -  In modo preeiso si [~ 
eondott i  alia rieerea di una funzione (polen~;iale di veloeil&) avmoniea e re- 
golare hello spazio esterno a C, elm soddisfa alle solite eondizioni all 'inlinito, 
e della quale sono assegnati,  sopra il coniorno di (7, i valori (dipendenii  
dalla veloeit5 e dalla forma del solido) della devivala normale. 

Si tratta insomma del problema ( l i  N~.:U~IaNN; iJ~ tal modo, dal ptmto di 
vista teorieo, la questione pu6 ritenersi risoluta. 

Ma 6 desiderabile, in via eoncreta, di possedere mezzi ehe eondueano 
dh 'e t tamente  a espressioni definitive ed esaurienti  degli elementi det moto,  
espressioni analoghe a quelle the, ad es., si hanno  nel easo elassieo del so- 
l ido sferieo. 

Per  quanto  mi eonsta, nessun tentativo in questo senso 6 stato fatto pet" 
risolvere in modo al tret tanto esauriente il easo generale in cui 6' ha forma 
qualunque.  

Un notevole progresso pu6 essere raggiunto s t  ei si limiIa al problema 
piano (protilo rigido piano ehe s[ muove nel proprio piano). 

La preventiva anal i s i  del l ' andamento  qualitativo de[ fenomeno,  giova a 
por te  la quest ione in termini  preeisi. 

Indi, Futile impiego della teoria delle funzioni, seguendo il metodo do- 
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vuto a LEVI-CIVITA (~) e gi~t cost fecondo di concrete applicazioni, consente 
di assegnare l'integrale generale dei moti in questione. 

In modo preciso, si perviene alla conclusione che ad ogni funzioue ana- 
litica ~o (~) della variabile eomplessa ~ ~ { -~ i-~, rego]are per I ~ I ~ 1 (punto 
all'infinito compreso), corrisponde il moto liquido subordinato alia traslazione 
uniforme di un certo profilo rigido. - -  I1 protilo viene in tal modo caratte- 
rizzato a posteriori (~*). 

Che se si pone il problema della determinazione della funzione ~ cor- 
rispondente ad un proiilo preventivamente assegnato, giova distinguere tre 
casi : 

a) il profilo ~ poHgonale (a segmenti rettilinei); 
b) il proiilo ~ curvilineo a punti ordinari (non angolosi); 
c) il profilo ~ mistilineo e presenta un numero fioito di punti angolosi. 

Nel primo caso si riesce ad assegnare la definitiva espressione di ~); nel 
secondo la funzione o) rimane caratterizzata da una reiazione funzionale, tra 
la parte reale ed il coefficiente dell 'immaginario, che dev'essere soddisfatta 
al contorno I ~ t :  1 del cerchio di regolarith; it terzo caso dipende manife- 
stamente da convenienti combinazioni dei due primi. 

Come illustrazione, particolarmente semplice, di profili curvilinei, assegno 
l'integrale 0~ corrispondente al profilo di forma circolare. 

Si ritrovano in tal modo risultati ben noti. 
Quale esempio di profili poligonali, prendo in esame il easo pifi sem- 

plice in cui il protilo consta di una lamina rettitinea comunque inclinata sulta 
direzione del suo moto. Si ~alutano agevolmente tutte le caratteristiche del 
moto liquido, in particolare le pressioni che il liquido esercita sugti elementi 

(~) Scie e leggi di resistenza [Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, 1907, Tomo XXIII, 
pag. 1-37]. 

(~'*) Non mi sembra supet'fiuo far rilevare iI vantaggio contenuto in questo risultato. Jn- 
fatti, a prima vista si sarebbe tratti a ritenere che l 'originario problema di NEUMANN non (~ 
che un 'al t ra  forma dell'integrale generale delia questione. Ora, assegnata, nel piano del moto, 
una fanzione armonica .~ (funzione di  eorrente, coniugata al potenziale di veloci~ ~) regolare 
all'infinito, ~ bensi veto che ad ogui linen ,~ ~ costante, chiusa, e tale che, hello spazio ad 
essa esterno, l a ~  si comporti regotarmente, corrisponde un profilo rigido (e la ,~ stessa ca- 
ratterizza il moto subordinato de! liquido), m a  il campo di  ~egolaritd della ~ risulta in  tal 

modo una  incognita fut,zione della ~. stessa. - -  Colin introduzione d 'una  opportuna funzione 
aualitica ~0 (~) il campo di regolaritd, ~ invece sempre, la regione esterna alla circonferenza 

I ~ l ~ l .  
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della lamina. - -  Corn'5 nolo (~) queste pressioni si r idueono ad un 'uniea  eoppia. 
--  Essa ~ nulla solamente  quando  la lamina forma eol13 direzione delta tras- 
lazione un  angolo hullo, oppure  di 90 ° (eom'~ del resto evidente essendo 
questi i due soli easi possibili di simmetria). 

Non g pifi nulla negli altri easi: 13 coppia tende allora a fare assumere  
alla lamina direzione normale  a quella, di traslazione. 

Tale eonclusione non ~ priva di interesse, speeiahnente  se si immagina  
di passare (mediante il noto artifizio di imprimere a tut to il sistema solido- 
liquido una  traslazione uniforme opposta a quella del solido) al problema 
(analit ieamente equivalente) della eorrente liquida elm investe la lamina fissa. 

Suppos to  ehe inveee di essere fissa, la lamina  si3 semplieemente  fissata 
nel suo punto di mezzo, 13 eonclusione l)reeedenle eonsenle di a sserire ehe 
la lamina pub trovars[ in equilibrio soltanto in due posizioni:  quando forma 
eolla direzione generale della eorrente investitriee un angolo nullo, oppure  
di 90 °. 

In quest 'u l t ima posiz[one, l 'equilibrio ~ stabile; instabile nell'altra. 
Posta in una  posizione intermedia,  la lamina v3 ad assumere  quella di 

equilibrio stabile. 

1 . -  6eneralit~t. 

Sia C una  porzione di piano, dotata di traslazione uniforme (nel suo 
stesso p i a n o ) c o n  velociLh unitaria, in valore assoluto, e la cui direzione 
assumeremo come verso negativo di un asse x, r igidamente collegato con C. 

S i a y  il contorno di C (profito rigido). 
Immagin iamo C immerso in un tiquido (fluido omogeneo ineomprimibile,  

la eui densith, eostante, eonverrh assumere  eguale ad 1) ehe riempie tut to  
1o spazio S esterno a C, e libero da forze di massa. 

11 moto di C provoea nel ]iquido ehe trovasi in S una perturbazione,  
avente ear3ttere stazionario (rispetto a C) e the  si rende tanto meno sen- 
sibile quan to  pifl ei si diseosta da C. 

Suppor remo ehe in S it moto sia eonlinuo ed irrotazionale. 

(~¢) C~. C[SOTTI, Sbtl moto p e r m a n e n t e  d i  u n  "solido i n  u n  f luido indef in i to  [Atti del R. Isti- 
tuto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, 1909, Tomo LXIX, pag. 445]. 



86 C i s o t t i :  Sopra  la lraslazio~e uJ~il'or~ne 

Poieh}, come si ~ gi'a rilevato, 1' influenza della t raslazione di C sul li- 
quido diviene evaneseente  in punti  lontani  da C, si deduce,  iu partieolare,  
e h e l a  veloeitgt eomuniea ta  da C alle moleeole liquide, tende a zero in punti  
inf ini tamente lontani  da 6'. 

0 
a¢ 

Se si r ieorre al notissimo artifizio di impr imere  a tut to il s is tema (solido- 
liquido) una  traslazione uni forme di veloeith uni tar ia  nel senso delle x po- 
sitive, non  viene mani fes tamente  al terato il moto relativo delle singole parti. 

Allora 6' 6 ridotto alla quiete, e le partieelle ehe t rovansi  in S a grandi  
distanze da 6' seorrono con veloeith limite unitar ia  nel senso delte x positive. 

Si ha i n somma una eorrente  modii ieata  dalla presenza  det protilo im- 

mobile ~'. 
Ira modifieazione si pub sehematizzare  nel modo seguente.  
Un  solo filetto, que]lo ehe eolpisee il profilo-( a monte,  subisee un mo- 

m e n t a n e o  arres to  in un  punto  0 (prora,), ivi si bipartisee, e i due rami pro- 
s eguono :  uno piega a siuistrc~ e seorre  lungo un  trat to % di y, l 'altro t iene 
la destra e lambisee la r imanen te  parte  % di ,(. Dopo di avere in tal modo 
bagnato  tut to il profilo y, i due rami si r iuniseono in un  punto  0' (1)Opl)a) 
di y stesso, per dar  luogo nuovamen te  ad un unieo tiletto ehe si p ro tende  

indet in i tamente  a vatle. 
Tut t i  gli altri tiletti vengono pi6 o meno  deviati; n e s s u n ' a l t r o  subisee 

arresti.  - -  In sostanza el6 equivale a dire ehe il valore assoluto della ~ee- 



di uu solido iu un liqttido iudefiuito. 87 

loeit'a g hullo in 0 e in O' e maggiore  di zero in ogni altro punto  di S;  pi,h 
pree isamente  esclusi degli intorni  ( eonmnque  pieeoli) di 0 e 0', il valore as- 
soluto della veloeit'a ammet t e  un  limite inferiore positivo (~). 

I1 problema della t raslazione di C e quelto della eor ren te  investi tr iee sono 
anal i t ieamente  equivalenti .  

Giovergt riferirsi a quest 'u l t imo,  ehe r iporta  a e lement i  assoluti  del moto. 
Assumeremo la prora  O come origine delle coordinate.  
Sieno:  ~ ~. l 'angolo delle tangent i  in 0 a u, e v . ,  considerate  nel verso 

del flusso ( 2 ~ . - - r :  quando  0 ~ un  punto  ordinario,  non  angoloso) ;  8q-~. 
l 'angolo e h e l a  t angen te  a ~ nel senso del flusso, forma eolla direzione po- 
sitiva dell 'asse x ;  l 'angolo del l 'analoga langente  a ,a~ sat5 allora a - - ~ .  

Par iment i  s iano : ~ :,.' l 'angolo delle tangent i  in O' a % e %,  considera te  
sempre  nel verso del tlusso (2 : , . ' = - - r :  quando  O' ~; un punto  ordinario,  
non angoloso) ;  ~'-~-~.' l 'angolo ehe la t angente  a ~ , ,  he[ verso eonsiderato,  
forma eolla direzione positiva dell 'asse x ;  l 'angolo del l 'analoga tangenie  a ~ 
sarh al lora a '--: , . ' .  

8 e a' sono nulli q u a n d o  il profito -~. ~ s immetr ieo  e s immet r i eamen te  
or ienta to  r ispetto alla direzione dell 'asse x. 

Poietl~, per  ipotesi, in 8 il moto  ~ regolare  ed i r rotazmnale ,  det te  u e v 
le eomponent i  della veloeit'~ net  punto  generieo I-'(x, y ) s i  a v r a m m :  un  po- 
tenziale di velocith ? (x, y) ed una  fmtzioue di eorrelde ~ (x, y), armoniehe  e 
regolari in S, definite dalle equazioni  

d ? =  u d x @  v d y ,  

d ~ = - -  v d x @  u d y ;  

colle de te rminaz ioni  ? = ,• = - 0  in O. 

t (1) 

L'ipotesi ehe i tiletti liquidi suf l le ientemente  lontani  da C scorrano pa- 
ralleli h'a loro ed all 'asse x con veloeith uni tar ia ,  si t raduce  anal i t ieamente  
nelle eondizioni  

lira u = l ,  lira v = 0 .  (2) 
OPt---co OP...~c~ 

Le condizioni  al contorno  ,¢ p rovengono  dal l 'espr imere  che ¥ 5 cost i tui ta  
da linee di f l u s s o . -  Com'~ ben noto,  cib d~ luogo alla condizione ~ = co- 

(~) Non ~ escluso che il valore assoluto della velocit'~ possa annullarsi anche in un nu- 
mero finito di punti (angolosi) del profilo 7; vorr/~ dire che esso ammette un limite inferiore 
positivo in S, quando si escludano, con intorni comunque piccoli, anehe questi punti. 



88 Cisotti:  Sopra la traslazione u~.iforme 

stante sopra ~., e poich~ +----0 in O, avremo 

+ = 0 sopra -(. (3) 

Cib posto, si pub intanto concludere the  la + ~ funzione uniforme.  Per 
poter  asserire al t ret tanto per la assoeiata ? basra notare ehe la eireolazione 

f ( u  d x -I- v d y), relativa ad una eireonferenza di raggio infinitamente grande, 

pet" (2) ident ieamente nulla, se si ammet te  - -  come faeeiamo -- ehe a grandi  
distanze da 6', u - - 1  e v si annul l ino di ordine superiore al primo. 

I1 senso del moto b ovunque  ben determinato,  per  essere 

v =  I I > o, 

eccettuati  i punt i  0 e O' [ed eventualmente  un numero  tinito di punti  di 7 
(eft. la nota  a pag. 87)] in eui V =  0;  designando perei6 con d s l 'e lemento 
d'areo di una  generiea linea di flusso, eontato posi t ivamente nel senso del 
flusso, si avr5. 

d x  u d y  v 
d s  V ' d s  V 

e quindi  
d,~ ~ )  d x  ~? d y  
d s - - ~ x  ds  +~-y  cl-S-- V > O ,  

in ogni punto,  eccettuati 0 ed O' (e gli eventuali  altri punti ,  angolosi, di y). 
Anzi, sieeome esclusi due intorni I e I ' ,  comunque  piccoli, di 0 e O' [ed 

eventuali  piccoli intorni di punt i  angolosi di "~] il limite inferiore dei valori 
di V ~ una  costante s > O, pot remo ritenere in tutt i  i punti  di una  generica 
tinea di flusso esterni a detti intorni,  

d ? . _  V ~ > O .  
d s  

Ova, detto ~' il valore di ? in 0', per essere ? = 0 in O, dalla precedente  
diseguaglianza scende e h e l a  ~ va sempre crescendo, quando si procede nel 
senso del flusso, sia sopra ~ che sopra ~ ,  a s sumendo  in en'trambi i casi 
tutt i  i valori da 0 iino a ~ ' >  O. 
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~.  - -  ] h a  f u n z i o n e  o). 

Posto,  al solito 
x + i y = z ,  \ 

per  le (1), w e d  f r i su l tano  funzioni  della variabile  complessa  z = x - t - i  y, e 
le (t) s tesse si e o m p e n d i a n o  nella  re lazione 

a,f= 
d z  

La funzione  w (z) 5 un i fo rme  in S, per  lc (2) al l ' intinito I w l = V--= 1, 
ment re  t w l =  v ~ 0  nei pun t i  di S al tinito, eccet tuat i  i pun t i  0 e O' led 
e v e n t u a l m e n t e  u n  n u m e r o  tinito di pun t i  a p p a r t e n e n t i  a y], in cui [ w l - -  0. 

La funzione  f ( z )  ~ regolare  (al tinito) e per  (5) ~ i > 0  ent ro  S. 
| 

P o n i a m o  

---- e-% (6) 

facendo la convenz ione  che per  z = c x ~  [ ] w ] = l ] ,  sia ~ = 0 ;  r imane  cosl 
defini ta una  funz ione  (o (z), un i tb rme  in S, t inita e con t inua  anche  su y, ad 
eecezione dei pun t i  O, O' (cd e v e n t u a l m e n t e  un  n m n e r o  tinito di punti) .  

Dalle (6), pos to  

o) ---- ~ q-  i ~, (5 e ~ reali), (7) 

si d e d u c o n o  le relazioni  

I vt=iv',,e+v t= ! 
u-@iv 

V J 

(s) 

La par le  reale 5 di o~ detinisce,  come si vede,  l 'angolo che ill ogni  pun to ,  
la l inea di f lusso che lo cont iene ,  fo rma  eolla d i rezione posi t iva  del i 'asse x. 

Per  le ipotesi  fatte, fac i lmente  si r iconosce  che ~ va conta to  fra - -  7: e ~, 
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pos i t ivamen te  net verso  x - >  y, pa r t endo  dalla direzione posi t iva  dell 'asse x ;  
nega t ivamen te  nel verso opposto .  

Per  quan to  si ~ visto al n. ° 1 si ha  senz 'al tro,  

l im,~ = ~ -+- ~, avvie inandos i  a 0 sopra  ~ ,  

l im 5 = ~ - -  :~, avvie inandosi  a 0 sopra  ~ ,  

l im ~ = ~' .4- £ ,  avvie inandos i  a O' sopra  ~ ,  
P 

lira ~ ~--- ~' ~ ¢¢, avvie inandos i  a 0'  sopra  ~ ,  

(9) 

la ) dovendo  n a t u r a l m e n t e  seguire  anehe  negti  altri  pun t i  di ~ e ~ l 'anda- 
m e n t o  del proii lo rigido. 

Lasc i ando  per  ora  i nde t e rmina t a  la fo rma del profilo 7, ci bas terh  tenere  
presente  ehe la fu~zione o~ ( z )=  ~ (x, y ) -~  i ~: (x, y) dev'essere regotare in S, 
annullarsi all'iJ~finito, e sul contorno 7 la su(~ parte reale deve soddisfctre 
aUe (9). 

3 . - -  Cambiamenti di variabile. 

Converrh  eseguire  dei eambiamen t i  di varia.bile ehe e o n s e n t a n o  di sosLi- 
tuire  al e am po  S, la par te  di p iano  es te rna  a una  eireonferenza, di raggio 1. 

Comine i amo  col r app re sen t a r e  nel  p iano  eomplesso  f = ? - ~ - i , 5  i valori  
ehe a s s u m e  la funzione  f(z), col var iare  di z in S. 

Q u a n d 0  z si t rova  sul proti lo 7, f ~ reale, in eausa  di (3); in par t ieotare  
al pun to  0 eor r i sponde  f~--- 0. P r o e e d e n d o  poi da 0 su 7, in uno  qua l unque  
dei due  sensi  tino a O' (pereor rendo  eio~ ~, oppu re  ~ ) ,  [ a s sume  tu t t i  i valori  
reali eompres i  fra 0 e ~' [Ch'. n. ° 1]; e'/~ quindi  eor r i spondenza  (1, ~) fra 
il proti lo ~, del p iano z e i l  t ra t to  (0, ?') dell 'asse reale del p iano  f. 

La eo r r i spondenza  si r ende  man i f e s t amen te  b iunivoea  i m m a g i n a n d o  di 
prat ieare  nel  p iano  f, un  taglio lungo  il s egmento  (0 ~') delt 'asse reale. 

In  tal modo  il t ra t to  (t), ,d) r imane  sdoppia to ,  e per  la biunivoei t~  della 
eo r r i spondenza ,  basra conveni re  ehe, p. es., il l embo super io re  del taglio 
(quello riv01to verso il semip iano  ~ > 0 )  r appresen t i  i valori presi,  da f, 
sopra  ~ , ,  il l embo infer iore i valori  ehe [ a s sume  sopra  ~.~. 

Dopo eiS, se si t iene p resen te  [Cfr. n. ° ~] ehe f(z)  si man t i ene ,  in S, re- 
golare per  valori  di z it eui modu lo /~  tinito, men t re  ehe per  z = ~ ~ f =  ~ ,  
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abbiamo quanto basta per poter concludere c h e l a  relazione 

f = f (z), 

stabilisce una corri~pondenza biunivoca fl'a il campo S e il piano tagliato f. 

-'f-= 0 

0 

~2 

Considerando pertanto la z come funzione di f net piano tagliato, la z 
si mantiene regolare, al tinito, e diviene infinita per f infinito. 

Vogliamo ora eseguire un cambiamento di variabile per cui il piano ta- 
gliato f venga sostituito dalla parte di piano esterna ad una circonferenza 
di raggio 1. 

Basra porte a tal uopo 

designando r = ~ _~ i-~ una nuova variabile complessa. 
Si vede tosto che, mediante questa relazione, si pub sostituire al piano 

tagliato f il campo di punti [ ~ ! ~ l del piano ~, ~ ~ + i "a. 
Posto infatti 

~ , ~ e  '~ ' 
dalla (10), che diviene 

( '! ( I 
Annali  di Matematica, Serie III, Tomo XIX. 13 
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scendono le relazioni seguenti 

~=~-  
(11) 

b 

.L 

Per p = 1, le preeedenti divengono 

1 ) 
~ = ~ - ¢ ( l ÷ e o s z ) ,  ~ 

+ = 0 .  t 

Cib intanto mostra ehe ai punti della 
eireonferenza ]~!----- 1 del piano ~ fanno ri- 
seontro punti appartenenti all'asse reale del 
piano tagliato f. 

Poieh~, come risulta dalla prima delle 
(11'), faeendo variare z da 7: tino a O, op- 
pure da - -  = tino a O, ? assume in entrambi 
i easi tutti i valori da 0 tino a ¢, si pub 
eoneludere the alle semieireonferenze (-- 1, 
i, 1) e (-- 1, - - i ,  1) si possono far eorri- 

spondere i lembi, rispettivamente superiore e inferiore, del taglio del piano f. 
Ai punti 0 e ¢ [rappresentativi della prora 0 e della poppa 0'] fanno ri- 
scontro i punti - - 1  e -~-1. 

Notiamo infine che per ,0 ~ 1 e 0 ~ ~ r, ~ ~ ~ 0 ;  mentre per p ~ 1 e 
- - = L z ~ O  ~ + ~ 0 .  

Cib signifiea che ai punti del piano ~ esterni a]la circonferenza I ~ l =  1, 
corrispondono punti f del piano tagliato non appartenenti ai lembi del taglio, 
e precisamente ai punti di ordinate di un determinato segno dell'uno, punti 
di ordinate dello stesso segno dell'altro, e in parfieolare a punti appartenenti 
all'asse reale dell'uno, punti dell'asse reale dell'nitro. 

Pertanto la (10) definisce l 'annunciata corrispondenza biunivoea Ira il 
piano tagliato f =  ? + i . ~  e il eampo ] ~ ] ~ 1 del piano ~ = ~-~-i'~. 

Facihnente si scorge che, a eoppie di punti z simmetriei rispetto all'asse 
reale, fanno pure riscontro nei rispettivi piani f e ~, eoppie di punti simme- 
trici rispetto a]l'asse reale. 
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Cib pos to ,  c o n s i d e r a n d o  la ~ =  ~ + i %  del n u m e r o  p r e e e d e n t e ,  come  
funz ione  d e l l ' a r g o m e n t o  ~ nel  e a m p o  I ~ ] ~  1, essa  dev'essere regolare per 
t "~ [ >  1, annullarsi  all'infinito, e per  le (9), lee sua parte reaie ~ deve compor- 
tarsi, soprc~ t ~ l-= 1, nel modo segnente 

l im 2 = ~ + ~ q u a n d o  ~ si a w q e i n a  a - - 1  lungo  l ' a reo  ( - - 1 ,  i), 

l im :~ = ~ - -  ~ ,, ,, ,, ,, - -  1 ,, >, ( - -  1, - -  i), i (9') 

= ,, ,, ,, ,, 1 ,, ,, ( J, - - i ) .  

~. - -  I n t e g r a l e  g e n e r a l e  c o r r i s p o n d e n t e  a p r o f i l i  p o l i g o n a l i .  

I m m a g i n i a m o  d e c o m p o s t a  la s e m i c i r c o n f e r e n z a  (1, i, - -  1) del  p iano  ~ in 
p pat t i ,  e t a  s e m i e i r e o n f e r e n z a  ( - -  1, - - i ,  1) in n - - p  ( n : > p )  part i ,  m e d i a n t e  
n ~ 1 pun t i  di d iv is ione 

. : --e~, , ~ , , : e % : e  ''~ 1, 

~,~, . . . . .  e%+,, ~,~ e%+~, , ~,,_,----e".-,; ~ , ,=¢ '~  = e  ~ '~=1.  

e 

P o n i a m o  

C 5 .  

(l~.) 

. = , ,  (~) = -~- 5~ , .  - -  i 5 ,  log  i - -  r, e-", l_r~ + 

+x,z , .  °'-' 
0 3 )  

La  f u n z i o n e  ~ (~), o ra  defini ta ,  ~ r ego la re  pe r  I ~ ! >  1, f ini ta al l ' infini to,  
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e sopra la c i reonferenza ]~]-~-1 la par te  reale 2 di co p rende  (*) 

il valore ~+ per  0 ~ z ~ z ~ ,  

~ ~ ,  >)' "~ ' ~ 2  >> G1 

>> >> ~v+l >> % %+, , 

t 

Per  ~ ~ ~ dev'essere o~ ~ 0 [Cfr. n. ° 3] ; ques ta  condizione d~ luogo alia 
seguente  ralazione t ra  le costanti  ~ e ~,.: 

-% ÷ x , - %  - : , _Y = :  0. 

Tenendo  conto di ques ta  identit'~, la (13) definisce una  funzione o) (~) che 
soddisfa a tut te  le volute condizioni [Cfr. la fine del n. ° 3]. 

Essa ~ per tan to  integrale del p rob lema che st iamo t ra t tando.  
Vediamo a quale tipo di profili rigidi corr isponde.  
Tenendo  presente  il signiticato di 2 [Cfl'. n. ° 2], ed il compor t amen to  

della par te  reale della m (~) definita da (13), scende tosto che il profilo -( 
costi tui to di segmenti  rettilinei,  corr i spondent i  agli archi  (1, ~.,), (~,, ~.~), . . . .  
ed inclinati  sull 'asse x r i spet t ivamente  degli angoli 2 , ,  2~ , . . .  (na tu ra lmente  
considera to  c iascun segmento  nel verso del flusso). 

Poss iamo adunque  concludere  che la (13), tenuto  conto di (15), costi[uisce 
l ' integrale genera le  cor r i spondente  a protili poligonali  c o m u n q u e  assegnati .  

Nel caso par t icolare  e notevole di profili s immetrici  e s immet r i camen te  
orieutat i  r ispetto alt 'asse x, alla condizione (15) sono da aggiungersi  le ovvie 

(~) Per la costruzione della ~ (~) definita da (13) si pus seguire del tutto il metodo che 
ho gilt avuto occasione di esporre [Cfr. CISOTTI, Vene fluenti. Rendiconti del Circolo gaL. di 
Palermo, t908, Tomo XXV, peg. I66 e seguenti]. Il calcolo ~ stato fatto recentemente dat 
sig. VILLAT, SUF ~e probl~me de Dirichlet relatif au cercle [Bulletin de la Soci6t6 math. de 
France, t. XXXIX, 1911, pag. 4~3 e seguenti]. 
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eondizioni (condizioni di simmetria) [Cfr. n. ° 3] 

%q-a,,_,, = 0 ,  ( h = l ,  a , . . . ,  u - - l ) ' ,  

~ , + ~  o ( j = l , ~ ,  . ,,). 

5 . -  Profil i  curvi l inei  a punti  ordinari (non angolosi).  

Poniamo 

(lo) 

La funzione O)o (~) ~ regolare  per  [ 4 l >  1, si amml la  per  ~. = c~; di pifl 
sopra la e i rconferenza  ] ~ J =  1, soddisi'a alle coudizioni (9') in cui si faceia 

g , a =  o. 

Posto infatti nella p reeedenle  ~ =~ e , e ~o = 2 0 - F i  %, si r ieava 

,o  -~ a - -  -2- ' % -~ log ~ q- log sen z per  0 ~ z _~ =, 

tl 6') 
77 

-0 - -  ¢0 q - ~ - ,  "~0 = log i - F l o g  I sen ~ i per  - - r : ~ 0 .  

Risul ta  appun to  da queste  t he  la par te  reale 2o di % ha sopra la ci> 
conferenza  14T= 1, il eompor t ame~ to  aeeennato ,  c. d. d. 

La ~o, soddisfacendo a tut te  le volute condizioni  [Cfl'. n. ° 3] ~ ua  inte- 
grale par t ieolare  delia quest ione.  

Vedremo tra poco a qttale tipo 
ora di a ssegnare  l ' integrale generale  
punt i  angolosi. 

Designi fi (4) una  funzione di 4, 
e tale che 

(a ( ÷  

di proiili essa eor r i sponde;  cerchiamo 
eui danno  Iuogo i profili eurvilinei senza 

regolare  per I ~ . l _  ~ 1 ,  nul la  per  4 =  

l ) = a ,  I l ) = a ' .  07) 

Si pub concludm:e t he  la funzione 

o~ = +0 + a, (18) 
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soddisfa nel rondo pid generale alle condizioni specificate alla fine del n. ° 3, 
nell'ipotesi che il profilo y s ia a p u n t i  ordinar i  (non angolosi). Essa  ne co- 

stituisce pertanto l' integrale generale. 

Poich~ ~ (~) ~ funzione regolare per I ~ I ~  1, e si annulla per ~---- cx~, 
essa si pub rappresentare mediante una serie di TAYLOR 

°" (19) = 

i cui eoefficienti (complessi) c,, rendono la serie stessa convergente fuori e 
sopra la circonferenza I~1~--- 1. 

Le condizioni (17), portano tra le costanti c., i vincoli espressi dalle due 
relazioni seguenti 

l)" - - - -  Z. (--  o,, ,~, 
1 

1 

(17') 

Vediamo quail semplificazioni consente di introdurre l'ipotesi che si tratti 
di profili simmetrici e simmetricamente orientati rispetto all'asse x. 

In tale ipotesi, in punti simmetrici rispetto all'asse x le velocit~ pure 
devono essere simmetriche, si hanuo cio~ per w ~ u -  i v  valori couiugati; 
in particolare sull'asse reale dev'essere w reale. 

A norma della (6) 
W ~ e -;'~J, 

anche i o) deve assumere valori coniugati in punti coniugati e, in particolare, 
reali sull'asse reale. Ma a coppie di punti coniugati del piano z fanno ri- 
scontro coppie di punti coniugati nel piano ~ [Cfr. n. ° 3], in particolare si 
corrispondono i rispettivi assi reali. Pertanto io) dev'essere reale sull'asse 
reale. 

Se si nota che io)o 6 reale per ~ reate e :~ 1, e che quando c'6 simme- 
tria, 3 ~ ~ ' ~  0 [Cfr. n. ° 1], si pub concludere che per  profi l i  s im~e lr ic i  e 

s immetricamente orieutali rispetto all 'asse x,  3 ~ 3'-~-O, e .Q ~ funzione di 

puramen te  i m m a g i n a r i a  sull 'asse reale. 

Lo sviluppo di .q (~) risulta quindi del tipo 

b,, (19') 
a ( : ) = ~ " U ' l  

dove b,, sono costanti reali. 
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Le condizioni (17') vanno naturalmente sostituite eolle seguenti 

oo 

2,, ( -  1)" b,, = O, 
1 

oc 

1 

0 7 " )  

o, ti6 the ~ lo stesso, tolle seguenti 

Z , ,  b~,,  ~ O ,  
t 

X., b~._, = O, 
(17") 

le quali si possono enunciare brevemente dicendo tile la s o m m a  dei coeffi- 
cienti  d ' ind ic i  p a r i  e la sommct dei coefficienli di  iJ~dici d i s p a r i  sono en trambe 
nulle. 

Ad ogni ~) che rientra nella (18) corrisponde adunque il moto subordi- 
nato alla traslazioae uniforme di un determiuato profilo, che in tat modo 
viene determinato a posteriori. 

Ma pub ehiedersi, tome si debba determinare la ¢~ che deve corrispon- 
dere ad un profilo preveniivamente assegnato. 

Come ora vedremo, la o~ rimane allora caratterizzata da una  relaziont 
funzionale tra la sua parte reale ~ ed il coeflieiente ~" di i, the dev'essere 
soddisfatta sutla eireonferenza I ~ i =  1. 

L'espressione dell 'elemento lineare del piano z, eio~ d i ld  z I ~  I \/d-x-~+ -, d y~ I, 
~, a norma di (5), (6) e (7), 

I d z l =  [ e ' l  l d f l  --~e-*l d f l .  (20) 

L'angolo di contingenza lungo una generica linea di flusso (in partico- 
lare, lungo Y) ~ d 2 ;  designando ton e la curvatura, si ha, per la precedente 

d 2  d )  
c - -  i d z ] - -  e': t d f l  (21) 

Ora da (10), differenziando si ottiene, 

; (22) 
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in part icolare,  e s sendo  per  i pun t i  della c i rconferenza  ] ~ , t :  1, 

si ha  
1 

d f - -  2 ~ ' sen  ~ d ~. (us ' )  

Rico rd i amo  che alla c i rconferenza  I ~ 1 =  1 fa r i scontro  il profilo ~" nel  
p iano  del mo to  [Cfr. n. ° 3]; av remo  qu ind i  per  l 'arco e l ementa re  d 7, a n o r m a  
delle (20) e (22'), la espress ione  

1 

e per  la cu rva tu ra  c, a no rma  di (21), 

d ~  2e  ~ d 
d 7 - -  ~'[ sen z I ] d~ ]  

Appl ich iamo ques ta  re lazione alla 
da (16). 

Poich6 da (16') s cendono  le 

so luz ione  

la (23) diviene 

par t ico lare  ~o, 

(23) 

def ini ta  

d ~o 
d a  - - 1 '  e ~ 0 = 2 1 s e n z [ ,  (2~) 

4~ 
t 

D u n q u e  la soluzione o)o corrispoJ~de ad un  profilo circolare. Ri t rove remo  
ques to  r isul ta to  al n u m e r o  seguente .  

Ora no t i am o  che fra le parfi  reali ed i coefficienti di i in co, ¢Oo, 
= o + i  T, suss i s tono ,  pe r  (18), te relazioui 

"~= : o +  T, ~ = ~ o + O ;  

t e n e n d o  present i  (2!~), la (23) d~ luogo alla seguen te  re lazione fra o e T, 

d o  1 , 
- ? c (o)  (25) 

con ~ crescente  da 0 a 2=.  
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Scrivendo c (o) si ~ voluto mettere in evidenza che c ~ a rltenersi fun- 
zione di o conosciuta, quando si risguardi uota la forma geometrica del 
profilo 7. 

Infatti, dato 7, la curvatura c 5 nota come fmlzioLle del pm~to corrispoa- 
dente, e quindi anche come ftmzione di ua qualunque parametro atto a de- 
iinire y stesso; in particolare come tale parametro pus assumersi ii ~ e 
quindi, per la (18), o. 

In definitiva, per  u n  contorno assegnato,  la f u n z i o n e  .q (e q u i n d i  ~) ri- 

sul fa  cara t t e r i z za ta  : da l la  re laz ione f u n z i o n a l e  (~5) ira o e T sul  contorno 

i ~ l-~-1, oltre che da l la  condiz ione  di  an~tul lars i  p e r  "~ ~ ¢c, e dalle  condi- 

z ioni  (17). 

6. - -  P r o f i l o  c i r c o l a r e .  

Abbiamo gih veduto al numero precedente, che atla soluzione particolare 
co=~o (~ ~ 0 )  corrispoade un profito 7 di forma circolare. 

Ci propol~iamo di ritrovare questa conclusione per via diretta, e ricavare 
le espressio,fi ben note pel potenziale di velocith e per la funzione di c o l  
rente. 

Da (5), (6), (t6), (22) scende la seguente relazione differenziale 

p 

d z : d " d f - ~ - ~ - ?  d'~, 

da cui, integrando, si ottiel~e 

1 
(Zo, costante di iategrazione). 

Da questa relazione lineare che lega le affisse dei punti dei due piarfi 
complessi z - ~  x -+- i  y, "~ ~ ~ - ~ i  "~, nel caso particotare che si considera, scende 
immediatamente che, quando ~ descrive la circonferenza ]~I = 1, il purdo z 
descrive la circonferenza 

IZ--Zol , ,  

1 cio~ la circonferenza di centro z0 e raggio -~ ~'. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIX. 14 
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Immagin iamo  di riferirci al centro,  e di ch iamare  r il raggio, si ha  al- 

lora Zo = 0 e ~- -= r, e la (36) a s sume l 'aspetto aneor  pifi sempliee 

z ---- r ~. (36') 

Per  ques ta  la (16), t enu to  conto  di (6)e  (5), pe rme t t e  di definire la ve- 
locit~ w e la funzione  f nel  m o d o  seguen te  

r 2 

r ~ 
f :  z -+- ~-~ -~- coutante. 

(37) 

P o n e n d o  in quest '  u l t ima  f---- ~ ÷ i ,~, z : x ÷ i y, e s epa rando  la par te  
reale dal coefficiente di i, si r icavano pel potenzia le  di velocith % e per  la 
funz ione  di cor rente  ~, le ben note  espress ioni  (~) 

? : x  1-~ x~_~y~ -~ costante ,  

= y I x~_~ -~- costante.  

(3s) 

7. ---  L a m i n a  r c t t i l i n c a .  

La (1~,) ~ iden t i camen te  soddis fa t ta  se, p o n e n d o  in essa n ~- 4, si a s sume  

~ , = a ;  0" , = 3 ,~. 

(39) 

La (13) diviene in tal caso 

~ (~)---~ i i o g ~  e~,~. (30) 

(*) Err. ad es. LAMB, Hydrodynamics [Cambridge, University Pcess, third edition, 1906, 
pag. 74]. 
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Dalle (29) scende che il profilo ? 6 cost i tui to da una  lamina rettilinea, 
inclinata di un  angolo ~ sopra  l 'asse x. 

Cib del resto lo si pu6 dedur re  d i re t tamente .  

Infatti  da  (5), (6) e (22) si r icava 

da cui, in tegrando,  

d z : = - ~  1 - -  d'~, 

1 q(  e""<< ~ 
z - z ° = T  ~ + T ) '  

Zo des ignando  la cos tan te  (complessa)  di integrazione.  Poich6 a ~ ~ - -  1 cor- 
r i sponde z ~---0, av remo 

~o = ~-0 + ~:~), 

e quindi  in definitiva 

z = T1 ,  (1 + ~) (e ~'<: ÷~)  ~,-l O1) 

Per  avere  le equazioni  paramet r iche  del protilo "5 bas t a  porre  in ques ta  

---- e '~, z = x q-  i y e separa te  la par te  reale dalla par te  p u r a m e n t e  immagi- 
naria. Si ot t iene cosi 

[ ,1t x ~ - ~ -  cos~. cos :c ÷ cos (~ - -  ~. , 

' [ ) ] I  y ~ - ~ - ~ s e n : ¢  cos :c-~ cos (~ - -  :¢ , , 

( 0 ~ 2 = ) .  

(32) 

Di qua  e l iminando il pa ramet ro  ~ si ot t iene l ' equazione del profilo "l 

y - ~ x t g ~ .  

Si r i t rova che il proii lo 6 rett i l ineo ed inclinato di un  angolo :¢ sul- 
l 'asse x. 

Lunghezza della lamina. - -  Ai punt i  P e P '  (estremi della lamina) fanno 
r iscontro i punt i  ~ ~ - -  e +~ e ~ ~ e <" del p iano ~; si av ranno  quindi  le coor- 
dinate  dei punt i  P e Y '  ponendo  nelle (32) r i spe t t ivamente  a - - - ~ = ÷  :~ e 
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o'-----  :¢ : 

x~ = - -  ? '  c o s  :~ s e n  ~ ~ , 

y e  . . . .  ? '  s e n  :~ sen°" ) -  ; 

~ep, = (~' COS o¢ COS 2 -~- , 

Y e ' =  ? s e n  :¢ c o s  ~ ~ • 

(33) 

(34) 

D a  q u e s t e  si  r i e a v a  

o P =  

O P ' =  

i (0' __-- s e n  ~ , 

f = ~' co s  ~ ~ ; 

(35) 

s o m m a n d o  m e m b r o  a m e m b r o  e c h i a m a n d o  2 l l a  l u n g h e z z a  P P '  d e l l a  l a m i n a ,  

s i  d e d u c e  il s e g u e n t e  n o t e v o l e  s i g n i f i c a t o  d e l l a  c o s t a n t e  p o s i t i v a  ~'  

e t = ¢'. (36) 

P o r t a n d o  q u e s t a  e s p r e s s i o n e  di 9' in (32) si  d e d u c o n o  le  d e f i n i t i v e  e s p r e s -  
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sioni pa ramet r i che  delle coord ina te  dei punt i  della l amina :  

x = l cos ~. [cos ~. + cos (~ - -  ~)], I 

y = i sen~ [cos ~ + cos ( z -  ~.)]. I 
(32') 

Posizioni  della p r u a  0 e della p o p p a  O" rispetto al cenlro della lamina.  - -  

Le coordinate  del centro C della l amina  si pos sono  r icavare immedia tamente ,  
t enendo  presenti ,  p. es., le (33). 

Si ot t iene in tat modo  

xc ----- x~ + I cos ~. ~ 1 cos ~ % ) 

Yv ~ Y~ -{- 1 sen :¢ ~ 1 sen :¢ cos ~. l 
(37) 

La dis tanza O C della p rora  O dal centro  della lamina  sar~ conseguen-  
temente  

b c = l t , ~  + v~l = I I cos ~ I. (3s) 

Dalle (37) scende che se t 'angolo formato  da  P P '  colla direzione posi t iva 
del l 'asse  x ~ acuto  ( z < 0 )  xc e yc souo  en t r ambe  posit ive e quindi  0 sg 

trova sposlato dal cenlro delta lamina  verso quella banda the si protende nella 
direzione del moto (*). 

Se si immag iaa  di riferire il mo to  al cent ro  C della lamina  ( r imanendo 

benin teso  immuta t a  la or ientazione degli assi) alle (32') vanno  sost i tu i te  le 
espress ioni  pifl semplici 

x = 1 cos ~ cos (z - -  ~), f (3o~") 

y ~ I sen ~. cos (z - -  :¢). 

Vediamo ora  di carat ter izzare la posizione della pop13a 0'. 

A tal uopo  si noti  c h e l a  p r u a  e la poppa  cor r i spondono  r ispet t ivamente  

ai valori = e 0 del pa rame t ro  z; d 'a l t ra  par te  le precedent i  espress ioni  di x 
e y mu tano  sol tanto  di segno quando  si fa una  pr ima vol ta  z ~ = ed una  

seconda  ~, = 0. Si pub concludere  che la p o p p a  O' e la prora  0 sono situate 

da par l i  opposle e ad egual d is tanza dal  cenlro C della lamina.  

(~) Alia medesima conclusione qualitativa si perviene quando si tenga conto della scia. 
[Cfr. LEvI-CLvITA, Ioc. cir., pag. ~7]. 
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g e l o c i t &  - -  Per  le (6) e (30) la veloeith w r imane  definita, in funzione 
delFausiliaria ~, dalla relazione seguente  

w ~ - - - Z 2 e ~ ,  ~ • (39) 

In partieolare,  per  i punt i  appar tenen t i  alia lamina  essendo ~ = e '~, si ott iene 

w = e~,, _ e~,~. (39') 

w 

Se w designa il coniugato di w, si ha  per  il quadra to  della velocitY, 

e quindi  

- -  g ' ~ - -  1 e -~'~ - -  1 sen" 
V ~ ~ -  w .  w = e~,~ _ g,~. • e_~;~ ,-- e_~,~ - -  sen~ (a - -  ~) 

I sen  ] 

Come si vede V non cambia  quando  a z si sostituisce a + ~ : ;  inolire ri- 
sulfa da (32")ehe alla coppia z, z + = di valori del pa ramet ro  z, corr i sponde 
una  coppia di punti  della lamina  opposti r ispetto al centro C, di cui uno va 

considerato  appar tenen te  alla banda  rivolta a monte  e l 'altro alla banda  af- 

facciata a valte. 
Dopo cib si pub concludere:  iJ~ p u n t i  d e l l a  l a m i n a ,  e g u a l m e n t e  d i s t a n t i  

d a l  s u o  cen l ro  e r i v o l t i  u n o  a m o n t e  e I ' a l t ro  a va l l e ,  i v a l o r i  a s s o l u t i  de l le  

ve loc i t~  sorto e g u a l i .  

Press io l~e .  - -  Tra t tandos i  di moto irrotazionale e pe rmanen te  in ~ssenza 
di forze di massa,  le equazioni  idrodinamiche  si compendiano  in una  rela- 
zione t ra  la pressione p ed il valore assoluto V della velocit~ (r icordiamo 
di avere  assun to  eguale a 1 la densit~ di tiquido). Tale relazione 

1 V ~ p = - -  ~-  -[- costante.  

Se indichiamo con Po la pressione idrostatica,  quella cio~ che il l iquido pos- 
siede a grandi  distanze dal prolilo ,f, e si r icorda  che a tall dis tanze ~ V~--- 1, 

si deve avere 
1 

P ° -  2 -~- costante. 
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Eliminando la costante ira questa e la precedente si ottiene la seguente re- 
lazione 

1 ( l -  (+1) 

Questa, tenendo conto di (39), definisce la pressione in ogni punto. 
In particolar¢, sopra la lamina, avuto riguardo alla (~0), o pifi precisa- 

mente alla conclusione relativa ai valori che la velocith assmne in punti op- 
posti rispetto al centro della lamina, si pub asserire: in pun li della lamina, 
egualmente distanti daI suo centro, e rivolti uno a monte e l'aIlro a vaIle, le 
pressioni hanno eguali intensit& 

In particolare ~ nulla la loro risultante (~). Non ~ per6 nullo il loro mo- 
mento, poniamo rispetto al centro della lamina, come ora vedremo. 

Azione deviatrice della corrente . -  Immaginiamo di percorrere la lamina 
sempre nello stesso senso partendo da P fino a P '  nel seguire il lembo della 
lamina rivolto a monte, e ri tornare da P '  al punto di partenza P sopra l'orlo 
rivotto a valle. 

Cib posto, designi d y un elemento della*lamina, n la normale a dY volta 
verso la destra di chi percorre la lamina nel senso indieato; diciamo p,  d,f 
la pressione che si esercita sopra un generico elemento" d "l, dalla banda ri- 
volta a monte, e p:  d y la pressione che viene esercitata sullo stesso elemento, 
dalla banda che guarda a valle. 

Il momento risultante delle pressioni subite dagli elementi della lamina, 
ha manifestamente per espressione 

M ~ - ( [ p , - - p ~ ]  [ x c o s ( n y ) - - y c o s ( n x ) ]  dy,  
pp" 

l ' integrazione andando estesa a tutto il cammino rettilineo P P ' ;  esso tende 
a provocare rotazione attorno alia normale al piano [nel verso x---> y, o nel- 
l 'opposto, seeondoch~ M ~ positivo o negativo]. 

Dette V, e V~ le velocifft (vatori assoluti) di due punti affacciati (e geo- 
metricamente coincidenti) della lamina, di cui it primo a monte, e a valle 
l'altro, si ha da (44), 

1 

('g') CfF. CISOTTI, ]OC. cit., Sul moto permanente, ecc., pag. 444. 
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D'altra parte, essendo d x e d y  le componenti  dell'arco elementare dT, 
si ha 

COS (nx) d y ~  dy ,  

cos (xy )  d y ~ - -  dx .  

Avremo quindi, sostituendo, 

= - v ; )  (x  x + y y )  M 
p p "  

Ora, poich~ da (32') scende che a coppie di valori del parametro ~ la 
cui somma ~ .o~, corrispondono, sulla lamina, coppie di punti affacciati (e 
geometricamente coincidenti), si ha per (40), 

V~-- V g : s e n  ~ ( ~ )  i s e n ~ a - - s e n  ~ - - z )  = ~ sen 2 :c cot (q - -  :~). 

Dalle (32") stesse si ricava inoltre 

x ~ d x - + - y d y - ~ - - - ~ l  sen 2 (a - -  ~). 

Sar'~ quindi 
a+u 

3 1 =  l ~ sen 2 :oleos ~ (~ - -  ~) d ~. 
o~ 

I1 valore di questo integrale ~-~-, avremo dunque in definitiva 

1 12 M ----- y = sen 02 ~. ($~) 

Da questa risulta che M ~ nullo: o quando la lamina ~ ortogonale al- 

l'asse x e-----~ , oppure quando ~ parallela (~--~ O, oppure ~ =-+-~) .  

In tutti gli altri easi M esprime la tendenza del liquido a fare assumere 
alla lamina direzione ortogonale al eorso generale della eorrente (~). 

Padova, aprile 191~. 

1 (~) Per a.=45o si ha M = ~ r l  j [Cfr. LAMB, ]OC. cit., pag. 8t]. 


