
Sul l 'operazione funz ionale  rappresentata  
da un in tegra le  definito,  r i guardata  
come  e l emento  d'un calcolo.  

(Di ADOLrO Wi'r~RBI, a Mantova.) 

III (*). 

N e l  presente lavoro, col quale si ehiude la Memoria dedieata allo studio 
del ealcolo, in cui sia elemento l'operazione funzionale rappresentata da un 
integrale definito, mi propongo di studiare anzitutto le equazioni fra opera- 
zioni I. A quest'argomento ~ dedieata la prima parte del lavoro. Sul prin- 
eipio vengono esposte aleune generalit~ sulle equazioni fra operazione I;  indi 
si dh un concetto analogo a quello d'equazione algebrica. Si studiano poi le 
equazioni aventi forma d'equazioni differenziali lineari. Quando in questa teo- 
ria si considerino solo funzioni d' un' operazione I variabi]% le quali siano 
rappresentate da una serie di potenze a coefficienti costanti di quest'opera- 
zion% si possono, nel calcoto qui studiato, svolgere passo passo teorie analo- 
ghe a quelle che si hanno per le equazioni differenziali lineari studiate nel 
caleolo ordinario, perchb per le operazioni rappresentate da tall serie di po- 
tenze -~ale la legge distributiva. Cosl si dimostra il teorema dell'esistenza 
delle soluzioni d'una data equazion% avente forma d'un'equazione differen- 
ziale linear% rispetto a una funzione d' un'operazione I variabile, per una 
funzione-oggetto assegnata, a cui si appliehi l'operazione rappresentata dal 
primo membro dell'equazione stessa. Indi vengono svolte per le equazioni 
della forma aecennata la teoria della scomposizion% in fattori differenziali del 
primo ordine, per il suo primo membr% e quella del moltiplicatore e dell'equa- 

(*) Le prime due parti della presente Memoria furono pubblicate nel tomo 26. ° 
(2. ~" serie) di questi Annali. In questo lavoro mi va]go di tu~te le notazioni e convenzioni 
introdotte nei due preeedenti. 
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zione aggiuuta, seguendo in eib passe passe lo SCtLESlSaER (*). Nelt'esposizione 
di queste teorie m'arrestai alle relazioni the stabiliscono la reciprocitk fra gli 
integrali d'un'equazione differenziale lineare data d'ordine qualanque (finite) 
e quelli dell'equazione aggiunta, perchb tali relazioni erano necessarie per 
l'estensione che feci al ca]cole qui studiato del metodo d'integrazione d'una 
equazione differenziale lineare non omogenea, mediante serie procedenti se- 
condo le derivate successive della funzione costituente il secondo membro del- 
]'equazione stessa, date dal profi P]~etERr~,. Qui appunto estesi detto me- 
rode alle equazioni tra funzioni d'un'operazione I variabile aventi la forma 
d'equazioni differenziali lineari non omogenee. 

:Non mi fu possibile estendere le mie rieerche alle equazioni tra funzioni 
d'operazioni I analoghe alle equazioni a derivate parziali, non potendosi esten- 
dere a tall equazioni le teorie ehe si hanno nel ealcolo ordinario chb le 
operazioni I distinte non sono permutabili. Riguardo ai eoneetti di questo 
capitolo va premesso che quando si dice che una data funzione che pia5 es- 
sere anche il risultato d'un'operazione I applieata ad una funzione sodisfi a 
certe eondizioni di limitazione, eonsistenti nel mantenersi inferiore, in modulo 
a un certo limite, deve intendersi che esiste almeno una porzione finita che 
quella che si considererk, eompresa nella regione in cui b definite la fun- 
zione in discorso, nella quale sia sodisfatta la limitazione indieata. Non deve 
cio~ intendersi che questa condizione sia sedisfatta~ in tutta la regione in 
eui b definita la funzione, il the urterebbe centre un teorema fondamentale 
della teoria delle funzioni. NeHa seeonda parte del presente lavoro diedi una 
applicazione del calcolo qui studiato. L'~pp]icazione consiste in questo: avendo 
il profi LEvI-CIWTX definiti e studiati gruppi d'operazioni I caratterizzati dal 
fatto che ]e operazioni onde sono costituiti laseiaao invariate certe fi)rme 
differenziali lineari~ mi basai su questo per stabilire una corrispondenza fra 
una forma differenziale lineare e le operazioni I c h e l a  lasciano inalterata, 
e~ fondandomi poi sui confetti interne alle funzioni d'operazioni I preeeden- 
temente svolti, stabilii le formole indicanti il passaggio dagti integrali ai 
eoeffieienti e reeiproeamente dai eoefficienti agli integrali d'un'equazione dif- 
ferenziale lineare non omogenea~ valendomi anehe qui di risultati ottenuti 
dal prof. P~SCnERL~, (**). 

(~) SeHLESlNGER, tIandbueh der Theo~'ie tier linearen Differentialgleichungen. Vol. I, 
Lipsia 1895. 

(~*) PII~CI~ERLE, Sutte se~e p~'ocedenti secondo te cte~'ivate successive d'una funzione. 
Rendieonti del Cireolo Matematico di Palermo. Tom. XI: fase. 4. 0 e 5. 0 
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1. Prime generalitks sulle equazioni fra operazioni L Si consideri 1' e- 
quazione Xf(y , )= ?(y~) ore pertanto siano f(y,), ~(y.) funzioni assegnate 
e sia X un'operazione I incognita da determinarsi in modo che sia sodi- 
sfatta l 'equazione proposta. Si dia intanto alia linea d'integrazione di X una 
determinazione speeiale a nostro arbitrio che perb sottostia alla solita condi- 
zione rispetto a f (y , )  (I  ° e). Indi si determini la funzione caratteristica di X 
in modo da sodisfare la relazione. Ci si varrk in cib del metodo dei coeffi- 
cienti indeterminati. Dicasi o r a l  la linea d'integrazione atiribuita a X e 
x (yt, y~) la funzione caratteristica da determinarsi. Si ponga: 

x (~, ,  y+) = Z k+,,+, yT' y ? ,  ~ Cy,) = Z h,  y,;; (1) 
v~-----O, ru~O r.-~--O 

allora per i ooefficienti k ~  si hanno le relazioni: 

r ( y , ) a y , = h o ,  
, " 1'1 4" 1' I ~ ' ~ C  " 

l ' l  ~1 . }  1 ' 1 ~ 0  
l 1 

r (y,> a = h, , , , . . .  
Yl----O 

1 

Cosi per l 'equazione: X f (y , )  = ~ (y2) che si dir5 ,, Equazione algebrioa 
lineare del 1. 0 ordine nell'operazione X rispetto alla funzione f(y,) , ,  si ha 
per ogni determinazione che si dia alla linea d'integrazione di X una sem- 
plice infinitk di determinazioni per la funzione caratteristica. 

Abbiasi ora l 'equazione: (2) X m f ( y D  =~(y , ,+ , )  essendo ancora f ( y , ) ,  
(y~) funzioni assegnate. Per ogni determinazione l assegnata alla linea d'in- 

tegrazione di X~ si avdi, usando ancora i simboli precedenti~ per la funzione. 
caratteristica di X~ il seguente sistema di relazioni: 

" lc,,o Y 2  i k,,~++ '" ' '  . . . .  . . .  y . . . .  , y , . d ~ d , .  . f ( y , ) d y , = h o ,  , 
r i c O  lJi ~O~l/li-----O 

lm vle l 

21 y,~i _ k~,,+ " ,  +', . • . .  y,~_, y,,, dr,+ ..  f ( y , )  d y, = h , , ,  .. , 
l / l  ~ 0  - 1~ l ~ O~ ~'.+~ :~ 

lmv/~ l 

A v v e r t e n z a .  - -  Colle citazioni ({°) o ([I °) inteMo riferirmi rispettivamente alia prima 
o allm seconda pmrte della presente Memoria. 
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dal quale si ricava per i coefficienti k.~l~: un'infinit~ d'ordine m di so- 
luzioni. 

E pifi in generale abbiasi l' equazione : 

X m f(y,) + c, X m--' f(y,) + c~ X m-' f ( y , ) . . ,  q- cm-, Xf(y~) + cm f(y,~+,) = 0, (3) 

eve c t . . .  c,, siano eoefficienti costanti: (il primo d'essi pub sempre supporsi 
all'unit~). La (3)si direr: ,, Equ~zione algebriea ]ineare dell'ordine m nel- 

l' operazione X rispetto alla funzione f (y , )  ,. Ripetendo le considerazioni fatte 
per la (2) si vede che per ogni speciale determinazione data alla linea d'in- 
tegrazione di X per la funzione caratteristica si ha un'infinit~t d'ordine m 
di soluzioni, sicchb per le equazioni fra operazioni I vale la proposizione se- 
guente : 

, Un'equazione algebrica lineare dell'ordine m in un'operazione I am- 
mette~ per ogni determinazione data alla linea d'integrazione dell'operazione 
che figura come ineognit% un sistema d'infinite soluzioni per la funzione ea- 
ratteristica il cui ordine ~ m. ,, 

Si possono eonsiderare anche equazioni algebriche fra operazioni / i n  
numero maggiore d 'uno: ad es. si pub prendere in esame l 'equazione: 

X m yn  f(y,) + c, X '~-' Y'~ f ( y , ) . . .  -~ c~+~_~ X f ( y , )  -t- c,~ ~ f(ym,,+,) ~- O, 

ta quale si dirh , Equazione lineare algebrica d'ordine m in X, d'ordine n 
in Y rispetto alla funzione f ( y , ) , .  Per ogni determinazione speeiale data 
ades .  a Y quest'equazione si riduee ad un'equazione d'ordine m iu X eee. 
Un'equazione algebrica in X rispetto a una data funzione f (y , )  the conte- 
hesse termini della forma (X  ~ f(y,)~q, si direbbe , Equazione a]gebrica d'or- 
dine m ( s e m  ~ il suo ordine in base alla precedente definizione) e di grado 
p I se p ~ l'indiee della potenza pih alta a cui compare in essa un'espres- 
sione della forma X ~ f(y,)  (~ -~ 0, I . . .  m) I in X rispetto alia data funzione 
oggetto f(y,) , , .  

2. Serie geo~netrica d'un'operazione L Per procedere nelle presenti 
ricerche b mestieri che consideriamo certe funzioni che diremo: serie geome- 
triehe d'un'operazione L Consideriamo pertanto un'espressione rappvesentata 
da] risultato che s'ottiene upplicando a una data funzione-oggetto un'opera- 
zione consistente in una serie di potenze d'un'operazione I avente la forma 
stessa d 'una serie geometrica. 

Quest'operazione b precisamente quella che si dir~ , Serie geometrica del- 
l'operazione I in discorso ,. 
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La funzione in esame avr~ dunque la forma: 

(! + X +  X ' . . .  + Xl" + . . . )  fly,) che seriveremo brevemente F (X)  f(y,). (4) 

Stabiliamo di considerare soltanto le determinazioni di X comprese nel 
campo di convergenza assoluta della serie F ( X )  relativamente (yo) alta fun- 
zione f(y,). Si dovranno pertanto prendere in esame soltanto quelle determi- 
nazioni di X tall che sia per ogni valore dell'indice ~: 

X~+i f (YO ~ 1. 
x , f ( y , )  

Detta quindi Sq la somma dei primi q (q numero finito) termini della 
nostra serie e posto: Sq+, ~ X S a ~  ~ chiaro che sara: 

s H-s  = ( x - , )  f (y,) - 

Da eib risulta ehe Sq-~- al quoziente simbolieo: 

f (y,) - -  f (yq+,). 
X - - I  

Ora per ipotesi al tendere di q all'infinite Xq +i f(y,) tende a O, taleh~ 
la somma della serie in diseorso ?~ precisamente il risultato (sempre a pre- 
seindere da operazioni l) dell'inversa dell'operazione I - -  X applieata alia 
funzione f (y , )  (ben inteso eib vale solo per le determinazioni di X eomprese 
nel eampo di convergenza assoluta di F (X) re l a t i vamen te  a f(y,)). Ossia, 
in altri termini:  

, La serie I q- X q - . . .  q- Xe Jr- . . .  g relativamente ad una qualsiasi 
funzione oggetto equivalente all 'inversa dell'operazione 1 - - X  sotto la eondi- 
zione di eonvergenza assoluta relativamente alla funzione-oggetto assunta in 
ogni singolo case. , 

Applieando poi la regola di derivazione per le funzioni d'operazioni I (I  °) 
si ha, per una determinazione generiea di X sodisfacente all 'aceennata con- 
dizione : 

d F ( X )  f(yd = d (! - -  X)7~f_(y!) ( X - -  I)-: f(y,), ece., eee. 
d X  d X  = -- 

Cosl, se in luogo della serie geometrica di X~ nella (4) figurasse la serie 
geometriea di X - -  ~h essendo lc un fattore eostante, la somma della serie in 
diseorso si trova esser% applieando le eonsiderazioni preeedenti~ il risultato 
dell'operazione inversa a X - -  lh --  I applicato a f (y,)  operazione rappresen- 
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tara dalla funzi,me simbolica: 

1 , equivalente all 'altra: ( I~- -X)-~  
X - - l k - -  I 1 

1 l h - - X  

sempre a prescindere da operazioni I. 
3. Estensione del concetto di funzione algebrica al calcolo qui sludiato. 

Sia l'equazione : 

F "~ (X) ~o (X) [(y,) + Fm-' (X) 4, (X) f(y,) + ) 
(5) 

+ . . . F ( X )  4 m - , ( X ) f ( y , ) + 4 m ( X ) f ( y , ) = O ,  ) 

ore sia f(y,)  sempre una funzione-oggetto nora e 4o(X), 4, ( X ) . . .  4re(X) 
siano funzioni note dell'operazione variabile X, aventi forma di polinomi ra- 
zionali interj. Si tratta di determinate ]a funzione F(X),  in mode da soddi- 
slate l'equazione proposta. Si applichi pertanto il metodo dei coefficienti in- 
determinati (1o), considerando cio~ uno sviluppo di F ( X )  in serie di potenze 
di X a coeffieienti costanti indeterminati: 

r = O  ~ = 0  

x' hl!)X' (i ---- O, 1 , , m), k, X' .  Sia: ~b i ~ . , ~  . , .  

~ '=0  

essendo vi un numero intero finito. Cib posto si sostituisea lo sviluppo ~ k ,X ~ 

nella (4) a F ( X ) :  detto sviluppo renderS, sodisfatta quell'equazione, a patto 
che sussistano le relazioni: 

k'o" ho °) + k~' ' h~')... + ho h~ o'-~ + h~"')=- O, 

kg' h? ) + m k,  k; ''-~ h~ o) + _o~"-~ hi ~) + (m - -  l )  k':-~ k, h~') . . . + hi"') = O,  . . .  , 

k? h~o °) + m kin-1 kl  h(o O) (m) = ..~ , . . . , +  h.~ 0 , . . .  

Ciob i coefficienti dello sviluppo di F ( X )  sono dati da sistemi d'equazioni 
algebriehe di grado m. Percib la (5) sarh sodisfatta d a m  sviluppi~ in gene- 
rale distinti~ di F(X).  L'equazione in parola si didt: ,, Equazione algebrica 
di grado m nella funzione F(X~ de]l'operazione variabile X relativamente 
alla funzione-oggetto f(yt) ,: le m determinazioni di F ( X )  che sodisfano 
la (5) si diranno , Le radici dell'equazione stessa , : ed il loro insieme si 
dir~ ehe eostituisce ,, La funzibne algebrica dell'operazione X definita dall'e- 
quazione in parola relativamente alla funzione-oggetto f(y,). 



da un integrale definlto~ riguardata come elemento d'un calcolo. B05 

4. Equazioni dif[erenziali lineari omogenee per una funzione d'un'o- 
perazione I:  

a) Esistenza delle soluzioni. Sia l'equazione: 

i (0) + ) 

ore f(y,) abbia il solito significato, e ~ , ( X ) . . . p ~ ( X )  siano funzioni di X 
rappresentate da serie di potenze intere e positive. Si pub sempre supporre 
che nel primo termine manchi il eoemeiente cognito, perch~ se eosi non 
fosse, se cio~ ad es. il primo termine anzichg aver la forma /7'(,0 (X) f (y , )  
avesse Ia forma F(n) (X)To (X)f (y , ) ,  ore sia To (X) una funzione dell'ope- 
razione X della stessa natura di Tl ( X ) . . .  W~ (X), l'equazione non subirebbe 
alcuna alterazione sostanziale quando a ~Fo(X) si sostituisse 1' operazione 
idelitica a T, (X) l'operazione rappresentata da I To (X) I -I Tt ( X ) . . .  a 
1 Wn (X) si sostituisse ij 4~o (X) 1-' ~ (X), perch~ si tratterebbe d'eseguire la 
divisione (simboliea) dei singoli elementi di cui si compone il primo membro 
della (6) per uno stesso fattore. Cib premesso, si tratta nella (5), di deter- 
minare la funzione ineognita F ( X )  in modo da rendere sodisfatta l'aceen- 
nata equazione. Detta equazione si dir~ poi: 

, Equazione differenziale lineare omogenea d'ordine n, nella funzione F (X) 
dell'operazione X relativamente alla funzione-oggetto f(y,) ,. Una determina- 
zione di F ( X )  ehe sodisfi la (6) se ne dir~. ,, Un integrale ,,. A questo pro- 
posito sussiste anehe qui il seguente teorema fondamentale analogo a quell(, 
ehe sussiste nel calcolo ordinario" 

,, Ogni equazione differenziale lineare omogenea nella funzione F ( X )  
dell'operazione X, nella quale il coemciente della derivata d'indiee pih alto 
abbia un valoi'e costante ammette sempre e soltant,) un integrale ehe per una 
determinazione eostante dell'operazione variabile X, nel cui contorno (I°'e H °) 
i coefficienti ¢/i (i ~ 1 . . .  n) siano sviluppabili in serie di potenze eonvergenti 
assolutamente rispetto a f(y,) abbia insieme colle sue prime n - - 1  derivate 
determinazioni assegnate. Di pih ta serie di potenze che rappresenta que- 
st'integrale ha rispetto alla funzione f(y,) un campo di Convergenza (I °) 
esteso almeno quanto quello tale ehe, detta X la determinazione di X corri- 
spondente ai punti della superfieie della sfera di convergenza assoluta (I1 °) 
degli sviluppi delle Ti (X) ( i ~  1, 2 , . . . ,  n), ogni determinazione X di X com- 

Annali di Matematica, Serie III, tomo III. 40 
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presa in e s s o  sod i s f i  la  disuguaglianza : 

Xv+'f(+/,) X)'.+, f C.v,) < ,7 
x~% f (.~,) X" f (y,) 

da un eer~o ~'alore finito de]l'indice F in poi (~ sia un numero positivo < 1). , 
Sia, detta (1) (X) una funzione qualunque dell'operazione varJabJle 2(, svi- 

]uppabile in serie di potenze, M una quantit~t in valore assoluto non minore 

de] massimo della funzione ¢ ( X ) f ( y , )  entro il eampo delle determinazioni 
J f ( ~ , )  

di X~ nel quale ~ convergente assolutamente lo svi]uppo di (I).(X) in serie 
di potenze di X - - r ~  (l~ essendo al solito un fattore eostante). Allora dalla 
formola di MAc LAvm~ generalizzata (I°): 

¢,(X) f(y,) = ¢, ([2) f(y,) + (X- -  ~) ,V (Ik) f(y,)... + 

t ( x -  ~,,+) ¢,(~) [2) f(y,) ÷ . . .  

risulta evidentemenie : 

I ~ t ( ~ , )  X - -  12 

ove designi X la determinazione di X corrispondente al limite di convergenza 
di $ ( X )  relativamente a f (y,)  (1°). Cosl (v. 3) sara, posto: 

M 
% ( X ) f C y , ) =  x - -  II~ f(Y') '  

1 
X - -  I]+ 

(])(X) convergell+O rela•Jvamenl[;e a f(y,)  per tut+e ]e d(;terminazioni di X, 
appartenenti al campo di convergenza di % (X) (sviluppata in serie di potenze 
di X - -  lk) sempre rispetto a f(y,). Detto ora in generale M+ (i ~ 1 . . .  n) il 
numero che rispetto a W+ (X) ha lo stesso significato che fu test+ attribuit+o 
a M rispetto a ¢ (X) (sempre riferendosi alla ftmzione-oggetto fCy,)) e p,)sto: 

- .Z'}l"i 

s~i (X) f (y,) -~ X - -  ~2 f (Y')' 
1 

X - - I s  

1o sviluppo in serie di potenze di X - - T 2  di ~ i ( X )  rispetto a f(y,)  sar~ 
convergenfm per tutte le determinazioni di X comprese nel campo di conver- 

genza dello sviluppo analogo di ~li(X). Ora tentisi di determinare una fun- 
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zione F ( X - - I k ) =  ~ h~(X--Ik'? tale da sodisfare la formola (6). Allora 
r=0 

per i eoefficienti h. si ha applieando ancora il metodo dei coefficienti inde- 
terminati la formola seguente : 

h .  = _ l 

1 ;='~ 1 ~=" 
]?n~-t = - -  ~ FCn-t)(lk) tIYI([k) + 11' "~------.~ i:.l - -  g 

1 ", .F(n_i ) ~I;~"' I -~, 
hr~-k.~= ~! _i~l ([k) ~ (]'k) -~-" " " i.,$.~., v ;~l-~{"-;+'~)(Ik,) laD'; (Ik) , .  . . ,  

eio~ nell'espressione di eiascuno di questi eoefiieienti 1 b figurano somme di prodotti 
delle determinazioni di F ( X )  per X =  In e di prodotti delle sue successive de- 
rivate per le determinazioni dei eoefficicnti T , . . .  W,, delle loro derivate succes- 
sive pure per X ~ [h Ora veniamo a eon~iderare l'equazione differenziale 
lineare della forma della (6) e che differisea da questa solo perch~ ai coeffi- 
eienti ~ si sostituiseano rispettivamente le funzioni di X, ~ i  (X). Si tenti di so- 

J ' ~ - o o  

disfarla mediante lo sviluppo in serie ~ h', ( X - -  I~)~: i coefficienti h', di que- 
7'~0 

sto-sviluppo saranno costruiti mediante determinazioni dello svlluppo stesso e 
delle sue successive derivate corrispondenti alia determinazione t k di X e me- 

diante le determinazioni delle W'~ e delle loro successive derivate eorrispondenti 
alia determinazione I k di X nello stesso modo con cui i eoefticienti h, sono eo- 
struiti rispettivamente mediante le F ( ' h ) . . .  F( ' )(I~). . .  e le q~i('1,)... Ti( ')(l~).. .  
Ora s'~ visto the le T~ (X) sviluppate in serie di potenze di X - -  I~ avcvano i 
singoli eoefficienti in modulo inferiori ai eoeffieienti omologhi dell'anatogo svi- 
luppo delle WI(X): ci5 avviene anehe delle singole derivate rispettivamente 
degli sviluppi di queste funzioni: percib i eoefficienti di F (lk)...  F ( |k) . . .  ore si 

~'D~O0 

ponga brevemente ~ h' , (X--I t , )= F(I~) non saranno mai negativi. Se non che 
r=O 

1 F0')(Ik) s 'inbnde die hn 6 = (nel senso ordinario) al (*) Scrivendo ad es. hn =~_n 

fattore per cui a prescindere da operazioni I, I~F/~')(I]¢) mol~iplica una data funzione- 

o~et~Ooo , fa~tore the evidenbmente 6 iI medesimo qualunq~e sia qucs~a fanzione-ogget~o. 
E quest'osservazione wr rg  ogniqualvolta nel seguito si trovino uguaglianze di questa 
natura. 
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nelle formole ehe servono alla determinazione rispettivamente delle h~, h'~ ri- 
mangono arbitrarii gli n primi eoetilcienfi di eiaseuno sviluppo: cosi prende- 
remo ad arbitrio h 'o . . ,  h'n--~ e seeglieremo poi h e . . .  hn-~ in mode ehe sia: 
h ~ t  h'i[ (i~---0, 1 , . . . ,  n -  1). Ora, dalle preeedenti re]azioni segue altresl: 
hi ~ I h'i J (i ----- n~ n --}- 1 ,...), percib la serie F ( X - -  Yh) ha i singoli coeffieienti 
maggiori dei eoe~cienti omologhi di F ( X - - I k ) ,  e pereib quest'ultima serie 
relativamente alla funzione considerata converger~ sempre ogni qualvolta sia 
convergente relativamente alla stessa fimzione F (. - -  ~). Se non che posto bre- 

vemente 1 X - -  lk - -  Y, h'., = h~ X ~, l'equazione differenziale lineare della 

forma (6), a cui sodisfa la funzione F ( X p  'h), diverrh~ a meno d'opera- 
zioni I: 

F<,o (Y) (1 --  Y )  f (y , )  = M, X I< ~-,) (Y )  f (y , )  + . . .  M,~ X ~ F (Y )  f (y , ) .  

Da questa si hann% per la determinazione dei coeiiieienti h', le seguenti 
relazioni ricorrenti, le quali naturalmente equivalgono alle formole prima fro- 
rate per gli stessi coeffieienti : 

i=,, (7) 
- ",' M~ x~ (n + ~  - i) T I,'~÷~_~ (~ = o,  1 , . . ) .  i - -  ~ • o , 

Per fl modo con eui seelsero ho, h,,..., h~_,, si ha: 

h'~+~ -~-- ~ + k M~ h'~ , _ ,  4- p, 

eve designi p u n  numero positive. Ora, prendendo M~ abbastanza grande af- 
finch~ sia: 

M~ k > n ,  

(oi5 ~ sempre possibile essendo M, soggetto, sinora, a]l'unica limffazione d'es- 

sere maggiore det massimo valore asso]uto di ~'t tX)f(y~)  svi]uppato in se- 
J f @,) 

rie di potenze di X-- I~ , ,  ogniqualvolta: 

I (x--Ih)"f(~,~ ; 
( x - -  I~,) ~ - , / ( y , )  < I~ / (y,)~, 

si ha :  

h ~ 
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risulta : 

Posta la (7) sotto la forma: 

h',~+.~ ~ + k Mi 
h ' n + ~ - t  - -  n -~- v 

,= , ,  k i  Mi (n q-  v - -  i) t h ' ,~+,- i  

i=~ (n + v) ! h%+,,-~ ' 

lim h',,+________~ _ 1. 

Conseguenza di-cib ~ che la serie the rappresenta F (Y) 5 eonvergente 
relativamente a una qualsiasi funzione-oggetto ?(y,) per tutte le determina- 
zioni di Y~ ehe sodisfano alla eondizione: 

r 

Y~-'?(,qO < 1, 

da un certo valore finite ddt'indiee ~,. in poi. 
Re viene che~ per la funzione-oggetto da noi eonsiderata il campo di 

convergenza ~ date da tutte quelle determinazioni di X tali che: 

_(X--Ik)ef(y~) I < ~kf(Y,), 
i(x--Ii~), '*-t  f (yl) ] 

da un certo valore finite dell'indice g. in poi~ ossia per tutte le determina- 
zioni di X appartenenti, come si ~ visto al campo di eonvergenza dei coef- 
fieienti della (6) relativamente a f(y,). Di pih per le relazioni stabilite fl'a 
]e funzioui F ( X ) ,  F (X) risulta che nell'aeeennato campo sarh a pih forte 
ragione convergente relativamente a f(y,) lo sviluppo di F ( X )  in serie di 
potenze di X - - I k ~  sviluppo che rappresenta un integrale della (6). Detto 
integrale ha poi anche la proprieth, che quando X assume la determina- 
zione Ik, esso assume~ in un colle sue prime n - - 1  derivate a X le deter- 
minazioni fiss% a meno d'operazioni I :  

h n - i  
F(b,)  = h e . . .  FIuq)(Ik) ~--- (n - -  1)!" 

Oosi il teorema enunciate risulta eempletamente dimostrato. 
b) Estensione del eoneetto di ~ eonser vazione delle propriet& analiti- 

che ,. Per procedere oltre nelle ricerehe sulle equazioni differenziali lineari 
tra funzioni d'un'operazione I ~ necessario dare l'estensione al calcol% in eui 

elemento l'operazione I del principle importantissimo della conservazione 
delle proprietk analitiehe che si ha per le funzioni analitiehe studiate nell'a- 
nalisi ordinaria. L'accennato prineipio ~ riassunto nel seguente: 
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Teorema. Se un elemento d'una funzione analitica d'un'operazione 1 va- 
riabile gode d'una certa propriet~ (relativa a una data funzione-oggetto) tutti 
gli elementi dedotti da quello mediante la continuazione analitica ( I I  °) go- 
dono della stessa proprietY. 

Abbiasi pertanto un'equazione della forma: 

F I I ~ , ( X - - I ~ )  , t~ ]~(X--I~) , . . . ,  1J~(X--Ih)}f(yi)=O, (8) 

ove lo t J , ( X - - I k , ) . . ,  p , , (X- - Ik . ) eonvergono  in una sfera comune il cui 
eentro corrisponda a una eerta determinazione costante Ik di X (II°). 
F ( p , . . . p n )  sia simbolo di funzione avente rispetto alle funzioni di X :  
P , ' - .1 ' , ,  forma di funzione razionale intera o di serie di potenze di tali ope- 
razioni variabili convergente entro un cer~o campo di determinazioni del loro 
insieme relativamente a f(y,). 0gni termine del primo membro della (8) 
avr~ la forma : 

h~ [p, ( X - -  Ik), t~1.~ (X - -  [h), . . ,  iJ,~ ( X - -  Ik)] f (.~],), 

(h, h u n  coefficiente costante, l'operazione applicata a f (y ,)  ?~ un prodotto 
simbolieo). 

Ora, per avere le. t a i (X- - I~)  ( i :=  1 . . .  n) una sfera comune di eonver- 
genza assoluta relativamente a f(?/,) ciascuno di quei termini si potrh svi- 
luppare mediante un'uniea serie di potenze di X - - I ~  eonvergente nel]a sf'era 
comune di eonvergenza delle l~i(~X ~ Ik). Ora nel}? ipotesi pitt g'enerale 
F(p~...1~,~) ?~ una serie di potenze di queste n operazioni aventi un eerto 
campo di convergenza retativamente a f (y , ):  di pih per tutte le determina- 
zioni di X eorrispondenti a punti (II  °) compresi in una sfera di raggi% sia 
pure di quanto poco si vuole, inferiore a quello della sfera di convergenza 
delle l a i (X- - In )  e concentrica a questa, sarg eonvergente in ugual grado 
relativamente a f(y,). Potendosene quindi ordinate i termini come si vuole, 
senza che venga meno la sua eonvergenz% potrg essere trasformata in un'u- 
nica serie di potenze: 

( X - -  Ik ~, 

convergente per i punti interni a]l'accennata sfera re]ativamente a f(y,). 
Preso ora un punto interno a questa sfera a eui corrisponda una deter- 
minazione costante di X :  I~,, si esaminino le serie dedotte (//o) dalle 
|,h ( X - - I ~ )  rispetto a I1,. Esse ax, ranno una sfera di convergenza che potr~ 
anche uscire dalla sfera di convergenza degli sviluppi loro in serie di po- 



da un integrale definiloj riguardata come elemeJzto d'u~, calcolo. .311 

tenze di X I I h .  I1 primo membro della (8) diverrb~: 

F I l)i (X, Ik, Ih, . . .  lJn (X, Ih, t f(y,). (S') 
Ora l'espressione (8') come si vede ripetendo le eonsiderazioni preeedenti 

si pub trasformare in un'uniea serie di potenze di X ~  Ih~ : tl, ( X ~  Ih,) eon- 
vergente relativamente a f(y~) nella, sfera eomune di convergenza degli ele- 
menti dedotti dalie lll~ (X- - Ih )  rispetto a I~ i. Ma per lo determinazioni 
di X corrispondenti a punti interni ad entrambe le sfere considerate~ di 
centri corrispondenti a Ik, I~,, it primo membro della (8) e l'espressione (8') 
coineidono, percib le due espressioni 11 ( X - -  Ik) f(y,) ,  1J~ (Jr-- Ihi) f(y,)  sa- 
ranno per le determinazioni di X corrispondenti agli aecennati punti, iden- 
tiche. Dovranno dunque essere identicamente nulle ambedue le serie relati- 
vamente a f(y,), e eiascuna d'esse sar~ nulla per le determinazioni di X 
corrispondenti a punti compresi nella propria sfera di convergenza. Con cib 
il teorema g dimostrato, essendo provato ehe se la (8) ~ soddisfatta [lagli 
elementi t l i ( X ~ I k )  essa sarh soddisfatta anche dagli elementi dedotti im- 
mediatamente da questi colla continuazione analitica. Cosl deducendo suc- 
cessivamente nello stesso modo dagli sviluppi: ll, i ( X ,  Ik, I h ~ ) ( i ~ l . . . u ) ,  
altri elementi della stesse funzioni analitiche, si scorge che questi pure ren- 
dono soddisfatta ]a (8). Naturalmente la deduzione dei nuovi elementi deve 
ogni volta essere fatto rispetto a una stessa determinazione di X, per cia- 
scuna delle n funzioni. , II caso eonsiderato raechiude pot in s~ stesso tutti 
gli altri cast c h e s i  possono presentare hello studio qui fatto nelle funzioni 
d'operazioni I :  infatti esso~ oltre a eomprendere il easo delle equazioni al- 
gebriehe studiate nel n. ° 3, eomprende anehe quello delle equazioni differen- 
ziali lineari, potendo benissimo essere aleune delle l l i ( X ~  b~)(i '=-1 . . .  ~) 
derivate di una o pih delle altre di esse. ,, 

c) Eslensione dei concetti d'eguazione riducibile e irriducibile e ridu- 
zione d'un'equazione riducibile quando se ne conoscono alcm~i iutegrali par- 
ticolari. Scomt)osizione d' un' espressione differenziale d' ordi~e n > 1 in espres- 
sioni differenziali del primo ordi~ze. Si eonsideri l'equazione differenziale li- 
neare : 

F(-) (x) f (y,) + . . .  F (x) ~,_, (x) f ( y J  _--_ Or (6) 

analoga alia (6) salvo il mutamento di segno ehe si ha per maggiore como- 
dit5. Con un'ovvia estensione dei concerti del caleolo ordinario~ una soluzione 
dell'equazione (6'), la quale dopo aver fissate (il ehe abbiamo visto (a) essere 
in nostro arbitrio) le determinazioni sue e delle sue prime n - - 1  derivate 
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per una certa determinazione costante Ik dell'operazione X ehe figura nell'equa- 
zione in parola, compresa nel campo di convergenza dei coeffieienti relativa- 
mente alla funzione-oggetto eonsiderata, si ottenga mediante sviluppo in serie 
di potenze di X - - I h ,  se ne dirk , un in~egrale particolare ,,. Che poi lo svi- 
luppo cos] ottenuto sodisfi l'equazione studmta risulta dal teorema test~ di- 
mostrato (b). Per eontro, detti F , ( X ) . . . F ~ ( X ) ,  n integrali particolari 
della (6), ]inearmente indipendenti (v. :Nora), la funzione di X: 

F ( x )  = ~, F, (x) + . . .  ~,~ y .  (x),  

(dove v~, u~,..., v,~ sono altrettante eostanti arbitrarie), che quando faeeiamo 
assumere a eiaseuna delle ~ . . .  ~ a ltrettanti valori assegnati ~ suseettibi!e 
di rappresentare qualunque integrale partieolare della (6)si  dirk , L'inte- 
grale generale dell'equazione in parola ,. 

,Quando si abbiano n integrali dell'equazione (6) linearmente indipen- 
denti, detti questi F i ( X ) . . .  F,,(X) g ehiaro ehe al primo membro dell'e- 
quazione in parola si potr~ dar ]a forma: 

Fi (X) F'i (X).  . . Fi("l (X) 

F, (X) F',  (X) . . . F,(")(X) (9) 

i ° • ° ° • * • • ° ° ° ° • • • * 

I F . ( ± )  . . . . . . . . .  F.(-)(x)  f(y,) ( i =  1...,~). 

Infatti quest'espressione g evidententemente nulla quando'Fi(X), F ' i (X) , . . . ,  
]Fi(n) (X) assumano rispettivamente le determinazioni F, (X) . . .  F,(~) (X)~ 
F2(X) . . .F~(") (X)~ . . .  Di piia, detto brevemente D ~ F , ( X ) . . .  F~(X) I il 
determinante simbolico : 

F,  ( x )  . . .  F,( . - , )  ( x )  

• , , ° • . . . . . . . .  

F .  ( x )  . . . F.(~'-~ ( x )  

e Di IF ,  ( X ) . . .  F~ (X) I eib ehe esso diviene, quando ai singoji termini della 
sua i e~ima colonna si sostituisca rispettivamente T',(,~) ( X ) . . .  F,,(-) (X), me- 
diante lo sviluppo dell'espressione (9) la (6) assumer'~ ]a forma (intendendo 
di designare con F I (X)  uno degli integrali 27' i(X). . .  F,, (X)): 

Fi °° (X)f(Y, )-- F~ ¢r'- ') (X) [D,, I F, (X)...Fn (X) I] -i Dn IF, (X)... F ,  (X)l f(y,)... + 
+ (-- ])'~ Fi( X) [D { F , (X) . . .  F,~ (X) ~,]-' D, t~ F, (X) . . . l  f (y,)=O. 
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Cio~ il coeffieiente T~ (X) (i = 1 . . .  n) della (6) sarh dato dal quoziente (sim- 
bolico) : 

(-- 1)i Di{F, (X) . . .  F,~(X)I 
D{£,(X),...£,~(X)I 

Cosl t ( t  < n )  integrali linearmente indipendenti della (6') sodisferanno 
un'equazione differenziale lineare della stessa forma d'ordine t. Detti cio~: 
F, ( X ) . . .  Ft(X) questi integrali~ essi saranno altresi integrali d'un'equazione 
differenziale lineare d'ordine t~ nella quale ]a funzione-oggetto ~ aneora la 
stessa f(y,) ed in eui il eoemeiente del termine d'ordine i 4- 1 (ineomineiando 
a contare da quello contenenie ]a derivata d'ordine t ( i =  1 . . .  t)) eoeffieienie 
che designeremo con z i ( X )  avrg la forma: 

z~ (x) ----- ( -  1)~ D~{ F, ( X ) . . .  F, ( / ) }  
D I F, ( x ) . . .  F~ (X) } ' 

ore le espressioni che figurano in questo quoziente simbolieo hanno forma ana- 
loga a quella che fu attribuita dianzi ai simboli Di I/~', (_X). . .  Fn (X)t7 eee., 
eolla so]a differenza ehe in luogo dell'indiee n qui si ha l'indice inferiore t. 
Or% detti brevemente PIF(X)~  f(Y~)l ,il primo membro della (6'), e 
Pt IF(X), f(Y,)l il primo membro dell'equazione a cui sodisfano, F, ( X ) . . .  Ft(X) 
si avr~ ponendo per F(X)  uno qualunque degli integrali comuni alle due 
equazioni : 

P J F (X), f (y,) I = R. Pt  I F ( X ) ,  f (y,) I ----- 

Fi ( X ) . . .  Fi (t) ( X )  

F, ( X ) . . .  F~(') (X)  (10) 
= R  f ( y , ) = 0  ( i = 1 . . . ~ ) ,  

• • • . , . • ° • , . 

r, (x )  . . .  F~(') ( i )  

ove evidentement% in causa della forma stessa di P I F.(x)~ f(y,)1, R sarh 
un'espressione differenziale lineare simboliea (eio~ un'espressione differenziale 
lineare in una funzione dell'operazione variabile X) d'ordine n -  t. Quando 
la (6') ammetta una seomposizione in fattori come quella rappresentat~, 
dalla (10) essa si dir~ , un' equazione ridueibile ,,. Per le equazioni della 
forma (6') riducibili si pub dare un metodo d'effettiva seomposizione dell'e- 
spressione differenziale (lineare) simboliea che figura nel loro primo membro 
in espressioni differenziali lineari del primo ordine perfettamente analoga a 

• / 

quella ehe si ha pet" le equazmnl differenziali lineari studiate nel calcolo or- 
A~mctli di Matematlea, Serie Ill', tomo I[[. 41 
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dinario. Anehe qui perb per effettuare la seomposizione si riehiede la cono- 
seenza d'alcuni integrali partieolari dell'equazione in discorso. Sia pertanto 
F, (X) un integrale partieolare qualunque (soggetto all'uniea limitazione di 
non essere hullo in via assoluta) dell'equazione (6') e~ detto F ( X )  l'inte- 
grale generale della (6') si ponga, valendosi della rappresenfazione geome- 
trica delle operazioni I gi~t inirodotta e delle considerazioni che ne deriva- 
rono (/2"o): 

F(X)=(~*,(X)d 
e si sostituisea quest'espressione nella (6'), 

(~('~-') ( X) f (y,) + ¢("-")(X) [I F, ( X) I-: l V, (X) + 

+ n F -~, (X)l ] f(y,) + ¢("-a) (?~) [I FE (x ) I - '  l V, (x)  + 

~' ,  (x)  ,v, ( x ) +  ( ; )~" ,  (x) I ] f,y,) + . . . .  o. + (,, 1) 

La (6') si trasforma dunque in un'equazione 
in eui il eoeffieiente dell' i +  1 "*ira° ( i ~ - 1 . . .  n - -  

I ~, (X)l-" iWi_ , (X) + (n -- i + 1)/~=~', 

+(~-i)~",(x) ~,_~ (x) + .  • • ( ~ 
2 i - -  

x) Y, (x), 

la quale cosl assumer~ la forma: 

!(11) 

/ 

d'ordine n -  1 in ,I) (X), 
1) termine ha la forma: 

(x) v~_~ (x) + I (t1') 

I 
Detto ora F---~ (X) un integrale particolare della (11) non perb hullo in 

via assoluta, e posto: 

e sostituendo quest'espressione di (I), (X) nella (11) questa si riduce ad un'e- 
quazione differenziale lineare omogenea d'ordine n -  2 in (P~ (X), i eui coef- 
fieienti sono costruiti mediante le _~'~ (X) . . .  ~(n-~) (X) e i coefficienti della ([1) 
seeondo la stessa legge, colla quale i coefficienti della (11) sono eostruiti me- 
diante ~', (X) . . .  ~, (n-,) (X) e i coefficienti della (6'). Cost procedendo si trova 
che detto Fa (X) un integrale particolare qualunque~ non hullo in via asso- 

luta dell'equazione cosi ottenuta e posto: cp~ (X)---- (I'a ( X ) d X  (X), ri- 

petendo le considerazioni preeedenti si trova che ¢~(X) ~ integrale d'un'e- 
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quazione differenziale lineare d'ordine n -  3 i cui coeffieienti si determinano 
secondo il metodo stabilito dianzi. Procedendo in questo modo si giunge ad 
avere rappresentato mediante il prodotto simbolico: 

(dove (I),,-~ (X); per it modo stesso con tui fu determinat% ~ integrale d'un'e- 
quazione differenziale ]ineare del primo ordine), un integrale particolare 
della (6'), tome sono integrali partieolari delia (6'): 

Tenendo per gli n integrali particolari della (6') che cosi s'ottengono la no- 
tazione F~(X). . .  F,(X), si ha per essi la seguente: 

Proposizione. Gli n integrali !n parola non possono sodisfare ad ufi'e- 
quazione lineare a coefficienti costanti sussistente in via assoluta (cio~ indi- 
pendentemente dalla particolare funzione-oggetto a cui possa essere applicata 
l'operazione rappresentata dal suo primo membro). 

Se infatti si avesse una relazione della forma: 

c, F, (x)  +c2  + c. F . (X)  = 0, (12) 

da questa mediante divisione per F l (X)  e derivazione, poi mediante divi- 
sione per F~ (X) e derivazion% ece., ee% si giungerebbe alla relazione: 

c,,F~(X)---=O, 

la qual% per non essere F . ( X )  nulla in via assoluta porterebbe con s~ the 
fosse c = = O :  se non che l'equazione preeedente alla (n ~im") ottenuta col 
proeedimento indicato ~: 

-I- c~, f~._, (X) d X -~ O, Cn-t 
J 

dalla quale risulta, se c , , ~ 0  che anche cn-,-~-0. Ripetendo sempre questo 
ragionamento si giungerb, facilmente alla tontlusione che la (12) pub sussi- 
stere solo a patto che siano nuili tutti i coeffieienti ci (c----1.. .  n). 

Cib equivale a dire che: 
, Le funzioni: F, ( X ) . . .  F,,(X) eostituiscono un sistema fondamentale 

d'integrali dell'equazione (6') ,. 
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:Nello stesso modo si vede che le funzioni: 

(13) 

eostituiseono un sistema fondamentale detl'equazione d'ordine n -  t( t-~ I, 2, . . . )  

alla quale soddisfa: F~+i (X) e, mediante eonsiderazioni di per s~ stesse evi- 
dente si rappresenta nella forma (13) qualunque sistema fondamentale, see- 
gliendo opportunamente l'elemento di questo sistema ehe si designa con 

F---t÷, (X), assumendo per ~t~-~(X) in modo opportuno un integrale dell'e- 
quazione d' ordine n - - ) ~ -  t + 1 a eui sodisfa %+~.-, e seegliendo opportu. 
namente le eostanti (rispetto ad X)  d'integrazione ehe man mano si vengono 
a presentare. Cos'l si pub riguardare F, ( X ) . . .  F,~(X) come un sistema fon- 
damentale arbitrario della (6'). 

Ora daremo aleune relazioni notevoli ehe esistono fra i de~erminanti sim- 
bolici dei sistemi fondamentali d'integrali delle equazioni della forma (11) ehe 
si vengono sueeessivamente a ottenere. Detto Dt il determinante del sistema 
fondamentale d'integruli (13) d'una di queste equazioni che ~ quella d'or- 

dine n -  t e detto ~/---~(X) il eoefficiente della derivata d'orfline n -  t -  1 in 
quest'equazione (quello dello, derivata n -  t ~'~'~ si suppone -~- all' unit~), 

--,.; ']~( X )dX 
evidentemente: D, = C, e ore sia Ct un fattore costante rispetto a x.  

Detto quindi W--t~ (X) il eoeliieiente della derivata d'ordine n - - t - - 2  
nell'equazione a cui sodisfa (P_,~, (X) sar~ come risutta dalla (9'): 

W--,+, ( X ) =  W,(X) -+ ( n -  t) d log Ft+, (X) 
d X  ' 

da eai: 
Ct+t 

D,+i = ~ FT.~ +1 (X) Dt 

(ove D,+, abbia per l'equazione a eui sodisfa q~-t (X) lo stesso 
che ha Dt per quella ~ cui sodisfa ~n-t+i(X)), e:  

Ct D,----- ~ F,+, (X) n,÷i. 

Costruendo le formole analoghe alia (14) per i casi di: 

t---~),) ) . + 1 . . . n - - 1 ( ) , = 0 ,  1 . . . n - - 1 ) ,  

signifieato 

(14) 
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-- f q ' . ( X ) d X  _ _  

e osservando the dai ealeoli fatti risulta _hh ( X ) =  e ove %, (X)sia 

il coetficiente della derivata prima nell'equazione a eui sodisfa I ~ ( X )  si 
giunge al risultato: 

D~ ----- e~ F%~" (X) . . .  F, (X), 
e in particolare : 

Do -~ D ( F , ( X) . . . F, ( X) ) -~- C Iq ~ ( X) F, '~-' ( X) . . . i.,, ( X), 

designando C un fattore costante rispetto a .X: Di pifi: 

i ~, ( x ) . . .  F,~-,)(X) 
D (F, ( X ) . . .  F, (X)) . . . . . . . . . . . . . . .  ----- 

I 

I i Fi, ( X ) . . .  F,~ ('~-') (X )  

= c'  lq~ (x)  ~ - ,  ( x ) . . .  ~ (x), (~ < n), 

ore sia anehe C' una costante. Segue da queste ultime relazioni che, posto 
brevemente : 

H I ( X ) = ~ , ( X ) . . .  i~(X),  (i----1, 2 , . . . ,  n), (15) 

e scelti opporiunamente i fattori costanti C, C' si ha l'uguaglianza simboliea : 

D (F, (X), F., (x),..., F~ (X)) 
H, (x )  = D (F, (X), F, (X),..., F~-, (X)) 

0hiaramente eiaseuna delle funzioni H~ (X) sodisfa requazione differen- 
ziale lineare (simboliea) del primo ordine: 

H~, (X) dxd H~(X)F(X) f ( y j  = I F , ( X  ) H',(X)H, (X) F ( X ) I f ( Y J = O  ' 

(quest'ultima trasformazione ~ lecita, trattandosi di serie di potenze di X a 
coefficienti costanti e l'equazione sussiste per una qualunque funzione-og- 
getto). Solo H~(X) poi sodisfa la (6'), il cui primo membro, designata 

H'~(X) F ( X )  brevemente con Q,(F(X))  assumer~ la forma : F ' ( x )  ix, ~x) 
' R , ( F ( X ) ) I  I q , ( F ( X ) ) I  

ore R, (F (X) )  ~ un'espressione differenziale d'ordine n - - 1  nella funzione 
F ( X )  di X. Se non ehe Q, (F(X)) f (Y~i  si annulla solo quando alla fun- 
zione incognita the in esso figura si dia la determinazione H~ (X) e pereib 
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deve essere : 
R, IQ,(tti(x))lf(y,)=o, ( i=2,  3 . . .n ) .  

Possiamo pereib affermare che l'equazione: Ri (F(X))f(y,)----0 ammette 
gli integrali H, (X) . . .  N,, (X), ossia : 

(H, (x) 
H,(X), H,(X) ) ~-7~) d X , .  .. , 

. , +  

Cost si vede ehe R~ IF(X)I si pub rappresentare mediante un'espressione 
della forma: R2 [O,(F(X))] f(yi) ore designi O,(F(X)) un'espressione diffe- 
renziale del primo ordine e R,(F(X))  un'espressione differenziale d'ordine 
n -  2 tale che l'equazione: 

R,(E(X))  f (y , )--O,  
abbia per integrali : 

H,(X) H,(X), H,(X) 

dx)(f  ... )( ,x) .  
Cosl proseguendo, si vede che il primo memhro della (6') si pub rap- 

presentare mediante il prodotto simbolico di n fattori differenzlali del primo 
ordine e pub cosl assumere la forma: 

_P~(F(X))--H.(X) .~-x ~ ] , " "  .d-x m ~ ] ~ d X  H,(X)]" 

Cosl 1' equazione : 

.. ~ , ,~1=  o, 

ha le soluzioni F, (X) . . .  F~ (X) e l'equazione : 

t d ® (X) )  R~ (x )=  H,, (X) .. ~ k H~-(X)J = O, 
ha le soluzioni: 

P~ (%, (x)), P~ (F~+, (X))... P~ (~, (X)). 

Cos~ partendo dai y integrali particolari Fi(X)(i ~ 17 2 . . .  t~) della (6') the 
supporremo dati~ pel primo membro della (6') si ha una scomposizione della 
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forma: R ~ ( F ( X ) ) P e ( F ( X ) )  e la eonoseenza d 'un  sistema fondamentale di 
integrali dell 'equazione: R , ( F ( X ) ) f ( y , ) = O ,  oltre quella degli aceennati 
integrali partieolari della (5') permette di determinate, mediante sempliei in- 
tegrazioni, gli altri n - - ~  integrali della stessa (6'), i quali, insieme con 
F, (X) . . . F, (X), costituiseono un sistema fondamentale. 

c) Moltiplicatori. Equazione aggiunta. Applieando una formola giK 
stabilita (quella per l 'integrazione per parti (io)), dette F(X)~ tb(X) due 
funzioni di X, si ha, come si verifica agevolmente con un ealeolo materiale: 

h = / x  - 1 

+ ,=~o ¢(h+,)(X) F(~ -h-') (X) d X, 

dalla quale si rieava la relazione equivalente : 

f¢ F~)(X) d X =  (X) 

= ~ (--  1,h ®(h~ (X) F ~  -~-') (X) + (-- 1'? ¢~)(X) F ( X )  d .X: 
h=O 

Ponendo ora per I;'(X), l'operazione rappresentata dal primo membro 
della (6') ehe si designer~ brevemente con P I F ( X )  I si avr~: 

J ¢ ( X )  PI F ( X )  I d X =  

= ,,=~-, dh~-h(X) F(X) 
- - - -~ ~=o (--l~hF<~'-h-')(X) dXh + (16) 

+fF(x)P' ~(x)l d X. 

Ora P '  [ ,~ (X) I evidentemente : 

h=,, dh ~r~-z~ (X) ,~ (X)} ( -  1)h 

Proponiamoei ora la questione seg'uente: 
,, Sotto quale eondizione il primo membro della (16) b un'espressione dif- 

ferenziale lineare dell'ordine n - - 1  in F ( X ) ?  ,, 
Anzitutto il primo termine del secondo membro della (i6) ~ appunto 

un'espressione di tal natura, il seeondo termine si riduee esso pure ad una 
espressione di tal fatta, solo a patto the sia F ( X ) P ' I ' I '  (X)] la derivata 
d'un'espressione dell'aceennata forma. Cib per altro non /~, in generale, pos- 
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sibile, talchh questo |ermine deve annullarsi affineh~ il primo membro della (16) 
assuma la forma da not indicata. Ora in general% non essendo T ' (X)  iden- 
ticamente nulla in via assoluta~ F ( X ) P ' { ( P ( X ) I  s'annulla in Via assoluta 
solo se ~: 

P' I®(x) I =o ,  

per qualunque funzione-oggetto a cut sia applicata l'operazione che esso rap- 
presenta. Possiamo quindi affermare che: 

,, II primo membro della (16) si riduce ad un'espressione differenziale 
]ineare d'ordine n -- 1 quando per (I) (X) si ponga un integrale dell'equazione: 

P '  I • (X) I ? (Y3 = O, (17) 

designando ~(y,) una funzione-oggetto qualunque. ,, 
Una tale funzione ehe abbia la proprieth, sostituita a q)(X), di far as- 

f, sumere a ( X ) P I F ( X ) I d X  la forma in diseorso si dir~, con un'estensione 

d' un concerto del ealeolo ordinario: , Moltiplieatore simbolieo dell'equa- 
zione (6'),, .  E l'equazione (17) ehe definisee tali funzioni si diri~, adottando 
la definizione data dal Fueus per te equazioni differenziali del ealeolo ordi- 
nario: , Equazione aggiunta dell'equazione (6'). ,, L'operazione rappresentata 
dal primo membro della (17) si dir~: ,, Equazione differenziale aggiunta del- 
l' espressione P I F ( X )  I. " 

Derivando la (14) rispetto a X membro a membro si ha :  

eve sia: 

¢ (X)  P ( F ( X ) )  - -  F ( X )  P' (~P (X)) = dO(F(X) * (X)) 
dX 18) 

~=n k = n - 1  d k 

9 ( F ( x ) . ¢ ( x ) ) =  ° (_  1)k ) 
= k=--O 

Proseguendo ad estendere le denominazioni ctle si hanno nel calcolo or- 
dinario, in base a queste O(F(X)I(I)(X))I~ si didt: ,, Espressione differen- 
ziale bilineare (simboliea) helle funzioni F(X)~ (1)(X) dell'operazione I va- 
riabile X~ d'ordine n - - 1  in entrambe. ,  Siamo quindi giunti al risultato 
espresso dalla seguente : 

Proposizione , Sia P '  l q)(X~] l'espressione differenziale aggiunta del- 
l'espressione differenziale P I F ( X ) I  ore siano / ; ' (X) ,  ¢ (X) funzioni at- 
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bitrarie dell'operazione I variabile X" 

d (I) (X) P (¢ (Z)) - -  F (X) ~-~ P ((I) (X)), 

la derivata rispetto alia stessa operazione X d'un'espressione differenziale bi- 
lineare (simboliea) nelle funzioni F(X), ¢(X) dX d'ordine n - - 1  in en- 
trambe.,  

Quando poi per (P (x)  si ponga un moltiplieatore della (6'), risulta dalle 
eonsiderazioni preeedenti ehe detto M(X) questo moltiplieatore: 

M ( X ) P I F ( X ) I ,  

la derivata rispetto a X d'ua'espressione differenziale bilineare di F(X), 
M(X) d'ordine n - - 1  in entrambe. 

Cosl si vede che l a  teoria del moltiplieatore delle equazioni differenziali 
lineari s'estende completamente atte equazioni differenziali lineari in funzioni 
d'un'operazione I variabile, i eui coeiiieienti siano serie di potenze di que- 
st'operazione a eoeffleienti eostanti. 

d) Relazione che v'~ fra un'espressione differenziale lineare in una 
funzione d'un'operazione I variabile e la sua aggiunta. Ponendo le ugua- 
glianze simboliehe : 

1 
E~ ( x )  = H~ ( x )  " •  ~ (x)  = 

1 
_ H'~(X) t ~ ~ H,~(X) a ~(x-5 d x j  " H),., (X) (19) 

( X = 2 ,  3 , . . . ,  n - - l )  

E, ( x ) = .  1 ( f H,, (X) { f~,(X) x) 
. .  k j~- -~-~  

Dalla (14) si rieava, posto brevemente: 

x)( 
~ _ ~  (~  j " " u, (x) ~a i H-:~(X)] 

( ~ = 1 ,  27... , n - ) , q - 1 )  
1 

( ~ = 0 ,  2, . . . ,  n -  x, E~o(X) 
42 Annali di Matematica, Serie  [[[, tomo I[[. 
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equivalente a E~ (X)), i] seguente sistema di re]azioni: 

z~._~_, (x) p._~_, I F ( x )  l = 
d 

= _~,._~, (x)P,,_~ I F ( x ) ~ ,  

(intendendosi che Po [ F ( X )  I sia lo stesso P 1 F ( X )  1, t~ = n - -  1 . . .  ),). L'ul- 
tima di queste rdazioni ~: 

d [~ , )~ 
M~,,,_~ (X) P,,_), [ F(X)  I = 71xI-o~-~(x) P,,-,~-, ( x )  

e addizionando queste equazioni membro a membro si ha :  

d n-~t 
M ~ ( x ) P I F ( x ) I = U 2  Z M, , , . ( x )G+, IF(x ) I  ( ) . = 1 . . . , , ) .  (20) 

#=0 

Ora dalt'essere i] secondo membro della (20) ]a derivata rispe~to all'o- 
perazione X d' un'espressione differenziale lineare d'ordine n - - 1  nella fun- 
zione F ( X )  dell'operazione X: segue ehe Ej ( X ) . . . E = ( X )  sono da riguar- 
darsi come moltiplicatori della (6'). Di pifi dall'essere: 

( a H,,-.+, (x) l / d I 
116~ i x )  = H,,--,+, (X) _d-x H,,--~+, (xo) \d X H,,-.+, (X) ] 

• " u . ( x )  a g  j M , ( x ) ,  

si hafino i coefficienti di quest'espressione differenziale in una funzione d'una 
operazione I variabile rappresenfati came espressioni differenziati ]ineari del 
mo]tiplieatore. 

Ora per i moltiplicatori si diedero le espressioni rappresentate dalle (20): 
eonfrontando queste eolle altre espressioni : 

i rH~ (X) d X) F,I~(X):H,(X)tjH_~)dx){ f .)((H,~-)(X) " ~ H,~-.,-,~) 

si trae la seguente conclusione: 
,, I moltiplicatori ~ (X) . . .  "-__,~(X) della (6')si traggono da F, (X) . . .  J:, (X), 

sostituendo rispettivamente H, ( X ) . . . tI,, ( X) mediante : 

1 1 
H', (.¥) = ~ . ( x ) "  H ' . ( x ) =  HW-~(x) ' 

e detti moitiplicatori El(X)  costituiseono un sistema fondamentale d'inte- 
grali dell'equazione differenziale lineare omog'enea (in una funzione dell'ope- 
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razione I variabile X): 

( -  1). H' .  ( x )  -ff  ;-(2j-! H'.,~:; (Xq " " 
(21) 

( a ®(x) i 
' ~-x  ±s'= ( x ) ] t d  x I?7-(-Rji ~ (y')  = o, 

nello stesso modo con cui te F ~ ( X ) ( i = 1  . . . n )  hanno l'analoga propriefft 
rispetto all'equazione : 

• . H-(-~St~-X~-(y))~(y,)---O,  

(7 (Y:), funzione-oggetto quahmque). ,, 
Inoltre poich~ l'equazione (16) ha fi'a i suoi integrali qualunque molti- 

plicatore della (6') e quindi le ~ (X), dovr~ il primo membro de]la (16) es- 
sere identieo col primo membro della (20) in via assoluia. Dovr~ percib 
sussistere l'uguaglianza simbolica (posto per le H ' i ( X )  le loro espressioni 
equivalenti) : 

P' I ~ (X) I = (-- 1)  n Tit (X) H,, (X)]"" 
('~2) 

la quale ci esprime ehe: 
-L'espressione differenziale aggiunta a P IF(X)}  s'ottiene sostffuendo 

alle. funzioni H~ ( X ) . . . / I n  (X) dell'operazione I variabi]e X, le quali ser- 
vono alla scomposizione di P I F(X) I, le funzioni inverse a questa~ prese 
con or(line di suecessione inverso, e moltiplieando il risultato per ( - -1)  n. , 

Evidentemente l'espressione differenziale aggiunta all'espressione diffe- 
renziale di primo ordine: 

[ F(X) 

1 d 
.~'~ ( x )  = - m (xj ~ x I H ,  (X) ¢ ( X ) l .  

Abbiamo quindi la proposizione seguente: 
, L'espressione differenziale aggiunta dell'espressione differenziale lineare 

d'ordine n : P I F ( X )  i si pub rappres6ntare mediante il prodotto (simbolico) 
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del]e espressioni differenziali aggiunte delle espressioni differenziali di primo 
ordine che servono alia rappresentazione dell'espressione P I F ( X )  I mediante 
il loro prodotto (v. formola 14) prese con ordine inverso. , 

Di questa proposizione si ha il seguente: 
,, Corollario. L'espressione differenziale aggiunta d'un'espressione differen- 

ziale lineare (in una funzione d'un'operazione I variabile), ]a quale sia rap- 
presentata mediante il prodotto simbolico di pih espressioni differenziali li- 
neari, ~ data dal prodotto simbolieo delle espressioni aggiunte di queste espres- 
sioni-fattori prese con ordine inverso., 

Cib si djmostr% seomponendo ognuna dl queste espressioni differenziali 
che sono i fattori dell'espressione data in fattori del primo ordine sl da ot- 
tenere l'espressione data rappresentata mediante un prodotto simbolico di 
fattori differenziali del primo ordine e, applicando poi la proposizione test~ 
enuneiata. Poiehi~ le ~ (X) (i ~ - 1 . . .  n) eostituiscono un sistema fondamen- 
tale d'integrali della (22), sarh integrale di quest'equazione anehe ogni loro 
combinazione lineare a coeffieienti costanti. Cosl dalla reciproeitb~ ehe sus- 
siste ira equazioni differenziali aggiunte e dal modo stesso con cui fa deft- 
nito il moltiplicatore d'un'equazione differenziale lineare ~ lecito trarre la 
eonelusione segaente : 

- I  moltiplieatori dell'equazione differenziale (6') sono dati dalle solu- 
zioni dell'equazione differenziale aggiunta alia stessa (6') e reeiprocamente i 
moltiplieatori di quest'equazione aggiunta (22) sono dati dagli integrali 
della (6 ') . ,  

:Poniamo ora le uguaglianze simboliehe: 

D (F, (X). . .  Fa-, (X), F~+, (X)... F~ (X)) (a --- 1, 2r.. , n), (23) 
,:]),, ( X )  = ( - -  1) '--" - - -  D(F, ( X ) . . .  Fn (X)) 

ore al solito F, ( X ) . . .  F~, (X) abbiano il signifieato d'un sistema fondamen- 
tale d'integrale della (6'). Ora si sa essere: 

P (F  (X)) ---- (-- 1)" D (F(X), F, (X) . . .  Y, (X)) (24) 
D (F, (X). . .  Fn (X)) ' 

di pih evidentemente : 

d F~ (X) D (F~ (X), F~ (X)) d Fn (X) k D (Fl (X), F,~ (X)). 
d X F, (X) = F,' (X) d X F, (X) F,~ (X) 

Pertanto, posto per brevitb,: 

D(F,(X) ,  F~(X))=fl~,(X) ( ~ = 1 ,  2 , . . . , n ) ,  
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si avr~ : 

D( Ic , (X) .  F n ( X ) ) = D ( f i ~ ( X ) ' " a ~ ( X ) )  
' "" F,' (X) ' 

da cui: 

D ( F, (X), 

e anche : 

D (~, ( x ) . . .  

quindi : 

ore si ponga: 

F,(X), F , ( X ) ) = + ( ~ , ( X ) . . . o , ( X ) ) n  C - - 3 ,  4,..., ,,), 
F~ (X) 

fin ( X  )) = D { D (t~, (X) ,  ~s (X)) . . . D (.q, (X), a,, (X))  } 
F,~-~ ( X )  

D(F~(X) Fn(X)) - D ( T ' ( X ) ' ' ' T ' - ' ( X ) )  
" '"  D(F,(X), F,(X))n-3 ' 

T i ( X ) =  D(F,(X),  F,(X), [i+,(X)). 

Abbiansi ora : t; -I- ~ funzioni di X : 

N , ( X ) . . . N p ( X ) ,  P , ( X ) . . . P , ( X ) :  

si verifica facilmente essere: 

D (U, ( X ) . . .  U~ (X)) (25) D (N, (X)  . . . ~# (X) ,  T, (X  ) . . . T o ( X ) ) =  z ~ i v ; - ( 2 j . . .  N~(2tyF-, ' 

ore si sia posto: 

D (N, ( X ) . . .  Np (X), P, (X)) = U, (X) (r = 1, 2, . . . ,  :), 

(p e ~ siano due humeri qualunque). Se pertanto a p s'attribuisee il valore 
~ - - 1 ,  a q il valore z e se si sostituiscono alle funzioni N ( X )  rispetiiva- 
mente le funzioni : F, ( X ) . . .  F~-, (X), F~+~ ( X ) . . .  !:~ (X) e alle P ( X )  rispet- 
tivamente le funzioni : F~(X), F~,+, (X), la (24) assume la forma: 

n (F, ( X ) . . .  F~-~ (X), F).+L ( X ) . . .  F~ (X)) D ([~ (X) . . .  [~+~ (X)) 
D (F~ (X)... F~ (X)), 

(26) 
d D (F, (X) . . .  F~-, (X), F~+~ (X). . .  F~+, (X)) 

----- d x D (F~ (X) . . .  F~ (X)) 

Cib premesso, se nella (26) si fa ) . = ~ ,  t ~ : n  e si pone [ ~ + , ( X ) = F ( X )  
essa in virth delle (23) e (24) si trasforma nella relazione seguent6: 

o)~ (X) P ( F  (X)) ----- ~ X  P (F  (X), +~ (X)), (27) 
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ove si ponga: 

P ( F ( X ) ,  ~ (X))  = (--  1) ~-' - -  D(F, (X) . . .  F~-, (X), F~+~ (X) . . .F~(X) ) .  
D (F~ (X), F,(X)...F~(X)) 

Colla (27) ~ espressa la propriet~ delle ¢)~(X) ( ~ = l . . . n ) d ' e s s e r e  
moltiplicatori dell'equazione differenziale (6'). 0ra  sviluppiamo il determi- 
nante • 

F, ( X ) . . .  F, (~-*) (X), F, (~, (X) (~--~--0, 1, . . . ,  n -  2), 

F, ( X ) . . .  F~ (n-~) (X), F~ (~ (X) 

• • • • . • . • . . • . , , • • • . 

Fn ( X ) . . .  F,,(,,-O (X), Fn (~) (X) 

si avr~ per la (23), facendo lo sviluppo per la colonna d'ordine ~ : 

F, (~) (X) 'I), (X) ---- 0 in via assoluta 

(), = 0 ,  1 , . . . ,  n - -  2 )  ( 2 8 )  

6 ¢ ~ n  I 

_~ F~ ('~-~1 (X) q~ (~) = all'operazione identiea. 

Posto brevemente:- ~ F~Iel (X) ¢~(~1 (X) = S~,~ (X), per X = 0 le S~,~ (X) 
,=~ 

sono tutte uguali a 0 in via assoluta all'infuori ehe per tz = n - - 1 ,  nel qual 
easo si ha per S~,~(X) l'operazione identiea. Si hanno poi le relazioni: 

• = , d "~ S ; - , o  d s~-,o a,  o + ~,_, , 
d X  ' dX* - - ~ =  S.~o + 2 S,_,,, ÷ 

+ 8~_,,~ d,'So.o , S,_,,, + .  So, .  
• " " d X ~  ~ ,'5~,o " { -  l~ . .  , 

0ra per ~ < n - - l :  S ~ , ~ ( X ) = 0  quando ~ + ) , < Z n - - 1 ,  
n ~ - - 1 ,  si ricava dalle formole precedenti: 

S~-~,o (X) = 1, S~_~,, (X) = 1 . . . ,  ecc., 

mentre per 

con legge alternata e altrettanto si ha per / ~ n .  Quindi: 

! o per ) , - [ - ~ < n - - 1  

(-- 1) n-' per ), -¥ ? < n - -  1., 
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ossia nel easo particolare di ~ ~ O: 

a~---1 / 
( ) , = 0 r  l , . . . ,  n-- l )  

Z ¢~("--') ( x )  F~ (X) = ( -  1) --l, 

(29) 

formola questa che in un calla (28) indica sotto una nuova formala  recipro- 
cith esistente fra le (P~ (X), F~ (X). 

5. Equazioni differenziali lineari non omogenee in funzioni d'un'ope- 
razione I variabile. 

a) Serie procedenti secondo le derivate successive d'una data fun- 
zione d'un'operazione I variabile. Si consideri era la serie: 

z Pi ( i )  a'~ u (x )  d X,, f(Y')' (30) 

ore F (X) sia una funzione data di X~ analitica (H °) entro un certo campo 
di determinazioni di detta operazione X rispetto a f(yi), la quale sia una 
funzione-oggetto qualunque. Le P~(X) alla lor volta (n- -0~ 17 2 . . . )  siano 
fimzioni della stessa X rappresentate da serie di potenze a eoemcienti costanti 
di quest'operazione I variabile sodisfacenti alla eondizione : 

P ~ ( X ) ] n - - 1  F~.~(X)f(yi) F.~'~(X) F(~ (X) f(yD 
p,~-, (x)  I£ F ,~-,) ( x )  t (v,) < R,*-, ( x )  F ,~-, (X) f(y~)' 

per tutti i valori dell'indice n~ e per tuttc le determinazioni di X comprese 
in un certo campo T~ ore sia R (X) una funzione data di 2(, analitica entro 
T rispetto a F ( X ) f ( y i )  e che di pih sia tale che le:  

R ~' (X) F(',) (X) f(y , )  (n = O, 1 . . . ) ,  

siano per tutte ]e determinazioni di X comprese in T~ reali e positive per 
un certo insieme E di valori della variabile da cut dipende la funzione da 
esse rappresentata. Suppongasi inoltre the F ( X )  sia funzione analitiea di X 
rispetto a f(y,) per tutte le determinazioni di X appartenenti a un in- 
sterne T, eompreso per intero in T. Ora si dimostrer~ come si possa deter- 
minare una porzione di T,, tale ehe per le determinazion'i di X comprese 
in questa la serie (30) sia eonvergente assolutamente e in ugua] grado. 
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Converremo pertanto di designare, dopo avere introdotta la rappresen- 
D (X) f (y , )  tazione delle operazioni I mediante punti dello spazio (11o), con 

J 

il limite inferiore della differenza~ rispetto a f(y,), fra una data determina- 
zione di X corrispondente ad un punto inferno alia regione costkuita dai 
punti che corrispondono alle determinazioni di X appartenenti a T, e le de- 
terminazioni di X che eorrispondono ai punti situati sul contorno della re- 

gione stessa. Questo limite inferiore: D(X)f (y~)  sar~ una funzione ehe va- 
f 

rierb, da uno all' altro punto dell' accennata regione~ che diremo R: di pih 
sar~ nulla per i punti del contorno di /i' m mentre sarb. reale, positiva e con- 
tinua per punti interni al contorno stesso (cio~ D (X)) sar~ per punti~ eec. ecc. 
continua rispetto a f (y,) .  Fissiamo ora un punto P inferno a R~ a cui cor- 
risponda una determinazione costante ]h di X: dimostreremo questa propo- 
sizione : 

-Esista un punto di R~ tale che~ detta X la determinazione di X che 
gli corrisponde sia : 

B" (X) F ~ (X) f (y , )  D n (X)f(y,) 
R ?-(y,) < D--, (X) f(y,;' 

(32) 

per ogni valore dell'indiee n da 1 in poi. In questo easo, per la continuit~ 
di D~ esister~ un' intera regione interna a R (11°), tale che per le determi- 
nazioni di X eorrispondenti ai singoli punti interni a questa regione, chc 
designeremo brevemente con R,, sia sodisfatta la (31). Allora per i punti 
interni a R,,  la serie (30) ~ eonvergente assolutamente ed in ugual grado 
sotto ]a condizione perb che entro R, esista un punto tale che ad esso cor- 
risponda una determinazione costante lh di X. 

Infatti, per essere F (X) funzione analitica di X entro T rispetto a f(y,),  
essa sar/~ sviluppabile in serie di potenze di X - - ] h  convergente nella s'fera 
il eui centro sia il punto corrispondente a lh, e sulla cui superficie si tro- 

D (lh) f (yt) vino i punti corrispondenti a ] h ~  I~  posto brevemente a 
f (yd 

Se ora indichiamo con t,~ t~ & tre numeri positivi (i quali per le ipo- 
tesi poste si potranno sempre assegnare) tall ehe: 

R ( lh ) f (yO< t, < t , <  t3 <D( ih) f (Y ' )  
J f & , )  I f ( y , )  
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(st noti che: 
R (Ih) f(y,) D (Ih)/(y,) 

e 
J / (YO I / (y,) 

sono fattori costanti, qualunque sia la funzione f(y,)) si potrh sviluppare la 
funzione .F ( X q - I t , ) f ( y , )  mediante la formola del TA'ILOR generalizzata~ per 
le determinazioni di X sodisfacenti alla condizione seguente (per ogni valore 
dell'indice n): 

/] ( X - -  b0f fyd  q- b.f(y01 } '' 
(l (X--  lh) f(yO q- l~.f(yO[}"-' ~ 

si avdt cio~ per queste determinazioni: 

D ([h) f ( y 0 .  
I f ( Y O  ) 

l',,/° F (x + J,~) f(y,) ----,,~o ~ 1  F(-)(x)  f(y,) (3a) 

(al solito con F(°)(X) s'intende eli rappresentare la stessa F(X)) ,  mentre 
d'altra parte per ]a continuith di R (X) relativamente a f (y , )vi  sark un'in- 
tera porzione della regione R comprendente il punto corrispondente a 11'~ 
tale che per le determinazioni di X corrispondenti a' suoi singoli punti~ B (3:) 
continui a sodisfare la disuguaglianza (32). D'altra parte lo sviluppo (33) 
sadt valido certo per le determinazioni di X tall che sia sodisfatta la disu- 
guaglianza : 

I X"f(y~) !< t~ - - t . , - - h ,  
x . - ,  f ( ~ )  

per tutti i valori dell'indice n e per tutti i valori della variabile da cut di- 
pende Xnf(y , )  compresi in E :  e per le determinazioni di X eomprese in 

F(X) f(yd ammetter~t quindi un massimo (per tutti i valori questo camp% | f(yi) 

della -¢ariabile da cut dipende la funzione in discorso compresi in E). Di- 
ciamo m questo massim% sarh: 

I E ,,) (x )  f(yO ] < , , .  

Ritornando ora alla serie (29) ?~ chiaro che per tutte le determinazioni 
di X appartenenti al campo in cut sia: 

X'~f(yO ! 
x . - ,  f (y,) 1 < t,~ - -  t~ - -  h ,  

e sia contemporaneamente continua D (X) relativamente 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IIL 

a f(y,), cio~ per 

43 
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tutte le determinazioni di X costituenti la porzione comune di questi due 
campi, si avrh: 

< r.,, (x)  F (:)(x) f (v,) < P"I(_~ X) F(~) (X) f(y,)  I 
[ 

< t, ~ F('<)(X) f(y,)  < t;' F('*) (X) f(y,). 

:Re consegue che la  serie (31) ~ convergente assolutamente ed in ugual 
grado per tutte le determinazioni di X compreso nel campo in cui ~ con- 
vergente la (33) c. d. d. 

L'insieme delle funzioni di X tali che messe nella (31) al posto di F (X), 
rendano convergente questa serie si dir~, estendendo una definizione data dal 
prot'. PmCUERLE , campo funzionale di convergenza di questa funzione del- 
l'operazione /variabi le  in discorso ,,. 

b) Integrazione d'eguazioni differenziali lineari non omogenee in fun- 
zioni d'un'operazione I variabile. Abbiasi ora l'equazione : 

a ~ ,  (x )  #,~-,, ( i /  
- d ~ -  f(Y') + d X"--' % (X) f(y,) + . . .  

. . .  0 (X) 'Vr, (X) f(y,) ---- F (X) f(y,), 
I (34) 
] 

ore i coefficienti Wi (X) e F (X) siano funzioni cognite di X, rappresentate da 
serie di potenze di quest'operazione 1 variabile, a coeffieienti costanti e f(y,) 
sia al solito una funzione-oggetto assegnata. Si tratta di determinate la fun- 
zione incognita • (X) in guisa da rendere sodisfatta la (34). Un'equazione 
siffat~a si direr: , Equazione differenziale lineare non omogenea in una tim_ 
zione dell'operazione I variabile X, rispetto alla funzione-oggetto f ( y , ) . ,  
Formalmente la (34) sussiste indipendentemente da qualunque funzione parti- 
colare f(y,), ma ~ necessario prendere in considerazione la forma speciale 
che in ogni singolo caso pub presentarsi onde determinare il campo di con- 
vergenza della funzione (I)(X) dell'operazione X che sodisfa la (34) (integrale 
di quest'equazione). Ora: 

,, L'equazione (34) ~ sodisfatta da una funzione della forma (31), da una 
serie cio~ procedente secondo le derivate successive rispetto atl'operazione X 
della funzione F ( X ) f ( y i )  che figura nel secondo membro dell' equazione 
stessa. ,, 

Infatti riguardiamo il primo membro della (34) come un risultato d'un'o- 
perazione che designeremo con h { 4~ (X) f(y,) I applicata a ,P ( i )  f(y,) ; al- 
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lora si potr~ indicare ¢ (X) f(y,)  col simbolo A-' [ F(X) f(y,) }, intendendo 
di rappresentare con A -I l'inversa dell'operazione A, poieh~: 

F (X) f ( y , ) =  A [¢ (X) f (y,) f .  

Proponiamoci quindi di determinare la funzione A-' IF (X)  f(y,) ], rappre- 
sentandola mediante una serie della forma (31) in guisa da rendere sodisfatta 
la (34). Ora trattandosi di serie di potenze a coeffieienti costanti di X, per 
le quali quando si faccia il prodotto simbolieo d'una per l'altra, vale la legge 
distributiva e poieh~ (I °) per ]a derivazione rispetto ad un'operazione I va- 
riabile valgono le stesse leggi fondamentali che valgono per la derivazione 
studiata nel calcolo ordinario, per la determinazione formale dell' integrale 
della (34) si pub applicare il medesimo metodo col quale il prof. PmCU~.RL~ (*) 
determinb forma]mente l' integrale delle equazioni differenziali lineari non 
omogenee ehe si presentano nel caleolo ordinario. Seguendo questa via si 
trova che la (34) ~ sodisfatta da una serie della forma: 

~="' d~ F (X) a-'IF(x)f(y,)l Z Z (--1)nP~(x)D-(~+')[M,(x)] dX,, f(Y') '  (35) 
n=O {=I 

ore le funzioni P i ( X ) ( i = l ,  2,. . . ,  m) siano un sistema fondamenta]e d'in- 
tegrali dell'equazione A [ • (X) f(y,) [ = 0 e le funzioni Mi(X)  siano il si- 
sterna corrispondente di moltiplicatori (v. 4) dell'equazione stessa mentre con 
D-'* I Mi (X) I s'intenda di rappresentare l'espressione: 

X X X 

b, Iz, Ii, 

(per la formazione di quest'integrale v. (]Io)). Di pih sia Ii, una determina- 
zione eostante di X tale che in tutto un eampo c h e l a  eomprende le Mi (X) 
siano funzioni analitiehe finite di X relativamente alle funzioni: 

d,~/~(x) 
d X  7, f (y') ( n = O ,  1 . . . ) .  

Sappiamo poi (4) che fra le Mi (X), I~(X) sussiste una relazione della 
forma (,30) che ~ appunto una delle relazioni fondamentali nella determina- 
zione formale della serie (34) (v. Pn~cH~.alm, loc. cir.). 

(~) Loe. cir. 
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Cib premesso passiamo a stabilire se si possa determinare un eampo di 
convergenza per la serie: 

F(X) 
2 p (x) (x)]  d x, ,  ' (36) 

i =  i = 1  

relativamente a f(y,). Anzitutto si sa (4) che nel campo di determinazione 
di X, in cui ]e funzioni W i ( i =  1 . . .  ~z) re]ativamente a f(y~) sono funzioni 
analitiehe regolari di X~ anehe le serie ehe rappresentano le funzioni: 
P~(X), Mi (X) sono convergenti relativamente alla stessa f(y,). (Che questo 
sia anche delle Mi (X) si desume dal fatto che per il modo stesso con cui 
si costruisce l'equazione aggiunta d'un'equazione differenziale tineare data in 
una funzione d'un'operazione 1 variabile, integrali e coeffieienti dell'una sono 
convergenti relativamente a una data funzione-oggetto nel campo di conver- 
genza ehe spetta a integrali e coeificienti dell'altra. Prendasi la determinazione 
costante Ih nel campo di eonvergenza del}e funzioni Ri (X), Mi(X) e si con- 
sideri un eampo eomprendente Ih tale che le determinazioni di esso differi- 
seano da Ia relativamente a f(YO, di non pib. della funzione D(Ih) avente 
rispetto a Ih e al eampo di convergenza della BI(X)~ M i ( X )  la proprieth 
che le si attribui in a). Detto T~ il campo cosl determinat% entro T~ ]a 

funzione ~(X)f(y~) avrh per un certo insieme E di valori della variabile 
I f (y~) 

da cui dipende un massimo valore assoluto che diremo pC. Posto quindi: 

-Yi (X) ---~ u.i,o Jr- ~i,,.(X --  Ih) -]- *¢i,~ (X - -  Ih)' • •. (i = l . . .  m), 

la funzione .~ (%n)(X--Ih) ,~f(y,)  avrk pure entro T~ un massimo valore 
,,=o I f (y~) 

assoluto che diremo 7~. In virth delle posizioni: 
X X 

D-('~+~)Mi(X)-~j'D -" Mi(Z) d X, D-' M,(X)=J'M,(X)d x, 
i~, ih 

sarh certo per tutte le determinazioni di X comprese in T, : 

] D-(,,+'lif(yoMi(X)f(yO I <  gi[ ( X - -  Ih) p + ' l n  + 1 W(Y')" 

I 

Pertanto, valendo nella moltiplieazione delle funzioni dell'operazione X qui 
considerate la legge distributiva sar~ nella (36) il termine: 

i----m dnF(X) 1 ,(X--I/,Y~+, posto ~ ,  ~, ipi= e. 
d X'~ f (y') < in modulo di I~ n + 1 = 
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Senoneh~ X - -  L, ~ relativamente a f(y,) < D (Ih) onde la condizione (33) 
essendo sodisfatta cosi per tutte le determinazioni di X comprese in Tt~ la 
serie (36) rappresenta l'integrale della (34)~ convergente rispetto alla funzione- 
oggetto f(y,). Essa rappresenta ciob effettivamente (rispetto a f(y,)) l'espres- 
stone h-, I F ( X ) I ,  posta l'uguaglianza simboliea : 

F ( X ) - - a l ¢ ( X ) l  --- d + . . . qi ( X )  V , ,  ( X ) .  

II. 

1. Operazioni I che lasciano invariata una forma differenzlale lineare 
data. Relazione fra una forma dil~erenziale lineare e le operazioni I the la 
lasciano inalterata. Sia ]a forma differenzia]e lineare d'ordine n:  

p d'~ u d"-~ u d u + p,~ u, 
A u (y,)___ + p, a v ,  n - '  + . . .  + (l) 

ove i coefficienti Po, P , . . .  P,, siauo funzioni analitiche della varlabile y,, 
uniformi e regolari in un certo campo Ey, di valori di y,. I1 prof. L~.vz- 
CmTa (*) determinb le operazioni ] the ]aseiano inalterata una forma diffe- 
renzlale della natura della (1). Un' operazione I che ]asei inalterata la (I) 
soddisferh pertanto alle seguenti condizioni: 

a) La linea d'integrazione sia tale che in eorrispondenza a tutti i va- 
lori della variabile situati su essa, la funzione earatteristica sia regolare al- 
meno per qualehe punto (e quindi area) eompresa nel eampo di valori Eu, ' 
della variabile d'integrazione yh~l (h indice variabile a norma delle conven- 
zioni poste (I°)). 

b) La ]inea stessa sia tutta interna alla regione Ey,, designandosi con 
yl~, in generale, la variabile d'integrazione. 

c) Questa linea sia chiusa o tale che ne' suoi estremi si annullino la 
funzione earatteristiea e le sue prime n - - 1  derivate. 

d) La funzione earatteristiea di detta operazione~ che designeremo 
con Z(yh~ yh~-J) (nel caso qui esaminato sar~ h-~ 1) dovr~, sodisfare l'equa- 

(~) LgvI-CIVlTX, I Gruppi di operazioni funzionali e l' inversione degli integrali de- 
finiti. Rend. del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere,  1895. 
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zione a derivate parziali : 

o d y7,77 d t~-" 

L'integrale generale della (2) contiene n funzioni arbitrarie : esso ha la 
forma (v. L~vI-CxvITA~ loc. cit.): 

f xt(') Y,(') ~, (t)d t + f x~(' Yt(~) % (t) d t + . . . f  x,( ", Y((~) %, (t) d t, 

ove I °" Detto t u n  parametro Xt(O...  Xt(n) sia un sistema fondamentale di in- 
tegrali dell'equazione : 

(A + t) u (yh+,) = 2"~ P~ (ya+,) d,~-," u (Yh+O + t u (yh+,) = O, (3) 

e YtO).. .  Yt ('0 sia un sistema fondamentale di integrali dell'equazione: 

(a' + t) ---- Z , - ( -  1# [P, (,qh) (yh)] + t (yh) 0. (3) 
o d t/)~ -" 

(La (3') ~ a preseindere dai simboli, l'equazione aggiunta della prima e vi- 
ceversa.) 

]I ° : q~ (t)... W,~ (t) siano n funzioni arbitrarie della variabile in generale 
complessa t e 1,, l~,...~ In siano n linee, pure arbitrarie del piano eom- 
plesso t. ~ chiaro che C Xt (1) Y/J) (i v j = 1 . . .  n) ~ un integrale particolare 
della (2) e che facendo variare comunque t ]a funzione C X~(i) Y~(J) si tra- 
sforma (v. LEvI-CIWTA~ ibid.) in tanti integrali particolari della (2) stessa. 

Le operazioni I che lasciano invariata ]a (1) eostituiscono gruppo: percib 
se ~ A un'operazione I che lascia invariata la (2)~ altrettanto avverr~ delle 
potenze di A~ delle serie di potenze a eoeIfieienti costanti della stessa A e 
delle operazioni X che si ottengono caleolando le derivate o gli integrali 
indefiniti di F(X)  ove F ( X )  sia una serie di potenze dell'accennata natura~ 
per X ~ A .  Di pih (v. LEw-CmTA, ibid.) i so]i gruppi d'operazioni I sono 
quelli definiti dalla propriet~ ehe le operazioni I onde sono costituiti lasciano 
invariata una forma differenzia]e ]ineare. Cosl se X ~ un'operazione I va- 
riabil% e consideriamo un insieme di determinazioni di questa~ ciascuna delle 
quali laseia invariata una eerta forma differenziale lineare d'ordine n~ po- 
fremo considerare ognuna di queste forme differenziali lineari in quanto essa 
dipende dalla determinazione di X ehe]a  lascia invariata. Cosi se designiamo 
con A una forma differenziale lineare d'ordine n~ variabile nella natura dei 
suoi coemeienti~ sark h una funzione di X nell'insieme eonsiderato di deter- 
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minazioni di quest'operazione. Infatti in base al carattere d'una forma differen- 
ziale lineare, di rimanere invariata per una eerta operazione I si pub sta- 
bilire una corrispondenza reeiproeamente univoea fra le determinazioni di X 
eomprese nell'insieme in parola e altrettante determinazioni che ~ suscettibile 
d'assumere A. I1 gruppo d'operazioni I ehe laseia invariata una certa forma 
differenziale linearo si didt:  ,, I1 gruppo d'operazioni I relativo ad essa . ,  

2. Formole  fondamenlali  per il 2oassaggio dagli integrali  ai coefficienti e 
reciprocamente dai coe[ficienti agli integrali  d'un'equazione differenziale lineare 
non omogenea. Sia l'equazione differenziale lineare non omogenea~ d'ordine n: 

d u(.,~ (V,) + p ,  (y,) d u ~-, (W) 
A u =  d y O  dye*-'  ~-....P,~(y,)u(y,)---_tV(y,) (4) 

(supporremo per semplicitk il 
coemcienti P~ ( y t ) . . .  P,, (y,) e 
in un eerto eampo Ti. Sia X 
soggetta ad assumere soltanto 
perazioni I relative alla forma 

eoeffieiente del I ° termine = all'unitk), eve i 
W (y,) siano funzioni analitiche regolari di y, 
un'operazione I variabile ehe qui supporremo 
le determinazioni appartenenti al gruppo d'o- 
h u~ suscettibile perb d'assumerle tutte. Sia A 

una qualunque di queste: gih sappiamo (v. l)  a quali condizioni dovrk so- 
disfare. Date al solito all'indiee h il signifieato, d'indiee variabile a norma 
delle condizioni poste ( I  °) si eonsiderino oltre h u, le forme: 

A h u ,  A A  2 u . . . A A ' ' - ~ u ;  

avremo eosl il sistema d'equazioni: 

d,~ u (v,3 d~- ,  ,~ (V,,) ! 
a u = ~ +  P , ( y , , )  - - - - -  t - "  

d ?h, ~* d yt, ~*-I ~: 

. . .  P .  (y,,) u ( y 3  = ,v (y,,) 

d n-I  A u (Yh-,) d '~ A u (Yh-,) +. Pl (y,,) d yh '*-t + "  " A h u = d yh ~ 

. . . .  P .  (y,,) A u (y,,_,) = A ~v (y~_,) (5) 

• ° , • • * • * ° ° • * • • • * * * * • • 

A , '  A u --- d A , ~ - , u  (u,-.+,) + p ,  (y~) d~-, A"- '  ~, (y,,_.+,) + . . .  
d Vh '~ d yh ~ - t  ] 

. . .  P~ (y,,) A n - ' u  (y,,_.+,) ---- A "-~ 'V (Yh--.+3" / 

Sia u(ya)  un integrale conosciuto deWequazione (4): potremo allora, 
pure, h~ le funzioni u ( y a ) . . .  A'*-' u (yn-a,,)  siano indipendenti, riguardando 
nel sistema (5) i eoefficienfi P,  ( y , ) . . .  P,, (yh) come incognite, risolverlo ri- 
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spetto ad esso. Si otterr~t allora evidentemente: 

1", (y,,) = 

d y ~ n  ~ d y ~ -  ~ " ' "  dg-'-"~ ' 

d~ A ,  (.v~) d~- '  a u ( w )  d .A u (~)  

~ + (Y") a u; '  ' d "~"-, ' a uh ' 

u (y~) 

A u (y,,) 

I • • • i • 0 ~ • • Q I • • B ~ Q a m 0 • Q ~ 

A ~ - ~  ~ ( Y h )  - d y~n ' d y~,,-~ " " " d y~, ' 

d~- ,  u (~0 d , , - '  u (y~) d u (~,,) 
d ya n - I  d yh u-~ d y~, 

d,~-, A u (y,) d.,,-' A u ( Y , " - 9 . . .  d A ~ (Y"), A u 
, 

d ya n-~ d yh '~-~ d Ya 

d,*-* A,~-* u (yh) dn-*  A ~ * u (y~) d A n - t  u(y~) A n _  ~ 

d yp~-~ d yp~-~ d Yh 

e in generale: 

P~ (y~,) = 

d yh ~*-I ' d y d  ~-~ . . . .  d yh TM ' d g a  n ~ d ya i - I  . • • u (Yh) 

d'~ A u (Yh) di-* A u (Yh) d,~-, A u (.~,3 an- ,  A u 0>3 d~+' A u (.W) A • (y,,) , . . .  A u (y,,) 
d yh n -~  ~ d °'y~,~-* " " " d ,.uai+~ ' d yff~ d y~t-~ 

I Q • • I 0 I g Q • Q • • ~ g  Q I Q 0 • I I g m I 6 B 0 I D I O • 

d" A ~ - *  u (Yl,) • • A ~'- ~ u .  d'~'-' A ' - J u ( q h )  dn-'A'~-'u('qt') di+* A n - ' u ( Y h )  A " - *  W ( y ~ , ) ~  
d yh n--I ~ d yl, n -~ " " " d y j i+l  ' d yh n 

d~-I u (y~,) 
d y ;* -*  

d n - I  A u (y,3 

d yp~- i  

0 • 0 • • V O ~ 0 9 ~ B D D I I D 0 m t D ~ D Q U B 

A u 

o • • • ~ • • 8 ~ • U I • • D b 0 I B J i • I J Q D U • • i • i 

d~-* A,~-I  u (y~,) . . . . . . . . . . .  A '~-' u 

d g p ,_ l  . . . . . . . . . . . . . .  
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(i = 2, 3 . . .  n). Cosl si designi brevemente con D (u, A u . . .  A r*-~ u) il de- 
ferminante funzionale di % A u . . .  A'*-tu ehe ~ il denominatore comune in que- 
ste frazioni, si designi con D~ iu, A u . . .  A '~-~ u) cib ehe esso diviene quando 
ai termini della sua n -  i *,ima colonna ( i =  1 . . .  n) si so'stituisea rispettiva- 
mente : 

dr* u dr* u d r* A r*-I u 
_ _  , , ,  $ 

T (Yh)--d .yh '  ~, A W ( y h ) - -  dy~,'~-* An-*~F dyj,'~ 

con Di, z ( u . . .  A'*-*u) il eoemciente (a prescindere dal segno) dell' l ~*i'~ 
(1---- 1 . . . n )  termine della i **i'*~ ¢olonna nello sviluppo di Di(u,  A u . . .  Ar*-*u). 
Si avri~ cosl~ sviluppando eiaseuno dei determinanti Di (% A u . . .  A n-'  u) ri- 
spetto ai termini dell'/~*im~' colonna: 

(--1)~-'Di,,(u....4n-'u)tq~-- ~-~u t +.. .(--1)i- '~Di,~(u,Au.. .An-'u)I A'*-~F - dr*A'*-'u t 
w ) t l 

= I (6) O (u, A u . . .  An-~ u) 

= Zi,1 A n - t  W + Z~,~ A n - 2  q: 4 -  . • • )~,, q: + )Q,,+I~ 

eve si ponga: 

(-- 1) I-~* Dir* (u. . . An-1 u) )i-, DO (u . .  . A n-1 u) 
A r * - l , )  . . .  z , , , =  ( - -  1 ' 

(-- 1) i D ( u . . .  A r*-I u ) .  
X~,.+l = D ( u . . . A  ~-~ u) ' 

designando con D ( u . . .  A n- 'u )  il determinante: 

dr* u d n-1  u 
- - "  • • U 

d yh r' ~ d Ya"-I 

dr* A u d n-l A u 
~ . . . .  A u  d y~n d yr~ n-1 

d n A  n - l u  d n - l A  n - l u  
A n - t  u 

d y~,.,-1 d yh '~-~ 

Presa era in esam% in partieolare ad es, l'equazione: 

P t  = )~i,1 A~Z- I  X~f + )~4,2 A n - '  l~f . . + Zi,n 1~ + ) ~ ¢ m + l  , ( 6 t )  

vediamo come da questa si possa ricavare q: espresso mediante una funzione 
dell'operazione X, ealeolata per X-----A~ applicata a P t .  Ci varremo in cib 
del metodo dei eoemeienti ind~terminati (I°). Riguardando cio~ il secondo 
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membro della (6') come il risultato d'un'operazione funzionale applieata a ~1", 
operazione che designeremo brevemente con F(A)  (onde porte in evidenza 
che si tratta d 'una funzione dell'operazione I variabile X calcolata per 
X = A ) ,  ei proponiamo di de~erminare t'operazione inversa a F(A) ,  che 
designeremo con I F (A)  i-t. Quest' operazionz I F (A) I si rappresenter~ con 
una serie di poterlze di A :  si ponga cio~: 

Y~OO 

IF(A)I-'P,---- A'z ,F , ,  (7) 

ore siano Zo:~ z~.,,.., altrettante funzioni d'una variabile da designarsi con un 
simbolo che si stabilirh in base alle convenzioni poste (I°), le quali si do- 
vranno determinare in modo che si abbia: 

r = O  

Sostituendo pertanto nella (6') a T l'ultimo membro della (7), avremo 
il seguente sistema di relazioni: 

Z;,. Zo: P, + Z~,.+l =: P , ,  

Z,,,,-, A &,, P, -{- Z,,,,Az,,, P, ---- O, Z:,,-= A* Zo,, P, q- Z,,,,-, A= z,,, P, = 0, i 
! 

(8) 
Z;: A'~-~ z°,~ P, -I- Z;a A'*-~ z,,, P , . . .  4- Z;,,, A'*-' z,  , , ,  P~ : 0, 

Z:,. A~ z, ,~+,,, P~ + Z;,,,-, .4~ z._t. ,, P, q - . . .  :~:,,, A~ z~,, P, = 0, 

( ~ : i ,  2 , . . . ,  o~). 

Con cib, dopo avere determinato zo,, mediante ]a prima delle (8), la de- 
terminazione suceessiva di ciaseuna delle altre funzioni z,,,, z,,,, za,,, . . . .  ~ ri- 
condotta all'inversione d'un integrale definito, trattandosi ogni volta di de- 
terminare la funzione % ~ P~ z,, (v = 1, 2, . . . ) ,  tale che:  

A ~ z,, = ~ ,  

?, essendo una funzione eognita, perch~ quando si giunge a]la ricerca di z~., 
sono gi~ note le preeedenti funzioni z sino a z , - , : .  Cosi~ purch~ si presen- 
tino cast in cut l'inversione di integrali definiti (I  °) sia possibile, giungeremo 
alia seguente re]azione: 

T---~ Z A ' z , ,P , ,  (9) 
,,=o 

ore le z,, sono funzioni cognite. Ripetendo questo procedimento per ciascuno 
degli altri coefficienti Pi  ( i =  1 . . . n ) ,  perverremo ad altrettante relazioni 
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della forma : 

V = -  Y__, A~z~ ,P i ,  (9') 
,.=o 

eve con z~ si designino le funzioni che hanno nell'espressione di W me- 
diante P~ lo stesso ufficio che hanno le z.,, nell'espressione di ~ me- 
diante P,~ ecc., eco. 

0 ra  il prof. P1~cn~rtLE (lee. cir.) (v. introduzione) diede il mode di rap- 
presentare la soluzione della (4) mediante una serie procedente seeondo ]e 
derivate successive di q'~ serie della quale dimostrb potersi determinare un 
campo di convergenza. :Poniamo brevemente u = D (q), intendendo di rap- 
presentare col seeondo membro di quest'uguaglianza l'accennata serie proce- 
dente seeondo le derivate successive di ~.  Avremo allora~ in virth della (9'): 

u ~ D A t z~, Pi (10) 

(i = 1, 2 . . .  n)~ cioh u espresso in funzione di ciascuna delle Pi. 
Cosl la formola (6) e la (10) possono riguardarsi come formole inverse 

nel sense che:  
,, La (6)d~ il passaggio dalla soluzione della ( 4 ) a i  coemcienti della 

soluzione stessa: la (10)d~ il passaggio inverse dai eoefficienti della (4) alla 
sua soluzione ,. 

Quanto alla validifft dell'espressione data per • dalla (9') e quindi pet" 
u dalla (10) ~ chiaro che il campo di convergenza di queste serie sar~ date 
dal campo, in cui la serie di potenze di Yh ehe rappresenta lo sviluppo di ~F 

convergente assolutamente ed in ugual grade. 
Un'al tra osservazione da farsi ~ questa. L'espressione di u daLa dalla 

(.10) fu determinat% fissando una determinazione speciale di X;  or% pongasi 
la convenzione di peter far assumere a X tutte e sole ]e determinazioni ap- 
partenenti al gruppo d'operazioni I relative a A u, e si designino con z~: 
( ~ - 0 ,  1 , . . . ~ i = 1 ,  2 . . . n ) ,  anzich~ le funzioni determinate dalle ( 8 ) i n  
base a un'operazione I assegnat,q~ i simboli di funzioni variabili che si de- 
terminano mediante le cquazioni analoghe alle (8) relative alle varie deter- 
minazioni che pub assumere X. Si potrb, scrivere : 

u ---- D X ~ z~, P~ . 
[ r=-'.0 

S'~ detto che se A appartiene al gruppo d'operazioni I relative a A u, 
altrettanto sarebbe di F (A) eve F (A) designasse una serie di potenze a coetli- 
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cienti costanti di A, e apparterrebbero pure al gruppo in parola le derivate 
successive e gli integrali indefiniti di F (X) calcolati per X =  A. Pertanto 
consideriamo le relazioni" 

A U ~ ~ - 
d yh ~ 

F ( A )  A u =  dyh ~ dyh ~-* 

• = E ( A ) w  

&* F '  ( A )  u d n - i  F '  (A )  
F' (A) h u ~- d y;~ + P~ d yT, ~-* 

• .. + P , ,  F '  (A) u = F '  (A) 

d n - x  u 
kr ' ,  + " "  +P u = 

d '~ F ( A )  u d'~-* F ( A )  u 
+ P, + . . .  

~t ~o°. 

. . • • . o • • ° . • • • • • ° ° • . 

d ,1" .~ ~t-l} ( A )  'lg d )z-1 F ~(~'-1) ( A )  '/I, 
1¢(,-,) (A) h u  = dye, ~ + P~ dy;~_ x -~ . . . .  

• .. + P~ F (~-~) (A) u = F (~-') (A) T. 

(11) 

Da queste si r icava: 

P i - -  ~,, F(~-° (A)W+~I ,~F(~-~) (A)  ~F + "  " ~ O ~ T + ' Q ~ , ,  (1Y) 

ove sia ~ih ( -  1) ~+~ (h----- 1 . . .  n) il quoziente di due determinanti costruiti 
con u~ F ( A )  u . . . F ( n - O ( A ) u  le loro successive derivate, rispettivamente 
nello stesso modo con cui sono costruiti: 

Di, h (u, A u . . .  A"- '  u), e D ( u . . .  A '*-~ u), 

con u . . .  A n-i u, le loro successive derivate, mentre sia ~i.,~,,(--1) i i l  quo- 
ziente del determinante costruito con u , . . .  Fo*-*) (A) u come D (u. . .  A '*-I u) coll 
u . . .  A '~-~ u per lo stesso determinante che figura al denominatore delle ~i,h. 

La (11') ~ cosl un'equazione lineare alle derivate di F ( X )  rispetto 
a X, calcolate per X ~  A, i cui coefficienti sono funzioni nel senso ordina- 
rio. Questa relazione si pub invertire come si feee colla (6'); valendosi cio~ 
anche qui del metodo dei coefficienti indeterminati si ponno dare per ~F 
espressioni della forma: 

V...~ 
2~ F (~) (A) ~,, Pi  + -~ Pi .  (12) 
r~-O 

Si avrk  infatti per la determinazione delle funzioni n~,, c per ogni va- 
lore di i compreso nella suecessione 1, 2 . . .  n i l  seguente sistema di rela- 
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zioni (eve sostituita a Pi nella (11) l'espressione (12) si uguagliano i termini 
contenenti derivate d'ugual indiee di F(X) per X-----A): 

~i,n .~ Pi + ~i,n+, = Pi ,  
F(A) + F(A) P, = o, 

~,~,,~_~ F' (A) ~ P, + '~i,n.-, F' (A) ,7,,, P, = O. 
• • . • • • • • • • • • • , • 

Per ciaseuna di queste equazioni, dope risoluta la prima, la risoluzione 
rieondotta all'inversione d'un integrale definite (*). Cosl, dette "f,.i le fun- 

zioni aventi rispetto alle ,7,,i signifieato analogo a quello ehe hanno le z~.~ ri- 
spetto alle z;,~., si avranno le n equazioni (1 per ciaseun valore di i): 

u = D F(') (X) ~,,~ P~ + D 3 P~. (13) 
7 

Ora, eonsiderando le equazioni analoghe alle (11) the si ottengono 
quando a F(X) si sostltuisca F'(X), e dette-~l) ( i = 0  n, v = 1, 2 .) 

t ' l  v ~ i  9 , • , , • 

le funzioni (di yh) the hanno rispetto a F '  (X) signifieato analogo a que}lo 
che hanno rispettivamente le ~,,i, no.~ per F(X), si potrb, porre u sotto l'al- 
tra forma : 

DI"~=odF'~(X)-(" I d X v,,,~P, +DSP~.  (12') 

Cosi~ eonfrontando le due forme (13), (12') sotto le quali si ~ posto u 
(ossia ~F) si avrh, per ciaseun valore dell'indiee i, l'equazione seguente: 

no.,t~+ ,=o ~ F ( " ( X ) g , . , P , = 5 P , +  ,~o dF(~)(X)d X - -  ,7~,, P, = ]' 

i 
d Z v(,)l'Y~'z(~) I (14) - k - ~ ]  ,,,,,i P~  

=o c/X + ~ P ¢ '  ] 

ehe ~ un'equazione funzionale nella funzione F(X) delt'operazione I varia- 
bile X, i cui coeffieienti sono funzioni (variabili nella lore forma da una al- 
l'altra determinazione di X). in ultima analisi la (14) si potrebbe riguardare 
anche come un'equazione differenziale di grade infinite (traseendente) in X. 

Le considerazioni fatte per F(X), si possono ripetere per le derivate di 
qualunque ordine di questa funzione, e pure per i suoi integrali indefiniti ri- 

(*) Come si vede dunque la ~ si determina da una semplice equazione lineare ed 6 
sol,ante per determinure le "~0.~ "~l,~ ~,~ eee. ehe si riehiedono inversioni di integrali definiti. 



8t2 Vit  e r b i: Sull' operazione funzionale rappresentata 

spetto a X ;  e si ottengono eosl Ira due espressioni di • ricavate sostituendo 
a F(X)  una delle sue derivate o de' suet integrali~ relazioni della forma (14) 
ehe permettono di passare direttamente dall 'una all 'altra. 

Nota. Siano n funzioni, F ,  ( X ) . . .  F,~ (X) dell'operazione I variabile X;  
diremo ehe:  , per ana determinazione generica di questa che diremo an- 
cora X, queste n funzioni sono linearmente indipendenti, quando non sia mat 
possibile trovare n fattori h,~ h~,..., hn tali che sussista identicamente e in 
via assoluta una relazione della forma: 

h, F, (X)  + h~ F~ (X) + . . .  + h,, F~ (X) = O. ,, (~) 

Una tale relazione equivale, sostituendo a ciasctma delle F i ( X )  (i----l, 
2 . . .  n) il sue sviluppo in serie di potenze di X~ ad altrettante retazioni della 
forma : 

h, ch (') + h.~ oh(~) + . . .  -]- h,, oh(~) ----- 0 (h ----- 0, 1 . . .  oo), (~') 

fra i eoemeienti d'una stessa potenza di X. (Cab in base alla teoria dei eoef- 
ficienti indeterminati, v. I°.) Ora, se pub sussistere fra F~ ( X ) . . .  F ,  (X) una 
relazione della forma (~) si avr~ an&e :  

h, F,(k) (X) + h, F,(~) (X) + . . .  + h, FJ  h) (X) = 0 (k =: 1, 2 . . .  n - -  1). (~) 

Le (~) si seindono esse pure in relazioni della forma (¢'). Se dalle (¢) 
e (B) ricaviamo n equazioni, potranno sussistere le equazioni eosl ottenute in 
eui si riguardino le hi c o m e  incognite ( i =  1 . . .  n) solo a patto che sia nullo 
il determinante dei coemcienti in parola, e vieeversa, come si sa dall'algebra 
l'annullarsi di detto determinante g condizione sufiieiente, a ehe sussistano 
tali equazioni. Cosi pure potendosi raggruppare a n~ a n le equazioni della 
forma (£) elm s'ottengono dalle (~), (f~), la possibilit~ the sussistesse la ~. 
porterebbe con sg la possibilit~ the sussistessero ira i coeffieienti degli svi- 
luppi delle F~ ( X ) . . .  Fn (X) altri sistemi della forma (fl'), e ehe quindi quelli 
costituiti d'equazioni distinte avessero il determinante dei eoeificienti hullo. 

era ,  eonverremo di designare eel home di , determinante d i n '  funzioni: 
F,., ( X ) . . .  F,,n (X), F,., ( X ) . .  • F,,,~ (X) ddl'equazione X e di designare eel 

simbolo : 
F,., (X) . . . F,,, (X) 

F:,, ( X ) . . .  & ,  (x )  
, , , • . o , • • • • • 

[ F.,, (x) . . .  (x) 
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la funzione della stessa operazione X che s'ottiene eombinando, mediante 
mo]tiplicazioni e addizioni simboliche queste n ~ funzioni, nello stesso modo 
con eui si combinano con moltiplicazioni e addizioni n ~ quantith allorch~ si 
voglia lo sviluppo del loro determinante ,. 

Inoltre diremo determinante funzionale delle n funzioni di X :  

il determinante simbolico: 

F, (X, 
F', (X), 

G ( x ) . . .  F,  (x), 

F~ ( X )  . . . Y ~  ( X )  

Y', (X) . . .  y',~ (x) 
• ° • ° ° ° ° ° • ° • • ° • • • • ° ° ° ° ° 

F,(--,) (X), F,(n-,) ( X ) . . .  F,(~- ,) (X) 

0ra  eonsiderando lo sviluppo di questo determinante, il quale risulta una 
serie di potenze di X, i eui coefficienti sono determinanti, ottenuti eombinando 
in modi diversi i coeffieienti che figurano negli sviluppi di F i ( X ) . . .  F~ (X)  
e delle loro derivate di primo . . .  n - -  I e~im° ordine, ~ chiaro, in base a pre- 
eedenti considerazioni, che il determinante simbolieo (7) sarh hullo identiea- 
mente, in via assoluta, sempre e soltanto quando siano soddisfatte le eondi- 
zioni onde sussistano i suaecennati sistemi d'equazioni della forma (£),  vale 
a dire quando fra F i ( X ) . . .  F~ (X) passi una relazione della forma (~.). Segue 
da cib la proposizione seguente analoga a quella che si ha per le funzioni 
studiate nel ealeolo ordinario: 

, Condizione neeessaria e sufficiente affinch~ fra n funzioni : 

F, (X) . . .  F .  (X), 

dell'operazione I variabile X non sussista una relazione lineare sodisfatta 
identieamente e in via assoluta ~ che il loro determinante funzionale (nel senso, 
in eui fu test~ definito) non sia null,) identicamente e in via assoluta. ,, 

Cos'l si dir~ ehe n integrali d'un'equazione differenziale lineare d'ordine n 
in una funzione d'un'operazione I variabile costituiseono un sistema fonda- 
mentale di quest'equazione quando essi siano linearmente indipendenti, vale 
a dire quando sia diverso da 0 il loro determinante funzionale (simbolieo). 

F,~E D~L To~,o III  (S~r~,~ III). 


