Sulla teoria delle trasformazioni
delle superficie a curvatura costante.

(D¢ Luter Biancml, ¢ Pisa.)

PREFAZIONE.

Per descrivere lo scopo ed i risultati delle presenti ricerche conviene
risalire ai teoremi fondamentali, dovuti al sig " Guicaarp, dai quali ripetono
la loro origine. Questi elegantissimi teoremi, relativi alla teoria della defor-
mazione delle quadriche di rotazione, furono fatti conoscere dall’autore, senza
dimostrazione, lo scorso gennaio nei Comptes Rendus de I’ Académie des
Sciences (*); da essi io ho dedotto le nuove trasformazioni delle superficie a
curvatura costante, il cui studio forma 1'oggetto principale della presente
Memoria (**). Si sarebbe potuto pervenire a risultati in intima connessione
con questi, e precisamente a superficie aventi le stesse immagini delle linee
di curvatura delle nostre superficie a curvatura costante trasformate, prose-
guendo le anteriori ricerche pubblicate da Guicuarp stesso nei Comptes Rendus
del 1898 (***). Su queste ricerche che, per quanto riguarda la trasforma-
zione delle superficie a curvatura costante, furono appena accennate dall’au-
tore, ritorniamo pilt avanti.

Intendiamo meglio 'importanza dei teoremi di Guicwarp, collegandoli
colla teoria della deformazione delle congruenze rettilinee normali e col ce-
lebre teorema di WeivesrteN, relativo alle evolute di quelle superficie i cui
raggi principali sono funzioni 1'uno dell’altro (superficie W). Immaginiamo
percid una superficie S,, flessibile ed inestendibile, dai cui punti M, escono

(*) Sur la déformation des quadriques de révolution (23 janvier 1899, pag. 232).
(¥*) Vedi le mie Note nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei: sedute del
19 febbraio, 5 marzo, 23 aprile e 21 maggio 1899.

(**¥) Vedi specialmente la Nota: 6 juin 1898, pag. 1617.
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segmenti rettilinei M, M normali nei loro estremi M ad una superficie S e
deformiamo comunque la superficie di partenza S,, che seco trasporli i seg-
menti M, M, invariabilmente connessi nei loro punti di partenza M, agli
elementi del piano tangente di S,. Un noto teorema di Brrrrami (¥) ci dice:
in tutte le deformazioni di S, il luogo S degli estremi M é costantemente una
superficie ortogonale ai raggi M, M.

Supponiamo ora di pilt che, in una speciale configurazione della S;, la
superficie S normale ai raggi della congruenza sia una superficie W, ciod
abbia 1 raggi principali di curvatura »,, 7, legati da una relazione:

fry r)=0, ()

e proponiamoci il problema fondamentale seguente, che diremo il problema [A] :

[4]. Quando accadrd che in tuite le deformazioni della S, ¢ raggi prin-
cipali di curvatura della superficie S rimangano costantemente legati dalla
medesima relazione (a)?

Il teorema di WemesrTEN ci fa appunto conoscere una classe assai estesa
di siffatte congruenze, dalle quali anzi si ottengono tutte le possibili super-
ficie W (**). Basta jnfatti che la superficie iniziale S, sia applicabile sopra
una superficie di rotazione ed 1 segmenti M, M escano fangenzialmente
alla S,, secondo le direzioni delle tangenti alle deformate dei meridiani;
allora una qualunque delle superficie S, normali ai raggi, risulta una super-
ficie W, i cui raggi principali di curvatura soddisfano sempre ad una me-
desima equazione ().

I teoremi di Guicuarp, riguardati sotto un conveniente punto di vista,
ci rivelano I'esistenza di soluzioni essenzialmente nuove del problema [A],
ove i raggi della congruenza non escono pili, come nel teorema di Wrin-
GARTEN, tangenzialmente alla superficie S, di partenza (**¥). Possiamo infatti
enunciare i teoremi fondamentali di Guicrarp sotto la forma seguente :

Teorema 1. La superficie iniziale S, sia un paraboloide di rotazione ed
i segmenti My, M siano disposti sui ragqi focali My F, trovandosi gls estremi M,

(¥) Vedi pag. 257 delle mie Lezioni di geomelria differenziale (Pisa-Sporri, 1894).
Nei frequenti richiami del testo al mio libro lo citerd semplicemente con: Lezioni.
(**) Lezionz, Cap. IX.

(*%%) Un altro caso assai ovvio, che conviene perd notare fin d’ora, si ottiene assu-
mendo per §, una superficie a curvatura costante e considerando la congruenza delle sue
normali; in ogni superficie S parallela alla S si ha cosi evidentemente una soluzione
del problema [4].
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nella configurazione iniziale, viunits nel fuoco F. Deformando comungue il
paraboloide Sy, il luogo deqli estremi M dei segmenti, trasportati da S, nelle
sue flessioni, sara sempre una superficie d’area minima ortogonale ai raggi
M, M. Una seconda superficie d’area minima S si ottiene, ogni volta, come
luogo del punto M simmetrico di M rispetto al piano tangente in M, alla S,
¢ le normali della S sono i raggi My M riflessi dei primitivi sopra S,, che
costituiscono wna seconda congruenza normale legata invariabilmente alla S,
nelle sue flessions.

Teorema II. La superficie S, siu un ellissoide allungato di rotazione,
ovvero” un iperboloide di rotazione n due falde, di asse principale (maggiore
o trasverso) di lunghezea =2 R e ¢ raggi My M si dirigano verso I’uno o
Paltro dei due fuochi, nel quale si trovino inizialmente riuniti gli estremi M.
Deformando comunque la quadrica S,, il luogo degli estremi M ¢ sempre

, . 1 . .
una. superficie o curvatura media costante = 5 > ortogonale ai ragyr.
Notiamo che, secondo un noto teorema di Bosyer (*), ogni superficie a
1

curvatura media costante == 5 e ammette una parallela, alla distanza R, di

curvatura costante positiva———%,—z, siccheé ad ogni deformata della quadrica
di rotazione si collegano due superficie applicabili sulla sfera di raggio = E.

Per meglio ordinare le diverse ricerche contenute nella presente Me-
moria, ho adottato una divisione per capitoli. Nel Capitolo I, completando
le ricerche delle quali nelle mie Note citate dei Rendiconti dei Lincei ho
dato un rapido riassunto, tratto il problema fondamentale [A4] pel caso in
cui la superficie S, ortogonale ai raggi della congruenza che si deforma,
debba restare sempre ad area minima, ovvero a curvatura costante. Nel caso
che S sia una superficie minima, ovvero quando la sua curvatura & costante
positiva, dimostro che non esistono altre soluzioni oltre quelle che i teo-
remi I e II di Guicsarp e¢i fanno conoscere, quando naturalmente si faccia
astrazione dalle soluzioni che il teorema di Wemeartex ci fornisce nelle evo-
lute S, delle superficie d’area minima o delle superficie applicabili sulla sfera.
Ma se facciamo Ja medesima ricerca supponendo che la S resti costantemente
superficie pseudosferica di dato raggio, troviamo che (trascurando al solito
le soluzioni fornite dal teorema di WrivearTEN nelle superficie non rigate ap-

(¥) Lezioni, pag. 447+
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plicabili sul catenoide) esistono tre casi essenzialmente distinti. La super-
ficie S, risulta allora applicabile sopra una superficie di rotazione, la cui
curva meridiana pud offrire le tre forme seguenti: 1.° la curva logaritmica,
2.% la catenaria accorciata, 3.° la sinusoide iperbolica.

In tutti i ecasi 1 raggi della congruenza, che accompagna nelle sue fles-
sioni la superficie S,, sono normali ai paralleli ed i loro raggi riflessi
sopra S, soddisfano egualmente alle condizioni imposte, talché insieme ad una
superficie S ad area minima, o a curvatura costante, se ne ottiene sempre

una seconda S normale ai raggi riflessi, due punti corrispondenti M, M

di S, S giacendo simmetricamente rispetto al piano tangente nel punto cor-
rispondente M, della superficie riflettente S, .

Il Capitolo II tratta delle proprieta della corrispondenza che viene, dalla
costruzione stessa, a stabilirsi fra i punti di S, e di S ovvero fra quelli
di 8, S, proprieth essenziali a conoscersi per venire poi all’argomento prin-
cipale e pih importante, alla teoria delle nuove trasformazioni che ne deri-
vano per le superficie a curvatura costante. Ogni volta la ricerca della pro-
prietd in considerazione viene condotta in guisa da trovare nello stesso tempo
tutti gli altri easi in cul essa si verifica, il che conduce a risultali per sé
notevoli.

Nel Capitolo III, che stabilisce I'esistenza delle nuove trasformazioni delle
superficie a curvatura costante, si parte dall’osservazione, gia fatta sopra, che
ad ogni deformazione della superficie fondamentale di rotazione S, si coor-

dinano due superficie a curvatura costante (*) S, S, I'una normale ai raggi
primitivi, V'altra ai loro riflessi, essendo S, la superficie riflettente. Importava
anzi tutto risolvere la questione segucnte, ove si tratta, in certo modo, della
inversione dei teoremi di GuicmARD :

Data una superficie S a curvatura costante positiva o negativa, puo essa
sempre considerarsi come derivata da una superficie S, applicabile sopra una
delle nostre superficie tipiche di rotazione in guisa che le normali alla S
costituiscano une delle due congruenze collegate, secondo i teoremi di Gui-
.cHARD, alle deformazioni di S,?

(*) Qui abbandoniamo affatto il caso del paraboloide di rotazione e delle superficie
minime. Del resto anche in questo caso si trovano risultati affatto analoghi e si giunge
ad una trasformazione delle superficie d’area minima che si collega alle ricerche esposte
dal sig, THYBAUT negli Annales de I'Ecole Normale (II[éme série, tom. XIV, 1807, pag. 45).
Ma, Vincludere le relative ricerche nel presente lavoro mi avrebbe troppo allontanato dal
soggetto principale. Di esse tratterd in una Nota a parte.
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Se si pensa che la totalith delle flessioni della superficie fondamentale di
rotazione dipende da due funzioni arbitrarie, appunto come la totalith delle
superficie di data curvatura costante, facilmente si prevede che alla domanda
sard da rispondersi affermativamente. Ma la ricerca effettiva, constatando la
veritd della previsione, dimostra di pil, cid che non era affatto prevedibile
a priori, che ogni data superficie S a curvatura costante deriva in o0o* modi
diversi da superficie S, applicabili sulla fondamentale di rotazione; per de-
terminare queste oo* configurazioni della S, si ha da integraire un sistema di
equazioni ai differenziali totali.

D’altronde se per ciascuna delle oo® forme di S, immaginiamo che i
raggi normali alla S si riflettano sulla S;, fra le superficie normali ai raggi
riflessi ve ne sard una determinata S (simmetrica di S rispetto a S;) colla
medesima curvatura costante di S. Se si osserva poi che gia mella forma
della superficie fondamentale di rotazione entra una costante arbitraria, se ne
conclude: Da ogni superficie notu S a curvatura costanté derivano, colla in-

dicata costruzione, oo® nuove superficie S colla medesima curvatura costante.
Per tal modo si giunge ad una teoria di trasformazioni sempre reali delle
superficic a curvatura costante positiva, o negativa.

Nel Cap. IV, colla introduzione di convenienti funzioni ausiliarie sugge-
rita dalla teoria dei sistemi ciclici, si cangiano le equazioni che definiscono
le nostre trasformazioni in un sistema differenziale lineare ed omogeneo, sul
quale pilt speditamente si fanno le verifiche relative alla illimitata integra-
bilita del sistema e tutte le altre che si riferiscono alle superficie a curva-
tura costante trasformate. Se ne deduce in particolare la notevole proprieta
delle nuove trasformazioni di essere permutabili colla trasformazione involu-
toria di Hazzipaxis. Presentate le formole di trasformazione sotto il nuovo
aspetto, facilmente si & condotti ad una classe di superficie, che hanno a
comune con quelle a curvatura costante I'immagine sferica delle linee di
curvatura, e i cui raggi principali di curvatura »,, r, sono legati alla di-
stanza p dell’origine dal piano tangente ed al quadrato 2¢ della distanza
dell’origine stessa dal punto di contatto dall’equazione:

krire—p@ri+1)+29=0, (k costante),

che appartiene al tipo di quelle considerate da WrinearTEN nelle sue ultime
ricerche sull'applicabilitd. Sono queste le superficie a cui un ulteriore sviluppo
delle anteriori ricerche di Guicuarp, gid sopra menzionate, avrebbe condotto
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1l Cap. V tratta delle relazioni che intercedono fra le nuove trasforma-
zioni delle superficie a curvatura costante e quelle gid prima note nella tra-
sformazione complementare e di Bickrunp (¥).

Si comincia dal dimostrare che per le superficie pseudosferiche le tra-
sformazioni che si ottengono, secondo il Cap. III, in relazione colle superficie
applicabili sulla logaritmica di rotazione e sul catenoide accorciato si ridu-
cono alle antiche, potendosi comporre nel primo caso con due trasformazioni
complementari, nel secondo eon due successive trasformazioni reali di Backrusp.

Nel terzo caso, corrispondente alle flessioni del sinusoide iperbolico, pos-
siamo bensi risolvere ancora la nostra trasformazione reale in due trasforma-
zioni di BackLusp, ma queste componenti elementari sono necessariamente
immaginarie (coniugate). Passando poi al caso delle superficie a curvatura
costante positiva, caso che offre il maggiore interesse come quello che era
rimasto fino a qui inaccessibile alle trasformazioni reali, vediamo che ha sem-
pre luogo l'ultima eircostanza ciot: la frasformazione risulta dal comporre
due trasformazioni di Bickruwp (puramente) immaginarie coniugote e par-
tendo da una superficie a curvatura costante positiva reale si perviene ad una
superficie finale reale della medesima specie, passando per una superficie au-
siliaria immaginaria.

Ci & ora relativamente facile il dare le formole effettive per 'anzidetta
composizione, con che si perviene in modo pilt rapido al risultato finale. Non
bisogna per altro dimenticare che la nuova via pid breve fu ritrovata sol-
tanto dopo che le conseguenze dei teoremi di Guicmarp ci hanno fatto certi
dell’esistenza delle nuove trasformazioni reali e che per essa non riconosciamo,
in modo reale, tutte le interessanti circostanze geometriche che accompagnano
la trasformazione. Mi piace qui ripetere cid che ebbi gid ad osservare nelle
Note preliminari citate (**) e cioé che: le nuove trasformazioni sono di na-
tura pits complicata delle antiche e si risolvono in tali trasformazioni pid
semplici solo ricorrendo ad opportune componenti immaginarie. Ed in questa

(*) Quasi contemporaneamente a queste mie ricerche sull’argomento, e dopo che le
mie due prime Note sulle nuove trasformazioni erano gid pubblicate, comparvero nei
Comptes Rendus de I’Académie (Séances du 27 mars, 4, 17 et 24 avril 1899) alcune Note
del sig. DarBoux, ove lillustre geometra dimostra i teoremi di GuicHARp ed altri pit
generali ed, occupandosi delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante, giunge
per altra via a risultati equivalenti a quelli del presente Cap. V.

(*¥%) Vedi specialmente la Nota del 23 aprile,
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circostanza appunto che le antiche trasformazioni soltanto in certo modo colla
duplicazione danno luogo alle nuove reali & da ricercarsi, come parmi, la
ragione per cui queste ultime trasformazioni sono rimaste cosi a lungo
nascoste.

Dalla accennata composizione derivano poi, col sussidio del teorema di
permutabilith, le conseguenze medesime che per le superficie pseudosferiche
ho ampiamente svolto nel Cap. XVII delle Lezions, in particolare questa prin-
cipale: Se di una superficie S a curvatura costante positiva o negativa si
sanno determinare tutte le trasformate di Backuusn, Uapplicazione successiva
ed illimitata delle nuove trasformazioni reali alla superficie S ed alle sue
successive trasformate richiedera soltanto calcoli algebrici e di derivazione.

In fine nel Cap. VI dimostro che le nuove trasformazioni possono ap-
plicarsi, oltre che a superficie a curvatura costante isolate, anche a serie oot
di tali superficie appartenenti a sistemi tripli ortogonali (sistemi di Weiear-
teN). Da ogni tale sistema si ottengono cosi oo® nuovi sistemi della medesima
specie.

Per tal modo, dopo un lungo periodo di tempo, vengono completate, an-
che pei sistemi di WemnearTeEN a curvatura positiva, le ricerche contenute
nella mia Memoria del 1885 (*).

Chiuderd questo riassunto dei principali risultati stabiliti nella presente
Memoria col’annunziare che teoremi perfettamente simili a quelli di Guicmarp
sussistono, insieme a tutte le loro conseguenze, anche nella geometria degli
spazl a curvatura costante positiva o negativa. Mi propongo di esporre queste
nuove ricerche in una seconda Memoria, che tratterd appunto delle superficie
ad area minima e delle superficie a curvatura costante nella geometria ellit-
tica e nella geometria iperbolica.

(*) Questi Annak, tom. XIII, serie 2.2
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CAPITOLO L

Della deformazione delle congruenze.

§ 1.

NoTAzIONI E FORMOLE FONDAMENTALL

Consideriamo una congruenza C di raggi ciascuno dei quali emani da
un punto M, della superficie S, di partenza ed immaginiamo la congruenza
invariabilmente legata alla S;, supposta flessibile ed inestendibile. Se flettiamo
comunque la S,, che seco trascini il sistema di raggi, diremo anche talora,
per abbreviare, che deformiamo la congruenza C.

A fondamento delle nostre ricerche poniamo le considerazioni e nota-
zioni seguenti. Scegliamo sulla superficie S, un sistema curvilineo coordi-
nato (v, v), assumendo a linee u= cost. quelle linee diS, che sono normali
ai raggi della congruenza C (*), indi a linee » = cost. le loro traiettorie or-
togonali. La S,, in una sua speciale configurazione, sard perfettamente defi-
nita dalle sue due forme quadratiche fondamentali (**), che indicheremo ri-
spettivamente con :

ds;=FE,dw -+ G,dv*
Dydw 2D dudv 4 D'ydov.

Sappiamo che i coefficienti di queste forme sono legati fra loro unica-
mente dalla equazione di Gauvss:

Do D”.."‘* Dlg _
g = K,, (D

(*) Tali linee cessano di essere determinate nel solo caso, privo d’interesse, che la
congruenza C sia quella delle normali di §;. Valgono del resto anche allora tutti gli svi-
luppi del testo, ove soltanto restera arbitrario il sistema coordinato (ortogonale).

(¥*) Lezion, Cap. IV.
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indicando con K, la curvatura di S,, e dalle due equazioni di Copazzr:

a(l)é)——i(])i)-% _l__a\/Go 0_}_13\/ED,,__0

ou\JE) 9v\VE,| " VE G, ou 00 an
O (D _ 0 (D', 1 o\NE,, , 1 3\/(10
ralim) = 5u 7) i e Dot & e D=

Indichiamo poi con x,, ¥,, 2, le coordinate cartesiane ortogonali di un
punto M, = (s, v) mobile sopra S, e con:

Xl) Yiy Zl
X27 Y27 Z2
X37 1731 Z3

rispettivamente 1 coseni di direzione della terna ortogonale uscente da M,
formata : 1.° dalla tangente alla linea v = cost., 2.° dalla tangente alla linea
u == cost., 3.° dalla normale alla superficie. Avremo allora le formole fonda-
mentali seguenti :

9” =B X,, %’=V"§Xg \
%’{;=—VLG03§’§°X=+‘D—E"-X“ 3—’§i=ﬁaavfxz+9;:xs
1

e le analoghe che se ne deducono permutando circolarmente le lettere (2,
y, 2) (Xi, Yiy, Zy) ¢=1, 2, 3. Sia ora:

o =a(u, v),
Pangolo d'inclinazione del raggio della congtuenza C, emanante dal punto

(u, v) di S, sulla superficie ciod sulla linea v = cost. Indicando con X, ¥, Z
i coseni di direzione del raggio, potremo porre :

X=cosc X, +sencX,, Y=coscY, +sencly;, )

Z=cosc Z, +sencZ,. }
Annali di Matematica, Serie III, tomo IIL 20
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Da queste formole derivando, coll’aver riguardo alle (1), deduciamo:

0X D 6 coscf)\/F
W——sena(ﬁ_";—}-%)X,——(sen \/o+ VGo 30,)X + ‘=

+ cosa (V_Jr 3u)X3

o (3)
X cos ¢ 0@, D,
Fo = —seno(i 4 50) X+ (R s )X
+COSa(D°+ ) . ,"
VE, 0 !
Introduciamo ora per la nostra congruenza C le notazioni di Kummer (¥):
E = z(aX) proxiXoX G’-’=2(—a——)£)2
ou u oo ov @)
o — 50X 0z, s 0 X 0o 0 X 0z, .0 X 0x,

/—— r— ———— —— e
buau’f Buav’f—-zbvau’g_—zavav’

e troveremo per questi coefficienti fondamentali, dalle (3), le espressioni se-
guenti :

VGO
F= (VEO + au) (\/Eo +50) (SGI:/ED

e ————— T —— .

5 B -
o=+l + (7 He = /
e———VEseno(\[ +§;\) f=—\/§)(senav _{_(:foi;:?)g/}';)\ .
e B2 +32), goyai(etiB_mery | O

(¥*) Lezioni, Cap. X.
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Per il seguito delle nostre ricerche ei conviene calcolare i valori delle
quantita fondamentali:

BG—F" gE —(+f)F +¢G, eg—ff"

Ponendo per abbreviare:

_ (D 8}) coss 9V G, sensD", \
(5l GE e S o
Dy s (sencD'0 cos o 9 VE, ,
@5 a e o)
troviamo:
E'G—F*=M, eg—f =—senc\l, G .M,
(D Je
B —(f+f)F +e@ = V@ (_;0_+_)_
= (cosc 9VG  sens Do)
__sena\j]ﬂo(\@_0 70 Ve )E M.
§ 2.

SIGNIFICATO DELL'ANNULLARSI DEL FATTORE M.

Le tre quantitd fondamentali (6*) contengono tutte il fattore M e per
semplificare i calcoli dei §§ seguenti, importa anzi tutto che esaminiamo se
pud darsi il caso che questo fattore M si mantenga costantemente nullo in
tutte le deformazions della congruenza C, ossia se pud darsi che sia sempre:

0X 0Y 07 |p

du  O0u Qu

E' G —F"*= =0
ox sy 97|70
dv 0w v

questa ricerca conduce, come si vedrd, a risultati per s¢ interessanti.

Nella nostra ipotesi X, ¥, Z saranno funzioni I'uno dell’altro, sicchd la
questione proposta equivale geometricamente alla seguente: Pud accadere che
in tutte le deformazioni della congruenza C uno dei suoi sistemi di svilup-
pabili consti sempre di superficie cilindriche?
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Dovremo avere per -tutte le flessioni di S;:

(7 +a) (5 e — )

+HF+ F) i+ ) o

se moltiplichiamo questa equazione per D, e ne eliminiamo D", ricorrendo
alla equazione di Gauss:

D,D',=Di+K,E, G,

la convertiamo nella seguente relazione fra D,, D'y:

D, senc D', cosaa\,/E0

+D"( + )( Nd, +VG R )

Ora noi facciamo qui ' osservazione fondamentale anche per il seguito
che: dovendo questa relazione in termini finiti fra D,, D', sussistere (per
ipotesi) in tutte le flessions di S, sard necessariamente une identita. Altri-
menti, associandovi 'equazione (I) di Gavss, potremo esprimere p. e. D,, D",
in funzione di D,, u, v e sostituendo nelle equazioni (II) di Copazazi, se que-

. e . oD, 0D .
ste risulteranno indipendenti, ne dedurremo ﬁ, 717" espresse ciascuna per

D,, u, v, cid che lascerebbe sussistere al massimo nelle flessioni di S, una
costante arbitraria. E, pur supponendo il caso pilt sfavorevole, avremmo sem-
pre une equazione a derivate parziali del 1.° ordine per D,, risultato assurdo
perch® la fofalitd delle flessioni di S, dipende invece da un’equazione del
2.° ordine,

Dovendo dungune la (7) risultare un’identité in D,, D,', osserveremo in

. k3 PO
primo luogo che se fosse o= essa si ridurrebbe a:

Do D3
D%+ K, E, 4, o=t =)
VEOGO( )+\/0Go :

onde K,=10. Cid da la soluzione evidente del problema fornita dalla con-

gruenza delle normali di una sviluppabile. Supposto ora ¢ =|= -, ed eguagliando

2 )
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a zero nella (7) i coefficienti di D;, D'i, otteniamo:

VG, 9
=0 5,=0 (™

perché anche per o =0 la seconda di queste equazioni sussiste. Per le (7*)
la (7) diventa, sopprimendo il fattore Dj:

(senc:o‘__g+ cos 6 B\IEO) +cos<:8\/ 006
VG, 9v ' VB, G, 00 "G, dv 0v

e s1 scinde nelle due:

GOSGd\/E_
"5 R rabel
oVE, )
CJZG 90066 K,sens\E, G, =0.
0

A

Ora suddistinguiamo due casi secondo che l'angolo o, che & certamente
funzione della sola v, & costante o variabile.
1.2 caso: o costante. Allora le (T*), (8) ci ddnno:

NG o VE, o
ou =0, ov ’

e cangiando i parametri #, v possiamo fare senz’altro:

E,=1, G,=1,
onde
ds?=dut4dv.

La superficie S, & in tal caso una sviluppabile e le linee (u, v), disten-
dendo S, sul piano, si convertono in un doppio sistema di rette ortogonali.
Viceversa se prendiamo una qualunque sviluppabile S, e tracciamo su di essa
un sistema di geodetiche parallele, indi da ogni punto di S, facciamo uscire
un raggio normale alla geodetica del sistema che vi passa e inclinato di un
angolo costante ¢ qualsiasi sulla superﬁcle, avremo sempre una soluzione del
problema, essendo verificate tutte le equazmm precedenti. E questo del resto
geometricamente un caso assai ovvio ed anzi vediamo che i raggi della con-
gruenza uscenti dai punti di una medesima generatrice di S, riescono fra
loro paralleli. Notiamo che le equazioni differenziali separate delle sviluppa-
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bili della congruenza sono nel caso attuale:
Ddu-+D,dv=0
D,dv—D'jsen*odu=0;

le prime sviluppabili segano appunto S, lungo le generatrici. Osserviamo an-
cora che risultando qui f=f, la congruenza & normale (¥) e le superficie
ortogonali ai raggi sono esse stesse sviluppabili. Cosi abbiamo nello stesso
tempo una semplice soluzione del problema [A] della prefazione.
2.0 caso: o variabile. Possiamo prendere senza alterare la generalita
= e la prima delle (8) ci d& allora:

9 log VE,
integrando, col disporre convenientemente del parametro u, possiamo porre:
VE, = cos v.
L’ ultima delle (8) diventa poi:
1
Ko = EO_ 3

ma essendo @, funzione della sola v, per la nota espressione della curva-
tura si bha:

1 d [senv
K= 2],
* eosvV@, 9o L V@,
onde la precedente diviene:

e integrando:
V@, =k sen v,

essendo % una costante. Sostituendo alla S, una superficie simile, possiamo
fare £ =1 e l'elemento lineare di S, diventa:

d 8,2 =cos* v d u® 4 sen* v d v*. (9)

B questa una ben nota forma di elemento lineare, appartenente a quella classe

(*) Anche geometricamente la cosa é evidente solo che si assuma per configurazione
iniziale di S, quella di una superficie piana.
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di superficie applicabili sopra una medesima superficie di rotazione che fu
unx delle prime completamente determinate da WeixaarTEN, come evolute di
quelle superficie W i cui raggi principali di curvatura sono legati dalla re-
lazione:

2(ry—r)=sen [2(r,+r)]. (*)

Viceversa dal nostro calcolo risulta: se per ¢ punti della superficie S, di ro-
tazione d’elemento lineare (9) si conducono le retle normali ai meridiani
ed inclinate sui paralleli dell’ angolo v = arccosr, in qualunque flessione
della S, ¢ raggi delle congruenze si disporranno in oo' serie di raggs pa-
ralleli. Si aggiunga che, 'equazione differenziale delle sviluppabili cilindriche
della congruenza essendo:

Dyduw-4 D'y~ cosv)dv=0,

che combina con quella delle assintotiche di un sistema, si ha V'ulteriore pro-
prieth: in tutte le flessions di S, le linee lungo le quali i raggi della con-
gruenza risultano fra loro paralleli sono le assintotiche di un sistema.

Dalla nostra analisi risulta ancora che le uniche soluzioni del problema
proposto al principio del paragrafo sono offerte dalle superficie sviluppabili e
dalle evolute dalle superficie W corrispondenti alla relazione:

k(r, —r)=sen[k(r: 4 )]

L’un caso poi si distingue dall’altro per questo che soltanto nel primo
la congruenza & normale.

§ 3.

TRATTAZIONE DEL PROBLEMA [A] PEL CASO DI UNA SUPERFICIE S
D' AREA MINIMA.

Veniamo a trattare il problema [A4], supponendo che la congruenza C
che si deforma sia una congruenza normale ed una delle superficie S ortogo-
nali ai raggi resti in futte le flessioni della superficie di partenza S, super-
ficie d’area minima.

(*Y Lezioni, pag. 241.
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In primo luogo la condizione che la congruenza C sia normale si tra-
duce nella nota relazione (¥):

f’;fl)

ovvero per le (5%) nell’altra:
2 (VT cos 5) =0. (10)

Le coordinate z, y, 2 del punto M, ove il raggio uscente dal punto
M, = (,, y,, 2,) di S, incontra normalmente la S sono date dalle formole:

t=2+TX, y=9y,+TY, 2=2+7T2 (11)

ove T indica una deferminata funzione della sola # che soddisfa la condizione:
aT -

Te=— VE, cos o (**). (12)

Per la S indichiamo ora colle solite notazioni:

E F G

D, D D,
i coefficienti della prima e seconda forma fondamentale. Poiché dalle (11) de-
rivando segue:

dx 0%, oz
du Bu+ o0

colle analoghe per y, 2, ne deduciamo le formole:
—D=TE +e¢ —D=TF +f —D'=TG-+yg
E=T*E 4+2Te+ E,sen*ec F=T1'F+2Tf (12%)
G=T'G+42Tg-+ G,.

La somma 7,7, dei raggi principali di curvatura della S & data (***)
da:

T————VEGGOSGX, am"—}—T

2F D—E D'"—G'D
T4+7’2= E/GI_Ffz ’

(*) Lezioni, pag. 250.
(*¥*) Leziond, ibid.
(***) Lezioni, pag. 121.
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e perd la S sard ad area minima se si avra:
2F'D—E'D'—GD=2T(E'G—F"*+e@ —2fF +g¢gE'=0. (13)

Sostituiamo in questa i valori (6%) e sopprimiamo il fattore M comune ai
due termini. Cid invero & lecito poiche, se fosse M =0 in tutte le flessioni
della congruenza normale, saremmo nel 1.° caso del paragrafo precedente, ove
non si ha una soluzione dell’attuale problema, le superficie ortogonali ai raggi
essendo allora sviluppabili. La (13), liberata cosi dal fattore M, diventa:

2 T;(\/FO + 3%)((;/0;769;3/50 se“%)_l—(wo +8v)(sescaf +

T cVOEGS ag‘/fo)i‘}‘\/ (\/Eo ) sena VE, (0\72: a%/-gﬁ ——senavl%"z)_—_o,

e deve, per ipotesi, sussistere in tutte le flessioni di S, (¥). Procedendo come
al paragrafo precedente, moltiplichiamo questa equazione per D, e sostituiamo
poi D'+ K, E, G, in luogo di D, D",. Otteniamo per tal modo I'equazione:

1(\/E +g;) [Dov%)scagfo sve—n—c (D3 + K, E, Go)].}.
ol e 2| +ve.p. (=+m)— | @

= Dycoss Y@, sens
sena\/Eo[ AL ———\/EO

che dovrd, per Posservazione fondamentale § 2, risultare identica in D,, IV,.

Eguagliando a zero il coefficiente del prodotto D, D',, otteniamo intanto
I'equazione:

(D’f, + Ko Eo Go) ]= 07

3\/Eo— Bc_
cosam——{-sen a——-—O

che associata alla (10):

eos:r—a—“lgj2 36=0,

—_—SeNn ¢ —
v oo

(*) Si potrebbs forse pensare alla possibilitd che per una parte soltanto delle fles-
sioni fosse verificata 1’equazione del testo, annullandosi per Paltra parte il fattore M,
ma allora le considerazioni stesse del § 2 dimostrano che I'una o Paltra equazione deve
riuscire identica in Dy, D'y, eliminato che sia D", mediante " equazione di Gavss.

Annali di Malematica, Serie III, tomo IIL 27
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c1 dimostra che si dovrd avere simultaneamente:

IVE, do
____avvo=o, 220, (14%)
T

a meno che non sia ¢ = 3

. Ma quest’ultimo caso si esclude subito perchd

VG

allora il coefficiente di D nella (14) sarebbe T né potrebbe annullarsi (*).
0
Sussistono dunque le (14*), onde cangiando il parametro u possiamo fare

E,=1 e adottando la notazione degli accenti per le derivate delle funzioni
della sola u, scriveremo la (14) cosi:

2T DEGOSG?——\/—G—O+DO a’cos:;aVG"——senaKo\/G— —
ou ou 0

_“'VL%EG(D'HKO @]+ VG, Dy + D, (o' VG, — sen o oo 0 3gf)+
0

+ e P+ K, 6)=0;
questa si scinde nelle tre separate:

2T00868g§;+va-;=0 |

2T(a'cosca—g%—-senaKo\/"GTo)-l-a’\/@—senacos(,agg(f=0

2 To' senc = sen®o.
Ora noi qui trascuriamo naturalmente il caso ¢ = 0, perché allora i raggi
della congruenza sarebbero tangenti alla S, e troveremmo (dalle (15) stesse)

la nota soluzione fornita dal teorema di WrinearTEN nella evoluta del cate-
noide. Possiamo quindi dividere I'ultima delle (15) per sens, onde si ha:

2Ts" =seno, (16)

e le due prime moltiplicate per o' che &, per la (16) stessa, diverso da zero

(¥} Anche geometricamente la cosa é evidente, perché allora la congruenza sarebbe
quella delle normali a §; e questa dovrehbe avere in tutte le flessioni i raggi di curva-
tura legati dalla relazione », -} 1y = cost., cid che & assurdo.
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diventano:

Sén g Ccos ¢

3\/-@; A
7u T NG=0 (17)

a'? = K, sen®q.

§ 4.

IL PARABOLOIDE DI ROTAZIONE ED IL PRIMO TEOREMA DI (FUICHARD.

Integrando la prima delle (17) otteniamo:
\/-G—o = V cot g,

indicando con V una funzione della v e, cangiando il parametro v, potremo
fare V=1, indi Y@, = coto. La seconda delle (17) diventa in conseguenza:

NG, 4 %%ﬁ—" sen® o = 0,
c10é:
¢’ =3 coto.d?
questa integrata porge:

o =k sen’ g, (18)

denotando % una costante arbitraria e la (16) ci d& quindi per 2 T il valore:
1

2T =reas (19)

Cosi la (14) & identicamente soddisfatta e resterd solo da vedere se col
valore (19) per T si soddisfa anche la condizione (12):

T’ + cos g == 0,

cid che si verifica subito aver luogo a causa della (18).

Dalla nostra ricerca risulta che il problema proposto ammetie sempre due
soluzioni: J'una ci & fornita dall assumere a superficie di partenza 1’ evoluta
del catenoide e la congruenza & allora quella delle tangenti ai meridiani:
'altra si ottiene prendendo per superficie S, di partenza una superficie d’ele-

mento lineare:
d 62

" k*sensc

d s -} cott o d v,
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che appartiene, come si vede, ad una superficie di rotazione. Per conoscere

. . . . . v
questa superficie scriviamo, cangiando » in --:

k
1 do?
. 2 2
d s} k’(sensc+00t°dv)’
e ponendo:
1
'r=-l-c—cota,
indi:
s
Ar=— s’
avremo:

dss=1+k r)drt+r2dot.

Questo & Pelemento lineare del paraboloide di rotazione, la cui parabola
meridiana (assumendo per asse 2 V'asse di rotazione) ha I'equazione:

gk
2
Di piu dalla formola:
tga:i=d_€.
kr dr

che combina con quella che di angolo d'inclinazione della tangente alla pa-
rabola sull’asse, ovvero sul raggio focale, vediamo che, quando la S, & con-
formata a paraboloide di rotazione, i raggi emanano dal fuoco ovvero sono
paralleli all’asse di rotazione. Inoltre la (19) ci da:

1 2 g
=§7$(1+k ),

ed il secondo membro rappresenta appunto la lunghezza del segmento focale.
Cosl la prima parte del teorema I) di GuicHarp (prefazione) & completamente
dimostrata. Per vedere chiaramente come sussista anche la seconda parte del
teorema, facciamo uso delle considerazioni seguenti, che varranno poi anche
senza che stiamo a ripeterle, negli altri casi. L’equazione fondamentale (18)
resta verificata cangiando ¢ in —o e, per la (19), il valore di T resta il
medesimo. I due sistemi di raggi che corrispondono ai valori opposti di o
sono evidentemente riflessi I'uno dell’aliro, la superficie riflettente essendo

la S,; di pit le due superficie (minime) S, S normali ai due sistemi di raggi
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date dalle rispettive formole (11):
z == 2, T (cos ¢ X, -+ sen o X3)
y=1y,+ T(cosa ¥, +senaY,), 2=2,+1T(cosc Z }senoc Z;)
& =x,+ T (cos s X, —sen o Xy),
Y=y, + T(cosc Y,—senc ¥3), #=2,+ T (cosc Z, — sen s Zy),

sono appunto tali che due loro punti corrispondenti M, M giacciono simme-
tricamente rispetto al piano tangente nel punto corrispondente M, alla super-
ficie riflettente S,, come & reso evidente dalle formole:

x—2=2TsencX, y—y=2TsensY,, 2—z2=2TsenaZ,

— 1 — ,
5@+ D) =2,+ Tooss Xy S(y+) =Y+ Toose ¥,

-é—(z+;)=zo+ Tcosao Z,.

Per tal modo non solo abbiamo dimosirato completamente il Teorema I)
di Guicnarp, ma abbiamo provato di pili che: le uniche soluzioni del pro-
blema fondamentale (4) quando la superficie S debba restare costantemente
ad area minima, sono fornite dal paraboloide di Guicnarp e dalla evoluta
del catenoide come superficie di partenza; inolire la congruenza deve avere
rispetto a questa superficie rispettivamente la giacitura assegnata dal teorema
stesso di GuicHArD, ovvero da quello di WEINGARTEN,

§ 5.

TRATTAZIONE DEL PROBLEMA (‘4) PEL CASO DI UNA SUPERFICIE S
A CURVATURA COSTANTE.

Ci proponiamo ora di risolvere il problema (4) quando la superficie S
debba mantenersi a curvatura costante, escludendo per altro il caso della cur-
vatura nulla, che giad al § 2 ha ricevuto la sua completa soluzione.

Siccome si ha:

D Dl/ o Dlz
Fe—F

7'3 7'2 ==
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ovvero, per le (12%):

T (B G'— F)—}—T[gE'~—2fF'+eG]—]—eg~—7“
E' G — F»

7'1 7’2 =
se indichiamo con A il valore costante del prodotto r,#, (inversa della cur-
vatura), avremo l'equazione:

T:—AE @ —F)+TYE —2fF +eG@)+eg—f=0.

In questa sostituiamo i valori (6*) § 1 e sopprimiamo il fattore M, cid
che & lecito, avendo escluso il caso del § 2. Otteniamo cosl Iequazione:

aVG@, sensD”
Tg""' A )(GOS ° 0 *-:“9’)
( )HVEO A T
sens D, cosca\/_E_o)
(\/E+M)( 7z e o
m {7 . z, cos_aaglﬁo_ sen_c_D”O) .
T WG"(VOW) sena (\/Eo 7w VG, |
—g8en o VEo G0= 0.
Moltiplicando al solito per D, ed eliminando D", abbiamo:
- coss D, G, sens D4 KR ]

(on'l'a@)(senGDO _'_co_s_—cﬁgé';)pog_i_

_l_

| G G
e e g (20)
—gena €08 G 1, \1 0
WG" (VE L ‘) VE"{ VB, G
S\;’:‘lf D+ K E, Gr.)]g—sena\/Eo G, D, —
e questa dovrd essere un’identith in D,, D',. Escludiamo il caso a=:;- ove

seguirebbe dall’identitd (20):
T=0, K,=

]

1
4

e ne risulterebbe 1’ ovvia soluzione, gid indicata in nota alla prefazione, che
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" . 1
si ottiene assumendo per S, una superficie a curvatura costante == — @ per

congruenza la congruenza delle sue normali. Osserveremo che, escluso il caso

u N . s
o =5, non potra aversi T'*— 4 =0, giacché allora avremmo:

= aT
VEQOOSG——ﬂwo-

Dopo ¢id, eguagliando a zero nella (20) il coefficiente del prodotto D, D'y, ne
deduciamo, precisamente come al § 3:

0 VE,

0v

Q_a
ov

=0, 22=0,

e potremo fare ancora E,=1; la (20) diventa allora:

B\IGo

(I'— 4 EDg cos o

+ D, ( 'cos::agf"-—Kosena\/—G—o)—-

“c\/sen (Di+K, Go)l‘I‘T;De\jG + D, ( '\/@;——senacosqa\;fi’_)—i-
P 4 8,6 e . D,

e si scinde quindi nelle tre relazioni:

(T* A)cosvav %o TG =0

(17— 4y cos o 4% — Kosen o V) + @1)

-+ T(a' V'CTO—senocosoagf")—sena\/-@.:O

(T* — A) o' seno = T sen’o. /
Escludendo nuovamente il caso o =0, che riconduce alle soluzioni di-
pendenti dal teorema di WriNearTEN, avremo dunque:
Tt — A)e' = T'sena, (22)

e sard ¢’ =j=0. Moltiplicando la prima delle (21) per o’ ed osservando la (22)
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deduciamo:

sena COSGaanO+a' V&, =0, (23)

e moltiplicando similmente la seconda delle (21) per ¢ troviamo per le
(22), (23):
T (¢’* — K, sen? o) = sen o. (24)

Ora dalla (23), integrando e disponendo convenientemente del parametro v,
potremo fare, come al § 4:

V—é; == ¢ot gy
onde:
K o 1 de\/-‘G—o_ GI’ _ 26’2
T @G, dw  senccosc sen‘c i
e perd:

d*— K,sen*ec =3 ¢* —tgao.d",
dopo di che la (24) diventa:

7
G COS G
—_ F,
=g (25)

Sostituendo questo valore di 7' nell’equazione (12) § 3:
T +cose=0,

otteniamo per ¢ l'equazione differenziale:
d I2 1t —— -i_ 3
E—;Iog(3 cotg.o?—g )= P log (sen® o cos o),

da cui integrando abbiamo:
3cote.o? — o' =csen®scosa, (26)

indicando ¢ una costante. Per la (26) la (25) si cangia nell’altra:

’

e __, (27)

T csende

e rimane solo da soddisfare la (22), ciod I'equazione:

o L _ a4 28)

ctsensc  csen*c

Ma poiché questa produce appunto per derivazione la (26), possiamo
trascurare quest’ ultima e vediamo cosi che anche questa volta il problema
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proposto ammette sempre soluzioni. Queste, ove al solito si prescinda dalle
soluzioni dipendenti dal teorema di WENveasrTEN, si ottengono nel modo pilt
generale assumendo a superficie di partenza S, la superficie di rotazione d’ele-
mento lineare:

ds;=du®+ cot®a dv® (29)
e conducendo i raggi della congruenza normalmente ai paralleli ed inelinati
sulla superficie dell’angolo &, essendo s una funzione della sola %, unicamente
assoggettata a soddisfare I'equazione differenziale (28); in fine la lunghezza T

dei segmenti da staccarsi sui raggi della congruenza, a partire da S,, & data
dalla (27).

§ 6.

T’ELLISSOIDE E L'IPERBOLOIDE DI ROTAZIONE ED IL SECONDO TEOREMA
p1 GRUICHARD.

Esaminiamo ora quale & la superficie di rotazione che pud prendersi come
tipo della superficie di partenza della nostra congruenza. Dalla (28) abbiamo:
2 d o?
U == ’
csent a(l + ¢ Asentq)

onde V'elemento lineare (29), cangiandovi v in kv (k costante), pud scriversi:

d S koot o d ot (29%)

d sy =
csenfo(l 4 cAsentes

Per trovare !'equazione della curva meridiana corrispondente, conviene
identificare la (29*) coll’altra:
dsi=|14+¢2@)| dre+ rde,
col porre:

r == f coto,
indi:

FEACHE) !

"~ csento (1 - ¢ Asent o)
Se ne ricava:

142

1 k?
L () =gy —
14cd+5
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e perd:
(1-kﬂc)(1+%)—kecu
7
Ic*c(l—{—cA-}—Z;)

g (r) = (30)

S8i noti che per la costante % possiamo prendere il valore che pil ci
piace, il cangiare di £ avendo solo per effetto di sostituire alla superficie un’al-
tra superficie egualmente di rotazione, applicabile sovra di essa.

Studiamo nel presente paragrafo il caso della curvatura -lz positiva e

poniamo, come & lecito:

A==1,
indi:
1—Fce(c+ 1)+ 1—];2’".267"2
¥ ()= B e(ct+1)Fcr? ‘

Ora intendendo di considerare solo, come sempre faremo, superficie reali,
dovra la costante ¢, del resto arbitraria, soddisfare la diseguaglianza:

c(c+1)>0,

come risulta dalla (28) scritta sotto la forma:

’

62
-=¢ {¢ + 1)— ¢ cos® o.
T (c+1)

Possiamo quindi disporre della costante % ponendo:

1
e _
k T elc+1)’
e otteniamo cosi:
cr
1 )= "—————
¢ (7) o

da cui integrando:
z={(r)= Vm;
ovvero:
d—cr=1,

come equazione della curva meridiana.
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Se ¢ & negativa pongasi:

C=—'&; >

e a causa di ¢(c+ 1) >0 sarha <1, la curva meridiana & dunque ellisse:
2
2* -+ % =1,

il cui asse maggiore, di lunghezza = 2, coincide coll’asse di rotazione, mentre
'asse minore ha una lunghezza arbitraria.
Quando invece ¢ & positiva, pongasi:

1
C-—-—-EQ’

e la curva meridiana sard | iperbole:

2% — == 1,
il cui asse trasverso, di lunghezza = 2, coincide coll’asse di rotazione, rima-
nendo anche qui arbitraria la lunghezza dell’altro asse (coniugato).
La formola:
tg g = k == ———___.—1—-_——- >
r o rVe(c+1)

confrontata con quella che da 1'inclinazione dei raggi focali sulla curva, di-
mostra che 1 raggi della nostra congruenza si dirigono verso I’uno o I'altro
dei due fuochi. Di pitt se dalla (27) calcoliamo il valore di 7' in funzione
di », osservando la (28), troviamo:

T\ e+,

e quindi il valore di T-}-1 combina con quello che da la lunghezza del
corrispondente raggio focale. Ora se rammentiamo che, pel teorema di Bowxer,
le superficie parallele ad una di curvatura positiva K = + 1, alla distanza + 1
da questa, sono a curvatura media costante — 1, vediamo che i risultati ot-
tenuti dimostrano completamente il teorema II) di Guicmasp, enunciato nella
prefazione. Di pilt troviamo che le superficie applicabili sull'ellissoide allungato
e sull’iperboloide a due falde di rotazione, insieme colle evolute delle super-
ficie a curvatura costante positiva, danno tutte le superficie S, soluzioni del
problema [A], quando si esiga che una delle superficie nermali ai raggi ri
manga, in tutte le flessioni di S;, a curvatura costante positiva.
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§ 1.

I TRE TIPI DI SUPERFICIE S, DI ROTAZIONE CORRISPONDENTI
AL CASO DI UNA S, PSEUDOSFERICA.

Veniamo da ultimo al caso della curvatura jli negativa e poniamo sen-
zaltro A = — 1. La (30) diventa:
1—Fk2
. 1——k’c(1——c)~|—T rt
¥ ()= Bo(l—o) +cr

e notiamo che, a causa della (28) si ha:

6’2 1
c?senic csens

_....]_,

onde, per restare nel campo reale, dovremo supporre la costante ¢ positiva.
Se volessimo anche qui annullare nel numeratore di ¢’ (r) il termine costante

col porre:
1

————— 3
e(c—1)

otterremo ancora, come superficie tipica S, di rotazione, una quadrica; questa
perd, risultando:

b =

e?r?

14c¢r ’
sarebbe immaginaria. Resteremo invece nel campo di superficie reali ponendo:

kz:%,

)=

e annullando cosi invece il coefficiente di #* al detto numeratore. Per porre
in evidenza che ¢ & positiva, poniamo:

1 . .
c=—y indi k= a,

ed avremo:
1
¥ )= e
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La curva meridiana ha forma diversa secondo che ¢ — 1 & nulla, ne-
gativa o positiva.
1.0 caso: ¢ =1. Si ha:

e=¢()=logr,

e la curva meridiana & V'ordinaria curva logaritmica, 1'asse di rotazione es-
sendo 1'assintoto. Osservando poi le formole:

5 1
T = = —1l=r,
sensc sen*c¢

vediamo che i raggi della congruenza emananti dai punti della S,, confor-
mata a superficie logaritmica di rotazione, coincidono coi raggi stessi dei
paralleli (ovvero coi loro riflessi) e i segmenti 7 eguagliano in lunghezza
appunto i raggi dei paralleli. Troviamo cosl le seguente notevole proprietd
della superficie logaritmica di rotazione: Sui raggi dei paralleli di questa
superficie S, si dispongano altrettanti segmenti terminati alla superficie ed
al rispettivo centro. Si deformi comunque la S, che seco trasporti ¢ detti
segmenti, invariabilmente legati alla S,; il luogo degli estremsi liber: dei
segments (estremi coincidenti inizialmente coi centri dei paralleli) sard sem-
pre una superficie pseudosferica S normale ai segmenti stessi. Una seconda
superficie pseudosferica S, normale ai ragg: riflessi si ottiene prendendo la
simmetrica di S rispetto alla S, (¥).

Del resto questo teorema, come vedremo al Cap. V, non & altro che
una conseguenza delle proprietd della trasformazione complementare delle su-
perficie pseudosferiche.

2.2 caso: a<<1. Allora la (31) integrata ci da:

r ={1—a*coshz.

Questa curva meridiana dell’attuale superficie di rotazione S, deriva dalla

catenaria comune: r = cosh 2, accorciando nel rapporto costante Vi—a® le
ordinate normali alla direttrice; la diremo percid la catenaria accorciata, e la

(*) Si osservi che quando la S; é conformata a superficie logaritmica di rotazione la
superficie pseudosferica S si riduce all’asse e la simmetrica S & Pordinaria pseudosfera.
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superficie, generata dal rotare della curva attorno alla direttrice, il calenoide
accorciato.

Le formole:

a r T
tga=\/1___———m3 1’=\/1—a”senhz,
definiscono poi il sistema di raggi che colleghiamo alle deformazioni del cate-
noide accorciato e la lunghezza T' dei segmenti compresi fra S, e la super-
ficie pseudosferica S ortogonale ai raggi.

Si osserverd che nel easo limite @ =0 il catenoide accorciato degenera
nell’ ordinario catenoide e i due sistemi di raggi (diventando ¢ =0) coinci-
dono in quello delle tangenti ai meridiani. Otteniamo cosi, come caso limite,
la soluzione data dal teorema di Wrmvearten nelle evolute delle superficie
pseudosferiche, cioé nelle superficie applicabili sul catenoide.

3.9 caso: a>1. La curva meridiana sard allora la seguente:

r = \a* — 1 senh 2;

diremo per brevitd la corrispondente superficie di rotazione il sinusoide iper-
bolico.

- Cosl adunque abbiamo trovato tre distinti tipi di superficie di rotazione S,,
che danno tutte le soluzioni del problema [A], quando la superficie S nor-
male ai raggi debba rimanere a curvatura costante negativa.

CAPITOLO II.

La corrispondenza fra i punti della superficie riflettente S, e quelli

delle superficie S, S normali ai raggi della congruenza incidente
e della riflessa.

§ 8.

CORRISPONDENZA DELLE LINEE DI CURVATURA sopra S, S

Nelle ricerche seguenti, per esprimerci con maggiore brevitd, indiche-
remo col nome ‘di superficie fondamentale di rotazione una qualunque delle
sei superficie di rotazione che abbiamo incontrato nelle ricerche del Cap. I
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e ciod: il paraboloide, 1’ ellissoide allungato, I'iperboloide a due falde, la su-
perficie logaritmica, il catenoide accorciato ed il sinusoide iperbolico. A cia-
scuna superficie fondamentale S, (o applicabile sovra di essa) sono collegate,
come si & visto due congruenze, perfettamente determinate di raggi, riflesse
I'una dellaltra, che in ogni deformazione di S, si conservano sempre normali
a due superficie minime S, S se S, & il paraboloide, ovvero a due superficie S, S
colla medesima curvatura costante negli altri cinque casi. Una qualunque
delle due dette congruenze si dird la congruenza associafe alla superficie
fondamentale che si considera.

Ora osserviamo che, dalla generazione geometrica stessa di .S, S, viene
stabilita una corrispondenza fra i punti M, della superficie riflettente S, e

quelli M, M della S o S, ove i due raggi incidente e riflesso, uscenti da M,,

rispettivamente le incontrano. I due punti M, M giacciono simmetricamente
rispetto al piano tangente in M, di S,; per significare brevemente questo

fatto dircmo che: le due superficie S, S sono simmetriche Uuna dell’ altra
rispetto alla superficie riflettente S,.

Pel seguito del nostro studio & indispensabile conoscere le proprieth di
queste corrispondenze e noi ¢i proponiamo di condurre la ricerca in guisa
da riconoscere in pari tempo tutti i casi in cui ha luogo la proprietd in con-
siderazione.

Una prima ed importante proprietd della corrispondenza fra i punti di
S, S si ha nel teorema:

@) Sulle due superficie S, S normali rispettivamente ai raggi inci-
denti ed ai riflessi si corrispondono le linee di curvatura.

La dimosfriamo risolvendo il problema generale seguente:

Una congruenza normale di ragqi si deforma flettendo la superficie S,
di partenza. Quale condizione deve verificarsi affinche le sviluppabili della
congruenza si mantengano per riflessione sulla S,, in tutte le sue defor-
maziont 2

A tale scopo utilizziamo il noto teorema di Dupiv (*), secondo il quale
le sviluppabili della congruenza normale si mantengono per riflessione allora
soltanto quando le linee da esse tracciate sulla superficie d’incidenza formano
un sistema coniugato. Ora 1'equazione differenziale delle sviluppabili della

(*) V. DarBoux, Lecons, T. II, p. 286.
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congruenza, nelle' notazioni del Cap. I, si serive (¥):
(FE —eFydw + (g E —e @) dudv + (g F' —f @) d v =0,
esse tracciano sopra S, un sistema coniugato quando si verifichi la condizione:
DgF —f@)+ D@ —gE)+D',fE —eF)=0. (1)

Nel caso attuale di una congruenza normale (f= /"), i tre binomii che
moltiplicano nella (1) rispettivamente D,, D',, D“,, hanno secondo le formole
fondamentali del § 1, le espressioni seguenti:

gF —f& =\G, (v—+9')' :

e G — i\lG ( + 5 u) +VE, sen o (CJ%.G 8;/'24_0 — sen\,%)"o)g - M,

5 D cos ¢ OV,
E' — o' ——\E,sons (200 4 2 T0R) . i
f e VE, sen ¢ Ve, +VG0 P

Se le sostituiamo nella (1), dobbiamo osservare che la soppressione del
fattore M comune ai tre termini sopprime attualmente un’effettiva soluzione
del problema, perche & facile vedere che nel caso della congruenza normale
del § 2 le sviluppabili si mantengono per riflessione sulla superficie svilup-
pabile .S, di partenza. E infatti le equazioni differenziali di queste sviluppa-
bili sono (§ 2):

Dydu-+- D' dv=20
D,dv— D' sen*cdu = 0.

e per la congruenza riflessa, che si ottiene cangiando ¢ in — o, rimangono
le stesse.
Cercando ora le altre soluzioni del problema, scriviamo la (1), liberata

fattore M:
DG, (\/E s ) ;VG (\/E +8u)+

coss 9\ G, sensD’,
VE, ou Va, ”_

i (seno D'y | coss §\ Hy
—\VE sene D ( \/Goo+\/ao Fp )-—0.

—i—\/ﬁoseno(

(*¥) Lezioni, pag. 252 formola (C).
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by

Per esprimere che questa & soddisfatta in tutte le flessioni di S, pro-
cediamo al solito moltiplicandola per D, e sostituendo D'; { K, K, G, a D, D" ;
otteniamo cosi:

NN ng &___ AR (DO
DOVGO(E_,O+M) D, D,\G, \/Lﬁau)

coss D, 9\@, sens _,
\/'E;O Mo_w; (D§+K0E0Go)g_

COSGBV'_—E—O\:O.

— D' \VE, senq

seno

—JE sena (D + K, E, Go)( \/— '+ Ve )
Questa, dovendo essere un’identitd in D, D’o, si scinde nelle tre:

da cui integrando e disponendo convenientemente dei parametri , v, abbiamo:
VE,=1, VG, =cota.

La nostra superficie S, ¢ dunque necessariamente applicabile sopra una
superficie di rotazione d’elemento lineare:

dst=du-}rd,
e s1 ha evidentemente:
=k cot s (k costante).

Ed ora se osserviamo che il caso, considerato a parte, della congruenza
normale dal § 2 rientra in questo generale, poich allora 7 e 5 sono costanti,
potremo enunciare il risultato:

Affinche le sviluppabili di una congruenza normale C si conservino per
riflessione sulla superficie di partenza S,, in tutte le flessioni della super-
ficie d'incidenza S,, & necessario e sufficiente che questa sia applicabile sopra
una superficie di rotazione e ¢ raggi di C siano condotti normalmente alle
deformate dei paralleli ed inclinati sulla superficie di un ungolo s che sod-
disfi alla condizione :

7 tg ¢ = cost,
indicando r il raggio del parallelo.

In tutte le congruenze associate alle sei superficie fondamentali la con-
dizione ora scritta & soddisfatta; ne risulta quindi, come caso particolare, il
teorema ) enunciato al principio.

Annali di Malematica, Serie IIl, tomo III. 29
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§ 9.

CORRISPONDENZA DELLE ASSINTOTICHE SOPRA S, .S.

Vogliamo ora dimostrare in secondo luogo che sulle due superficie S, .S
ad area minima o a curvatura costante, derivate da una superficie S, appli-
cabile sopra una delle sei fondamentali, si corrispondono altresi le linee as-
sintotiche reali od immaginarie (*). Dimostreremo anzi di pit che questa (a
differenza di quella del paragrafo precedente) ¢ una proprieth caratteristica
delle congruenze associate alle sei superficie fondamentali, quando si trascuri
il caso delle eongruenze normali del § 2, che del resto pud riguardarsi come
contenuto nel generale. Proponiamoci dunque di risolvere in generale il pro-
blema seguente:

Una congruenza normale C si deforma flettendo la superficie S, di par-
tenza e si considerano due superficie S, S ortogonali rispettivamente ai raggi
incidenti ed ai riflessi e simmetriche rispetto alla superficie riflettente S,.
Quando accadrd che, in tulle le flessioni della superficie d’incidenza S,, st
corrispondano sopra S, S le linee assintotiche (i sistemi coniugati)?

Per compiere la nostra ricerca osserviamo che, ritenendo per la super-
ficle S tutte le notazioni del § 3, avremo le formule corrispondenti per la

simmetrica S solo che si cangi ¢ in — ¢, ¢id che per la formola:

T=C ——J‘cos od u,

non fa cangiare T. Indicando adunque con E', F', G', ¢, f, g le quantitd
che per la S sono le analoghe di:
B F' G e f g
ne dedurremo le espressioni dalle (5), (5%) § 1 cangiandovi g in — o. I coefficienti:
D, D, D, |
per la S avranno quindi, per le (12*)§ 3, le espressioni:
D=TE 4% —T=TF 4T, — D =TG+7.

(*) In quest’ultimo caso (quando cioé .S, S sono a curvatura costante positiva) per
esprimere la proprietd sotto forma reale hastera parlare invece della conservazione dei

sistemt coniugati.
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Per esprimere che sopra S, S si corrispondono le linee assintotiche (i
sistemi coniugati), abbiamo le proporzioni:

ossia le due equazioni seguenti:
T"(BF —EF)+TeF —el +fE—fE)+(¢f—ef)=0
T EBEG-F@)+TeF—eG+gE —gB)+(eg—eg)=0.

Ora se decomponiamo le espressioni di E', F', ¢, f, g, date dalle (5), (5%)
§ 1, ciascuna in due parti, I'una pari I'altra dispari rispetto a o, abbiamo:

(2)

o { Dq doyp | sen*s D cosaa\/E)—?z
Eelg G+ +(7% 7o) |
+ 520__3_(:_ ~D'ysenc coss 8\/:7?;{
VE, 0 u Go 0o
F’:ED“D/"_!_a_G_Q_G_ Sen?’J'DIOD”O___ cos*a 8\/5&9\/@;2_!_
Fo gudu G Vm dv 0Ou
+S—]—)Qa—g+]_)—,Oac_D,OseIlGCOSGa\/a_IND”OSBIIGCOSG@VE—Oi
(VE,@U \/E‘;au \/EOG; 0u Go v
. (D3 (95 sen*a D"} (coscava)?
G‘i:%“’(&?)*‘ ¢ T VE, Ou +
+2§’12}§_G_D"0SQHGCOSC»‘8'\\/@;
VE, dv VE, G, ou
T o \F,
e——\/Eosencg—u—Dosen , [=—coss av"—Dosen),
g—_-cOSG_\I(IOaVGO——D"OsenJ,
VB, ou

e le espressioni di B, F', G, ¢, f, g si dedurranno da queste ogni volta
cangiando di segno alla parte impari.
Si osservi ora che ogni coefficiente nelle (2) ha la forma:

“—B — ﬁ;
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constando s « che 3 d’una parte pari che diciamo rispettivamente «,, f,, €
di una parte impari o,, 3, talché:

dg";ﬁ=2(¢261—ﬁ(ﬂg).
Dopo queste osservazioni, calcolando per disteso la prima delle (2) si
trova I'equazione seguente :
(D, 06 SenGCOScB\/E) (D D0+5686

Tgﬁz(\*’ﬁm-*- Gy auav

sen*c D'y D", costc 9\E, o \/50) D; 05 sen*c D'y
YT T Jha ov du [ +(3u) @ T

J-—E—Toav \—E{)Eu \'[EoGo Ou

cosc?)\/EO)z]'(Do os , D, 8£__D'0sencc0m5\/5:)+

D", sen s cosaﬁ\/EK o0 (D(,E)" Dydo
+— G, 0)+T\/EsenJﬁu /E03”+ T, O u

_Dfosen 50086 0\ G, 0y osenccosca\/z’o)_TDuseng(QoD'O_l_
VE, G, 0w G, dv

95 9o | sentoD D’y  coso B\;’an\,’G)+ TD, SGHG[D;+

+ ou 1;+ G, VE, G, 0v Ow E,
30)2 sents D’} cosca\"f}_0 ra_\E(_l_)_ 06
+(3—z7 + G, +(\v§o ov )}—211(’05 ov \\'E, (')u+
D'y sen scos s 0\E, _ oVE, — _

+ G, 8?J)-{—Dosenu:os» 7y Do b

Moltiplichiamo la precedente per D, e sostituiamo al solito D'+ K, E, G,
al prodotto D, D",. Basta eguagliare a zero, nell’equazione che risulta e che
deve essere un’identita in D,, D', il coefficiente di D per dedurne:

o\ Eo
0v

indi —‘2—: =0 e potremo dunque fare:
E,=1, s == 6 ().
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Dopo di cid I'equazione sopra scritta, soppresso il fattore D', comune a
tutti i termini, diventa:

(0 senccosca\"ao) . sen*c(, senocosa'd\lc_r‘;) ,
TE(G r \ Go ou Di + G v+ \ Go 610,D°+

29 sents Ky — o't (o — 2 IR
| Go ou

5" sen? 5 o8 5 9\ Gy
\Go 0u

Qs'tgen s — — K,sen?o{—o’ sen’e =0,

y

Questa c¢i dimostra che deve aversi:

sen s cos ¢ 9 G,
\Gy ou

O" + :O’

onde si conclude al solibo, cangiando il parametro v:
VG, =cot o,
indi:
dsi=du*}cot*c dv*;

dopo di cid la precedente diviene:
20" (" —3Bcots.o?) T 4-sena(beots.a?—o6") T — s senscoso = 0. (3)

D’altronde anche la seconda delle (2) porta, come subito si verifica, a
questa medesima equazione (3), che si tratterd dunque di soddisfare insieme

all’altra :
T' + coso =0. (4)

Lasciamo da parte il caso ¢ =0 ove la (3) ¢ identicamente verificata,
cid che del resto & evidente geometricamente perche allora siamo nel caso

del § 2 e sulle due superficie sviluppabili S, S si corrispondono le genera-
trici fra loro (e a quelle di S,).
Il discriminante dell’equazione di 2° grado (3) in T & il quadrato di:

¢ sens — 't cos g,

onde troviamo per T’ I'uno o l'altro dei due valori:

sen ¢
== )

¢’ cos e
T = 3’61_’ o 0’2 _ Gu * (6)
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Nel primo caso la (4) ci di subito:

" o

7'=3cota.a”? (¥,

e il calcolo stesso del § 4 ci dimostra che la .S, & applicabile sul paraboloide
di rotazione e la congruenza C & una delle due associate.

Quando si abbia poi la (6), basta ricordare il caleolo eseguito al § 5
sull’identica equazione ivi segnata (25) per dedurne che si avra:

3coto.o? — ¢’ =csen*scosa,

{con ¢ costante), indi:

7
17

= >
csenda

5’2 1

c’sentc csen®s

)

essendo 4 una nuova costante. Ne segue che la superficie S, & applicabile
sopra una delle cinque ultime superficie fondamentali e la congruenza C coin-
cide con una delle congruenze associate.

Abbiamo dunque il teorema:

Se deformando comunque la superficie S, di partenza di una congruenza
normale C avviene che sopra due certe superficie S, S ortogonali rispettiva-
mente ai raggi della congruenza C e della sua riflessa sopra S, e simine-
triche rispetto @ questa, si corrispondano le linee assintotiche, la superficie S,
sard applicabile sopra una delle sei fondamentali e le due congruenze sa-
ranno quelle associate.

§ 10.
CORRISPONDENZA DELLE ASSINTOTICHE sOPRA S;, S.

Ricerchiamo cra se pud avvenire che, deformando comunque la super-
ficie S, di partenza di una congruenza C di raggi normali ad una superfi-
cie S, abbia sempre luogo la corrispondenza delle assintotiche sopra S;, S.

Perché cid avvenga dovranno sussistere, in tutte le flessioni di S, le
proporzioni :

D D D"
D, D, DV’

(*) Si osservi che in questo caso, ed in questo soltanto, la (3) scende al 1° grado in 7.
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ovvero, per le (12*) § 3, le due equazioni:
T(ED,—F' D) +eDy—fD, =0, ) .
TG D,—F D')4+g¢gD,—fD',=0. ) 0

La prima di queste, sostituendo i valori effettivi (5), (5*) § 1, diventa:

D'y |, cose Ok
T ( ) (senc \ 0) B
Oj Vj%—*_au + VG "+ VG, v (

“TD"( +au)(1;f:+ )t

p(sens Do | eoss 9\/7?1).[1)00_0_9 0.6, — (22 i+ K. E. G‘,]
+ ( z * -+ \/Go 70 VE, Ou \ Gy DA K )
— cova\rL‘o - D, )

+\VG, D(%en N e ) \T%enJ ( +8u

questa deve al solito essere identica in D,, D',. Eguagliando a zero il coef-

ficiente di D, si ha 25 _ o i 2V
0v 7o

E, =1 la precedente, divisa per I),, si cangia nell'altra:

=0 e fatto quindi, come & lecito,

T|a" — K, sento +(a'+se““_§°s° 05Go\ p | _ ' gen s,
\ Gy ou )

Dobbiamo dunque avere:

sens coss 9\ Gy
VG, ou

°’+ == 01

onde risulta che possiamo fare nuovamente :
VG, = cot s
dopo di che, supposto ¢’ ==0, avremo:

6’ CO8 5
3cotsa2—g

T —

Anche la seconda delle (7) risulta cosi soddisfatta e, poiché 'equazione
ora ottenuta coincide colla (6) del paragrafo precedente, valgono natural-
mente le medesime conclusioni. Quanto al caso escluso o' =0, esso corri-
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sponde al solito alle congruenze normali del § 2 che danno, come & gia stato
osservato al paragrafo precedente, una soluzione dell’attuale problema.

Si ha dunque il teorema: Se deformando comunque la superficie S, di
partenza di una congruenza C normale ad una superficie S, ha sempre luogo
la corrispondenza delle assintotiche fra S, e S, dovrd la S, essere applica-
bile sopra wna delle cinque ultime (*) superficie fondamentali e la congruenza
sard una delle due associate, mentre la S sard a curvatura costante. Inten-
diamo incluso in questo teorema generale il caso del § 2 ove S, ¢ .S sono
sviluppabili e le generatrici si corrispondono.

La proprieta, gia dimostrata al paragrafo precedente, che sulle due su-
perficie S, S a curvatura costante, simmetriche rispetto alla riflettente S,,
si corrispondono le assintotiche segue cosl nuovamente. Ma la proposizione
attuale ci dimostra di piu il teorema:

Gli archi corrispondenti di assintotiche sopra S, S hanno eguale lun-

ghezza.
E invero l'elemento lineare della S & dato, per le (12%) § 3, da:

ds®=(—TD+ Te- E sen*o)du +
+2(—=TD+Tfidudv(—TD" + Tg-+ G,)dv,
e siccome Jungo le assintotiche si ha:
Ddw+2D dudv 4 D' dv*=0,
il quadrato del loro elemento d’arco sara:
ds=Tledw+2fdude -+ gdo®)+ J,sen* s dw + G, d o

Cangiando ¢ in — =, si avra Pelemento d’arco d s delle assintotiche di S,
onde :

ds*=T(Eduw +2 fdudo+gdv)+ E,sentodut + G,d v
Dalle formole (5%) § 1 risulta quindi:
dst—dg=2Tsens(D,du* 42D, dudv D", dv),

cid che per l'attuale proporzionality di D,, D';, D", a D, D', D" dimostra
il teorema.

(*) Era a priori evidente che il paraboloide di GuicHARD non poteva dare una solu-
zione dell’attuale problema, le sne assintotiche essendo immaginarie mentre sulla S, che
¢ ad area minima, sono invece reali.
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Si osservera che questa proprietd della conservazione non solo delle as-
sintotiche sopra S, S, ma anche dei loro archi corrispondenti, distingue il
caso delle superficie a curvatura costante da quello delle superficie minime;
poich® dalla equazione precedente, che vale per gli archi di assintotiche, se
si suppone :

dst=ds,
ne segue inversamente la proporzione :
D,:D:D',=D:D:D".

Un altimo corollario del nostro teorema merita di essere rilevato. Sup-
pongasi di conoscere una superficie S, applicabile sopra una qualunque delle
cinque ultime superficie fondamentali. Con quadrature si troveranno le con-
gruenze associate e le corrispondenti superficie .S, S e con quadrature altres)
si otterranno le loro linee assintotiche (*) quindi quelle di S,. Dunque: nota
una superficie S, applicabile sopra una delle cinque ultime superficie fonda-
mentali di rolazione, U equazione differenziale delle sue linee assinfotiche si
integra con quadrature.

CAPITOLO IHI.

Le nuove trasformazioni delle superficie a curvatura costante.

§ 11.
CONSIDERAZIONI PRELIMINARI.

Nei teoremi di Guicnarp, e negli altri stabiliti al Cap. I, si supponeva
data la superficie riflettente S;, applicabile sopra una delle sei superficie fon-
damentali di rotazione, e se ne deducevano (con soli calcoli di quadrature)
le due congruenze associate, indi le due superficie S, S simmetriche rispetto
alla S, e normali rispettivamente ai raggi delle due congruenze incidente e
riflessa; queste due superficie S, .S risultavano ad area minima nel caso del
paraboloide, e colla medesima curvatura costante nei rimanenti. Importa ora

(*) Lezioni, pag. 235.
Annali di Matematica, Serie III, tomo IIIL 30
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procedere, in certo modo, alla ¢nversione di questi teoremi e, supponendo data
cornunque una superficie S ad area minima, o a curvatura costante, doman-
dare se per la congruenza C delle normali di S pud sempre scegliersi una
tale superficie S, di partenza che questa risulti applicabile sopra una delle
sei superficie fondamentali e la congruenza C sia una delle due associate a
S, (Cfr. § 8). Troveremo che la risposta & sempre affermativa ed anzi si
vedrd di pilt (ed & questo per noi un risultato della massima importanza) che,
data la superficie S, la riflettente S, non ne risulta determinata, ma pud
scegliersi ad arbitrio in una tripla infinite di superficie.

Siccome poi, fissata la superficie riflettente S,, la simmetrica S di S rap-
porto a S, viene ad essere come S ad area minima, ovvero ha la medesima
curvatura costante di S, cosl vediamo come: dai feoremi di GuicsarRD sca-
turisce un metodo weale di trasformazione per le superficie d’area minima
e per quelle a curvatura costante positiva o negativa. Sviluppare la teoria di
queste trasformazioni, studiarne in particolare le relazioni colle trasforma-
zioni gid note & lo scopo delle ricerche seguenti. Perd, per le ragioni gid
addotte nella prefazione, lasceremo qui completamente da parte il caso delle
superficie S ad area minima. Supponiamo adunque data una superficie S a
curvatura costante K positiva o negativa e facciamo per semplicitd, secondo

il caso, K==+ 1 ovvero K =—1. Sulla normale ad S in ogni suo punto M
portiamo, a partire dal piede M, un segmento:
MM,=T,

ove T' sard una conveniente funzione delle coordinate curvilinee (u, v) di M;
si tratterd di determinare T' in funzione di u, v in guisa che la superficie S,
luogo dell’estremo M, risulti applicabile sopra una delle cinque ultime super-
ficie fondamentali di rotazione e la congruenza C delle normali di S costi-
tuisca, per la superficie §,, una delle due congruenze associate.
Basterd al nostro scopo tradurre in calcolo le due proprieta seguenti che
le ricerche dei precedenti Capitoli ¢i hanno dimostrato dover aver luogo:
1.° 11 segmento T’ di normale della S compreso fra S e S, deve es-
sere legato all’angolo ¢ d'inclinazione del segmento sopra S, dalla formola:

1
2
csents

T2=i1+ (a)

che risulta dal paragonare le due (27), (28) § 5, il segno superiore valendo
con K = -1, Vinferiore con K~=—1.
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2.° Alle linee di curvatura di S deve corrispondere sopra S, un si-
stema coniugato.

Troveremo cosl per la nostra funzione incognita T'(u, v) un sistema di
due equazioni simultanec alle derivate parziali I'una del 1.° P'altra del 2.° or-
dine le quali esprimono, come si vedrd, tutte le condizioni necessarie e suf-
ficienti a cui 7T' deve soddisfare, ove si eccettui un caso semplice e privo di
interesse. D’altronde si riscontrerd che il detto sistema & éllimitatamente in-
tegrabile di guisa che la soluzione pit generale 7' conterra, oltre ¢, due
nuove costanti arbitrarie di integrazione. Per tal modo si troverauno le for-
mole per la nostra trasformazione e si dimostrera di piti che della superficie
trasformata S si pud fissare ad arbitrio un punto M corrispondente ad un
dato punto M di S ed il piano tangente in M, purché le due normali in
M, M ai due piani tangenti di S, S si incontrino in un punto M, equidi-
stante da M, M; con cid la S sard perfettamente determinata.

Descritto il metodo generale che terremo nei paragrafi seguenti, pas-
siamo ai calcoli effettivi, cominciando dal caso di una superficie S a curva-
tura positiva K = 1.

§ 12.
Cas0 DI UNA SUPERFICIE S A GURVATURA posiTiva K = 41,

Riferendo la S alle sue lince di curvatura (u, v), potremo dare all’ele-
mento lineare di S la forma (*):

d s =senh® 6 d u® -+ cosh® § d o°, ¢))
dove ¢ & una soluzione dell’equazione a derivate parziali:

020
0 u?

4- giﬂz + senh 6 cosh 6 = 0, (2)

e 1 raggi principali di curvatura »,, », di S saranno:

r.= coth 6, r, = tgh 6. (3)

(*) Lzzioni, pag. 446.
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Ritenendo le solite notazioni del § 1, avremo le formole fondamentali :

ox 0%
—9—1;=senh6?X, ﬂscoshBX,
0 Xu 09 0 X 00 0Xs _ ,
—-—J———-—a—sz——cosheXg, ke ﬂX*’ W——cosh@)&,
0 X; 09 0 Xz 00 0Xs
——0--— %Xg, —a—?=-——a-—uX‘——Senh9X3, 7;-——88[]1’19)(2.
Staccando sopra ogni normale di S, a partire da M=(x, y, 2) il segmento:
MM,=T,
le coordinate z,, y,, z, dell'estremo M, saranno:
to=2+TX;, yy=y+TY,, 2=-2+T12Z,
¢ derivando otterremo, per le (4):
%=(senh9—|— T cosh 6) X, + %—i—Xa
0z 0T ©)
0
W:(cosh&—{— T senh 6) X, +- = X,

colle analoghe per y,, z,. Indicando con X, Y, Z, i coseni di direzione
della normale alla S, e ponendo per brevita:

T2 2T
p® = (cosh ¢ -+ T senh 6}’ (%Z) -+ (senh 4 4 T cosh 6y (E)_z? ’ -+

+ (cosh ¢ + T'senh 6)* (senh ¢ - T cosh 6,
avremo dalle (5):

p X, = (cosh § + T senh 6) (senh 6 -~ T cosh 6) X5 —
oT oT
— (cosh 6 -+ T'senh 6) = X, — (seuh 6 4 T cosh 6) T X,,

e analoghe per Y,, Z,. Di qui, essendo ¢ l'angolo d’inclinazione del seg-
mento M M, sopra S, si trova:

cosh § + T'senh 6) (senh 6 + T cosh 6)
sen6=XoX3+YoY3+Z0Z3=( )P )

e poiche, per le («) § 11, dobbiamo avere:

=c(T*—1),

sentc

(4)
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ne risulta intanto che 7' dovra soddisfare I'equazione a derivate parziali del
1.° ordine:
1 oT 1
(senh 6 + T cosh 9)2(?3;()+ (cosh 6 +- Tsenhe)2(av) Fl=c(T*—1). @

Si noti che la costante ¢ pud avere un valore arbitrario, purche sia
c(c+1)>0 (Cf. § 6); dalla (I) si vede che per ¢>>0 sard T*>1 e in-
vece per ¢ <0 avremo T*<C1.

Esprimiamo ora inoltre, secondo quanto abbiamo detto al § 11, che
sulla S, il sistema (u, v) deve essere un sistema coniugato; dovra percid an-
nullarsi il determinante :

0% x, 0%y, 0% 2,
dudv Odudv Ouwdv

oz, 0 Yo 0 2,
ou ou ou

0 @, 0 4o 02,
v ov 0o

Ma dalle (5), avendo riguardo alle (4), si trae:
oz z(coshﬁ—}—TsenhB)n + co sh@ §X+

ou 9
+§(senh€+Tco‘sha)—+senh8 f s — T X3
' ou ' ou ouov
per ¢id la detta condizione si traduce nell’annullarsi del determinante :
ol 2T
(cosh ¢ 4 T'senh 6’) 5 + cosh@ (senh 6 -+ T cosh 6) d -+ senhd = 5 Tud
oT
senh @ + T cosh o 0 = |
0 cosh ¢ 4 T'senh ¢ %—%'

ossia nella equazione del 2.° ordine (¥):
2T ( senh 0 + cosh 6 oToT
oudv cosht + T'senh6 ' senhf + Tcosht) du oo +

+ cosh0 4 7 senht 0997 | senhd -+ Tcosh#9b 0T
senht + Tcosh? dv 0w ' cosht + Tsenhbou oo

e

(¥) Si noti che non puo essere nullo alcuno dei binomii senh 6 4~ Tcosh 6, cosh 0 4+ T'senh
ché allora la S, sarebhe una delle falde dell’evoluta di S (caso escluso).
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Queste due equazioni (I), (II}, cui 1' deve soddisfare, formano appunto

il sistema di cui & parola al § 11. Esso, come ora dimostreremo, & illimita-

tamente integrabile (*), sicché la soluzione 7' pilt generale contiene, oltre c,
due costanti arbitrarie.

§ 13.
Inumorara ivreeraBiLiTA DEL sistEMA (D), (ID).

Per dimostrare le asserite proprieta del sistema simultaneo (I), (II) co-
minciamo dal derivare la (I) una volta rispetto ad u, una seconda rapporto

2
a v e sostituendovi per 5%% 1l valore dato dalla (II), ne trarremo anche

le due derivate seconde :
T 2T
du?’ vt
espresse per Je derivate prime e per 7.
Riunendovi anche la (II) stessa, otterremo il sistema seguente:

__coshf 4 Tsenhb g6 Ql’_senhe -+ Tcoshb 06 -8--1-,2{—
" senhf + Tcosht du du  cosh6 - Tsenh6 do 0o

L cosh 6 (3 T)2 cosh 6 (senh 6 -+ T cosh 6)(3 T

senhi0 & Tcosh0\dw ]| (cosh 6 -+ T sennf): 5‘5) + e T (senh? + Teoshoy

L senh 9 cosh § 8_1’_8_1‘+cos}10 + T'senh 0 6 ?g’+
v \coshb + Tsenh6+sen116 ~+ Tcosht}gu 0v * senh® 4 Tcoshb dv du

+ senh 6 -+ T cosh 9 a_g _3_2‘
cosh - T'senh gu 0o

___cosh()+TsenhOa_ﬁ@l’_l_senhe#—Tcoshe_aae 9_1_’___
" senh6 + Tcosh6 dudu ' cosh6 + Tsenh6 9v 0o

senh 6 (cosh 6 -+ T senl 6) (0 T\ senh 6 oy h 6y
" " (senh 6 -~ T cosh 62 (Bu) cosh - T'senh 6 (Z)v) ¢ T(cosh6 + T'senh 6.

(*) E ben noto che due equazioni simultanee alle derivate parziali con due variabili
indipendenti ed una funzione incognita, Puna del 1.° laltra del 2.° ordine, possono avere
al massimo una soluzione comune contenente due costanti arbitrarie e allora il sistema
dicesi illimitatamente integrabile. Naturalmente qui si esclude il caso che la seconda
equazione sia una conseguenza della prima, ché allora tutte le soluzioni della prima lo
sono anche della seconda.

\
|

|

/(11

|

!
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Queste equazioni (III), pel modo con cui le abbiamo dedotte, sono dunque
conseguenze delle (I), (1I). Siccome perd nello stabilire p. e. la prima delle (IIT)

abbiamo derivato la (I) rapporto ad u e diviso poi per %—f > cosi abbiamo

tacitamente supposto che non sia:

oT . T
W=O, ne -—?—)—==0.

D

Ora questi casi possono darsi effettivamente; ma la loro trattazione di-
retta & cosl ovvia che non importa tenerne conto. E invero se si suppone
0T . . or
per es. —9~=O, dovrd succedere, per la (I, che si abbia 0 ===0 o

?

ou
f
08 _ 0. La prima cosa pud darsi solo per T' costante ed eguale, per la (I),

ov
1 . . . .
a \/l -+ ~; ma non vi corrisponde aleuna soluzione del nostro problema perche
c

nelle relazioni studiate fra la superficie S;, applicabile sopra una delle cinque
fondamentali, e le superficie a curvatura costante S, S mai non avviene che T

sia costante. L’altro caso %—2 = 0 porta che 6 e T siano funzioni della sola u

e percid tanto S quanto S, hanno la forma di superficie di rotazione. Si ot-
tengono tutte le soluzioni corrispondenti assumendo per S, una superficie di
rotazione fra le oot deformate dell’ellissoide e dell’iperboloide e applicando la
costruzione dei teoremi di Guicmarp.

Ora, se abbiamo riguardo alle (III), (I), troviamo che le condizioni d’in-
tegrabilita
_9_(923 ___9_(3”’ =0
ov bzﬂ) du\dudv)
ENLA NN &
Ov\duov du\ov®

risultano, in forza delle equazioni stesse, identicamente verificate. Queste ve-
rifiche si faranno piu rapidamente, scrivendo le (III) sotto la forma equiva-

N’
I
o
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lente seguente, che ci tornerd utile anche piu tardi:

(
(

LA T N (U W
du\senh 4 Tcosh® du) 0o coshf -+ Tsenhb go
— cosh g ! 3_@)2+ ¢ T (senh 6 4 T cosh 6)
cosh® -+ Tsenhf 9o !
1 0T 1 0T 1 oT
senhf + Tcosh W) =senh - senh0 + Tcoshf du cosh® 4- Tsenhf 0v +
0A 1 or
+ — - =
0w coshf + Tsenhb oo
1 0T 1 0T 1 oT
cosh” + Z'senhf ?_;) = cosh - senbf - T coshl du  cosh® + T'senht o +
L1
Jvsenh6 + Tcosh du
9 1 ory__ 80 _ 1 0T __
dvl\cosht + T'senht 0v)  Ou senht - Tcoshf du
1 0T\

——senh&( )—[—c T (cosh 6 -} T' senh 6);

senh® + Tecoshf Ju

basterd allora derivare la 1.* e 2." delle (1II¥), e cosi la 3.% e la 4.7, rispet-
tivamente rapporto a » e ad u e sottrarre, avendo riguardo alle (TII1¥) stesse,
alla (I) ed alla (2), cui soddisfa 6, e si troveranno due identita.

Ne risulta che il nostro sistema & illimitatamente integrabile e, per de-
finire nel modo pil generale una soluzione 7' delle nostre equazioni, potremo
dare ad arbitrio, per una coppia iniziale (w,v,) di valori delle variabili, i
valori di:

o1 9

T, 'a_u' H % ’

purché legati fra loro dalle (I). E chiaro poi che, se non fissiamo a priori il
valore della costante ¢, potremo prendere affatto ad arbitrio i valori iniziali
di T e delle sue derivate prime.

(111%)
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§ 14.
VERIFICHE RELATIVE ALLA SUPERFICIE RIFLETTENTE S(,.

Immaginiamo scelta per T una determinata soluzione del sistema diffe-
renziale (I), (ILI), e considerando la superﬁcie S, luogo degli estremi dei seg-
menti T, staccati sulla normale di §, andiamo a verificare che la S, sard
applicabile sull’ellissoide allungato o sull'iperboloide di rotazione a due falde
di semi-asse principale =1 e che la congruenza delle normali di S sard una
delle due associate a S,, secondo il teorema di GuicHARD.

Giova nelle nostre verifiche tener presente 1'equazione seguente, che &
una immediata conseguenza delle fondamentali (I), (LII*;:

0 1 R sh0 - T'senhb o T 4 !

8u§ ¢(T*—1)—1 senh® 4 Tcoshb du { @
iy 1 senh + Tcosh0 0 ') _ s )

av ¢(T®—1)—1 coshd 1 T'senhb 9o ;

Dalle formole (5) troviamo intanto pei coefficienti dell’elemento lineare di \S,:
dst=E,du+2F,dudv4 G, dv,

le formole: E,= (senh§ 4 T cosh 6)* + (%%)2, F,= %% %—%, ’

(6)
G, = (cosh ¢ 4 T'senh 6 + (3—3;) ,

indi per la (I):
E,G,— Fi=c(T*—1).(senh 6 + T cosh 6)*. (cosh § - T'senh §)*.  (6¥)

. . 1 ~ .
Caleoliamo ora la curvatura geodetica — che hanno sulla 5, le lince

Pr
T = cost. mediante la formola di Bonwer (¥):
0T 401
1 1 0 ® o0 T Ou n
pr VI Gy — Iy )00 \/ ()T) 0T oT @_T)‘z
E\gy) — 2Ty 6'U+G°(3
oT 0T

\

Fogy — By J

ov 2T\ aTaT 2
\/F(T) 255 5 ( )\

{*) Lezioni pag. 145,
Annali di Matematica, Serie III, tomo III, 31
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Siccome dalle (6) abbiamo:
oT 0T 0

By~ — F, 55, = (enh & + T cosh ) - = O
0T . 0T , 8T
GOW———F(,%:_(GoshG—{— T senh 6) 5
0T\ 0T 0T 0T\

Eo(-%)—zFom_a; —}—Ga(m) - ®)
= [¢ T* — (¢ -+ 1)] - (senh 6 + T cosh 6)* (cosh 8 + T senh 6)?,
ne deduciamo per la (8):
1 —cT 9)

_P;=\/c—(T2—1)[c‘T2—-(c+ 1)]'

Cid dimostra intanto che sulla S, le linee 7'= cost. hanno curvatura
geodetica costante. Dimostriamo ora di pil che queste linee sono altresi geo-
deticamente parallele fra loro e cosi sard provato che la S, & applicabile
sopra una superficie di rotazione. Invero I'equazione differenziale delle traiet-
torie ortogonali delle 7'= cost. ¢ data (*) da:

(anT FoaT)du—l—(Fo%%—- Go?i’l)dv=o,

v T '0u ou
ossia per le (7), da:
: oT , oT
(senh 6 + 7' cosh6) P d u — (cosh & + T'senh 6)? -,d—u~dv =0.

Applicando Taltra formola di Bosxer a pag. 146 delle Lezioni, per la
. 1 .. . .
curvatura geodetica 2 di queste linee troviamo:
9
LRSS B ) (e
b9 VE,Gy— Filoo|VeT?—(c+1) du

_E[\/_“@:LL ﬂ}g—o
oulYeTt—(e+1) ov]} !
¢id che dimostra ’asserto.

Per trovare ora I'elemento lineare della superficie di rotazione su cui S,
¢ applicabile, bastera calcolare, secondo la formola pag. 163 delle Lezioni,

(*) Lezioni, pag. 65,
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I'arco w delle geodetiche ortogonali alle linee T = cost., il che da:

w::j\/ C(Tz__l) dT.

72 —

L’clemento lineare di S, prendera dunque la forma:

., (T
dSo——- ——-_(C-ﬁde_*-% (T)dv
essendo ¢ (T') una funzione della sola T, e a causa delle (9) dovremo avere:
e —@t) 1 dg_ T

T(T’*"i')‘ @ dT  \[¢Ti—(c+ D)e(T*—1)
ciod:

1 d T
aT Et—l—Tlog \/6 12-—'.(6—]—1).

Possiamo dunque scrivere:

_e(fr—1)
el — (e+1)
ovvero, introducendo 'angolo o colla formola (a) § 11:

1
sentc

d ¢*

csents (1 + csen®os)

dsy = AT 4-[c T*— (c+ 1)]d v},

=¢(1*—1),

d s; = -+ cot? s d v}.

Si ha poi:
ds > 4 2
(ﬁ) =csen‘s (1l 4 csen®o),
e il confronto di queste formole eon quelle del § 6, congiunto coll’ osserva-
zione che i segmenti 7, essendo costanti lungo le linee T' = cost. ed orto-
gonali alla S risultano altresi ortogonali a queste linee sulla S,, basta per
dedurne :
1.° che la superficie S, & applicabile sull’ellissoide allungato di rota-
zione di semi-asse maggiore = 1 o sull’iperboloide di rotazione a due falde
di semi-asse traverso = 1, secondo che ¢ <C0 ovvero ¢>0;
2.° che la congruenza delle normali alla S & una delle due asso-
ciate a S,.
E questo & appunto quanto volevamo dimostrare.
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§ 15.
LE SUPERFICIE S A CURVATURA COSTANTE POSITIVA TRASFORMATE.

Ci occuperemo pil tardi della effettiva integrazione del sistema di equa-
zioni differenziali (I), (ILI). Supposto per ora di conosecerne una soluzione par-
ticolare T, ne dedurremo colle formole:

to=04+TX,s, yyo=y+7TY, 2,=2-+7T2Z,

la corrispondente superficie S, applicabile, come si & visto, sull’ellissoide o
sull’iperboloide di rotazione. D’altronde, per le osservazioni fondamentali del
§ 11, se costruiamo la superficie S simmetrica di S rispetto alla S, riguar-
data come superficie riflettente delle normali di S, abbiamo nella S una sc-
conda superficie di curvatura K = -+ 1. Si tratta ora di scrivere le formole
effettive che danno le coordinate del punto M mobile sopra S, corrispondente
ad un punto M=(z, y, 2) di S.

Per cid osserviamo che, denotando con #,, ¥,, 2, le coordinate del punto
medio M, del segmento M M, il quale ha la direzione della normale

(X,, Y, Z,) alla 8, e ponendo M M, = A, avremo:
ti=v+AX,, y.=y+AY, z=z2-4+AZ,.
Ma si ha (§ 12):

1 1 0T

N S 9T 1 27 v |
Je(TT—1) " senht 4 T'coshl Ju

X — coshf + T'senhf go *°)

0 ?

colle analoghe per Y, Z, e poiché deve essere:
@ —20) Xy + (g —ya) ¥y + (2 —2)) Zy =0,

ne deduciamo;

Dalle formole :
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deduciamo percid le formole cercate :

- 2T 1 oT
r=z+ c (12— )3 " senh + 7'coshf Ju Xi— \‘
_ 1 9T o)
cosh® + T'senh¥ Go
27 1 oT
Y=Y+ s, ¢ (T? — i * 7" Senh® + Tcoshh du Y-
(10)
1 _ar
coshf + Tsenht ¢o g
;__ + 2 T i _ 1 Q_I_Y 7
o (T2 senhd + Tcosh0 du “*
Loty
cosh® 4 Tsenh0 9o “°)° ]

Queste c¢i definiscono la superficie S a curvatura K=-}1 trasformata
della primitiva S. Indicando con X, Y,, Z, i coseni di direzione della nor-
male alla S, questi saranno proporzionali alle differenze :

T—Xoy Y— Yo, 22— 20,
e sl avra per cid:

= 2 1 o7
Xa:c(T2 — 1)/ senh6 4 Tcosh® WX’ + (1)
1 2T ¢ T?— (¢ +2)
+ Gosme -+ Tsenhl %—Xz + 2 Xs?’

e le analoghe per Y,, Z;. Servendosi delle (10), (11), non & difficile verifi-
care che la S ha effettivamente la curvatura K= -4-1 e che le sue linee
di curvatura sono le u, v. Differiremo queste verifiche, del resto non neces-
sarie, al prossimo § 21.

Siamo cosl giunti al risultato: Da ogni superficie S nota a curvatura
costante positiva, integrando il sistema delle equazions differenziali (1), (111)
§§ 12, 13, deduciamo, mediante le (10), una tripla infinita di tali nuove
superficie S ed ancora una tripla infinits di superficie applicabili sopra el-
lissoidi allungati ed iperboloidi di rotazione a due falde.

Se vogliamo poi conoscere il significato geometrico delle tre costanti
arbitrarie, vediamo subito che, per fissare completamente i valori ini-
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ziali di:

oT 8T
LT

e quindi la trasformata S di S, basta conoscere il punto M di S che deve
corrispondere ad un assegnato punto M di S ed in esso punto M il piano
tangente di S. Questi elementi possono, come & chiaro, assumersi ad arbitrio
purche le due normali in M, M si incontrino in un punto M, equidistante

da M, M. Si pud anche dire che & lecito scegliere ad arbitrio, sulla normale
in M, il punto M, corrispondente di S, e fissare inoltre arbitrariamente il
piano tangente in M, alla S,.

§ 6.
Le superriciE D'XUNNEPER DERIVATE DALLA SOLUZIONE § = O.

Per dimostrare in un semplice esempio I'utilita delle conseguite trasfor-
mazioni, partiamo dalla soluzione evidente 6= 0 (*) dell’ equazione fonda-
mentale (2):

%+?T§+senhecosh9=0.

S’intende che tutte le nostre formole dei §§ 12-15 conserveranno la loro

validitd purché scegliamo :

(x, y, 2), Xy, Y, Z3), (i=1, 2, 3),

in guisa che le (4) § 12 risultino soddisfatte. A tale scopo basterd assumere:

z=0 y=70 2=7 )
X,=—senu Y,=cosu 4, =0 (12)
Xg—"o Yg'::o Z2=].

X, ==cos # Y,=senu Z;=0, /

le quali formole ci mostrano che la superficie S si riduce in tal caso all’asse
delle z e le sue normali alle normali di questa retta.

(¥) Cfr. Lesion:i, pag. 440.
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Le due equazioni fondamentali (I), (II) § 12 diventano nel caso attuale:

1 (oT\, (0T .
711—2(8—“')*"(%):011 —(+1),
T oToT

dudwv ou 0v

La seconda di csse, integrata, porge:
T=U.V,

dove U indica una funzione della sola u, V della sola v, coll’avverlenza perd
che nessuna delle due si riduca ad una costante (v. § 13). Sostituendo nella
prima ¢ indicando con accenti le derivate, abbiamo:

U (=T et 1=0,
onde segue:
Ve—eVi=10 )

U2 ; (13)
—Iﬁ—l—bUz—}—c—i—l=0, )
indicando con b una nuova costante. Osserviamo che se si moltiplica U per
un fattore costante e contemporaneamente si divide V pel medesimo fattore,
cid che non altera T, veniamo ad alterare la costante b6 per un fattore qua-
drato qualsiasi. L’integrazione del sistema (13) introduce quindi due nuove
costanti arbitrarie, cid che & conforme alle nostre osservazioni generali; queste
perd, essendo qui additive in u, v, non hanno evidentemente influenza sulla
forma delle superficie derivate.

Distinguiamo due casi a seconda del segno di ¢:

1.° caso ¢ << 0. — Poniamo:
1 1
c=-—--a-2, b:;,

e potremo assumere :

V———-sen(?—), I | el
a u\l —a?
cosh (—“‘—"—“)
a

Per le (4), otterremo la corrispondente superficie applicabile sull’ellissoide
allungato di rotazione di semi-asse maggiore =1, di semi asse-minore — q,
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colle formole seguenti:
V1 = a®cosu ) VI — a®senu »
Xy = —— § — 1} yo = ———————— 8eN | -1y Z,= 7.
(u Vi — a“’) a
cosh —

cosh (M) ‘
(3

In eoordinate cilindriche:

r=\z*+y° 6=arctg (Z) -2

Iequazione di questa superficie si scrive evidentemente :
0Vl —a? — 2y
7 cosh (——a-——)—— Y1 —a®sen (a—), (14)
le linee r = cost., cioé le intersezioni della S, coi cilindri di rotazione at-
torno all’asse delle 2, sono le deformate dei paralleli dell’ellissoide.
Le (10) ci danno poi per la superficie S applicubile sulla sfera di rag-

gio =1 le formole:

— v
2ay1 —a? sen (—) —_—
x = S— ¢ 3 a cosh (u_\[la;a_) cosU —

u Vl —a? o v
cosh? (——7——) — (1 — a®) sen? (;)

— 1 —a senh(li%f) sen ug

2“\/1—:——(1'25911(3) _ |
y= cosh? (u\/l ) (1“‘:2)&“?(ajgaCOSh(H\/l a)qenu-{— > 15)

V1 — a®senh (Z—Lvla———:_tﬁ) cos u (

2a(1—-a)sen( )cos(Z)

g=v— —
2.° caso ¢>0. — Poniamo:
1
= P = (*)’

(*) Si noti che per la 2. delle (13) deve essere & <C0.
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e le (13) integrate danno:

V= cosh(i), U=___£‘2_"*_'__1__._.
¢ sen (“_VfL)
[(]

Per ia superficie S, applicabile sull'iperboloide di rotazione a due falde

si ha quindi:

Va2 + 1. cosu » 2.1 1.sen
o=t (), = (7). ne,
sen (l—ft—a———) sen (u @+ 1)
a

ovvero in coordinate cilindriche:

A 2
r sen(- - «—) = \Ja* -+ 1 cosh (;)- (14%)
La superficic .S applicabile sulla sfera & poi data dalle formole :
2 ¢ ya® + 1cosh (—2—) \

]
Lo Jasen uya® +1 cost — |
v wVa? + 1 a
(o + 1) cosh? (—;) — sen? (—a )

X =

u\a? -1

— \a* 1+ 1 cos (——a——) sen u %

2 ¢ \/a? + 1 cosh (ﬁ)
LA {asen(
u_\/ag+ 1)
a

?-/—= 'f_\/f%i,l) senu -+ (16)

(a® -4 1) cosh® (%) - seng(

V@ T eos (VT cos |

2 4 (a® 4 1) senh (_v_) cosh (—0—)
a a

2=10— :

I
|

(a® + 1) cosh® (—1—)—) — sen? (M) |
a a |

Tanto nella superficie (15) quanto nella (16) le linee di curvatura u = cost.
sono evidentemente tracciate in piani per I'asse z e in conseguenza le altre
linee di curvatura v — cost. sono sopra sfere ortogonali alla superficie col
centro sull’asse. Le superficie (15), (16) appartengono dunque alla classe di
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Exxeper e precisamente a quel caso limite che, sfuggito ad ExnepEr, fu av-
vertito da Kuew (*). Osserviamo da ultimo che: se nella superficie (16) si

2

a 1 . . .

Ve + un valore commensurabile, le linee di curvatura sfe-
a

da alla costante

riche v= cost. risultano curve algebricke razionali.

§ 17.
CASO DI UNA SUPERFICIE S PSEUDOSFERICA.

Passiamo ora a considerare il caso di una superficie § a curvatura co-
stante negativa K = — 1. La nostra ricerca procederd, secondo le osserva-
zioni generali del § 11, in modo del tutto analogo a quello del § 12, per
cui potremo qui limitarci a indicarla sommariamente.

Riferita la superficie pseudosferica S alle sue linee di curvatura w, », il
suo elemento lineare assumera la forma:

dg=cos*0du + sen* 6 d v (17)
dove 6 & una soluzione dell'equazione a derivate parziali:
2
gz—l‘%—%‘zﬁ=senecose, (18)

e i suoi raggi principali di curvatura saranno dati dalle formole :
ry=—1tgg, r,=-cotl.
Colle solite notazioni, avremo qui le formole fondamentali :
0w

0w 7

a——"=0080_X, a'—v*’—‘—‘-senaxe

00X, 00 0 X 00 0 Xs -
W=%X2~SGDBX3, W=—_3—1;X' 5 =send X, (19)
oXy 00 0 X 0 0 Xs

Er TR o gu oot X, Zon = —cosd X,

Staceando sulla normale in ogni punto M di S un segmento M M,= T, per

(") Sitzungsberichte der Akademie zu Munchen, 1884. Heft II.
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le coordinate x,, y,, 2, dell'estremo M, avremo:
to=2+TX;, yo=y+TY;, 2o=2+T2Z,

da cul derivando:

(cosé 4 T'sen ) X, —l———— X,

or
v

indi pei coseni di direzione X, Yo, Z, della normale alla superﬁcie S, lnogodi M,:

= (senfd — T'cos§) X, +

0% _
ou

0 %o
To X,

p Xo={(sen § — Tcos& X,+(cos6—|—Tse11 9) —

— (sen § — Tcos&).(cos@+- T sen 9) Xs,

e le analoghe per Y,, Z,, avendo posto:
P’ =(senf§ — Tcose)’( )+ (cosd - T'sen )2 (8 T) +

- (sen § — T cos 6)* (cos 6 - T'sen 6)2.
Indicando con ¢ I'angolo d’inclinazione del segmento M M, sulla S, avremo
dunque :

seng = X, X; + Y, Ya—l—Zon:(sene”‘ Tcos ) (cos 8 + T'sen 6)

P
D’altronde la formela () § 11, valendo qui il segno inferiore, ci da:
1
ses = c(I*+ 1),

dove porremo, come al § 7, per la costanle ¢ positiva c=&1;; otteniamo
dunque per T' I'equazione a derivate parziali del 1.° ordine:
1 gT 1
(cos 6 4~ Tsen 6)2(514 \) + (sen 6 — T cos 6)2( 0v ) tl= (Tz +1). (@0)

Esprimiamo ora che il sistema (u, v) deve essere sulla S, un sistema
coniugato e, procedendo come al § 12, troveremo per T I'ulteriore equazione
a derivate parziali del 2.° ordine:

T __( sen § . cos 9 oToT
dudv \cosb + T senf senG—TcosO) ()
’ (21)

_sen@—TcosG@_@,ﬁ?_‘ cosf)—}-TsenﬁQﬁ_a_z.
cos0 + Tsenboow duw  senf— Tecosh du 0v
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Il sistema deile (20), (21) costituisce un sistema illimitatamente integra-
bile e la soluzione pili generale T' contiene quindi, oltre @, due nuove costanti
arbitrarie. La dimostrazione si fa, come al § 13, scrivendo insieme alla (21)

le altre due che seguono derivando la (20) ( esclusi anche qui i casi ovvii

or =0 o or _ 0) si ha cosl il sistema seguente:
Pu 0v
o (__ 1 aT)__a_e 1 aT
dulcos6 + I'sen6 gu) oOv senb— Tcosl gv
oT
—sene(gene Tcos6_('}_) -—-(cose—]— T sen 6)
a( 1 aT)  vost oT 1 T
dv\cosO + T'senf Ju osO—}-TsenG 7u ~nb— Toosd s T
09 1 o7
+3—u'sen9—Tc036W \
, (22)
11( 1 sz—smw 1 aT 1 or !
du\sent — T'cos® 9v ) cosO + T'send ou senf— T¢os0 oo
o8 1 4T
dv cosb 4 Tsenb du
R SO BV TS W 1
dv\sen — Tcosb dv)  Ou cosh + ’l’sen()—a_z?_}_

1 0T

T
+cose(com au)-f-c—;z-(sena— T cos 9).

E bene osservare che in forza di queste equazioni si ha identicamente:

0| 1 senf — Tcosh 97T
3ulT2+1—a2cosG+Tsen0 0t I—F )

1 cos 9 -+ Tsen()aTz__O 5

(22%)
X
Bvl —|—1—a"’sen6-—Tcos6 v
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§ 18.
‘IERIFICHE RELATIVE ALLA SUPERFICIE RIFLETTENTE So.

Supposta scelta una soluzione T' delle nostre cquazioni di trasforma-
zione (20), (22), verifichiamo ora che la superficie S, luogo degli estremi M,
dei segmenti 71" ha Velemento lineare dato dalla formola (29%) § 6:

a®dc?

d 8§ = sentc
sentaq (1 — )

+ cot*a d vt (23)

ale

Calcolando in primo luogo i coefficienti E,, I, G, dell’elemento lineare
di §,, troviamo:
0Ty 6T 07T

E, = (cos 9 + Tsen9)2+(—3",7)’ F“z_a'ﬁ' ov

Gy = (sen 6 — T cos 6) +(6T)

E G —F; = £ + ! (sen ¢ — T cos 6) (cos 6 -+ T sen 6)%

Se calcoliamo nuovamente, colla formola di Bosyer, la curvatura geode-

tica — delle linee 7' = cost. sulla S,, troviamo per le precedenti e per
Ia (22*)

i -7 .

pr (T FD)(TPF1—a)

Medesimamente si verifica che le loro traicttorie ortogonali sono linee
geodetiche e l'arco w di queste geodetiche, contato da una curva fissa
T == cost., & dato da:

2
w=| r—— T+l g

T2 +1— a?
In conseguenza l'elemento lineare di S, assume la forma :

T2 +1 72+ 1 — a?
2 2 2.
dso——-—————T2 - a2dT +_——a dv;
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questa colla sostituzione :

si cangia appunto nella (23). Paragonando le formole superiori con quelle
del § 7 vediamo che la superficie S, & applicabile sopra una delle tre ultime
superficie fondamentali di rotazione e la congruenza delle normali della su-
perficie pseudosferica S ¢ una delle due associate alla S,.

Ne segue che la superficie S normale alla congruenza riflessa e simme-
trica di S rispetto alla superficie rifletiente S, & essa stessa pseudosferica di
raggio = 1. Per le coordindte z, y, # di un punto M mobile sopra S tro-
viamo le formole (cf. § 15):

= 2a T | 1 oT
x-—x—[—T2+ lle_cose—{—TsenG_é—u-X’——
_ 1 oT z
sent — Tcosh oo *°
- . 2aT | 1 oT
y—y+T2-{-llY3_cosOJrTsen()ﬁ—uY'—_ 24)
Ty (
senf — Tcos oo ~°
20T, 1 T,
z__z-{—T2 +1 (Z3 ‘cosb + T'sen ou Z, |
N — ] |
sen — Tcosh oo *° |

§ 19.
LE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE D' ENNEPER DERIVATE DALLA SOLUZIONE 6 = (.

Applicheremo anche qui le nostre trasformazioni al caso particolare in
cui si parta dalla soluzione § =0 della (18). Le formole del paragrafe pre-
cedente conserveranno la loro validitd, ove si faccia:

z=0 y =10 2=1u
X, =0 Y, =0 Zi—=1
X.,=senv, Y,=-cosvy, Z,=0
X;=cosy, Y,==—senv Z,=0.
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Le equazioni (20), (21, la cui integrazione conduce alle superficie pseu-
dosferiche S trasformate, diventano :

a?
T 0T oT
oudv du 0v

Se ne trae T'= UV con U funzione della sola #, V della sola v sod-
disfacenti alle condizioni :

dove b & una nuova costante.

Lasciamo da parte i casi a=1 ed a <1 i quali dinno, come si vedra
nel Cap. V, superficie pseudosferiche alle quali si pervieue egualmente dalla
soluzione § =0 componendo due successive trasformazioni complementari o di
Bickrunp (reali). Supponendo adunque @ >1, dovendo b essere manifesta-

mente negativa, potremo fare = — 1 e integrando avremo:
.
U=acosh(g), V= Va N
a (v Va? — 1)
asen|———

Per la superficie S, applicabile sul sinusoide iperbolico troviamo allora:

2 ad a2 — 4
Va lcosh(a) Va 1cosh(a)

(=)’ o (1]
a @

in coordinate cilindriche 'equazione di questa superficie & evidentemente :

X, =

20 = ?l;
sen

7

1 sen (ﬂfb—‘;:l) — \Ja*—1 cosh (%) . (25)

La superficie pseudosferica S, normale ai raggi riflessi si trova poi data dalle
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formole :
2 a\a® + 1 cosh (%—)

v\a? — 1

[

€T —

z (z) Va? — 1)

a sen — jcos v —
u a

(a® — 1) cosh? (;) -+ o? sen2( )

- o2 —1
—\ar—1 cos(—T)sen v}
B 2 a Ja? — 1 cosh (—%) ( - )
1y — -5y | @ Sen (———~) senv | (26)
(a*— 1) cosh® (%) + a%en“’(”— )

~+ya*=-1 cos (@) cos © %

:_ _u_‘ x
2a(a l)senh(a)cosh(a)

== q{ — ——

= — |
(a® — 1) cosh? (ﬁ) + a? sen? (Ziva———l) |
a a

|

|

Le linee di curvatura » = cost. della S seno in piani per I'asse z e le
u = cost. sono quindi tracciate sopra sfere ortogonali alla superficie col centri

(a7

. . . 1 .
sull’asse. Si osservi anche qui che, ove la costante sia commensura-

bile, queste ultime linee di curvatura sono curve algebriche razionali.

CAPITOLO IV.

Le equazioni di trasformazione cangiate in un sistema lineare ed omo-
geneo. — Sua interpretazione geometrica.

§ 20.
Le rquaziont p1 TrasrorMazIoNE (1), (I1T) pEr §§ 12, 13 CANGIATE IN UN SISTEMA LINEARE.

Al sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali per la funzione
T (u, v), che definisce le nostre trasformazioni, si pud dare una notevole
forma lineare ed emogenea, di cui ¢i andiamo ora ad occupare (¥).

(*) Procediamo nel testo per via puramente analitica. Ma non ¢ fuor di luogo il far
notare come a questa trasformazione delle equazioni fondamentali si ¢ condotti da con-
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Cominciando dal caso in cui la S sia a curvatura positiva K= 41,
partiamo dal sistema differenziale (I), (III*) §§ 12, 13 che definisce le no-
stre trasformazioni. In virth delle (II1*) ibid., vediamo subito che V’ espres-
sione :

senh 0 19T du+ cosh 0 10T
senhf 4 T'cosht 1" du cosht + X'senlt T' 0w

do,

& un differenziale esatto. Possiamo quindi determinare una conveniente fun-
zione ® di u, v, che soddisfi le due equazioni:

00 senh 8 o 07T
du ~ senh0 - Pcoshd T ou
0P _ cosh 6 ® 0T
8o  cosh + Tsenhd T v

e formando di qui le derivate seconde di ®, coll'osservare le dette (ILI*) § 13,
troveremo le formole :

0*e __ 060 060
+csenh29.<l)—l-(c+])senh&eosh&%,
0% o6 0w 808¢
P a the a +t au-a—;7
2o aeax 200
T T T g T
+ccosh?9<l>+(c +1)senhﬁcosh@q—)

T
Introduciamo ora una seconda funzione incognita 17, ponendo:

2
”_”T

siderazioni geometriche tratte dalla teoria dei sistemi ciclici. Se consideriamo due su-
perficie S, § a curvatura costante (positiva o negativa) trasformate I’una dell’altra se-
condo una delle nostre trasformazioni, le normali in due loro punti corrispondenti M, M
si incontrano in un punto M,, equidistante da M, M. Possiamo quindi descrivere un cir-

colo ¢ che incontra ortogonalmente S, Sin M, M rispettivamente e poiché sopra 8, S
si corrispondono le linee di curvatura, il sistema co? di eircoli ¢ é un sistema ciclico.
Applicando le formole generali relatlve a questi sistemi (Lezioni, Cap. XIII) si arriva
precisamente alla trasformazione di formole data nel testo,
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ed avremo per le funzioni incognite ®, W il sistema lineare ed omogeneo:

0* ¢ 06 00 00 0o \
¥ :COtheﬁﬂ—tghea_vB—v+ \
-+ ¢senh* § @ (¢ - 1) senh 6 cosh & W,
0 & 000 000
a——uav—_—cothﬁa—;a—u-}—tghﬁa—z—lﬂ, (A)
2o 2000 | 2H 70
+ ccosh® 6 P 4 (¢ 4 1) senh § cosh 6 W. /
ow__ coth&-a—(f ) )
ou ou
(B)
ow__ tgh ¢ o S
ov sh YT
E ben facile vedere che il sistema (A), (B), in forza dell’equazione :
a2 2
50-“6? -+ —272 + senh 6 cosh ¢ = 0,

cui soddisfa 6, & ¢llimitatamente integrabile. Per determinare, nel modo piu
generale, una coppia di soluzioni (¢, W) si possono assegnare ad arbitrio,
per un sistema iniziale di valori u,v, delle variabili », », i valori di:
7K L
¥
Come dalle (III) o (TII1*) § 13 abbiamo dedotto le attuali (A), (B), cosi
inversamente, se ¢, W soddisfano le (A), (B), la funzione:

W, o

[i}]

T:W

L)

soddisferd le indicate equazioni di trasformazione (III). Ma ricordiamo che T
deve inoltre soddisfare ’equazione del 1. ordine (I) § 12; questa, sostituendo

a T il quoziente %, diventa :

1 (2__;12)_}_ _%_(%%’)2__6 @ 4 (c 4 1) W2 = 0. (€)

senh?9\7u) * cosh?f)

Ora se, per una eoppia qualsiasi ®, W di soluzioni del sistema (A), (B),
indichiamo per un momento con A il primo membro della (C), troviamo su-
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bito che, in forza delle (A), (B) stesse, si ha.:
a4 gA
7= 5
ciod A = cost. Basta dunque scegliere i valori iniziali di:
" Pu’ 0o
in guisa da soddisfare inizialmente la (C) e questa sard verificata per tutti
i valori di , v. B chiaro poi che le tre costanti arbitrarie (oltre ¢) che re-

W, o

?

P
stano nel sistema integrale si riducono pel quoziente T' = G & causa della

omogeneita del sistema (A), (B), (C), a due soltanto. Cosl troviamo nuova-
mente tutti i risultati gia stabiliti al § 13.

Scritte le equazioni di trasformazione sotto la forma (A), (B), (C), fa-
cilmente possiamo generalizzarle a coordinate curvilinee qualunque #, v, a
cui la superficie S di curvatura K == - 1 si supponga riferita. Se, adope-
rando le consuete notazioni, indichiamo con:

Edw+2Fdudv + Gdv,
Ddu+2D dudv+ D" dv,
le due forme quadratiche fondamentali che definiscono S, le accennate equa-
zioni generali si scrivono :
02 d WS]]_E i

E (I)—}— Ed—(c+1)

\
Dut 1 §0u 3
o @ 2 ([) S / ,
R 2 o ., |
00 =3 1 bu 3 E FeGO—(c+)D"W. |

ow GD-—FD B_LD_I_ED ——FD@E
u EG— F? 0u EG —F? gy

, (B¥)
W_GD —FD'9%  KD'—FD 9o
v EG-—-F¢ Qu' EG-—F? 9o
A =cH—(c+ 1) W (C*)

c o . ik . . . .
i simboli di CarisToFFEL z . ed il parametro differenziale primo A, & es-

sendo calcolati rispetto alla prima forma quadratica fondamentale.
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Si verifica agevolmente I'asserita proprietd osservando che le equazioni
scritte (A¥), (B*), (C*) hanno caratiere invariantivo e d’altronde nel caso
particolare in cui le u, v siano le linee di curvatura si riducono appunto alle
(A), (B), (C). Non lasceremo di osservare che ove si facesse la costante
¢ =—1 (valore che nelle nostre attuali ricerche & per altro escluso) il si-
stema (A*) verrebbe appunto a coincidere con quello che si presenta nella
teoria dei sistemi di WrmvearTeN (*) e si integra completamente appena si
conoscono sopra S le linee geodetiche.

§ 2l.
FORMOLE PER LE SUPERFICIE S TRASFORMATE E RELATIVE VERIFICHE.

Se facciamo uso delle nuove notazioni e trasformiamo le (10) § 15, che
definiscono le superficie S trasformate, troviamo :

2¢ | | 1 ¢o 1aq>‘$

“"’=x+c(q’2—w2)‘(WX3“senhoﬁ ' coshfgs

(1)

colle formole analoghe per y, z. Similmente le (11) § 15 ¢i danno pei co-
seni di direzione Xg, —173, 7, della normale alla S la formola :

- 2w 1 oo
Xs = c(#?— W?) senl’ du X+ ) 5
42w 1 94 e —(c+ YW o § @)
c(PT—=W?) " coshh gy c(®* — W?2) 8

e le analoghe. Se deriviamo le (1), (2), ponendo mente alle (A), (B), nonche
alle formole fondamentali (4) § 12, ne deduciamo :

3_?0 __ (@ + W?) senhf + 2 & Weosh ! z 2 1 (9o ]] X, + !
ou o2 —W? c(d? — W?) senh?6\0 u) ! ‘

+ 2 1 ge 1 0e .y 2w 1 9o

c(®— W?) senhfdwu coshfdo °° (@ —W?)senhhou = ° 2 5)
65_(q>2+W“’)coshO~!—2<I>Wsenhf)i 21 9e 1 gey
do o — 2 c(®?—W?) senhbdu coshigy
2 1 [0\ 2W 1 9@ ;
+ s s (5s) — 1 X — s s e Y| :

(*) Vedi Lezioni, pag. 525, formole (D).
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9Xs  (®*+ W) coshh + 20 Wsenhd 0

du (9 +W?)senhh 4 20 Wcoshb 7« “
0Xs  (®®+ W?) senhb + 20 Wcosh? 9z
dv  (®®-} W) cosh? + 2 ® Wsenhf oo
Ora se poniamo:
cosh 7 o + (02 -+ W?) coshf -+ 2 & Wsenh6
W ®)
- (02 + W?) senhf -+ 2 & Weosh? s
senh§ = =+ ) rO ’

adottando la determinazione superiore od inferiore di segno secondoché
O >TV? ovvero ®f << W? ne risulterd determinata —6_, la differenza dei qud-
drati dei secondi membri nella (5) essendo l'unitd e il secondo membro della
prima risultando inoltre positivo. Dopo di ¢id, dalle (3) deduciamo per l'ele-
mento lineare della S:

dst=dz + dy* 4 dz* —senh* 6 d u* 4 cosh® 6 d v*,

mentre dalle (4) abbiamo:

8Xg=__ tgh@——-

)X (
ov ov

-0
5 ——cotheﬁ,

Queste formole ci dimostrano che sulle S le linee u, » sono quelle di
curvatura e poiché per i suoi raggi principali di curvatura r,, r, abbiamo :
;,=~00th5, ;2=_tgh—6—,
troviamo confermato che la S & a curvatura K = 4 1.

Osserviamo poi che dalle (b) segue:

—_ 2 2
cosh (§ —6) = =+ :ziyvgz’

e perd, sc valgono i segni superiori, vale a dire, se ®*> 142, avremo:

— 2 P2
COSh(5~9)+1 =m

2W?

008h(§—9)—1=m—v—23
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indi dividendo :

S 6
T"———VT/“Q=GOch( ) )3

ciod :

+ coth (h — 0)

T'= 3 (6)

Che se invece valgono i segni inferiori sard:

T — + tgh (g_g_e) . ()

i

§ 22.

PSRMUTABILITA DELLE NUOVE TRASFORMAZIONI COLLA TRASFORMAZIONE
p1 Hazzpaxis.

Ad una medesima soluzione ¢ della equazione fondamentale :

2 2 )

g—ui -+ ?ﬁﬁ + senh 6 cosh 6 =0,
corrispondono propriamente, com’® noto, due diverse superficie S, S' appli-
cabili sulla sfera, 'una S di clemento lineare (viferito alle linee di curvatura):

d s* = senh® 6 d u* -} cosh® 4 d v?,
Paltra §' d’elemento lineare :
d s'®* = cosh® 6 d u® 4 senh? o d v°.

Le due superficie S, S sono trasformate I'una dell’alira secondo la tra-
sformazione involutoric di Hazzmaxis (¥); le diciamo superficie coniugate.
Esse si corrispondono per linee di curvatura e sistemi coniugati e alle geo-
detiche dell’'una corrispondono sopra l'altra le linee d’ombra.

Ora sembra notevole che, integrato per una di esse, p. e. per la S, il
sistema di equazioni simultanee che definisce le nuove trasformazioni, il si-
stema analogo per la coniugata S’ risulta senz’altro integrato anch’esso. Sus-

(*) Lesioni, pag. 446,



delle superficie a curvatura costante. 2565

siste infatti il seguente teorcma: Se dalla superficie S si ottiene, secondo la
nostra costruzione, una superficie S, applicabile sull’ellissoide od iperboloide
di 70fazzone come luogo degli estremi dei segmenti = T riportati sulle nor-
mali di S basle;a sulle corrispondent! normali della coniugata S riportare

1
un segmento di lunghezza inversa =7
nuovi segmenti si avrd una superficie applicabile rispettivamente sull’iperbo-
loide o sull’ellissoide di rotazione.

Per dimostrarlo, osserviamo che dalle (A) § 20 seguono le equazioni se-
guenti:

e nel luogo S’y degli estremi dei

0w 00w ohow |
3u2 —«tghéﬂ-é—u-—-—cothog—v-—a?——

— (¢ + 1) cosh®* 61V — ¢ senh 6 cosh 6 ®
oW 2691V aoan ,
Y EARL ALY rh i L P (A)
0w oNow 0Now
T T gy oot b —

— (¢ + 1) senh®*6 W — csenh6 cosh6 ¢
e le (B), (C) possono scriversi:

oo ow

du »—tghﬁﬂ, B)
00 om0 (
ov v
1 oW\ 1 IW\e 2 ’
7 (7o) + sy () — e 9+ DI =0, ©)

Ora questo sistema (A'), (B'), (C') si deduce dal sistema (A), (B), (C)
§ 20 permutando u con v, ¥ con W e cangiando ¢ in — (¢ 4 1) (indi ¢ -1
in —¢), onde si vede che il sistema {(A"), (B"), (C) definisce le nuove tra-
sformazioni per la superficie coniugata S’. D’altronde lo scambio di ® con W

.1 . . . . . .
muta T in 7> ©id che dimostra il teorema. Si osservi poi che delle due

superficie S, S, 'una & applicabile sull’ellissoide allungato di rotazione, Paltra
sull’iperboloide a due falde e se indichiamo con a il semiasse minore dell’el-
lissoide, con b quello immaginario dell’iperboloide si ha:

1 1

1.

a? b?
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Proseguendo la nostra ricerca, consideriamo ora le due superficie S, S’
applicabili sulla sfera e simmetriche rispettivamente di S, S’ rispetto alle due
superficie riflettenti S,, S’, e dimostriamo il teorema: La coppia (S, S’) é
ancora costituita da due superficie coniugate di Hazzagis.

E invero il calcolo fatto al paragrafo precedente ci ha dato per 1'ele-

mento lineare di S:

ds®=senh®§ d u + cosh? ad v?,

avendo cosh ¢, senh ¢ i valori (5). Le osservazioni fatte sopra dimostrano che
il medesimo caleolo, permutato % con v, e ¢ con W, vale ancora per !ele-

mento lineare ds’ di S’ e, siccome lo scambio di ¢ con W non muta i se-
condi membri delle (5), abbiamo:

d s == cosh? 6 d u* 4-senh? 9 d v*,

cid che dimostra il teorema.
Osserviamo ora che dalla S si pud passare alla S’ sia eseguendo prima
Ja trasformazione che cangia S in S, poi quella di Hazzwaxis che porta S

in S’; ovvero possiamo eseguire prima la trasformazione di Hazzipaxis sulla S
e cangiarla in 8’ poi su S’ la nostra trasformazione, che la porta ancora

in S'. Possiamo quindi enunciare brevemente il risultato conseguito cosi: Le
nuove trasformazioni delle superficie o curvatura costante positiva sono per-
mutabili colla trasformazione involutoria di Hazzpaxis.

Un'ultima conseguenza delle proprieta stabilite nel presente paragrafo
merita di essere notata. Se partiamo da una coppia iniziale nota (S, 8') di
superficie coniugate applicabili sulla sfera, trasformandole colle nostre trasfor-
mazioni otteniamo le nuove superficie a curvatura costante sempre a coppie
(S, §") di superficie coniugate. E poiche le geodetiche dell’una corrispondono
alle linee d’ombra dell’altra e queste, come corrispondenti ai circoli mas-
simi della sfera rappresentativa, si hanno sempre in termini finiti, ne de-
duciamo:

Sulle superficie a curvatura costante positiva trasformate della iniziale
si conosceranno, senza alcun calcolo di infegrazione, le linee geodetiche.
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§ 23.

RICERCHE ANALOGHE PER LE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE.

Supponiamo ora che la superficie S sia pseudosferica (di raggio =1) e
cerchiamo di cangiare alla loro volta le formole di trasformazione del § 17
in un sistema lineare ed omogeneo. Procedendo per cid affatto analogamente
come al § 20, osserviamo che per le (22) § 17 si ha:

3[ cos 1 BT] 8[ sen 6 1 BT]__O
— Y

Polcost + T'send T 0u| odulsend— Tcost T oo

onde potremo determinare una conveniente funzione ¢ di #, » dalle equa-
zioni :

20___osd 02T
du_ cosh+ Tsend 1T ou’
b0 ___smd 0T
dv sent — Teosh 7T 0v
Ponendo inoltre :
(1]
__Tzw’
dalle (22) § 17 avremo le formole:
0% e ehod 0000 {
cos?0 1
+— CD——(?——])sené?coseW,
020 00 g 20 0d
I ERR AN PY PRI P T (a)
02 @ 0000 00 o
._-—91)2 ——tgeﬂa—{‘—f-coté’-a—v%—[— |
-}-Sen:a(D?—{-(-—lé-—l)senﬁcosﬂV. J
a a /
A T,
oW o § ®)
——=00t55—- |
0 v /
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A causa della equazione:
70 _ 200
ou?  00°
cui soddisfa 6, si vede che il sistema (a) () & illimitatamente integrabile,
sicché possiamo assumere ad arbitrio i valori iniziali di:

== sen § cos 4,

gb g
W I) -8——7 -2—2;
Secondo la (20) § 17, occorre inoltre che sia soddisfatta 1'equazione del
1.° ordine:
1 (0®) 1 (00Y 1
cos? 6 (E—u) + S (—8?) T =5 (@ W, ()

Considerazioni analoghe a quelle del § 20 dimostrano che basterd sod-
disfare alla (c) coi valori iniziali perché risulti sempre soddisfatta.

Ed ora dalle (24) § 18, per definire la superficie pseudosferica S tra-
sformata, avremo la formola :

_ 2
2a* ¢ g WX, —

1 09 1 o¢
r=r+ e

coshdu ™' senh ow ")’ ®)
colle analoghe per y, z e i coseni di direzione X,, Y,, Z, della normale
alla S saranno dati dalla formola :

2a*W 1 0% o »2+(1— 24 W?

v n’éim g Xt sen6 7o X i N Xs ©)

X’3=
e dalle analoghe.

Derivando rispetto ad u, », coll’aver riguardo alle formole precedenti,
troviamo :

(Wﬂ —_— q,Q) cos 0 - 2 d Wsen_e % [1 . 2 a? 1 (a(b)e}

au ¢2+W72 (1’2+W2 cos? ) ﬂ
_24° 1 0¢ 1 99 26°W 1 00
d2 + W2eosOgu senf do ®F T W2cosh du ?E
Oz _(W—tfsens —g0Weosh | 2a 1 2® 1 9o
5 ®? 4 72 | T @ L WReostowusent go 2 T

) _ 2 g? 1 0 P\2 2a2TV 1 7o
" [1 D2 - W2 gen? (55)} X+ of W2 sen d 7o X } ’

Q;\_—’az (IV2--0*)senf--2¢ Weosh do 0X:  (W2— 2%)cosf - 20 Wsenh oz
ou (V2o cosh+20 Vsenbou’ oo T (WP—o%)send —20 WeosH 9o
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Se poniamo, indicando con & un angolo conveniente :

~ (IW*—o%cosh+ 20 Wgsenh
€08 0 == R VSie' 7S 2 o
— (W2—ad%gen-—2d1Wecosh s (10)
Sen f =
ot L1V :
come & lecito per essere la somma dei quadrati dei secondi membri = 1, ne
deduciamo per l'clemento lineare di S:
dst=cossdu}sen®s d o,
e inoltre :
i .05 0% 0%
T —-——tgaﬁ, - = cot/av
Queste formole confermano che la S ha la curvatura K == —1 e le linee
%, v sono le sue linee di curvatura.
Dalle (10) deduciamo inoltre :
- W2 —_— 4)2
cos (& - 0) == m H
indi :
P2 h—98
e = I8’ (————2 )’
cioe :
H—6
T:itg(————g ) (11)

§ 24.

LE supErFICIE INTEGRALI DELLA EQUAZIONE D’ AMPERE :

kr,rz—p(r(+r2)+2q=0.

Alla forma lineare data alle equazioni di trasformazione per .le super-
ficie a curvatura costante si collega una classe di superficie che hanno con
queste a comune I'immagine sferica delle linee di curvatura e soddisfano ad
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un’equazione d’Awmrpire della forma considerata da WeisearTeEs nelle ultime
sue ricerche nell’applicabilitd (*).

Consideriamo dapprima il caso di una superficie S a curvatura costante
positiva e riprendiamo le equazioni (A'), (B'), (C) § 22. 1l sistema (A')
pud scriversi pit brevemente cosi:

W= —(c-+41)cosh®*6W — csenh 6cosh6 @
Wm = 0 (12)
Wy =—(c 4 1)senh*6W — ¢ senh 4 coshé @,

le derivate seconde covarianti W, della W essendo calcolate rispetto alla
forma quadratica :
d s =cosh?5 d u® 4 senh® 0 d v?,

che di il quadrato dell’elemento lineare sferico rappresentativo della S. Si
consideri ora la superficie S inviluppo del piano:

£X3+77Y3‘|"5Z3=W;

(indicando £, », ¢ le coordinate correnti di punto) condotto parallelamente
al piano tangente di S alla distanza W dall’origine. A causa della inter-
media delle (12) la £ avrd a comune colla S I'immagine sferica delle linee
di curvatura; Je coordinate &, », ¢ del punto di contatto del suo piano tan-
gente saranno date secondo le note formole di WeincarTex (**) da:

1 8IV8X3+ 1 M@Xa
cosh?d Ju ou senl®) 0o v

t=WX,+

ovvero da:
Low 1 ow
coshf du ' T senhy do =’

E=WX,+

colle analoghe per 5, &
Derivando le (13), si trova:

(13)

gi = — ¢(Wcosh 5 + ¢ senh %) X,
g_z.=.—c(Wsenh6+ ¢ cosh 5) X, ,

(*) Swr la déformation des surfaces (Mémoire couronné par ’Académie de Paris). —
Acta Mathem., tom. 20, Vedi anche DarBoux, Lecons IV, pag. 308 e segg,
(**) Lezioni, pag. 137, formule (34),
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le quali per I'elemento lineare do della 2 ci danno:
da®==c*] (Wcoshé+ ®senh6)*du? 4 (Wsenh 5+ @ coshé)y do*{, (13%)

e paragonate colle altre:

%:cosh&Xu %%‘3:%“}’5){“

confermano che le #, v sono sulla Z le linee di curvatura e di piu 1 suoi
raggl principali di curvatura p,, g, sono dati dalle formole:

pr=—c¢(W + ¢ coth %),

Pz=—C(W—|—‘I)tgh 9).
Se ne trae (¥):

prFpr=—2cW —c(tgh 6 + coth 5) ¢,

P pe == € i W?e 4- (tgh 9 + coth §) dW | {.
e perd:
pips F cW (o + po) == c* (®* — W?2). (14)

Ora introduciamo le notazioni di WeiNearTEN e indichiamo con p= W
la distanza dell’origine del piano tangente di & ¢ con:

29 =2 +n+1,

il quadrato della distanza dell’origine stessa dal punto di contatto. Dalle (13)
abbiamo :

2q == c (B —W?), (15)
e la (14) diventa per cid:
prpetcplpntp)—2cg=0. (16)
Siccome dalla (15) abbiamo :
2
0= |20 1p, a7

(*) Queste medesime formole si possono stabilire direttamente dalle (12) facendo uso
delle formole in coordinate tangenziali:

ot e =8 W+H2W
pr g == By W+ W AW - W2,
date a pag. 137-138 dalle Lezioni.
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potremo scrivere la (16) sotto la forma-:
0% 0% o ?e *

che & appunto la forma delle equazioni d’Awmpire che si presentano nelle ac-
cennate ricerche di WriveartEn. Cosl adunque le superficie X, definite dalle
formole (13) hanno a comune colle superficie S applicabili sulla sfera I'im-
magine sferica delle linee di curvatura e soddisfano Pequazione (16) o (16%)
di Wevearten. Non lascieremo di osservare che le formule (1) per le su-

perficie S trasformate si possono scrivere :

- 2¢ . - 2¢ - 2¢
x=$+m5, y=y+mm Z—Z‘f'c_“—(q,z_wz)?;-

Per le osservazioni fatte al § 22, ove si voglia considerare in luogo
della superficie S primitiva la sua coniugata di Hazzipaxis S, basterd scam-
biare % con v e ¢ con W. La superficie ' dedotta da S’ come 3 da §,
soddisfera ad un’equazione della forma (16) ove perd c¢ sia cangiata in
— (¢ 4+ 1). D’altronde il suo elemento lineare dedotto dalla (13*) col detto
scambio coincide con quello stesso della Z; dunque:

Le due superficie 2, 3' sono applicabili Puna sull’altra con corrispon-
denza delle lince di curvatura.

B noto che le superficie aventi a comune con quelle applicabili sulla
sfera I'immagine sferica delle linee di curvatura e queste soltanto (astrazione
fatta dalle superficie modanate a sviluppabile direttrice eilindrica) ammettono
una flessione che conserva le linee di curvatura. Questo viene confermato nel
caso attuale delle superficie 2 integrali della (16); ma cid che vi si aggiunge
di notevole & questo che anche dopo la flessione la superficie appartiene alla
medesima classe (16) cangiatovi perd ¢ in — (¢ + 1). In fine osserviamo ‘che
due punti corrispondenti delle due superficie coniugate X, 3’ hanno costante

ed =\/Eic-l il rapporto delle loro distanze dall’origine.
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§ 25.
CASO DELLE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE.

Sia ora S una superficie pseudosferica di raggio = 1. Dalle formole
del § 23 deduciamo che W soddisfa alle equazioni seguenti:

W, = (L? — 1)sen26 W — —15 sen 4 cos 6 @,
a a
W,g =0,

W, =~:(;12— — 1) cos* s W+ —(}7 sen 4 cos 6 @,
le derivate seconde covarianti di W essendo calcolate rispetto all’elemento
lineare sferico rappresentativo :
ds;i=sen*/du® 4 cos®9do?,
della nostra superficie S. Ne segue che la superficie 2 inviluppo del piano:
EXs+n Ytz =W,

avra le stesse immagini delle linee *di curvatura della pseudosferica S. Per
le coordinate &, », ¢ del punto di contatto del detto piano con £ troviamo:

1 oW 1 oW

e analogamente per n, . Derivando rapporto ad #, v ne deduciamo:

d€  TWsenf — o cosh

ou at X
z i _ Ie}

8_§=_ Weosh - ¢sen/X2.
v a?

Ne risulta confermato che le linee u, » sono sulla = linee di curvatura.
Di pil, indicando con p, g, 1 raggi principali di curvatura di X, dal con-
fronto delle precedenti colle altre :

0.Xs

T =sen / X,, 0%,

‘9;‘ - - COSéXQ,
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si trae:
1
=5 (W+0tg9)

1
pr = ;;(W—— ¥ cot ),
e quindi :
1
bt pr— 5;5(2W+q>(tge—cote)z

pi 2= 71]7 W24 oW (tg 6 — cot6) — <I>2}.

Ne deduciamo :
Prpe— “alT Wpi+pa) = — %(W2 + ),
e se poniamo, come al § 24:
p=W, 2g=8+4 i+ =— (W +),
vediamo che le attuali superficie X soddisfano 'equazione A’ AmpERrE:
@*pipr—p(p+p) +29=0, (19)

che & evidentemente la (16) stessa posto ¢ = — -al—? colla differenza perd che

qui’ 2—02 -+ p* & negativo. Ponendo:
®=—\Va*. 2q—p,
la (19) si scriverd nuovamente sotto la forma di WrINGARTEN :

2 2 2 h
P P2 %*{'(ﬁ«'}“Pe)é%‘%q"}‘%:O. (19*)
Nel caso @ =1 la (19) esprime che per le corrispondenti superficie 2 il
segmento di ogni normale eompreso fra i centri principali di curvatura &
visto dall’origine sotto angolo retto. Sono queste le superficie considerate in-
cidentalmente da Darsovx nel Vol. IV delle Legons (pag. 321) e da me pilt
particolarmente studiate nel Vol. 24, Serie 2. di questi Annali (1896) sotto
il nome di superficie 3 paraboliche.
Molte questioni rimarrebbero da trattare in generale per le superficie =
integrali dell’equazione d’AmPERE :

kr,r,—p(r +r)+2g9=0,
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che abbiamo cosi visto collegarsi alla teoria delle trasformazioni delle super-
ficie a curvatura costante; ma riserbandone I'esame pill accurato ad altra oc-
casione per non deviare troppo dal soggetto principale contentiamoci qui di
indicare le principali:

1.* Le congruenze delle normali a queste superficie 3 sono cicliche e
nelle superficie normali ai circoli abbiamo superficie della classe medesima.

2." L'inversione per raggi vettori reciproci rispetto all’origine cangia
ogni superficie X della nostra classe in un’ altra della medesima classe. La
superficie 2 trasformata ha la medesima immagine delle linee di curvatura
della superficie S a curvatura costante trasformata della primitiva S.

3.% Dalle superficie 3 si ottengono, secondo il metodo di WemearTEN,
con quadrature classi di superficie applicabili sopra una medesima superficie
di rotazione. Le relazioni fra queste e le superficie fondamentali (ellissoide,
iperboloide, ecc.) sono da studiarsi.

CAPITOLO V.

Composizione delle nuove trasformazioni mediante due successive tra-
sformazioni complementari o di Backlund (reali od immaginarie).

§ 26.
LA TRASFORMAZIONE BICOMPLEMENTARE.

Come abbiamo avvertito nella prefazione, le trasformazioni delle super-
ficie a curvatura costante, cui siamo stati condotti dai teoremi di Guicuarp,
gsolo in parte possono dirsi nwove. Dimostreremo invero che nel caso delle
superficie pseudosferiche, se la costante indicata con @ al § 17 ha il valore 1,

la trasformazione per passare dalla S alla S si compone di due successive
trasformazioni complementari (*) e quando ¢ <C1 risulta dal comporre due
successive trasformazioni (reali) di Bickrunp. Quando invece siamo nel caso
delle trasformazioni delle superficie pseudosferiche con ¢ > 1, ovvero quando

(*) Questa propriets fu gia avvertita da me nella mia prima Nota (Rendiconti Lincei)
del 19 febbraio, le seguenti nella Nota del 23 aprile.
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si tratti di superficie a curvatura costante positiva possiamo bensi scindere
ancora la trasformazione in due elementari di BickLusp, ma queste compo-
nenti sono sempre mecessariamente immaginarie. Anche in questo caso ove,
dal punto di vista reale, abbiamo da fare con trasformazioni nuove, I'esame
delle effettive formole di composizione & sommamente interessante specialmente
perché ci dimostra come alle nuove trasformazioni siano applicabili le con-
siderazioni stesse e tutte le conseguenze che ho dedotto dal teorema di per-
mutabilitd per la teoria delle trasformazioni reali di Bickrunp (*).

Volendo procedere alle attuali ricerche, potremmo cominciare dallo stabi-
lire che, prese due superficie'S, S colla medesima curvatura costante e tra-
sformate 1'una dell’altra secondo una trasformazione del Cap. III, esistono
sempre oo' superficie 3 ciascuna delle quali tanto con S quanto con S forma
le due falde focali di una congruenza W (corrispondendosi cioé sulle due
falde focali le assintotiche) e che fra queste oo' superficie X ve ne sono
sempre due reali od immaginarie, e coincidenti nel solo caso delle superficie
pseudosferiche quando sia ¢ =1, le quali hanno la medesima curvatura- co-
stante di S, 8, sicch® le corrispondenti congruenze W sono pseudosferiche.
Preferiamo un’altra via, meno completa ma pil rapida, che ci conduce alla
verifica delle proprictd essenziali da stabilirsi utilizzando il teorema di per-
mutabilita.

Cominciamo nel presente paragrafo dallo stabilire che se si applica ad
una superficie pseudosferica S una prima trasformazione complementare, indi
alla nuova superficie pseudosferica ottenuta S’ una nuova trasformazione com-
plementare, che la cangi nella S, questa superficie pseudosferica finale S de-
riverd dalla iniziale S precisamente con una trasformazione del § 18 quando
si supponga a==1. Per questa ragione la trasformazione che porta da S
ad S si potra dire bicomplementare.

Siano dunque S, S complementari di una medesima superficie pseudo-
sferica S’ e siano M, M, M' tre loro punti corrispondenti. T raggi delle con-

gruenze pseudosferiche M’ M, M’ M sono rispettivamente tangenti a due si-
stemi di geodetiche parallele sopra S'. Ora consideriamo sopra S’ quella
geodetica g, perfettamente individuata, che & parallela in un senso alle geo-

(¥) Il teorema in questione fu da me trovato nel 1892 (Rendiconti dei Lincei, Serie 5.2,
Vol. I, 2.° sem.) e trovasi ampiamente discusso nei §§ 257-260 delle Lezioni.
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detiche del primo sistema, nell’altro senso a quelle del secondo. Se con u
indichiamo la distanza geodetica sopra S’ del punto variabile M’ dalla detta
geodetica, potremo dare all’elemento lineare di S’ la nota forma iperbolica:

ds?==du*+ cosh®u d v? (H
e per Vangolo « di parallelismo, velativo al punto M’ ed alla geodetica g,
avremo (¥*):
cos a = tgh u.

Se nel piano M M’ M tiriamo in M, M le normali ai raggi M' M, M’ M,
queste saranno le normali rispettivamente di S, S e si incontreranno in un
punto M, tale che sara:

MM = ——1———=cothu.
COS o

D’altra parte, se per la forma (1) dell’ elemento lineare calcoliamo la
. 1 . . . .
curvatura geodetica — dei circoli (a centro ideale) u = cost., troviamo :
G

Qe
L coth u,
Pu

onde risulta che M, & il centro di curvatura geodetica in M’ della linea
u = cost. che vi passa ¢ per cid: Il luogo del punto M, ¢ la superficie S,
complementare della S' rispetto alle geodetiche normali alla y. Questa su-
perficic S, & applicabile sulla logaritmica di rotazione (**) e poiché la sua
normale in M, & la perpendicolare a M’ M, nel piano M M' M vediamo
che M, M giacciono simmetricamente rispetto al piano tangente in 3, alla S, .
Di piu il raggio » del parallelo della superficie logaritmica essendo dato (vedi
Nota precedente) da:
= L =1iga
senh u !

(¥) Lezioni, pag. 406.
(**¥) Il suo elemento lincare & infatti {Lezion:, pag. 243):

d sp? = coth*ud u? + ———

che, posto 7 = , pud seriversi:

senhu

dsf‘::(l -+ :—2)d7'2+r2d292.
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se confrontiamo le attuali formole con quelle del § 7 vediamo che le due

superficie psendosferiche S, S derivano appunto, nel modo ivi assegnato,
dalla S,, I'angolo s avendo qui evidentemente il valore complementare ad «.

Cost abbiamo propriamente dimostrato che due successive trasformazioni
complementari si compongono in una trasformazione del § 18 con ¢ = 1, Che
inversamente ogni tale trasformazione si componga di due successive comple-
mentari si vede subito, sia invertendo le considerazioni geometriche superiori,
sia ricordando (§ 15) che la superficie S trasformata della S & pienamente
determinata quando di un dato punto M di S si conosca il corrispondente M

sopra S ed in M il piano tangente della trasformata.

§ 27.
COMPOSIZIONE DI DUE TRASFORMAZIONI REALI OPPOSTE DI BACKLUND.

Per procedere all’esame dei casi ulteriori conviene che ricordiamo bre-
vemente le formole date dal teorema di permutabilita.
Sia S una superficie pseudosferica di elemento lineare (viferito alle linee
di curvatura) :
ds*=cos*6du®+ sen® 6d v*
ove 5 & una soluzione dell’equazione :

2 2
%—Z~§—£=sen&cos g, ()

e siano S,, S, due trasformate pseudosferiche di S dedotte da questa me-
diante due trasformazioni di BiAckrusp B,, B, a costantl ¢,, g, diverse e
) 2 ?
col rispettivi elementi Jineari :
d si==cos? 5, d u* ;- sen®4, d v°
d s = cos? 5, d u® -+ sen? 4, d v
Le funzioni 6,, 6,, soluzioni della («), sono legate alla primitiva 4 dalle
) ) b
formole :

06s + 05 _ sen 0, cos 8 4 sen oy cos 0; sen 9 )
ou ov €08 5 @
004 ¢08 By sen O - sen 5, sen 5, cos @ S

a0
5_0+W__ COS Gy
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00, + __sen e cos 9 - sen o3 cos O sen

ou av €08 G2 @%)
90 i) 99 _  cosfysenf - sen cesenfzcos \

v " Du C0S T3 ‘

Il teorema di permutabilitda stabilisce che esiste una quarta superficie
pseudosferica S, d’elemento lineare:

d s = cos® b, d u? -} sen® 6, d v,

determinabile in termini finiti dalla formola :

Gl‘{_ct)
cos( 7/,

g — 8
tg( ) )——Sen(c,——cg)
2

o3

(257): 3)

che & legata alla S, da una trasformazione B',, di Backiunp a costante o, e
alla 8, da una trasformazione di Bickiusp B's, a costante o,. Quattro punti
corriepondenti qualsiasi M, M,, M,, M, delle quattro superficie psendosferi-
che S, 8,, S,, S, segnano i vertici di un quadrilatero sghembo di cui due
lati oppostl MM,, M, M, serbano la lunghezza costantc = coso, e gli altri
due la Junghezza cosg,; 1 due lati concorrenti in ogni vertice giacciono nel
piano tangente della corrispondente superficie pseudosferica.

Supponiamo ora in particolare che si abbia ¢, = — g, cioé che le due
trasformazioni di BAckLuxp siano opposte. 1l quadrilatero sghembo M M, M, M,
diventa allora una losanga e, a causa della sua simmeiria, le normali in due
vertici opposti, per es., M, M, alle superficie S, S, si incontrano in un
punto M,, equidistante da M, M,. Ponendo:

MM,=M,M,=T

dalle formole effettive che danno le coordinate dei vertici (Lezioni, 1. ¢.) si
trova facilmente :

T = co t(esz_o)(*——sen o(cot(a‘;&)- 4)

Del resto questa formola, prescindendo dalla precisa determinazione dei
segni, si pud stabilire anche con considerazioni elementari trigonometriche,

(*) DPer far coincidere questa formola colla (11) § 23 basta cangiarc 8, in U+
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osservando che i quattro lati della losanga sono di lunghezza = cosqs, e l'an-
golo in M, o M, & dato da 6,— 9, quello in M, o M, da §,—9,.

Dimostreremo che la S, si deduce da S precisamente colla trasformazione
del § 18, ove si dia alla costante a il valore a = coso, provando che la
funzione 7' data dalla (4) soddisfa le equazioni fondamentali (20) (21) § 17.
E infatti dalla (4) derivando ed osservando le (2), (2%), deduciamo:

. 5T —-tgacos(o‘;—o?) \
cosh + Tsen® gu (0, — 52)
sen | ——os
5
tgcsen(-e‘—_'_—%) ©
1 2T 9
senf — Tcosh dv ’

da cui quadrando e sommando :

sen (9‘ ; 62) /
1 (a T

v 2 1 aT 2 1 ,
(cos® 4 T'sens)? 'au", T (‘“"‘———“(—g;) +1= (r*+1),

sent — 7'cos’)? T costa

che & precisamente la (20) § 17 fattovi a = coso. Per verificare similmente
la (21) del detto paragrafo, conviene scriverla per es. sotto la forma della
seconda delle (22) (ibid.) ed osservare che essa coincide con quella ottenuta
derivando la prima delle (5) rapporto a ». Ne concludiamo quindi: La su-
perficie pseudosferica Sy, che si ottiene da S con due trasformazioni di
BicrLusp successive ed opposte B., B-,, deriva direttamente da S applicando
una trasformazione del § 18 con a = cos .

Viceversa si vede subito che futie le trasformazioni del § 18 con a <1
si ottengono componendo due trasformazioni opposte di BackrLunp.

Segue che la superficie S, descritta dal punto M, d’'incontro di due nor-
mali corrispondenti a S, S; & applicabile sul catenoide accorciato, avente la

curva meridiana :
r == sen ¢, cosh 2;

di pilt il piano tangente in M, alla S; & il piano di simmetria M, M, M,
della losanga. Per Ja medesima ragione, anche le normali in M,, M, alle
due superficie pseudosferiche S,, 5, si incontrano in un punto M',, che de-
serive una seconda superficie S’;, applicabile sul medesimo catenoide accor-
ciato. D’altronde il piano tangente in M’, alla S’; & I'altro piano di simme-
tria. M M', M, della losanga; dunque la retta M, M', che segna la perpen-
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dicolare comune alle due diagonali della losanga descrive una congruenza W
normale (i due piani focali essendo ortogonali) colle superficie focali S,, S’.
Arriviamo evidentemente al teorema: Una superficie S, applicabile sul ca-
tenoide accorciato ha per complementare S’ (rispetlo alle geodetiche defor-
mate dei meridiani) una superficie applicabile sul medesimo catenoide.

E facile del resto dare di questo teorema una dimostrazione diretta, cid
che conduce per aitra via ai risultati ora stabiliti.

§ 98.

COMPOSIZIONE DI DUE TRASFORMAZIONI PURAMENTE IMMAGINARIE OPPOSTE
pl BackLunp.

I risultati analitici, conecernenti le soluzioni dell’equazione (a):

29 72
%é — g vz =sen ¢t cos b, (=)

forniti dal teorema di permutabilitd, sono naturalmente indipendenti dall’essere
queste soluzioni e le costanti o, o, reali o complesse.

Suppongasi ora che, essendo sempre la ¢ una soluzione reale della (e),
si dia a o, un valore complesso qualsiasi; la funzione 8, integrale del si-
stema (2) sard naturalmente complessa. Se indichiamo con o,, 6, le quantith
coniugate di ¢,, ¢,, vediamo subito che le (2*%) saranno soddisfatte ponendo :

Gy = 0y, 62=6",

mentre la formula (3), che diventa:

tg (03 ; 9):

essendo evidentemente reale il sccondo membro, ¢i dimostra che la quaria
soluzione 6, risulta nuovamente reale e veale sard quindi pure la superficic
pseudosferica S, corrispondente.

Ora dimostreremo che ove si prenda ¢, puramente immaginario, diciamo:

€08 —;— (e: + a)

tg (9' - 9’), (6)

1 —
sen - (61 — 1)

g,=1g (o reale),
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la S, si dedurra dalla S precisamente con una delle nuove trasformazioni § 18
ove si faceia @ =coeho (¢ > 1); verremo cosi a stabilire il teorema:

Le nuove trasformazioni delle superficie pseudosferiche del § 18, corri-
spondenti ad un valore >>1 della costante a, si compongono di due succes-
sive trasformazioni di BACKLUND puramente tnmaginarie e coniugale Bis, B s.

Scindendo in 4, il reale dellimmaginario, poniamo :

by=0419,

indi 6,=w-+1i¢ e la (6) si scrivera, sotto forma reale:

o 63’—9 __tghcp. *
t"( 2 )“senhc (6%)

D’altronde, separando nelle (2) il reale dall’immaginario, presenteremo
queste formole sotto I'aspetto seguente reale:

dw , 00  cosfcoshy -+ senhasen s senhp <en
—_— == » @

ou + v cosh o ( )
Qi’ n Qi) __—sen 6 cosh 7 -+ senh s cos f senh ¢ c0s 5 (
oo ' du coshe i

A

€08 » [
09 _ senfsenh ¢ — senh o cosfcosho .

. o, 1

9o cosh ¢ j

0 cos ) cosh ¢ 4 senh ¢ sen § senh ¢

u coshe

Questo & un sistema di equazioni ai differenziali totali per le due fun-
zioni reali w, ¢ di w, v; esso & illimitalamente integrabile come & chiaro a
priori, pel modo con cui fu dedotto dal sistema (2) e come si verifica del re-
sto direttamente, osservando la ().

Sard dimostrato il nostro teorema quando si provi che assumendo :

05 —
T=eot( > 9)~—senhacoth %y

2

saranno soddisfatte le (20) (21) § 17 ove si faccia a =cosho; e infatti gli
sviluppi del § 28 provano allora che la superficie pseudosferica trasformata
ha precisamente Pelemento lineare :

d s* = cos® 6; d u® -} sen® £, d 2°,

e coincide quindi con S;.
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Ora dalla precedente, derivando, si trova per le (II):

1 9T tghocose
cos 4 Tsenbdu senh ¢ .
1 0T _ tghoseno Q)
senf — Tcosfge  semnho
onde :
1 T\ 1 o1\ 1 )
(cos 9 + T'senH)? (—5};) + (sen f — T cos H)? (8—@)+ 1= cosh2<:(T2 + 1

cosi la 20) § 17 & verificata. Similmente, derivando la 1.* delle (7) rap-
porto a v coll'vsservare le (I), (II), si verificherd la 2.* delle (22) § 17, ossia
la (21).

Per arrivare alle trasformazioni del § 18 con ¢ > 1 abbiamo composto
due trasformazioni di Bickrvusp Bi,, Bi-. puramente immaginarie coniugate.
Ma, come abbiamo avvertito al principio del paragrafo, otteniamo egualmente
trasformazioni reali componendo pilt in generale due trasformazioni di Bickruxp
complesse coniugate. In quale relazione stanno queste pilt generali trasfor-
mazioni colle speciali da noi studiate? Se ponendo 6,=0c--i¢’, §,=w-|ig,
si separa nuovamente nelle (2) il reale dall'immaginario, si trova per le w, ¢
un sistema di equazioni pid generali delle (I), (II), ma che a queste si ri-
ducono con un mutamento lineare delle variabili u, v. Adoperando !'identico
processo che al § 256 delle Lezioni ci ha servito per dimostrare come una
trasformazione di Bicxkrunp si compone di una complementare e di due tra-
sformazioni di Lk, si arriva ad un risultato perfettamente analogo e ciod al
teorema :

Le trasformazioni pits generali di cuc st tratta si compongono di una
nostra particolare preceduta e sequita da due trasformazioni di Lie inverse
Puna dell’altra.

Se analiticamente le trasformazioni pilt generali si riducono cosi alle par-
ticolari e a trasformazioni di Lig, non se ne deduca che I'esame diretto deila
loro natura geometrica debba essere considerato come superfluo; anzi & fa-
cile prevedere che condurrd a risultati interessanti, occupando le dette tra-
sformazioni, di fronte alle particolari di cui qui ci occupiamo, il medesimo
posto come la trasformazione di Bickruxp di fronte alla trasformazione com-
plementare.

Annali di Matematica; Serie III, tomo IIL 36
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§ 29.
29 029
Ti TEOREMA DI PERMUTABILITA PER L'EQUAZIONE: T -+ T -}senh feosh 1 = 0.

I risultati conseguiti nei paragrafi precedenti per la composizione delle
nuove trasformazioni delle superficie pseudosferiche mediante trasformazioni
di Backrusp sussistono ancora, come ci proponiamo di dimostrare, per le su-
perficie a curvatura costante positiva; soltanto qui le trasformazioni elemen-
tari componenti sono sempre necessariamente immaginarie.

L’equazione fondamentale:

82{) 826 s
52T 7,3 senh 8 cosh 6§ =0, (B)

da cui dipende la ricerca delle superficie a curvatura costante K= -+ 1, si
riduce subito, introducendo gli immaginarii, alla forma :
0’0 0w
W—ﬂé-——senwcos w,
e dal punto di vista analitico valgono quindi ancora tutti gli sviluppi relativi
al teorema di permutabilitd. Presentiamo qui le formole sotto la forma che
meglio si presta ai confronti colle nostre precedenti.

Sia § una soluzione qualsiasi (reale o complessa) della (8) e indichi o,
una costante pure qualsiasi (reale o complessa). Denotando con 6, una con-
veniente funzione di w, v, si consideri il seguente sistema di equazioni si-
multanee :

b .08 '
%1: -+ 4 g—v- = senh g, cosh 9 senh 6, 4+ cosh ¢, senh 7 cosh 6,

.00, 06 ®)
L + = senh o, senh 0 cosh 0, — cosh ¢, cosh 6 senh 6,

G =\-=T);

queste costituiscono, a causa della (f) cui soddisfa 6, un sistema illimitata-
mente integrabile di equazioni ai differenziali totali per la funzione inco-
gnita %,. Di pill, eliminando per derivazione 6 dai primi membri delle (8},
si vede che ogni solazione 9, delle (8) & una nuova soluzione della (8): di-
remo che la soluzione f, & ottenuta dalla # mediante la trasformazione B;, .

e, L
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Prendasi ora per la costante un altro valore o, e si determini similmente una
terza soluzione 8, della (8) dalle equazioni simultanee:
20 .08
M -+ PP senh a, cosh 0 senh 6, 4- cosh o, senh # cosh 9,
(8%)
.0 he

i -+ gg == — genh ¢, senh 6 cosh 9, — cosh @, cosh % senh 9,.

Note che siano 9,, 0,, dimostriamo che si pud dedurre, in termini finiti,
una quarta soluzione 0y della (8) che sia legata a 0,, 0, rispettivamente dalle
trasformazioni B, , B, colle costanti ¢ invertite. Dovranno dunque sussistere
insieme le equazioni :

90, , .30s

= ) 5 = senh o, cosh 0, senh 9, 4 cosh o, senh 6, cosh 6,
9

. 8 ei 3 03 O a ( ( ( )
L= + e senhag, senh 6, cosh 0, — cosha, cosh 9, senh 0,. )

0% | ;9% _ conh g, cosh 0, senh 0 h o, senh 6, cosh 6

W—}—z 5, — senb g, cosh O sen » + cosh o, senh 6, cosh 6,

3 0e 08 ®%)
i+ —5—5— == — genh o, senh 0, cosh 6, — cosh g, cosh 0, senh 9, .

Sottraendo le (9), (9%) corrispondenti e confrontando coi risultati ottenuti
similmente dalle (8), (8%), facilmente si traggono le due equazioni:

cosh (a1 — az) cosh (0s — 6s) — 1
cosh (#s — 0s) — cosh (61 — %)

__ _senh (o1 — o) senh (8, — 6:)
~ cosh (0, — 02) — cosh (61 — a2)’

cosh (85 — ) =
senh (0, — 0)

le quali sono concordanti, essendo = 1 la differenza dei quadrati dei secondi
membri. HEsse possono sostituirsi coll'unica formola ben semplice :

93-——9 gy — Gg 91—62
tgh( 5 )=tgh( 5 )coth( 3 ): (10)

e su questa facilmente si verifica che la funzione 6;, cosi definita, soddisfa
effettivamente le (9), (9%).

1l risultato cosi conseguito per .le soluzioni della equazione (B8) indiche-
remo nuovamente col nome di feorema di permutabiliti.
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§ 30.

CoMPOSIZIONE DELLE NUOVE TRASFORMAZIONI PER LE SUPERFICIE
A CURVATURA COSTANTE POSITIVA,

Suppongasi ora che la soluzione iniziale 6 sia reale e la costante o, sia
complessa qualunque. Indicando, come al § 28 con o,, U, le quantitd coniu-
gate di o, 9, si vedrd subito che le (8%) risultano soddisfatte se si pone:

52=—;4; ezzﬂ'i_gi;

allora la formola (10) diventa:
tg‘h (63___—2-—_?)= tg‘h (61 -+ Gl) tgh (91 + 01) ) (11

2 2
Essendo il secondo membro reale e minore, in valore assoluto, dell’unita

vediamo che la quaria soluzione 8, risulta nuovamente reale. Vi corrisponde
quindi una superficie reale S; di curvatura K ==-1 e d’elemento lineare:

d s = senh® 6, d w* + cosh? 9, d v?;

essa dipenderd da quattro costanti arbitrarie due rappresentate dalla parte
reale e dal coefficiente dell’immaginario in @, le altre due provenienti dai
valori iniziali della parte reale e della complessa in 0,.

Allo scopo perd di arrivare alle trasformazioni delle superficie a curva-
tura costante positiva studiate al Cap. ILI, conviene particolarizzare il va-
lore della costante o, supponendola senz’altro reale = o (¥). Scindendo nuo-
vamente 9, nella sua parte e complessa col porre:

b=w+ig

le (9) ci danno per le funzioni incognite reali , ¢ il sistema simultaneo il-
limitatamente integrabile :

%‘: = (senh o cosh f senh w + cosh s senh 4 cosh w) cos ¢ 2
(12)
g—: = — (senh o senh 0 senh -} cosh o cosh 6 cosh w) sen ¢. S

(¥) Anche qui, come nel caso delle superficie pseudosferiche, é da osservarsi che la
pitt generale trasformazione ottenuta col supporre o, complessa qualunque si compone di
una nosira particolare preceduta e seguita da due trasformazioni di Lie-Bonner inversa
I'una dell’altra, (Cf. le osservazioni in fondo al § 28.)
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g—z + %% = (senh ¢ cosh 8 cosh & 4 cosh o senh 8 senh w) sen ¢ 2
(12%)
g%o — g—g- == (senh o senh 6 cosh » + cosh ¢ cosh 8 senh w) cos ¢, ‘

e la (11) diventa:
tgh (”_7“-") — tgh o tgh o. (13)

Andiamo a verificare che la superficie S;, applicabile sulla sfera, cor-
rispondente alla soluzione 0, dell’equazione fondamentale () definita dalla (13),
si deduce dalla S appunto colla costruzione del § 15, ove si riporti sopra
ogni normale di S il segmento :

05 —
T-—-tgh(320):tghotghw. (14)
Derivando ed osservando le (12), troviamo infatti :
1 0T senhccosp \
senh f + Tcoshfdu  cosho (15)
1 0T _ senhoseno
cosh 6 - T'senh 0o cosh o

da cui quadrando e sommando abbiamo:
1 0T\ 1 orT 2 senh?s
(senh 4 T cosh ) (\55) + (cosh 6 + T senh 0) (37' +1 4

/ - C—Ogﬁ’ox
= — cosh?¢ (T2 — 1).

Dunque T soddisfa all’equazione fondamentale (I) § 12, ove alla costante
¢ si dia il valore negativo:

¢ = — cosh?a.

Resta solo a dimostrarsi che T' soddisfa anche I'altra equazione (II) § 12
o, cid che & lo stesso, la seconda delle (III*):

a( 1 aT)_

Dv\senh® + Tcoshf du
1 orT 1 oT
— 9 = °L
senh senh 6 + Tcosh® du cosh6 -+ Tsenhf dv +
09 1 oT

+ 5 cosn 0 + T'senh d 9o
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La verifica & immediata, ove si derivi rispetto a v la prima delle (15)
e si abbia riguardo alle (12), (12%) ed alle (15) stesse.

Da quanto abbiamo dimostrato risulta che il luogo S, degli estremi dei
segmenti T' staccati sulle normali di S, & applicabile sull’ellissoide allungato

di rotazione di semi-asse maggiore = 1, di semi-asse minore = ——— e, con-
! cosho

frontando le formole attuali con quelle del § 21, chiaramente vediamo che
la superficie S simmetrica di S rispetto a S, ha precisamente I’elemento li-
neare :

ds* = senh P, d u? -4 cosh® 0, d v,

e coincide quindi colla nostra §,.

Cosi. mediante due successive trasformazioni immaginarie di Bacxroxn
abbiamo composto la trasformazione reale delle superficie a curvatura costante
positiva del Cap. III, corrispondente ad un valore negativo della costante c.
Per considerare anche il caso della ¢ positiva basta (come risulta anche a
priori dalle osservazioni del § 22) scambiare in tutte le nostre formole pre-
cedenti, in particolare nelle (12), (12*¥), 4 con v. Assumendo allora:

T = coth o coth o,

si vedrd subito che ne risultano soddisfatte le equazioni di trasforma-
zione (I), (Il) § 12 ove si ponga:

¢ = senh?o,

In tal caso riportando sulle normali alla superficie iniziale S segmenti
=T, il luogo S, degli estremi sard applicabile sull’iperboloide di rotazione
a due falde colle lunghezze :

dei semi-assi trasverso e coniugato.
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§ 31.
LE CONSEGUENZE DEL TEOREMA DI PERMUTABILITA.

Gli sviluppi analitici dei paragrafi precedenti relativi alle nuove trasfor-
mazioni delle supe:ficie a curvatura costante non hanno soltanto il vantaggio
di risolverle in trasformazioni pilt semplici (immaginarie): essi conducono, come
ora si vedrd, a dimostrare I'importante teorema:

Se per una superficie a curvatura costante si sanno completamente inte-
girare le equazioni di trasformazione per tutti ¢ valori della costante che vi
Jigura (*), Papplicazione successiva ed illimitata delle nostre trasformazioni
alle nuove superficie a curvatura costante via via ottenute richiederd soltanto
caleoli algebrici e di derivazione.

Procediamo infatti come al § 2569 delle Lezioni, utilizzando il teorema
di permutabilita. Poniamo per es. che la superficie iniziale S sia a curvatura
costante positiva K= -+ 1 e corrisponda alla soluzione 0 della (8)~Per la

nostra ipotesi, sapremo integrare completamente, per ogni valore della co-
stante reale o (incluso o = 0), il sistema:

%% -+ Zg% == senh & cosh % senh 0, 4+ cosh ¢ senh 6 cosh 7,
.00 09
i + i senh o senh 6 cosh 8, — cosh 5 cosh 0 senh 4,,

e la soluzione pid generale f, conterrd, oltre o, una costante arbitraria com-
plessa C, sicché potremo scrivere :

0, =9, (u, v, ¢, O).

Si consideri ora una soluzione speciale ', del sistema corrispondente al
valore ¢' di ¢ ed al valore C, di C, sia dunque:

0, =0, (u, v, a,, C)

Bastera dimostrare che della %', possiamo determinare, senza calcoli di
integrazione, tutte le soluzioni trasformate mediante una qualunque B,. In-

(*) Intendiamo che non siano nemmeno esclusi i valori ¢= —1, a =1 delle costanti
che figurano nelle equazioni di trasformazione (I}, (III) § 12 e (R0), (22) § 17, ¢id che

significa (Cf. § 20 in fondo) che della superficie iniziale S si suppongono note le linee
geodetiche.
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tanto se ¢==0', la formola del teorema di permutabilitd:

©—96 G-—¢ B — 0",
tgh (—2-——) = tgh ( 5 )coth (——2——-) ,

ci fard conoscere in termini finiti la trasformata © di 9 mediante la B,. Se
poi 5 =¢ basterd, come al § 259 delle Lezioni, dedurre dalla precedente
con passaggio al limite la formola :
0, — 800, 20 -
c‘“h(“é“):[a—c"‘?_oc] %

5=C

dove dopo la derivazione si fard ¢ =o', C = C, e con C’ & indicata una nuova
costante arbitraria; questa ci definisce la trasformata della #’, mediante la B, .
Come immediata conseguenza del teorema, noteremo ancora che: Sulle
successive superficie a curvafura costante frasformate si otlerrd in termini
finiti Uequazione delle linee geodetiche. Cid risulta subito dall’osservazione in
nota al teorema. Direttamente lo dimostriamo osservando che per ciascuna
delle trasformate, che torneremo a indicare con S, sapremo integrare com-
pletamente il sistema (12), (12%) anche per ¢ = 0 vale a dare il sistema:

gL: = cosh wsenh f cos g, g—:—) = — cosh w cosh 9 sen ¢,
50 2
g—g -+ g—; = senh w senh f sen g, E’f — g—ﬁ == senh w cosh § cos g.

Le prime due ¢i dimostrano che Pespressione :

do (¥

senh # cos s d u — coshfhsenpd v —
! cosho

(*) Si osservi che anche l'espressione:

cosh o (senh 8 sen e du + cosh b cos ¢ dv),

é il differenziale esatto di una funzione t; dalle due formole :

d w
senh0cosgdu —coshbsengdy = ——,
cosh w
dr
senh8sen¢du +coshlecosydv = ,
* coshw
guadrando e sommando si ha:
d w2t d=?
senh? 8 du? + cosh?0dv? = ——5— |
cosh?w

e I’elemento lineare di S & cosi ridotto a forma geodetica isoterma,
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¢ 11 differenziale esatto della funzione:
¢ = 2 are tg (¢*),

1 o 1 0y
Ary= senh? § (8 u) T Gosi7s cosh? ) (E) v)

si ha una soluzion ¢ dell’equazione A, ¢ =1 con due costanti arbitrarie, cid
che da elementi sovrabbondanti per la determinazione in termini finiti delle
linee geodetiche (*).

Con queste ultime ricerche abbiamo evidentemente portato la teoria delle
nuove trasformazioni per le superficie a curvatura costante positiva al punto
medesimo di sviluppo che la teoria delle trasformazioni di BickLuxp per le su-
perficie pseudosferiche nuove, col teorema di permutabilita, ha da tempo rag-
giunto. Cos), se ritorniamo ai risultati conseguiti al § 16 e 19 partendo dalla
soluzione 9 = 0, vediamo che alla superficie d’ Enxverer trovate e alle loro
successive trasformate sapremo illimitatamente applicare le nostre trasforma-
zioni, con soli caleoli algebrici e di derivazione.

e poiche:

CAPITOLO VL

Le nuove trasformazioni applicate ai sistemi tripli ortogonali contenenti
una serie di superficie a curvatura costante.

§ 32.

RicHiAMO DELLE FORMOLE RELATIVE Al SISTEMI DI WEINGARTEN
A CURVATURA POSITIVA.

Ci volgiamo ora alle ultime ricerche della presente Memoria, conside-
rando non pil superficie a curvatura costante isolate, ma serie oo di tali
superficie, appartenenti ad un sistema triplo ortogonale. La curvatura delle
superficie della detta serie pud avere il medesimo valore costante per tutte,
ovvero essere pilt in generale variabile dall'una all’altra. Limitandoci a dare
nei due ultimi paragrafi le formole relative al caso generale, restringeremo,

(*) Leziond, pag. 165,
Annali di Matematica, Serie III, tomo IIIL 37
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per ragioni di brevitd, la trattazione dettagliata, al caso ciod di quei sistemi
tripli ortogonali che ho chiamato sistemi di WriNearTexs (*).

K noto come pei sistemi tripli ortogonali pseudosferici (contenenti ciod
una serie di superficie paeudosferiche) possedevamo, nella trasformazione di
BackLoxp, un mezzo per dedurre da un sistema noto infiniti nuovi sistemi
della medesima specie. Ci proponiamo di far vedere come le nuove trasfor-
mazioni permettono di raggiungere il medesimo scopo per tutti i sistemi tripli
ortogonall con una serie di superficie a curvatura costante positiva o nega-
tiva. Cid & facile a prevedersi analiticamente, dopo i risultati conseguiti al
Cap. V; ma la conferma diretta mediante formole definitive, libere affatto
da immaginarii, presenta un effettivo interesse, specialmente nel caso che le
superficie di una serie siano a curvatura costante positiva, poiché le nostre
cognizioni su questi sistemi si limitavano fin qui ai teoremi d’esistenza, come
seguono dalla teoria geperale delle equazioni a derivate parziali.

Cominciamo dal riprendere le formole fondamentali relative ai sistemi
di Weixesrten di curvatura positiva K= - 1. Al quadrato dell’elemento
lineare dello spazio riferito ad un tale sistema triplo ortogonale (u, v, w), le
w = cost. essendo le superficie di curvatura K = -} 1, possiamo dare la
forma (**):

00

d s* = senh? 8 d u® -} cosh® 6 d v* |- (%)2 d w?, 1)

dove 6 & una funzione delle tre variabili %, v, w, che soddisfa le equazioni
caratteristiche :

0%
ou?

L[ B0, 1 (20 (20|
senh? 6 (aui}w)_l_cosh?’) (’dv@w) T(aw) o

viceversa ogni soluzione 6 del sistema (2) definisce un ecorrispondente si-
stema di Wramearten. Olire a queste equazioni di 2.° ordine, cui soddisfa @,
conviene tener conto pei caleoli seguenti anche delle. equazioni del 3.° or-

0%h
+ a5+ senh f cosh § = 0,
(2)

R T

(*) Vedi la mia Memoria nel Tom. XIII, serie 2.* di questi Annali, ovvero Leziou,
Cap. XX,
(*%) Lezioni, pag. 530.
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dine che ne seguono:

0 -——senh()-ao _L 20 29 \
u senhﬁauaw gw coshh dvdwdv

9( 1 0?9 ) %% 00

v \senh 9w dw cosh()avdwau .
0 1 RN 1 920 20 ()
du\coshf 020w senhd duow dv

8( 1 00 )_ cosh 0 o 1 2t0 946 /

do\ecosh@ doow) dw senhbouowou

Indichiamo poi con x, y, 2 le coordinate di un punto mobile dello spazio
espresse pei parametri «, v, w del sistema triplo ortogonale e con:

Xy, Y, Z)
(X27 Yy, Z))
(X37 YS; Z3)7

i rispettivi coseni di direzione delle {angenti alle linee coordinate (u), (v), (w);
avremo le formole :

gﬁ_—senhéX,, g%zcosheXg, %Z ansa \‘
BX =_g_X.—cosh9X3, a;i‘;*g—zXzy %25;}11_69_?30_@0}(3’ ’
%—_Xu_z__ g—Y ?%_":_Z_S‘X,—senhﬁXg,%ﬁ=a)sllw£j£—wX37
?d_Xu_ coshs X, —ai;ff——senhéXg, %%:”ﬁmﬂ% +

1 00
T E .

e le analoghe per v, z; Y;, Z; i=1, 2, 3).
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§ 33.
LE TRASFORMAZIONI DEI SISTEMI DI WEINGARTEN A CURVATURA POSITIVA.

Richiamate le formole fondamentali che servono al nostro scopo, andiamo
ora a trattare il problema della trasformazione. Di ciascuna superficie S a
curvatura costante K= -1 del sistema w prendiamo una trasformata S se-
condo la trasformazione del § 15 definita dalle formole (10) ibid.:

- 2T 1 0T
=T+ T c(17—1) X, — senhb—f—’[coshﬂﬂX’_ 5)
1 E)TX (
" coshf + Tsenhf Go 2;’

dove ¢ indica una costante assoluta e T sard attualmente funzione di u, »
e di w, la quale dovra intanto soddisfare le equazioni fondamentali (I) (II) § 12:

1 oT 1
(senh 6 - Tcosh0)2(9z:)+(cosh6+ Tsenh6)2(30)+1—*c (T —1). ()

0 1 0 T)
0v\senhf + Tcoshf du
1 orT 1 oT
= senh¢ senhf + Tcoshd du coshO- Tsenh® 9o + (8)
1 cT
+3ucosh0 T Tsenh® 9v J

Ora noi vogliamo esaminare se & possibile determinare ulteriormente T
in guisa che le oot superficie S, a curvatura K = -} 1, faceiano parte esse
stesse di un nuovo sistema di Wemeartexn. Siccome sulle superficie S le linee
di curvatura %, v si corrispondono, il teorema di Darsoux-Durix dimostra
che cid avrd luogo se nel sistema (u. v, w) definito dalle (5) le linee coor-

dinate () saranno ortogonali alle superficie S, cid che richiede la propor-
zionalita delle derivate :

bz Oy 0z

ow’ tw Ow

al coseni di direzione:
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della normale alla S. Ora per le (11) § 5 abbiamo :

- 2 1 2T
X?'zc(T% ——1)!senh0 + Tcosh® Tu Xt

1 0T cT?—(c+4 2)
T Gosu - T'senhf 0o 2 ng’

X, +

e d’altronde, derivando le (5) rapporto a w, otteniamo:

N

]|

-aw—_‘—AX£+BX2+ CXs,
ove si ponga per brevita:

A———i( 2T 1 9T\ 2T 190

" 0wl\e(T?— 1)senh6 -+ Tcoshy gu ¢{T?—1) senh0 0uow
p__0(_2T 1 8T\ 2T 1 0

7 Jw\e(T?—1) cosh® + T'senh? 80) c(T?— 1) cosht dvow
g 0 ( 2T \_ _oT 1 0 1 6T

T ow | dw\c(T*—1) c(T2-—1)senh 6 0u 0 wsenhd - Teosht du

aT 1 0% 1 orT

"~ ¢(T*—1) cosh 6 7v0wcoshh + T'senhd 9o

Per esprimere le dette condizioni avremo dunque le proporzioni:

A . B . o} (6)
1 oT 1 0T  eTi—(c+9)
senhf -+ T'cosh% du  cosh® -+ Tsenhf 0o 2

L’eguaglianza dei due primi termini porge l'equazione:
1 0T .-?.( 1 0T\ _
cosh + T'senh dv  Ow\senh® 4 Tcoshd tiu)
SRS S O . — |
senh® + T'cosh® ou 0w \cosh8 4+ Tsenhd 5o/
1 1 T
"~ cosh® dvgdw senhf + Tcoshf du
1 i e
senh 90w 0w coshd + Tsenhd 7o’ ,

(1)

e+ ————

e se a questa associamo la seguente che risulta dal derivare la (a) rap-
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porto a w:
L N G S L L
senh6 + 7'cosh0 9w dw \senh0 - Tcoshf du
PR S & N S WY W
cosh® ~- T'senhf Jv 0w \cosh6 -+ T'senh do | ow’

possiamo risolvere queste due rapporto alle due derivate:

LN N N N W -
ow\senh® + Tcoshb ou)’ Jw (coshﬁ + Tsenh 0o )’
e introducendo questi valori nella rimanente equazione (6), troviamo Y'ulteriore
equazione del 1.° ordine per T':
oT |, 00\ 00 1 96 T oT
(c+1) (%_!_%)_ T Jw senh® 0udwsenhd + Tcoshhdu 4) o)
_1oe v ar )Y
coshf 9o 0w coshd - Tsenhf 0 »
D’altronde dalla (y) derivando segue la (7) che possiamo dunque tra-

scurare; resta solo da determinare T' in guisa da soddisfare le equazioni si-
multanee (), (8), (7). Se prendiamo :

o' oT

" Gu’ 9w’
come funzioni incognite, le quali perd debbono essere legate fra loro dalla
equazione («) in termini finiti, facilmente vediamo che dalle (a), (8), (y) de-
rivando si ottengono le tre derivate rapporto ad u, v, w di ciascuna di queste
tre fanzioni, espresse per le funzioni medesime; abbiamo ciod per le nostre
tre funzioni un sistema di equazioni ai differenziali totali. Si pud verificare
che questo sistema, in forza delle (2) (3) cui soddisfa #, & illimitatamente in-
tegrabile. Differiamo la verifica ai paragrafi seguenti dove si potrd fare in
modo molto pil semplice. Ne segue che non soltanto possiamo soddisfare al
sistema (o), (8), (y), ma di pilt sono in nostro arbitrio i valori iniziali di T

. . oT oT . . )
e di una delle due derivate 50’ Oy per un sistema iniziale wu,v,%, di va-

lori delle variabili. Geometricamente cid equivale al teorema:

Ogni sistema di WEINGARTEN @ curvatura positiva ammette oo® sistemi
della stessa specie trasformati secondo le nuove trasformazioni; per indivi-
duare il sistema trasformato basta fissare (ad arbitrio) di una delle super-
ficie a curvatura costante del sistema primitivo la superficie trasformata.
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§ 34.
Ir TROREMA DI PERMUTABILITA PEL SISTEMA (2).

Vediamo ora come anche le nostre trasformazioni reali dei sistemi di
‘WemNearTEN a curvaturs positiva si compongano con due trasformazioni im-
maginarie successive di Bickruxp, nella qual cosa procederemo, come gid al
§ 29 per le superficie isolate, per via puramente analitica.

Sia 9 una soluzione qualsiasi, reale o complessa, del sistema (2) e in-
dicando con ¢, una costante arbitraria (reale o complessa) si consideri il se-
guente sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali di 1.° ordine
per una funzione incoguita 8, di u, v, w:

g—i‘ +i %2— = senh ¢, cosh §senh 4, 4 cosh o, senh ¢ cosh 4,
.00 0b
i I T senh ¢, senh 4 cosh 8, -~ cosh =, cosh 6 senh 6,
. (8)
senh g, 06: ! 05 senh g, -

dw senh0 duodw
‘ 020

09
R EYIT cosh 4, — cosh o,

+ T’

delle quali le prime due sono le equazioni stesse gia considerate al § 29. Si
verifica subito che, in forza delle equazioni (2), (3) cui soddisfa 9, il si-
stema (8) & illimitatamente integrabile, sicché possiamo assegnare ad arbitrio
per una terna iniziale (u, v, w,) di valori delle variabili il valore di 9,. Inoltre
la f, soddisferd essa stessa al sistema (2), cio¢ si avra:

20 24
%—u—;-—{—%—@_%—{—senh 9, OOSh9‘=

1 020 \? 1 020 \2 0* 0.\
senh? 0, (Euaw) +cosh201 (8vﬁza)+(3w) =L

Quanto alla prima abbiamo gia fatto la verifica al § 29 eliminando per
derivazione 8 dalle due prime (8). Per verificare anche la seconda delle (9)

()

T
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traggansi dalle (8) derivando le due formole:

1 0° 0, o 0y 00
m’m = cosh g,senh § 5w —[— senh o, senh ¢ %—I—
1 028 i 0%

+ —= o I cosh  cosh 6, + —— R cosh 4 senh 6,
1 0% b, . a0 | . 20
mm_zcoshc, cosh em + zsenha,cosh@aTo—l—

i 026 1

senh 6 cosh 4, — senh 4 senh 4,

02
t e Fuow Gosli 8 50w
le quali quadrate e sommate, con riguardo alla terza delle (8), danno ap-
punto la seconda delle (9).
Diamo ora alla costante &, un altro valore o, ¢ come la 6, dal si-
stema (8) cosl determinisi ora una terza soluzione 0, del sistema (2) dalle

equazioni analoghe:

09:

e 7 — = senh g, cosh 4 senh 8, + cosh o, senh 4 cosh 4,
6 0s o0 h
i 5 + P senh o, senh 4 cosh 6, — cosh ¢, cosh 6 senh 4,
(8%)
senh o, 2% L9 b 6, -

Jw  senhd guow
i 020

20 |
mmcosh 92-—COShO'2—;;0—9 |

+

Sussiste ancora qui il teorema di permutabilitd, ciod esiste una quarta
soluzione 9, del sistema (2) deducibile in termini finiti dall’ equazione solita:

tgh (93 : e) —tgh (G‘ ; “) coth (e‘ ; 02); (9)

la 8, & legata a 0, dalle equazioni stesse (8), ove per 0 si ponga f; e per o,
si ponga o, e similmente a 6, dalle (8%) cangiato 6 in 6; e o, in o,. L'age-
vole verifica lasciamo al lettore.
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§ 35.
Le PORMOLE DI COMPOSIZIONE NEL cAsO ¢ <~ Q.

Si supponga ora che la primitiva soluzione del sistema (2) sia reale.
Essendo o, complessa o reale, sard naturalmente 6, complessa; allora osser-
viamo come al § 30 che si soddisfano le (8*) assumendo :

02='—;,, 62=ﬂ'i_6i1
indicando come al solito o, 6, le coniugate di o, 9, La soluzione 0, del si-
stema (2) definita dalla (9) che diventa:

03'—6 . Gi—*—a 91 —f—_‘jl *
tgh(__Q_)_tgh( ! )tgh( : ) (9%)

& evidentemente reale. Vi corrisponderd quindi un nuovo sistema triplo or-
togonale di WeivearTEN, a curvatura positiva, che dard all’elemento lineare
dello spazio la forma:

0032
d si = senh? f; d u? + cosh®f, d v* + (3 w) dwt. (10)

Particolarizziamo ancora supponendo di assumere g, reale —o e dimo-
striamo che allora il sistema di WemvearTen corrispondente alla (13) non &
altro che il trasformato del primitivo secondo una delle trasformazioni del
§ 33. Cosl dimostreremo come le trasformazioni reali ivi studiate si compon-
gano di due successive immaginarie coniugate di Bickrusp. Scindendo, come
al § 30, in f, il reale dall'immaginario ponendo :

=0+ Z‘P,
e separando nelle (8) il reale dall'immaginario otterremo le formole:
\
%:—': == (senh o cosh f senh w 4 cosh ¢ 8enh 6 cosh w) cos ¢ \
27? = — (senh o senh 6 senh -} cosh o cosh 0 cosh w) sen ¢

o 1 0%6 ()

senh o dw  senh0 dwow

senh w €08 ¢ —

1 ————529 h — cosh 3}_
— cosi® To3 Senb wsen g — cosho o

Annali di Matematica, Serie III, tomo III. 38
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+ 5— = (senh 5 cosh 0 cosh w 4- cosh ¢ senh  senh «) sen ¢
Z;P %— = (senh ¢ senh 9 cosh » + cosh ¢ cosh 6§ senh ) cos ¢
(12)
0o 1 00
senhaa ~ b5 u 7w cosh w sen ¢ -

1 0% 0

-l— C——Os'h—ﬁ m COSh » COS %, /

Questo sistema di equazioni simultanee per le due funzioni reali inco-
gnite w, ¢ & illimitatamente integrabile e possono assumersi ad arbitrio i va-

lori iniziali di w, ¢. Pongasi ora:
T = tgh (»J) = tgh o tgh o, (13)
e facilmente si verificherd che con questo valore di T, ove si ponga:
¢ = — cosh?’c,
si soddisferanno le equazioni di trasformazione («), (8), (7) § 33. Per le prime
due equazioni («) (8) abbiamo gid fatta la verifica al § 30. Per verificare
anche la (y) che qui si serive:

OT 80y . o 00
senh’o (7}; -} %) cosh®s T T
IV S
T senh9Juwodw senhf -+ Tcoshf Ju
1 a0 T 0T _,

" cosh0 dvdw senh® | Tcosh0 oo

basta osservare le formole (§ 30):

1 0T senhscosy
T =tghotghu, senhf + Tecoshf du  cosha
1 0T _ senhoseno
cosh§ |- Tsenhf gv cosh o

e la precedente si muterd nella terza delle (11), che & soddisfatta.
Il sistema triplo di WeinearTeEN che si deduce secondo le formole (5)

§ 33 dal primitivo assumendo:
T = tgh o tgh o,

corrisponderd dunque appunto alla forma (10) dell’elemento lineare dello spazio.
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§ 36.

Le rorMOLE DI COMPOSIZIONE PEL €480 ¢ > ().

Ci resta da vedere come anche nel caso ¢>0 la trasformazione del
§ 33 dei sistemi tripli di WeinearTEN a curvatura positiva si componga con
due immaginarie successive di Bickuuxp. A tale scopo, in luogo del sistema
(8) del § 34, considereremo il seguente:

aa?: +32 — —senh o, senh 0 cosh 0, — cosh o, cosh f senh 6, |
(1
380 +1 @— = senh o, cosh 0 senh 6, -} cosh o, senh # cosh 6,
cost 06 ¢ 98 senh 0 1)
o e T T semh0dwdw T
1 076

cosh 7, — senh o, 28 s
ow

ove g, indica una costante arbitraria e 9, una funzione incognita di «, v, w.
Il sistema {14), a causa delle (2) (3), & illimitatamente integrabile ed un suo
integrale #, & una nuova soluzione del sistema (2). Cangiando ¢, in o, € 0,
in 0, varrd ancora il teorema di permutabilita e avremo in termini finiti dalla
solita formola (9) una quarta soluzione 0; del sistema (2). Facciamo nuovamente
I"ipotesi del paragrafo precedente supponendo o, reale —s ed assumendo:

T cosh 00w o w

=wu-+19, 62=ﬁi—-§,,

con che f, viene a soddisfare alle equazioni analoghe alle (14). Separando
nelle (14) il reale dall’immaginario, troviamo per w, ¢ il seguente sistema
(illimitatamente integrabile):

%_‘Z. ==-—(senhs senh  senh w 4 cosh o cosh § cosh w) sen ¢
%(% == (senh ¢ cosh @ senh - cosh e senh 6 cosh o) cos ¢
b 20 10 )
oSN 7 T Senh® fuaw oo @M —
1 9%

— —— ——— cosh wcosc—senhagg-
coshb6 Do ow ! 0w
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%—%2—=(senhasenhecosh w -+ cosh o cosh § senh w) cos ¢ \
09 , 09 h & cosh § cosh h o senh 6 senh
E}—2)—{—57I-=(sen g cosh f cosh » + cosh o senh 6 senh w) sen ¢
16
cosha—@=——1——32—6——senhwcosgo—— o
0v senhd 9w 0w

1 720 h ‘
Lo | T GoshO o dw e Sen g. /
a formola :

tgh(%;e)ztghqtghw,

ci definird ancora un nuovo sistema reale di WeINeArRTEN, a curvatura posi-
tiva, corrispondente all’elemento lineare dello spazio:

d s; =senh® 0, d 4® + cosh?® O, d v* -} (g—j{j—)zd we.

Verificheremo che esso deriva dal primitivo colla trasformazione del § 33
ove si assuma per 7' il valore:

T = coth s coth w,
e per la costante:

¢ ==senh®o.
Qui si ha:
1 0T _ coshsseno
senhf 4 Tcoshf du  senho
1 07  coshocosg
cosh® — Tsenhf go  senho

e con questi valori, tenendo conto delle formole precedenti, facilmente si ve-
rifica che le equazioni di trasformazione (a), (B), (¥) § 33 sono identicamente
soddisfatte.

§ 37.
LiE TRASFORMAZIONI NEL CASO GENERALE DELLA CURVATURA POSITIVA VARIABILE CON .
Occupiamoci da ultimo dei sistemi tripli ortogonali (v, v, w) pil gene-

rali, contenenti una serie di superficie w = cost. a curvatura costante, ma
variabile perd dall’una all’altra superficie nella serie, e dimostriamo anche
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qui come possano applicarsi le nostre trasformazioni. Ci limiteremo per altro
a dare le formole analitiche per le trasformazioni, le verifiche par la effettiva
costruzione essendo del tutto analoghe a quelle che superiormente abbiamo
sviluppato pel caso particolare dei sistemi di WEemeARrTEN.

Nel sistema triplo ortogonale (u, v, w) abbiano dapprima le superficie

. " 1 <3y
w==cost. la curvaiura K positiva =% dove attualmente R, anziché una
costante, sard una funzione di «. L’elemento lineare dello spazio, riferito ad

un tale sistema, prenderd la forma caratteristica :
d s*=senh® § d u® - cosh® 6 d v* | R? (g—%)od w?, a0

dove la funzione 6 (u, v, w) sara legata alla R (w) dalle equazioni fondamen-
ali (equazioni di Law#):
826 5 % , senhf cosh

g T ge T —— =0 (18)
0 326 )_ 1 0 coshe)_ 1 0:0 90 \
3( T T ROw\ R ) coshbdvowdo
0 1 ) 1 0*h 99
87)(senh68udw cosh oo wdu 9
0 (1 ) ot 90 (19)
u(coshﬁavaw senheaubwav

_8_( 1 00 )_ﬁ__i»@w senhf) 1 oth 96
dvl\cosh00vow) Ri)w( R senh6dudwou ,
Indicando con &, una costante arbitraria, si determini la funzione o, di
dall’ equazione:

coshao, =k, R,
e si consideri per una funzione incognita 4, di u, v, w il seguente sistema
di equazioni simultanee (generalizzato dalle (8) § 34):

00, 44 __senh 5y cosh § senh 6, - cosh s, senh 6 cosh 0, \
ou 81} R '
; 90 + 08 _  senhaoisenhcosh b 4 cosh os cosh 0 senh
v du R 90
senh o 00 _ R 0% ho, 20
‘Fw  senhf dmgm " +
iR 9%9 /

o0
+ oo d To T cosh 9, — cosh g, T
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Questo sistema, a causa delle (18), (19), & illimitatamente integrabile, ed
ogni sua soluzione ¢, soddisfa alle equazioni stesse (18), (19). Diremo che 6,
¢ derivata da ¢ mediante la trasformazione B, . Si cangi ora %k, in %, e pren-
dasi o, in guisa che sia eosho, =k, R, indi si trasformi la medesima 6 nel-
I'altra soluzione 6;, mediante la B,. Sussisterd sempre allora il teorema di
permutabilita e la soluzione 6;, che deriva da 6, mediante una B,, da 6,
mediante una B, si calcolerd sempre dalla formola:

93 — 0 Gy ~— Ge 61 -_— 62\
tgh (-—2——) = tgh ( 5 ) coth ( —-2—-) .

Suppongasi ora di partire da una soluzione ¢ reale del sistema (18), (19) e
si assuma k, reale =, in guisa che risulti pure reale la funzione ¢ di w,

calcolata da:

cosho =k R,
e si faccia:
0y =G, Gy==—a.
Essendo ¢, == -7 ¢ una soluzione delle (20), sara:
62 =T i "_Z] y

soluzione delle equazioni ottenute dalle (20) col cangiarvi 6, in 6, ¢ a, in — o
la formola:

O/
tgh (%J)=tgha tghw,

darad quindi una nuova soluzione reale ¢, delle equazioni (18), (19), alla quale
corrispondera un nuovo sistema triplo ortogonale della medesima specie, che
dard all’elemento lineare dello spazio la forma:
A,
d s =senh? 6; d u* 4+ cosh® 6, d v* -+ R? (%—;0—’) d w.

Con verifiche analoghe come al § 35, si proverd che ciascuna superficie
a curvatura costante del sistema trasformato deriva dalla corrispondente del
primitivo con una delle nostre trasformazioni § 15, dando al segmento T deo
riportarsi sulla normale il valore:

T=R tgh g tgh .

In fine notiamo che, separando nelle (20) il reale dall’immaginario, po-
tremo porre ancora le equazioni di trasformazioni sotio forma reale. Queste
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formole si otterranno dalle (11), (12) § 35 modificando in ciascuno dei due
gruppi i secondi membri delle due prime formole dividendoli per R e la terza
di ciascun gruppo moltiplicandone per R 1 due primi termini.

§ 38.
TRASFORMAZIONI DEI SISTEMI TRIPLI ORTOGONALI PSEUDOSFERICI.

Veniamo infine a trattare delle nuove trasformazioni di quei sistemi tri-
pli ortogonali che contengono una serie di superficie pseudosferiche di raggio
variabile o costante. Tralasciando di occuparei del caso in cui la trasforma-
zione si risolve in due trasformazioni reali di BackLuwsp, considereremo uni-
camente il caso veramente nuovo in cui la nostra trasformazione reale si de-
compone soltanto in due trasformazioni di Bickruxp (puramente) immaginarie
coniugate.

Assumendo un sistema triplo ortogonale pseudosferico (u, v, w) a sistema
coordinato, I'elemento lineare dello spazio prende la forma caratteristica:

H

d 8*==cos® 0 d u* + sen* ¢ d v* 4 R* (%)zd w?, (21)

dove R, che & funzione della sola w, indica il raggio variabile della super-
ficie pseudosferica w = cost. La funzione 0 di w, v, w & legata alla R (w)

dalle equazioni fondamentali (*):
U]

o? 026  senfcosh

I T A (22)
0 1 o0 )__l__Q_(senG + 1 20 @9 \
dulcos®oudw) ROw\ R senf0vdwow ;
8 (1 329)_ 1 2°0 998
dv\cosHoudw) senf dvodwdu @3)
D (1 @6\ 1 %0 28
ﬁ(senﬂ@vaw)— cos dudwowv
8(1 82_()__“ lacosﬂ_l 926@
ESenﬂB_—_Mw)_“j%—a_@; R) cos Qudwou'

(*) Lesioni, pag. 500.
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Viceversa ogni qualvolta 6 soddisfa le (22), (28) esiste un sistema triplo ortogonale
pseudosferico corrispondente alla forma (21) dell’elemento lineare dello spazio.

Essendo ora k, una costante, determinisi ’angolo o, (reale o complesso)
in guisa che sia:

CO08 g, = -]Ei »
B

e si consideri per una funzione incognita 0, di u, », w il seguente sistema
di equazioni simultanee alle derivate parziali del 1.° ordine:

i

0% 8_6__361161 cos B -- sen a, cos f; sen 0

ou X ky

060, , 90  cosfBisend 4 sen o sen b, cosd (

Fri r 3 S (24)
0 k. 020 , e 020 00

Sena'm_-—cosfiauawcow’—seneavawSen&‘—ﬁ. ,

Questo sistema, a causa delle (22), (23) cui soddisfa 6, & illimitatamente
integrabile ed ogni sua soluzione 4, soddisfa essa stessa alle (22), (23) (*..
Vale ancor qui il teorema di permutabilitd e se procediamo quindi come al
§ 28 per le superficie pseudosferiche isolate, troviamo i risultati seguenti.
Prendasi ¢, puramente immaginario sia ¢, =170, in guisa naturalmente che
sia B cosho==F% (k costante) e pongasi:

fhh=w-+ig:
la formola (6%) § 28:
ls—0)  tgho
tg( 2 )_senhc’

cl definird una nuova soluzione reale delle equazioni (22), (23) e quindi un
nuovo sistema triplo ortogonale pseudosferico (21). Separando nelle (24) il
reale dall’immaginario, troviamo per le funzioni reali w, ¢ di %, v, w il se-
guente sistema di equazioni di trasformazione:

%2 + _S_% — % (cosh ¢ cos 6 - senh ¢ senh ¢ sen §) sen

g—‘;-]— 276,:%(— cosh ¢ sen § - senh o senh ¢ cos 6) cos (25)
0w E o 0%06 E 0%
senha?;v=mauawsenh\paenm—mmsenhchSm. |

(*) Cf. Lezioni, pag. 504 s. s.
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%-2 - (senh ¢ cos & + senh 5 cosh ¢ sen 6) cos w \
g—v % (senh ¢ sen 4 — senh & cosh ¢ cos §) sen (26)
do  k 0°9 0%

senh o Pty - cosh ?COS“’"'seneavaw cosh ¢ sen (o—l—

Se ci fermiamo a considerare il caso in cui R & costante e facciamo
B =1, il nostro sistema diventerd un sistema pseudosferico di WEeiNgarTEN
ed alle equazioni del 3.° ordine (23) potremo sostituire I'unica di 2.° ordine:

NETE N N
cos?0\0u 0w sen?\0v 2w ow)

essendo / una costante (*). Si vede allora che le soluzioni trasformate 0,, 6,, 0,

soddisfano a questa medesima equazione rimanendo % la stessa. Valgono

quindi le considerazioni stesse svolte a pag. 516 s. s. delle Lezioni, in par-

ticolare si vedra che:

Le nostre trasformazioni cangiano ¢ sistemi di WEINGARTEN a flessione
costante in sistemi della medesima specie.

Similmente si dimostrerd che: I sistemi ciclici si trasformano in sistemd
ciclici.

Terminiamo con un’osservazione generale, che vale per le considerate
trasformazioni di tutti i sistemi tripli ortogonali con una serie di superficie
a curvatura costante e cioé notiamo che le conseguenze dedotte al § 31 dal
téorema di permutabilita per le superficie isolate sussistono qui inalterate e
per conseguenza: Se per wuno dei nostri sistemi tripli ortogonale si sanno
completamente integrare le equazioni di trasformazione, Uapplicazione succes-
stva ed illimitata delle trasformazioni ai nuovi sistemd tripli ottenuti richie-
derds soltanto calcoli algebrici e di derivazione.

Cascio, Luglio 1899.

(*) Lezioni, pag. 510.
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