
S u l l a  t e o r i a  d e l l e  t r a s f o r m a z i o n i  
d e l l e  s u p e r f i e i e  a c u r v a t u r a  c o s t a n t e .  

(Di LumI BIA:SCm, a Pisa.) 

PREFAZIONE. 

P e r  descrivere 1o s.copo ed i risultati delle presenti ricerche eonviene 
risalire ai teoremi fondamentali, dovuti al sig r GUICHAr~D, dai quali ripetono 
la loro origine: Questi elegantissimi teoremi, relativi alia teoria della defor- 
mazione delle quadriche di rotazione, furono fatti conoscere dall'autore, senza 
dimostrazione, 1o scorso gennaio net Comptes Rendus de l'Acad(~mie des 
Sciences (*); da essi io ho dedotto le nuove trasformazioni delle superficie a 
curvatura costante, il cut studio forma l 'oggetto principale della presente 
Memoria (**). Si sarebbe potuto pervenire a risu]tati in intima connessione 
con questi, e precisamente a superfieie aventi le stesse immagini delle linee 
di cuFvatura delle nostre superfieie a curvatura costante trasformate, prose- 
guendo le anteriori ricerehe pubblicate da GUmHARD stesso net Comptes Rendus 
del 1898 (***). Su queste rieerche che, per quanto riguarda la trasforma- 
zione delle superficie a eurvatura costante, furono appena aceennate dall'au- 
tot% ritorniamo pih avanti. 

Intendiamo meglio l'importanza dei teoremi di GUmltARD, collegandoli 
colla teoria della deformazione del]e congruenze rettilinee normali e col ee- 
lebre teorema di WEI~(~.(aTEN, rebltivo alle evolute di quelle superfieie i cut 
raggi principali sono funzioni l 'uno dell'altro (superficie W). Immaginiamo 
percib una superficie So, fiessibile ed inestendibile, dai cut punti Mo escono 

(~:) Sur la d~/o;'mation des quadriques de r~volution (23 janvier 1899, pag. 232). 
(*~) Vedi le mie Note net Rendiconti della R. Accademia dei Lincei: sedute del 

19 febbr~io, 5 matzo, 23 aprile e 21 maggio 1899. 
(**~-) Vedi speeialmente la Nora: 6 juin 1898, pag. 1617. 
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segmenti rettillnei Mo M normali net loro estremi M ad una superficie S e 
deformiamo comunque la superficie di partenza Sot che seco trasporti i seg- 
menti Mo M, invariabilmente connessi net loro punti di partenza Mo agli 
elementi del piano tangente di So. Un nolo teorema di BELTRAM: (*) ci dice: 
in tulle le deformazioni di So il luogo S degli estremi M ~ costantemente una 
superficie ortogonale ai,raggi Mo M. 

Supponiamo ora di pih the, in una speciale configurazione della So, Ia 
superficie S normale ai raggi della congruenza sia una superficie W~ cio~ 
abbia i raggi prineipali di curvatur~ r~, r~ legati da una relazione: 

f ( r , ,  = 0 ,  

e proponiamoci il prob]ema fondamentale seguent% che dlremo ilproblema [A]: 
[A]. Quando accadr~ che in tulte le deformazioni della So i raggi prb~- 

cipali di curvalura della superficie S rimangano coslantemente legati dalla 
medesima relazione (a) ? 

I1 teofema di WEINeAaTES ei fa appunto conoseere una classe assai estesa 
di siffatte congruenze, dalle quali anzi si ottengono tulle le possibili super- 
ficie W (**). Basra jnfatti che la  superficie iniziale So sia applicabile sopra 
una superfieie di rotazione ed i segmenti MoM eseano tangenzialmente 
alla Sot secondo le direzioni delle tangenti alle deformate dei meridiani; 
allora una qualunque delle superficie S~ normali ai raggi~ risulta una super- 
ficie W~ i cut ~'aggi prineipali di curvatura soddisfano sempre ad una me- 
desima equazione (,). 

I teoremi di (~UICtIARD, riguardati sotto un conveniente punto di vista, 
ci rivelano l'esistenza di soluzioni essenzialmente nuove del problema [A], 
ore i raggi della congruenza non escono pih, come nel teorema di WEI~- 
GARTES, tangenzialmente alla superficie So di partenza (***). Possiamo infatti 
enunciare i teoremi fondamentali di GUIC~ARD sotto la forma seguente: 

Teorema I. La superficie iniziale So sia un paraboloide di rotazione ed 
i segmenti Mo M siano disposti sui raggi focali Mo F, trovandosi gli estremi M~ 

(~) Vedi pag. 257 delle mie Lezioni di geometria differenziale (Pisa-SpSrri, 1894). 
Net frequenti richiami del testo al mio libro lo citerb semplicemente con: Lezioni. 

('~'~) Lezioni, Cap. IX. 
(~e.~) Un al~ro caso assai ovvi% the conviene perb notate fin d'ora, si ottiene assu- 

mendo per S o una superficie a curvatur.~ costaute e considerando la coagruenza delle sue 
normali; in ogni superficie S parallela alla S o si ha cosi evidentemente una soluzione 
del problema [.4]. 



delle superficie a curvatura costante. 187 

nella configurazio~,e iniTiale, riuniti nel fuoco F. Deformando comunque il 
paraboloide So, il luogo degli estremi M dei segmenti, trasportati da So helle 
sue flessioni, sar~t sempre una superficie d'area minima orlogonale ai raggi 

Mo ;]L U~a seconda superficie d'area miuima S si oltiene~ ogni volta; come 

luogo del punto M simmetrico di M rispetto al piano ta~,gente in Mo aUa So 

e le normali della -S sor, o i raggi Mo J-[ riflessi dei primitivi sopra So, cite 
costituisco~o una secouda congruenza normale legata invariabilmente alia So 
helle sue flessioni. 

Teorema I I  La superficie So sia uu ellissoide allungato di rotazione, 
ovvero" un iperboloide di rotazione a due falde, di cisse pri~,cipale (maggiore 
o trasverso) di lunghezza =-2 R e i raggi Mo M si dirigano verso l'uno o 
l'altro dei due fuochi~ nel quale si trovino inizialmente riuniti gli estre~ni M. 
Deformando comunque la quadrica So, il luogo degli estremi M ~ sempre 

1 
u~a superficie a curvatura media costante ~----~, ortogonale ai raggi. 

~Notiamo che, secondo un noto teorema di BONNET (*), ogni superficie a 
1 curvatura media costante ~ ~ nc ammette una parallela~ alla distanza R, di 

1 sieeh~ ad ogni deformata della quadrica curvatura costante positiva ~ R--- ~, 

di rotazione si collegano due superficie applicabili sulla si'era di raggio ~ -R.  
Per meglio ordinare le diverse ricerche contenute nella presente Me- 

moria~ ho adottato una divisione per capitoli. :Nel Capitol() I ,  completando 
le ricerehe delle quali helle mie Note citate dei Rendiconti dei Lineei ho 
dato un rapido riassunto, tratto il problema fondamentale [A] pel easo in 
cui la superficie S, ortogonale ai raggi della congruenza ehe si deforma~ 
debba restare sempre ad area minima, ovvero a curvatura costante. :Nel easo 
che S sia una superficie mifiima, ovvero quando la sua curvatura ~ costante 
positiva, dimostro ehe non esistono altre soluzioni oltre quelle che i teo- 
remi I e I[ di GUICnAr~D ci fanno conoseere, quando naturalmente si faccia 
astrazione dalle soluzioni che il teorema di WEISSXRT~ ei fornisce helle evo- 
lute So delle superficie d'area minima o delle superfieie applieabili sulla sfera. 
Ma se faeciamo ]a medesima rieerca supponendo che la S resti costantemente 
superfieie pseudosferiea di dato raggio, troviamo che (traseurando al solito 
le soluzioni fornite dal teorema di WEI~(~ARTE~ helle superficie non rigate ap- 

(*) Lezioni, pag. 447: 
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plieabili sul eatanoide) esistono tra casi essanzialmanta distinti. La super- 
fide So risulta allora applicabile sopra una superfiaia di rotazione, la cui 
curva maridiana pub offrira le tra forme seguenti: 1. ° la curva logaritmica, 
2. ° la aatanaria aaaorciata, 3. ° la sinusoide iparbolica. 

In ~atti i easi i raggi della congruanza, eha aeaompagna nelle sue ties- 
sioni la superfiaia So, sono normali ai paralleli ed i loro raggi riflessi 
sopra So soddisfano egualmenta alia condizioni imposte, talch~ insiema ad una 
superfieia S ad area minima, a a curvatura eostante~ se ne ottiene sempre 
una seeonda S normala ai raggi riflessi, due punti corrispondanti M, ~ 

di S, S giaeando simmetricamente rispatto al piano tangente nel punto cor- 
rispondente Mo della superficie riflettante So. 

II Capitolo I[  tratta dalle proprieth della corrispondenza che viene, dalla 
costruzione stessa, a stabilirsi fra i punti di S'o a di S ovvero fra quelli 

di S, S, propriet~ essanziali a conoseersi per venire poi all'argomento prin- 
cipale a pifi importante, alia taoria della nuava trasformazioni che ne deri- 
vano pei le superficie a curvatura costante. Ogni volta la ricerca della pra- 
priet'~ in considerazione viene condotta in guisa da trovare nello stesso tempo 
tutti gli altri easi in eui essa si veriflca, il ehe conduce a risultati per s~ 
notevoli. 

lgel Capitolo II[, che stabilisee l'esistanza delle nuove trasformazioni delle 
superfiaie a eurvatura eostant% si parte dall'osservazione, giS. fatta sopr% che 
ad agni deformazione della superfieie fondamentala di rotazione So si eoor- 

dinano due superfiaie a curvatura eastanta (*) S, S, l 'una normale ai raggi 
primitivi, l 'altra ai loro riflessi, essendo So la superfiaie riflettente. [mportava 
anzi tutto risolvera la questione seguente, ove si tratta, in aerto modo, della 
inversione dei teoremi di GVmHAnD: 

Data una superficie S a curvatura costante positiva o negativa~ pub essa 
sempre considerarsi come derivala da una superficie So applicabile sopra una 
delle nostre superficie tipiche di rotazione in guisa che le normali alla S 
costituiscano una delle due congruenze collegate, secondo i teoremi di Gm- 
.C.AnD, alle deformazioni di So ? 

(~) Qui abbandoniamo affatto il caso del paraboloide di rotazione e delle superficie 
minime. Del resto anche in ques~o caso si trovano risulta~i affa~o analoghi e si giunge 
ad una trasformazione delle superfieie d'area minima che si eollega alle ricerehe esposte 
dal sig. TnYB,~UT negli Annales  de l'F, cole Normale ([I[~me s@ie, tom. X[V, 1897, pag. 45). 
Ma l'ineludere le relative rieerche nel presente lavoro mi avr6bbe ~roppo allontanato dal 
soggetto principale. Di esse tratterb in una Nora a parte. 
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Se si pensa c h e l a  totalit~ detle flessioni della superficie fondamentale di 
rotazione dipende da due funzioni arbitrarie', appunto come la totalith delle 
superficie di data curvatura costante, facilmente si prevede che alia domanda 
sar'X da rispondersi affermativamente. IMa la ricerca effettiva, constatando la 
verifft della previsione, dimostra di piti, cib che non era affatto prevedibile 
a priori, che ogni data superfieie S a curvatura costante deriva in oo ~- modi 
diversi da superfieie So applieabili sulla fondamentale di rotazione; per de- 
terminare queste c~ * configurazioni della So si ha da integrai'e un sistema di 
equazioni ai differenziali totali. 

D'altronde se per ciascuna delle oo' forme di So immaginiamo ehe i 
raggi normali alla S si riflettano sulla So, fi'a le superfieie normali ai raggi 

riflessi ve ne sark una determinata S (simmetrica di S rispetto a So) colla 
medesima curvatura costante di S. Se si osserva poi the gih, nella forma 
della superficie fondamentale di rotazione entra una costante arbitraria, se ne 
conclude: Da og~,i superficie nora S a curvatura costant8 derivano, colla in- 

dicata costruzione~ oo 3 nuove superficie ,S colla medesima curvatura costante. 
Per tal modo si giunge ad una teoria di trasformazioni sempre reali delle 
superficie a curvatura costante positiva, o negativa. 

Nel Cap. IV, colla introduzione di convenienti funzioni ausiliarie sugge- 
rita dalla teoria dei sistemi cielici, si cangiano le equazioni che definiseono 
le nostre trasformazioni in un sistema differenziale lineare ed omogeneo, sul 
quale pih speditamente si fanno le verifiehe relative alla illimitata integra- 
bilit~ del sistema e tutie le altre ehe si riferiscono alle superficie a curva- 
tura costante trasformate. Se ne deduce in partieolare la notevole proprieti~ 
delle nuove trasformazioni di essere permutabili colla trasformazione invoh- 
toria di HAzzID.(ms. Presentate le formole di trasformazione sotto il nuovo 
aspetto, facilmente si b condotti ad una classe di superfieie, the h'anno a 
eomune con quelle a curvatura costante l ' immagine sferica delle linee di 
curvatura, e i eui raggi prineipali di curvatura rt ,  r.~ sono legati alla di- 
stanza p dell'origine dal piano tangente ed al quadrato 2 q della distanza 
dell'origine stessa dal punto di contatto dall 'equazione: 

k rt  r~ - -  p (ri -4- r~) -t- 2 q ~ 0, (k costante), 

che appartiene al tipo di quelle considerate da WrINaAaT~S nelle sue ultlme 
ricerche sull'applieabilifft. Sono queste le superficie a cui un ulteriore sviluppo 
delle anteriori riccrclle di GUICUARD~ gi~ sopra menzionat% avrebbe condotto 
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II Cap. ¥ tratta delle relazioni che intercedono fra le nuove trasforma- 
zioni delle superficie a curvatura costante e quelle gi~ prima note nella tra- 
sformazione complementare e di BXeKLU~D (*). 

Si comincia dal dimostrare che per le superficie pseudosferiche le tra- 
sformazioni che si ottengono, secondo il Cap. I[I~ in re]azione colle superfieie 
applicabili su]]a logaritmica di rotazione e sul catenoide aceorciato si ridu- 
cono alle antiche~ potendosi eomperre nel primo caso con due trasformazioni 
complementari, nel secondo con due successive trasformazioni reali di B~.CKLUND. 

Nel terzo caso~ eorrispondente alle flessioni del sinusoide iperbolico, pos- 
siamo bensi risolvere ancora la nostra trasformazione reale in due trasforma- 
zioni di BXCKLUND~ ma queste componenti elementari sono necessariamcnte 
immaginarie (conjugate). Passando poi al caso delle superfieie a curvatura 
costante positiva, caso che offre il maggiore interesse come quello che era 
rimasto fino a qui inaccessibile alle trasformazioni reali, vediamo ehe ha sem- 
pre luogo l'ultima ,ircostanza cio~: la trasformazione risulta dal comporre 
due trasformazioni di B:~CKLWD (puramente) immaginarie coniugate e par- 
tendo da una superficie a curvatura costante positiva reale si perviene ad una 
superficie finale reale della medesima specie, passando per una superficie au- 
siliaria immaginaria. 

Ci ~ ora relativamente facile il dare le formole effettive per ]'anzicletta 
composizione, con che si perviene in modo pih rapido al risultato finale. Non 
bisogna per altro dimentieare c h e l a  nuova via pih breve fu ritrovata sol- 
tanto dopo ehe le conseguenze dei teoremi di GuIem~RD ci hanno fatto certi 
dell'esistenza delle nuove trasformazioni reali e che per essa non riconosciamo, 
in modo reale, tutte le interessanti circostanze geometriche che accompagnano 
la trasformazione. Mi piace qui ripetere rib ehe ebbi gih ad osservare nelle 
Note preliminari citate (**) e eio~ che: le nuove trasformazioni sono di na- 
tura pi~ complicata delle anliche e si risolvono in tall trasformazioni pi~ 
semplici solo ricorrendo ad opportune componenti immaginarie. Ed in questa 

(•) Quasi contemporaneamente a queste mie ricerche sull'argomento, e dopo che le 
mie due prime Note sulle nuove trasformazioni erano gi£ pubblicate, comparvero nei 
Comptes Rendus de l'Acad~mie (S6ances du 27 mars, 4, 17 et 24 avril 1899) alcune Note 
del sig. DARBOUX, ove l'illustre geometra dimostra i teoremi di GUIGI-IAI~D ed altri pi~ 
generali ed, occupandosi delle trasformazioni delle superficie a eurvatura costante, giunge 
per altra via a risultati equivalenti a quelli del presente Cap. V. 

(~) Vedi speeialmente la Nora del 23 aprile. 
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cirtostanza appunto the le antithe trasformazioni soltanto in terto modo colla 
duplicazione d~nno luogo alle nuove reali ~ da ricertarsi~ come parmi, la 
ragione per cui queste ultime trasformazioni sono rimaste cosi a ]ungo 
nascoste. 

Dalla actennata tomposizione derivano poi~ col sussidio del teorema di 
permutabilit~ le conseguenze medesime the per le superfitie pseudosferiche 
ho ampiamente svolto nel Cap. XVII  delle Lezioni~ in particolare questa prin- 
cipale: Se di una superficie S a curvatura costante posiliva o negativa si 
sanno determinare tutte le trasformate di BktKLU~D, l'applicazione successiva 
ed illimitata delle nuove trasformazioni reali alla superficie S ed eille sue 
successive trasformate richieder~ soltanto calcoli algebrici e di derivazione. 

In fine nel Cap. VI dimostro the le r~uove trasformazioni possono ap- 
plicarsi~ oltre the a superfieie a eurvatura costante isolate~ anthe a serie oo' 
di tali superfitie appartenenti a sistemi tripli ortogonali (sistemi di W~XNOAR- 
TEN). Da ogni tale sistema si ottengono cos'l ~3 nuovi sistemi della medesima 
specie. 

:Per tal modo~ dopo un lungo periodo di tempo~ vengono completate, an- 
che pei sistemi di WEINaARTE~ a curvatura positiv% le riterche eontenute 
nella mia Memoria del 1885 (*). 

Chiuderb questo riassunto dei printlpali risultati stabiliti nella presente 
Memoria toll'annunziare the teoremi perfettamente simili a quelli di GUmnARD 
SUSsiston% insieme a tutte le loro conseguenz% anthe nella geometria degli 
spazl a curvatura costante positiva o negativa. Mi propongo di esporre queste 
nuove riterche in una seeonda Memori% che tratter~ appunto delle superfieie 
ad area minima e delle superficie a eurvatura costante nella geometria ellit- 
tiea e nella geometria iperbolita. 

(*) Questi Annali, tom. XIII, serie 2." 
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CAPITOLO I. 

Della deformazione  de l le  congruenze .  

§1. 

I~OTAZIONI E FORMOLE FONDAMENTALI. 

Consideriamo una congruenza C di raggi ciascuno dei quali emani da 
un punto 3/o della superfieie S'o di partenza ed immaginiamo la congruenza 
invariabilmente legata alia So~ supposta flessibile ecl inestendibile. Se fiettiamo 
comunque la S,,~ che seco trascini il sistema di raggi~ diremo anche talora~ 
per abbreviare~ che deformiamo la congruenza C. 

A fondamento delle nostre ricerche poniamo le considerazioni e nota- 
zioni seguenti. Scegliamo sulla superficie So un sistema curvilineo coordi- 
nato (% v), assumendo a linee u-----cost, quelle linee di So the sono normali 
ai raggi della congruenza C (*)~ indi a linee v ~ cost. ]e loro traiettorie or- 
togonali. La Sot in una sua spe(;iale configurazione~ sar~ perfettamente deft- 
nita dalle sue due forme quadratiche fondamentali (**), che indicheremo ri- 
spettivamente con : 

d s3 -~ Eo d u: + Go d v ~ 

D o d u ~ - 2 D ' o d u d v +  D"odv °-. 

Sappiamo the i coefficienti di queste forme sono ]egati fra loro unica- 
mente dal]a equazione di GAuss: 

Do D",.-- D'~ 
Eo G, : Ko, ([) 

(*) Tall  linee cessano di essere determinate nel solo caso, privo d'interesse, che la 
eongruenz~ C sia quella del]e normali di S o. Valgono del resto anehe allora tutti gli svi- 
luppi del testo, ove soltanto res ter£  arbi trario il sistema coordinato (ortogonale). 

(~) ZezioM, Oap. IV. 
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indicando con Ko la curvatura di So, e dalle due equazioni di CODAZZI: 

0 ( , ' q _  a (Do/ 1 

a I'D'of_ ?_[ ~"o~ 

OVGD,oq" 1 a~lgD,,o= 0 

aVED,oq - 1 0 V E D o = O .  
O v --fro a u ' 

Indichiamo poi con Xo, yo, Zo 
punto Me----(% v) mobile sopra So 

le coordinate cartesiane ortogonali di un 
e COil : 

rispettivamente i coseni di direzione della terna ortogonale uscente da Me 
formata: 1. ° dalla tangente alla l i n e a v  ~ cost., 2. ° dalla tangente alla linea 
u------cost.) 3. o dalla normale alia superficie. Avremo allora le formole fonda- 
mentali seguenti : 

Dtt 0 o x , = ! a q E x ,  + D'o O x , _  ~ a q G X , +  X~ 

3 X8 Do D'o O Xs D' D"o } o~ = -  ~-~ x ,  x ,  _ o ¢< , o, - - ~  x, ~ x , ,  

Ou ' Ov 

(1) 

e le analoghe c h e s e  ne deducono permutando 
y, z) (Xi,  Yi, ZO i - - 1 ,  2, 3. Sia e r a :  

~ - - ¢ ( u ,  ~) ,  

cireolarmente le lettere (x, 

l'angolo d'inclinazione del raggio della congruenza C, emanante dal punto 
(u, v) di So, sulla superficie cio~ sulla linea v----cost. Indicando con X) Y, Z 
i coseni di direzione del raggio, potremo porre:  

X ----- cos ¢ X, q- sen a Xs, Y ----- cos ~ Y, q- sen ¢ Y3, ) 

Z = cos ~ Z, 4_ sen ~ Z~. ) (2) 
Annali di Matematica, Ser ie  III, tome iI[, 26 

(g) 

X,, Y,, K 
X,, Y~, Z, 
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Da queste formole derivando, toil 'aver riguardo alle (1), dedumamo:  

(,,a ( ,,,o au------sena q-~ X,-- senZ~oo 
(Do a~) +¢os~ ~o-~-~ X, 

a v = - -  sen i, VE ° ~vv X, -f- ~--~- a u. 

tD'o a~) 

¢o~o ~ i  
+ Vgo a,, t x~ + 

n'Wo/ 
- - s e n : ~ o o ] X ~  + 

(3) 

Introduciamo ora per la nostra congruenza C le notazioni di KUMMER (*): 

(~x  t, ,,, ax  ax ~ ,=~(~x~ ,  
E'=Zkau]' =Y' a~ a~ ,  kavY 

(4) 
e = z ~ X a . o  aXaxo f,=xaX~Xo aXaxo 

a-~ a--g' f =  ~ a--7 a ,---7, a-7 a--7' g = z a-7 ~ 7 '  

e troveremo per questi coefficienti fondamentali, dalle (3), le espressioni se- 
guenti : 

,:,o ) 

o' (D'o ~ '  (¢o~oaqg son~D"o t' 

sen a D"o~ 
(5) 

e ----- - -  ~/Eo sen a -~- ~ , 

- (D'o ~ /  
f '  = - -  qEo sen a ~V-~-o + a v ] '  

( I,'o ~o~ a ~ /  
f = - - 7 ~  sen a/G-~-I- ~--~_.~ Ov ] 

--(¢oso a q< sen° D"ol. 
,q = V a° t ~ - :  a ,, -V~ J 

(5*) 

(*) Lezioni, Cap. X. 
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Per il seguito delle nostre rieerehe ci conviene caleolare i valori delle 
quantith fondamentali: 

E ' G ' - - F  '~, g E ' - - ( f + f ' ) F ' + e G ' ,  e g - - f f ' .  

Ponendo per abbreviare: 

t (6) 
troviamo: 

E'  G ' - - F ' * = M  ~, e . q - - f f ' = - - s e n z q E o  Go.M, 

g E '  --  ( f  w f ) F '  + e G' -= V'Goo + -g~ - 

--  sen z ~//~o [eosz ~ ~/V sen z D"o It" 

(6*) 

§2. 

SIGNIFICATO DELL~ANNULLARSI DEL FATTORE M. 

Le tre quantit~ fondamentali (62) eontengono tutte il fattore M e per 
semplifieare i ealeoli dei §§ seguenti, importa anzi tutto che esaminiamo se 
pub darsi il caso the questo fattore M si mantenga eostantemente nullo in 
tutte le deformazioni della congruenza C~ ossia se pub darsi che sia sempre: 

~X ~ Y  ~Z tI* ' 
~X ~ y ~Z = 0 ;  

~v ~v ~v 

E'  G' - -  F ' ~ =  

questa ricerca conduce, come si vedr~t, a risultati per s~ interessanti. 
:Nella nostra ipotesi X, Y, Z saranno funzioni Puno dell'altro, siech~ la 

questione proposta equivale geometricamente alla seguente: Pub accadere the 
in tutte le deformazioni della congruenza C uno dei suoi sistemi di svilup- 
~abili consti sempre di superficie cilindriche? 
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Dovremo avere per tu te  le flessioni di So: 

oo.  Eo ) 
+~¢~ +~/~ ~ +v~o =o; 

se moltiplichiamo questa equazione per Do e ne eliminiamo D"o ricorrendo 
alla equazione di GAuss: 

Do D"o = D'I + Ko Eo Go, 

la eonvertiamo nella seguente relazione fra Do, D'o: 

( ) .no ] Do 0~ [cosz ~"GODo (D'I+KoEoGo) + 
7~o+~ t ~  ~, v~ / 

+Oo Oo + ~ o  . . . .  o. 

Ora noi faeeiamo qui l'osservazione fondamentale anche per il seguito 
ehe: dovendo questa relazione in termini finiti fra Do~ D'o sussistere (per 
ipotesi) in tutte le flessioni di So sar~ necessariamente una identitY. Altri- 
menti, assoeiandovi l'equazione ([) di G~.vss, potremo esprimere p. e. Do, D"o 
in funzione di Do~ u~ v e sostituendo helle equazioni (II) di CoDxzz b se que- 

~Do ~Do ste risulteranno indipendenti, ne dedurremo --~-u ' ~ espresse eiaseuna per 

Do, u, v, eib ehe laseerebbe sussistere al massimo nelle flessioni di 5'o una 
eostante arbitraria. E, pur supponendo i] case pih sfavorevole, avremmo sem- 
pre una equazione a derivate parziali del 1. ° ordine per Do, risultato assurdo 
pereh~ la totalit~ delle flessioni di So dipende inveee da un'equazione del 
2. ° ordine. 

Dovendo dunque ]a (7) risultare un'identit~ in Do~ Do', osserveremo in 
71: 

primo luogo ehe se fosse a-----~ essa si ridurrebbe a: 

Do (D'I + Ko Eo Go) -1- Do D'I 0r 
VE--~o V~o ~o 

onde Ko-----0. Cib dh la soluzione evidente del problema fornita dalla con- 

gruenza delle normali di una sviluppabile. Supposto era ~ =l= 72, ed eguagliando 
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a zero nella (7) i eoeffieienti di D~, D'~, otteniamo: 

0u ~u 

pereh~ anehe per a =-0 la seconda di queste equazioni sussiste. Per le (7*) 
la (7) divent% sopprimendo il fattore Do: 

( s e n ¢ ~  cos¢ ~ D ' o 4 - - -  

e si seinde nelle due: 

K° sen : VEo Go = 0, 

a~  c o s ~ q E o = o  

(8) 
Ko sen ~ qEo Go ---- 0. 

Ora suddistinguiamo due easi seeondo the I'angolo % che ~ certamente 
funzione della sola v~ ~ costante o variabile. 

1. 0 caso: ~ costante. Allora le (7")~ (8) ci d~nno: 

oqN=o  ' 0q~o =o, 
u ~v 

e cangiando i parametri u, v possiamo fare senz'altro: 

onde 

E o ~ l ~  G o ~ l ~  

d so ~ = d u ~ 4 -  d v S. 

La superficie So ~ in tal case una sviluppabile e le linee (u, v), disten- 
dendo So sul piano 7 si convertono in un doppio sistema di rette ortogonali. 
Yiceversa se prendiamo una qualunque sviluppabile 8, e tracciamo su di essa 
un sistema di geode~,iche parallele, indi da ogni punto di So faceiamo uscire 
un raggio normale alla geodetiea del sistema ehe vi passa e inelinato di ua 
angolo costante z qualsiasi sulla superfieie, avremo sempre una soluzione del 
problem% essendo verifieate tutte le equazioni precedenti. :E questo del resto 
geometrieamente un easo assai ovvio ed anzi vediamo ehei  raggi della eon- 
gruenza useenti dai punti di una medesima generatriee di So rieseono fra 
loro paralleli. Notiamo ehe le equazioni differenziali separate delle sviluppa- 
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ma essendo Go funzione della sola 
tura si ha:  

bili delia congruenza sono nel easo attuale: 

D o d u +  D'odv----O 

D od v - - D ' o s e n  ~ ~ d u  = 0; 

le prime sviluppabili segano appunto So lungo le generatrici. Osserviamo an- 
cora che risuhando qui f =  f'~ la congruenza b normale (*) e le superficie 
ortogonali ai raggi sono esse stesse sviluppabili. Cosl abbiamo hello stesso 
tempo una sempliee soluzione del problema [A] della prefazione. 

2. ° caso: z variabile. Possiamo prendere senza alterare la generalit~ 
a--= v e la prima delle (8) ci d~ allora: 

log 
~v ------- tgv;  

integrando~ col disporre convenientemente del parametro u, possiamo porre: 

q Eo =- cos v. 

L'uttima delle (8) diventa poi: 

1 
K o = - -  Go ; 

v~ per la nora espressione della curva- 

K 0  - - - - "  

onde la preeedente diviene: 

e integrando : 

1 d [ sen  v] 

eos q  t- o J' 

d log VGoo ~ cos v 
. .  = - - - -  

d v sen v 

= / c  sen  v, 

essendo k una costante. Sostituendo alla So una superficie simile~ possiamo 
fare k =--1 e l'elemento lineare di So diventa: 

d s o' ~ cos' v d u' + sen' v d v'. (9) 

questa una ben nora forma di elemento lineare~ appartenente a quella classe 

('~) A_nche geometricamente la cosa 6 evidente solo che si assuma per configurazione 
inizialo di S o quella di una superfioie piana. 
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di superficie applicabfli sopra una medesima superficie di rotazione the fil 
una delle prime completamente determinate da WmNaARTE~, come evolute di 
quelle superficie W i cut raggi prineipali di curvatura sono legati dalla re° 
lazione: 

2 - = sen [2 -t- r , ) ] .  (*) 
¥ieeversa dal nostro calcolo risulta: se per i punti della superficie So di ro- 
tazione d'elemento lineare (9) si conducono le rette normali ai meridiani 
ed inelinate sui paralleli dell' angolo v = arc cos r,  in qualunque flessione 
della S~ i raggi delle congruenze si disporranno in oo I serie di raggi pa- 
raUeli. Si aggiunga che, l'equazione differenziale delle sviluppabili cilindriche 
della congruenza essendo: 

D O d u ~ (D' o - -  cos v) d v = 0, 

che combina con quella delle assintotiche di un sistema, si ha l'ulteriore pro- 
prierS.: in tutte le flessioni di So le linee lunge le quali i raggi della con- 
gruenza risultano fra lore paralleli sono le assintotiche di un sistema. 

Dalla nostra analisi risulta ancora che le uniche soluzioni del problema 
proposto al prineipio del paragrafo sono offerte dalle superficie sviluppabili e 
dalle evolute dalle superficie W corrispondenti alla relazione: 

]¢ (r, - -  r,) ~--- sen []¢ (r, + r,)]. 

L 'un  case pot si distingue dall'altro per questo che soltanto nel primo 
la congruenza h normale. 

§ 3 .  

TRATTAZIONE DEL PROBLEMA [A] PEL CASO DI UNA SUPERFICIES 

D ~AREA MINIMA. 

¥eniamo a trattare il problema [A], supponendo c h e l a  eongruenza C 
che si deforma sia una congruenza normale ed una delle superficie 8 ortogo- 
nali ai raggi rcsti in tutte le flessioni della superficie di partenza So super- 
ficie el'area minima. 

(~)" Lezioni, pag. 241. 
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In primo luogo la condizione the la congruenza C sia normale si tra- 
duce nella nora relazione (*): 

f -  f', 
ovvero per le (5*) nell'altra: 

~ ( q ~  cos~)=o .  (lo) 

Le coordinate x 7 y, z del punto M, ore il raggio uscente dal punto 
Mo~(xo~ Yo~ zo) di So incontra normalmente la S sono date dalle formole: 

x---- -xo+TX, Y = y o +  T Y ,  z--~zoW TZ ,  (11) 

ore T indica una determinata funzione della sola u the soddisfa la condizione: 

d T =  _ V~o cos ~ (**). (12) 
du 

:Per la S indichiamo ora colle solite notazioni: 

E , F , G  

D, D D", 

i cocfficienti della prima e seeonda forma fondamentale. Poich~ dalle (11) de- 
rivando segue: 

~x ~xo ~ X 
3u 0u ~u 

colle analoghe per y~ z, ne dedueiamo le formole: 

- - D - ~  T E '  +e~ - - D ' = T F '  + f ,  --D"----- T G ' + g  

E = T,  E' + 2 T e + Eo sen~ a F -~ T~ F' + 2 T f, (12") 

G=-= T ~ G ' + 2 T g + G o .  

La somma r, + r~ dei raggi principali di curvatura della S ~ data (***) 
da: 

f i F ' D ' ~ E ' D " - - G ' D  
r~ + r2 ~ E '  G' - -  F '~ ' 

(*) Zezioni, pag. 256. 
(**) Lezioni, ibid. 

(***) Lezioni, pag. 121. 
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e perb ]a S sar~ ad area minima se si avrh: 

2F'D'--E'D"--G'D-~2T(E'G'--F'~)+eG'--2fF'+gE'=-O. (13) 

Sostitulamo in questa i valori (6*) e sopprimiamo il fattore M comune ai 
due termini. Cib invero ~ lecito poich~, se fosse M ~  0 in tutte le flessioni 
della congruenza normale, saremmo nel 1. 0 caso del paragrafo precedent% ore 
non si ha una soluzione dell'attuale problem% le superficie ortogonali ai raggi 
essendo allora sviluppabili. La (13), liberata cosl dal fattore M, diventa: 

( /oo, o O 

e deve, per ipotesi, sussistere in tutte le flessioni di So (*). Proeedendo come 
al paragrafo precedente, moltiplichiamo questa equazione per Do e sostituiamo 
poi D'~ + Ko Eo Go in luogo di Do D"o. 0tteniamo per tal modo l'equazione: 

2 Tt( D°(t~oo + ~uu~a) ' [D° c°s a ~ ~ ] ~ ° [  -~g ~ u v-~senz(D':+K°EoG°)] + 

-1- Do [D'° ~ o] (sen : D'o cos ~ ~ Do ~ 

- -  [ Do cos z 8 ~/Go sen ~ (D'; "4- Ko Eo Go) ] - se  VEo t O, 

the dovr~, per l'osservazione fondamentale § 2, risultare identica in Do, D'o. 
Eguagliando a zero il coe~ciente del prodotto Do D'o, otteniamo intanto 
l'equazione: 

cos a ~ -i- sen ~ ~vv ----- 0~ 

che assoeiata alla (10): 

COS (7 - -  sen q - -  0, 

(*) Si po~rebbe forse pensare alla possibilit£ the  per una par~e soltanto delle ties- 
sioni fosse verif icata l 'equaziorte der testo,  annullandosi per  l ' a l t r a  par te  fl fattore M;  
ma allora le considerazioni stesse del § 2 dimostrano che I 'una o l 'a l t ra  equazione deve 
riuscire identica in .Do, D'o,  eliminato ehe sia .D" o medlunte l 'equazione di GAuss. 

Annali di Matematica, Serie III,  tomo III.  27 
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ei dimostra ehe si dovrh avere simultaneamente: 

O Y E o o  ' O~ v ~ ---- 0, (14*) 

77 
a meno ehe non sia ~----~. ]~a quest'ultimo easo s i esehde subito perchb 

(Coo a]lora il coefliciente di Do ~ nella (14) sarebbe ~ o o '  n~ potrebbe annullarsi (*), 

Sussistono dunque le (14"), onde eangiando il parametro u possiamo fare 
E o =  1 e adottando la notazione degli aeeenti per le derivate delle funzioni 
della sola u, seriveremo la (14) eo~: 

- -  s e ,  ~ ~ : o  V - -  2 T D*o eos a ~ Jc. Do a 'cosa  ~u 

~' se~ (D'~ + go Go) + V ~  D~ + Do ~' q N  --  sen ~ cos ~ - -g-g- /+  
V-0;o " 

+ - ~  (D'~ + Ko Go)----0; 

questa si scinde helle tre separate: 

2 Teos~--K- ~ +V<=0 

( --) ~(Go_--0 2 T a' cos ~ ~- ~V~ sen z Ko V Go + a' ~/Goo --  sen a cos ~ ~ u, 

2 T a' sen ~ ----- sen ~ a. 

(15) 

Ora noi qui trascuriamo naturalmente il caso z-----0, perch~ allora i raggi 
della congruenza sarebbero tangenti alla So e troveremmo (dalle (15) stesse) 
]a nora soluzione fornita dal teorema di WEII~aART~N nella evoluta del cate- 
noide. Possiamo quindi dividere l'ultima delle (15) per sen% onde si ha: 

2 T ~' ~ sen ~, (16) 

e le due prime moltiplieate per a' che 8, per la (16) stessa, diverso da zero 

(*) Anche geometricamente la cosa ~ evidente, perch6 allora la congruenza sarebbe 
quella delle normali a S O e questa dovrebbe avere in tutte le flessioni i rag'gi di curva- 
ta ra  legati dalla relazione r~ -I-r~----cost., ci6 che ~ assurdo. 
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diventano: 

sen a cos ~ ~ , .  -~- ~-' ~ ~-- 0 

~'z ~ g o  s e n  ~ ~. 

(17) 

§4. 

IL PARABOLOIDE DI ROT.~xZIO~E ED IL PRIMO TEOREM/k DI G'UICttARD. 

Integrando la prima delle (17) otteniamo: 

V Go = V cot o, 

indicando con V una funzione della v e, cangiando il parametro v, potremo 

fare V =  1, indi t/Go-----eota. La seeonda delle (17) divenia in conseguenza: 

eio~: 
q" ~ 3 COt ~. a'~; 

questa integrata porge: 
: ' ~  k sen 3 ~, (18) 

denotando k una eostante arbitraria e la (16) ei dh quindi per 2 T il valore: 

1 
( 1 9 )  2 T ---- k s en  ~ 

Cosl la (14) ~ identicamente soddisfatta e rester~ solo da vedere se col 
valore (19) per T si soddisfa anche la condizione (12): 

T'  + cos ~ = 0, 

cib che si verifiea subito aver luogo a causa della (18). 
Dalla nostra ricerca risulta che il problema proposto ammette sempre due 

soluzioni: l 'una ci ~ fornita dall'assumere a superficie di partenza l 'evoluta 
del catenoide e la congruenza ~ allora quella delle tangenti ai meridiani: 
l'altra si ottiene prendendo per superfieie So di partenza una superfieie d'ele- 
mento lineare: 

d q~ 
d s~ ---: ks sens a ~ c°tt ~ d v~ 
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the appartiene~ come si vede, ad una superfieie di rotazione. Per eonoseere 
v 

questa superfieie seriviamo, eangiando v in ~-: 

1 ( dz~__ ) 
d s~ --~ ~i" ~sen~ ~ + c°t~ q d v ~ , 

e ponendo: 

indi : 

avremo: 

1 
r ~--- ~- c o t  ~ 

d r - ~  - - ,  

ds~ = (1 ~ k 2r ~)dr  ~ + r 2 d r  ~. 

Questo ~ l'elemento lineare del paraboloide di rotazione, la cui parabola 
meridiana (assumendo per asse z l'asse di rotazione) ha l'equazione: 

k r ~ Z ~  
2 

Di pih dalla formola: 
1 d z  

t g : ~ k-~ --~ d-7 " 

ehe combina con quella che d~ l'angolo d'inelinazione della tangente alla pa- 
rabola sull' asse~ ovvero sul raggio foeale, vediamo che~ quando ]a So ~ con- 
formata a paraboloide di rotazione~ i raggi emanano dal fuoco ovvero sono 
paralleli all'asse di rotazione. Inoltre la (19) ci d~t: 

1 k~ 

ed il secondo membro rappresenta appunto ]a lunghezza del segmento locale. 
Cosl la prima parte del teorema I )d i  GUW~,RD (prefazione) ~ eompletamente 
dimostrata. Per vedere chiaramente come sussista anche la seconda parte del 
teorema, faeciamo use delle considerazioni seguenti~ ehe varranno poi anehe 
senza che stiamo a ripeterle, negli altri easi. L'equazione fondamentale (18) 
resta verificata cangiando ~ in - - ~  e 7 per la (19)~ il valore di T resta il 
medesimo. I due sistemi di raggi che eorrispondono ai valori opposti di 
sono evidentemente riflessi l 'uno dell'altro~ la superficie rifiettente essendo 

la So; di pih le due superticie (minime) 8, S normali ai due sistemi di raggi 
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date dalle rispettive formole (11): 

x = xo + T (cos ~ X,  + sen ~ X~) 

Y = Yo + T (cos a Y, -I- sen ~- Y~), z --= Zo + T (cos a Z, -l- sen a Z~) 

x = Xo -}- T (cos a X, - -  sen a X~), 

y ~ yo + "2' (cos a Y, - -  sen a Y3), z = Zo -[- T (cos q Z~ - -  sen ~ Zs), 

sono appunto tali che due loro punti corrispondenti M, M giaeciono simme- 
trieamente rispetto al piano tangente nel punto corrispondente Mo alla super- 
ficie riflettente 5'0, come ~ reso evidente dalle formole: 

x - - x . . -~2TsencrX3 ,  y - - y - - ~ 2 T s e n ~ Y ~ ,  z - - z - ~ 2 T s e n a Z ~  

1 
12 (x + x) = Xo -]- T cos ~ X,,  '2 (y -{- ~) = Yo + T cos a Y,, 

1 
(z + z) - -  z, + T cos ~ 7,,. 

Per tal modo non solo abbiamo dimosirato eompletamente il Teorema I )  
di GUmHXt~D, ma abbiamo provato di pih ehe: le uniche soluzioni del pro- 
blema fondamentale (A) quando la superficie S debba restate costantemente 
ad area minima, sono fornite dal paraboloide di GUmnARD e dalla evoluta 
del catenoide come superficie di partenza; inoltre la congruenza deve avere 
rispetto a questa su'perficie rispettivamente la giacitura assegnata dal teorema 
stesso di Gu~e~,aD, ovvero da quello di W~.XSe~AR~E~. 

§ 5 .  

TRATTAZIONE DEL PROBLEMA (A) PEL CASO DI UNA SUPERFICIE S 

A CUR~ATURA COSTANTE. 

Ci proponiamo ora di risolvere il problema (tl) quando la superfieie S 
debba mantenersi a eurvatura eostante, eseludendo per altro il easo della cur- 
vatura nulla, ehe gih al § 2 ha rieevuto la sua eompleta soluzione. 

Sieeome si ha :  
DD" - -D  '~ 

r, r~ = E' G' - -  F '~' 
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ovvero, per le (12"): 

T ~ (E' G'-- F"-) + T[g E' -- 2fF' ÷ eG'] + e 2-f'~ 
r~ r~ = E' G'-- F '~ 

se indichiamo con A i l  valore costante del prodotto r, r~ (inversa della cur° 
vatura), avremo l'equazione: 

(T "~-A)  (E' G ' - -  F '~)+ T ( g E ' - -  2 f F ' + e  G') + e g - -  p = O .  

In questa sostituiamo i valori (6*) § 1 e sopprimiamo il fattore M~ ci5 
che ~ ]ecko, avendo esctuso i] caso de] § 2. Otteni:~mo cosi l'equazione: 

( T ' - -  A). ~ o  + ~u] \  t/-ffoo ~u ~/eoo .1 + 

- -  sen a rE0 Go = 0. 

Moltiplicando al solito per Do ed etiminando D"o, abbiamo: 

(T~--A). 

{D'o ~)(se,,~ D'o 
+ t)-~ + ~  t~-2 + -  

(Do ~z) [cos ~ Do ~ ~t G--'o 
-5 TIVGoo V~o +~u Do --  sen z ~/E°° t ~ 3 u  

-~¢n---Z~ (D'~ + K0 E0 ~,,)lt-~on ~, VEo ~o Do--- o, 
V< j~ 

sen ~ (D'~ + Ko Eo Go) 1 + VG 
c°s~ ~ ) D ° I  + 

(20) 

e questa dovr~ essere un'identit~ in Do, D'o. Escludiamo il caso z ~---~- ore 

seguirebbe dall'identit~ (20): 
1 

T = 0 ,  K o = ~ ,  

e n e  risulterebbe 1' ovvia soluzlone, gi~t indicata in nora alla prefazione, .-,he 
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1 si ottiene assumendo per & una superficie a curvatura ¢ostante = - ~ e  per 

congruenza la eongruenza delle sue normali. Osserveremo che, eseluso il easo 

= - ~ ,  non potr~ aversi T~--A--=-0~ giaeehb allora avremmo: 

- -  d T  O.  qEoeos,-------  du ~- 

Dopo cib, eguagliando a zero nella (20) il eoemciente del prodotto Do Do, ne 
dedueiamo, preeisamente come al § 3:  

av ~ =  O, 

e potremo fare ancora E,, = 1; la (20) diventa allora: 

V-~o (D'~ + K,, Go)I + 

i ~ ~-G-oo ( cos a ~u Ko sen q I/Goo)- ( T ~ - - A  D ~ e o s ~ - - ~ - + D 0  ~' ~ ]~o  

sen a cos , --~u-).1_ 

+-~-osenS * (D'o* + -go Go) l - - s e n ,  VG-~. Do ~ 0, 

e si scinde quindi nelle ire relazioni: 

a r g o  . T~/Goo 0 ( T  ~ - -  .4) cos ~ ~ - - j -  t ---- 

( ~9 ~/Goo Ko sen ~ ~/G-~o) + ( T  ~ - -  A )  ~' cos ~ a ~  

( + T q' ~]Go - -  sen ~ cos ~ - - ~ - ]  - -  sen a V Go ~ 0 

(T ~ - -  A) ~' sen a = T sen ~ a. 

(21) 

Eseludendo nuovamente il caso ~ = 0 ,  ehe rieonduee alle soluzioni di- 
pendenti dal teorema di WEINGARTEN, avremo dunque: 

(T ~ -  A ) ~ ' =  Tsen ~, (22) 

e sark o' =]= O. Mottiplicando la prima delle (21) per o' ed osservando la (22) 
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deduciamo: 

e moltiplicando 
(22), (23): 

sen a cos ~ ~ -1-- 

similmente la seconda delle (21) per 

T ( 4 ' - -  Ko sen' a) = ~' sen ~. 

( 2 3 )  

~' troviamo per le 

(24) 

0ra dalla (23), integrando e disponendo convenientemente del parametro % 
potremo far% come al § 4: 

VGo = cot o, 
onde: 

e perb: 

g o  = ~/--Go d u' sen a cos ~ sen' 

o '~ Ko sen' a 3 ~" tg q. ~ , 

dopo di che la (24) diventa: 

T = 3 cot ~ ~'~ - -  4' (25) 

Sostituendo questo valore di T nell'equazione (12) § 3: 

T '  + cos ~ ----- 0, 

otteniamo per a l'equazione differenziale: 

d 
log (3 cot ~ ~" ---- d-~ a • - -  ~") log (sen 3 cos ~), 

da cui integrando abbiamo: 

3 cot ~. ~'~ - -  ~" = c sen s ~ cos ~7 (26) 

indicando c u n a  costante. Per la (26) la (25) si cangia nell'altra: 
t 

T= --~, (27) 
C s e n  s 

e rimane solo da soddisfare la (22), ciob l'equazione: 

¢;P2 1 
- -  = A .  ( 2 S )  

c '  SSl l  s ~ C S e l l  ~ 

Ma poichb questa produce appunto per derivazione la (26), possiamo 
trascurare quest'ultima e vediamo coil che anche questa volta il problema 
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proposto ammette sempre soluzioni. Queste~ ore al solito si preseinda dalle 
soluzioui dipendenti dal teorema di WEINOARTEN, si ottengono nel modo pih 
generale assumendo a superficie di partenza So la superficie di rotazione d'ele- 
mento lineare: 

d s~ = d u s + cot s ~ d v s, (29) 

e condueendo i raggi della congruenza normalmente ai paralleli ed inclinati 
sulla superfieie dell'angolo % esseudo ~ una funzione della sola u, unieamente 
assoggettata a soddisfare l'e.quazione differenziale (28); in fine la lunghezza T 
dei segmenti da staccarsi sui raggi della eongruenza, a partire da ,S~ ~ data 
dalla (27). 

§6. 

L'ELLISSOIDI~ E L~IPERBOLOIDE DI ROTAZIOI~E ED IL SECONDO TEOREM& 

DI ~UICHARD. 

Esaminiamo ora quale ~ la superfieie di rotazione che pub prendersi come 
tipo della superficie di partenza della nostra congruenza. Dalla (28)abbiamo: 

d G 2 
d u S =  

c sen 4 a (1 + e A sen~ ~) 

onde l'elemento lineare (29)7 cangiandovi v in k v (k costante), pub seriversi: 

d a s 
d s~ = c sen4 ~ (1 + e A sen s ~) ~ k' cot s ~ d v s. (29*) 

Per trovare l 'equazione della curva meridiana corrispondente, conviene 
identifieare ]a (29*) coll'altra: 

d s] ---- 11 q- k" (r)] d r '  q- r "~ d v '~, 
col porre: 

r ~ k COt a m 
indi : 

Se no rieava: 

(dr_j2__ 1 
[ 1 + q~" (r)] \d ~) c sen, ~ (1 + c A sen, ~)" 

1 
1-b ~b'~ (r) ~ k, c 

r ~ 
1 + ~  

r ~ 
1-[ - r  A . + ~  

Annali di Matematiea, Ser i e  III,  tomo III. 28 
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e perb: 

r '  ) __ k' c' A (1--  k' c) I + V  
~',  (r) = ' (30) ( k 'c  l + c A + ~  

Si noti che per la eostante k possiamo prendere il valore che pih ei 
place, il cangiare di k avendo solo per effetto di sostituire alla superficie un'al- 
tra superfieie egualmente di rotazione~ applicabile sovra di essa. 

Studiamo nel presente 

poniamo, come ~ leeito: 

indi: 

~', ( r ) =  

1 
paragrafo il caso della eurvatura 7A positiva e 

A --= 1, 

1 ~ 2 0  
1 -- k 'c  (c + 1 ) +  k' 

k' c(c + 1) + cr ~ 

u r ~  

Ora intendendo di considerare solo, come sempre faremo, superficie reali, 
dovrk la costante c~ del resto arbitraria~ soddisfare la diseguaglianza: 

c(c+ 1 ) > o ,  

come risulta dalla (28) seritta sotto la forma: 
Gt2 

. . . .  c (c + 1 ) - -  c' cos '  ~. 
s e n  4 ff 

Possiamo quindi disporre della costan/e k ponendo: 

1 
k 2  ~ - -  

c (c + 1) '  
e otteniamo cosi: 

da eui integrando: 

o v v e r o :  

q~" (r)  c r  
Vl. + cr' 

z --- ~p (r) = Vl + c ,"~, 

z t - -  o r ~ - -=  1 ,  

come equazione della eurva meridiana. 
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Se c ~ negativa pongasi: 
1 

a ~ 

e a causa di c (c -{- 1) ~ 0 sarh a ~ 1 ; la curva meridiana ~ dunque l'ellisse: 

z' + ~------ 1, 

il cui asse maggiore, di lunghezza = 2, coincide coll'asse di rotazione, mentre 
l'asse minore ha una lunghezza arbitraria. 

Quando invece c ~ positiva, pongasi: 

1 
C ~ ' ~ )  

e la curva meridiana sark l ' iperbole: 

Z ~ ~  1~ 

il cui asse trasvers% di lunghezza ~ 2~ coincide coll'asse di rotazione, rima- 
nendo anehe qui arbitraria la lunghezza dell'altro asse (coniugato). 

La formola : 

tg ~ 
r + 

confrontata con quella che d~ l'inclinazione dei raggi focali sulla curva, di- 
mostra che i raggi della nostra congruenza si dirigono verso l 'uno o l 'altro 
dei due fuochi. Di pih se dalla (27) calcoliamo il valore di T in funzione 
di r, osservando la (28), troviamo: 

T ----- ~/ C +c 1 -~ (c -~ 1)r  ~, 

e quindi il valore di T +  1 combina con quello che dh la lunghezza del 
corrispondente raggio locale. Ora se rammentiamo ch% pel teorema di Bos~T~ 
le superficie parallele ad una di curvatura positiva K ~  + 1~ alla distanza ± 1 
da questa~ sono a curvatura media costante ~ 1~ vediamo che i risultati ot- 
tenuti dimostrano completamente i1 teorema II) di Guxc~xaD~ enfinciato nella 
prefazione. Di pifi troviamo che le superficie applicabili sull'ellissoide allungato 
e sull'iperboloide a due falde di rotazion% insieme colic evolute delle super- 
fieie a curvatura costante positiva~ di~nno tutte le superfieie So soluzioni del 
problema [A]~ quando si esiga che una delle superficie normali ai raggi ri- 
manga~ in tutte le flessioni di So~ a curvatura costante positiva. 



212 B ianchi: Sulla teoria deUe trasformazioni 

§ 7 .  

TRE TIPI DI SUPERFICIE S O DI ROTAZIONE CORRISPONDEBTI 

AT, CASO DI UNA So  PSEUDOSFERICA. 

1 Veniamo da ultimo al caso della curvatura ~ negativa e poniamo sen- 

z'altro A - - - - -  1. La (30) diventa: 
1 - -  k ~ c  

1 - -  k s c (1  - -  c)  + k--- -  V -  r ~ 

~ "  ( r )  : k s c (1  - -  e )  + c r '  ' 

e notiamo che, a causa della (28) si ha: 

~'~ 1 

c ~ s e n  ~ ~ c s e l l  ~" q 

onde~ per restare nel campo reale~ dovremo supporre la costante c positiva. 
Se vo]essimo anche qui annul]are ne] numeratore di ~'~ (r) i] termine costante 
col porre: 

1 
c (c - -  1)  ' 

otterremo aneora~ tome superficie tipiea S~ di rotazione, una quadrica; questa 
perb~ risultando: 

C~ r ~ 

~'~ (r) = i + c , . "  

sarebbe immaginaria. Resteremo inveee nel campo di superficic reali ponendo: 

1 

o 

e annullando cosi invece il coet~ciente di r '  al detto numeratore. Per porre 
in evidenza the e ~ positiv% poniamo: 

e d  a v r e m o :  

1 indi k a, 

1 

¢ (r)=  Vr' + a'-- i" 
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La curva meridiana ha forma diversa secondo che a ~ -  1 ~ nulla, ne- 
gativa o positiva. 

1. 0 caso: a = 1. Si ha: 

z = ~ (r) -= log r, 

e la curva meridiana ~ l'ordinaria curva logaritmica, l'asse di rotazione es- 
sendo l'assintoto. Ossarvando poi le formole: 

k 1 dz 
t ga  . . . . . .  , r r dr 

~' d 1 T 
sen a z sen ~ 

vediamo the i raggi della eongruenza emananti dai punti della So, confor- 
mata a superficie logaritmiea di rotazione, coincidono coi raggi stessi dei 
paralleli (ovvero col loro r i f l e s s i ) e i  segmenti T eguagliano in lunghezza 
appunto i raggi dei paralleli. Troviamo cosi le seguente notevole proprieth 
della superficie logaritmica di rotazione: Sui raggi dei paralleli di questa 
superficie So si dispongano altrettanti segmenti terminati alla superficie ed 
al rispeltivo centro. Si deformi comunque la So che seco trasporti i detti 
segmenti, invariabilmente legati alla So; il luogo degli estremi liberi dei 
segmenti (estremi coincidenti inizialmente col centri dei paralleli) sar~ sem- 
pre una superficie pseudosferica S normale ai segmenti slessi. Una seconda 
superficie pseudosferica S, normale ai raggi riflessi si ottiene prendendo la 
simmetrica di S rispetto alla So (*). 

Del testa questo teorema, come vedremo al Cap. ¥ ,  non ~ altro che 
una conseguenza delle propriet~ della trasformazione complementara della su- 
perfieie pseudosferiche. 

22 caso: a < l .  Allora la (31) integrata ci d~: 

r = ~/1 - -  a ~ cash z. 

Questa curva meridiana dell'attuala superficie di ratazione So deriva dalla 

catenaria comune: r = cash z, accorciando nel rapporto costante Vl - -  a * le 
ordinate normali alla direttrice; la diremo percib la catenaria accorciata, e la 

(*) Si osservi che quando la S o ~ conforma~a a superfioie logaritmica di ro~azione la 
superficie pseudosferica S Si riduce all' ~sse e la simmetrica S 6 l'ordinaria pseudosfera. 
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superfici% generata dal rotare della curva attorno alia direttrice, il catenoide 
accorciato. 

Le formole: 

tg a = a , T = ~/i- --  a ~ senh z, 
~/1 - -  a ~ c o s h  z 

detlniscono poi il sistema di raggi ehe eolleghiamo alle deformazioni del kate- 
noide accorciato e la lunghezza T dei segmenti compresi fra So e la super- 
ficie pseudosferica S ortogonale ai raggi. 

Si osserver~ che ne] caso ]imi~e a = 0  i] catenoide accorciato degenera 
nell' ordinario catenoide e i due sistemi di raggi (diventando ~ = 0 )  coinei- 
dono in quello delle tangenti ai meridiani. Otteniamo eosl, tome caso limite, 
la soluzione data dal teorema di WmNaXRT~,~ nelle evolute delle superficie 
pseudosferich% eio~ helle superficie applicabili sul catenoide. 

3. ° caso: a ~ 1. La curva meridiana sara allora la seguente: 

r = ~a~ - -  1 senh z ; 

diremo per brevifft la corrispondente superficie di rotazione il sinusoide iper- 
bolico. 

• Cosi adunque abbiamo trovato ire distinti tipi di superficie di rotazione So, 
che d~nno tutte le soluzioni del problema [A], quando la superficie S nor- 
mate ai raggi debba rimanere a curvatura costante negativa. 

CAPITOLO II. 

La corrispondenza fra i punti  della superficie riflettente So e quelli 

delle superficie 8, S normali  ai raggi  della congruenza incidente 
e della riflessa. 

§ 8 .  

CORRIBPONDENZA DELLE LINEE D1 CURVATURA SOPRA ~ ~. 

Nelle rieerehe seguenti, per esprimerci con maggiore breviti~ indiche- 
remo col nome d i  superficie fondamentale di rotazione una qualunque delle 
sei superficie di rotazione che abbiamo incontrato helle ricerehe del Cap. I 
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e eio~: il paraboloide, l'ellissoide allungato, l'iperboloide a due fald% la su- 
perfieie logaritmica, il eatenoide aecoreiato ed il sinusoide iperbolico. A cia- 
scuna superfieie fondamentale So (o applicabile sovra di essa) sono eol]egate, 
come si ~ visto due congruenz% perfettamente determinate di raggi, rifiesse 
l'una dell'ultra, che in ogni deformazione di So si conservano sempre normali 
a due superfieie minime S~ S se So ~ il paraboloide, ovvero a due superfieie S~ S 
colla medesima eurvatura costante negli altri cinque cast. Una qualunque 
delle, due dette eongruenze si didt la congruenza associata alla superfieie 
fondamentale ehes i  considera. 

Ora osserviamo ehe~ dalla generazione geometrica stessa di S, S, viene 
stabilita una corrispondenza fra i punti Mo della superficie riflettente So e 
quelli M, 3 /de l la  S o S~ ova i due raggi incidente e riflesso, useenti da Mo, 

rispettivamente le incontrano. I due punti M, M giacciono simmetricamente 
rispetto al piano tangente in 31//o di So; per signifieare brevemente questo 

fatto dircmo che: le due superficie S, S sono simmetriche l'una dell'altra 
ris~etto alla superficie riflettente So. 

Pel seguito del nostro studio i~ indispensabile conoscere le propriefft di 
queste corrispondenze o not ci proponiamo di condurre la rieerea in guisa 
da riconoseere in part tempo tutti i cast in cut ha luogo la propriet~ in con- 
siderazione. 

Una prima ed importante propriet~ della corrispondenza fra i punti di 

S~ S = si ha nel teorema: 
a) Sulle due superficie S, S normali rispettivamente ai raggi inci- 

denti ed ai riflessi si corrispondono le linee di curvatura. 
La dimostriamo risolvendo il problema generale seguente: 
Una congruenza normale di raggi si deforma flettendo la superficie So 

di partenza. Ouale condizione deve verificarsi affinch~ le sviluppabili della 
congruenza si mantengano per riflessione sulla So, in tutte le sue defor- 
mazioni? 

h tale seopo utilizziamo il noto teorema di Dvw~ (*), secondo il quale 
le sviluppabili della congruenza normale si mantengono per riflessione allora 
soltanto quando le linee da esse traeeiate sulla superficie d'incidenza formano 
un sistema eoniugato. O r a l '  equazione differenziale delle sviluppabili della 

(•) V. DA.RBOUX, Legons, T. II, p. 286. 
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eongruenza, nelle' notazioni del Cap. I, si serive (*): 

( fE '  -- e F') du' + (g E ~ e G') du dv + (g F'  - -  f G') d v' ~ O; 

esse traceiano sopra So un sistema eoniugato quando si verifichi la condizione: 

D o ( g F ' - - f G ' ) + D ' o ( e G ' - - g E ' ) + D " o ( f E ' - - e F ' ) = O .  (1) 

:Nel caso attuale di una congruenza normale (f---f'), i tre binomii che 
moltiplieano nella (I) rispettivamente Do, D'o, D"o, hanno secondo le formole 
fondamentali del § 1, le espressioni seguenti: 

 oo.o V o 
eO' - -gE '=- - t ( -G-°  ~o  + ~ u  +v 'E°senzl ,  VEo Ou ~]~oo ] . M ,  

f E ' - - e F ' = - - q E ° s e n ' t  V~o -kN--~ ov ).31. 

Se le sostituhmo nella (1), dobbiamo osservare ehe l a  soppressione del 
fattore M comune ai tre termini sopprime attualmente un'effettiva soluzione 
del problema, pereh~ ~ facile vedere che nel easo della congruenza normale 
del § 2 le sviluppabili si mantengono per riflessione sulla superficie svilup- 
pabile So di partenza. E infatti le equazioni differenziali di queste sviluppa- 
bill sono (§ 2): 

Dodu+ D'odv-----O 

Do d v -- D'o sen ~ a d u = O. 

e per la eongruenza riflessa, ehe si ottiene cangiando : in - - a ,  rimangono 
le stesse. 

Cereando ora le altre soluzioni del problema, seriviamo la (1), liberata 
fattore M: 

DoVGo-~o+j-~v --D' .  V~ ~o "~Vu + 

+ ~ ] ~ s e n a  = - _ _  (VZo 
-- ~]E sen a D". (senq(~o-~'° _ t _ _ _  

sen ~D"ol 

/I- 
j=o. 

(*) Lezioni, pag. 252 formola (C). 
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Per esprimere che questa ~ soddisfatta in tutte le flessioni di So, pro- 
cediamo al solito moltiplicando]a per D O e sostituendo D'~ -[- Ko Eo Go a D O D"o; 
otteniamo cosi : 

DXqGo ~ o + ~  --DoD'ofG-o - ~ o + ~  - 

- -D'o~/Eosen~ g-E-o Ou qGo (D"o+KoEoGo) -- 

--qF~°sena(P'X+K°E°O°)[sen¢D'°~ ~ o  + e°s¢0V--~°°I~G: 0v ):-=0" 

Questa, dovendo essere un'identit~ in Do, D'o, si scinde helle t re :  

~--0, ~ / E ° - - O ,  senqcos~---~--/---l- ~/Oo=O, 
~v 0v 

da cui integrando e disponendo convenientemente dei parametri u, v~ abbiamo: 

= 1,  c o t  

La nostra superfieie So ~ dunque necessariamente applicabite sopra una 
superfieie di rotazione d'elemento lineare: 

d s~o = du* + r' d v', 
e si ha evidentemente: 

r = k cot ¢ (k eostante). 

Ed ora se osserviamo che il eas% considerato a part% della eongrnenza 
normale dal § 2 rientra in questo generale, poich?~ allora r e ¢ sono costanti, 
potremo enuneiare il risultato: 

A/finch~. le sviluppabili di una congruenza normale C si conservino per 
riflessione sulla superficie di partenza So, in tutte le flessioni della super- 
ficie d'incidenza So, ~ necessario e sufficiente che questa sia applicabile sopra 
una superficie di rotazione e i raggi di C siano condotti normalmente alle 
deformate dei paraUeli ed inclinati sulla superficie, di un angolo ~ che sod- 
disfi alla condizione : 

r tg ~ ~ cost, 

indicando r il raggio del parallelo. 
In tutte le congruenze associate alle sei superficie fondamentali la con- 

dizione ora scritta b soddisfatta; ne risulta quindi, come easo particolare, il 
teorema a) emmciato al prineipio. 

Annali eli Malematica, Sevie I[[, tomo III. 29 
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§9. 

CORRISPONDENZA DELLE ASSINTOTICtIE SOPRA. S 7 S. 

Vogliamo ora dimostrare in seeondo luogo the sulle due supert~cie S, ~' 
ad area minima o a curvatura costante, derivate da una superflcie So appli- 
cabi]e sopra una delle sei fondamentali, si ~orrispondono altres] le linee as- 
sintotiche reali od immaginarie (*). Diinostreremo anzi di pih che questa.(a 
differenza di quella del paragrafo preeedente) 5 una propriet~ caratteristica 
delle congruenze assdciate alle sei superficie fondamentali~ qlmndo si trascm'i 
il caso delle congruenze normali del § 2~ che del resto pub riguardarsi come 
contenuto nel generale. Proponiamoci dunque di risolveve in generale il pro- 
blema seguente : 

Una congruenza ~wrmale C si deforma flettendo la superficie So di par- 

tenza e si considerano due superficie S~ S orloyonali ri,~petlivamente ai raggi 
incidetdi ed ai riflessi e simmetrirt~e rispetto alla superficie riflettente S~. 
Quando aecadr& che~ in tulle le flessioni della superficie d'incidenza So~ si 
corrispondano sopra S~ ~ le tinee assintoticlae (i sistemi coniugati)? 

:Per compiere la nostra ricerca osserviamo che~ ritenendo per la super- 
fieie S tulle le notazioni del § 3~ avremo le formule corrispondenti per la 

simmetrica S solo che si cangi ~ in --z~ cib che per la formola: 

fCOS H~ T - - - - C ~  ~d 

t t ! non fa cangiare T. Indicando adunque con E ,  F ~ G ~ e~ f~ g le quantit~t 

che per ]a S sono le anatoghe di: 

E '  F '  G', e, f, g, 

ne dedurremo le espressioni dalle (5), (5*) § 1 cangiandovi z in -- z. I coefficienfi : 

D ~ D ' , D "  
• 

per ]a S avranno quindi, per le (12") § 3, le espressioni: 

- -  ]) ~- T E-' ~- e--, - -  D-W= T F--' + t~ - -  -D'--' ~ -  T G' + g. 

(*) Ia quest?ultimo caso (quando cio~ S, S sono a curva~ur~ costante positiva) per 
esprimere l~ propriet£ sotto forma reale baster£ pavlare invece della conservazione dei 
siste;;d co;dugati. 



delle superficie a curvatura costante. 219 

Per esprimere ehe sopra S, S si corrispondono le linee assintotiehe (i 
sistemi coniugati), abbiamo le proporzioni: 

D D' D" 

ossia te due equaz;oni seguenti: 

T'(E'I~'--E--TF)+ T ( e F - - ' - - e F ' + f E ' - - f E ' ~ ) + ( e f - - - e f ) = O  t (2) 

T~(E'--O ' .- E -= G )+  T (e g--=--eg ' + ~ E'--g-E') + ( e g - - e g )  =0 .  

Ora se deeomponiamo le espressioni di E' ,  F ' ,  e, f, g, date dalle (5), (5*) 
{} 1, ciaseuna in due parti, l 'una pari l 'altra dispari rispetto a % abbiamo: 

F'-~ItD°D'°Eo -}-~aua~{'; Go ~]EoGo~C°s*o aVEooaVGool_}_~v au  

+Sl)oaZ_4_D'oaZ D'o sen z cos ¢ a ~/Uoo + D"o sen z cos z a ~Eo I 

G'= tlEo + ~ v ]  
sen ~ ~ D"~, + 

j'D'o a 

(cos * a q~o 
+,~-E: a~Yl + 

D"o sen, cos, ~ ~-qG° t 
q No Go v u 

* a ~/Eo D 'o  s e n  e = - -  qFSo sen  : ~ - -  Do sen  , ,  f :  - c o s ,  a ~ -  *, 

cos, q~o ~ V~ D"o sen *, 
"q--~ \iE--o ~u - -  

e le espressioni di E,  F', G', e, f, g si dedurranno da queste ogni 
cangiando di segno alla parte impari. 

Si osservi ora che ogni eoefficiente netle (2) ha la forma: 

volta 
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constando si ~ ehe /3 d'una parte pari the diciamo rispettivamente a,,/3,,  e 
di una parte impari ~.,, t3, taleh~: 

Dopo queste osservazioni, eale(,lando per disteso la prima delle (2) si 
trova l'equazione seguente: 

-}-sen*aD'°D"°Go ~/~-----~oe°S' a 0 l / ~  a__~/Go~ov au ]-- [Da_Eo_~au ){0~' _{ sen' ~ D',]Go ~- 

m 

+~Ta~ ~7 ~ J ~ / ~ a  ~+ - 
D'o sen z cos ~ ~ ~/Go 

: + 
~,/Eo Go ~ u 

" D(Eo)/ ~ 'Do ~z ' a z _jr_ D o sen ~ cos ~ (~/~o - Do _ 
Go ~ v + T \/Eo sen z ~-~ ~ v -]- ~Eo 0 u 

. . . . .  D'o sen ~ cos : ~\'Go + D"o sen ~eosz ~ ~/Eo~ TDo sen ~(D_o 1)'o 4- 
X'Zo Go a u Go a v ) ~, Eo 

m 

~5~v Go ~,~EoGo ~v ~ u ' ]  ~ T D o s e n ~  + 

{~z~ sen ~zD'o ~ c o s ~ \ E o  - - 2 T c o s ~  - + 
+I~7;~ + Go +,,,Go a~ -aT-- a,, 

_[_ D'o sen z cos z ~ ~/ro~ ~ ~,/'Eo 
Go ~v } + D o s e n z c o s z  ~ D'o ~ Eosen~z ~ z -~u =- O. 

Moltiplichiamo la precedente per Do e sostituiamo al solito D'g + Ko E, Go 
at prodotto Do D"o. Basra eguagliare a zer% nell'equazione che risulta e che 
deve essere un'identit~ in D~ D'o~ il coemciente di D~ per dedurne: 

3x~Eo ==0,  
Ov 

indi --0 ~ ~_ 0 e potremo dunque fare: Ov 
Eo = 1, , = ~ (u). 
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Dope di cib l 'equazione sopra seritta, soppresso il fattore D'0 comune a 
tutti i termini, diventa: 

sen¢cos¢~  '~o) s e l l ' ~ / ,  sen¢cosz~\,~Go~ 

+ 2 z' sen' z Ko - -  z'~ ( 4  sen ~ cos a ~ <Got l 

+ T 2 :'~ sen ~ -- _ Ko sen s z -- ~;' setd ¢; ----- 0. 
\ Go ~ u 

Questa, ci dimostra che deve aversi :  

~, + sen ~_____ cos__¢ ~ qG____o _ _  O, 

onde si conclude al solid,  cangiando il parametro v:  

k' Go ~-- cot z 
indi: 

d s~ = d u ~ -l- coF" ~ d v ~ ; 

dopo di cib la precedente diviene:  

2 ~' (z" - -  3 cot z .  z'~) T* + sen ~s (5 cot ~.  z'~ - -  ~") T --  z' sen ~ cos z = 0. (3) 

D'altrondc anche la seconda delle (2) porta, come subito si verifiea, a 
questa medesima equazione (3), the si tratter~ dunque di soddisfare insieme 
all'altra : 

T'  + cos o = 0. (4) 

Lasciamo da parte il case 4 =  0 eve la (3) 5 identicamente verificata, 
cib che del resto b evidente geometricamente perch~ allora siamo nel case 

del § 2 e sulle due superficie sviluppabili S, S si eorrispondono le genera- 
trici fra lore (e a quelle di So). 

Il discriminante dell 'equazione di 2 ° grade (3) in T b il quadrate di: 
t ;  a s e n = - - = ' ~ e o s %  

onde troviamo per T l'uno o l'altro dei due valori: 

i ~ -  Sel l  
, , (5)  

G' COS 
T = 3 cot ~ ~"~ - -  4 "  (6) 
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1%1 primo caso la (4) ci dh, subito: 
, i  n ) ~ ; . , C O t ~  a '~ (* • ) 

e il calcolo stesso del § 4 ci dimostra che la So ~ applicabile sul paraboloide 
di rota~,ione e ]a congruenza C ~ una delle due associate• 

Quando si abbia pot la (6), basra ricordare il calcolo eseguito al § 5 
sull'identica equazione ivi segnata (25) per dedurne c h e s i  avr~: 

3 cot z .  a '2 - -  a" ~ c sen s a cos % 

(con c eostante)~ indi: 

e :  

G ! 
T ~  ~ 

C S e l l  a 

q'2 1 

c e sen6 ~ c s e n  2 

essendo A una nuova costante. :Ne segue c h e l a  superficie So ~ applicabile 
sopra una delle cinque ultime superficie fondamentali e la congruenza C coin- 
tide con una delle eongruenze associate. 

A, bbiamo dunque il teorema: 
Se deformando comunque la superficie S~ di partenza di una congruenza 

normale C avviene che sopra due certe superficie S, S ortogonali rispeltiva- 
mente ai raggi della congruenza C e della sua riflessa sopra So e simme- 
b'iche rispetto a questa, si corrispondano le linee assintotiche, la superficie So 
sarh applicabile sopra una deUe set fondamentali e le due congruenze sa- 
ranno quelle associate. 

§ I 0 .  

CORRISPOI~DENZA DELLE ASSI~TOTICIIE SOPRA So~ ~- 

Ricerchiamo ora se pub avvenire che, deformando comunque ia super- 
ficie So di partenza di una congruenza C di raggi normali ad una superfi- 
'cie S, abbia sempre luogo la corrispondenza delle assintotiche sopra So, S. 

Perch~ cib avvenga dovranno sussistere, in tutte le flessioni di So, le 
proporzioni : 

D D' D" 
= - F ;  = 

(-~) Si osservi clm in questo caso; ed in questo so]tanto, l~ (3) scende al 1 ° grado in T. 
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ovvero, per le (12") § 3, le due equazioni: 

T ( E ' D ' o - - F ' D o )  + e D ' o - - f D o - - - - - 0 ,  ! 

T(G'  D ' o - - F ' D " o ) + g D ' o - - f D " o = O .  ! 
(7) 

(sen2_/)'o 
+ T \  \Go -[ 

+ ~,/Go Do sen a D'o _[_ 

La prima di queste, sosfituendo i valori effettivi (5), (5*) § 1, diventa: 

t (   ;+(sono o oos  l 
r , o  " ° +  ~ ~:~o- + - - 

( a°)  .o a~l( . 'o+~ + 
- ~Do ~oo + a,, l  WEo 

eosa a ~,/Eol. [Do cos ~ a ,, Go lsen~ . 
x'G7 -~-~v l t i~Eo ~,, ~ x Uoo (P,~ + IioEo Go) -I- 

~'Eo sen ~ D'o -,' Eo + ~ = 0 ; 

questa deve al solito essere identica in Do, D'o. Eguagliando a zero il coef- 

" ~ ~' ~v'E° 0 e fatto quindi, come ~ lecito, ficiente di D~ si ha ~ = 0 indi c~----~----- 

E,  = 1 la precedente, divisa per D'o, si cangia nell 'attra: 

T I z ' 2 - - K . , s e n ' z  + ( ~ ' +  sen¢cosz ~_~_G--~I D ! z'sen ~. 
~Go au ] o; = 

Dobbiamo dunque avere:  

s e l l ~ C O S Z  ~ \ G  O 

~/G- ~ a u = 0,  

onde risulta che posslamo fare nuovamente: 

\,'Go = cot ¢, 

dope di che, supposto ~' =,=' 0, avremo: 
t 

T = ~ cos ~, 
3 c o t  ¢ ¢'~ - -  ~"  

Anehe la seconda delle (7) risulta eos'l soddisfatta e, poich~ l'equazione 
ora ottenuta coincide co]la (6) del paragrafo precedente, valgono natural- 
mente le medesime conclusioni. Quanto al caso escluso ~ ' =  0~ esso corri- 
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sponde al solito alle congruenze normali del § 2 the dhnno, come ~ gih stato 
osservato al paragrafo precedente, una soluzione dell 'attuale problema. 

Si ha dunque il teorema:  Se deformando comunque la superficie So di 
parlenza di una congruenza C normale ad una superficie S~ ha sempre luogo 
la corrispondenza delle assinlotiche fra So e S 2 dovrh la So essere applica- 
bile sopra una delle cinque ultime (*) superficie fondamentali e la congruenza 
sat& una delle due associate, mentre la S sarh a curvatura costante. Inten- 
diamo incluso in questo teorema generale il caso del § 2 o~e S0 e S sono 
sviluppabili e le generatrici  si corrispondono. 

La proprietY., gi~. dimostrata at paragrafo precedente, the sul]e due su- 

perfieie S, :S a curvatura costal)re, simmetriche rispetto alia riflettente So, 
si corrispondono le assintotiehe ~egue cos). nuovamente.  Ma la proposizione 
attuale ci dimostra di pib. il t eorema:  

Gli archi corrispondenti di assintotiche sopra S ,  S hanno eguale lun- 
gbezza. 

E invero l 'elemento lineare della S ~ dato, per le (12") § 3, da :  

d s ~ = ( ~  T D + T e ~ Eo sen ~ ~) d u-" -{-- 

÷ 2 ' ( - -  T D ' ~  T f )  d u d v 4 - ( - -  T D " +  Tg-+- Go) dr"-, 

e siceome lungo le assintotiche si h a :  

D d u ' ~ - 2 D '  d u d v  + D" dv'---O, 

il quadrato del loro clemento d'arco sariS: 

d s: ~ T (e d u ~ ~ 2 f d  u d v ~ g d v') ~ 1~,~ sen ~ ; d u: + G,, d v'. 

Cangiando z in - -  ~, si avrh l 'elemento d'areo d s delle assintotiche di S, 
onde : 

t/-s "~ -= T (ed  u' -~ 2 f d  u d v -+- g d v"-) + Eo sen' z d u'  + Go d v"-. 

Dalle formole (5*) § 1 risu]ta quindi:  

d s ' - -  d s' ----- 2 T sen : (Do d u"- -~ 2 D'o d u d v -~ D"o d v'), 

cib che per l 'attuale proporzionalith di D,,, D'o, D"o a D, D', D" dimostra 
il teorema. 

(*) Era a priori evidonte ehe il paraboloide di CxUICHAR, D non potew dare una solu- 
zione dell'attuale problema, le sue assintotiehe essendo immaginarie mentre sulla. S', ehe 
6 ad area. minima, sono inveee reali. 
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Si osserverh the questa propriet~ della conservazione non solo delle as- 

sintotiche sopra S, S, ma anche dei loro archi corrispondenti, distingue il 
caso delle superfieie a curvatura costante da quello delle superficie minime; 
poich~ dalla equazione precedent.e, che vale per gli archi di assintotiehe, se 
si suppone : 

d s' = d s ~, 

ne segue inversamente la proporzione: 

Do : D'o : D"o = D : D' : D". 

Un ~ltimo corollario del nostro teorema merita di essere rilevato. Sup- 
pongasi  di conoscere una superfieie So applicabile sopra una qualunque delle 
cinque ultime superficie fondamentali. Con quadrature si troveranno le con- 

gruenze associate e le corrispondenti superfieie S, S e con quadrature altres~ 
si otterranno le loro linee assintotiche (*) quindi quelle di So. Dunque: nota 
una superficie So applicabile sopra una delle cinque ultime superficie fonda- 
mentali di rotazione~ l'equazione differenziale delle sue linee assintotiche si 
integra con quadrature. 

CAPITOLO III. 

Le nuove trasformazioni  delle superficie a curva tura  costante.  

§ 11. 

~ONSIDERAZIONI PRELIMINARI. 

:Nei teoremi di GUm~ARD, e negli altri stabiliti al Cap. I, si supponeva 
data la superficie riflettente S0, applicabile sopra una delle sei superficie fon- 
damentali di rotazione, e se ne deducevano (con soli calcoli di quadrature) 

le due congruenze associate, indi le due superficie S, S simmetriche rispetto 
alla $o e normali rispettivamente ai raggi delle due eongruenze ineidente e 

riflessa; queste due superficie S, S risultavano ad area minima nel caso del 
paraboloide, e colla medesima curvatura costante nei rimanenti. Importa ora 

(*) Lezioni, pag. 235. 
Annali di Matematica, Serie III, tomo IIL 30 
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procedere~ in certo modo 7 alla inversio~e di questi teoremi e~ supponendo data 
comunque una superfieie S a d  area minima~ o a curvatura costante~ doman- 
dare se per la eongruenza C delle normali di S pub sempre scegliersi una 
tale superficie So di partenza che questa risulti applicabile sopra una de]le 
set superficie fondamentali e la congruenza C sia una delle due associate a 
So (Cfr. § 8). Troveremo che la risposta ~ sempre affermativa ed anzi si 
vedr~ di pib. (ed ~ questo per not un risultato della massima importanza) ehe, 
data la superficie S~ la riflettente So non ne risulta determinata~ ma pub 
scegliersi ad arbitrio in una tripla infinit~ di superficie. 

Siccome poi~ fissata la superficie riflettente So~ ]a simmetrica S di S rap- 
porto a So viene ad essere come S a d  area minima~ ovvero ha la medesima 
curvatura costante di $7 cosi vediamo come: dai teoremi di GUIC~ARD sca- 
~urisce un metodo r e a | e  di trasformazione per le sz~perficie d'area minima 
e per quelle a curvatura costante positiva o negativa. Sviluppare la teoria di 
queste trasformazloni~ studiarne in t)articolare le relazioni co]le trasforma- 
zioni gi~ note ~ lo scopo delle ricerehe seg'uenti. Perb~ per le ragioni gih 
addotte nella prefazione, lasceremo qui completamente da parte il caso delle 
superficie S a d  area minima. Supponiamo adunque data una superficie S a 
curvatura costante K positiva o negativa e facciamo per semplieit~ b secondo 
il easo, K ~  + I ovvero K ~ - -  1. Sulla normale ad S in ogni suo punto M 
portiam% a partire dal piede M 7 un segmento: 

M M o = T ,  

ore T sar~ una eonveniente funzione delle coordinate curvilinee (u 7 v) di M; 
si tratter~ di determinare T in funzione d i u  7 v in guisa e h e l a  superficie So 
luogo dell'estremo 3/o risulti app]icabile sopra una delle cinque ultime super-. 
fieie fondamenta]i di rotazione e ]a congruenza C delle normali di S costi- 
tuisea~ per la superficie So~ una delle due congruenze associate. 

Baster~ al nostro scopo tradurre in calcolo le due propriet~ seguenti che 
le rieerche dei precedenti Capitoli ci hanno dimostrato dover aver luogo: 

1. ° ll segmento T di normale della S compreso fra S e So deve es- 
sere legato all'ango]o : d'inctinazione del segmento sopra So dalla formo]a: 

1 
_____ _ _ ,  

T ~ ~ 1 -{- c sen ~ 

che risu]ta dal paragonare ]e due (27)7 (28) § 57 il segno superiore va]endo 
con K ~ + 1~ l'inferiore con K = = -  1. 
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2. 0 Alle linee di curvatura di S deve corrispondere sopra So un si- 
sterna coniugato. 

Troveremo cosl per la nostra funzione ineognita T(u~ v) un sistema di 
due equazioni simultanee alle derivate parziali l 'una del 12, ral tra del 2. ° or- 
dine le quali esprimono, come si vedr~, tutte le eondizioni neeessarie e suf- 
fieienti a cui T deve soddisfare, ore si eceettui un caso semplice e privo di 
interesse. D'altronde si riseontrerh che il detto sistema ~ illimitatamente in- 
tegrabile di guisa c h e l a  soluzione pih generale T conterrh~ oltre c~ due 
nuove costanti arbitrarie di integrazione. Per tal modo si troveranno le for- 
mole per la nostra trasformazione e si dimostrer~ di pih the della superficie 
trasformata S si pub fissare ad arbitrio un punto _~I corrispondente ad un 
dato punto M di S ed il piano tangente in M~ purch~ le due normali in 
M~ M ai due piani tangenti di S~ -S si incontrino in un punto Mo equidi. 
stante da M~ _M ; con cib la S sar~ perfettamente determinata. 

Deseritto il meiodo generale che terremo nei paragrafi seguenti~ pas- 
siamo ai ealcoli effettivi~ eomineiando dal caso di una superfieie S a curva- 
tura positiva K = ~ 1. 

§ 12. 

CASO DI UNA SUPERFICIE ~ A CURVATURA POSITIVA K = + I .  

Riferendo la S alle sue lince di curvatura (u, v), potremo dare all'ele- 
mento lineare di S la forma (*): 

d s ~ : senh ~ ~ d u ~ ~ cosh ~ ~ d v~ (1) 

dove ~ ~ una soluzione dell'equazione a derivate parziali: 

~u ~0 ~ ~ A- senh 0 cosh ~ = 0~ (2) 

e i raggi principali di curvatura r , ,  r~ di S saranno: 

r, = coth e~ r~ = tgh e. (3) 

(e.) L3zioni, p~g. 446. 
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Ritenendo le solite notazioni del § 1, avremo le formole fondamentali: 

bx bx  
= - -  = eosh a X~ u senh ~ X~ ~ v 

X~ 30  ~ X., ~ 0 ~ X8 _ eosh 0 X~ ~- ' 7= - -~ - ;o  X ~ - c ° s h e X ~ '  -~'~u'-~ ~--~X,, ~u 

3X~ ~ 0 X ~  ~ ~X~ t30 ~ X3 = s e n h  ~X2 ~ v = ~u ~ v - ~ - -  Ou X~ - senh O X3 ~ O--v " 

Staceando sopra ogni normale di S~ a partire da M-----(x~ y~ z) il segmento: 

)1/M0 = T, 

le coordinate xo~ Yo~ Zo dell'estremo Mo saranno: 

X o = x +  T X 3 ,  y o = y +  T Y ~ ,  Z o = : z +  T Z ~ ,  

e derivando otterremo, per le (4): 

3T 
xo = (senh ~ + T cosh ~) Xl + ~'u 2(3 ~u 

TX3 xo = (eosh 0 + T senh ~) X~ -~- -~v ' 3v 

colle analoghe per y,,, zo. Indicando con Xo~ Yo, Zo i coseni 
della normale alla So e ponendo per brevit?~: 

~ T '  . I o,h  + p' = (eosh ~ + T senh ~)~ ~-~u] --1- 6) ~ -t- 

+ (cosh ~ + T senh ~)~ (senh ~ + T eosh t~) ~, 

avremo dalle (5): 

p Xo = (cosh ~ + T senh t~) (senh t~ -{- T eosh ~) X~ --  

--  (cosh ~ -}- Tsenh ~) a T X~ - -  (senh 0 + T cosh 0) ~ T X 

e analoghe per Yo, Zo. Di qui, essendo ~ l 'angolo d'inclinazione 
mento MMo sopra So, si trova: 

sen ~ ~-- Xo X~ + Yo Ys + Z0 Zs = (eosh 0 + Tsenh 0) (senh 0 4 Teosh 0), 

e poieh~, per le (¢¢) § 11~ dobbiamo avere: 

1 
- c ( T  - -  1 ) ,  

s e l l  ~ q 

(5) 

di direzione 

del seg- 

( 4 )  
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ne risulta intanto che T dow'~ soddisfare l'equazione a derivate parziali del 
1.° ordine : 

t (3 Tt', 1 (3 T f .  
(senh 0 + Tcosh 0)~\~-u -) -t" (cosh 0 q - ~ T s e n h 0 )  ~ ~ -t- 1 = c (T: - -  1). (I) 

Si noti ehe l a  costante c pub avere un valore arbitrario, pureh~ sia 
c ( c + l ) > 0  (Cf. § 6); dalla (I) si vede che per c > 0  sara, T ~ > I  e in- 
veee per c < 0  avremo T ~ <  1. 

Esprimiamo ora inoltre~ secondo quanto abbiamo detto al § 11~ che 
sulla So il sistema (u, v) deve essere un sistema coniugato; dovr~ percib an- 
nullarsi il determinante: 

~ Xo 33 Yo ~ zo 
3 u ~ v  ~ u 3 v  3 u 3 v  

~ Xo 3 yo 9 zo 
3u  ~u 3u 

3 xo ~ Yo 3 zo 
~ v  3v 3v 

Ma dalle (5), avendo riguardo alle (4), si trae: 

b~ Xo _-- (cosh 9 + T senh 9) ~v + cosh 9 ~ X, -[- 
3u 3v 

+ t ( s e n h g + T c o s h g )  30 3T  I " 3~T X,; + senh 9 ~ X~ + 3 u 3-----~ 

per cib la detta condizione si traduce nell'annullarsi del determinante: 

(eosh $ q- Tsenh 9) 3 0 ~ 3 ~vv + cosh 9 (senh 9 + T cosh 9) ~3 0 -4- senh 9 3 uT 

senh e + T cosh 0 0 

0 cosh ~ + T senh 

ossia nella equazione del 2. o ordine (*): 

3~T = (  senh0 cosh0 1 3 T 3 T  i 
O u 3 v  l, cosh6-~ Tsenh0-[- senh0~-~cosh0] 3u 3v --t- 

cosh0 + Tsenh0 ~0 0 T senh0 + Tcosh0 3 0 3 T 
+ senh0 + Tcosh0 3v ~u -4- cosh0 -¢- Tsenh0 3---u 3---v " ] 

~ T 
9 u 3 v  

9 T  
~u 

9 T  
Ov 

(it) 

(*) Si noti che non pub essere hullo alcuno dei binomii senh 0 + Tcosh 0, cosh 0 + Tsenh 0 
ch6 allora la S o sarebbe una delle falde dell'evoluta di S (caso e8cluso). 
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Queste due equazioni (I), (II) ,  eui 7' deve saddisfare, formano appunto 
il sistema di eui ~ parola al § 11. Esso, coma era dimostreremo, b illimita. 
tamente integrabile (*), siechb la soluzione T pih generale eontiene,  oltre c, 
due costanti arbitrarie. 

§ 13. 

ILLImWAT.~ INTEaRAmr,IT~, DEL SlSWEMX (I), (II). 

Per  dimostrare le asserite proprietY, del sistema simultaneo (I), (II) co- 
mineiamo dal derivare la (I) una volta rispetto ad u~ una seeonda rapporto 

3: T 
a v e sosfituendovi per 9u ~v 

le due derivate seconde:  

- - - -  il valore date dalla (II),  

92 T ~ T 

ne trarremo anche 

espresse per ]e derivate prime e per T. 
Riunendovi anche la (II) stessa, otterremo il sistema seguente:  

= cosh 0 -+- T senh 0 a 0 a T senh0 + T cosh 0 30  a T ,  + 
senh0 + Tcash0 a u  au cosh0 + Tsenh0 3v av 

cash 0 (gTt* cosh 0 (sanh 0 + T cosh 0)[9 Tx ~ 
-t- s e n h 0 +  TcoshOl, au] ( c a s h 0 +  Tsenh0) '  ~-~v) + c T ( s e n h ~ +  Tc°sh~)~- 

' ( senh0 cash0 ~ g T a T  cosh0 + Tsenh0 90 a T  
-v~-~coshi-~TTsenh0 -[- senh(~ ~ ~/'--cash 6} ~u 9v [- senh0 -t- Tcosh0 ~v -~u -[- 

s e n h 0 + 2 ' c o s h 0 3 0 3 T  
+ c o s h 0 + T s e n h 0 ~ u  ~v 

c o s h 0 +  Tsenh0 ~0 ~T s e n h 0 + T c o s h 0 9 0  DT 
=--senh0+Tcosh09u~u ~ - c a s h 0 + T s e n h 0 3 v  9v 

(*) 1~ ben note che due equazioni simul~anee alle derivate parziali con due variabili 
indipendenti ed una funzione incognita, l'una del 1. ° l'altra del 2. ° ordine, possono avere 
al masshno una soluzione comune contenente due costanti arbitrarie e allora il sis~;ema 
dicesi illimitatamente integrabile. 1Naturalmente qui si esclude il case che la seconda 
equazione sia una eonseguenza della prima, ch6 allora tutte le sotuzioni della prima lo 
sono anehe della seconda. 

ClII) 
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Queste equazioni (]II), pel modo con eui le abbiamo dedotte, sono dunque 
eonseguenze delle (I), (lI). Siecome perb hello stabilire p. e. la prima delle (III) 

S T  
abbiamo derivato la (I) rapporto ad u e diviso i, oi per ~ ,  cosl abbiamo 

taeitamente supposto che non sia: 

~ T  S T  
- - ~  Go Su - - 0 '  n~ Ov 

Ora questi casi possono darsi effettivamente; ma ]a loro trattazione di- 
retta ~ cosi ovvia che non importa tenerne conto. E invero se si suppone 

S T  S T  -----=:-0~ dovrh sueeedere, per la (I[~: ehe si abbla o ~ = 0 o per es. Sv 

S0 ~ 0. La prima coma pub darsi solo per T costante ed egual% per la (I), 
Sv 

a l l +  1 -~ ; ma non vi eorrisponde aleuna soluzione del nostro problema pereh~ 

nelle relazioni studiate fra la superfieie S0, applieabile sopra una delle einque 

fondamentali~ e le superlleie a eurvatura eostante S, S m a i  non avviene ehe T 
SO 

sla eostante. L'altro easo ~ ----- 0 porta ehe 0 e T siano funzioni della sola u 

e perei5 tanto S quanto So hanno la forma di superfieie di rotazione. Si ot- 
tengono tutte ]e soluzioni eorrispondenti assumendo per So una superfieie di 
rotazione fra le ~ deformate dell'ellissoide e dell'iperboloide e applieando la 
eostruzione dei teoremi di GUmnARD. 

Ora, se abbiamo riguardo alle (III), (I), troviamo ehe le eondizionl d'in- 
tegrabilit~ : 

s/s, rt s [s,T  
ST ~S u ' /  S u ~S u S d = 0 

risultano, in forza delle equazioni stesse, identicamente verificate. Queste ve- 
rifiche si faranno pih rapidamente, scrivendo le (III) sotto ia forma equiva- 
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lente seguent% che ei torner~t utile anche pih tardi: 

~ s e n h 0 ~ T c o s h 0 ~  ~ - - ~ v ' c o s h 0 + T s e n h 0  ~v 

( 1 OT)~--~c T(senh ~ Q- Tcosh ~), --  cosh~ cosh0-~- Tsenh0 

~,( 1 ~T) 1 ~T 1 ~T  
v senh0 -]- Tcosh0 ~u, ----senh ~. senh0 -4- Tcosh0 ~u cosh0 ~- TsenhO ~v _]t- 

_1._ t~ n 1 ~T 
~u cosh0 -~ Tsenh0 ~v 

( ~T)  1 ~ T  1 ~ T_.~_ 1 ~-~-v = cosh ~. . - -  
~-~ cosh0 + Tsenh0 scnh0 ~ Tcosh0-~z~ cosh0 + Tsenh0 ~v 

+DO I ~T 
~v senhO ~- TooshO ~u 

( ~T)  ~0 1 ~T 1 
~--v Cosh0-f- Tsenh0 ~~ ~-~---~--~'senh0-{-Tcosh0 ~u 

( 1 ~ T / .  
- - senh~  Senh0-~ Tcosh0 ~u - f - cT(cosh~- ] -Tsenh~) ;  

(llI*) 

bastera allora derivare la 1. ~ e 22 delle (m*), e co~ la 3. a e la 4#, rispet- 
tivamente rapporto a v e ad u e sottrarre, avendo riguardo alle (III*) stesse, 
alia (I) ed alia (2), eui soddisfa 0, e si troveranno due identitY. 

Ne risulta ehe il nostro sistema ~ illimitatamente in~egrabile e, per de- 
finire nel modo pih generale una soluzione T delle nostre equazioni, potremo 
dare ad arbitrio, per una eoppia iniziale (UoVo) di valori delle variabili, i 
valori di:  

T, ~ T 3 T 

purchb legati Ira loro dalle (I). 1~ chiaro poi che, se non fissiamo a priori il 
valore della eostante c, potremo prendere affatto ad arbitrio i valori iniziali 
di T e delle sue derivate prime. 
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§ 14.  

YERIFICHE RELA]IYE ALLA SUPERFICIE RIFLETTENTE ~o. 

Immaginiamo scelta per T u n a  determinata soluzione del sistema diffe- 
renziale (I)~ (III)~ e considerando ]a superficie So luogo degli estremi dei seg- 
menti T~ staccati sulla normale di 5'~ andiamo a ~erificare the la So sar'~ 
applicabile sull'ellissoide allungato o sull'iperboloide di rotazione a due falde 
di semi-asse principale = I e c h e l a  congruenza delle normali di S sar~ una 
delle due associate a So, secondo il teorema di Guicm~aD. 

Giova nelle nostre verifiche tener presente l'equazione seguent% che 
una immediata conseguenza delle fondamentali (I)~ (III*): 

~ l 1 c~sh0-[ -Tsenh00T 1 , 
~--c c ( T  2 -  1)--  1 " senh0 -~- Teosh0 ~u + I 

senh0 4- Tcosh0 c) T t ! (/3) 
_ a  I ¢osh0 Tsool 0 = o  _ + 

Dalle formole (5)troviamo intanto pet coefficienti dell'elemento lineare di So: 

d s~ = Eo d u' + 2 Fo d u d v -}- Go d v ~, 

le formole : Eo ---~ (senh 0 -Jr- T cosh 0)~ + ~, ~ u } ' F° ~ ~ u ~ v ' 

Go ---- (Gosh ~ q- T senh ~)' + 

indi per la (I):  
Eo Go - -  F~ ~ c (T ~ - -  1). (senh ~ + Tcosh e)~. (cosh 0 + Tsenh ~y. (6*) 

Calcoliamo ora la curvatura geodetica 1 che hanno sulla o"o le lince 

T = cost. mcdianie la formola di B0~ET (*): 

1 _ 1 o -~V - -  aii' 

aT  a r  +Oolar  + e~ ~/EoGo--F~ E°~,av] ~F°au av ~a,,) 

~- a T ~-7' f a t  ~ " 

E o t ~ v  ] , Fo ~u av q-Go ~ .; 

(6) 

(~) LezioM pag. 145. 
Annall di Matematlea, ,gerie I[[, tomo IIL 31 
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Siecome dalle (6) abbiamo: 

e9 T ~ T (senh t~ + T cosh e)~ ~ T 

~T GO~u__FOTv_~_~ T ~ T (cosh ~ -[- T senh t~) ~ • - ~  , 

+ - (s) 

---- [c T ~ - -  (c "-b 1)] • (senh e -}- T cosh ~): (cosh ~ + T senh e) ~ , 

ne dedueiamo per la (fl): 

1 - - c T  
~-~ - -  ,,/c ( T ~  - -  1 )  [c T 2 - -  (c + 1)]  (9 )  

Cib dimostra intanto che su|la So ]e linee I ' - - c o s t .  hanno curvatura 
geodetica costante. Dimostriamo ora di pih che queste ]inee sono a]tresi geo- 
deticamente parallele fra loro e cost sarh provato c h e ] a  So b applicabile 
sopra una superficie di rotazione. Invero l'equazione differenziale delle traiet- 
torte ortogonali delle T =  cost. ~ data (*) da:  

~T ~T ~T 
Eo -- Fo d u + Fo -- ¢' d v ---- O, 

ossia per ]e (7), da:  
~7' ~T 

(senh ~ + Tcosh ~) ~ -~ -  d u - -  (cosh ~ + Tsenh ~)~ - ~  d v = 0. 

Applicando l'altra formola di B o ~ T  a pag. 146 delle Lezibni~ per la 

curvatura geodetica 1 di queste linee troviamo: 
~g 

1 1 e ( T  ~ - -  1) 

Pg --  ~/Eo Go -- Fg c T'  --  (c -]- 1) ~u 

c(T" 11 
c T'-- (c -~ I) ~v = O, 

cib che dimosira l'asserto. 

Per trovare ora l'elemento Hneare della superficie di rotazione su cut So 
applicabil% l)asterh calcolar% secondo la formo]a pag. 163 delle Lezioni, 

(7) 

(*) Lezioni, pag. 65. 
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l'areo w delle geodetiche ortogonali alle linee T-~--cost. il the dh:  

f l  c ( T ' - - l ) l ) d  T. w - - =  c 7 '~ - -  (c + 

L'elemento lineare di So prenderh dunque la forma:  

. c ( T '  - -  1)  T '  ~' ( T )  d v : ,  
d s;, = c T~ - -  (c q- 1) d q- 

essendo ~ (T) una funzione della sola T~ e a causa delle (9) dovremo avere:  

ciob : 

~/ c~/ '*--(cq- l) 1 d9  c T  
c ( T ' - - I )  ~ d T ~,[c T ' - - (c  + l )]c(T'--  l) 

d log 1 3 ? _  
°T log qc '/'* - - ( c  + 1). dT  2d  

Possiamo dunque serivere:  

c (T, - -  1) 
d s~ = 

c 7'*" - -  (c -j- 1) 
d T ~ + [ c  T ' - -  (c-{- 1)] dv~,  

ovver% introdueendo l 'angolo ~ calla formola (~) § 11: 

1 
- -  = c ( T  ~ - -  1) ,  
S011 ~ 5" 

Si ha poi:  

d s~) 
d 6 2 

c sen 4 ~ (1 -]- c sen ~ a) -~- c°ts a d v[. 

d-~w] = c sen' a (1 -t- c sen ~ q), 

e il confronto di queste formole con quelle del § 6, congiunto coll 'osserva- 
zione che i segmenti T, essendo costanti lungo le linee T ~  cost. ed orto- 
gonali alla S risultano altres~_ ortogonali a queste linee sulla So, basra per 
dedurne : 

I. ° the la superficie So ~ applieabile sull'ellissoide allungato di rata- 
zione di semi-asse maggiore = 1 o sull 'iperboloide di rotazione a due falde 
di semi-asse traverso ~ 1, seeondo the  c < 0  ovvero c >  0 ;  

2. 0 e h e l a  congruenza delle normali alla S ~ una delle due asso- 
ciate a So. 

E questo ~ appunto quanto volevamo dimostrare. 
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§ 15.  

m 

LE SUPERFICIE S A CURVATURA COSTA[~TE POSITIVA TRASFORMATE. 

Ci oecuperemo pih tardi della effettiva integrazione del sistema di equa- 
zioni differenziali (I)~ (III). Supposto per ora di conoscerne una soluzione par- 
ticolare T, ne dedurremo colle formole: 

Xo--.=x+ TX~, y o = y +  TY~, Zo=Z-f-TZ~, 

la corrispondente superfieie So applicabile, come si b visto, sull'ellissoide o 
sull'iperboloide di rotazione. D'altrond% per le osservazioni fondamentali dcl 

§ 11, se costruiamo la superfieie S simmetriea di S rispetto alia So, riguar- 

data come superfieie rifiettente delle normali di S, abbiamo nella S una sc- 
conda supe,'fieie di curvatura K----A-1. Si tratta ora di serivere le formole 

effettive che dimno le coordinate del punto M mobile sopra S, eorrisponde,~te 
ad un punto M--(x, y, z) di 5'. 

Per eib osserviamo che, denotando con x,, y,, z, le coordinate del punto 
medio M, del segmento MM, il quale ha Ia direzione della normale 

(Xo, Yo, Zo) alla So e ponendo MM, ,= A, avremo: 

x , = z + A X o ,  y,--=-y-I-AYo, z , = z + A Z o .  

Ma si ha (§ 12): 

_ 1 1 ~ I'X, ~ 
senhO-4- TcoshO ~u coshO ~- TsenhO ~v 

colle analoghe per Yo, Zo e poichb deve essere: 

(x, - Xo) Xo + ( y ~ -  ~o) Iio + ( ~ , -  ~o) Zo = o, 

ne deduciamo : 

Dalle formole : 

T A ~  

x + x  y+Vj z + z  
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dedueiamo pereib le ~rmole cereate 

x = x ~  

y - - y +  

z ~ z ~  

2 T  l I ~ T  
c(T ~ - 1 )  X3--senh0- t -  Teosh0 ~u X , - -  

1 ~ T  I 
- -  eos---hO -f- Tsenh 0 ~--v X~ 

2 7' l 1 ~ T Y l -  
c ( T  ~ -  1) Y3--senh0-[-  Tcosli0 ~u 

_ 1 ~Ty~ 1 
eoslt0 q- Tsenh0 ~ v 

2 T  l 1 ~Tr, 
c(T ~ - 1 )  Z3--senhO + TeoshO ~u Z ~ - -  

__ 1 ~ T Z ~ I .  
cosh0 -+- Tsenh0 ~v 

Queste ci definiseono la superficie S a eurvatura K = - I - 1  trasfi~rmata 
della primitiva S. Indieando con X~, Y~, Z~ i coseni di direzione della nor- 

male alia S, questi saranno proporzionali alle differenze: 

X--Xo~ y--yo~ Z--Zo~ 
e si avdt per eib: 

-}- eosh0 ~ Tsenh0 ~v 

9. t 1 6q T X  ._]_ 
c (.T ~ - -1 )  senh0 q- Teosh0 

1 OTx , ._]_cT2- - (c4-2)  X31 ' 
2 ) 

e le analoghe per Ya, Z3. Servendosi delle (I0), (11), non g diffieile verifi- 

care elm la S ha effettivamente la eurvatura K = - J r - I  e ehe le sue linee 
di eurvatura sono le u, v. Differiremo queste verifiche, ,]el resto non neees- 
sarie, al prossimo § 21. 

Siamo eosl giunti al risultato: Da ogni superficie S nora a curvatura 
costante positiva~ integrando il sistema delle equazioni differenziali (I), (111) 
§§ 12~ 13, deduciamo, mediante le (10), una tripla infinit~ di tall nuove 
superficie S eel ancora una h'ipla infinit& di superficie applicabili sopra el- 
lissoidi allungati ed iperbotoidi di rotazione a due falde. 

Se vogliamo poi eonoscere il significato geometrico delle tre costanti 
arbitrarie, vediamo subito che, per fissare eompletamente i valori ini- 
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ziali di:  
8T 3T 

T, 7~' ~' 

e quindi la trasformata S di S, basra conoseere il punto M di S che deve 

corrispondere ad un assegnato punto M di S ed in esso punto M il piano 

tangente di S. Questi elementi posson% come ~ chiar% assumersi ad arbitrio 

purehb le due normali in M~ _M s] ineontrino in un punto M-0 equidistante 

da M, M. Si pub anche dire che ~ leeito scegliere ad arbitrio, sulla normale 
in M, il punto Mo corrispondente di So e fissare inoltre arbitrariamente il 
piano tangente in Mo alla So. 

§ 16. 

7 LE SUPERFICIE D ENNEPER DERIYATE DALLA SOLUZIONE ~ :---0.  

Per dimostrare in un semplice esempio l'utilifft delle conseguite trasfor- 
mazioni 7 partiamo dalla soluzione evidente 0 = 0 (*) dell'equazione fonda- 
mentale (2) : 

~,o + ~ 0  , 
u* ~ -i- senh ~ cosh ~ ~-- 0. 

S'intende ehe tutte le nostre formole dei §§ 12-15 conserveranno la loro 
validit~ purch~ seegliamo: 

(x, y, z), (xl, Yl, z0, ( i=  1, 2, 3), 

in guisa che le (4) § 12 risultino soddisfatte. A tale seopo baster~ assumere: 

x = O  y = O  z = v  I 

I X , ~ - - s e n u  Y , = c o s u  Z , = 0  
% (12) 

X ~ = 0  Y ~ = 0  Z ~ = I  I 

X 3 = c o s u  l ( 3~senu  Z ~ = 0 ,  ] 

le quali formole ci mostrano che la  superfieie S si riduee in tal caso all'asse 
de|le z e le sue normali alte normali di questa retta. 

(~) Cfr. Lezioni~ pag. 440. 
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Le due equazioni fondamenta]i (I), (II) § 12 diventano nel easo attuale: 

T2kOuJ 

~'~T ~ T ~ T  
~ ~ °  

~)u~v ~u ~v 

La seeonda di esse, integrat% porge: 

T - - - - U . V ,  

dove U indiea una funzione della sola u, V della sola v, coll'avvertenza perb 
che nessuna delle due si riduca ad una costante (v. § 13). Sostituendo nella 
prima e indicando con accenfi le derivate, abbiamo: 

onde segue: 

U" U, V2)~-c ~- i O, i-- ¥ + ( V "  - -  c --- 

V '2 ~ c V ~ --'= b ) 

U'~ U~ i U~ -]-b + c + l ~ - ~ O ,  
(13) 

indicando con b una nuova eostante. Osserviamo the se si moltiplica U per 
un fattore costante e contemporaneamente si divide V pel medesimo fattore, 
cib che non altera T~ veniamo ad alterare ]a costante b per un fattore qua- 
drato qualsiasi. L'integrazione del sistema (13) introduce quindi due nuove 
costanti arbitrarie, eib ehe 5 conforme alle nostre osservazioni generali; queste 
perb, essendo qui additive in u, v~ non hanno evidentemente influenza sulla 
forma delle superficie derivate. 

Distinguiamo due casi a seconda del segno di c: 
1. ° easo c ~ 0 .  - -  Poniamo: 

1 
C ~ - -  a2~  

e potremo assumere: 

1 

q l  - -  a 2 

Per le (4), otterremo la eorrispondente superficie applieabile sull'ellissoide 
allungato di rotazione di semi-asse maggiore ~ 1, di semi asse-minore ~ a, 
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colle formole seguenti: 

~]1 - a ~ c o s  u 
3" o 

In coordinate eilindriehe: 

sen , Yo=  Vl - -  senu sen , z ~ = v .  

r=~lx*+y ~, O=arcig(xY ) ,  z, 

l'equazione di questa superficie si scrive evidentemente: 

le linee r----eost., eiog le intersezioni della So eoi eilindri di rotazione at- 
torno all'asse delle z~ sono le deformate dei parallell dell'ellissoide. 

Le (10) ei d~nno poi per la superfieie ,~ applieabile sulla sfera di rag- 
gio ------ 1 le formole : 

_ 

cosh ~ u~/ - - ( 1 - - a  2) sen ~ a 

y ~  

Z ~ - V ~  

a cosh (~ ~ / l a  a'~ ) 

.+~l--a~senh(!tt]laa2)cosu I 

2. 0 caso c > O .  - -  Poniamo" 
1 1 c ------ b a~ (*), a e ~ ~ - -  __  

C O S  ~t - -  

senu -[- (15) 

(~) S i  not i  c h e  p e r  la  2 ?  de l le  (131~ d e v e  e s s e r e  b < O .  
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e le (13) integrate di~nno: 

, U= 

Sell ~- / 

Per la superficie So applicabile sull'iperboloide di rotazione a due falde 
si ha quindi:  

X, ~ - - -  ~a~ 1 . cosh , yo =- cosn , zo ----- v, 
sell sen U 

a . ~ / 

ovvero in coordinate ci l indriche:  

C w+-') (;) r sen ----- ~/a" -{- 1 cosh • a 

La superficie S applicabile sulla sfera b poi data dalle formole : 

(14") 

X ~  

y ~  

+Va'+I i) cosuo 

CO~ I~ 

sen  U -~- (16) 

Tanto nella superfieie (15) quanto nella (16) le linee di curvatura u ~ cost. 
sono evidentemente tracciate in piani per Passe z e in conseguenza le altre 
linee di curvatura v ~ c o s t ,  sono  sopra sfere ortogonali alla superfieie col 
centro sull'asse. Le superficie (15), (16) appartengono dunque alla classe di 

Annali di Malematica, Serie  I[[~ tomo lI[.  ;:~2 
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EN~P~R e precisamente a quel easo ]finite ehe, sfi~ggito ad E:~NEPER, fu av- 

vertito da K w s  (*).' Osserviamo da ultimo ehe :  se nella supe~ficie (16) si 

d~ alla costanle V-~ + 1 - -  un valore eommensurabile, le linee di curvatura sfe- 
a 

fiche v---cost, risultano curve algebrie~e razionalL 

§ 1 7 .  

CASO DI UNA SUPERFICIE S P~EUDOSFERICA. 

Passiamo ora a considerare il easo d i  una superfieie S a curvatura co- 

stante negativa K =  ~ 1. La  nostra rieerea proeederh, secondo le osserva- 
zioni generali  del § 11, in modo del tutto analogo a quello del § 12, per 
cui potremo qui limitarci a indicarla sommariamente.  

Riferita ]a superficie pseudosferica S alle sue linee di curvatura u, v, il 
suo elemento lineare assumerh la fo rma:  

d ~,* ~ cos * 0 d u ~ + sen ~ 0 d v ~, 

dove ~ ~ una soluzione dell 'equazione a derivate parziali :  

~ 0 ~ 0 
----- sen 0 cos ~, 

u 2 0 v ~ 

(17) 

(18) 

e i suoi raggi prineipali di eurvatura  saranno dati dalle formole: 

r ,  ----- - -  tg 0, r , ----cot0.  

Colle solite notazioni~ avremo qui le formole fondamenta]i :  

~ x  ~ x  
- -  = cos~ X~ - -  = sen~ X~ u ~v 

X, ~ 0 ~9 X3 u ~ v X~ - -  sen 0 X~ ~ ~ X, c0 0 X,  ~ sen 0 X, 

~ X, ~O x~ O X, ~O X,+eosOX~,  ~ X3 
v =: ~ ~-5 ~ v ------- ~ ,-5 ~ = - -cos~ X~. 

(19) 

Staccando sulla normale in ogni punto M di S un segmento M M, = T, per 

(~) Sitzm,gsberiet~te dec Akade~nie zu  Mit'nche~ b 1884. Heft I[. 
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]e coordinate xo, yo, Zo dell'estremo Mo avremo: 

Xo-----x+ TX~, yo----y+ TY~, Z o = z +  TZ3, 
dz cui derivando : 

S_? ~- (cos a + T sen e) Xl + ~ '  X~ u 

~T X xo = (sen e - -  T cos ~) X~ + ~ ~, 
~v 

indi pei coseni di direzio,m Xo, Yo, Zo della normale alia superficie So luogo di Mo: 

~ T  
p Xo = (sen ~ -- T cos ~)" -~u Xt -{- (cos ~ + Tsen ~) ~ T  X~ --  

- -  (sen ~ --  T cos ~). (cos ~ + T sen ~) X3 

e le analoghe per Yo, Z0~ avendo posto: 

+ (sen $ - -  T cos e) ~ (,cos e -3 c T sen e)'. 

Indicando con ¢; l'angolo d'inelinazione del segmento MMo sulla So avremo 
dunque : 

sen q = Xo X.~ + Yo Y3 -4- Zo Z~ ~ (sen 0 - -  T cos 0) (cos 0 -[- T sen 0) 
? 

D'altronde la formola (~.) § 11, valendo q u i i l  segno inferior% ci d~: 

1 
- -  = c + 1), 
s e n  ~ 

1 
dove porremo, come al § 7, per la eostante c positiva c = ~ - ;  otteniamo 

dunque per T l'equazione a derivate parziali del 1. ° or(line: 

(cos 0 + TsenO)~[-~-u-u)+(sonO--TcosO)~[~v] 1 --: -h-i (T~ + 1)" (20) 

Esprimiamo ora che il sistema (u, v) deve essere sulla So un sistema 
coniugato e~ procedendo come al § 12, troveremo per T l'ulteriore equazione 
a derivate parziali del 2. ° ordine: 

~ ' T  ( sen0 cos0 ) ~ T ~ T  t 
~u~v-~ cos 0 + T sen 0 - -  sen 0 --  T cos 0' ~ u  ~v 

s en0 - -  Tcos0~0  ~T c o s 0 +  Tsen0 ~0 ~ T  ~ (21) + 
cos{)+ TsenO~v Du sen0- -  Tcos0 ~u ~v ] 
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I1 sistema delle (20), (21) eostituisce un sistema illimitatamente integra- 
bile e la soluzione pih generale T contiene quindi, oltre a, due nuove costanti 
arbitrarie. La dimostrazione si fa, CoRe al § 13, scrivendo insieme alia (21) 

le altre due ehe seguono derivando la (20) ( eselusi anche qui i casi ovvii 
# 

OT tOT ) 
tO---~-=0 o --~-----0 ; si ha cost il sistema seguente: 

0_0_( 1 0 T t ~  - 0__00 1 OT 
Ou~eosO-k- TsenO tOu] tOy senO--Teos~J ?v 

- -  sen 0 1 tO T ' +  (cos 0 + T sen ~) 
sen 0 - -  T cos 6 0 v ~'- 

OT 
0-'v e o s 0 +  T s e n 0  Ou 

1 
O ~--'t sen 0 - -  T 

1 DT 
-=- - -  cos O 

cos 0 + Tsen 0 0 u  

O0 I OT 
+ 0u " sen 0 - -  T cos 0 0--~ 

cos 0 ~ vvTl=senO 1 O T .  cos 0 + Tsen 0 cqu 

00  1 ~ T  
tO v COS 0 + T sen 0 0 u 

1 OT 
soil0--  TeosO ~v 

1 OT 
s e n 0 -  T e o s 0 O v  

1 1 OT 
0 -  T cos 0 0~ . . . . .  Ou cos0 + : / ' sen00u  -4- 

-4- cos 0 (cos 1 ~ T ]~ . T (sen 0 - -  T cos  ~). 
-t- Tsen0 O u ] t Z  

+ 

(22) 

]~ bent osservare che in forza di queste equazioni si ha identicamentc: 

0 I 1 s e n 0 - - T e o s 0  OT I 1 
0u (  T ~ - t - l - a  ~ e o s 0 +  T s e n 0 0 a  + 

0 t 1 cos0 + Tsen0~ T / i 
- l t -~ -vv(T2+l - -  u ~ s e n 0 - - T c o s 0 0 v  :-=0. ) 

(22*) 
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§ 18. 

VERIFICItE RELATIVE ALLA SUPERFICIE R1FLETTENTE So. 

Supposta scelt~ una soluzione T delle nostre cquazioni di trasforma- 
zionc (20), (22), verifichiamo ora the la superficie So luogo degli estrcmi Mo 
dei segmenti 7' ha l'elemcnto lineare dato dalla formola (29*) § 6 :  

a ~ d c ~ 
d s~ ~ + cot' ~ d v~. (23) 

( s e n ' ~ )  
sen 4 ~ 1 a ~ 

Calcolando in primo luogo i coefficienti Eo,  Fo, Go dell'elcmeuto iineare 
di So, troviamo: 

( ~ ,  ~ T 8 
Eo =- (cos ~ -{- T sen ~)' + i, ~ u J _Eo - -  ~ u ~ v ' 

Go ~- (sen 0 - -  T cos ~)' ~ ('-'~-v) ' 

T: + 1 (sen 0 - -  T cos ~)-" (cos e 4- T sen 0) *. Eo Go --  Fo ~ = a 2 

Se calcoliamo nuovamente, colla formola di BONSET, la curvatura geode- 

tica 1 delle linee T =  cost. sulla So, troviamo per le precedenti e per 
pr 

la (22*): 
1 - - T  

Medesimamente si verifica the le loro traiettorie ortogonali sono linee 
geodetiche e l'arco w di queste geodetiche, contato da una curva fissa 
T =  cost., ~ dato da:  

f ~ / T ~ + l  d T .  
w = V T 2 +  1 - -  a ~ 

In conseguenza l'elemento lineare di So assume la forma: 

T 2 ~- 1 -- a 2 T 2 + 1 d T '  + dye; d st--~ T~ + l - -  a '~ a s 
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questa colla sostituzione : 
a2 

T2+ i=---, 
sen ~ q 

si eangia appunto nella (23). Paragonando le formole superiori con quelle 
del § 7 vediamo c h e l a  superficie So ~ applicabile sopra una delle tre ultime 
soperficie fondamentali di rotazione e la congruenza delle normali delia su- 
perficie pseudosferica 8 ~ una delle due associate alla So. 

Ne segue c h e l a  superficie S normale alla congruenza riflessa e simmeo 
~rica di S rispetto alla superficie riflettente S~ ~ essa stessa pseudosferica di 

raggio -----1. Per le coordingte x, y, z di un punto M mobile sopra S tro- 
viamo le formole (el. § 15): 

2 a ~ T { 1 ~ T X , -  
----- x + 7, ~ -l- 1 ( )(3 cos (~ -4- 1' sen 0 0 

1 ~ T  I 
- -  sen0--  T c o s 0 0 v  X~ 

2 a ~ T {  1 ~ T  
y = y + T ~ + l ( Y 3 - -  - -  __ cos0+  Tsen0 ~u Y' 

t OT 1 
- - s e n 0 - - T c o s 0 0 v  Y~ 

a ~T ~ Z ~ _  1 0 T z , _ _  
z = z + ;/2 + 1 ( cos 0 + T sen 0 ~,%- 

_ 1 ~ t sen0- -  Tcos0 0 T Z~ " 

(24) 

§ 19. 

]'JE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE D~ENNEPER DERIVATE DALLA SOLUZIONE ~ ~- 0. 

Applieheremo anche qui le nostre trasformazioni al case partic(~lare in 
cui si parta dalla soluzione 0 = 0 della (18). Le formole del paragrafe Iore- 
eedente conserveranno la loro vatidith, ove si faeeia: 

x-----0 y=--0 z = u  

X, ~ 0 Yi = 0 Z, --=- 1 

X~ = sen v, Y, = cos v, Z~ = 0 

X 3 = c o s v ,  Y 3 - - - - - - s e n v  Z ~ = 0 .  



delle superficie a curvatura costante. 247 

Le equazioni (20), (21 , la eui integrazione conduce alle superficie pseu- 

dosferiche S trasformate, diventano: 

a T , .  laTt, .  

a ' T  OT O T  
O,*av Ou ~v 

T ~ 4  1 
a ~ 

S e n c  trae T =  U V  con U funzione della sola u, 
disfacenti alle condizioni: 

U ~ 
U ~2 - -  a-- Y = b, 

V '2 1 
V~ + b V 2 ~ - - - -  1 a2 7 

V della sola v sod- 

dove b ~ una nuova costante. 
Lasciamo da parte i casi a =  1 ed a ~ 1 i quali dhnno, come si vedr~ 

nel Cap. Y, superficie pseudosferiche alle quali si perviehe egualme.nte dalla 
soluzione 0 ~ 0 componendo due successive trasformazioni complementari o di 
BXCKr.WD (reali). Supponendo adunque a ~  1, dovendo b essere manifesta- 
mente negatiw~, potremo fare b = -  1 e integrando avremo: 

U = a cosh (u) ,  V =  Va~--i 
a s e n  a ] 

Per la superficie So applicabile sul sinusoide iperbolieo troviamo allora'. 

Vo--'oosh( ) W 
% =  , y ° =  

se l l  a ] a ! 

in coordinate cilindriche l'equazione di questa superficie ~ evidentemente: 

r sen(OVa~- - l )~ - - - t / a~- - l c°sh(Z)  " a  (25) 

La .~upevncie p~oudo.~fevica So normale ai rnggi riflessi si trova poi data dal]e 
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formole : 

_ ~ o ~ 0 ~ + 1 ~ o ~ ( ~ )  
X ~  

+~:__ ~ oo~ t v v ~  ) o  
2 a (a 2 -- l) senh cosh 

l o ~o,, (~a : .  1) 

sen v 1 

cos  v I 

COS V -  

Sell V -it- (26) 

Le linee di curvatura v = cost. della S sono in piani per l 'asse z e le 
u = cost. sono quindi traceiate sopra stere ortogonali alia superfieie cot eentri 

sull'asse. Si osservi anehe qui the, ore la eostante Va~--I sia eommensura- 
(~ 

bile, queste ultime linee di eurvatura sono curve algebriehe razionali. 

CAPITOLO IV. 

Le equazioni di t rasformazione eangiate  in un sis tema l ineare ed omo- 
geneo. - -  $ua in terpre taz ione  geometr iea .  

§ 20. 

LE EQUAZIONI DI TRASFORMAZIONE (I), (III) Dm §§ 12, 13 CA~OUTE XS US SISTEMA LINEARE. 

A1 sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali per ]a funzione 
T(u, v), the definisce le nostre trasformazioni, si pub dare una notevole 
forma lineare ed emogenea, di cut ci andiamo ora ad oeeupare (*). 

(*) Procediamo nel testo per via puramente  analitiea. Ma non 6 fuor di luog'o il f~r 
notate come ,~ questa trasformazione delle equazioni fondamentali si 6 condotti da con- 
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Cominciando dal caso in cui la S sia a curvatura positiva K = :  + 1, 
partiamo dal sistema differenziale (I), (III*) §§ 12, 13 the definisee le no- 
stre trasformazioni. In virth &lie (III*) ibid., vediamo subito che P espres- 
sione : 

senh0 1 ~T  cosh0 1 tgT 
- -  d u  + T~enh~J T d v senhO +/ 'coshO .7' 0 u eoshO + O v ' 

un differenziale esatto. Possiamo quindi determinare una eonveniente fun- 
zione ¢ di u, v, the soddisfi le due equazioni: 

,I, senh 0 ¢ 3 T 
3u senhO + TcoshO I '  ~)u 

• eosh 0 ,t, ~ T 
~v cosh0 + Tsenh0 T ~v 

e formando di qui le derivate seconde di ¢, coll'osservare le dette (III*) § 13, 
troveremo le formole: 

O ~a, ~co thOOOO~ tghO00O 

q) 
-4- c senh ~ O. (I) 4- (c + 1) senh 0 cosh 0 ~ ,  

0 0 ~ ,i, O 0 ~9 ,v 
33a, = c o t h 0 _ _ _ + t g h O  

O u ~-----v 0 ,  ~ , -Udu ~-; 

~3 ,t, _ ~ 0 O,[, O 0 0 ,t, 
c~ v ~ coth O ~u ~ + tgh 0 0-~ 0---~ + 

+ c cosh ~ 0,17 + (c 4- 1 ) senh 0 cosh O 4__,. 
T 

Introduciamo ora una seconda funzione incognita W, ponendo: 
(]) 

w =  

siderazioni geometriehe tratte dalla teovia dei sistemi eiclici. Se eonsideriamo due su- 

perflcie S, S a euvvatura eostante (positiva o negativa) trasformate l 'una dell 'altra se- 

condo una delle nostve trasformazioni, le normali in due loro punti corrispondenti M, M 

si ineontrano in un punto M o, equidistante da M, M. Possiamo quindi descrivere un eir- 

eolo c ehe ineontra ortogonalmente S, S ' in M, M" rispettivamente e poieh6 sopra S, ~' 
si eorrispondono le linee di eurvatura, il sistema 003 di eircoli c 6 un sistema ciclico. 
Applicando le formole generali relative a questi sistemi (Lezioni, Cap. XIII) si arriva 
precisamente alla trasformazione di formole data nel testo. 

Annali di Matematiea, Serie II[, tomo IIL 33 
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ed avremo per le funzioni incogniie (P~ 

c~" + _ coth 0 tgh ~ - -  - -  ÷ 
~u 2 ~ u 0 u Dv ~v 

+ c senh: 0 <I) + (c -I- 1) senh 0 cosh 0 W~ 

~ u ~ v -  c°th ~ ~-~v ~-uu + tgh 0 ~-~u ~-~ ' 

v~ _ ~ ~ -+- tgh ~ ~:v ~ + 

+ c cosh ~ ~ + + (c -}- l ) senh ~ eosh ~ W. 

W i] sisiema lineare ed omo,qe~eo: 

(A) 

lV eoth ~ ~ + 1 
~u - U~u' 

- -  tgh 0 - -  
c~v Dv 

ben facile vedere ehe il sistema (A), (B!~ in forza dell 'equazione: 

~20 ~0 
c~ u s + ~ + senh ~ eosh ~ = 0, 

eui soddisfa G, b illimitatamente integrabile. Per determinar% nel modo pih 
generale, una coppia di soluzioni (% W) si possono assegnare ad arbitrio, 
per un sistema iniziale di valori UoVo della variabili u, v, i valori d i :  

W, +, b-•' bY" 

Come dalle (III) o ( I I [ * ) §  13 abbiamo dedotto le attuali (A), (B), eosi 
inversamonte, se +, W soddisfnno le (A), (B), la funzione: 

q, 

soddisfer?i le indicate equazioni di trasformazione (III). Ma rieordiamo ehe T 
dave inoltre soddisfare l'equ,qzione de] 1. (' ordine (I) § 12; questa, sostituendo 

q) 
a T il quoziente y ~ ,  diventa : 

senhe0 ~.~u] ~ l ,  Ov] <I '2 + ( c  -~- 1) W e -- 0. (C) 

Ora se, per una coppia qualsiasi +, W di soluzioni del sistema (A)~ (B), 
indichiamo per un momento con A i l  primo membro della (C), troviamo su- 
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bito che, in forza delle (A), (B) stesse, si ha.: 
aa  aA 
- -  = O ,  = O~ a u 

eio~ A =eas t .  Basta dunque seegliere i valori iniziali di:  

a,I) a ¢, w, ,I,, 
in guisa da soddisfare inizialmente la (C) e questa sarh verifieata pet" tutti 
i valori di u, v. ~ chiaro poi che le tre eostanti arbitrarie (oltre c) the re- 

(b 
stano nel sistema integrale si riducono pel quoziente T- - - - -~ ,  a causa della 

omogeneifft del sistema (A), (B), (C), a due soltanto. Cosl troviamo nuova- 
mente tutti i risultati giS= stabiliti al {} 13. 

Scritte le equazioni di trasfi)rmazione sotto ]a forma (A), (B), (C)~ fa- 
cihnente possiamo generalizzar]e a coordinate curvilinee qualunque u, v, a 
cui la superfieie S di cm'vatura K - - +  1 si supponga riferita. Se, adope- 
rando le consuete notazioni, indichiamo con: 

E d u  ~ + 2 F d u d v  + Gdv'-,  

D d u  ~ + 2 D' d u d v  + D" d v  ~, 

le due forme quadratiche fondamentali che definiscono S, le aceennate equa- 
zioni generali si scrivono: 

~2,I, f1113¢ ,  11211 

,1'2/0+ l l : /  

a -° (1, i~ 2 a ,1, 22 

OIV G D - - F D '  
D~ E G -- F '~ 

~IV G D ' - - F D "  
Dv E G -- F 2 

(I) \ 
~ - ~ + c E + - - ( c  + i 

~--~v + c F + - - ( c +  l) D ' W  , 

v v + c G + - - ( c + I ) D " W .  /' 

(A*) 

~+ _+= E D '  -- F D  ~d, 
a ~--; E (~ - -  F ~ ~v" 

~q_], ~_ E D "  - -  FD'  ~+ 
~u ' E G - -  F ~ Ov 

(B*) 

A, <I) ----- c 'P~ - -  (c + 1) W ', ((3*) 

i simboli di C~mSWOF~'EL i irk / ed il parametro differenziale primo A, ¢) es- 

sendo calcolati rispetto alla prima fl>rma quadratica fondamentale. 
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Si verifica agevolmente l'asserita proprietk osservando che le equazioni 
scritte (&*), (B*), (C*) hanno carat tere invarhn~livo e d' altronde nel caso 
parficolare in cut le u, v siano le hnee di curvatura si riducono appunto alle 
(A), (B), ((3). N o n  ]asceremo di osservare ehe ore si facesse la eostante 
c = - - 1  (valore ehe nelle nostre attuali rieerche ~ per altro eseluso) il st- 
sterna (A*) verrebbe appunto a coincidere con quello che si presenta nella 
teoria dei sistemi di WEII~(~ARTES (*) e si integra completamente appena si 
conoscono sopi'a S l e  linee geodetiche. 

§ 21. 

m 

FORMOLE PER LE SUPERFICIE ~) TRASFORMATE E RELATIVE VERIFICHE. 

Se faceiamo uso delle nuove notazioni e trasformiamo le (10) § 15, che 

definiscono ]e superficie S trasformate, troviamo: 

- i~';t' . I 1 8 "  1 8¢ } x = X +  vd ) WX -- - - X ,  X, , (1) 
- -  sonh0 0 u cosh0 ~v 

colle formole analoghe per y, z. Similmente le (11) § 15 ci dKnno pei co- 

seni di direzione X~, Y3, Z~ della normale alia S--la formola: 

- -  i~ W 1 8,I, 1 
Ms = c(:l,e_. We ) senh') 8u X, + 

2 w  1 1 (2) 
+ c ('1 'e -- W e) eosh0 3v X, + c (ev~ --  W '2) .X~, 

/ 

e le analoghe. Se deriviamo le (l), (2), ponendo mente alle (A), (B), noneh~ 
alle formole fondamentali (4) § 12, ne dedueiamo: 

8 x  ( , t , e+,V~)senhO + ~ , b W c o s h ~ t [  ~ . 1__~[~,I,~: ] , 
8t-~ = ¢ e - - W ~  c(,V2--We)senh~OI, S u j  ! X ,  + 1 

I 

2 1 8q) l 80  9. W 1 8,I) Xa t ] 
"+ c(,b e -  W e) senh0 8 ~--~ " coshq ;)v X ,  c(,b e - -  W e) senhO 8 u , I (3) 

0X (q,~+ ~Ve) cosh0-~-2,I)IUsel, hC) l 2 1 8(1, 1 8¢ i 
v • 3 - -  W e , c I¢ '~ - -  W e) senh0 8 ~--~ " cosh~i ~o X, -~ 

1 
[ i~ 1 /_0.0]~ ] 2W 1 3¢ l 

+ c(O ~ -  W e) c0she0 ~Sv ) 1 X, c(,l,"- -- W ~) eosh0 0v X~ • I 

(÷:) Vedi Lezioni, pag. 525, formole (D). 
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0 X~ 
~ u  

X~ 
~v 

_ _  __-- _ ( ¢ 2  + W ~) e o s h 0  + 2 ¢ W s e n h 0  __0 x 

(¢2 + W2) senh0 + 2 ¢Weosh0 ~ a 

,(¢~ + W ~) seuh0 -~- 2¢Wcosh0 ~x 
(¢~ -~- W 2) cosh0 + 2 eWsenh0 0v 

(4) 

Ora se poniamo: 

cosh ~ ~- + (¢6 + W 6) eosh0 + 2 ¢ Wsenh0 1 
- ,i,2 + W ~ 

(¢"' + W 6) senhO + 2 ¢ WeoshO senh +_ 
¢~ -]- W ~ 3 

O) 

adottando la determinazione superiore od inferiore di segno seeondochb 

(I):>IV ~ ovvero (I,~<~W ~ ne risulter,h, determinata ~ la differenza dei qug'- 
drati dei secondi membri nella (5) essendo l'unith e il secondo membro della 
prima risultando inoltre positivo. Dopo eli cib, dalle (3) deduciamo per l'ele- 

mento lineare della S :  

d s ~ = d x' + d y' -4- d ~ = senh: 0 d u: + cosh' ~ d v:, 

mentre dalle (4) abbiamo: 
B 

OX~ - - eo thO  ~x OX~ --tghOOTx 
0~--7- = U~u' Ov = Or" 

b 

Queste formole ci dimostrano che suile S le linee u, v sono quelle di 

curvatura e poich~ per i suoi raggi prineipali di curvatura r,~ r~ abbiamo: 

r ,  ---- --  coth 0-, r~ ~- -- tgh 0, 

troviamo confermato che la ~5' b a curvatura K ~ + 1. 
0sserviamo poi ehe dalle (5) segue: 

¢6 + W ~ 
Bosh 0) = + 

- -  ¢2  W ~ , 

e perb, so valgono i segni superiori, vale a dire, se (1,~> I~V ~, avremo: 

2¢  6 
e o s h ( ~ - - ~ ) + l = ¢ 2 _ 1 4 2  

W 6 
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indi dividendo : 

cio?~ : 

T = 4- e_oth (~- - -  0). (6) 
2 

Che se invece valgono i segni inferiori sadt: 

iO--Ol. 
T =  + tgh 2 / (7) 

§ 22. 

PERMUTABILIT& DELLE NUOVE TRASFORMAZIONI COLLA TI~ASFORMAZIONE 

D| HAZZIDAKIS. 

Ad una medesima soluzione 0 della equazione fondamentale:  

u' "-{- ~ + senh 0 cosh 0 - -  0, 

corrispondono propriamente, corn% noto, due diverse superficie S, S' appli- 
cabili sulla sfera, l 'una S di elemento lineare (riferito alle linee di eurvatura): 

d s ~ = senh ~ 0 d u '~ + eosh ~ 0 d v 2, 

l 'altra S" d'elemento l ineare:  

d s '2 = cosh-" 0 d u-" + sent? 0 d v". 

Le due superfieie ,5, S' sono trasformate l 'una dell'altra secondo la tra- 
sformazione bwolutoria di HAZZXDAI~IS (*); le diciamo superficie conjugate. 
Esse si corrispondono per linee di curvatura e sistemi coniugati e alle geo- 
detiche dell 'una corrispondono sopra l 'altra le linee d'ombra. 

Ora sembra notevole ehe ;  integrato per una di esse, p. e. per la ,5, il 
sistema di equazioni simultanee che definisce le nuove trasformazioni, il si- 
sterna analogo per ]a coniugata S' risulta senz'altro integrato aneh'esso. Sus- 

(*) Lezioni, pag. 446. 
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siste infatti il seguente teorema: Se dalla superfirie S si oltien G secondo la 
~wstra coslruzion G una sul)e~:feie So al>plieabile sull'ellissoide od iperboloide 
di rolazion G come luogo de qli estremi dei segmenli = T riportati sulle nor- 
mali di S, baster?t sulle eorrispondenti normali della eoniugala S ri_portare 

1 
un segmento di lunqhezza inversa ~ - ~  e nel luogo S'o degli esb'emi dei 

nuovi segmenti si aw'?t una superfieie applicabile rispettivamente sull'iperbo- 
loide o sull'ellissoide di rotazione. 

Per dimostrarlo, osserviamo the dalle (A) § 20 seguono le equazioni se- 
guenti : 

O~tV , . O0~W O 0 0 W  ! 
~ -----tgh0~u b-;i eo th0ov  c~v ] 

-- (c + 1) cosh'- t~iV-- e senh 0 eosh 0 (1), 

~ W  =tghOOOOW {_eoth0 ~ 00W 
0 . 0  v 0 v 0 .  ~ ~-v '  (A') 

3~W 30 3IV i_ coth 0 00 3W • ~v2 -------tgh0ou 0u 3v ~v 

- -  (c + 1) s enh '~W--  csenhO eosh0 + ,  

e le (B), (C) possono seriversi: 

0 + tgh 03 W 3 u -  -~u'  

+ 0 W (B) 
0"--~ = - -  eoth 0 0~, " 

1 (0 W)"-+ 1 (~v)~--c(I,'+ (c + 1 ) W ' =  0. (C') 
cosh ~lj ~ senh ~0 

Ora questo slstema (A'), (B'), (C') si deduce dal sistema (A), (B), (C) 
§ 20 permutando u con v, * con W e eangiando c in - - ( c  + 1) (indi c + 1 
in --c) ,  onde si vede the il sistema (A'), .(B'), (C) definisee le nuove tra- 
sformazioni per la superfieie eoniugata S'. D'altronde lo seambio di ¢ con W 

1 
muta T in -~-, eib the dimostra il teorema. Si osservi poi the delle due 

superfieie So, S'0 l'una g applieabile sull'ellissoide a!lungato di rotazione, l 'altra 
sull'iperboloide a due falde e se indiehiamo con a il semiasse minore dell'el- 
lissoide, con b qu+.l]o immnginario dell'iperboloide si ha :  

1 1 
= = 1 .  

a ~ b ~ 
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Proseguendo ]a nostra ricerca, consideriamo ora le due superfieie S, S '  
applicabili sulla sfera e simmetriche rispettivamente di S, S' rispetto alle due 

superfieie riflettenti So~ S'o e dimostriamo il teorema: La coppia (S~ S') 
ancora costituita da due superficie coniu.qate di I-IxzzlDAKIS. 

E invero il calcolo fatto al paragrafo precedente ci ha dato per l'ele- 

mento lineare di S :  

ds :  = senh ~ ~ d u "~ + eosh' 0 d v:, 

avendo cosh0, senh 0 i valori (5). Le osservazioni fatte sopra dimostrano ehe 
il medesimo caleol% permutato u con v~ e q) con W~ vale ancora per l 'ele- 

mento ]ineare ds '  di S '  e~ siecome lo scamb]o di (P con W non m u t a i  se- 
eondi membri delle (5)~ abbiamo: 

d---s"-' --= eosh ~ 0 d u ~ + senh' 0 d v ~, 

cib che dimostra il teorema. 

Osserviamo ora che dalla S si pub passare alla S" sia eseguendo prima 

la trasformazione che eangia S in S~ poi quella di HAZZIDAKlS che porta S 

in S ' ;  ovvero possiamo eseguire prima la trasformazione di tIAZZIDAKIS sulla S 
e eangiarla in S' poi su S'  ]a nostra trasformazione~ che la porta ancora 

in S'. Possiamo quindi enunciare brevemente il risultato conseguito cost: Le 
nuove trasformazioni delle superficie a curvatura costante positiva sono per- 
mutabili colla trasformazione involutoria di I-IAZZIDA~ZlS. 

Un'ultima eonseguenza delle propriefft stabilite nel presente paragrafo 
mcrita di essere notata. Se partiamo da una coppia iniziale nora (S, S') di 
superficie conjugate applieabili sulla sfera~ trasformandole colle nostre trasfor- 
mazioni otteniamo ]e nuove superficie a curvatura eostante sempre a coppie 

(S, S') di superficie eoniugate. E poieh~ le geodetiehe dell'una eorrispondono 
alle linee d'ombra dell 'altra e queste~ come corrispondenti ai circoli mas- 
simi della sfera rappresentativa 7 si hanno sempre in termini finiti~ ne de- 
dueiamo: 

Sulle superficie a curvatura costante positiva trasformate della iniziale 
si eonoseeranno, senza aleun caleolo di integrazione, le linee geodetiche. 



delle supe~ficie a curvalura costante. 257 

§ 23. 

RICERCHE ANALOGttE PER LE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE. 

Supponiamo ora the la superficie S sia pseudosferiea (di raggio -----1) e 
cerehiamo di cangiare alla loro volta le formole di trasformazione del § 17 
in un sistema lineare ed omogeneo. Proeedendo per cib affatto analogamente 
come al § 20~ osserviamo che per le (22) § 17 si ha :  

cos ' J+  7' s e n 0 - T ~  --  S e n 0 - - 7 ' e o s 0  T 0 v J = 0 '  

o~qde potremo determinare una conveniente funzione ¢ di u, v dalle equa- 
zioni : 

Ponendo inoltre : 

0¢, cosO * O T 
= cosO-kTsenO T O u '  

O* senO ~, 0 T 
Or----- senO-- TeosO f/--w Or" 

~p 
7' - -  W, 

dalle (22) § 17 avrema le formole: 

0 u ~ = 0 ~-q Ou -'k cot 0 ~ ~ -k 

~2¢ _----tgO0 0 ~¢ 

cos ~ 0 - -  1 ) 

cot o ~ 0 ~ ,  

-4-sen'~O¢~+ ~ - - 1  
a 2 

U,' 
OW O,t, f 

v ----- cot ~ 0--~. / 

sen 0 cos 0 W~ 

i 

sen ~cos; lV.  / 

(b) 
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A causa della equazione:  

~ 0  ~20 
~--- s e n  ~ c o s ~  

u ~ 0 v ~ 

cui soddisfa G, si vede che il sistema (a ) (b )  ~ illimitafamenie integrabil% 
siceh~ possiamo assumere ad arbitrio i valori iniziali d i :  

w, % ?-; 

Secondo la (20) {} 17, oecorre inoltre che sia soddisfatta l 'equazione del 
1. ° ordine : 

1 (~q))~. 1 (Oq)] ~ . W~ 1 
cos ~ 0 _ _ ~  --t- ~ t07]  -1- = ~7 ((I)' + IV'). (c) 

Considerazioni analoghe a quelle del § 20 dimostrano ehe baster~ sod- 
disfare alla (c) coi valori iniziali perehg risulfi sempre soddisfatta. 

Ed ora dalle (24) § 18, per definire la superfieie pseudosferica S tra- 
sformata, avremo ]a formola:  

2 a " v i H z x ~ l  ?,I ,X,  1 a4 l 
x ~--- x -t- q~e _~_ W e cos~-0 ~ ~--~ sen 0 ~v X~ , (8) 

colle ana]oghe per y ,  z e i eoseni di direzione X3, Y3, Z3 della normale 

alia S saranno dati dalla formo]a: 

t l ,b' @ ( 1 -  2a2)W 2 - -  '2a ~W 1 ~ ¢ X ,  + 1 ~4, X~ + iV ~ X3, (9) 
X3 = ¢~ _~_ W2 cos 0 ~ u sen 0 ~)v ,1, ~ q- 

e dalle analoghe. 

Derivando rispetto ad u ,  v, eoll 'aver riguardo alle formole pret;edenti, 
troviamo : 

a ~--~ = ~,~ ÷ W~ . . . . . . . . . .  1 ,J,~ + W ~ cos ~ o ~ X~ 

2 a 2 1 a~, 1 aq) 2a~W 1 ~q' X.~ t ' 
4 ~ W ~cos4~-'~" sen0 Ov X,  ~ q)~@W.,cos0~u 

x ( W  2 ~ ¢ ~ ) s e n O - 2 q ) W c o s O  f 2 a  ~ 1 0~ l ~q) 
~-7 . . . . . . . .  '~  + I V~ . . . . . . . . .  t q'~ -k W~ cos 0 ~ u sen 0 ~v X~ -l- 

-t- 1 - -  il,~ +.' W -~ sen 2 i~ ~,av) ] ~-- sen ~.v 

(W'--¢e)senO--2q)WeosOOx &,~-a (W~--q,=)eosO-~-2a, WsenOOg • 
( IV ~ -  q~2)eos 0 + ~q, WsenO a u '  -gTv = ( W  ~ -  e~)senO22)~-WeosO )-7" 
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Se poniamo, indieando con 0 un angolo eonveniente :  

cos O" ~ ( W 2 _ (i,~) cos 0 -I- 2 ¢ iV sen 0 ) 
¢~ -t-- IV ~ 

( W ~ - -  ,~) sen 0 - -  2 ,~, IV cos 0 ( =  s e n  
~ -4- 1V2 l 

(10) 

come b lecito per essere la somma dei quadrati dei secondi membri = 1, ne 

deduciamo per l 'elemento lineare di S :  

e inoltre : 
d s '  = cos' ~ d u S q-  sen ' ~ d v ~, 

u ~ u '  ~ = c o t ' J O v .  

Queste formole confermano the  la S ha la curvatura  K = - -  1 e le linee 
u, v sono le sue linee di curvatura.  

Dalle (,10) deduciamo inoltre : 
W e _ q~,-, 

cos ( ~ - -  ~) = ¢,~ + w ~ ,  

indi :  

W ~ ~-~ tg ~ 

ciob : 

(11) 

§ 24. 

LE SUPERFICIE INTEGRALI DELLA EQUAZIONE DTAMP~RE : 

k r, r ,  - -  p (r,  q-  r ,)  q- 2 q ~ 0. 

Alla forma lineare data  alle equazioni di trasformazione p e r . l e  super- 
fieie a curvatura  costante si collega una 'e lasse  di superficie che hanno con 
queste a comune r immag ine  sferica delle linee di eurvatura  e soddisfano ad 
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un'equazione d'AMP~IRE della forma considerata da WEI~a~RTE~ nelle ultime 
sue ricerche nell'applieabilitS, (*). 

Consideriamo dapprima il caso di una superficie S a curvatura costante 
positiva e riprendiamo le equazioni (A')~ (B')~ (C ' )§  22. ll sistema (A') 
pub scriversi pih brevemente cos).: 

W,, ---- - -  (c + l ) cosh: 6 W - -  c senh ~ cosh ~ ¢ ) 

W,,. = 0 I (12) 

W:~ = - -  (c --{- 1 ) senh ~ ~ W - -  c senh ~ cosh 6' ~ / 

le derivate seeonde covarianti W~,~ della W essendo calcolate rispetto al]a 
forma quadratica : 

d s '~ = cosh ~ ~ d u ~ + senh ~ ~ d v ~, 

che d~ i] quadrato dell'elemento lineare sferico rappresentativo della S. Si 
consideri ora la superficie 2 inviluppo del piano: 

~ X~ + ~ Y~ + ~ Z~ = W, 

(indicando ~ n~ g ]e coordinate correnti di punto) condotto parallelamente 
al piano tangente di S alla distanza W dall'origine. A causa della inter- 
media delle (12) la Z avr5. a comune eolla S l'immagine sferiea delle linee 
di curvatura; le coordinate ~: ~ g del punto di contatto del suo piano tan- 
genre saranno date secondo le note formole di WEI~aXRTE~ (**) da :  

1 ~IV~X~ 1 ~IV~X~ 
~ - W X 3 - ~ e o s h 2 0  ~U ~U +senh~)  ~e ~v ' 

ovvero da : 

I @WX, 
~ = W X 3  + cosh 0 @u + 

colle analoghe per n, ~. 
Derivando le (13), si trova" 

1 @Wxo (13) 
Sel l ] l  ~) ~ 7  ~ ~ 

- = - c ( W  cosh 9 + ¢ senh ~) X, ~u 

~ .-- c ( W senh ~ -I'- ¢ cosh ~) X , ,  Ov 

(*) Sur la d@formation des surfaces (~i6moire couronnd par  l 'Acaddmie de Paris). - -  
Acta Mathem., tom. 20, Vedi anche Dxasoux,  Lego.ns IV, pag. "308 e segg. 

(**) Lezioni, pag. 137, formule (34). 
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le quali per l'elemento lineare d a della Z ci d~nno : 

d a ~ =  c' / (W cosh 0 + ~I) senh 6) ~ d u s + (W senh 5 + (I) cosh 5) ~ d ¢ ] ' (13") 

e paragonate eolle altre: 

0X3 02:30u__~cosh~Xl~ ~ s e n h g X ~  

confermano che le u', v sono sulla Z le linee di curvatura e di pih i suoi 
raggi principali di curvatura ~,, p~ sono dati dalle formole: 

p, = -- c (W + ,I) coth ~), 

p, = - -  c ( W + • tgh 5). 
Se ne trae (*): 

p, + p, 2 c W  - -  c (tgh 0 + coth ~) ,1~ 

c ~ ] W ~ + (tgh 0 + eoth 5) + W + 'I"~ I . P, P~ 
% / 

e perb : 
p, p.. + c W  (p, + p~) = c ~ (+" - -  W'-). (14) 

Ora introdueiamo le notazioni di WEINa~..nTEN e indiehiamo con p = IV 
]a distanza dell'origine del piano tangente di " e con: 

2 q = + + 

il quadrato della distanza dell'origine stessa dal punto di contatto. Dalle (13) 
abbiamo : 

2 q = c - w 0 ,  (15) 

e la (14) diventa per cib: 

p,p~ + c p ( p ,  + p~)--2 cq  = 0 .  (16) 

Siceome dalla (15) abbiamo : 

¢ = i ? + p '  , (17) 

(+) Queste medesime formole si possono stabilire direttamente dalle (12) facendo uso 
delle ibrmole in coordinate tangenziali: 

P1 + ~ = A ~ W +  2 W  

Px P~ -= a22 W + W A~ W + W ~, 

date a pag. 137-138 dalle Lezioni. 
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potremo serivere la (16) sotto la forma.: 

¢, P, + (P, + e,) + =o,  (16") 

the ~ appunto ]a forma delle equazioni d'AMP~Rp, che si presentano nelle ac- 
eennate ricerehe di W~,IS(~ART~S. Cosl adunque le superfieie ~ definite dalle 
formole (13) hanno a comune colle superfieie S applicabili sulla sfera l ' im- 
magine sferica delle linee di eurvatura e soddisfano l'equazione (16) o (16") 
di W~.IS(~ARTr~. :Non laseieremo di osservare the le formule (1) per le su- 

perficie S trasformate si possono scrivere : 

2,b ~ - i ~ q )  2q~ 
= x + c (¢-* - -  W,) ~' y = y + c (¢~ - -  W ~) ~' ~ - -  z -4- c (¢'~ - -  ~V ~) ~" 

Per le osservazioni fatte al § 22~ ove si voglia considerate in luogo 
della superficie S primitiva la sua eoniugata di HXZZmAKxS S' ,  basteri~ seam- 
blare u con v e q) con W. La superficie Z' dedotta da S'  come 2 da S, 
soddisferb, ad un'equazione della forma (16) ove perb c sia cangiata in 
- - (c  + 1). D'altronde il su0 elemento lineare dedotto dalla (13") col detto 
scambio coincide con quello stesso della .Z; dunque: 

Le due superficie ~, ~' sono applicabili l'una sull'altra con corrispon- 
denza deUe linee di curvatura. 

]~ noto che le superficie aveuti a eomune con quelle applieabili sulla 
sfera l'immagine sferica delle linee di curvatura e queste soltanto (astrazione 
fatta dalle superficie modanate a sviluppabile direttrice eilindrica) ammettono 
una flessione ehe eonserva le linee di curvatura. Questo viene eonfermato nel 
caso attuale delle superficie Z integvali della (16); m a cib che vi si aggiunge 
di notevole g questo ehe anche dopo la fiessione la superficie appartiene alla 
medesima classe (16) cangiatovi perb c in - -  (c -4- 1). In fine osserviamoche 
due punti eorrispondenti delle due superficie coniugate 2~ >2' hanno eostante 

ed = ~/c + 1  il rapporto delle loro distanze dall'origine. 
/ 
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§ 25. 

CASO DELLE SUPERFICIE PSEUDOSFERICHE. 

Sia era S m~a superfieie pseudosferica di raggio ~ 1. Dalle formole 
del § 23 deduciamo the  W soddisfa alle equazioni seguen t i :  

) W .  ----- -~- - -  l sen -~ G W ~  7 sen ~ cos ~ q~, 

W,~ --- O, 

(1 / 1 
--= - -  - -  sen ~ cos 6 O, W .  - ~  1 cos * Jr W + a~ 

!e derivate seconde covarianti  di W essendo caleolate rispetto a l l ' e lemento  
lineare sferico rappresentat ivo : 

d s~ ~ sen* 0 d u ~ + cos* 0 d v* 

della nostra superfieie S. Nc segue che la superficie ,~ inviluppo del p iano :  

~x~+~Y~+¢z~= w, 

avr~ le stesse immagini  delle linee "di curva tura  della pseudosferica S. Per  
le coordinate ~, ~, ~ del punto di eontatto del detto piano con Z t rov iamo:  

1 ~ IV 1 ~ IV . 
¢ = W X ~  -t- sen 0 ~ u X, cos 0 ? ~  x , ,  (18) 

e ana logamente  per ~, ~. Der ivando rapporto  ad u, v ne dedue iamo:  

D ~ Wsen  0 - -  • cos 0 
u a ~ 

~ tI~ cos 0 q- • sen 
x , .  y a* 

:Ne risu]ta confermato che le linee u ,  v sono sulla Z !inee di curvatura .  
Di pih, indicando con p,, p~ i raggi  principali  di curva tura  di X, dal con- 
fronto delle precedenti  col le  a l t re :  

~X5 ~X~ 
~u ~--sen~ 'X, ,  ~v - -  cos~X~, 
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si trae : 

e qruindi : 

1 
p, = ¥ ( w  + + tg o) 

1 
p, = ~ (W -- (P cot ~), 

' t  I p, + p.,--~- ~ 2W-~-,.I)(tg~--cot,~) 

'1 p, p.~ = ~-  W e + OW(tg  ~ - -  cot G) --  (P' ] -  

~e  deduciamo : 
1 

p,  p:  - -  _ . , , o , ~ , , . , . _ . ~  . . . .  
a o . 

e se poniam% come al § 24:  

1 (IV-" -}- q)'-), 
a t 

1 p=w, 2 q = ~, + ¢ + ~, = ~ ( w ,  +,~,:), 

vediamo ehe le attuali superficie 2 soddisfano l'equazione d'AMPim~: 

a'p, p , -  p (p, +p: )  + 2 q = o, (19) 

co]la differenza per5 che 1 
che ~ evidentemente la (16) stessa posto c = -  a- Y 

qui' £q ~_ p. ~ negativo. Ponendo : 
c 

4) = Va'. 2 q --p~, 

la (19) si scriver& nuovamente sotto la forma di WEmGXaTEN : 

P, P. ~--7 + (P, + P') ~ 2-i-Uq + -Y~p' = o. (19.) 

Nel caso a ~ 1 la (19) esprime che per le corrispondenti superficie Y il 
segmento di ogni normale eompreso fi'a i centri principali di curva/ura h 
visto dall'origine sotto angolo retto. Sono queste le superficie considerate in- 
cidentalmente da DARBOVX nel Vol. IV delle Lemons (pag. 321) e da me pih 
particolarmente studiate nel Vol. 24, Serie 2 )  di questi Annali (1896) sotto 
il home di su])erfieie 2 paraboliche. 

Molte questioni rimarrebbero da trattare in generale per le superficie 2 
integrali dell'equazione d'Am,fiaE: 

k r, r ,  - -  p 0", + r~) + 2 q = 0, 
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che abbiamo cosl visto collegarsi alla teoria delle trasformazioni delle super- 
ficie a curw~tura costante; ma riserbandone l'esame pih aecurato ad altra oc- 
casione per t~on deviare troppo dal soggetto principale contentiamoci qui di 
indicare le prineipali: 

12 Le congruenze delle normali a queste superficie x sono cicliehe e 
nelle superficie normali ai ¢ircoli abbiamo superficie della classe medesima. 

2." L'inversione per raggi vettori reeiproei rispetto all'origine cangia 
ogni superficie "-" dells nostra classe in un' altra della medesima classe. Ls  
superfieie ~ trasformata ha la medesima immagine delle linee di curvatura 

della superficie S a curvatura costante trasformata della primitiva S. 
3. ~ Dalle superfieie ,~ si ottengono, seeondo il metodo di W~.INGARTrS, 

con quadrature classi di superficie applieabili sopra una medesima superficie 
di rotazione. Le relazioni fra queste e le superfieie fondamentali (ellissoide, 
iperboloide, eke.) sono da studiarsi. 

CAPITOLO V. 

Composizione delle nuove trasformazioni  mediante due successive t ra-  
sformazioni c.~mplementari o di B~icklund (reali  od immaginarie).  

§ 26. 

LA TRASFORMAZIONE BICOMPLEMENTARE. 

Come abbiamo avvertito nella prefazione, le trasformazioni delle super- 
ficie a curvatura costante~ cui siamo stati condotti dai teoremi di (~UICHARD~ 
solo in parte possono dirsi nuove. Dimostreremo invero che nel caso delle 
superfieie pseudosferich% se la costante indicata con a al § 17 ha il valore 1, 

la trasformazione per .passare dalla S alla S si compone di due successive 
trasformazioni complementari (*) e quando a < 1 risu]ta dal comporre due 
successive trasformazioni (reali) di BXCXLUSD. Quando invece siamo nel caso 
delle trasformazioni delle superfieie pseudosferiche con a > 17 ovvero quando 

(~) Questa propriet£ fa gi£ avvertita da me nella mia prima Nora (Rendioo~d; Lb,eei) 
del 19 fobbraio~ le seguenti nell~ Nora del 23 aprile. 

Annali dl Matematica, Serie IH, tomo IH. 35 
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si tratti di superficie a curvatura costante positiva possiamo bcnsl scindere 
ancora la trasformazione in due elementari di :B,~CKbUND, ma queste eompo- 
nenti sono sempre necessariamente immaginarie. Anehe in questo caso ove, 
dal punto di "~ista reale, abbiamo da fare con trasformazioni nuove, l'esame 
delle effettive formole di com]?osizione ~ sommamente interessantc specialmente 
perch~ ci dimostra come alle nuove trasformazioni siano applicabili le con- 
siderazioni stesse e tutte le conseguenze chc ho dedotto dal teorema di per- 
mutabilit~ per la teoria delle trasformazioni reali di BiiCKLWD (*). 

¥olendo procedere alie attuali ricerche, potremmo cominciare dallo stabi- 

lire che, prese due superficieS, S co]la medesima curvatura costante e tra- 
sformate l 'una dell'attra secondo una trasformazione del Cap. I I I ,  esistono 

sempre ~ superficie 2! ciascuna delle quali tanto con S quanto con S forma 
le due falde focali di una congruenza W (corrispondendosi cio~ sulle due 
fatde focati le assintotiche) e the Ira queste ¢~' superficie "2 ve ne sono 
sempre due reali od immaginarie, e coincidenti nel solo caso delle superfieie 
pseudosferiche quando sia a = 1, le quali hanno la medes{ma curvatura co- 

stante di S, S, sicch~ le corrispondenti congruenze W sono pseudosferiche. 
Preferiamo un'altra via, mcno completa ma pih rapida, the ci conduce alla 
verifica delle proprieth essenziali da stabilirsi utilizzando il teorema di per- 
mutabilith. 

Cominciamo nel presente paragrafi) dallo stabilire che se si applica ad 
una superficie pseudosferica ,q una prima trasformazione complementare, indi 
alia nuova superficie pseudosferica ottenuta S' una nuova tt'asformazione com- 

plementar% the la cangi netla S, questa superficie pseudosferiea finale S de- 
river'~ dalla iniziale S precisamente con una trasformazione del § 18 quando 
si supponga a-----1. Per quesfa ragione la trasformazione che porta da S 

ad S si potrb, dire bicomplementare. 

Siano dunque S, S complementari di una medesima superfieie pseudo- 

sferica S' e siano M, M, 211' tre loro punti corrispondenti. I raggi dellc con- 

gruenze pseudosferiche M' M, M' ~r sono rispettivamente tangenti a due si- 
stemi di geodetiche parallele sopra S'. Ora consideriamo sopra S' quella 
geodetica g, perfettamente individuat% ehe ~ parallela in un senso alle geo- 

(*) II teorema in questione fu da me t rovato nel 1892 (Rendieonti dei Lintel, Serie 5. a, 
Vol. I, 2. 0 sere.) e i rovasi  ampiamente discusso nei §§ 257-260 delle Lezioni. 
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detiehe del primo sistema, nell'altro senso a quelle del secondo. Se con u 
indiehiamo la distanza geodetica sopra S'  del punto variabilc M'  dalla detta 
geodetica, potremo dare all'elemento lineare di S' la nora forma iperbolica: 

9 d s '~ - -  d u ~ + cosh ~ u d v-, (1) 

e per l'angolo ~ di l)arallelismo, relativo al punto M'  ed alia geodetica g, 
avremo (*): 

cos ¢¢ -~- tgh u. 

Se nel piano M M' M tiriamo in M, M le normali ai raggi M'  M, M' _~, 

queste saranno le normali rispettivamente di S~ S e si incontreranno in un 
punto Mo tale che sara" 

M ' M o ~ I  ~_cothu.  
COS 

D'altra parte, se per la forma (1) dell'elemento lineare calcoliamo la 

curvatura geodetica 1_ dei circoli (a centro ideale) u = cost., troviamo: 

1 
---~ - -  e o t h  u, 

onde risulta che Mo 5 il centro di curvatura geodetica in M' della linea 
u = cost. che vi passa e per eib: 1l luogo del punto Mo ~ la superficie So 
complementare della ,~" rispetto alle geodetiche normali alla ~J. Questa su- 
perficic 5,'0 b applicabile sulla logaritmica di rotazione (**) e poichb la sua 

normale in Mo ~ la perpendicolare a M'Mo nel piano M M ' M  vediamo 

ehe M, ~r giacciono simmetricamente rispetto a] piano tangente in Mo alla So. 
Di pih il raggio r del parallelo della superficie logaritmica essendo dato (vedi 

Nota precedente) da" 
1 

- -  ~- tg ~, r senh u 

(*) Lezioni~ puff. 406. 
(**) I1 suo e temento  l ineure  6 infutti  (Lezioni, pag. 243) :  

d v ~ 
d So ~ : coth  4 u d u ~ -I- ~ ,  

1 
che, posto r - -  s e n h u  ' pub sc r ive r s i  : 

dso 2a~ 1 - t - 7  d r  ~ + r  ~ d v  ~. 
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se eonfrontiamo It attuali fi)rmote con quelle del § 7 vediamo ehe le due 

superficie pseudosferiche S~ S derivano appunto~ nel modo ivi assegnato~ 
da]la So~ l 'angolo z avendo qui evidentemente il va]ore complementare ad ~. 

Cosl abbiamo propriamente dimostrato che due successive tl'asformaz~oni 
complementari  si compongono in una trasformazione del § 18 con a = 1. Che 
inversamente ogni tale trasformazione si componga di due successive comple- 
mentari si vede subito, sia invertendo ]e considerazioni geometriche superiori, 

sia ricordando (§ 15) c h e l a  superficie S trasformata della S ~ pienamente 

determinata quando di un dato punto M di S si conosca il corrlspondente M 

sopra 8 ed in M il piano tangente della trasformata. 

§ 27. 

COMPOSIZlOlqE DI DUE TRASFORMAZIO~I REALI OPPOSTE DI BACKLUND. 

Per  procedere all 'esame dei easi ulteriori eonviene ehe ricordiamo bve- 
vemente le formole date dal teorcma di pevmutabilit~. 

Sia S una SUl)erficie pscudosfevica di elemento lineave (riferito alle linee 
di curvatuva) : 

d s'- = cos -~ ¢ d u ~ + sen ~ .~ d v ~, 

ove ,~ b una soluzione dell 'equazione : 

= san  O cos  o, (~) u 2 @ v 2 

e siano S,, S~ due trasfovmate pseudosferiche di S dedotte da questa me- 
diante due trasformazioni di BXeKLUI~D ]:)~,, B~ a eostanti a,~ ~ diverse e 
col rispettivi elementi ] ineari :  

d s~ ~ cos ~ ~, d u ~ + sen ~ 6, d v ~ 

d s~ ---- cos ~ ~2 d u ~ + sen ~ ~ d v ~. 

Le funzioni ¢,~ ~ soluzioni della (~): sono legate alla primitiva ~ dalle 
formole : 

@Gi~ ~ _.[_ ~@9 __ sen O, cos 0 +c~sSenz~z~ cos O~ sell 0 ) 

@ Oi ~ 0 COS O~ sen 0 + sen ~, sen ~ cos 0 I (2) 
~-%- + ~ 5 ;  = - c o s  ~, 
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00t 0 0 sen Os cos 0 4- sen a2 cos 02 sen 0 1 
J-a- + O~ - -  cos ~2 t (2*)  

O, ~ 0 cos 02 sen 0 -~- sen ¢, sen O, cos 0 1 

II teorema di permutabilil~ stabilisee che esiste una quarta superficie 
pseudosferica S~, d'elemento lineare: 

d s~ = cos' 03 d u ~ + sen' e~ d v', 

determinabile in termini finiti dalla formola: 

¢o f + 
tg = , (3)  

the g legata alla S, da una trasformazione B'~, di BAeKt.~ND a costante ~, e 
alla S~ da una trasformazione di BXCKLU~D B',, a costante e,. Quattro punti 
corrispondenti qualsiasi M, M,~ M~, M~ della quattro superfieie pseudosferi- 
the S, S~, S~, '~3 segnano i vertiei di un quadrilatero sghembo di eui due 
]ati opposti 31 M,, M~ 3f3 serbano la lunghezza eostante = cos e~ e gli altri 
due la lunghezza eos~ ;  i due la~i eoneorrenti in ogni vertice giaeeiono nel 
piano tangente della eorrispondente superficie pseudosferiea. 

Supponiamo ora in partieolare ehe si abbia ~ , - - = -  a,, eio~ ehe le due 
trasfovmazioni di B.~CKLUSD siano opposte. II quadrilatero sghembo M M, M~ M~ 
diventa allora una losnnga e, a cau.~a della sua simmetria, le normali in due 
vertici opposti, per es.~ M, /113 alle guperficie S, $3 si incontrano in un 
punto Mo~ equidistante da M, M~. Ponendo: 

M Mo----- M~ Mo= T, 

dalle formole effettive che d~nno le coordinate dei vertici (Lezioni, 1. e.) si 
trova facilmente : 

l ° . -  T = c o t \ ~ ]  - - s e n ~ , c o t  • (4) 

Del resto questa formola, preseindendo dalla precisa determinazione dei 
segni~ si pub stabilire anche con considerazioni elementari trigonometrich% 

('*) Per far coincidere questa formola colla (11) § 23 basra eangiarc 0 a in 0"+ ~. 
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osservando ehe i quattro lati della losanga sono di lu.ghezza = eos z, e l'an- 
golo in Moo  M3 ~ dato da ~3--~, quello in 211~ o M~ da ~ , - - ~ .  

Dimostreremo che l a  ,~3 si deduc,~ da S prceisamente colla trasformazione 
del § 18, ore si dia alla eostante a il valore a = cosz, provando ehe la 
funzione T data dalla (4) soddisfa le equazioni fondamentali (20) (21) § 17. 
E infatti dalla (4) derivando ed osservando le (2), (2*), deduciamo: 

1 ~ T - - t g ~ c ° s ( ~ }  

 os0+  , en0 

(5) 
1 ~ Y t g ~ s e n ( ~ )  

s e n 0 - - T c o s 0  ~v ,0,--021 
Sell 

da cui quadrando e sommando: 

1 ( ~ T }  ~ , l (~T~'~+I - 1 ( ' f2@ l) ,  
t (sen 0 7'cos v ) (cos0 d TsenS) ~ ~u- 

che ~ precisamente la (20) § 17 fattovi a = cos a. Per-¢erificare similmente 
la (21) del detto paragrafo, conviene scriverla per es. sotto la forma della 
seconda delle (22) (ibid.) ed osscrvare chc cssa coincide con que]la ottenuta 
derivando la prima delle (5) l'apporto a v. :Ne concludiamo quindi: La su- 
perficie pseudosferica ,~3, che si ottiene da S co~ due trasformazioni eli 
BiiCKLtTND Successive ed opposte B~, B_, ,  deriva direttamente da S applicaJ~do 
una trasformazione del § 18 cou a ~ cos a. 

Vieevel'sa si vede subito ehe tutte ]e trasformazioni del § 18 con a ~ l 
si ottengono componendo due trasformazioni opposte di B~.CKLWD. 

Segue che la superfieie So descritta dal punto Mo d'incontro di due nor- 
mall corrispondenti a S, b'~ fi applicabile sul catenoide accoreiato, avente la 
curva meridiana : 

r ~ sen a, cosh z; 

di pifi il piano tangente in Mo alla SQ ~ il piano di simmetria M, MoM~ 
della losanga. Per ]a medesima ragione, anche le normali in _71/,, M, alle 
due superfieie pseudosferiche S,, ,Y~ si ineontrano in un punto M'0, che de- 
serive una seconda superficie S'o applieabile sul medesimo catenoide accor- 
ciato. D'altronde il piano tangente in M'o alla S'o ~ l'altro piano di simme- 
tria M M'oMs della losanga; dunque la retta MoM'o ehe segna la perpen- 
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dieolare comune alle due diagonali della losanga de~crive una eongruenza W 
normale (i due piani foeali essendo ortogonali) colle superfieie foeali So, S'o. 
Arriviamo evidentemente al teorema : Una superficie So applicabile sul ca- 
tenoide accorciato ha per complementare S' (rispetto alle geodetiche defor- 
mate dei meridhtni) una superficie applicabile sul medesimo catenoide. 

facile del resto dare di questo teorema una dimostrazione diretta, cib 
ehe conduce per aitra via ai risultati era stabiliti. 

§ 28. 

CoMPoslzlo~E w DUE TRAS~ORMAZIO~I PURAMENTE mMAQISAmE OPrOSTE 
DI B.~CKLUND. 

I risuliati ana litici, eoncernenti ]e soluzioni dell'equazione (~): 

sen 6 co8 G) 
u ~ ~ v ~ 

forniti dal teorema di permutabilith) sono naturalmente indipendenti dall'essere 
queste soluzioni e le costanti =,, a~ reali o complesse. 

Suppongasi ora ehe, essendo sempre la 0 una soluzione reale delia (~), 
si dia a :, un valore complesso quatsiasi; la fimzione 0, integrale del si- 

sterna [2) sarh naturahnente complessa. Se indiehiamo con ~,) e, le quantith 
coniugate di : , ,  ~;,, vediamo subito ehe le (2*) saranno soddisfatte ponendo : 

mentre la formula (3), ehe diventa:  

1 (¢, ,!-E) 

tg = 1 

sen ~- (a, - -  ~,) 

essendo evidentemente reale il secondo membro, ci dimostra the la quarto 
soluzione 0~ risulta mwvamente reale e reale sar'~ quindi pure ]a superficie 
pseudosferica $3 corrispondente. 

Ora dimostreremo the ore si prenda a; puramenfe immaginario) diciamo: 

~ :== iz  (~ reale), 
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]a S:~ si dedurr~ dalla S precisamente con una delle nuove trasformazioni § 18 
ore  si faceia a = cosh(: ( a >  1); verremo cosi a stabilire il t eorema:  

Le nuove trasformazioni &lle superficie pseudosferiche del § 18, corri- 
spondenli ad un valore > 1 della costante a, si compongono di due succes- 
sive lrasformazioni di B~.CKLUI~D puramente immaginarie e coniuyate Bi,, B. ¢~. 

Scindelldo ill ~, il reale del l ' immaginario,  pon iamo:  

0, = o~ q - i ~ ,  

illdi G = ~ )+  i cf e la (6) si seriveri~, sotto forma rea le :  

tg ~ senh~ " 

D'al tronde,  separando nelle (2) il reale da l l ' immagina r io ,  presenteremo 
queste formole sotto l 'aspetto seguente rea le :  

o~ t30 cos 0 cosh ? + senh z sen ~ senh ? sen co ' 

~ ~ 0 - -  sen 0 cosh ? q- senh a cos 0 senh ~ 
~-V- q- ~ = cash 

C O S  ¢ D ,  } 
(I) 

---~_~_~ 'z cos 0 cosh ? + senh ~ sen 0 senh ? cos co ] 
u cosh 

e9 ? sen 0 senh ? - -  senh ~ cos 0 cosh ~ I 
- -  ~ - -  t s e l l 6 J .  

v cosh ¢ , ! 

(II) 

Questo ?~ un sistema di equazioni ai differenziali totali per le due fun- 
zioni reali ,), ~ di u, v;  esso ?~ i t l imitatamente integrabile coma b chiaro a 
priori, pel modo con cui fu dedotto dal sistema (2) e come si verifiea del re- 
sto direttamente, osservando la (~). 

Sar~ dimostrato il nostro teorema quando si provi che assumendo:  

T = cot (G , - ~ )  = senh o coth % 

saranno soddisf,qitc le (20) (21) § 17 ore si faecia a ~ c o s h a ;  e infatti g]i 
sviluppi del § 23 provano allora the  la sup~rficie pseudosferica trasformata 
ha precisamente l 'e lemento l ineare :  

! 

d s  ~ = cos ~ G d u '  + sen'  G d v  ~, 

e coincide quindi con S~. 
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Ora dalla precedente, derivando, si trova per le ( I I ) :  

onde : 

1 a T tgh z cos to 
cos 0 -4- T sen 0 ~ u ~ senh q~ t 

) 1 ~ T tgh ~ sen t~ 
sen t) _ Tcos 0 ~v senh 

1 (~ T)', l (~ T)' 1 
(cos0 -~- Tsen0)  2 ~ - t - ( sen0- -  Tcos0) 2 ~ -it-1 ----- cosh ~ ( T ~ - {  - - ¢  1); 

(7) 

cosi la 20) § 17 ~ verifieata. Similmente, derivando la 1. ~ delle (7) rap- 
porto a v coll',)sservare ie (I), (II), si verificher~ la 2. a delle (22) § 17~ ossia 
la (21). 

Per arrivare alle trasformazioni del § 18 con a >  1 abbiamo eomposto 
due trasformazioni di :BAcKLUND Bi,~ Bi-~ puramente immaginarie conjugate. 
May come abbiamo avvertito al prineipio del paragrafo, otteniamo egualmente 
trasformazioni reali componendo pi~t in generale due trasformazioni di B).cxt,wD 
complesse coniugate. In quale relazione stanno queste pi~t generali trasfor- 
mazioni colle speeiali da noi studiate? Se ponendo ¢,-----a-t-i~'~ 0 , = ~ - l - i ~  
si separa nuovamente helle (2) il reale dall'immaginari% si trova per le % 
un sistema di equazioni pifi generali delle (I), (II)~ ma che a queste si ri- 
ducono con un mutamento lineare delle variabili u~ v. Adoperando l'identico 
processo che al § 256 delle Lezioni ei ha servito per dimostrare come una 
trasformazione di Bi/CKt,WD si compone di una complementare e di due tra- 
sformazioni di Lu..'~ si arriva ad un risultato perfettamente analogo e eio~ al 
teorema : 

Le trasformazioni pi~t generali di cui si tratta si compongono di m~a 
nostra particolare preceduta e seguita da due trasformazioni di LIE inverse 
l'una dell' altra. 

Se analiticamente le trasformazioni pih generali si riducono cos~ alle par- 
ticolari e a trasformazioni di LIE~ non se ne deduca che l'esame diretto della 
loro natura geometrica debba essere eonsiderato come superfiuo; anzi ~ fa- 
cile prevedere che condurrh a risultati interessanti~ oecupando le dette tra- 
sformazioni, di fronte alle partieolari di eui qui ci oceupiamo~ il medesimo 
posto come la trasformazione di BiiCXLU~D di fronte alla trasformazione com- 
plementare. 

Annal i  di Matematica.  Serie I[I, tomo III.  3(} 
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§ 29. 

D20 . 0~0 
IL TEOREMA DI PERMUTABILITA PER L'EQUAZIORE : ~ -p ~ -~ senh 0 eosh 0 = 0. 

I risultati conseguiti net paragrafi precedenti per la composizione delle 
nuove trasformazioni delle superficie pseudosferiehe mediante trasformazioni 
di B.~CKLVND sUSSiStono ancora, come ci proponiamo di dimostrare, per le su- 
perficie a curvatura costante positiva; soltanto qui le trasformazioni elemen- 
tart componenti sono sempre necessariamente immaginarie. 

L'equazione fondamentale': 

~ 0 ~20 
u2 q- ~ -{- senh 0 cosh 0 = 0, (3) 

da cut dipende ta ricerca delle superficie a curvatm°a costante K ~ - { -  1~ si 
riduce subit% introducendo gli immaginarii~ alia forma : 

~ to ~ to 
sen to cos to~ 

e dal punto di vista analitieo va]gono quindi ancora tutti gli sviluppi relativi 
al teorema di permutabilit~t. Presentiamo qui le formole sotto la forma che 
meglio si presta ai confronti eolle nostre precedenti. 

Sia 0 una soluzione qualsiasi (reale o complessa) della (,2) e indichi a~ 
una costante pure qualsiasi (reale o complessa). Denotando con 0, una con- 
veniente funzione di % v~ si consideri il seguente sistema di equazioni si- 
multanee : 

-~u "-1- ~ ~'v =- senh a, cosh 0 senh O, -I- cosh a, senh 0 cosh O, i 
• ( 8 )  

aO~ 90 1 i ~ + ~u---- - -  senh ~, senh 0 cash O, ~ cosh ~, cosh 0 senh O, , 

6 =  V-- 1); 

quesle costituiscon% a causa della (f~) cut soddisfa 0, un sistema illimitata- 
mente integrabi]e di equazioni ai differenziali totali per la funzione inco- 
gnita 0,. Di pih~ eliminando per derivazione 0 dai primi membri delle (8'~ 
si vede che ogni sohlzione 0, delle (8) ~ una nuova soluzione della (fl): di- 
remo the la soluzione 0, ~ otienuta dalla 0 mediante la trasformazione B~. 
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Prendasi  ora per la costante un altro valore, as e si determini similmente una 
terza soluzione 02 della (3) dalle equazioni s imul tanee:  

u 

. ? 0 ,  

. a 0  
- - -  + ,  3~- = senh o-~ cosh 0 senh O~ + eosh ~, senh O eosh 0~ 

30 
+ ~ t  = - -  senh as senh 0 eosh 0~ - -  cosh ~ cosh O senh 0~. 

(8*) 

Rote che siano 0,, 0~, dimostriamo ehe si pub dedurre, in termini finiti, 
una quarta soluzione 0: della (~) ehe sia legata a 0,, 0~ rispettivamente dalle 
trasformazioni B.., B,, colic costanti ~ invertite. Dovranno dunque sussistere 
insieme le equazioni :  

30, + i ~ 0 ~  

. ~0 i  ~03 
* -gTv + 

= sen.h ~., eosh 0~ senh 0, + eosh ~.~ senh 03 cosh 0, 

- -  senhq~ senh 0a eosh 0, - -  eosh . ,  eosh 0a senh 0,. 
(9) 

? 02 ~ 03 
~--7 + i ~ v  = senh a, cosh O~ senh O: -1- cosh a~ senh 0~ cosh O~ 

a 0-. ~ 03 
~ v  + -~u = - -  senh ~, senh 03 cosh 0~ - -  eosh a, eosh 0a senh 00. 

(9*) 

Sottraendo le (9), (9*) eorrispondenfi e confrontando col risultati ottenuti 
similmente dalle (8), (8*), faeilmente si t raggono le ' due equazioni:  

eosh (a, - -  a~) cosh (0t - -  0 0 - -  1 
eosh (03 - -  0) = cosh (0, - -  %) - -  ¢osh (at - -  a,) 

senh (0a --  0) = senh (a, --  ~,) senh (0i - -  0~) 
 osh(0;-- 00 -- 0sh (:, - -  

le quail sono concordanti,  essendo = 1 la differenza dei quadrati  dei seeondi 
membri. Esse possono sostituirsi eoll 'uniea formola ben sempliee:  

e su questa facilmente si verifica c h e l a  funzione 03, cost definita, soddisfa 
effettivamente le (9), (9*). 

II risultato eosl conseguito per l e  soluzioni della equazione (/3) indiche- 
remo nuovamente col nome di teorema di permutabilit~. 
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§ 30. 

COMPOSIZIONE DELLE NUOVE TRASFORMAZIONI PER LE SUPERFICIE 

A CURVATURA COSTANTE POSITIVA, 

Suppongasi ora c h e l a  soluzione iniziale O sin reale e la costante a, sia 

complessa qualunque. Indicando, come al § 28 con ~,, 0t le quantit~ coniu- 
gate di a,~ 0, si vedr~ subito che le (8'} risultano soddisfatte se si pone: 

allora la formola (10) diventa: 

Essendo il secondo membro reale e minor% in valore asso]at% dell'unit~ 
vediamo che la quarla soluzione 03 risulta nuovamente reale. Vi corrisponde 
quindi una superficie reale $3 di curvatura K =  ~ 1 e d'elemento lineare : 

d s~ = senh ~ 0~ d u ~ ~ cosh 2 03 d v~; 

essa dipender~ da quattro costanti arbitrarie due rappresentate dalla parte 
reale e dal coefiieiente dell 'immaginario in a, le altre due provenienti dai 
valori iniziali delia parte reale e della complessa in 0,. 

Allo scopo perb di arrivare alle trasformazioni delle superficie a curva- 
tura costante positiva studiate al Cap. III~ conviene particolarizzare il va- 
lore della costante a, supponendola senz'altr'o reale = ~ (*). Scindendo nuo- 
vamente e, nella sun parte e complessa col porte: 

le (9) ci d~nno per le funzioni incognite rea l /~ ,  ? il sistema simultaneo il- 
limitatamente integrabile : 

00---~u = (senh ~ cosh 0 senh ~ + cosh ~ senh 0 cesh ~) cos ~ 1 
(i 2) 

0 
(senh a senh 0 senh ~ ~ cosh ~ cosh O cosh ~) sen 9. 1 

CO 

(*) Anche qui, come nel caso delle superficie pseudosferiche, 6 da osservarsi c h e l a  
pifi generale trasformazione ottenuta col supporre *a complessa qualunque si compone di 
una nostra particolare preceduta e segui~a da due trasformazioni di LIE-BONNET inversa 
Funa dell'altra. (Cf. le osservazioni in rondo al § 28.) 
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~__2.~Ou -I-- ~ ~ 0 = (senh ~ eosh 0 eosh ~ + cosh ~ senh 0 senh ~) sen ? i 
(12") 

~___~ _ ~0 = (senh ~ senh 0 cosh ~ + cosh : cosh 0 senh o)) cos ~, 1 
v ~ u 

e la (11) diventa : 

tgh ( ~ - - ~ )  = tgh ~ tgh co. (13) 

Andiamo a verifieare c h e l a  superficie $3, applicabile sulla sfera, cor- 
rispondente alla soluzione 03 dell'equazione fondamentale (~) definita dalla (13)~ 
si deduce dalla S appunto eolla costruzione del § 15, ove si riporti sopra 
ogni norma]e di S il segmento: 

T =  tgh(03--~ 0 ) _  tgha tgh~o. (1,)  

Derivando ed osservando le (12), troviamo infatti: 

1 07' 
senhO + TcoshOOu 

1 D T 
~ . - ' 5  

cosh 0 -}-, ,Tsenh 0 ~v 

da cui quadrando e sommando abbiamo: 

senh a cos ? 
c o s h  o) 

s e n h  ~ s e n  ¢~ 

c o s h  co 

(15) 

(senh 0 -I- T cosh 0) 2 ~-u -]- (eosll- 0 -4- T senh 0)~ ~, ~ v ] cosl---~-~ -[- 1 =: 

- -  cosh 'q (T  ~ -  1). 

Dunque T soddisfa all'equazionc fondamentale (I) § 12, ore alla costante 
c si dia il v~ilore negativo: 

C ~ - -  e o s h :  a .  

Resta solo a dimostrarsi che T soddisfa anche l'altra equazione (II) § 12 
o, cib che ~ lo stesso, la seconda delle ( I II*) :  

~T _ 
c5-'; senh 0 -]- T eosh 0 ~u 

1 OT 1 OT 
= s e n h 0 s e n h 0 - i -  Teosh0 0u cosh0-{- Tsenh0 c~v ~- 

_}_30 1 ~ T  
~u cosh 0 -~ T senh 0 '~ v ' 
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La verifica ~ immediata, ove si derivi rispetto a v la prima delle (15) 
e si abbia riguardo alle (12)7 (12") ed alle (15) stesse. 

Da quanto abbiamo dimostrato risulta the il luogo So degli estremi dei 
segmenti T staceati sulle normali di $7 ~ applieabile sulrellissoide allungato 

1 
~ - -  e 7 c o n  = di rotazione di semi-asse maggiore 1, di semi-asse minore cosh 

frontando le formole attuali con quelle del §, 21, chiaramente vediamo che 

la superfieie S simmetrica di S rispetto a So ha pI:eeisamente l'elemento li- 
neare : 

d s: = senh ~ ~ d u ~ + cosh ~ 03 d v '~, 

e coincide quindi celia nostra S~. 
Cosi, mediante due successive trasformazioni immaginarie di BACKLU~I) 

abbiamo composio la trasformazione reale delle superfieie a curvatura costante 
positiva del Cap. I[I  7 corrispondente ad un valore negative della costante c. 
Per considerate anche il ease della c p,)sitiva basta (come risulta anche a 
priori dalle osservazioni del § 22) seambiare in tutte le nostre formole pre- 
cedenti 7 in partieolare helle (12)7 (12"), u con v. Assumendo allora: 

T = coth a eoth % 

si vedr~ subito che ne risultano soddisfatte le equazioni di trasforma- 
zione (I), (I[) § 12 ove si ponga: 

c = senh ~ ~. 

In tal case riportando sulle normali alia superficie iniziale S segmenti 
= T, il luogo So degli estremi sarh applicabile sull'iperboloide di rotazione 
a due falde colle lunghezze: 

1 
a =- 1, b = 

senh 

dei semi-assi trasverso e coniugato. 
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§ 31. 

LE COI~SEGUENZE DEL TEOREMA DI PERMUTABILIT}x. 

Gli sviluppi analitici dei paragrafi preeedenti relativi alle nuove trasfor- 
mazioni delle supe:fide a cm'vatura costante non hanno soltanto il vaniaggio 
di risolverle in trasformazioni pih semplici (immaginarie): essi eondueon% come 
ora si vedrh~ a dimostrare l ' importante teorema:  

Se per una superficie a curvatura costante si sanno completamenle inte- 
g','are le equazioni di tras/ormazione per tutti i valori della coslante che vi 
f igura (*)~ l'applicazione successiva ed illimitata delle nostre ~rasformazioni 
alle nuove su.perficie a curvatura costante via via oltenute richieder~z sollanto 
calcoli algebrici e di derivazione. 

Procediamo infatti come al § 259 delle Lezioni~ utilizzando ii teorema 
di permutabilit'~. Poniamo per es. the la superficie iniziale S si~t a cuvvatura 
costante positiva K = - F  1 e eorrisponda alla soluzione 0 della (~)..-Per la 
nostra ipotesi~ sapremo integrare completament% per ogni valore della co- 
stante reale z (ineluso ~ = 0), il sistema: 

.00 
~ 0~u q-- ~ ~v ---= senh ~ cosh 9 senh 0, -1-, eo.~h ~ senh 0 cosh 0, 

* -a-Tv" ~ 0, -F0u0 0 _ senh ~ senh 0 cosh 0, - -  cosh ~ cosh 0 senh 0,, 

e la soluzione pib generale 0, conterrh~ oltre % uqa costante arbitraria com- 
plessa C~ siceh~ potremo serivere:  

0, = 0, (u, v, ~, C). 

Si consideri ora una soluzione speciale 0', del sistema eorrispondente al 
valore a' di a ed al valore C, di 6', sia dunque:  

O ' ,=O , (u ,  v, ~,, C,). 

Baster~. dim ostrare ehe delia 0', possiamo determinare~ senza calcoli di 
integrazione, tutte le soluzioni trast'ormate mediante una qualunque B,. In- 

(-:) Intendiamo che non si•no nemmeno esclusi i valori c = -- l, a = 1 delle costanti 
the figurano nelle equazioni di trasformazione (I), ([II) § 12 e (20), (22) {} 17, cib che 
significa (Of. § 20 in fondo) che della superficie iniziale S si suppongono note le linee 
geodetiche. 
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! 
tanto se ~ =:=a ,  la farmola dcl teorema di permutabi l i th :  

ci farh eonoseere in termini finiti la trasformata e di 0 mediante  la Bo. Se 
poi ~ = q' ba,~terh, come al § 259 delle Lezioni, dedurre  dalla precedente  
con passaggio al limite la formola :  

(~ ) , - -0~  [00, , ~ O , C , ]  
coth ~. ----~--) = [ ~ -  "3- ~-~ . , = '  

dove dapo la derivazione si fadt a = a' 7 C = C, e con C'  ~ indieata una nuova 
castante arbi t rar ia ;  questa ci definisce ]a trasfarmata della 0', mediante  ]a B~.. 

Come immedia ta  conseguenza del teorema, noteremo ancora che: Sulle 
successive superficie a curvalura costante trasformate si olterr~ in termini 
finiti l'equozione delle linee geodeticbe. Cib risulta subito dall 'osservaz;one in 
noia al teorema. Dire t tamente  lo dimostr iamo osservando che per ciascuna 
delle trasformate, che torneremo a indicare con S, sspremo integrare com- 
pletamente  il sistema (12)~ (12 ' )  anche per a = 0 vale a dare il s is tema:  

. . . . .  cash ~ eosh 0 sen ~, u cosh ~ senh 0 cos ~,  0 

~u 9vv --- senh c° senh 0 sen ~°' 9v ~u = s e n h  ~ cosh 0 cas ~. 

Le prime due ci d imast rsna  che ] 'espressione: 

d o, (*) 
c0sh o) 

senh 0 cos ~ d u - -  cosh 0 sen • d v  = - -  

(*) Si osse rv i  che anche l ' e s p r e s s i o n e :  

cosh o, (senh 6 sen ,~ d u e cosh 0 cos ? d v), 

6 il differenziale  esa t to  di una funzione ~; dalle due f o r m o l e :  

senh 0 cos ¢ d u - -  cosh 0 sen ~ d v = 

senh 0 sen ~ d u t- cosh 0 cos ? d v  : 

quadrando  e sommando si h a :  

senh ~0 d u 2 + cosh ~ O d v  ~ = 

d {o 

c n s h  tJj ' 

dT 
COS|I to ~ 

d o,~ -b d ~  

e l ' e l emento  l ineare  di S 6 cosi r idot to  a forma geode t i ca  i so te rma.  
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b il differenziale esatto della funzione: 

== 2 arc tg (e~), 
e poieh5 : 

A, ~p ~ senh s 0 ~ -[- cosh 2 0 ~ v ]  - -  1 , 

Si ha una soluzion ~ dell'equazione A, ~, = 1 con due tostanti arbitrarie, cib 
the dh elementi sovrabbondanti per la determinazione in termini finiti della 
linee geodetithe (*). 

Con queste ultime ricerehe abbiamo evidentemente portato Ia teoria delle 
nuove trasformazioni per le superfitie a curvatura costante positiva al punto 
medesimo di sviluppo e h e l a  teoria delle trasformazioni di B]CKLU~D per le su- 
perficie pseudosferiche nuov% col teorema di permutabilith, ha da tempo rag- 
giunto. Cosl, se ritorniamo ai risultati conseguiti al § 16 e 19 partendo dalla 
soluzione 0-= 0, vediamo the alla superficie d'E~EpV.R trovate e alle loro 
successive trasformate sapremo illimitatamente applieare le nostre trasforma- 
zioni, con soli caltoli a]gebrici e di derivazione. 

CAPITOLO VI. 

Le nuove trasformazioni  applicate ai s istemi tripli  ortogonali  contenenti  
una  serie  di superficie a eurva tura  eostante.  

§ 32. 

RICtIIAMO DELLE FORMOLE RELATIVE AI SISTEMI DI "tar¥¥EINGARTEN 

A CURVATURK POSITIVA. 

Ci volgiamo ora alle ultime rieerche della presente Memoria, conside- 
rando non pih superfitie a turvatura costante isolate, ma serie ~ t  di tall 
superficie, appartenenti ad un sistema triplo ortogonale. La  curvatura delle 
superficie delia detta serie pub avere il medesimo valore eostante per tutt% 
ovvero essere pib. in generale variabile dall'una all'altra. Limitandoei a dare 
nei due ultimi paragrafi le formole relative al caso generale, restringeremo, 

(~) Lezioni, pag. 165. 

Annali di Matematica, Serie  II[, tomo IH. 37 
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per ragioni di brevitY, la trattazione dettagllata, al caso eioh di quei sistemi 
tripli ortogonali che ho chiamato sistemi di W~t~axawE~ (*). 

~] noto come pei  sistemi tripli ortogonafi pseudosferici (eontenenti ciog 
una serie di superfieie pseudosferiche) possedevamo, nella trasformazione di 
BACKLU~;D, un mezzo per dedurre da un sistema noto infiniti nuovi sistemi 
della medesima specie. Ci proponiamo di far vedere come le nuove trasfor- 
mazioni permettono di raggiungere il medesimo scopo per tutti i sistemi tripli 
ortogonali con una serie di superfieie a curvatura costante positiva o nega- 
tiva. Cib ~ facile a prevedersi analiticamente, dopo i risultati conseguiti al 
Cap. V; ma la conferma diretta mediante formole defnitive, libere affatto 
da immaginarii, presenta un effettivo interesse~ specialmente nel easo che le 
superfieie di una serie siano a curvatura costante positiva~ poich~ le nostre 
cognizioni su questi sistemi si limitavano fin qui ai teoremi d'esistenza, come 
seguono dalla teoria generale delle equazioni a derivate parziali. 

Cominciamo dal riprendere le formole fondamentali relative ai sistemi 
di W~(~_~RT~N di curvatura positiva K--=-+ 1. A1 quadrato dell'elemento 
lineare de]lo spazio riferito ad un tale sistema triplo ortogonale (% v, w), le 
w = cost. essendo le superficie di eurvatura K==- [ -1 ,  possiamo dare la 
forma (**): 

d s ~ = senh ~ 0 d u ~ -l- cosh~ 0 d v '~ + \~w)  d w', (1) 

dove 0 ~ una funzione delle tre variabili u, v, w, the soddisfa le equazioni 
caratteristiche : 

32u : O q - ~ + s e n h O c o s h O : O '  

senh-°O / ~ )  @ cosl?O [~--v-~w) -r k~w ] 1; 

(2) 

viceversa ogni soluzione 0 del sistema (2) definisce un corrispondente si- 
sterna di WEI~aARTF, S. Oltre a queste equazioni di 2. ° ordine, cui soddisfa (~, 
conviene tenet eonto pei caleoli seguenti anche del le  equazioni del 3. ° or- 

(*) Vedi la mia Memoria nel Tom. XI[I, serie 2. 8 di quosti Annali, ovvero Lezio,i, 
Cap. XX. 

(~"¢) Lezioni, pa~. 530. 
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dine the ne seguono: 

3 ( 1  3_20 t = _ s e n h O  30 1 3~0 30 1 
~u senhO~uv.wj ~w e o s h O ~ v  

~ ( 1 3 ' 0 )  I 3~0 30 
V SOII-llO?u3w = eoshO~v3w~'*~ 

~v cos-hO ~ - -  

1 3~0 30 
senhO ~u3w 3v 

v~w]~-~--  coshO~w senhO~u~wOu 

(3) 

Indiehiamo poi con x, y, z le coordinate di un punto mobile dello spazio 
espresso pei parametri % v, w del sistema triplo ortogonale e con: 

(X,, Y,, Z,) 

(X,, r~, Z~) 

(x~, Y~, z~), 

i rispettivi toseni di direzione delle tangenti alle linee coordinate (u), (v), (w); 
avremo le formole: 

3x 3x cosh ~ X~, 3x 30 
,~ = senh ~ X,, 3v = 3 w -- 3 w X3, 

3Xt 3 0 3 0 3 X t  1 3~0 X3~ 3 u 3v Xo -- eosh $ X3, 3 X, 
" = - -  " 3v = ~ X * '  3z--~--senhO3u~w 

3u 3v 

3 Xs _ cosh 9 X,, 3u 

3X.. __ 1 3' 0 X3, 33vX.. __ 3u3 0 Xt - -  senh $ X3, ~ w cosh 0 ~ v 3~ 

~ X3 = s e n h  ~X~ ' _ O X ~  1 ~ 0  
v ~w senhO ~u 3w 

1 ~20 X,. 
cosh 0 ~ v ~ w 

e le analoghe per y, z; Yi,  Zi ( i =  1, 2, 3). 
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§ 33. 

LE TRASFORMAZIONI DEI $1STEM1 DI WEINGARTEN A CURYATURk POSITIVA, 

Richiamate le formole fondamentali ehe servono al nostro scopo, andiamo 
ora a trattare il problema della trasformazione. Di eiaseuna superfieie S a 

eurvatura costante K =  + 1 del sistema w prendiamo una trasformata S se- 
condo la trasformazione del § 15 definita dalle formole (10) ibid. : 

2 T l t D T X ,  - 
x----~x 2 c c ( : / , ~  1) Xa- -  senh0 -f- Y/cosh0 ~u  

(5) 
1 ~ T X~ / }'~ 

coshO ~- Tsenh 0 a v 

dove c indiea una costante assoluta e T sar~. attualmente funzione di u, v 
e di w, la quale dovr'~ intanto soddisfare le equazioni fondamentali (I) (II) § 12: 

( s e n h 0 ÷ T c o s h 0  ~ [  - l - ( cosh0+Tsenh0)~  Tv -i-1---~--c(T"--l).  (~) 

V~v(senh0 1 ~ T  + Tcosh 0 ~u., } 

1 ~T 1 ~ T  
= senh ~ senh(J -~- Tcosh 9 ~u cosh 0 -[- Tsenh0 ~v -j- ({~) 

b0 1 ~T 
+ ~uu cosh0 -t- Tsenh0 ~v  

0ra  noi vogliamo esaminare se ~ possibile determinare ulteriormente T 

in guisa ehe le o~ i superfieie S, a curvatura K =  + 1, faceiano parte esse 

stesse di un nuovo sistema di W~,S(~AaTES. Siecome sulle superfieie S le linee 
di eurvatura u, v si corrispondono, il teorema di DAasoux-Due,s dimostra 
che cib avr~ luogo se nel sistema (u. v, w) definito dalle (5) le linee coor- 

dinate (w) saranno ortogonali alle superfieie S, cib ehe riehiede 18 propor- 
zionalit~, delle derivate : 

6 W ~W 

ai eoseni di direzione: 
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della normale alla S. Ora per le (11) § 5 abbiamo : 

- -  9, I 1 ~ T  
X ~ - - c ( T ~ - - 1 )  senh0+  T e o s h 0 0 u  X ' +  

0 T . 

@" cosh0 -l-, Tsenh0 ~v X~ + 2 

e d'altronde, derivando le (5) rapporto a w, otteniamo: 

- -  A X~- I -  B X ,  4: C X.~ , 
w 

ore si ponga per brevitY: 

~ ( 2 T  1 ~u)  c OT 2 T 1 ~20 
A = - -  ~ C (T ~ -- 1) senh0 + Teosh0 (T ~ - -  1) senh 0 ~ u ~ w 

~ (  ~ T  1 ) 1 0 ~ T  ~ T  ~ 
B ---- ~w c (T ~ -  1) cosh0 q- Tsenh0 ~-~ 

C ~ - ~ + ~ o ~ / c ( T ~ _ I )  - -  c ( T~ - -  i ) senh O g u ~ w senh O + T eosh O ~u 

i~ T 1 c~0 1 ~T 
c (T ~ - -  1) cosh 0 ~ v 0 w eosh0 + Tsenh 0 0 v 

c(T 2 - 1 )  eosh0 0vOw 

~ 0 1 ~ T 

Per esprimere le dette condizioni avremo dunque le proporzioni: 

A B C 
1 D T 1 ~ T c 7'~ - -  (c + 2) 

senh0 @ Tcosh0 ~u eosh~) + Tsenh0 ?v 2 

(6) 

L'eguaglianza dei due primi termini porge l 'equazione: 

1 ~ T  ~ (  l ~;/'/ 
cosh0 ~ Tsenh0 ~--v- "~w senh0-t- Tcosh0 ~)u] 

1 ~:P D [ 1 _~T~ 
-- senh0 + Teosh~) ~u ~w k~'sh0 + Tsenh0 ~v]  

1 ~ 0  1 ~ T 
eosh0 O v ~ w  senh0 + Teosh0 0u 

1 ~0  1 0 7' 
senh0 0 u 0 w  eosh0 -¢- TsenhO ~v 

se a questa associamo la seguente che risulta dal 

(7) 

derivare la (~) rap- 
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porto a w : 
1 ~ T ~ ( 1 ~_~__F t 

senh0 + Tcosh0 ~u ?w.senh0 + Tcosh0 ~u] -}- 

1 ~ T 3  ( 1 ) 3 T  T ~ T  
-~- oosh0 -~- Tsenh0 ~v ~w cosh0 + Tsenh0 ~v ~ c ~w' 

possiamo risolvere qucste due rapporto alle due derNate: 

T , ~ '~v 
~ senh0 + Tcosh0 ~u \cosh0 + Tsenh0 

e introducendo questi valori nella rimanente equazione (6), iroviamo l'ulteriore 
equazione del 1. ° ordine per T:  

( c + 1 ) (  3T ~0) T ~ 0  
senhO ~u~wsenhO+ TcoshO Du 

1 D ~ 0 T ~T 1 
cosh0 ~v3wcosh0+ Tsenh0 ~v 

(-/) 

D'altronde dalla (7)derivando segue ]a (7) the possiamo dunque tra- 
scurare; resta solo da determinare T in guisa da soddisfare le equazioni si- 
multanee (~), (~), (7). Se prendiamo: 

~T ~T T, 

come funzioni incognite, I8 quali perb debbono essere legate fra loro dalla 
equazione (~) in termini finiti, faeilmente vediamo che dalle (~.), (~), '(7) de- 
rivando si ottengono le ire derivate rapporto ad u~ v, w di eiaseuna di queste 
tre funzioni, espresse per ]e funzioni medesime; abbiamo cio~ per le nostre 
tre funzioni un sistema di equazieni ai differenziali totali. Si pub ~erificare 
che questo sistema, in fgrza delle (21 (3) cui soddlsfa 0, ~ illimitatamente in- 
tegrabile. Differiamo la verifica ai paragrafi seguenti dove si potrh fare in 
modo molto pi~t semplice. :Ne segue che non soltanto possiamo soddisfare al 
sistema (~.), (fl), (7), ma di pih son() in nostro arbitrio i ~alori iniziali di T 

e di una delle due derivate tT  ~T per un sistema iniziale UoVoWo di va- 

lori delle variabili. Geometricamente cib equivale al teorema: 
Ogni sistema di WEIIqG'ARTE~ a curvatura positiva ammette oo 3 sistemi 

della stessa specie trasformati secondo le nuove trasformazioni ; per indivi- 
dua're il sistema trasformato basta fissare (ad arbitrio) di una delle super- 
ficie a curvatura costante del sistema primitivo la superficie trasformata. 
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§ 34. 

IL TEOREMA DI PERMUTAB|LITtk PEL S]STEMA (2). 

Vediamo ora ~ome anehe le nostre trasformazioni reali dei sistemi di 
W s ~ e x R ~  a curvatun¢ positiva si compongano con due trasformazioni im- 
maginarie successive di :BAcKLUND~ nella qual eosa proeederem% come gi~ al 
§ 29 per le superficie isolate~ per via puramente analiiiea. 

Sia 0 una soluzione qualsiasi, reale o complessa, del sistema (2) e in- 
dicando con ~, una costante arbitraria (reale o complessa) si eonsideri il se- 
guente sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali di 12 ordine 
per una funzione incognita 0, di u, v, w:  

b~' --[-i DO Du ~ ~-~ senh o, cosh 0 senh O, -t- cosh ~ senh ~ cosh O, 

.D0, DO = - - s e n h  ~,senh 0 c o s h ~ , - -  coshzicosh 0senh0, 
~ v  + ~--;- 

D 6~ 1 D2 9 senh O, ~-- 
senh z, 0-~- = senh~ 0 u O ~----T 

DO i D ~ 0 cosh a, --  cosh o~ ~ ,  
+ cosh 0 D v ~ 

(8) 

delle quali le prime duo senD le equazioni stesse gi~ considerate al § 29. Si 
verified subito che~ in forza delle equazioni (2), (3) eui soddisfa 0~ il si- 
sterna (8) h illimitatamente integrabil% sicch~ possiamo assegnare ad arbitrio 
per una terna iniziale (uo Vo wo) di valori delle variabili il valore di 0t. Inoltre 
la 0t soddisferK essa stessa al sistema (2)~ eio~ si avdt :  

u~ + ~ + senh O, eosh ~, = 0 

sent? 0, ~ ~--u--~ w] " cosl? Ol k~ v D w] - -  
= l .  

(9) 

Quanto alla prima abbiamo gi• lairD la verifica al § 29 eliminando per 
derivazione 0 dalle due prime (8). Per verificare anche la seconda delle (9) 
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traggansi dalle (8) derivando le due formole: 

90, 90 
t 9 ~ O~ = cosh ~, senh 0 ~ + senh z~ senh 0 ~ + 

senhO~guOw 

1 ~ 0  i ~ 0  
- -  cosh 0 cosh 0, + eosh 0 3 v 9 w + senh 0 9  u 9 w  

1 9~0~ 90, 90 
~ i ¢osh ~, eosh 0~-~ + i senh z, eosh 0-~--- +(:w_ 

cosh 0 senh 0, 

cosh Ol ~ u ~ w 

i 0 ~ 0 1 ~ 0 
-}- senh 0 9 u 9 u~ senh 0 eosh 0~ eosh 0 3 v ~)--w senh 0 senh 0,, 

le quali quadrate e sommate, con riguardo alla terza delle (8), dhnno ap- 
punto la seconda de]le (9). 

Diamo era alla costante ~, un altro valore o2 e come la 0, dal st- 
stems (8)cos~. determinist era una terza soluzione 02 del sistema (2) dalle 
equazioni analoghe : 

903 90 
9u- + i ~ --  senh as cosh 0 senh 02 + cosh as senh 5 cosh 02 

9 02 ~0 
i ~ + -~ t  --:- - -  senh ~, senh 0 eosh 03 ~ eosh a~ eosh 0 senh 0~ 

9 02 1 9 ~ 0 
- -  ~w senh 0~ + senh a~ 9 w senh 0 9 u 

DO i 92 0 cosh 02 - -  cosh z2 
+ cosh 0 9 v 9----w 

(8*) 

Sussiste aneora qui il teorema di permutabilith, cio~ esiste una quarta 
soluzione 03 del sistema (2) dedueibile in termini finiti dall 'equazione solita: 

(9) 

la 03 ~ legaia a Ot dalle equazioni stesse (8), eve per 0 si ponga 03 e per ~, 
si ponga as e similmente a 02 dalle (8*) cangiato 0 in 03 e as in zi. L'age- 
vole verifica lasciamo al lettore. 
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§ 35. 

LE FORMOLE DI COMPOSlZIOI~E NEL CASO C <~ 0. 

Si supponga ora ehe la primitiva soluzione del sistema (2)s ia  reale. 
Essendo a, complessa o real% sar~ naturalmente 0, complessa; allora osser- 
viamo come al § 30 che si soddisfano le (8*) assumendo" 

indicando come al solito ~,, O, le conjugate di % 0,. La soluzione o3 del si- 
sterna (2) definita dalla (9) che diventa: 

h evidentemente reale. ¥ i  corrisponderh quindi un nuovo sistema triplo or- 
togonale di W~I~aaRTES~ a curvatura positiva~ ehe dar~ all'elemento lineare 
dello spazio ta forma: 

d s'~ senh ~ 03 d u" ~ cosh ~ O~ d v "~ + 

Particolarizziamo ancora supponendo di assumere ~ reale = a e dimo- 
striamo che allora il sistema di WEmaXRT~S corrispondente atla (13) non 
altro che il trasformato del primitivo seeondo una delle trasformazioni del 
§ 33. Cosl dimostreremo come le trasformazioni reali ivi studiate si compon- 
gano di due successive immaginarie eoniugate di B:~eKLCSD. Scindendo~ come 
al § 30~ ill 0, il reale dall'immaginario ponendo: 

O,-----~+ i% 

e separando ne]le (,8) i] reale dall 'immaginario otterremo le formole: 

= ( s enh ,  eosh 0 senh ~o + cosh ,  senh 0 cosh co) cos ? 
u 

- -  (senh ~ senh 0 senh co + cosh,  cosh 0 eosh co) sen ~v 
(11) 

O~ 1 ~ 0  s e n h ~ c o s ~ - -  s e n h .  ~ = senh 0 ~ u ~ w 

1 ~ 0  s e n h m s e n T - - c o s h a ~ w .  
cosh 0 ~9 v ~ w 

Annali di Matematica, Serie III, tomo III. 38 
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~0 ~ + ~  
~ u  

~ ~0 
~v ~u 

-~ (senh z eosh 0 cosh ¢o + cosh ~ senh 0 senh ~) sen 

- -  - -  ~ (senh ~ senh 0 cosh ~ + eosh ~ cosh 0 senh ~) cos 

~ 1 ~ 0 eosh co sen ~ --[- senh z ~ ~ senh 0 ~ u ~ w 

(~2) 

s e n h 0 3 u ~ w  s e n h 0 - { - T c o s h 0  8u 

1 ~ 0  T ~ T  
- -0~  

cosh0 ~ v ~ w  senh0 + T e o s h 0 ~ v  

basra osservare le formole (§ 30): 

1 ~ T senh ~ cos ? 
T = tgh ~ tgh ~ ~ senh O -[- T cosh 0 ~ u = cosh oJ 

1 ~ T senh ~ sen 
cosh 0 + T senh 0 ~-~- = cosh o) ' 

e la preeedente si muter~ nella terza delle (11)~ che b soddisfatta. 
I1 sistema triple di W m ~ a x a ~  che si deduce seeondo le formole (5) 

§ 33 dal primitive assumendo: 

T = tgh a tgh % 

corrisponder~ dunque appunto alla forma (10) dell 'elemento lineare dello spazio. 

~ T  

senh ~q ~-~ -Jr- ~-~ - -  eosh~ a T '  ~)w 

1 ~ 0 T 

l D ~0 c o s h ~ c o s ? .  
[- cosh 0 ~ u ~ w 

Questo sistema di equazioni simultanee per le due funzioni reali inco- 
gnite % ~ b illimitatamente integrabile e possono assumersi ad arbitrio i va- 
lori iniziali di % ~. Pongasi era:  

• [ % - -  O~ 

e faeilmente si verit:ieher~ che con ques~o valore di T~ eve si ponga: 

c --- - -  cosh ~ ~, 

si soddisferanno le equazioni di trasformazione (~)~ (fl)~ (7) § 33. Per  ]e prime 
dne equazioni (~) (fl) abbiamo gi~ fatla ]a verifica al § 30. Per  verificare 
anche la (7) eke qui si scrive: 
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§ 36. 

LE FORMOLE DI COMPOSIZIONE PEL CASO C ~ 0. 

Ci resta da vedere come anehe nel caso c : > 0  la trasformazione del 
§ 33 dei sistemi tripli di WEI~(~.RTE~ a curva tura  positiva si componga  con 
dub immaginar ie  successive di B.~iCKLV~D. A tale scopo, in luogo del sistema 
(8) del § 34, considereremo il seguente:  

i ~ -  a-7 = - -  senh o'l senh 0 cosh 0, - -  cosh a, cosh 0 senh 0, 

-~v ~ = senh a, cosh 0 senh O, + cosh a, senh 0 eosh O, 

Ol ¢ D 2 0 (14) 
---- - -  senh 01 - -  eosh a~ ~ w senh 0 ~ u ~ w 

1 ~ 0 cosh 0, senh a, 
cosh 0 ~ v ~ w 

ove a, indiea una costante arbi t rar ia  e 0, una funzione incogni ta  di u, v, w. 
I1 sistema (14), a causa delle (2) (3), ~ i l l imitatamente integrabile ed un suo 
integrale 0, ~ una nuova soluzione del s istema (2). Cangiando  ~, in : ,  e 0, 
in 0, varrt~ ancora il t eorema di permutabil i t~ e avremo in termini finiti dalla 
solita formola (9) una quar ta  soluzione 0~ del sistema (2). Faec iamo nuovamente  
l ' ipotesi  del paragrafo precedente  supponendo ¢, reale = :  ed assumendo:  

0, = ~ + i~o, ~ == r. i - - ~ , ,  

con the  t),2 viene a soddisfare alle equazioni analoghe alle (14). Separando 
nelle (14) il reale da l l ' immaginar io ,  t roviamo per co, ? il seguente sistema 
(i l l imitatamente integrabile):  

o~ .--= _ (senh a senh 0 senh ~o + cosh ~ cosh 0 cosh ~o) sen 50 u 

o) __. (senh o cosh 0 senh o~ -{- cosh ~ senh 0 cosh ~o) cos ~v 

o, 1 a' 0 . (15) 
cosh ~ a w = senh 0 a ~ &v cosn ~ sen 50 - -  

1 a ~0 c o s h , ~ c o s ' - - - s e n h  aO 
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~ u  

~0 
~v ---- (senh a senh 0 cosh o) -~- cosh ~ cosh 0 senh ~) cos 

'~v -~- ~ ~ (senh a cosh 0 cosh ,,~ --[- cosh a senh 0 senh ~,~) sen 

,Q 1 ~ 0 senh ~o cos ~ - -  cosh a ~ = senh 0 ~ u ~ 

La  formola : 

1 a~ 0 
- -  senh o) sen ~. 

cosh 0 ~ v ~9 w 

i 
i (16) 

] 

ci definir~ ancora un nuovo sistema reale di WEIN(~ARTES, a curvatura  posi- 
tiv% corrispondente al l 'e lemento ]ineare dello spazio: 

o , 1 ~ ) 3 \  2 , 
d si ~ senh ~ 0~ d u ~ q- cosh ~ 03 d v ~ --t- ~ww) a w .  

Verif icheremo the  esso deriva dal primitivo colla trasformazione del § 33 
ore  si assuma per T il "ealore: 

T = coth ~ coth ~,  
e per  la costante:  

c ----- senh ~ q. 
Qui si ha:  

1 ~ T cosh z sen ? 
senh 0 ~ T cosh 0 ~ u senh o) 

1 ~ T cosh a cos 
cosh 0 + T senh 0 3 v senh o) 

e con questi valori, tenendo conto dellc formole precedenti ,  facihnente si rc-  
rifica che le equazioni di trasformazione (~)~ (/3), (7) § 33 sono ident icamente  
soddisfatte. 

§ 37. 

LE TRASFORMAZIONI NEL CA80 OENERALE DELLA CURYATUR/k POSITIYA ¥ARIABILE CON W. 

Occupiamoci da ultimo dei sistemi tripli ortogonali  (u, v, w) pih gene- 
rail, contenenti  una serie di superficie w - - c o s t ,  a curvatura  costante, ma 
variabile perb da l l ' una  al l 'a l t ra  superficie nella serie,  e dimostr iamo anche 
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qui come possano applicarsi le nostre trasformazioni. Ci limiteremo per altro 
a dare le formoIe analitiche per le trasformazioni, le verifiche per la effettiva 
costruzione essendo del tutto analoghe a quelle che superiormente abbiamo 
sviluppato pel caso particolare dei sistemi di WEI~(~ARTEI*. 

lq'el sistema triplo ortogonale (u, v, w) abbiano dapprima le superficie 
l 

w-----cost, la eurva~ura K positiva ~ - ~ ,  dove attuatmente R, anzieh~ una 

costant% sarh una funzione di w. L'elemento lineare dello spazio, riferito ad 
un tale sistem% prenderK ]a forma caratteristica: 

d s ~ - - - - - s e n h ~ d u ~ + e o s h ~ d v ~  + R~f~OY'dw "~ (17) 
~ w )  ' ' 

dove la funzione ~ (u~ v, w) sar~ legata alla R (w) dalle equazioni fondamen- 
tall (equazioni di L A ~ ) :  

~ 0 3 ~ 0 senh0 cosh0 
3,~ + ~ + R~ = 0. (~ 8) 

3 ( 1 3_20 ~ 1 3 (co~O) 1 ~ 0  30 
~-u senh03u~w]~--- R 3 w - - ~  cosh03v3w3-$ 

3 v . s e r Y h 0 3 u d w ] =  cosh ~ 3v~ w 3,---~ 

~u.cosh0 ~ v 3 w ] ~  senh 0 ~ u 3 w 3 v 

(19) 

Indicando con k, una costante arbitraria, si determini la funzione z, di w 
dall' equazione : 

cosh ~ :-- k~ R, 

e si consideri per una funzione ineognita ~, di u, v, w il seguente sistema 
di equazioni simultanee (generalizzato dalle (8) § 34): 

30, 30 senh ¢~ eosh 0 senh 0, 4- cosh z, senh 0 cosh 0, 
3-u- + i ~-v = /~ 

3 0i 3 0 senh el senh 0 e3sh 0l + cosh ,~ cosh 0 senh 0~ 
i~-~- + ~ = - -  R 

(20) 
30, R ~ 0  senhO~+ senh *l ~ ----- senh 0 3 u 3----w 

30 
i R  3 ~0 coshOj--coshaJ~ww 

+ cosh 0 3 v ~-----~ 
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Questo sistema, a causa delle (18), (19), ~ illimitatamente integrabile, ed 
ogni sua seluzione 0, soddisfa alle equazioni stesse (18), (19). Diremo che ~ 

derivata da ~ mediante la trasformazione B , .  Si cangi ora k, in lc2 e pren- 
dasi ~2 in guisa che sia cosh ~-----k~ R, indi si trasformi ]a medesima ~ nel- 
l 'altra soiuzione ~2~ mediante la B~. Sussister~ sempre allora il teorema di 
permutabilitb, e la soluzione ~ ,  che deriva da ~, mediante una B,:, da ~ 
mediante una B,,~ si ca]celer~ sempre ~lalla formola: 

Suppongasi era di partire da una seluzione ~ reale del sistema (18), (19) e 
si assuma k~ reale -~ t', in guisa the risulti pure reate la funzione a di w, 
calcolata da : 

eosh ~ ----- k R, 
e si faeeia: 

CTi ~ ~ , ~72 ~ - - - - - - ~ Q ' .  

Essendo 0, =--~ + i ?  una soluzione delle (20), sara: 

soluzione delle equazioni ottenute dalle (20) col cangiara, i $, in 0z e a, in - - q ;  
la formola : 

tgh ( ~ ) =  ~gh ~ tgh o), 

dar~ quindi una nuova so]uzione reate ~3 delle equazioni (18), (]9), alla quale 
corrisponderk un nuovo sistema triplo ortogonale della medesima specie, che 
dark all'elemento lineare dello spazio la forma: 

d ~- -senh  ~ o3du e v ~ R'2 (~-~) w'. s , - -  + cosh'e~d + d 

Con verifiche analoghe come al § 35~ si prover~ che eiaseuna superficie 
a curvatura costante del sistema trasformato deriva dalla corrispondente del 
primitive con una delle nostre trasformazioni § 15~ dando al segmento T de 
riportarsi sulla normale il valore: 

T ----- R tgh z tgh o~. 

In fine notiamo the, separando Delle (20)i l  reale dall'immaginario, po- 
tremo porre aneora le equazioni di trasformazioni sotto forma reale. Queste 
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formole si otterranno dalle (11), (12) § 35 modificando in ciascuno dei due 
gruppi i secondi membri delle due prime formole dividendoli per R e la terza 
di ciascun gruppo moltiplicandone per R i due primi termini. 

§ 38. 

TRASFORI~IAZIOI~I DEI SlSTEMI TRIPLI ORTO~ONALI PSEUDOBFERI(~I. 

Veniamo infine a trattare delle nuove trasformazioni di quei sistemi tri- 
pli ortogonali ehe contengono una serie di superficie pseudosferiche di raggio 
variabile o costante. Tralasciando eli occuparci del caso in cui la trasforma- 
zione si riso]ve in due trasformazioni reali di B:iCKLUND, eonsidereremo uni- 
camente il caso veramente nuovo in cui la nostra trasformazione reale si de- 
compone soltanto in due trasformazioni di ]-3ACKLIJI~D (puramente) immaginarie 
coniugate. 

Assumendo un sistema triplo ortogonale pseudosferico (u, v, w) a sistema 
coordinat% l'elemento lineare dello spazio prende la forma caratteristica: 

d cos, + se : 0 v' + ° I'd WV~ (21) \ 

dove R, ehe ~ funzione della sola w~ indiea il rag'gio variabile della super- 
ficie pseudosferica w ----- cost. La funzione 0 di u, v, w g legata alia R(w) 
dalle equazioni fondamentali (*): 

~ 0 ~ 0 sen 0 cos0 
u -~ ~ v ~ -- R ~ 

9 ( 1 ~*0 ,t 1 ~ (SR0) 
~u e o s O ~ u . ~ c ) = T b - ~  ~ "4- 

~ ( 1 ~'0 )__  1 ~'0 ~0 
~v co~0 ~uDw sen----6 3 v 3 w ~u 

1 ~ 0  ~0 ~ 0 

~v sdTlO ~ v ~ u , ] ~  

cos0 ~ u ~ w ~ v  

1 ~ 0  ~0 
sen ~J Ov c~w ~ v 

1 D (cRO) 1 ~ 0  ~0 
R ?w cos0 ~ u ? w O u  

(22) 

(23) 

(~) Lezioni~ pag. 500. 
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¥iceversa  ogni qualvolta 0 s0ddisfa le (22), (23) esi~te un sistema triplo ortogonale 
pseudosferico corrispondente alla forma (21) dell 'elemento lineare dello spazio. 

Essendo ora kl una costante, de_terminisi l 'angolo 0.t (reale o complessO) 
in guisa che s ia:  

ki 
co8  o"t ~ - ~  

e si consideri per una funzione incognita 01 di u, v, w il seguente sistema 
di equazioni simultanee alle derivate parziali del 1. ° ordine:  

0i ~ 0 sen 0~ cos 0 + sen ~ cos 0~ sen 0 ' 

J 

0L ~ 0 cos 0~ sen 0 + sen z~ sen 0~ cos 0 ( (24) 

~9 ~h ki ~ 0 ki ~ 0 0 0 
= - -  cos 0, - -  sen 61 - -  sen ~, ~ ~ cos 0 ~ u ~ w sen 0 ~ v ~ w ~ w , 

Questo sistema, a causa delle (22), (23) cui soddisfa 0, ~ i]]imitatamente 
integrabile ed ogre sua soluzione 0~ soddisfa essa stessa a]le (22), (23)(*; .  
Vale aneor qui il teorema di permutabi]i¢~ e se procediamo quindi come al 
§ 28 per le superficie pseudosferiche isolate~ troviamo i risultati seguenti. 
Prendasi  0., puramente immaginario sia zl = i a ~  in guisa naturalmente che 
sia R eosh a ~ k (k costante) e pongasi :  

la formo]a (6*) § 28" 

tg ( ~ - ~ )  = senh~tgh (~ , z  

ci definirk una n aova soluzione reale delle equazioni (22), (23) e quindi un 
nuovo sistema triplo ortogonale pseudosferico (21). Separando nelle (24) il 
reale dal l ' immaginario,  troviamo per le funzioni reali ~ ~o di u, v~ w il se- 
guente sistema di equazioni di trasformazione: 

to~o tOO 1 
tO u + ~- v ~ ~ (cosh ~ cos ~ -+- senh 0. senh ? sen $) sen 

3v  ~ ,~ --~ ~ ( -  cosh ~ sen $ -1- senh 0. senh ? cos t~) cos o) (25) 

senh 0. ~-~ k ~* 0 senh ? cos o~, 3co k (9 ~0 s e n h ~ s e n ~ - -  
~--- cos 0 ~ u ~----w sen 0 tO v 3 w 

(*) CI. Lezioni: pag. 504 s. s. 
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D ~ 1 (senh ? cos ~ ~ senh z cosh ? sen ~) cos 
~u k 

? 1 (senh ? sen G -- senh z cosb ~, cos ~) sen ~) 
~v k 

k ~ 0 
~?~__ ~ ~20 cosh~cos~-~-sen0~v~w senh ~ ~w cos~ ~ u ~ 

Se ei 

( 2 6 )  

~0 
- -  c o s h  ? s e n  ~ -I- b ~ .  

fermiamo a considerare il case in cui R ~ costante e faceiamo 
R ~  1, il nostro sistema diventedt un sistema pseudosferieo di W~I~aART~ 
ed alle equazioni del 3. 0 ordine (23) potremo sostituire l 'uniea di 2. 0 ordine: 

1 [ ~20 '~* 1 ( ~ f )  1 * (~0w)* 
c o s  ~ 0 [ ~ - 7 - ~ - w )  + s o ~  ~ , ~ - 7 ~ 1  - _ _ = h. 

essendo h una costante (*). Si vede allora che le soluzioni trasformate 0~: 0~ 03 
soddisfano a questa medesima equazione rimanendo h la stessa. Yalgono 
quindi le considerazioni stesse svelte a peg. 516 s. s. delle Lezioni~ in par- 
ticolare si ~Tedr~ che:  

Le nostre trasformazioni cangiano i sistemi di WEX~aARTE~ a flessio~e 
castante in sistemi della medesima specie. 

Similmente si dimostrerk che:  I sistemi ciclici si trasforma~w in sistemi 
ciclici. 

Terminiamo con un'osservazione generale, the vale per le considerate 
trasformazioni di tutti i sistemi tripli ortogonali con una serie di superficie 
a curvatura costante e cio~ notiamo che le eonseguenze dedotte al § 31 dal 
tdorema di permutabilit~t per le superficie isolate sussistono qui inalterate e 
per conseguenza: 5'e per uno dei nostri sistemi tripli ortogonali si sanno 
completamente integrare le equazioni di trasformazione~ l'applicazione succes- 
sive ed illimitata delle trasformazioni ai nuovi sistemi tripli ottenuti richie- 
der~ soltanto calcoli algebrici e di derivazione. 

Caseio~ Luglio 1899. 

(*) Lezioni, peg. 510. 

Annali di Matematiea, Serie III, tome III. 39 



INDICE 

PREF/rZIONE Puff. ] 85 

Gap. I. Della deformazione delle congruenze >) 192 

Cap. IL La corrispondenza fra i punti della superficie riflettente S o e quelli 

delle superfieie S, S normali ai raggi della congruenza incidente 

e della riflessa )) 214 

Gap. IlL Le nuove trasformazioni delle superflcie a eurva~ura costante )) 225 

Cap. IV. Le equazioni di trasformazione cangia~e in uu sistema lineare ed 

omogeneo, m Sua int;erpretazione geome~rica >> 248 

Cap. V. Composizione delle nuove ~rasformazioni mediante due successive 

trasformazioni complementari o di B~icklund (reali od immaginarie) ~ 2G5 

Cap. Vt. Le nuove trasformazioni applicate ai sistemi tripli or~offonati con- 

tenenti una serie di superficie a curvatura costante >) 281 


