
Sur les  f onc t ions  de v a r i a b l e s  r6el les .  

(Par  R. BAmE ~'* Bar-le-Duc.) 

INTRODUCTION. 

L e  mot fonction, qui a servi primitivement ~ ddsigner los diffdrentes 
puissances d' une m~me quantitS, a pris une signification de plus en plus 
6tendue~ jusqu'~ c e q u e  Dmicm~ET air donn6 ~ co mot le sens qu'on lui at- 
tribue aujourd'hui. 

I1 y a fonction, dhs qu'on imagine une correspondance entre des hom- 
bres, qu'on convient de considdrer comme les dtats de grandeur d'une m5me 
variable y, avee d'autres hombres, tous distincts, qu'on convient de consid6rer 
eomme les ~tats de grandeur d'une m~me variable x. On ne s'occupe pas, 
dans cette ddfinition, de rechercher par quels moyens la ~'orrespondance pout 
6tre effectivement ~tablie; on ne eherehe mgme pas s'il est possible de l'6ta- 
blir. La notion de fonction, antendue de cette mani~re, est enti~rement con- 
tenue dans ]a notion do dJtermination; ca point de rue s'oppose ~ celui qui 
consiste ~i partir de certaines fonctions simples, et ~ consid6rer des expres- 
sions compos~es avee cos fonctions simples, en rdservant le mot de fonction 
aux expressions ainsi obtenues. 

Apr~s avoir d6fini, d'apr~s DIRICHLE'r, la fonction ]a plus g6n6rale, on 
est conduit k distinguer ]es fonctions en diff6rentes cat6gories, suivant qu'elles 
poss~dent ou ne posshdent pas telle ou telle propri6t6; e'est ainsi, par exemple, 
qu'une fonction peut &ire continue ou discontinua, ponctuellement ou totale- 
ment discontinue, int6grable ou non int6grable , poss6der ou non une d6ri- 
v6e, etc . . . .  Chacune de cos distinctions conduit ~ une 5rude particuli~re, et 
routes ces 6tudes pr6sentent le caract~re suivant: on recherche s i l e  fait d'im- 
poser h la fonction ]a plus g6n6rale telle ou telle restriction s'exprimant par 
une d~finition simple entraine d'autres consequences simples. 

Par example, on a reconnu, contrairement h ce qui avait 6t6 longtemp.~ 
admis, qu'il existe des fonctions continues n'admettant pas de d6rivde. Ce 
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r6sultat dolt ~tre entendu de la mani~re suivante: le fait d'imposer b. une 
fonction la continuit6 n'entrafne pas comme consequence l'existence d'une dg- 
rivge; il en rdsulte que les fonctions continues qui admettent une ddriv~e ne 
forment qu'une classe particuli~re dans ]'ensemble des fonctions continues; 
autrement dit, c'est par exception qu'une fonction contiJ~te admet une ddriv&. 

Indiquons un autre exemple: on ddmontre qu'une fonction colltinue est 
um'forme'ment continue; ces deux propri~tSs, ]a continuit(~ et la confinuitd 
uniforme, sont dSfinies d'une mani~re diffelrente l'une de l'autre; on pouvait 
croire a priori que l'une n'entralne p~,s l'autre, c'est-h-dire qu'il existe des 
fonctions continues, mats non uniform6ment continues; le th4or~me que jc 
r,qppelle montre que cela n'est pas. 

D'une mani~re g4n6rale, ~tant donn~ un ensemble de propridtds bien 
d~finies qu'on impose h une fonction, il y a lieu d'6tudier aussi compl~tement 
que possible les proprigtds qui sont des cons4quences ndcessaires des premieres. 
C'est, b. ce qu'il me semble, ]a mani~re la plus nette d'interprdter les r4sul- 
tats des diff6rents travaux entrepris sur ]es fonctions de variables rge]les; 
parrot ces travaux, qui sont nombreux, je me contenterai de citer le m6moirc 
de M. DAR~OUX: ,, Sur ]es fonctions discontinues ,, et l'ouvrage de :M. Dis1: 
,, Fondamenti per ]a teorica delle funzioni di variabili real; ,. 

Le .pr6sent travail est con(~u dans cet ordre d'idges; je vais indiquer 
bri~vement la nature des questions que je me suis propos~ de r6soudre. 

Apr~s avoir, dans ]e premier chapitre, exposd quelques considdrations 
g O  , 

enerales qui s'appliquent k routes les fonctions, et donng des d6finitions dont 
j'ai besoin dans la suite du travail, j'aborde, darts ]e chapitre I[~ l'gtude des 
deux probl~mes suivants: 

1. Une fonction de deux variables x et y etant assujettie h 8tre con- 
tinue par rapport b~ cbacune d'elles, les valeurs qu'e]le prend sur une ligne 
quelconque forment une fonction d'une variable qui peut ~tre discontinue: 
je me propose d'en d~terminer la nature. 

2. Quelles sont les fonetions discontinues qu'il est possible de reprS- 
senter par des s6ries dont les termes sont des fonctions continues? 

Je suis parvenu h rgsoudre compl~tement ces deux probl~mes, qui se trou- 
vent admettre la mSme solution~ ce qui m'a conduit ~. les trailer simultan~- 
ment: il existe une condition n~eessaire et suffisante pour qu'une loner;on 
discontinue puisse 8tre obtenue, soit dans les conditions du premier probl~me, 
soit clans les conditions du second; le chapitre II est tout entier consacrd h 
l'~tablissement de cette condition, que j'ai ~t~ conduit ?t ~noncer ainsi: il 



de variables rdelles. 

faut et il suffit que la fonction donnde soit ponctueUement discontinue relative. 
ment h told ensemble parfait. 

Les questions trait6es dans les deux chapitres suivants, qui sont des gd- 
n~ralisafions en divers sens des questions pr~cddentes, sont loin d'Stre r~so- 
lues d'une mani~re aussi complete. Dans le chapitre III, oh il ne s'agit que 
de fonctions d'une seule variable, je d6finis, en partieulier, les fonctions ddve- 
loppables en sdries doubles de fonctions continues; n'(~tant pa.~ parvenu, en 
ce qui eoncerne ces fonctions, k trouver une condition caract4ristique aussi 
complete que celle du ehapitre II, je me suis content6 d'exposer les r6sultats 
parfiels que j'ai obtenus sur ta question. Dans le ehapitre IV, je donne 
quelques propri4t~s des fonetions de plusieurs variables, continues par rapport 
?~ chacune d'elles. 

Enfin j'~tudie, dans le chapitre V, une question en apparenee assez di- 
stincte de celles qui precedent. Je fats remarquer tout d'abord que les raison- 
nements par lesquels on int~gre les ~quations aux d~riv~,es partielles les plus 

f Of introduisent l'hypoth~se de simples~ par exemple l'~quati6n: ~-x "k-Fyy~0, 

la continuit~ des d6rivdes qu'on emploie. I1 est done h!gitime de se proposer le 
probl~me ~uivant: rechercher routes les fonetions assujetties seulement aux 
conditions indispensables pour que les dl4ments qui entrent dans l'Squation 
donn~e aient un sens et v~rifient cette ~quation. Par exemple~ en ee qui 

Of a f ~  0, on salt que, si l'on assujettit une fonc- concerne l'~quation : ~-~ + 

tion ~ ~tre continue ainsi que ses d~riv6es, et k satisfaire k l'dquation~ e]l[~ 
dolt ~tre constante sur chaque droite: x - - ' y  ~ Constante; il s'agit de sa- 
voir st, lorsqu'on supprime l'hypoth~se de la continuitd des d~riv~es~ le r~- 
sultat subsiste ou non. 

D'une mani~re g4n6rale, il arrive tr~s souvent qu'une question d'analyse 
6tant posse, on introduit~ pour traiter cette question, des hypotheses plus re- 
strictives qu'elte n'en comporte par elle-mSme; on peut done dire qu'on laisse 
inachev~e une partie du probl~me; il s'agirait de traiter, au moths dans 
quelques cas simples ~ cette partie de la question qu'on a, pour ainsi dire, 
abandonn4e en ehemin; c'est ce que j'ai essay5 de faire pour l'exemple traitd 
dans le ehapitre V; je suis arriv6, eomme on le verra, k r4soudre en partie 
la question. 

Les principaux r6sultats contenus dans ee travail ont 6t~ eommuniqu6s 
k l'Aead6mie des Sciences dans les sdances du 8 novembre 1897~ du 
21 mars, des 6 et 13 juin 1898. 
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CHAPITRE I. 

G~neralit~s sur les fonctions de n variables. 

1. Considdrons une fonction quelconque des n variables x~, x2,.., x~,; 
cela veut dire que, dans un certain domaine D de l'espace ~ n dimensions, 
nous supposons qu'~ chaque syst~me (xi)o, (X2)o,... (xn)o, appartenant au do- 
maine D correspond un nombre, que nous d6signons par f((x~)o, (X~)o,... (xn)o). 

Soit un point P du domaine D, de coordonn6es (xi)o, (x,)o,... (X,)o; con- 
sid~rons la sphere h. n dimensions de centre P e t  de rayon p,, c'est.~t-dire 
l'ensemble des points pour lesquels on a :  

I x , -  (x,)o]: + - (XDo] 2 + . . . .  t- [xn - (Xn)o] 

L'ensemble des valeurs de la foncfion en tousles points dont les coor- 
donnties satisfont '~ cette condition a une limite supdrieure (ou maximum) M,. 
Prenons une suite dd, croissante de nombres positifs, tendant vers O. Soit: 

p,>p~>...>pp>... 

Ou prendra succossivement les spheres de centre P e t  de rayons p,, p,, . . .  
pp,... ; soient M,, Ms, . . .  Mp,. . .  les limites sup(~rieures de f dans ces spheres; 
chaque sphere 6tant comprise dans ]a pr6e6dente, on a 5videmment la suite 
d'in6galitds : 

M,:~ M ~ .  . . ~ M p ~ . . .  (l) 

La quantit~ Mp, qui ne erolt jamais, a une limite d6termin~e quand p 
croit ind~finiment; je ddsignerai par M[(x~)o, (x.o)o,... (X~)o] ou Mo cette li- 
mite~ et je dirai que Mo est le maximum de la fonction au point P. 

2. On sera conduit au mSme hombre Mo, si au lieu d'une suite de 
spheres, on consid~re une suite de domaines de forme quelconque D,~ D~,. . .  
Dq~... pourvu qu'ils satisfassent aux conditions suivantes: 

1. ° Le point P e s t  int~rieur ~ chacun de ces domaines, en enten- 
dant par l'~ qu'il existe une sphire de centre P e t  de rayon positif dont tous 
les points int~rieurs font partie du domaine. 

2? La plus grande dimension de Dq tend vers 0~ en entendant par 
l'~ que, si petit que soit p, il existe une valeur de q telle que Dq est con- 
tenu tout entier ~ l'int6rieur de la sphere de centre P et de rayon p. 
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Supposons en effet ces deux conditions remplies~ et soient M' , ,  M'.. , . . .  
M'q, . . .  les limites sup6rieures de ]a fonction dens D,, D~,.. .  Dq,...  En 
vertu des deux proprigt~s pr6c6dentes, il existe pour tout nombre M'q deux 
hombres My, , Mp., de la suite (1) te]s que l'on a :  

Mv, ~ M'q ~ Mp,, , 

et de plus, iv', et par suite iv", croissent indgfiniment avec (/. Done M',~' a 
pour limite Mo. 

3. Les proprigtgs fondamentales du hombre Mo, qui rSsultent imm(!dia- 
tement de sa d6finition~ sont les suivantes: 

1.° Si petit que soit le hombre positif ~, il existe un hombre positif t~ 
tel que, dans la sphere de centre P et de rayon p, on a en tout point: 

f(x,, < Mo+ . 

2. ° Si petits que soient ~ et p, il existe dens la sphSre de rayon t~ 
au moins un point pour lequel on a: 

f (x , ,  x~ , . . . xn )>Mo- -~ .  

4. Etant donnde une fonetion f ,  j 'aurai  souvent besoiu de considdrer 
simultandment, d'une part la limite sup6rieure de f dens un certain domainc 
continu ~t n dimensions, d'autre part le maximum en un ivoint, tel que je viens 
de le d6finir. Je pr~ciserai, lorsque cela sera ndeessaire~ en d6signant par 
M [f~ D] le maximum de f clans le domaine D~ et par M [f, P] le maximum 
de f au point P. 

Remarquons que, d'apr~s nos d6finitions, s i u n  point P e s t  ~ l'intdrieur 
d'un domaine D (c'est-~-dire s'il existe une sphere de centre P contenue 
clans D), on a eertainement: 

M [f, P] _ M [f, D]. 
5. J'appelle l'attention sur un cas purticulier int~ressant. Supposons 

qu'en un point P on air: 

M [f, P]----f. 
Alors, si petit que soit le hombre positif e, on peut trouver un hombre p 

tel que, dens la sphere de centre P et de rayon p, on alt en tout point: 

f (x , ,  x~, . . .xn)<f((X,)o,  (x~)0,...(x,~)o)+~. 

La fonetion poss~de done au .point P l'une des deux propri6t6s dont l'ensemble 
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constitue la continuit6; l'autre serait exprim6e par la condition: 

f (x,z , , . . .z , , )> f((x,)o, (X~)o,... ( x , ) o ) - ~ .  

Nous conviendrons de dire que la fonction poss~de au point P la semi-con- 
tinuitd supdrieure. Si la propri6td a lieu pour tousles points d'un domaine, 
nous dirons que ]a fonetion, dans ce domaine, est semi-continue supdrieure- 
meat. On peut dire aussi qu'elle est toujours dgale h son maximum. 

6. Pour donner tout de suite des exemples de fonctions poss6dant la 
propridtd prdc6dente~ pattens d'une fonction quelcon~ue f (x , ,  x.~,.., x,~), et 
appelons ~0(x,~ x2,.., x~) la fonction qui a pour valeur en chaque poin~ le 
maximum en ce point de f. 

La premiere des propri6t6s indiqu6es au § 3~ peut s'exprimer de la ma- 
nitre suivante: 

Etant donn6 ~: on peut trouver un domaine D entourant le point Po, 
et tel que: 

M [f, D] ~_ M [f~ Po] +* .  

Si maintenant nous prenons dans D un point quelconque P, on a en ee point: 

M [f, P] L M [f~ D], 
et par suite: 

ce qui s'6crit: 
M[f~ P] L M [ f ,  t'o] + , ,  

~(x , ,  z~, . . ,  xn)_~ ~((X,)o, (x,)0,. . .  ( x . )o )+~ .  

C'est la propridt6 qui earact6rise les fonetions que j 'ai appe]des semi-continues 
supdrieurement. 

On peut faire la d6monstration d'une mani~re un peu diff6rente. J'6nonce 
d'abord quelques remarques sur ]es domaines h n dimensions. 

Etant donn6, par exemple, une sphere de centre Po, je consid~re, d'une 
part~ l'ensemble S des points pour lesque]s: 

[x, - (x,)o] ~ _~ p~, 

d'autre part l'ensemble S' des points pour lesquels: 

z [x, - (X,)o] < f-. 

Je dirai que S est une sphere ferm6e, S' une sphere ouverte. La diffdrence 
essentielle entre ees deux ensembles r6side dans le fair suivant: 

Etant donn6 un point quelconque de S', il existe une sphere ayant ce 
point pour centre et de rayon positif~ dent tousles points font partie de S'. Yap- 
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pelle d'une mani~re g~ngrale domaine ouvert ~ n dimensions tout ensemble 
de points poss6dant cette propridtd. On voit que l'ensemble S n e  rentre pas 
danE cette catdgorie de domaines. 

Cela pos~, je dis que, dans tout domaine ouvert, lee deux fonctions f 
et ~ ont m~me limite sup~rieure; cela ticnt ~ ce que, ). ~tant un nombre 
quelconqu% si l'une des deux fonctions peut d@asser dans le domaine la 
valeur ; t - -~,  quel que soit ~, cela est ~galcment vrai pour l'autre fonction. 
(On volt ais(iment que le raisonnement ne s'applique plus si le domain(~ n'est 
pas ouvert.) 

Ce point grant ~tabli~ pour ddfinir le maximum en un point de f et de ~, 
nous pouvons employer une suite de domaines ouverts D~,-D2,...  Dq,.. .;  
les limites sup~rieures de f et ~ dane chacun de ces domaines sont 6gale~; 
par suite~ les maxima de it et ~ au point P sont ddfinis comme limite.q d~; 
suites identiques; il sont done 5gaux. Ainsi~ on a, en tout point P :  

M [~, P] ---- M [f, P], 

et comme, par ddfinition, on a:  

? ( P) --- M [f, P), 
on volt que : 

M [~, P] --- ~ (P), 

c'est-h-dire que la fonction ~ est 5gale h son maximum, autrement dit, elle 
est semi-continue supdrieurement. 

7. De mSme que nous avons d~fini M [f], nous d4finirons, en ehaque 
point P, le minimum m de la fonetion f(x~ 7 x,~.., xn); m sere ]a limite vers 
laquelle tend le minimum de f dens un domaine entourant P, lorsque la plus 
grande dimension de ce domaine tend vers 0. 

8i en un point P on a:  

m [f, P] = f (P), 

on dire qu'en ce point la fonetion posshde la semi-continuitd infdrieure. 
En partant d'une fonction queleonque f(x,~ x~,.., x,~), et en appelant 

~(x~, x~. . .  x,~) la fonction qui a pour valeur en chaque point le minimum 
de f, on reconnaft que ~ est semi-continue infdrieurement. 

8. Remarquons tout de suite que si une fonetion ~ est semi-continue 
inf5rieurement, la fonction ~ ~ est semi-continue supgrieurement; h route pro- 
pri6t(~ de l'une correspond dvidemment une propridt5 de l'autre; il nous suf- 
fire done d'(~tudier les fonctions de l'une de ces catdgories. 
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Donnons~ ~ titre d'exemple~ quelques proprigt6s simples de ces fonctions. 
La somme de plusieurs fonctions semi-continues sup6rieurement~ est une 

fonction semi-continue sup(irieurement. 
Si, dans un certain domaine, une fonction semi-continue sup6rieurement 

a pour limite sup6rieure 2, el]e atteint, en un certain point du domaine, ]a 
valeur ).. I1 suffit, pour s'en rendre compte, de reprendre le raisonnement 
qu'on emploie lorsqu'on suppose la fonction continue: on divise le domaine 
donn6 en un nombre fini de domaines partiels; dans l'un au moins de ces 
domaines la ]imite sup6rieure est ),; on d6montre ainsi l'existence d'un point 
oh le maximum de la fonction est ),, et oh par suite la fonction est elle-m4me 
6gale ~ ),. 

Indiquons enfin une propri6t6 qui est, en un certain sens, la propri6t6 
caract6ristique des fonctions semi-continues sup6rieurement. 

Soit Pc un point limite de points P, ,  P~, . . .  P , , . . . ;  supposons que la 
suite f (P, ) ,  f(P~)~.., f(P~)~.., air une limite ~ ou, plus g6n6ralement, 
soit = un nombre tel que, si petit que soit s suppos6 positif, les quantitds de 
la suite" p%cgdente surpassent, ~ partir d'un certain rang, ~ - - ~ ;  an peut 
affirmer que l'on a: 

f (P,,) ~_ ~, 

car si l'on avait f(Po) ~ a~ la fonction ne poss~derait pas au point Pc la semi- 
continuit4 sup~rieure. 

Sous une autre forme~ nous pourrons dire que si une fonction f e s t  semi- 
continue supdrieurement, l'ensemble des points o~ Fon a f :~  ~ est toujours un 
ensemble /erred, c'est-~t-dire urt ensemble conlenant son ddrivd. 

De mSme~ si une fonction est semi-continue infdrieurement, l'ensemble 
des poi~ds o~t f~_ ~. est essentiellement fermd. 

9. Soit fune fonction quelconque, ~ son maximum, ~ son minimum, 
et soit g une fonction continue. Je dis que la fonction f + g a pour maxi- 
mum ~-~--g et pour minimum ~-~- cj. 

D~montrons par exemple que f + g  a, au point Po~ son maximum (~gal 
h ~o + go. En effet, si on se donne un hombre positif ¢, on peut d,'terminer 
autour de Pc un domaine en tout point duquel on aura h ]a lois: 

$ 

f~.~o+ ~, 
et:  

2 
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et par suite: 

Il est donc certain qu'on a :  

M[f+g, Po] ~ ~o + go. 

on peut trouver un domaine autour de Po oh l'on aura En second lie% 
partout : 

g ~ g o ~ "  

])ans ce domainc, il y a au ~nolns un point oh l'on a:  

et par suite: 

ce qui montre que l'on a :  

$ 

f>C?o-- ~, 

f + g ~ o + g o - - ~ .  

M[f+g, Po] = ~Oo + go. 

10. Continuons h employer les notations f~ % q~ pour d(~signer respee- 
tivement une fonction quelconqu% son maximum et son minimum. On % en 
tout point : 

Chacune des deux fonctions ~-- f~  f - - ~  est positive ou nulle. 
Je dis qu% dans tout domaine k n dimensions, ¢? -  f a pour limite in- 

f6rieure 0. Je peux toujours~ dans le domaine donnd~ prendre un domaine 
ouvert; il me suffit done de d~montrer la chose pour un domaine ouvert. 
Supposons done que ta timite inf@ieure de ~ -  f dans le domaine ouvert D 
puisse 8tre un hombre positif )~. On aurait, en chaque point de ce domaine:, 

OU : 

Ou pourrait en conclure: 

M[% D] ~ M [ f  + ),, D], 

ot d'apr~s le § 9, on a :  

[ f + X ,  D l = i i f ,  D ] + X .  
Annati di Matemat;ea, S e r i e  I i l ,  t omo  III.  
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Done on aurait:  
M [% D] ~ M [f, D] -f- ),, 

ce qui n'est pas possible~ puisque nous savons qu'on a :  

M [?, D] --= M [f, D]. 

On reeonna~t de m~me que f ~ , ~  a pour minimum 0 dans tout domaine 
h n dimensions. 

On peut aussi conclure de l~ que chaeune des deux fonctions ~ - - f ~  
/ ' - - + ,  a pour minimum 0 en tout point. 

11. En ehaque poin~ P je pose: 

et je eonviens d'appeler ,,~ l'oscillation au point P; e'est aussi, comme on le 
volt, ]a limite de l'oseillation de la fonction dans un domaine eontenant P h. 
son int4rieur et dont la plus grande dimension tend vers 0. 

Comme pour M et m, nous emph)ierons les notations ,,) [f, D] et ~ If, P] 
pour ddsigner l'oseillation de f dans le domaine D et l'oscillation au point P. 

De par sa nature mt~me, la fonetion ~ est positive ou nulle. En un point 
oh elle est nulle, la fonction f e s t  continue; au contraire, en un point oh 
elle est positive, il y a une diseontinuitd pour f. On peut dire, en quelque 
sorte, que la fonction ~o [f] relative ~, la fonction [ ct~ractdrise le degrd de 
discontinuitd de f aux diffdrents points. 

Je dis que ,,)[f] est semi-continue sup~rieurement. En effet, si on ~e 
donne un nombre positif ~, on peut trouver autour de tout point Po un do- 
maine oh l'on aura' partout : 

-7., 

et:  

~>~0--~, 
in6galitgs d'oh l'on conclut, par soustraction : 

On pourrait d'ailleurs ddmontrer la chose directement~ en employant un 
raisonnement analogue b, celui du § 6. 

Enon~ons la remarque suivante~ qui rdsulte immddiatement de ce qui 
prdc~de: Etant donnde use fonction quelconque, l'ensemble des pob~ts o'h !'o- 
scillation de retie fonction est ~__ ~ e s t  fermd. 
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12. Je vats consid@er une eat6gorie partieuli~re de fonetions, eelles 
pour ]esque]les l'oscillation ~) a son minimum nul dans tout domaine ~ n di- 
mensions, et par suite en tout point. La consid6ration de ces fonctions s'in- 
troduit d'une mani~re naturelle; on peut dire en effet que, pour une fonetion 
de cette nature, il y a, dans tout domaine, des points oh elle se rapproche 
mttant qu'on veut d'une fonction continue. Mats nous allons prdeiser cette 
idde un peu vague, eu montrant qu'il existe effeetivement dens tout domainc 
des points oh la fonction est continue. 

Je vats d'abord 6tablir uu thdor~me qui me sera souvent utile dens la 
suite. 

Si une fonction Zes t  semi-coutiuue supdrieurement, et si el len en tout 
poi',t son minimum nul, il existe, dans tout domaine, des points oh X est nul. 

En effet, prenons un domaine D queleonque. Puisque, dang ce domaine, 
/. a son minimum nu], si on se donne un nombre positif ~, on peut trouver 
un point P ~ Vint6rieur de D oh l'on a :  

z • 

Ensuite, "~ cause de la semi-continuit6 sup6rieure, on peut trouver un do- 
maine D, entourant P oh l'on aura partout: 

$ 

c'est-bMire : 
; ( < ¢ .  

bTous voyons ainsi que, dans tout domaine D, et quel que soit ~, on 
peut trouver un domaine D, oh l'on a partout: 

Z < ¢ .  

Prenons maintenant une suite d~eroissante de nombres positifs tendant 

vers 0, par exemple ~, ~ , . . .  ~ , . . .  

Dans D~ nous trouverons un domaine D.~ oh fen  aura partout : 

$ 

dens D2 un domaine D3 oh l'on aura: 
g 

z <  

ere, 
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Les domaines D,,  D~,. . .  D~,. . .  (!tant tels 
dans le prdc~dent, il existe au moins un point 

tousles Dn. On doit avoir, 

~o---O, ce qui d~montre le 

en ce point~ ~ ~ 

thgor~me. 

que chacun d'eux est contenu 
limite contenu ~t l'intdrieur de 

, quel que soit n~ c'est-h-dire 

I1 n'est pas inuti]e de remarquer que les deux conditions donn6es dans 
l'6nonc5 du th6or~me sont indispensables. En effet, il est bien 6vident d'une 
part qu'une fonction peut avoir en tout point son minimum nu], sans jamais 
atteindre ]a valeur 0; citons, par exemple, ]a fonction f (x )  qui est 6gale ~ 1 

pour x irrationne], et ~ 1_ pour ]es valeurs de ]a forme x = P. D'autre part, 
q 

une fonction assujettie ~ ~tre semi-continue sup6rieurement, peut ne jamais 
atteindre ]a valeur 0, et cependant avoir son minimum nul en un point, ou 
m~me en tous les  points d'un certain domaine ~ n - -  1 dimensions, s'il s'agit 
d'une fonetion de n variab]es; pour former un tel exempte, prenons dans lc 
plan un arc de courbe A B, et formons une fonetion continue ayant ]a va- 
leur 0 aux points de cet arc~ une valeur positive aux autres points du plan; 
rempla(~ons ensuite les valeurs aux points de l'arc A B pat' une succession 
continue de valeurs positives; ]a nouve]le fonction est semi-continue sup~rieu- 
rement en tout point; elle % en chaque point de AB,  son minimum nul, et 
eependant n'atteint jamais la valeur 0. 

Je vais maintenant tirer une cons6quence du th6or~me que je viens de 
d~montrer, ou, pour mieux dire, 6noncer ce th(!or~me sous une autre forme. 
Nous reconnaissons que si 7. est semi-continue sup~rieurement, et si l'on a partout : 

z ~ O ,  

les points oh le minimum de )~ est nul ne peuvent pas former uu domaine 
continu ~ n dimensions, car alors il existerait, d'apr~s la d6monstration que 
nous venons d'exposer, des points oh l'on aurait Z-----0. L'ensemble de ees 
points est d'ailleurs feting; il ne petit done pas 8tre dense (*) par rapport 
un domaine ~ n dimensions; je d6duis de cette remarque l'6nonc6 suivant, 
qui est une transformation de celui de tout ~ l 'heure: 

Si une fonction Z e s t  semi-continue suSrieurement el est toujours posi- 
tive~ it existe dans tout domaine ~t n dimensions un domaine de mdme nature 
duns lequel Z a son minimum positif. 

(~) On dit qu'un ensemble es~ dense par  rappor t  5, un domaine si son ensemble dd- 
l'jv5 contient tous les points de ce domaine. Vol t ,  par  exemple :  BOREL, Legons sur la 
ling'orb; des fonetions, page 38. 
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Revenons aux fonetiont pour lesquellet ~ a son minimum nul en tout 
p(fint; d'apr~s ce que nous venons de voir, il existc dans tout domaine 'k n 
dimensions (autrement dit, au voisinage de tout point) des points ell chacun 
desquels on a o ) =  0, et oh par suite la fonction est continue. 

Une telle fonetion est dire ponctuellement discontinue; route fonction qui 
n'cst pat ponctuellement discontinue eft dire totalement discontinue. On voit 
qu% si une fimction est tofalement discontinu% il existe ndcessairement un 
domaine h n dimensions dans lequel l'oscillation en chaque point de cette 
5)nction a son minimum potitif. 

Les fonctions ponctuellement discontinues sont caractdrisdes par cc fair 
que, en tout point, et dans tout domaine, le minimum de co est nul. On peut 
('ncore dire que l'ellsemble des points oh o~ ~ o, z dtant un hombre positif, 
l:'est dense dans aueun domaine ~ n dimensions. 

~{ontrons qu'une fonction semi-continue, sup@ieurement par exemple, renLl'C 
dans eette eatdgorie de fonctions. Soit en effet f la fonction consi,tdrde; en rc- 
1)renant let notations ddjh. employdes aux § 9 et 10, on a: dans le cas actuel: 

= f ,  
et par suiIe: 

= f -  

or, nout avons montr(! que, dans tous let cas, f--q~ a son minimum nul par- 
tout. Done o~ a ton minimum nul en tout point, et f e s t  ponctuellement dis- 
continue. 

13. Pour terminer ce chapitre, je vats donner un thdor~me sur les 
fonctiont queleonques, qui comprendra comme cas partieulier le th6orSme connu 
relatif aux fonetions continues: La continuitd est uniforme. 

Soit f (x , ,  x~,.. ,  x,,) une fonction quelconque. Considdrons un point P, 
et une sphere ~ n dimensions de centre P e t  de rayon p; dans cette sphere 
(considdrons la sphgre fermge, pat' exemple), la fonetion a une oscillation dd- 
terminde ~; si je fats varier p, je pourrai contiddrer ~o comme une fonction 
de t~ ddfinie pour les valeurs positives de p. Pour t~= 0, j 'attribuerai ~ la 
fonetion o) la valeur limite des valeurs qu'elle prend lorsqu'on fait tendre 
vers 0, c'est-~t-dire ee que j'ai appeld l'oscillation au point 1,. 

Cela pos6, donnons-nous un nombre positif >.; le seul fair que ~ est une 
fonction de p non d(;croissante suffit pour qu'on soit assur6 de l'existenee d'un 
nombre r parfaitement ddtermin6, tel que:  

pour O ~ p < r  on a:  ~(O) L)"  

pout" p > r  on a:  ~ ) ( p ) > k .  
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Pour p = r, on peut avoi 5 soit ~ ) ( r )~  X, soit o ( r ) ~  )~, soit ~ ( r ) :~  ),. 
Nous pouvons d~finir r comme la limite supdrieure des hombres p pour les- 
quels on a : ~o (p) ~_ L 

On peut 6tre conduit~ par la ddfinition prdcddente~ ~ attribuer K r la 
valeur - 1 -~ ;  cela ne crder% d'ailleurs~ aueune ditlleultc! dans les appli- 
cations. 

On reconnalt tout de suite ques i  l'on avait pris des spheres ouvertes 
au lieu de spheres ferm6es: on aurait trouvd le m~me nombre limite r ;  il 
suffit de remarquer que route sphSre ouverte de rayon < r e s t  eontenue dans 
une sphere ferrule de rayon <~r~ tandis que toute sphere ouverte de rayon 
> r contient une sphere fermde de rayon > r. 

Au lieu de considdrer des sphi~res de centre P e t  de rayon variabl% 
on pourrait eonsid0rer des domaines de forme quelconque~ mats assujettis aux 
conditions suivantes: l'ensemble des points qui constituent le domaine va- 
riable est ddtermind par la valeur d'un param~tre unique p~ qui prend les 
valeurs positives et nulle; si l'on a p '<p"~ le domaine D' qui correspond 
h p' est contenu tout entier dans ]e domaine D '  qui correspond ~t p"; enfinj 
s i p  tend vers 0~ ]a plus grande dimension du domaine tend vers 0. Dans 
ces conditions~ le raisonnement pr~cgdent est applicable~ il existe un nom- 
bre r tel que, pour p <:r~ l'oscillation dans le domaine correspondant ~ /~ 
est L ?,7 tandis que pour p :> r~ cette oscillation est ~ ),. 

Reprenons le eas oh les domaines eonsid6r6s sent des sphhres~ et soit ) 
un nombre positif dgtermind, que nous laissons fixe, tandis que nous faisons 
varier le point P;  r devient alors une fonction du point P;  je vais dgmon- 
lrer que cetle fonction est conti~zue; il sumra, pour s'en rendre eompte, de 
reprendre un raisonnement employ6 par M. Liiao~u dans le eas oh f e s t  une 
tbnction continue (Math. Annalen, Bd. VI). 

I1 s'agit de ddmontrer que, au voisinage de Po, r (P)  est aussi voisin 
qu'on veut de r (Po)----re. Pour eela, eonsid(!rons la sphere Y~o de (:entre Po 
et de rayon re; en supposant d'abord re positif, prenons un point P h l ' in- 
tarieur de 20, et soit Po P =  a'. Ddcrivons de P eomme centre les spheres S, 
et S.. de rayons respectifs r e - - 9  et re q-~); tous les points de S, appartien- 
nent h ~,, et tousles  points de 20 appartiennent g So. 

Consid(~rons maintenant routes les spheres S d4crites de P comme centre, 
avec le rayon variable p. Si ~ < re ~ :~ la sphgre S est comprise & l'int& 
rieur de S,~ et par suite g "l'int&'ieur d'une eertaine sphere Y~, de centre Po 
et de rayon infdrieur ~ re; done l'oseillation dans S est ~ ).. On d4duit 
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de lb. : 
r ( P )  ~_ r o -  "). 

Si l'on a p ~> r0 + ~, la sphere S contient h son inldrieur ,%; par suite 
elle contient aussi 6 son intdrieur une sph?~re ~G de rayon supdrieur h to; 
I'oscillation dans S est donc ~>),. On a par suite: 

r ( P )  L r o  + ~'. 

En r6unissant ces deux r6sultat% on volt que si on se donne un hombre 
positif , quelconque, il suffit de prendre P h l'int6rieur de la sphere de cen- 
ire P o e t  de rayon ~ pour que l'on air: 

I r ( P )  - -  r (Po) l <~ e. 

Dans le cas oh l'on aurait r ( P o ) ~  0~ il su~rai t  d'appliquer la seeonde 
partie du raisonnement pour voir que la conclusion reste ]a m~me. 

En r6sum6~ r (P) est une fonction continue du point P. Donnon.~ uno 
application de cette propri6t6. 

Etant donn6e la fonction f(x,~ x~ . . .  ~)~ nou.~ avons d6fini la fonction 
~) (x.,, .%~... x,,) qui repr6sente en ehaque point, l'oscillation de f. Soit . D u n  
certain domaine; appelons ). ]e maximum de ~) dans ce domain% et prenons 
un hombre ).' sup6rieur h ),. 

Puisqu% en chaque point~ on a ~ <C ;(~ la fonction r relative h ).' a en 
chaque point une valeur positi'ce (jamais nulle). Mnsi r e s t  une fonction 
continue dans le domaine~ toujours positive; son minimum dans le domaine 
est donc un certain nombre positif ~. ~ous d6duisons de lh le r6sultat suivant: 

Si ~' est un hombre supdrieur au maximum de ~ dans le domaine, il 
exisle un hombre positif ~ tel que; dans toute sphere de rayon dgal ou in- 
fdrieur h ~ l'oscillation est infdrieure ou dgale ?t ).'. 

Sous une autre forme 7 on peut dire qu'il existe uJz hOmbre posilif fl tel 
que~ si deux poirds P e t  Q sont ?t une distance t" fl Pun de l'autre~ on a: 

I f ( P )  - -  f ( Q )  l _~ ).'. 

Ce th6orb.me dolt 5tre consid6r6 comme la g6n6ralisation du th6or?~me: 
La continuit6 est uniforme. En effet~ appliquons notre r6sultat h u n c  fonction 
continue; il suffira de faire ), := 0~ ).'~---~; on volt qu'on retrouve l'6nonc6 
connu. 

14. J'ajoute, pour terminer ce premier chapitr% que beaucoup des r6- 
sulta(s qui pr6cgdent peuvent s'6tendre au cas oh l'on 5tend encore la notion 
de fonction~ en eonsid4rant des fonctions multifbrmes. 
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Supposons qu'au lieu de eonsid6rer un seul nombre f((x:)o, (X.)o,... (x~).) 
attach6 au point [(xdo, (x~)o,... (xn)o], on en eonsidbre plusieurs~ ou m~.me 
une infinit~ pouvant former un ensemble d'une nature absolument quelconque. 
Le seul point essentiel que nous avons besoin d'admettre est que la question 
suivante air un sens prdeis: Un nombre donnd 5'o est-il, oui ou non, une va- 
leur de la fonegion f au point (x~)o, (x,)o~... (x,~)o? 

Pour une fonetion de cette nature, on peut d6finir, eomme pour une 
fonetion uniforme, les ]imites supdrieure et inf@ieure dans un domaine, puis 
en partant de lh le maximum, le minimum, l'oseillation en un point. Les 
fonetions ?, //, ~, qui repr(!sentent respeetivement ces trois quantiggs en chaque 
point, possgdent les propridt6s que nous avons ~tudi(ies dans ee ehapitre, en 
supposant qu'on etait patti d'une fonetion uniforme. Enfin~ les rdsultats du 
{} 13 song applieables aux nouvelles fonetions que nous eonsiddrons mainte- 
nant. J 'aurai occasion, clans la suit% de faire usage de eette remarque. 

C H A P I T R E  II. 

Fonctions discontinues dfiveloppables en s6ries de fonctions continues. 

I. ENo~c~ DES PROBL~MES. 

15. Quand on eonsidgre, au point de vue de la eontinuit6, une fonction 
de plusieurs variables~ il y a lieu de distinguer la continuit6 par rapport '~ 
l'ensemble de ces variables et la continuit6 par rapport h e e s  ~'ariables con- 
sid6r6es s6par6meng. On sait, en effeg, qu'une fon,:tion des deux variables 
rdelles x eg y peut gtre, en tout point, continue par rapport h ehaeune d'elles, 
sans t~tre toujours continue par rapport ~ leur ensemble; cette remarque esg 
6nonede depuis ]ongtemps par M. DI•I clans ses eours ~ l'Universit6 de Pise. 

Citons, eomme exemple, la fonction qui est 6gale a 0 pour l'origine~ et 
, x y  
a x~-/-y~- pour les autres points du plan; on voit qu'en tout point distinct de 

l'origine, la fonetion est continue, au sens ordinaire; h l'origine, elle est en- 
core continue par rapport h x et par rapport h y,  puisqu'elle est nulle sur 
ehaeun de ces deux axes: mais elle 6prouve une diseontinuit6 si on d6plaee 
]e point de coordonn6es (¢, y) suivant une direction oblique; suivant la ,ti- 
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rection x ~ y, par exemple, elle saute bruscluement de la valeur 0 ~. la va- 

leur 1_. 
2 

En partant de eet exemple ou d'autres exemples analogues, on peut 
former une fonction qui sera toujours continue par rapport ~ chacune des 
deux variables, et telle cependant clu'il n'existe aucune aire oh elle soit tou- 
jours continue par rapport ~t ]eur ensemble. Pour cela, rangeons tous]es  
points du plan dont les deux eoordonn6es sont rationnelles en une suite sim- 
plement infinie (~,, ~,), (~,  ~ ) , . . .  (~n, fL~),.., ee clui peut se faire, puisclue 
ces points forment un ensemble de:nombrable. Soit ~%,,~., une fonction telle 
clue la pr~c6dente, discontinue par rapport k l'cnsemble (x, y) au seul point 
(~n, ~n), oh elle est continue par rapport ~ x et par rapport ~ y, et de plus, 
inf6rieure en valeur absolue h un hombre fixe. Si Z an est une s6rie absolu- 
ment convergente, X anu~,,,~,, sera une fonction poss6dant ]es propri6t6s indi- 
eludes: elle sera partout continue par rapport ~. chaeune des variables, et 
clans route aire il existera des points de diseontinuit6 par rapport ~ l'en- 
semble (x, y). 

16. On est ainsi conduit ~ se poser les questions suivantes. En pre- 
mier tieu~ si l'on assujettit une fonction de deux variables ~ ~tre continue 
par rapport ~ chacune d'elles, cette condition entraine-t-elle des cons(!cluences 
simples relativement ~ la mani~re d'etre de la fonction? En partieulier, et 
c'est l'une des questions qui feront l'objet de ce chapitre, la succession de 
valeurs prises par la fonetion sur une courbe du plan, par exemple sur la 
droite x ~--~-y, constitue une fonction d'une variable qui, nous venons de le 
voir, n'est pas ngcessairement continue; eette fonction est-elle assujettie 
des conditions, et cluelles sont ces conditions ? 

En se pla~ant au point de rue en cluelque sorte r~eiproclue du pr6c6dent, 
on se donnera a priori une succession de valeurs sur x ~ y~ et l'on cherchera 
s'il est possible ou non de former une fonction de x et y, toujours continue 
par rapport ~t chaeune de ces deux variables, et prenant sur la droite x = y 
les valeurs donn6es. Ce sera le probl~me I. 

17. Indicluons maintenant une autre question d'analyse dont te rapport 
avec ]a pr~c6dente est tr~s 6troit. 

Supposons qu'on air une fonction continue par rapport ~ (x, y) & l'intg- 
rieur d'une aire A limit6e par un contour C, et supposons clu'en chaque point 
de C il y air continuitd suivant la normale; j 'entends par l~ clue , lorsclue ]e 
point M se rapproehe ind6finiment du point 3/o de C en suivant la normale 

Annali di Malematica, Ser i e  IIL tomo III. 3 
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"~ C en Mo, la fonetion f (M)  tend vers une limite d6terminde, qui est ~gale 
~t f(Mo). La succession des valeurs f(Mo) prises par la fonetion sur la eourbe C 
peut ~tre discontinue, comme on en trouve des esemples dans des questions 
classiques d'Analyse; nous nous proposons d'examiner si cette succession de 
valeurs est assujettie ~ eertaines lois. 

Je fais remarquer tout de suite que nous n'enleverons ~videmment rien 
]a gdngralit5 de ]a question en supposant que le contour C est constitu4 

par une portion de ]'axe 0 x. hTous supposerons donc que, dans le rectangle: 

O-~y L 7 ,  

on a une fonction continue par rapport ~ l'ensemb]e (x, y) en tout point 
saul aux points de Ox, oh elle est seulement continue par rapport ~t y. Il 
s'agira de savoir ce qu'est la fonction sur 0 x. Ce sera le probl~me II. 

18. :Nous verrons dans la suite qu'il y a lieu de traiter simultangment 
les deux probl~mes I e t  II. Montrons d'abord qu'on peut les considgrer tous 
deux comme eas particuliers d'un troisi~me probl~me, dans lequel les condi- 
tions imposdes ~ la fonction sont un peu plus g~ndrales. 

Supposons une fonction f(x, y) dgfinie dans le rectangle. 

en tout point, il y a continuit~ par rapport k y ;  en ce qui concerne l'autre 
variable x, nous supposons seulement que, entre deux droites parall~les ~t 0 x, 
y == y,, y ~ y~, il existe toujours une droite y ~ y3 sur laquelle il y a con- 
tinuit6 par rapport ~ x;  en d'autres term~s, il y a un ensemble de para]l~les 
h 0 x sur chacune desquelles ]a fonetion est continue par rapport ~ x, et cet 
ensemble est dense par rapport ~ l'ensemble de routes ]es parall~les ~t Ox. 
On se propose de voir ce qu'est la fonction sur une eourbe du plan. Ce sera 
le probl~me III. 

Il est bien gvident que les conditions des probl~mes I e t  I[ rentrent dans 
les conditions du probl~me II[. 

19. Passons maintenant ~ un autre ordre de questions 7 relatives ~ ]a 
th~orie des s4ries. 

Reprenons le cas du problhme II, indiqu~ au § 17, oh l'on suppose que 
la fonction f(x, y) n'a de discontinuitds qu'aux points de 0 x; il y a, en chacun 
de ces poin% continuitd par rapport ~ la variable y. 
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Prenons une suite d6croissante de quantit6s positives et tendant vers 0; 
soit yt ,  y~, . . ,  y,~...~ et tra(~ons dans le plan les parallStes h 0 x ayant pour 
ordonndes ees nombres y,~ y .~ . . ,  yn~.. .  Chacune des fonctions de x: f(x~ y,)~ 
f(x~ y.~),.., f(x~ yn)~.., est une fonction continue de x, tandis qu'au con- 
traire la fonction f (x,  0) peut ~tre discontinue. D'autre part~ si oll donne h x 
une i, aleur fix% la suite f(x,  Y,)7 f(xTYQ,. . ,  f(x,  yn)~.., a pour limite f (x,  0). 

D'une mani~re g6n6rale, nous dirons qu'une loner;on f(x)  est la timile 
de la suite de fonctions f, (x), f~ (x), . . .  f~ (x),. . .  darts m~ certain champ de 
variation de x, si~ pour chaque valeur Xo appartenant h ce champ~ la suite 
de quantitds f,(Xo), f~(Xo),.., f~(Xo)~.., a pour limite f(Xo). 

On voit~ d'apr~s cette d6finifion~ que dans la question pr6c6dente, la 
fonction discontinue f (x~ O) est la limile de la suite de fonctions continues 
f (x ,  y,), f (x ,y~) , . . ,  f(x,y,O.. ,  ou, cc qui revient au m~me, la somme de. 
la sdrie de fonctions continues: 

f (x, y,) + Z [f (x, - -  f (x, , 

s6rie qui est convergente pour route valeur de x, au moins dans un certain 
intervalle de variation. 

Ces remarques nous eonduise~t tout naturellement ~t 6tudier le prol)l~me 
suivant. Etant donn6e une s6rie, dont les termes sont des fonctions continues 
de x, et que nous supposons convergente pour chaque valeur de x (dans uu 
certain intervalle de variation)~ la somme de cette s6rie est une fonction d6- 
termin~e de x; on salt que, ]orsque la convergence est uniforme (ou m~me 
uniforme simplement, au sens donn6 ~t cette expression par M. DI~I (*)), cette 
fonction est continue; mais si on suppose seulement la convergence, la foncfion 
peut ~tre discontinu% comme la th6orie des s~ries trigonom6triques en fournit 
des exemples; il y a done lieu de rechercher quelle est la nature de cette 
fonction; en d'autres termes, existe-t-il un erit6rium pr6cis, caractdrisant les 
fonctio~s qui peuvent ~tre reprdsentdes par des sdries de fonctions continues? 

20. Je veux montrer ici comment ce probl~me se ram~ne compl~te- 
ment au probl~me I I  (§ 17). Soit la s6rie: 

u, (x) + (x) + . . .  + (x) + - -  

Posons : S,, (x) = u, (x) + . . .  + u~ (x) 

,'; = -I . . . .  + + . . .  

S(x) est la limite de S~ (x). 

(~') U. DI~I, 1,bndamenti, etc., page 103. 



20 Baire :  Sur les fonctions 

Prenons, comme plus haut, une suite d4croissante tendant vers O: y , ,  
y, , . . ,  y,,,.., et tra(~ons dans le plan les droites: y = yf, y---= y , , . . ,  y = y,, , . . .  
En supposant que la s&ie soit convergente quand x varie de ~ ~ (3, consi- 
d&ons le rectangle A B  A~B, limit6 par les droites x--.  ~., x = 2 ,  y = 0 ,  
y = y ,  (fig. 1); appelons A~B~, etc... ,  A~B,~,. . .  les droites y = y ~ , . . .  
y~---yn,....le d4finirai dans eette r6giou une fonetion f(x, y) de la mani~re 
suivante. 

Sur chacune des droites y = y~, je pose: 

f (x, V~) ~ S,, (x), 
et sur l'axe Ox:  

f (x ,  O) = S (x). 

Cela fair, chacun des points oh ]a fonction n'est pas encore d4finie se trouve 

A~ B~ 

A 

Fig. ]. 

B2 

Ba 
Ba 

B x 

situ~i entre deux droites y--~yp et y ~ y p ~ . , .  Soit (x, y) un tel point. En 
supposant : 

Yp>Y >Yp+,, 
je poserai : 

- ~  ~P - Y f ( x ,  y ~ _ , )  -~ y - :/P+' f(x,  y) Yp--Yp+, Yp _yp+ f(x, yp)., (1) 

c'est-~-dire qu% sur ]e segment para]l~le h 0 y qui joint les deux points (x, yp) 
et (x, y~-,) je fais varier la fonetion lin4airement. 

D'apr~s cette d(ifinition, la fonction sera continue par rapport ~ l'en- 
semble (x, y) darts chacun des rectangles partiels tels que A , B , A ,  B2, 
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As B, 33/33, etc .. . .  En effet, les diffdrents termes qui figurent dans ]e second 
membre de la formule (1) sont des fonetions continues de l'ensemble (x, y). 

J'dnonce b~ ce sujet une remarque. J 'aurai souvent occasion, darts la 
suite, de ddfinir une fonction continue dans une aire A limitde par un con- 
tour C, en supposant que, sur C ou sur certaines portions de C, la fonction 
doive prendre des valeurs formant une succession continue donndei il est 
bien 5vident que ]a chose peut toujours se faire; j'ajoute qu'on peut s'assu- 
jettir k ce que tes limites supdrieure et infdrieure de la fonction dans A 
soient les m~mes que les limites supdrieure et infdrieure de la fonction donnde 
sur C. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour chacun des rectangles partiels 
A, B, A, B2, etc . . . .  d'apr~s la manibre dont nous avons ddfini f(x, y). 

Je dis que f(x, y), qui se trouve ddfinie maintenant dans tout le rec- 
tangle A B At B,, satisfait aux conditions du probl~me II. D'abord, en tout 
point pour lequel y ~  0, il y a continuitd par rapport '~ l'ensemble (x, y), 
d'apr~s ce que nous venous de voir. Si maintenant nous considdrons un point 
de l 'axe 0 x, je dis quhl y a en ce point continuit6 par rapport b~ y. D~une 
part en effet, la suite f(x, y,), f(x, y~).., f(x,  y~). . ,  tend vers f(x, 0); 
d'autre part ]a quantit6 f(x, y), lorsque y est compris entre ya et y,,4-,, est 
comprise entre f(x, yn) et f(x, yn+,); il en rdsulte que, quelle que soit la 
mani~re dont y tendevers  0, f(x, y) a pour limite f(x, 0). 

21. :Nous voyons en rdsum6 qu'il y a identitd complbte entre les fonctions 
discontinues qu'on peut obtenir comme fonctions limites, dans les conditions 
du problbme If, et celles qu'on peut reprdsenter par des s6ries de fonctions 
continues. 

Nous reconnaltrons que ces fonetions sont aussi celles qu'on peut obtenir 
sur ]a droite x-----y, quand on suppose une fonction continue par rapport k 
chacune des variables, comme darts le probl?~me I. 

Je m'occuperai d'abord de trouver des propridtds gdndrales que posshdent 
les fonctions assujetties aux conditions du problbme II[  e t a  fortiori les fonc- 
tions assujetties aux conditions des problbmes I et I I ;  nous obtiendrons ainsi 
des conditions ndcessaires; nous ddmontrerons ensuite que ces conditions sont 
suffisantes; nous aurons alors compldtement caractdris6 ces fonctions. 
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II. CONDITIONS N~CESSMRES. 

22. Je suppose done une fonction f(x, y) satisfaisant aux conditions du 
probl~mc I[[, e'est-i~-dire qu'elle est partout continue par rapport ~ y, et que, 
entre deux droites parallgles ~ 0 x, il en existe toujours une troisibme sur la- 
quelle la fonction est continue par rapport ~ x. Nous pourrons dnoncer cette 
seconde condition de la mani~re suivante: si on repr6sente chaque parall~le h 
0 x  par son point d'intersection avee 0y ,  il existe sur 0 y  un ensemble de 
points, dense dans toute portion de 0 y, tel que, y' dtant l'ordonnde d'un de 
ces points, la fonction, en tout point de coordonndes (x, y'), est continue par 
rapport ~ x. J'appellerai E l'ensemble des points qui appartiennent aux droites 
y = y'; ainsi, en tout point de E, il y a continuit6 par rapport ~ x. 

Je vais ddfinir, en chaque point, une fonction qui jouera un rble im- 
portant dans l'dtude que je me propose de faire. 

Pour cela, prenons un point A, de coordonndes (xo, yo), et consid6rons, 
sur la droite x ----- xo, un segment B C dont le milieu soit A, et de longueur 
variable 2 p; soit done B A-----A C-= p. 

Appelons o)(p) l'oscillation de la fonction duns le segment B C; c'est 
une fonetion non ddcroissante de ~; de plus, puisque la fonction, considdrde 
sur la droite x-----xo~ est continue: on a :  

o~ ( 0 )  = o 

on peut remarquer en outre que o~ (p) est fonction continue de p. 
Soit maintenant ~ un nombre positif; j'appelle ~, la limite supdrieure des 

valeurs de p telles que o)(p)~ ~. Le hombre ~ est ainsi compl~tement ca- 
ractdrisd pat" ce fait que: 

pour p _ ~ o  on a ~ ( p ) ~  

pour p > ~ ,  on a ~ ( p ) > ~ .  

Si dans la premigre de ees indgalitds je peux dcrire p__ ~.~ et non pas seu- 
lement p < ~ ,  (*), e'est 8 cause de la eontinuit6 de ~(p) par rapport ~ p, 
qui provient elle-mgme de la continuit6 de la fonetion sur x =Xo.  

En supposant la ddfinition prdeedente 'faite pour chaque point du plan, 
nous aurons ainsi ddfini une fonction ~, (% y) parfaitement d6termind% et qui, 

(.~) Of. § 13. 
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d'apr~s l'hypoth~se de la contimdtd par rapport ~t y, a en chaque point une 
valeur positive. Je vais d6montrer, en faisant usage de l'autre condition im- 
posde k f(x,  y), que ~.,(x, y) est semi-continue supA'ieurement par rapl, ort 
~t l'ensemble (x, y). 

23. I1 faut montrer pour cel~ que, si je considSre uu point queleonque 
Ao [,co, Yo], et si je prends un nombre positif quelconque ~, je peux ddter- 
miner autour de Ao une aire ,issez petite pour que, A [r~y] Oant un point 
quelconque de eette aire, on nit: 

~(or, y)<~o(oro,  y o ) + ~  

--¢ 

N ' 

[Io 

Fig. "2. 
90 

P,'enons (fig. 2): 

prenons ensuite : 

Bo Ao = Ao Co = ~-, (Zo, yo), 

B,  A o = A o ¢,  - -  ~.~ (xo, yo) + g .  

D'apr~s la signification de ~ (xo, y.), l'oseillation de la fonetion, dans le seg- 
ment B. C,, est un nombre sup~rieur h a; je peux le repr4senter par ~ -{- k. 
Si je prends un nombre positif k, infgrieur ~t k, je peux certainement trouver, 
entre B, et C,, deux points M e t  N tels que l'on air: 

{ f ( M )  - .  f ( N )  l >  ~ + k, (1) 

De plus, je peux supposer que ces points M e t  N sont situ6s sur deux 
parallbles h 0 x sur lesquelles il y a continuit6 par rapport h or, autrement dit 
font partie de l'ensemble E. Nous savons en effet que E est dense dans route 



24 B a i r e: Sur les fonctions 

portion de B, C,; si done le point M de l'in~galit6 (l) ne fait pas partie 
de E ,  je peux le remplacer par un point M~ faisant partie de E et suffi- 
samment voisin de M pour qu'on ait encore: 

I f ( M , ) - - f ( N ) I > ~ + k , .  

Je suppose done que dans (1), les deux points M e t  N soient des points de E;  
consid6rons maintenant les parall~les ~ 0 x men6es par ces points M et N;  
la fonction 6rant continue sur chacune de ces droites~ on peut ddterminer 
deux segments M' M", N '  N" ,  parall~les h 0 x, ayant pour milieux M et N, 
et de mSme longueur 2 ~', tels que, si P e t  Q sont deux points quelconques 
pris respeetivement sur ces segments, on air: 

) f ( P ) - - f ( M ) [  < y ,  

kl 
I f ( Q ) - -  f ( N )  J < y .  

De ces in(!galit6s et de l'in~galit~ (l) on d6duit: 

I f ( P ) - - f ( Q ) [ > ~ ,  (2) 

P e t  Q giant deux points quelconques pris, le premier sur M' M"~ le second 
sur N'  N".  

Prenons maintenant le carr6 de centre Ao et dont les c6t6s parall~les aux 
axes sont ~ une distance de Ao ~gale ~ v~ v ~tant inf~rieur au plus petit des 

nombres ~ et ~. Dans ces conditions, si A est un point quelconque pris dans 

ce carrY, ia distance de A ~ ehaeune des droites M' M", N '  N "  est moindre 
que ~ ('xo, yo) + ~. Menons alors par A la parall~le ~ 0 y, et prenons stir cette 
dl'oite le segment dont A es~ milieu et dont ]a demi-]ongueur est ~ (xo, y o ) +  ~; 
ee segment traversera M'  M"  et N'  N " ;  il contiendra done un couple de 
points P e t  Q satisfaisant ~ l'in6galit6 (2); par suite, l'oseillation darts ce seg- 
ment est sup6rieure ~t ~; done la fonetion a~ relative au point A est infdrieure 
h ~,(Xo, yo)+~;  c'est-h-dire que ~ (x, y) est semi-continue supdrieurement 
par rapport & (x, y); c'est la proprigtg que je voulais 6tablir. 

24. Je vais maintenant tirer des cons6quenees du r6sultat pr6e6dent. 
Consid6rons une courbe queleonque C coupant routes les parall~les b. 0 y, 

ou, avee pr6elsion, l'ensemble des points repr6sent~s par l'6quation : y ~ ~ (x), 
(x) 6rant une fonetion continue quelconque d6finie dans un certain intervalle. 

En chacun des points de cette courbe, ~ a une ~,aleur d~termin6e; je con- 



de variables  re'elles. 25 

sid~re ~ comme fonetion du point variable de la courbe C; cette fonetion a, 
en ehaque point, un m i n i m u m  par  rappor t  & la courbe; on peut dire aussi 
clue , d a n s  les conditions oh nous nous pla~ons, ~ est une fonetion de x;  je 
considbre en chaque point le minimum de cette fonetion~ tel que je l'ai d~- 
fini au § 7. 

En premier lieu, je dis que~ si en un point Ao (Xo, yo) de C, la fonetion ~ 
a son minimum par rapport h C positif, l'oseillation de f ( x ,  y)  en co point 
par rapport ~t l'ensemble (x, y) est ~ 2 :. Soit en effet 7 ce minimum et soit 7, 

_ q  

0 

p 

p 

Fig. 3. 

X 

un nombre positif infdrieur h 7. Je prends d'abord, autour de Xo, un inter- 
valle @ o -  ~, xo-{--3) assez petit pour qu'on air dans cet intervalle : 

Y !  I (x)  - (Xo) I < 

je rgduis ensuite cet intervalle, s'il le taut, de mani~re que, en tous los points 
de C correspondant aux valeurs de x qui s'y trouvent~ on air:  

: ~ >7~ .  

La chose cst possible, puisque j'ai ehoisi 7, infdrieur au m b f f m u m  de :,o au 

poin t  Ao re la t ivement  ~ C. 

Prenons alors (fig. 3) le rectangle R :  

Xo - -  ~ L x ---" xo - -  ~ ~ yo - -  Y--' " y " yo + ~'- ~ - -  

Annali di Matematica, Serie III,  tomo II[. 4 



26 B a ~ r e: Sur les fonctlo~,s 

Sur tout Segment tel que P Q, parall~le b~ 0 y, et joignant les deux bases du 
rectangle~ l'oscillation de la fonction est -~ z~ car il y a sur ce segment un 
point A de la courbe C~ et le segment de milieu A e t  de demMongueur 
~, (.4) > ~'t contient tout le segment P Q. 

Je dis maintenant qu'(!tant donn~ ~, on peat trouver une aire autour 
de Ao duns ]aquelle l'oscillation soit ~ 2 z ~ ~. Je prends pour cela, sur l'or- 
donn~e de Ao et duns le rectangle R, un point At(xo, y,) oh il y air conti- 
nuit4 par rapport i~ x; puts, sur la droite y ------ yt ~ un segment B, C, [xo --  ~', 
zo + ~2'], oh l'oseillation soit ,~ s, en prenant 7 de plus : ~' - I  ~. Si on consid~re 
la portion du rectangle R limit~e par les droites x ~ X o -  6", x ~ x o  ~ 6", 
c'est-~t-dire le rectangle R ' :  

~q 
Xo--~'  ~ : x L x o @ o ,  yo- -  2 

]'oscillation duns ce rectangle est < 2 a + ~. Soit en effet M e t  N deux points 
quelconques pris duns ce rectangle, projetons-les en Mt et N, sur B, C~, on 
aura : 

I f ( M )  - -  f (M, )  I _~ o,  I f ( N )  - -  f ( N , )  I --~ : ,  I f ( M , )  - -  f ( N , )  I < ~, 

d'oh nous d~duisons: 

I f ( M ) -  f(iV) I < 2 ~ + ~. 

Comme le raisonnement s'applique, quel que soit ~, on volt qu'au point Ao 
l'oscillation par rapport ~ (x, y) est - / 2  ~. J'emploierai ee rdsultat, soit sous 
la forme que je lui ai donn~e plus haut~ soit sous la forme suivante. Si au 
point Ao l'oscillation est ~ 2 z, on peat affirmer qu'en ce point le minimum 
de ~ par rapport h C est ~,ut. 

25. Rapprochons les deux propriSt~6s de la fonction ~.~ (x, y) considdrde 
sur la courbe C, d'Stre positive et d'C~tre semi-continue sup,~rieurement. D'apr~s 
le § 12, il existe duns tout, arc D de la courbe C un are D, o~ ,¢~ a son 
minimum positif. 

Prenons maintenant une suite dgcroissante de quantitds positives et ten- 
dant vers 0; soit ~, a~, ~'2,... ~ , . . .  Duns l'are D~ il existe un are Do sur 
lequel ~,. a son minimum positif, duns D, un are D3 oh % a son minimum 
positif, etc . . . .  On volt de cette mani~re que, dans Fare D, et par suite duns 
route portion de la courbe C, il existe un point oh a~ a son minimum positif 
par rapport h la courbe, si petit que soit ~. En ce point, l'oscillation par 
rapport ~ (x, y) ne peat 8tre que 0, puisqu'elle dolt ~tre inf4rieure ou 4gale 
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2z,  quel que soit z; o11 a done lk un point de eontinuit(i par rapport k 
(x, y), et nous pouvons dnoneer le rdsultat suivant: 

Dans toute portion de courbe reprdsentable tJt, r une dquation de la forme 
y ~ (x), ~ (x) dlant fonctio~ continue, il existe des poi~ds o~ f ( x ,  y) est 
continue par rapport h l'ensemble (x, y). 

On peut dire, afortiori, que, dans route aire, il existe des points de con- 
tinuit~, c'est-~-dire que ]a fonetion f (x ,  y) est ponct~ellement discontiuue. 

En ayant plus spdcialement 5gard aux valeurs prises par la fonetion sur 
la courbe consid(~rSe, ce qui est mon principal objet en ce moment~ on voit 
aussi que ]a fonction d'une variable ainsi ddterminge cst ponctueUement 
discontinue. 

C'est lk un premier r4sultat sur la nature de cette tbnetion. Pour en 
obtenir d'autres, je commencerai par poser de nouvelles d4finitions, qui me 
permettront d'6tendre une partie des r~sultats d5jk acquis. 

26. Soit une fonction de ]a variable t d6finie darts un certain intervalle; 
comme toujours, j ' imagine qu'on repr~sente t par un point variable sur un 
segment de droite. Prenons, sur ce segment, un ensemble de points E, que 
je supposerai parf~lit, c'est-k-dire coi'ncidant avec son ddriv~ E ' .  Consid4rons 
une portion B C du segment, contenant ~t son intdrieur au moins un point 
de E~ et par suite une infinit& Les valeurs que prend la fonetion en tousles  
points de E qui font pattie de B C ont une limite sup6rieure III, une limite 
inf6rieure m, et une oscillation ~ ~ M - - m .  Soit maintenant A [to] un point 
quelconque de E ;  l'intervalle (to ~ ~., to + ~)~ si petit que soit a, contient des 
points de E ;  les trois hombres pr4cgdents relatifs k l'intervalle (to --  ~, to + a), 
quand ~ tend vers 0, tendent vers des limites ddtermin(ies, que j'appellerai le 
maximum, le minimum, l'oscillation de la fonction en A relativement ~ l'en- 
semble parfait E. 

On voit que ces d4finitions sont routes semblables h celles que nous avons 
donn4es dans le premier chapitre; la seule diff(~rence consiste en ce que nous 
nous occupons seulement des valeurs de la fonction encer ta ins  points~ n~gli- 
geant eompl~tement les autres points. I1 est bien 6vident d'ailleurs que ces 
mgmes notions peuvent ~tre d4finies pour un ensemble E absolument quel- 
conque; si je ne consid~re que des e~sembles parfaits, e'est paree que e'est 
seulement dans ce ca sque  ces notions me seront utiles. 

Lorsqu'il y aura lieu de pr(~eiser, je d4signerai par M [f(t), E, ~ fl] le 
maximum de f (z)  aux diffdrents points de E eontenus dans l'intervalle e fi, 
et par M [f(t)~ E~ P] le maximum en P de f( t)  re]ativement ~ E, 
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27. Nous pouvons~ grace aux d6finitions pr~e~dentes, d~finir la conti- 
nmtd et la discontinuitd relativement ~t l'ensemble E. 

Je dirai qu'en un point A oh l'on a o ~ 0 ,  ~ ~tant l'oscillation cn ce 
point par rapport ~ E, la fonction est continue par rapport ~t E; si au con- 
traire on a co ~ 07 nous dirons qu'il y a discontinuitd par rapport ~t cet 
ensemble. 

D'une mani~re ggn(~rale, trois cas sent possibles: 
1. ° On a, en tout point de .E (dans l'intervalle qu'on consid~re): 

~ 0; dans ce cas il y a continuit6 en chaque point; nous dirons alors que 
la fonction est continue relalivement ~ E. 

2. 0 I1 existe des points oh l'on a c o ~ 0 ;  mats, darts tout inter- 
valle aft contenant ~ son int~rieur des points de E (autrement dit, au voi- 
sinage de tout point de E), il existe des points de E pour lesquels o ) ~  0. 
Par  analogie avee une notion que nous avons d~j~. ~tudi~e, nous sommes 
conduits ~ dire que, dans ce cas, la fonction est ponctuellement discontinue 
relativement ~t E. 

3. 0 Si l'on ne se trouve pas dans l'un des deux cas pr(~c~dents, c'est 
qu'il existe un intervalle ~ fl contenant h son intdrieur des points de E~ ~) Oant 
positif en chacun de ces points; nous dirons alors que la fonction est totale- 
merit discontinue )'elativement ~t E. 

J'emploierai dgalement la notion de fonction semi-continue sur un en- 
semble parfait. 

28. Ces nouvelles notions 6rant aequis% nous pouvons g6n~ratiser un 
certain nombre de r6sultats pr6c6demment obtenus. Je commencerai par le 
suivant~ d~montr6 au § 12: Une fonetion positiv% semi-continue sup6rieurc- 
ment, ne peut pas avoir son minimum nul en tous les  points d'un segment. 

Cet 6nonc6 va devenir un oas particulier du suivant: Une fonction~ dd- 
finie aux points d'un ensemble parfait  E~ positive et semi-continue supdrieu- 
,rement~ ne peut pas avob" son minimum (par rapport ~t E )  nul en tousles 
points de E. I1 me suffira de reprendre, avec quclques modifications~ la d~- 
monstration du th(~or~me qui precede. 

Supposons d'abord une fonction d6finie sur E~ positive ou nulle~ semi- 
continue sup6rieurement~ et ayant~ en tous les  points de E (au moths entre 
deux ]imites d~termindes), son minimum nul. Je conviendrai~ pour abr6ger~ 
de dire qu'un intervalle est relatif  ~t E s'il contient & son intdrieur des points 
de E ;  clans ce qui suit~ je consid~re exclusivement des intervalles satisfaisant 
,t cette condition. D'apri~s la derni~re hypoth~se faite sur notre fonetion~ on 
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voit que, dans tout intervalle ~ relatif ~ E ,  at si petit qua soit ,~ 
un point A de E oh l'on a :  

f(A)<~-. 

il existe 

En vertu de l'hypoth~se de la semi-eontinuit6 sup6rieure, on peut d6terminer 
autour de A un i~tervalle ~., oh l'on aura partout: c'est-h-dire pout" tous les 
points de E contenus dans ~ :  

f < f ( A ) + ~  <~. 

On peut done trouver~ dans tout intervalle ~ un autre 
aura partout : 

f<~, 
dans ~, on trouvera ~.~ oh l'on aura :  

intervalle ~,., oh l'on 

$ 

f<-~, 

et ainsi de suite; chacun des intervalles ~.,~ dtant contcnu dans lc prdcddent, 
ct l'ensemble E conteriant tous ses points limites, il existe au moins un point 
de E contenu dans tous ces intervalles; on a n6eessairement en ce point:  

f-----0. 
On d6duit de lb~ que si une fonction ddfinie sur E est positive (jamais 

nulle) et semi-continue supdrieurement~ l'ensemble des points o~t cette fonction 
a son minimum nul, ensemble qui est essentiellement ferm6~ ne peut coi'n- 
cider avec l'ensemble fiJ dans aucune portion du segment. 

29. Ceei nous amine '~ poser quelques nouvelles ddfinitions au sujet 
des ensembles. 

l%us dirons qu'un ensemble F contenu dans un ensemble parfait E est 
dense par rapport ~t E, dans une eertaine portion de droite: si le ddrivd de #' 
comprend tons les points de E situ6s sur eette portion de droite. Si cette con- 
dition n'est remplie pour aueune portion du segment considdr6~ e'est qu% dans 
tout intervalle relatif ~ E, on pent trouver un intervalle relatif k E ne con- 
tenant aucun point de F ;  dans ces conditions, nous dirons que/%' n'est dense 
nulle part par rapport "~ E~ ou plus bri~vement qua F est non denseTar rap- 
port ~t E. 

On pent dire que si une fonction est positive et semi-continue supdrieu- 
rement sur l'ensemble E~ l'ensemble des points oit le minimum de la fonction 
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est nul est un ensemble non dense par rapport ~t E; sous une forme diffd- 
rente, nous dirons que, dans tout intervalle relatif ~ E, il existe uu inter- 
valle relatif ~t E~ duns lequel le minimum de la fonction par rapport ~ E 
est positif. 

Comme application immddiate de ce th4or~me, on reconnait ques i  une 
fonction est totalement discontinue par rapport ~ un ensemble parfait, il existe 
certainement un intervalle relatif ~ cet ensemble, dans lequel o~ a son mi- 
nimum positif. 

30. Reprenons maintenant la fonction f(x~ y), assujettie toujours aux 
conditions du probl~me I I I ;  soit une courbe y ~ (x); prenons un ensemble 
parfait E de points sur cette courbe, ou~ ce qui revient au mSme, un ensem- 
ble parfait de valeurs de x. 

Remarquons d'abord que, en un point de E oh a~ a son minimum par 
rapport ~ E positif, l'oseillation de la fonction par rapport h E est ~:  '2 ~. II 
sufllt~ pour le "~oir~ d'appliquer le raisonnement du § 24~ en consid6rant seu- 
lement les parall~les ~ 0 y sur lesquelles se trouvent des points de E. 

Cela posd~ d'apr~s les proDri~t~s de ~ ,  on peut trouver dans tout inter- 
valle relatif ~ E un autre intervalle oh ~: a son minimum positif, darts celui-ci 
un autre oh ao a son minimum positif~ etc. i on d(!montre ainsi l'existenee 

d'un point de E oh ~ a son minimum positif par rapport ~, E, quel que soit ~, 
et oh par suite l'oscillation par rapport ~ E est 0. Ainsi, il existe, au voi- 
sinage de tout point de E~ des points de continuit~ par rapport ~ E ;  en 
d'autres refines, la fonction est ponctueUement discontinue relativement & tout 
eusemble parfait E. 

Ce r~sultat comprend ~videmment comme cas particulier celui du § 25, 
qu'on obtiendra en supposant que E est une portion de courbe continue. On 
volt, que, dans les raisonnements que nous avons employ~s~ les propri~t~s es- 
sentielles du continu sur lesquelles nous avons raisonn~ sont celles qui ap- 
partiennent aux ensembles parfaits en gdn(~ral: le continu n'est qu'une esp~ce 
partieuli~re d'ensemble parfait. 

Tous les  r~sultats obtenus jusqu'~, pr4sent sur la question qui fair l'objet 
essentiel de ce chapitre peuvent se r4sumer de la manibre suivante: 

Une fonetion qui peut 6tre obtenue dans les conditions du probl~me I[[  
( e t a  fortiori dans les conditions des probl~mes I e t  II) est ponctuellement 
discontinue relativement ~t tout ensemble parfait. 
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III.  Co~)~T~o~s SUFFISANTES. 

31. Je vais suivre mMntenant ]a marche inverse de cello que j 'ai suivie 
jusqu'ici. Je me propose d'dtudier la nature de la condition que nous venons 
de trouver, et de montrer que toute reaction qui la remplit, c'est-~t-dire qui 
est ponctuellement discontinue relativement & tout ensemble parfait, peut ~tre 
obtenue dans los conditions des probl~mes I e t  II. Pour cela, je m'occuperai 
d'abord de construire a priori une cat6gorie de fonctions prdsentant des dis- 
continuitds de plus en plus compliqudes, mais satisfaisant ~ la condition prd- 
cddente, et je d6montrerai pour cos reactions la possibilit6 des probl~mes. 
J 'aborderai ensuite l e c a s  g~ndral, que je parviendrai ~ traiter compl~tement 
en le ramenant i~ celui des reactions de cette cat(gorie particuli~re. En outre, 
la mdthode que je suivrai nous permettra de transformer la condition fonda- 
mentale, et nous donnera un moyen en quelque sorte pratique de reconnMtre 
si une reaction donnde satisfait ou non h cetto condition. 

Je rappelle que los probl~mes h dtudier sent los suivants: 
Probl~mc I. Que dolt ~tre la fonetion? (x) ddfinie pout' ~. ~ x ~ fl, pout" 

qu'il soit possible de d6terminer une reaction f(x, y) d~finic dans le carrd : 
L x - ~  ~, ~.-~ y ~ /3 ,  continue en tout point par rapport ~ x et par rap- 

port ~ y, et dgale sur x==y h ~(x)? 
Je conviendrai de dire qu'une reaction ~ (x) est reprdsentable dans los 

conditions du probl~me I~ s i l e  probl~me prdcddent est possible pour cette 
fonetion. J'dnonce tout de suite '~ ce sujet une remarque qui me sera souvent 
utile. 

Supposons ~f (x) representable. Si f(x, y) est une solution, on en aura 
d'autres en ajoutant h f(x, y) une fonction f, (x, y) continue partout par 
rapport '~ (x, y), et 6gale h 0 sur x ~ y. On pout 6videmment choisir f, de 
mani~re que f +  f, prenne sur le pdrimgtre du carrd une succession de va- 
leurs continue donnde h l'avance, assujettie seulement aux conditions: 

f, (~, ~) = O, f, (~, ~) = O. 
Probl~me II. Que dolt 6tre ~ (x) ddfinie pour ~ ~ x / " /3 ,  pour qu'il existe 

une fonetion f (x ,  y) dd~finie dans le rectangle: ~ ~ x 1" ~, 0 ~ y ~ yo, con- 
tinue par rapport h (x, y) en tout point pour lequel y > O, continue par rap- 
port k y aux points de y = O ~  et @ale sur Ox ~ ? (x)?  

Nous dirons que ~ (x) est reprdsentable dans les conditions du probl~me I[, 
si Be probl~me a une solution. 
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Remarquons, comme dans le Gas pr6c(!dent, que si cela a lieu t on peut 
se donner arbitrairement les valeurs de f(x, y) sur le p~rim~tre du rectangle t 
moins le cbt(! y = 0. 

:q2. Je vais~ comme je l'ai dit plus haut, former a priori des fonctions 
discontinues repr6sentables. Pour prendre d'abord le cas le plus simple t j e  
consid~re une fonction ~ (x) d6finie pour 0 ~ x ~ 1~ et qui n'a de disconti- 
nuitd qu'au point x = 0. Je rappelle h c e  propos qu'une telle discontinuitd est 
dire de premiere ou de seconde esp~ce (*) suivant que ~ (x) a ou non une limite 
d~iterminde quand x tend vers 0; mais il n 'y aura pas lieu~ daus la questio~ 
dont je m'oecupe en ce moment t d'insister davantage sur cette distinction. 

Considt~rons d'abord le probl~me I. Je  prends ]e carr6 0 A B C (fig. 4): 
O ~ x ~ l ~  O ~ y ~ _ l .  

/ /  

o M 
Fig. ,1. 

A X A 

/(f//(/ 
M tl 

Fig. 5. 

Je dgfinis d'abord la fonction sur la diagonale 0 C par la condition: 

f (x, x) = ~ (x). 

Sur l 'axe 0 x t c'est-~-dire sur 0 A t j e  place une fonction continue quel- 
conqu% assujettie seulement h la condition d'etre dgale ,~ q~ (0) pour x = 0. 

Pour les points du triangle OAC~ on a: y ~ x ;  je prendrai en ces paints: 

f(x, y)----f(x, 0)+-~-  [f(x t x ) - - f ( x ,  0)]. 

Autrement dit, sur tout segment M N  para]l~le h 0 y e t  reliant ]es droites 
O A et 0 (~ je fais varier lindairement f ( x  t y). Enfin, je complete ]a d6fi- 
nition de f(x, y) par symdtrie autour de x ~ y .  ]l est dvident que f@, y) 
satisfait aux conditions du problbme. 

La solution du problbme I[ est analogue. Soit (fig. 5) A B A' B' le rec- 
tangle oh il s'agit de ddfinir la fonction f(x t y). On a t sur A B, une fonction 

(*) Cfi ])Ix:, Tb~MameJ~U, etc. 
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continue en tout point, sauf au point A. J'e trace dans ce rectangle une 
courbe queleonque partant de A, par exemple la diagonale A B'; je d6finis, 
dans l'aire A' A B'~ une fonction continue de (x, y), la seule condition impos6e 
6rant que cette fonction prenne en A la ~raleur donn~e; cela fair, sur ehaque 
segment MA r reliant A B et A B', je fais varlet la fonctiou lin~airement de 
f (M)  h f ( N ) ;  f(x,  y) est alors partout d(~finie, et eette fonetion constitue une 
solution du problgme. 

33. On con(~oit tout de suite que le r6sultat s'6tend ~, une fonction qui 
prdsente un nombre fini queleonque de discontinuit6s. Je donne 'X ce sujet ]e 
thdor~me g6n(~ral, suivant : 

Une lonction dtant ddfinie da~s l'inlervalle ~ ~ x ~ ~, si on peut partager 
cet intervalle en n portions par des points de division ~.,, ~2,... ~n-~7 de 

:E 

B 

F 

A / )  

j/It 

0 C 
Fig. 6. Fig. 7. 

C,, - - B '  

B 

telle sorte qu G sur chaque l)ortion ~.i ~ x ~ ~i~i, la fonction soit reprdsentabte, 
la fonction, considdrde da~s l'i~tervalle entier~ est reprdsentable. 

II suffira 6videmment de v6rifier ce th6or~me dans le cas de n ~ 2. 
S'il s'agit du probl~me I, consid6rons la fig. 6. 
On suppose qua, sur ehaeun des segments 0 C, C F, la fonetion est re- 

pr6sentable; on peut done d6finir dans chacun des carrds 0 A CB,  C G F H ,  
une fonction f(% y) satisfaisant aux conditions du probl~me; il sufilt alors de 
d6finir dans A D G C une fonction continue prenant sur A C et C G  une 
succession continue de valeurs, qui se trouve d~termin~e par la d~finition 
pr6e6dente; il an est de mgme pour B C H E .  On volt alors que la fonction 
donnde, considdrde sur 0 F~ est reprdsentable. 

Dans le eas du problgme II, je considgre la fig. 7. Le probl~me eat sup- 
pos~ possibl% si on eonsidSre la fonction~ seulement sur A C, ou seulement 
sur C B. Donnons-nous sur C C' une succession continue de valeurs arbitraire. 
D'apr~s l'hypothgse et d'apr~s une remarque faite au § 31, on peut achever 

A~rmti di Matematica, Secie I[I, tomo [i[. 5 
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la &!finition de f(x, y) dans A C C' A' et dans C B B' C', de mani~re que, 
dans chaeun de ces deux rectangles, les conditions fondamentales soient wi- 
rifides; consid~rons alors la fonction qui se trouve d4finie dans tout le rectangle 
A B B' A'; elle constitue une solution du probl~me propos4. 

En r~sumg, nous connaissons, jusqu'~ pr~sent~ commc fonctions repr6senta- 
bles, routes les fonctions dont les discontinuitds sont en hombre tint. 

34. Pour passer au cas oh les discontinuit~s peuvent ~tre en nombre 
infini, je vats d~montrer un autre thgor~me ggn~,ral. 

Supposons qu'on ait, sur le segment oh la fonction est d~finie, une suite 
de points  A,, A~, ... A,~,... d'abscisses x, :> x . . . . .  ~ x,~. . .  ~ ayant pour li- 
mite un point A~ de telle sorte que, sur chaque portion A,~ An-,, ]a lone- 

c l 
A~ 

Fig'. 8. 

R~ [B 

A . . . . .  

A 

A A~ A~ 

Fig. 0. 

A;// 

A~. A A 

tion soil reprdsentable; je dis qu'elle sera repr6sentable sur le segment 
total A A, .  

Probl~me I. Soit A B A, C le carrg oh il faut d$finir f(x~ y) (fig. 8); 
cause de la sym6trie par rapport ~. x = y, je consid6rerai seulement le trian- 

gle A B A , .  La fonction est donn(ie sur A A , ;  je me donne sur A B  une 
fonction continue; puts, je d~finis f(x, y) successivement dans les aires sui- 
vantes: triangle T,,  rectangle R,,  triangle T., rectangle R2~ etc. Je peux 
d~finir f(x, y) dans chacun des triangles T,,  T2, etc . . . .  , en observant, bien 
entendu, les conditions de continuit(% parce que, d'apr~s les hypotheses, ]a 
fonction donnde est reprdsentable sur chacun des segments Ai A2, As ,43, etc. 
Si on imagine l'op~ration prolong4e ind6finiment, la fonc~ion f(x, y) se trouve 
ddfinie en t ous l e s  points du carr5 et satisfait h routes les conditions du 
probl~me. 

Probl~me II. Considdrons la fig. 9. Je d~finis d'abord ]a fonction dans le 
triangle A A' A' , ,  puts je mime les droites As A%, A3 A%, etc . . . .  , qui relient 
A A, et A A',, et je ddfinis la fonction successivement dans chacun des tra- 
pezes form,s: A~A', A~A'~, A2A%A~A%,... etc .. . .  Il est 4vident que cha- 
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eune de ees opdrations est possible, puisque, sur chacun des segments A, As, 
As A~, etc., ]a fonetion es~ reprdsentab]e. En tout point qui n'est p~s sur le 
cbtd A A,,  il y aura continuitd par rapport ~ (x, y), et en tout point de ce 
cbtd, il y aura continuit6 par rapport ~ y. 

35. Le thdorbme est done ddmontrd; je vats en transformer l'6nonc5 
de ]a manibre suivante. Supposons que nous prenions sur A At un point A' 
diffdrent de A, mats aussi voisin que nous voulons de A; si nous eonsiddrons 
alors le segment A' Al~ le thSor~me du § 33 suffit pour nous apprendre que 
la fonction est reprdsentable sur ce segment, car il est ddcomposable en un 
hombre tint de portions sur chacune desquelles la fonetion est reprdsentable. 
On volt alors que nous pouvons donner au thSor~me que nous venons d'dta- 
blir la forme suivante: 

Si une fonction est reprdseutable dans tout segment A' B' intdrieur ~ A B, 
elle est reprdsentable sur le segment A B. 

Enfin, en combinant ce rdsultat avee eelui du § 33 que je viens de rap- 
peler ~ l'instant, on obtient l'dnone6 suivant, qui r6sume l'dtude que je viens 
de faire : 

Thdorbme I. Etant donne;e une fonctio~, ddfinie sur un segment A B, s'il 
existe sur A B un hombre tint de points~ tels qu'en entourant ces )9oints d'in- 
tervalles aussi petits qu'on veut et en retranchant ces intervalles de A B, la, 
fonction, sur chacun des segments qui restent~ est reprdse~,table, elle est re- 
prdseMable sur le segment A B. 

36. :Nous pouvons ddjh, ~t ]'aide de ca thdor~me, obtenir une catdgorie 
dtendue de fonctions discontinues reprdsentables. 

Supposons d'abord que ~ (x) air des discontinuit6s en hombre infini, mats 
que l'ensemble P des points oh ces diseontinuitds ont lieu n'ait qu'un nombre 
tint de points ]imites; en adoptant pout" les ensembles ddriv6s les notations de 
MM. C.~sTor¢ et BENmXSON (*), nous dirons que P '  se compose d'un nombre 
tint de points. Dans ces conditions, si nous entourons ces points de P~ d'in- 
tervalles trbs petits que nous retranchons de l'intervalle total, la fonction, sur 
chacun des segments qui restent, n'a qu'un hombre tint de diseontinuitds, et 
est par suite reprdsentable; done, d'apr~s le thdorbme I~ elle est reprdsentable 
sur le segment total. 

On volt tout de suite comment, en appliquant de nouveau le th6or~me I~ 
on passera du cas que nous venons d'examiner au eas oh il existe un en- 

(~) Acta Mathematica, Tome II, 
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semble P'" eompos6 d'un nombre fini de points, puis au cas oh il existe pour P 
des ensembles d6riv6s d'ordre 3, 4 , . . .  n, etc . . . .  

Pour voir exactement jusqu'oh nous pouvons aller dans eette voie, rap- 
pelons bri~vement les ddfinitions de :M:. CANTOR relatives aux ensembles ddrivds 
d'ordre sup~rieur (*). Si un ensemble P e s t  de telle nature que le ddriv6 
d'ordre n, pn,  existe, quel que soit n,  il y a des points qui appartiennent 

P',  quel que soit n; on ddsigne l'ensemble de ees points par P~, et ]'on 
eonvient de dire que P~ est l'ensemble d6riv6 de P d'ordre ~). On d6signe 
les ensembles d6riv6s sueeessifs de P~ par la notation P~+', P~+~',... P~+~...; 
s'il en existe, quel que soit n, les points qui appartiennent ~ tous oes en- 
sembles forment un nouvel ensemble qu'on appelle P ~  etc.; on est ainsi con- 
duit ~ la notion d'ensemble dgriv(i d'ordre ~, ~ 6rant un quelconque des sym- 
boles d6finis par M. CA~Toa et qu'il appelle nombres de ]a deuxi~me elasse. 

Je ferai remarquer h c e  sujet, une fois pour toutes, que nous n'aurons 
jamais b. nous prgoccuper des difiieult6s que peut comporter en soi 1~ notion 
abstraite de nombre transfini, bien que cette expression puisse ~.tre employde 
par nous dans la suite de ce travail. Dans le cas aetuel, par exemple, l'e~l- 
semble P~, a grant un nombre d6termin6 de la deuxi~me classe de nombres, 
reprSsente quelque chose de parfaitement ddtermin6, ind6pendammen~ de route 
C " • ' onslderatmn abstraite relative aux symboles de M. CA~TOR; il n 'y a done, 
dans l'usage que nous pourrons faire de la locution hombre transfini, rien de 
plus que ]'emploi d'un langage commode. I1 en sera toujours de m~me dans 
la suite. 

Rappelons encore quelques r6sultats. I1 existe des nombres transfinis de 
deux e,~p~ces diffdrentes; = est un nombre de premiere ou de seconde espSce, 
suiwmt qu'il existe ou non u n  hombre qui ]e prdchde imm6diatement. Au 
point de rue des ensembles d6riv6s, qui nous intgresse iei, on peut dire que, 
si ~. est de premihre espouse, P~ est l'ensemble ddriv5 de t '~ - ' ;  si ~ est de 
seconde esp~ce, P~ est par ddfinition l'ensemble des points qui appartiennent 
h tousles  ensembles P~', ~' 6tant un quelconque des nombres inf(~rieurs ~ =. 
Si ~. est de seconde esp~ce, et si P "  est nut, il existe certaineme;nt un nom- 
bre ~' de premiere esp~ce, inf6rieur h ~, et tel que P~' est nul. 

Nous pouvons maintenant 6tendre les r6sultats obtenus sur les fonetions 
repr6sentables. Je dis que, en appelant P l'ensemble des points de diseonti- 
nuit5 d'une fonction et ~ un nombre quelconque de la premiere ou de la 

(~) Voir Acta, Tome II, 
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deuxi~me classe, s'il est d6montr6 que route fonction pour laquelle P ~ =  0 
est repr6sentable, une fonction pour laquelle P~ se compose d'un nombre fini 
de points est aussi repr6sentable. En effet, j 'entoure les points de P~ d'in- 
tervalles tr~s petits que je retranche de l'intervalle total; dans chaque por- 
tion qui reste, on a P ~ =  0, la fonetion est done repr6sentable dans cette 
portion; comme les intervalles retranch6s peuvent ~tre pris aussi petits qu'on 
",'eut, ]a fonction, d'apr~s ]e th6or~me I, est repr6sentable sur tout l ' inter- 
valle donn(i. 

Nous savons ddjk qu'une fonetion est reprgsentable si, en appelant ~ le 
plus petit hombre pour lequel P~ = 0, on a:  ~ 1, ou ~ = 2. Le tMor~me 
qui pr5cSde montre que le r6sultat subsiste si l'on a ~ =  3, 4, . . .  n , . . .  % 

+ 1,.. .  2 ~),... etc., de sorte qu'on peut dnoneer le rdsultat suivant: 
Toute fonction pour laquelle P~ est nul, ~ dtant un hombre quelconque 

de la premiere ou de la deuxi~me classG est reprdsentable. 
Il est bon de faire voir qu'il existe effectivement des fonctions repr6sen- 

tables pour lesquelles P~ existe, ~ 6rant un nombre donn6 arbitrairement. Il 
suffit de rappeler qu'on suit former un ensemble P pour lequel P~ existe (*); 
si on prend une fonetion dgale ~ 1 aux points de P~ ~ 0 en tous les autres 
points, les points de discontinuit6 de eette fonetion sont les points de P ' ;  on 
a done lk un exemple d'une fonetion repr(~sentable pour laquelle P~ existe. 

On peut dire que les fonctions repr6sentables que nous connaissons jusqu'~ 
prSsent sont celles pout' lesque]les l'ensemble P des points de discontinuitd a 
son ddrivd P '  dAwmbrable, autrement dit est un ensemble rdductible. 

37. Nous allons chereher maintenant ~ eonstruire des exemples de fonc- 
tions repr6sentables pour lesquelles l'ensemble des points de discontinuit6 ne 
sera pas d6nombrable. J 'aurai  besoin de rappeler d'abord quelques r6suitats 
sur les e~sembIes parfaits lindaires qui ne sont denses darts aucun intert, alle. 

Soit done P un ensemble parfait non dense par rapport au continu ; eela 
veut dire que, darts route portion de segment, on peut trouver une autre por- 
tion qui ne eontienne aueun point de P. Soit M un point ne faisant pas partie 
de P;  il n'est pas non plus point-limite de P~ puisque P est parNit; done 
on peut trouver un intervalle contenant M ~ son int6rieur, ei dont aueun 
point int&'ieur ne fair partie de P;  si les points extrgmes de cet intervalle 
ne sont pas des points de P, on peut reeu]er ]es limites de l'intervalle d'une 
longueur finie; on volt done qu'on peut attrlbuer un sens pr6eis ~ l'expression: 

(*) Voir CANTOr~, Acta Mathematica, Tome I[, page 360. 
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prendre l'intervaUe prdcddent aussi grand que possible; ce sera dgterminer un 
intervalle A B eontenant M, et ne eontenant aueun point de P s i  ee n'est 
A e t  B, qui devront 8tre des points de cet ensemble. 

On reconnait ainsi que l'ensemble parfait P peut 8tre dgfini de la ma- 
nitre suivante: Il existe, sur le segment de droit~ qu'on consid~re, une infinit(~ 
ddnombrable d'intervalles Al B~, A.. B2,... A,~ B,,,... tels que deux queleonques 
de ees intervalles n'ont aueun point eommun, et tels que toute portion de 
droite contient un de ces intervalles ou fait partie de l'un deux; l'ensemble 
eompl5mentaire de P e s t  constitu~ par les points intgrieurs aux intervalles; 
l'ensemble P comprend des points de deux espbces distinctes: en premier lieu, 
les points Ai, A~,. . .  A,~,... B~, B~, . . .  B,~,... qui sont les extr6mit~s des 
intervalles prge4dents, et qui forment un ensemble ddnombrable; en second 
lieu, l'ensemble non ddnombrable des points C tels que chaeun d~eux est ex- 
tdrieur h tousles intervalles An B~. 

Etant donng un ensemble parfait non dense, nous imaginerons que les 
intervalles A,~B,~ dont nous venous de rappeler la dgfinition~ et qu'on peat 
appeler intervalles eontigus ~ P, sont ranges duns un or(ire d6termin5, par 
exemple duns un ordre tel que chaeun d'eux ne surpasse en longueur aueun 
de eeux qui le prgehdent. Concevons que, de l'intervalle total, on retranehe 
suceessivement A~ B,~ puls A~ B~, A3 B3, ere . . . .  ; au bout de n opgrations, 
l'intervalle total se trouve partag6 en intervalles partiels, les uns retranchgs~ ce 
sont prdcis4ment A, B, ,  A~ B.~,... A,~ B,~, les autres conser%s; soit ).,, la plus 
grande longueur d'un segment conser%; je dis que, si n croit indgfiniment, 
~ tend vers 0; si en effet cela n'~tait pus, ~,~ aurait une limite positive ).; 
on dSmontrerait l'existence d'une portion de droite de longueur )~ duns laquellc 
il n'y aurait jamais de segments ~. retraneher, par suite dont tous ]es points 
feraient partie de P; cela est impossible, puisque P e s t  non dense. 

Remarquons aussi que, si l'on effeetue l'opdration prgcddente, les points 
de P de la deuxi~me esp~ce sont eeux qui se trouvent, quel que soit s, h 
l'i~tgrieur d'un intervalle conserv& 

Gomme type d'ensemble parfait non dense~ citons eelui qui est obtenu 

eomme il suit: on retra~ehe de l'intervalle (0, 1)l ' intervalle (1 , - -~) ,  puts 
k -  

on opgre sur ehaeun des deux intervalles restants eomme on vient d'op~rer s'ur (1 ~) (2 1 2 ~_) (0, 1), e'est-i~-dire qu'on retranehe , et + 9 '  3 - +  , etd 'une ma- 

nitre gdndrale, apr~s un nombre queleonque d'op6rations analogues, on opgre 
uur ehacun des intervalles conser%s comme on a op6r~ sur (0, 1). Tousles 
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points de l'ensemble P ainsi d4fini sont ceux qui correspondent h une va- 
leur de x donn~e pal' la formule: 

el C2 C3 Cn 
x =  ~ ÷ 5 ~  +- 3-~÷. . .  ÷ ~  + .  -. 

le nombre des fractions grant tint ou infini, et ehaque quantit(~ c pouvant 
prendre l'une des valeurs 0 ou 2. 

38. Ces notions 6rant rappeldes, consid6rons un ensemble parfait non 
dense P situ6 sur un segment A B, en supposant, pour plus de commodit6, 
que A et B appartiennent 'X eet ensemble. Imaginons une fonction d(~,finie 
sur A B e t  satisfaisant aux deux conditions suivantes: d'une part, les discon- 
tinuit6s n'ont lieu qu'en des points faisant partie de P :  d'autre part, la fonc- 
tion, consid6r6e sur l'ensemble P, est continue. Un exemple de ee cas nous 
sera fourni par la fonction qui est 6gale ~ 1 aux points de P, ~ 0 aux au- 
tres points. Je me propose de montrer qu'une fonetion qui satisfait aux deux 
conditions pr6c6dentes est reprgsentable. Cela r6sultera, comme eas partieu- 
lier, du tMor~me g6n6rdl suivant: 

Theor~me II. S'il existe un ensemble parfait non dense P sur leguel 
la fonction est continue~ et si, sur tout segment contigu ?~ P, la fonction est 
reprdsentable~ elle est reprdsentable sur l'intervalle total. 

Je ferai une remarque gdn~rale tr~s simple au sujet de la notion de 
fonction continue relativement ~t un ensemble parfait non dense. Soit ~o (x) une 
telle fonction, que nous supposons continue sur P. Je dis qu'on peut trouver 
une fonction q~(x), d6finie en tous les points de l'intervalle, (!gale h qo (x) aux 
points de P, et partout continue. 

II s'agit de dgfinir ~ (x) aux points qui n'appartiennent pas ~ P, e'est-h 
dire aux points qui sont situgs ~ l'intdrieur des segments A,, Bn contigus h P. 
Il suffira par exemple d'adopter la lot suivante: dans chaque segment A,~ B , ,  
on fera varier lin~airement ~(x) depuis q~ (A,,) jusqu'~ ,~(B.). Je dis que, 
dans ces conditions, la fonetion ~ (x) est continue; la chose est 6vidente pour 
los points qui ne font pas pattie de P ;  soit maintenant M [xo] un point de P. 
D'apr~s l'hypoth~se faite sur ~ (x), h tout nombre s correspond un nombre ~. 
tel que, en tous ]es points de P compris dans l'intervalle (Xo - -  ~., x0 -[- ~), on a : 

I ~ (x) - -  ~ (Xo) t < ~. 

Diminuons, s'il y a lieu, cet intervalle, de manigre que ses points extrgmes 
fassent partie de P. Si alors nous consid6rons dans cet intervalle un point H 
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quelconque, il se trouve sur un segment A,  B~ contigu ~ P, et ~ (H) est 
compris entre ~ (A,,) et ~ (B~), c'est-~-dire entre ? (A,~) et ? (B~). On a don% 
pour tousles  points de l'intervalle: 

I (x) - (xo) l < 

ce qui exprime la continuitd de ~ (x). 
Reprenons maintenant ]a fonction assujettie aux conditions du th4or~me II 

qu'il s'agit d'gtablir; soit ~ (x) cette fonction; nous pouvons, d'apr~s ce qui 
prdchde, dgfinir une fonetion ~ (x) continue partout, et 4gale ~ ? (x) aux points 
de P. Posons alors: 

( x )  = (x )  - ( x ) .  

La fonetion ~,(x) sera dans les m6mes conditions que ?(x); car~ puisqu'elle 

.D / B 

(:i 

A K 5~ 
Fig. ] 0. 

ne diff@e de c? que d'une fonetion continue, elle est repr6sentable sur tout 
segment contigu ~t P; mats elle pr6sente cette particularitd d'avoir la valeur 0 
en tousles points de P. 

Le th~or~me I t  sera dgmontrd pour ~(x), si nous le ddmontrons pour 
~ (x), qui n'en diff@e que par une fonction continue; le fait que ~, est nul 
aux point~ de P rendra plus claires nos ddmonstrations. 

39. Je me place done duns les hypotheses suivantes: Sur A B on a 
un ensemble parfait non dense P, dont A et B font partie; on a une fonc- 
tion ? (x) 6gale ~ 0 aux points de P, et qui, sur chacun des segments A,  B~ 
conligus ~ P, est reprdsentable; il faut montrer que ? (x), considdrde sur A B, 
est repr@entable. 

Probl~me I. Soit A C B D l e  earr6 oh il s'agit de d6finir f(x, y) satis- 
faisant aux conditions du probl~me I (fig. 10). La fonction a, en A e t  B, 
la valeur 0; je lui attribue la valeur 0 sur tout le p@im~tre A CB D. 
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Je suppose, comme plus haul, que let segments A,~ B,~ contiy,~s h P sent 
rangds dans un ordre dgtermin6; soit A, B~ le premier d'entre ettx. Menons 
par A, et B, let parallbles ~ 0 x et h 0 y;  nous divisons ainsi ]e carr5 donn6 
en p]usieurs ah'es partiellas, que je distingue en trois catdgories: 

1. ° Le carr5 A+ FBt  It, qui ~t pour diagonale A, B,; fur le pdrim~ire 
de ee can'5 je donne h la fonetian la valeur 0, et je d6finis, h l'int6rieur, une 
fonction continue par rappart k clmque ~'ariable, co qui est possible, puisqne 
d'aprt~s l'hypotllb.sa la fonction est reprdsenl-able sur A, B, .  

2. 0 Les carrds A KA ,  E, B, [ B  L, qni ont pout" diagonales A .4, et 
B, B; pour le moment, je me borne h d6finir la fonetion sur le contour de 
chacun de ces carr6s: je lui attribue la valeur 0. 

3 o I1 reste les deux aires D E A ,  HB~ L, A, K C ]  B, F ;  sur chacun 
des deux contours de ees aires, la fonction a la valeur 0; je lui attribue la 
valeur 0 en tous les points intdrieurs. 

Cette premibre op6ration 6rant effectual% la fonction se trom'a d6finie 
partout~ sauf '~ l'intdrieur des cal'rds qui ont pour diagonales A A, et B~ B; 
et on reconnait que chacun de ces can'gs se trouve exactement dans les m4me.~ 
conditions que le earr6 pdmitd A C B D. 

Supposons que le second segment col~tiyu ~ P, A~ B:, ~, trouva fur la 
portion A A,.  On rdp6tera l'opdration prde6dente, A.. B~ jouant dans le carr6 
de diagonale A A, le m4ma rblc que A,B~ dans le cart6 A CBD.  On eon- 
tinuera ensuite de la m4me manibre, en op6rant suecessivement sur A~Ba,... 
A.,,B,~,... Quand on a enlev6 de A B les segments A, B,, A~ B~,... A~, B,~, 
il reste sur A B des segments eonserv6s; les seuls points oh la fonetion ne se 
trouve pas d6finie sent ceux qui sent h l'int6riem' d'uu carrd ayant pour dia- 
gonale un seg'ment conserv6. II rdsulte de 1~ qu'en r6p6tant l'op6ration prd- 
e~dente ind6finiment, la fonction sa trouvera d6finie en tous les points qui 
no se trouvo, nt pat sur la diagonale A B; en effet, la distance d'un tel point 
"t A B e s t  un nombre positif )~ et il existe un antler n tel que~ apr~,s n 
op6rationt, la plus grande longueur des segments conserv6s est inf6rieure 
h 2 ).; h ca moment~ il est certain que la fonetion se trouve ddfinie au point 
eonsid6r6. D'autre part la fonction est donn6e sur A B; ella est done d6finie 
dans route la r6gion A C B D. 

D6montront maintenant qua les conditions de continuit6 sent rcmplies. La 
o 

chose est dvidenta pour tousles  points situ6s en dehors de A B~ car la fonc- 
tion eft ddfinie en un quelaonque de ecs points au bout d'un hombre tint 
d'opdrations; et d'aprS, s la construction, elle est continue par rapport a x o.t 

Annali di Ma~e'matiea, Ser ic  If[: tome I[[. (; 
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par rapport k y. Pour un point de A B ne faisant pus partie de P, le fair 
est aussi certain, car un tel point se trouve k l'int@ieur d'un cart6 ayant 
pour diagonale un segment A,, B,,. 

II reste k 6tudier les point.s de P. Remarquons que, d'apr~s la construc- 
tion, les seuls points oh la fonetion n'a pus la valeur 0 sent eeux qui sent 
~t l'int6rieur d'un carrd ayant pour diagonale un segment A,, B~,. Si ~lone M 
est un point de P, et si l'on m~ne par M les parall~les '~ 0 x  et k 0y,  la 
fonction a, en tous ]es points de ees droites, la valeur 0; il y a done conti- 
nuil5 en M par rapport h x et ~t y, ce qui aeh~ve de d6montrer ]a pro- 
position. 

On peut r(~sumer ]a construction de f(x~ y) duns le carr6 A C B D de la 
m~ni~re suivante: on prend les earr(~s C,, C, , . . .  C~,...  qui ont pour diago- 

A' A' .B~ 

A 

l 
/--i- t 

l_ 
A,  B~..,'t t B 1 

Fig. I I. 

B I 

B y 

B 

nales les segments Al B,, A~B~,... A~Bn,...; sur tes 1)6rim~tres de ees 
oarr6s, on pose f= 0, et on d~finit f k l'int@ieur de chaeun d'eux en ob- 
servant les conditions de continuit6; enfin, en tous les autres points du earr6 
A C B D, on pose f = 0 .  

Probl~me II. Soit (fig. 11) le rectangle ABA'B':  ~x.~_~, O~y~yo .  
hnaginons qu'on trace toutes ]es parall~les ~ 0 y men6es pal" ]es points de P ;  
sur ehacune de ces droites, j'attribue k ls fonction la vMeur 0, ainsi que sur 
A'B'; de cette mani~re, il y aura certainement, en tout point de P, eonti- 
nuit6 pat" rapport k y. 

Consid@ons le rectangle A~ B~ A', B'~, correspondant au segment A, B, ; 
puisqu% par hypoth~se, la fonetion donnde ? (x) est repr6sentable sur A, B,, 
je peux, duns ce rectangle, d6finir f(x, y) continue pat" rapport h (x, y) en 
tout point, saul en ceux de A~ B~, oh il v aura seulement continuit6 par rap- 
port. ~'~ y. 
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yo. si nous eonsiddrons le Tra(~ons maintenant la droite .t" B" :  y ~ - ~ - ,  

rectangle A' B' A" B", la fonction se trouve actuellement d6finie, d'une part 
dans la portion A'l B'l A"~ B"~, d'autre part sur toutes les parall~les ~ 0 y 
dent le point d'intersection avee A B est un point de P;  j'ach~ve la d6fini- 
tion de f(x, y) dans ce rectangle, en donnant h f la valeur 0 eli tous los 
points oh elle n'est pas encore d6finie; oll voit alors que f aura ta vateur 0 en 
tous les points de ehacun des deux rectangles A' A' ,A"A" , ,  B', B 'B" ,B";  
ct, dans tout le rectangle A' B' A" B", ce sera une fonction continue. 

Prenons maintenant le segment A2B.o, supposons qu'il soit sur A Al, 
l)ar exemple; consi(ldrons te rectangle A. B.~ A'.o B':, limitd SUl)(~rieurement h 

la droite : y = - ~  ; darts ce rectangle~ je peux d6finir f(x, y)~ puisque ht lone- 

r;on ~(x) est reprdsentable sur .-l~ B~; je trace ensuite ]a droitc A'" B " : y  = 

ct j'ach;evc la ddfinition de f(x, y) dans lc rectangle A" B" A"' B'", en don- 
nant ~ f la valeur 0 en tousles points oh elle ne se trouve pas encore dd- 
finie. On volt aisdment comment le procSd6 de ddfinition se gdndralise pout' 
ce qui concerne ]es segments A3B3,...~ A ~ B ~ . . .  Eu tout point oh l'on a 
y > 0, la fonction se trouve d6finie au bout d'un nombre fin; d'opdrations, 
et par cons5quent, d'apr~s la construction de f, 51 y a continuiid en ce point 
par rapport h (x~ y); nous avons remarqu6 en commen~}ant qu'aux points 
de P il y avait continuitd par rapport h y; il reste ~ considdrer les points 
de A B  qui ne font pas partie de P :  chacun d'eux est intdrieur ~ un seg- 
ment .4,~ B~; d'apr~s la construction prdcddente, il y a encore, en un tel 
point, continuitd par rapport h y. 

En r~sumd, le th6or~me II  est 6tabli d'une mani~rc complete; on volt 
quc c'est pour une simple raison de commodit6 que j'ai ramen6 le cas gd.- 
ndral ~t celui de la fonction qui est nu]le en tous les points de P;  on aurait 
pu faire la ddmonstration directement pour le cas g6ndral. 

40. Appelons toujours P l'ensemble des points de discontinuitd de l~t 
fonction donnde y (x); je supposerai toujours, dans ce qui suit~ que P e s t  un 
ensemble fermi; si cela n'~tait pas~ il suffirait d'adjoindre ~ P ses points It- 
mites; autrement dit, on remplacerait la considdration de P par la cons;rid- 
ration de l'ensemble formd par ]a rdunion de P e t  de P' .  

I1%suite des raisonnements de M. 'B~:~DiXSO~ exposds dens les Actor 
Mathematica (Tome II) que, si P est un ensemble feting non dense, il peut 
se prdsenter deux cas: 
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1. ° P e s t  d6nombrable; alors il existe un nombre ~. de la premiere ou 
de la deuxi~me elasse~ tel que P " =  0. 

2. 0 P n'est pas d6nombrable; la condition pr6e6dente n'est remplie pour 
aucun hombre ~.; mais il existe un hombre ~. tel que: 

p~, = p~+, = . .  

On est conduit ~ dire qu'il existe dans tousles cas un ensemble P-~:, d&.iv6 
d'ordre tl de P, _(1 repr&entant le premier hombre transfini de la troisi~me 
classe de hombres; duns le premier cas, on a P - ( : = 0 ;  duns le second: 

p,,  = p~+~ . . . . .  p-'-'. 

L'6quation P - ' : =  0 caractdrise ]es ensembles pour lesquels P est d6uom- 
brable; on dit encore duns ee eas que P e s t  rc'ductible. 

Duns le second cas, P-~-' est tin ensemble parfait, et P e s t  constitu6 de 
¢) 

la maui~re suivante: duns chaqne intervalle contigu ~ P--, P forme uu en- 
semble r6ductible (*). 

Nous avons appris jusqu'ici k former des fonctions discontinues repr&en- 
tables de deux sortes: celles pour lesquelles P est vdductible, et ee]les pour 
lesquelles P est parfait, ]a fonction 6rant contim~e sur P; nous pouvons tout 
de suite en former une troisi&ne catdgorie, comprenant les deux premi~re.~. 
Supposons que P soil un ensemble non dense, et qu'il existe un d6riv6 d 'o f  
dre (A, P:-'; nous prendrons une fonction contimte sur P::, e~, duns chaquc 
intervalle contigu & pz,. nous d6finirons ]a fonetion de mani&'e qu'il y air 
des discontinuit(s aux points de P (qui forment, d'a~s un tel intervalle, un 
ensemble rdductible). Le th6ot'~me II montre que la fonetion ainsi d6finie sera 
repr6sentable, car elle est continue sur l'ensemble parfait P : ' ,  et elte est re- 
prgsentable sur tout segment contigu ~t P-':. 

41. Nous sommes conduits ~t une extension des remarques faites au § 37 
sur les ensembles. Etant donn6 sin" A B u n  ensemble P fermd et non dense, 
il existe sur A B des intervalles parfaitement d6termin6s, dont les points ex- 
tremes sont des points de P ,  et dont aueun point int6rieur ne fait partie 
de P ;  deux quelconques de ces segments n~empi~tent pus l'un sur l'autre, 
mais ils peuvent avoir une extr6mit6 commune; comme cas particulier, on 
volt que si cette derni&'e condition n'est jamais remplie, l'ensemble P e s t  

(x) Los ddmonstl'afions de ees th(~ol'emes se tl 'ouvent d~us le .~[6moil'e do M. B~'.~- 
]~IXSON (.Iota, T. II). J'~ut'ai d'aillem, s oaca, sion plus loin (§ 47), d'6t~blit' sul' ]es ensom- 
hh, s des Ol&~l'6mcs qui compreudront coux-ei comme c,~s pal'ticuliovs. 
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parfait; au contraire, s i u n  queleonque des segments en touche deux autres 
par ses points extr6mes, l'ensemble P est r~duetiblc. 

Rfciproquement, si~ par un moyen quelconque, on arrive ~ d6finir sur 
une droite une infinit~ d5nombrable d'intervalles~ dent deux queleonques n'em- 
pibtent jamais l'un stir l'autrc~ et tels que~ duns route portion de la droit% 
il y ait des points appurtenant h ces segments 7 l'ensemble P form6 par leurs 
cxtrdmitds et par les points limites de ces ex~rdmitds est un ensemble fermd 
non dense. Nous dirons encore que ehacun de ces intervalles est co~tigu ~t P. 

Le dernier r6sultat obtenu sur lea fonctions reprdsentables est celui du 
§ 40, qu'on pent dnoueer ainsi: S'il existe un ensemble P term6 et non 
dense~ tel que la fonction est continue sur P-'-' et continue darts tout seg- 
ment iut&'iau~" ~ un segment contigu 'k P~ elle est reprdsentablc. 

Ce rdsultat n'est qu'un cas partieulier d'un th~Sorbme g(indral~ qui sera 
une combinaison des thdor~mes I e t  I I  et qui rdsumera tout ee qui prdc~dc. 

G(~n6ralisons d'abord les r~sultats obtenus au § 36; nous y avons reconnu 
~]tte si~ en dehors de tout point d'un ensemble P pour lequel P ~ - 0 ,  la follc- 
tion est continu% elle est reprdsentable. Cet dnonc6 peut 5tre considdrd eommc 
c~s particulier du suivant: St, da~s tout, segme~t contigu ~ P (en supposant 1' 
rdductible~ c'est-h-dire P ~  0 pour nne certaine valeur de ~.), la fo~ction est 
reprdse~table: el!e est reprdsentable dans tout le segment. La d6monstration 
est identiquc '~ celle du § 36; le thfor~me a d6jh 6t6 ddmontrd pour ]e cas 
de ¢. ~ l ~ ~ --=- 2; on a, dans ees cas, les propositions des § 33 et 34. II suflit 
de montrer que si le thdor~me est vrai quand P est de telle nature que P~ ~ 0~ 
il est encore vrai si P~ eomprend un nombre tint de points; en effet~ si on 
entoure ces points d'intervalles tr~+s petits qu'on retranehe de l'intervalle tota]~ 
la fonction, dana ehaque intervalle restanf, oh ]'on a P~---~07 est reprdsen- 
table; le th4or~me I montre alors qu'elle est repr6sentable sur tout ]c segment. 

Nous sommes maintenant en mesure d'4noncer le th~orbme gdn~ral suivant : 
Thdor~me III. S'il existe un ensemble P: fe~'md et no~ dense, tel que ltt 

/bnction est continue sur P-~" et est reprdsentable sur tout segment contigu 
1': elle est repr,'sentable sur le segment total. 

En effet, dans tout interva]le contigu h I':-'~ la fbnetion est repr6sentable, 
d'aprSs ce que nous venons de voir; le th~or~me II nous montre qu'clle l'est 
sur l'intervalle total. 

:Pour que le thgor~me H i  rdsame tout ee qui a 4tg d~montr(i jusqu'ici~ 
nous conviendrons de faire rentrer le cas de P-'-' = 0 duns celui ofi~ P-~)- exis- 
rant effectivement~ la ibnetion est continue sin' cet ensemble. 
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42. G-rftce au thdorbme I[I,  nous allons pouvoir donner une extension 
considdrable aux rdsultats aequis. Supposons que l'ensemble des points de discon- 
tinuit6 P (compldt6, s'il y u lieu, par ses points-limites) soit non dense, con- 
tienne un ensemble P-~-', mats qu'il existe sur p a u n  hombre fin; de points 
qui soient points de diseontinuitd par rapport ~ P-q; le thdor~me I suffit pour 
montrer que la fonction est reprdsentable~ cat' en isolant ces points de diseon- 
tinuitd par de petits intervalles, la fonction est repr,~sentable sur chaque por- 
tion restante. Nous avons done l~ un nouvel exemple de fonction reprdsen- 
table que nous n'avions pas obtenu jusqu'ici; mats on peut tout de suite donner 
"t cette remarque route sa portde, en introduisant d'une manibre systdmatiqu(~ 
la eonsiddration des points de diseontinuitd par rapport k p , . .  

J'appellerai d'une manibre g(~ndrale P~ l'ensemble des points de p : t  qui 
sont points de diseontinultd par ra])port k P:-', ou qui sont points limites dc 
points de discontinuitd, de telle sorte que P~ sera essentiellement ferm4. Nous 
venons de voir que si P~ est fin;, lu fonction est reprdsentable. D'une ma- 
nibre plus gdndrale, supposons que P, so;t, ou bien un ensemble rgductible, 
ou bien un ensemble non r4ductible~ mats tel que, sur Pi'" (d6riv~ d'ordre P. 
de P,) la loner;on soit continue. Nous pouvons, duns ces conditions, appli- 
quer le tMor~me III~ en faisant jouer h l'ensemble P~ que nous venous de 
ddfinir ]e r61e de ]'ensemble P dont i l es t  parld duns ce thdor~me; en effet~ 
P , ,  d'apr~s sa ddfinition m~me, est d'une nature telle que~ duns tout inter- 
valle contigu ?t P~, la fonetion est reprdsentable~ puisque~ si duns cet inter- 
valle il existe une portion de P-(-'~ il y a, en ehaque point de P"~" intdrieur 
h l'intervalle~ continuit~ pat' rapport ~ P-~-'. On reeonnalt ainsi que le thdo- 
r~me I I I  est applicable ~t l'ensemble P,; il en r~sulte que Ia fonction e~t 
reprdsentable. 

Montrons comment on pom'ra effectivement former des exemples de fonc- 
tions pout" lesquelles P~ existe. Prenons un point A~ juxtaposons des seg- 
ments qui auront ce point pour limite, soient A~ A~, A~ A3~...~ A,~_~ A,~...; 
dans cbacun des segments de rang impair, je placerai un ensemble parfait~ 
o~t je donnerai ~ ~0 la valem" I~ tandis que je donnerai ?~ ~ la valeur 0 aux 
autres points du segment; au eont~'~ir% dans chaeun des segments de rang 
pair~ je donnerai ~ ~ Ia valem' 0 aux points d'un certain ensemble parfait, 
et la valeur 1 aux autres points; en ehacun des points A,,  A.~,... A,~. . .~ A~ 
je donne arbitrairement k la fonction l'une des valem's 0 ou 1. On voit que, 
duns un tel exempl% il y a pout" la fonetion des points de discontinuitd for- 
mant un ensemble parfait P, identique h P-~±; de plus~ il y a des points 
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de P a  qui sent points de discontimdtd par rapport ~ ps:: ce sent 10s points 
Al~ A. , . . .  An~...~ A; dans le cas actuel~ Pl se compose done d'une infinit6 
de points ayant un point ]imite. 

On conceit tout de suite comment~ en partant des m~mes principes~ on 
pourra construire des exemples o~l P~ aura des ensembles d6rivds jusqu'tt 
l'ordre 2, 3~... n~... r,)~ o)-~-1,... 2r,),. . .  ~.~...~ en d'autres termes~ 
sera un ensemble rdduetible quelconque. Enfin~ pour former un exemple 
oh P~-' existe~ prenons a priori un ensemble parfait, qui sera P~-'; darts 
chacun des intervaltes co~tigus ~ P~", placons u~ae fonction de la cat6gorie 
prdeddente~ en ayani soin que les points extrgmes de ces intervalles soient 
effeefivement des points limites de points de discontinuitd relatifs K P:-~; de 
plus, prenons la fonction continue sur P~:: on aura ainsi une fonction rc- 
prdsentable. 

I1 est utile de remarquer que, dans tous ces exemples, l'ensemble P, est 
non de~2se par rapI~o~'t h P-q. 

43. Les notions nouvelles introduites par ]a consideration de 1-'t se 
prStent k une g6n6ralisation immddiate. Etant donn6e une fonction ~ (x), nous 
,qppellerons P,  l'ensemble des points de P{-' qui sent, par rapport h P~", points 
de discontinuit6 ou points limites de tels points. :Nous d6finirons ainsi sueces- 
sivement P. ,  P.~,... Pn~..., ehaeun de ces ensembles se d6duisant du prdcfi- 
dent exactement comme P~ so ddduit de P. Nous serons conduit ~ dire que, 
si P~_~ est r~ductible, ou hien si P;q~, sou d6riv6 d'ordre fl, existe~ mai.q 
si ]a fonction est continue sur P~-'_~ on a P ~  0. 

L'applieation du th~orbme II[  montre que route fonction pour laquelle 
un nombre entier ~ exist% tel que P,~-----0~ est representable. On reconnattra 
d'ailleurs faeilement qu'il existe des fonctions pour lesquelles P~ comprend 
effectivement des points. 

ge conviendrai d'appeler fonctions reprdsentables d'ordre n~ celles pour 
lesquelles P~_~ exist% tandis que P~, est nul. Par exempl% les fonctions dent 
nous nous sommes occup6s en premier lieu~ celles pour lesquelles P est r(~- 
duetibl% ou bien pour lesquelles p.(z existe~ ]a fonction 6,tant continue snr 
cet ensembl% seront des fonctions d'ordre 1. 

44. Imaginons maintenant que la formation des ensembles P,, P~,... 
P~, . . .  puisse se prolonger ind(!finiment~ sans qu'on rencontre jamais d'ensemble 
nul. On est conduit h introduire une notion analogue ~ celle que M. C~n~o~ 
a introduite dans la consideration des ensembles d~rivds, sous le nora d'en- 
semble d6riv6 d'ordre ,,). 
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Nous avons une suite d'ensembles fermds, tels que: 

P , >  P ~ > . . .  > P,~> .... 

j'exprlme, par eette suite d'in6galit~s, que ehaque ensemble est tout entier 
eomenu dans 18 pr~e6dent. Je dis qu'il existe au moins un point appartenant 
h tousles I~; en effet, si on d6eompose 18 segment donn5 en plusieurs por- 
tions, il y a au moins un de ees segments partiels 4ans lequel P,, renferme 
des points, quel que soit ~.; prenons l'un d'eux, d~eomposons-le ~t son tour, et 
r@gtons cette opdration inddfiniment en faisant tendre vers 0 ta dimension du 
segment, nous avons ainsi une suite de segments dont ehaeun est eontenu 
duns le pr~egdent et eontient des points de P,,, quel que soit n; il y a un 
point int(irieur h tous ees segments, il est done point limite de P,,, et par 
suite fait pattie de I~ ,  quel que soit ~z. 

Pour conserver les analogies avee la th~orie des ensembles dgriv~s, nous 
appellerons P.~ l'ensemble des points qui appartiennent '~ tous les ensembles P,~; 
P~ est un ensemble fermi. 

On peut former une fonetion pour lequelle P,~ se eomposera d'un point A 
donn(~ d'avanee; je prendrai une suite de points A,,  A..,... A , , . . .  tendant 
vers A, et dans le segment A,~ An+, je plaeerai une fonetion d'ordre , .  Duns 
ees conditions, il existe, quel que soit n, un ensemble P,~, qui eomprend tou- 
jours 18 point A. Cette fonetion sera t!videmment representable. 

,t5. On d~finira de mgme l'ensemble P~-~,, dgduit de P~ eomme P, de 
I', puis les ensembles P~+~,... P.~+,~,... P~o~,... P~.,... D'une manigre grind- 
rule, soit ~. un nombre de la premiere ou de la deuxigme elasse de nombres. 
Si ~. est de premiere esp5ee, e'est-~t-dire si , . - - 1  existe, P~, sera ?ensemble 
des points de discontinuitd de P~,'-_~ par rapport h P~'-_, (eompl~t6 par ses points 
limites); dans le eas oh P~-'~ n'existe pus, ou duns le eas oh la fonetion est 
continue sur eet ensemble, nous dirons que P~ est nul. Si ~. est de seconde 
espSee, P~ est par d6finition l'ensemble de tous les points eommuns ~ tous 
les ensembles P~,, ~.' reprgsentant un hombre queleonque inf~rieur ~ ~.; si l'on 
a P , =  0, il existe eertainement un nombre ~.' inf~rieur ~t ~., et de premiSre 
esp~ee, pour lequel on a P~, = 0. 

Nous pouvons maintenant d4montrer ta proposition suivante : S'il est dd- 
montrd qu'une fonctiot~ pour laquelle P~_, est mdes t  retwc'sentabte , 1,t chose 
est encore w'aie d'une fonclio~, pour laquelle P~ est rod. En effet, puisque P~ 
e.~t nul, e'est que, ou bien P~., est rdduetibl% ou bien P'-'_, existe, mais la 
tbnetion est continue sur Bet ensemble; de plus, si on eon~id~re un intervalle 
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contigu h P~_,, comme il n'y a aucun point de P,~_, ~ l'intdrieur de cet in- 
tervalle, la fonetion, d'apr~s l'hypoth~s% est repr6sentable dans tout segment 
eontenu ~ l'int6rieur de cet intervalle, et par suite darts cet intervalle lui- 
mgme; on peut donc appliquer le th6orbme III, ce qui montre que la fonc- 
tion est repr6sentable encore dans le cas oh. P~ est nul. 

On conclut de lg que, en formant pour une fonction ~ (x) la suite d'en- 
sembles : 

P, P,, P~, . . .  P, , , . . . ,  P.~ . . . .  P ~ , . . .  P~, . . .  

st; pour un certain hombre ~ de la premiX, re ou de la deuxi~me classe~ on 
a P~. ~ O} on peut al~rmer que la fonctio~ est reprdsentable. 

46. Nous avons, dans ee qui pr6c~de, obtenu une premiere cat6gorie 
de r6sultats dans ]a vote que nous nous 6tions trac~ie~ en ee sens que nous 
a~,ons d6montr6: pour certaines fonctions, ta possibilit6 d'gtre repr6sent6es dans 
les conditions des probl~mes I et II. Notre but~ est, je le rappelle~ de d{!- 
montrer que route fonction qui est ponctuellemeut discontinue relativement h 
tout ensemble parfait, est reprdsentable. Avant d'aborder le cas g6nd~ral, je 
commencerai par traiter compl~tement un cas particulier; on pourra se rendre 
compte d'une mani~re nette sur ce cas particulier de la m6thode que j'em- 
ploierai et qui est fond6e sur la consid6ration des ensembles ~ indices inf(~- 
rieurs, d6finis prge6demment. 

Ce cas particulier est le suivant : on eonsid~re une fonetion ¢f (x) qui ne 
peut prendre que l'une des deux valeurs 0 ou 1. I1 s'agit de savoir quelles 
sont les fonctions de cette nature qui sont repr6sentables} de sorte que la 
question pourrait st poser dans les termes suivants: D6composer le continu 
en deux ensembles, de telle sorte qu'en attribuant ~ une fonetion la va- 
leur 0 aux points de l'un~ la valeur 1 aux points de l 'autre, cette fonction 
soit repr6sentable. 

D'apr~s la nature m~me de ]a fonction ~0 (x), l'oscillation en chaque point 
(par rapport au continu, ou par rapport ~t un ensemble parfait queleonque), ne 
peut ~tre que l'un des deux nombres 0 ou 1; st, dans un intervalle continu, 
la fonction est continue, elle est n6cessairement constante dans cet intervaUe. 

Une premiere condition que doit remplir q0 (x) est d'etre ponctuellement 
discontinue; dans le cas g6n6ral, cela veut dire que l'ensemble des points oh 
l'oscillation est ~_z est non dense, z 6tant un nombre posi t i f  quelconque; 
dans le cas aetuel, cela veut dire que l'ensemble de tous les points de d;s- 
eontinuitd est non dense. On reconnalt, par exempl% qu'une fonction 6gale 
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b~ 0 pour x rationnel~ 5~ 1 pour x irrationn@ n'est pas repr6sentable, ear en 
tout point l'oscillation est dgale ~ 1: la fonction est totalement discontinue. 

Supposons done que ~(x) remplisae eette premibre condition, et soit P 
l'ensemble des points de diseontinuit& Formons, s'il y a lieu, p.~z, et soit P, 
l'ensemble des points de P ~  qui sont points de discontinuitd par rapport ~ P~. 
L'ensemble PiT eomme P, est essentiellement fermd, car en chacun de ses 
points l'oscillation par rapport ~ P ~  eat 6gale h 1. St, dans un certain in- 
terval]e, Pi  est dense par rapport ~t P:~" (par suite coYncide avee P"~), la 
fonction n'est pas reprdsentable, ear alors elle est totalement discontinue re- 
lativement h P~, puisque, dans l'intervalle consid6rd, en chaque point de P-~'~ 
l'oscillation par rapport ~t P~ est 1. Construisons un exemple oh eela a 
lieu: pour cel% prenons un ensemble parfait non dense P ;  les points de P 
sont de trois sortes: 1. ° les points A, extrdmitds gauches des inter-calles con- 
tigus ~t P ;  2.° les points B, extr~mitds droites des m6mes intervalles; 3. ° les 
points C~ points extdrieurs ~ tons ees intervalles; chaque point de l'ensemble, 
qu'il soit A, B7 ou C, est point limite de points des trois catdgories; nons 
atlribuons K ~?(x) ]a valeur 0 en tou~ point, saul aux points A oh nous lui 
attribuons la valeur 1; dans ces conditions, ]a fonetion est discontinue en tons 
les points de P, et de plus, si on consid~re eet ensemble, chaque point de _P 
est point de discontinuit4 par rapport ~ P~ l'oscillation &ant 1; la fonet~ion 
eat done totalement discontinue sur P. 

On voit done que 7 pour que ~(x) soit repr&entable~ il est n&essaire 
que P, soit non dense par rapport ~ P~. D'une mani~re gdndral% appelon~, 
comme plus haut, p~+, 1'ensemble des points de discontinuit6 de PT~ a par rap- 
port b~ p~z; nous reeonnaissons que si la fonetion est ponetuellement discon- 
tinue relativement b~ tout ensemb]e parfait, P~+, est non dense par rapport 
t't P~. Bien entend% si , est un nombre de seeonde esp@e, P~ se compose 
des points qui appartiennent ~ tousles ensembles P~. dont l'indiee est infd- 
rieur b. ~, de sorte qu'on peut 6crire: 

P~= D [ . . . ,P~ , , . . . ] .  
(x'<¢~ 

47. Je vats ddmontrer que, quelle que aoit la fonction ~o(x) (dgale 
h 0 ou 1) qu'on eonsid@e, il existe un hombre , de la premigre ou de ]a 
deuxi~me classe de nombres pour lequel on a P~ = P ~ , .  Les raisonnements 
que je ferai sont imitds de ceux que M. BEsmXSOS a employ6s pour d6mon- 
trer ses thdor~mes relafifs aux ensembles d&'iv& d'ordre quelconque (Acta, 
Tome II). 
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D'une mani~re g~ndrale~ supposons qu'on air des ensembles correspondants 
aux diff6rents nombres de la premibre et de la deuxi~me classe, 

P, ,  P o , . . .  P,~,... P~ , . . .  P ~ , . . .  P~, . . .  

satisfaisants aux conditions suivantes: 
12 Chacun de ces ensembles est ferm6. 
2. ° Si ~l < ~.~, tousles  points de P~.. appartiennent ~ P~.  
3. ° S i u n  ensemble ne eomprend qu'un nombre tint de points~ Fen- 

semble suivant est nu]. 
Ces conditions, qui se trouvent 6videmment remplies par les ensembles 

d~riv& d'un ensemble donnd, suffisent pour qu'on puisse appliquer les raison- 
nements de M. BENmXSOI~, que je reprends iei, avec quelques modifications 
de d6tail. 

Il est d'abord (ivident que deux cas seulement peuvent se pr6senter: ou 
bien il existe un n o m b r e ,  tel que P~ ~--0, et alors, tousles  ensembles qui 
suivent sont 6galement nuls; ou bien, quel que soit , pris dans la deuxi&ne 
elasse de hombres, P~ eontient des points. Dans le premier eas, on a dvi- 
demment /)~ = P~+~ ; il suffit donc d'examiner le second eas. 

Nous supposons donc que, darts le segment A B~ l'ensemble P~ renferme 
des points, quel que soit ~,.; on en conelut aisdment, par uu procgd6 que j 'ai 
d@X eu l'oecasion d'employer, qu'il existe dans A B au moins un point M 
poss~6dant la propri6t6 suivante: dans tout intervalle contenant M ~ son int6- 
rieur, si petit qu'il soit, l'ensemble P~ renferme des points~ quel que soit ~; 
ce point M fair done pattie de tousles  I~,  puisque ee sont des ensembles 
ferm&. Nous avons ainsi d6montr~ qu'il existe des points appartenant ~ tous 
les 1~; il est naturel de d&igner l'ensemble de ces points par P n ;  nous 
savons d6j~ que P o. comprend un point au moins. 

Je vais ddmontrer que P,). ne centient pas de points isol&. Remarquons 
d'abord que si un intervalle ne eontient pas de points de P,., (en eomptant 
les points extrgmes), il existe un nombre , tel que 1~.-= 0 darts l'inter- 
valle; en effet, si eela n'avait lieu pour aucune valeur de ,, d'aprbs ce que 
nous venons de voir, P_,, eontiendrait au moins un point daus l'intervalle. 
Supposons pour un instant que A soi't un point isolg de P n ;  soit B C un 
intervalle eontenant A h son intdrieur et ne eontenant pas d'autre point de 
P , , ;  darts B C, prenons, A droite de A, une suite de points A~, A . , . . .  A,~. . .  
tendant vers A; dans chaeun des segments A~ A , ~ ,  comme il n'y a aucun 
point de P,,_, il existe un hombre ~.~ tel que P~,, est nul clans ce segment. 
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On peut de m~me d6terminer i~ gauche de A une suite de segments 
.4', A'..,.. . ,  A ' ~ A ' ~ , , . . .  tendant vers A;  il y a, pour chacun d'eux, un 
~ombre ~',, tel que P,:, est nul dans A ~ A' , ' ~÷,. Servons-nous maintenant du 
lh(~or~me de M. CA~¢OR" Une suite ddnombrable de hombres appartenant 
i'une des classes 1 ou 2 a une limite supdrieure, qui est un rtombre appar- 
tenant h l'une de ces m~mes classes (*). On voit alors que les hombres ~ 
e~ ~'~ ont une limite supdrieure ~.; dans l'intervalle B C, l'ensemble P.. ne 
peut pas contenir d'autrc point qua .4; par suite, P~+, est nul, ]e point A ne 
])cut done pas faire pattie de P,_,. La d~monstration fair voir en outre que, si 
B C est un intervalle ne contenant ~ son intdrieur aucun point de p~,_, les 
points extrgmes 29ouvant faire pattie de P~.~, il existe un ~. tel que P~ = 0 
darts ]'intdrieur de l'intervalle. 

II rdsulte de l~ que P_(,., qui ne peut pas contenir de points isolds, est 
uu ensemble dense en lui-m&~e; il est d'ailleurs fermd, car si un point est 
limite d'une suite de points dont chacun appartient ~ t o u s l e s  P~, il a lui- 
m~me cette proprietY. En r~sum6~ l'ensemble Pz). est parfait. Consid~rons alors 
un intervalle contigu ~ P_~t (dont aueun point int4rieur n'appartient ~ P~,, 
]es points extr(~mes seuls en faisant partie). Dans cet intervalle, il existc un 
hombre fl tel que P~ ne eontient aucun point intdrieur 5 l'intervalle. I1 y a 
une infinitd ddnombrable d'interva]les analogues, et les points intdrieurs ~ ces 
intervalles forment l'ensemble complgment~ire de P~; les diff~rents nombres 
qui correspondent ~ tous ces intervalles ont une limite supdrieure ~ qui est 
un hombre de ]a premiere ou de ]a deuxi~me c]asse, et ]'on volt que l'en- 
semble 1~ ne peut pas contenir d'autL~es points que ceux de P_,,; il les con- 
tient d'ailleurs tou% de sorte qu'on a:  

P~ = P~.~ . . . . . . . .  P., ,  

et cet ensemble est essentiellement parfait. 
48. Revenons maintenant ~ la fonction ~ (x), qui ne peut prendre que 

l'une des deux valeurs 0 ou 1; imaginons qu'on forme les ensembles 1:~ P~, 
1~,... P~,. . .  que nous avons d6finis. I1 ne peut se prd~enter que deux eas: 

Ou bien il existe un ensemble P~ qui est nul. Dans ce ca% la fonction 
est reprdsentable, d'apr~s la conclusion qui termine le § 45. 

Ou bien il n'existe pas d'ensemble de eette nature. Alors il existe un 
nombre ~. tel qu'on a: 

(<) .teta, Tome I[, puge 388. 
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d'oh je ddduis, eomme on a toujours : P~ ~ PT~ q ~ P~., : 

P~+l = P ~  a , 

ce qui exprime que tousles points de l'ensemble parfait P~ sont points de 
diseontinuitd par rapport ~ eet ensemble, l'oseillation ~tant ~gale 'X 1; autre- 
ment dit, la fonetion est totalement discontinue par rapport ?~ l'e~semble par- 
fait P~'. Elle n'es5 done pas reprdsentable. 

On peut exprimer le r&ultat d'une manigre diffdrente; eonvenons d'ap- 
i)eler, dans tous les eas, P q l'ensemble des points qui appartiennent h tous 
les p~. La condition ngcessaire et suffisante pour que la fonction ~ (x) soit 
reprdsentable est que : 

P,_z -~ O. 

Le probl~me que nous nous sommes propos5 est ainsi eompl~tement rd- 
solu dans le eas partieulier que nous venons d'examiner. 

49. Pour passer ~t l'&ude du eas g(hl~ral~ j'aurai besoin de quelques 
thdor~mes auxiliaires sur les fonetions discontinues d'une variable. 

Soit une fonetion ~ (x) ddfinie sur le segment A B, les extremes eompris; 
supposons que le maximum de l'oseillation de f (x)  en ehaque point, dans 
cet intervalle, soit ?, et prenons )t':> ),. Je dis qu'on peut poser: 

(x) = g (x) + (x), 

g (x) &ant une fonction continue, et ~ (x) une fonetion dont lu valeur en eha- 
que point est comprise entre 0 et ).'. 

D'apr& ee qua nous avons vu au § 13~ puisque l'oseillation en ehaque 
point est inf4rieure ~ ~', on peut trouver un nombre p tel qu% dans toute 
portion du segment dont la longueur ne surpasse pas p, l'oseillation relative 

cette portion soit L ?,. Partageons le segment en portions dont chaeune 
P air une longueur inf~rieure h -~ ; soit A~ A~ A3 A4 A~... la suite de points de 

division ainsi obtenue, ?~ partir de l'extr~mitg A, que je d&igne par A~. 
Considdrons d'abord tes segments suivants: A~A3~ A3A~ 7 A~AT, . . .  La 

longueur de ehacun de ces segments &ant inf~rieure ~ D~ on peut certainement, 
dans chaeun d'eux~ ddterminer un hombre m tel que la fonetion soit~ dans 
route l'6tendue du segment partiel eonsidgr4~ comprise entre m et m @ ;~'; on 
peut par exemple prendre pour mle  minimum de la fonetion duns l'intervalle; 
(reals il n'est pas toujours indispensable de choisir m de eerie mani~re). Soient 
m~, m~, m~... les quantit6s ainsi choisies, relatives aux segments A, A~, 
A~ A~ A~ A:~... Je repr&enterai g~om&riquement les ehoses en tracant dans 
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]e plan xy  (fig. 12) les segments B, B~, B', B'~, d'ordonndes m, et m , + ) . '  
et eorrespondan~ ~t A~ A~, les segments C~ C~, C's C'~ d'ordonndes m~ et mz 4-),', 
correspondant b..]~ A~ ere . . . .  

Je prends maintenant les segments A~ A,, A~ A~,... dent chacun em- 
piSte sur deux des pr6cddents. Considdrons, par exemple, A~ A~; si nous sup- 
posons, pour fixer les idges, m , < m ~ ,  comme dans le eas de la figure~ on 
peut trouver m: eompris entre m, et m~, at tel que~ clans A~ A~, la fonction 
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Fig. 12. 

soit comprise entre ~.~ at ~J~ ÷ k'. Soient E~ E4, E'5 E' ,  les segments corrcs- 
pendant ~t A~ A4, d'ordonndes m~ et me + ~.'. 

Tra~ons maintenant les lignes brise:es parallhles : B~ E~ C,, B'~ E'~ C'4 ; je 
ddsignerai par g (x) la fonction continue qui est reprdsentde par ta ligne 
B,B,_E~C~, at qui est ainsi ddfinie jusqu'A present de A, h A,; la ligne 
brisde B', B'. E'~ C', repr6sente 6videmment la fonction g (x)-]-- k'. Dans ]e 
segment As A,, la fonetion donn@ est comprise, d'une part entre m, et m, -~- ),', 
d'autre part entre m: et m~-~),', par suite entre m~ et m, + ;~', reprdsentds 
par les segments E, E~, B'.~ B'~; elle est done afortiori comprise entre les fonc- 
tions reprdsentges par B~ Es et B'.~ E':.., c'est-~-dire entre g (x), et g ( x ) +  ).'. 
On voit de m~)me qua, dans ]e segment As A~, ella est comprise aussi entre 
g (x) ct g(x)--~-)~', qui sent repr4sent4s par E~ C~ E'~ C'4. 

Pour prolonger la fonethm g(x) au d4l~ de A4, on prendra le segment 
.1, A~ qui empihte sur A~ A~ et sur A~ AT~ on op~rera sur lui comme on vient 
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d'op4rer sat A~A~; la fonction g (x) sara, dans ce segment: rapr~sent~e par 
une ligne bris~a telle qua C4 F~ D6 ; on eontinuera l'applieation de la m6thode 
iusqu'h ee que g (x)sa trouve d~finie dans tout l'intarvalle donn4; nous auron~ 
alors r e n  tout point: 

g @) (x) g (x) + 

ca qui ddmontre q :'on peut poser: 

(x) = g (x) + (z), 
avee ]a condition: 

50. Dans le cas qua je viens d'examiner, j 'ai suppos5 ]a fonction dd- 
finie sur tout un segment~ les extremes compris. J 'ai  maintenant besoin 
d'examiner le cas oh l'on considhre la fonction seulement pour les points in- 
h;riem's au segment. On volt tout de suite qu'il y a une diffgranee essentiellc 
avec le cas qui prdegde: si l'on sait que~ en chaque point int&ieur h AB~ 
l'oscitlation est inf6rieure h X', on ne peut pas en d6dui)a la possibilit6 de la 
division en un nombra tint de segments partiels, darts chaeun desquels l'oscil- 

lation serait inf6rieure ~t ).'; eitons, par exemple, ]a fonction sin !_ d6finie x 
pour x > 0;  en chaque point oh x : >  0 la fonetion est continue, mats, dans 
un intervalle eompranant le point x-----0, la continuit(~ n'est pas uniforme. 

Voiei comment il convient de modifier la m6thode pr6c6dante~ darts te 
eas oh ]e point A, par exemple, est exclu. Si on rempla(}ait le point A par 
un point A' voisin, si petit que soit A A'~ les raisonnements que nous avons 
faits s'.Lppliqueraient au segment A' B. II r6sulte de l~ qu'on pent d6terminer 
une suite infinie de points A,~ A~7... A,~... tendant vet's A~ et tels que dans 
tout segment An A~+~ l'oseillation de la fonetion soit inf6rieure ~t ),'. En ima- 
ginant que la m6thode indiqu~e dans le numt~ro prde6dant soit appliqu6e 
A~ A4~ A~ AG,... ind6finiment, on d6finira ainsi une fonction y (x), en tousles  
points intdrieurs au segment consid6r6, qui sera continue en chacun de ees 
points~ et l'on aura: 

(x) = g @) + (x), 

(x) (~tant compris entre 0 et ~' (en chaque point intdrieur). 
51. Ces r(~sultats suffiraient pour les applications que je me propose 

de faira; mats il n'est pas sans intgrbA de montrer qu'on peut aller plus loin, 
et s 'arranger de mani~re que, dans la dgeomposition de ~o en g + tp, la fonc- 
tion q~ soit toujours comprise entre 0 et ),. 
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J'appliquerai 

j 'aurai : 

Soit done ~ (x) la toner;on donnde, ddfinie, soit sur tout 18 segment A B 
comme au § 49, soi~ seulement aux points inte'rieursj comme au § 50; les 
raisonnements seront les m~mes dans les deux cas; si ). est le maximum de 
l'oscillation en chaque point, je prends ~ ' ~  ~ ~ z; d'apr~s ce que nous ve- 
nons de voir, on peut poser: 

(x) = go (x) + ~o (x). 

go (x) est continue en tout point oh ~ (x) est ddfinie~ et l'on a :  

o _~ ~o (x) ~ ), + ~. 

58 vais maintenant appliquer de nouveau la mgthode, en inerrant la 
6" 

fonetion tpo (x) ~ la place de f (x) ,  et en rempla~ant ~- par ~-. Faisons ici 

une remarque: la fonction ~0, qui ne differs de ~ (x) que par une fonction 
continue, a, en tou~ point, son oscillation - / ) . ;  de plus, ells ne d4passe en 
aucun point ]a valeur ),-~ 6". Je peux done, en appliquant ~ ~o (x) la md- 
rhode pr~cgdente, m'astreindre ~ prendre tous ]es nombres m,, m~, m3, etc . . . .  , 

positifs ou nuls et inf~rieurs ou ~ g a u x ~ ) , + ~ - - ( ~  + ~),c'est-~-dire 
2 

J 'arriverai ainsi ~ mettre ~(x) sous la forms: 

+o (x) = g, (x) + ~, (x), 
ff  

g, (x) dtant une fonction continue~ et ~ (x) dtant compris entre 0 et )~ + ~ .  

On volt en outre que g~ (x)~ qui rests, toujours compris entre les valeurs ex- 
6" 

tr~mes des quantitds m,, m~, m3,.. . ,  est compris entre 0 et ~-. 

6" q 
ensuite ]a mdthode h ~,(x) en remp]a~ant ~-par ~-, et 

~, (x) = g, (x) + +, (x), 

g:(x) 6tant continue; de plus on a :  

0_~ g ~ ( z ) _ ~ - ,  

o _~ ~ (x) _~ ), + ¥ .  

On voit qu'au bout de n operations analogues, on a l'identit6: 

( , )  - -  [.qo (x) + g, (x) + g~ (x) + . . .  + g,, (x)] = ~n (x). (5) 



de variables rdelles. 57 

Imaginons qu'on r6pgte l'op6ration inddfiniment; la s6rie de fonetions con- 
tinues : 

go (x) + g, (x) + . . .  + g~ (x) + . . .  

est uniform~ment convergente, puisque les termes~ 5. partir du second~ sont 
positifs et respectivement inf~rieurs ~ ceux de la s6rie: 

cette s~rie repr~sente doric une fonction continue g (x). 
Posons : 

(x) - g (~) - -  ~ (x). 

Il est facile de d4duire de l'~galit4 (1) qu% pour chaque valeur de % on a~ 
quel que soit n :  

o _~ ~ (5) _~ +~ (~). 

Par suite~ ~ (x) est une fonction d6termin6e de x qui est comprise entre 0 
ff 

et ; . - l - ~ ,  quel que soit n~ par suite entre 0 et ;.. 

It est ainsi d~montrd qu'on peut effectuer la dgcomposition : 

(5) - -  g (x) + ~ (z), 

g (5) dtant continue, et f@) compris entre 0 et ). 
52. Ajoutons une remarque. St, au lieu de supposer une fonetlon d6- 

finie pour tous les points d'un intervalle continu (les extrgmes gtant compris 
ou non), on suppose qu'elle n'est dgfinie que pour les points d'un certain e~- 
semble parfoit  t.les points extrgmes pouvant gtre exceptgs), des considerations 
analogues aux pr~c~dentes s'appliquent~ et l'on peut gnoncer le tMor~me 
suivant : 

Si ~ est le maximum de l'oscillation en un point de la fonction par ral)- 
port h l'ensemble~ on peut poser: 

~ ( ~ ) - - g ( ~ ) +  ~(~), 

g dtant une fonction continue relativement & l'ensemble donne'~ du moins en 
tout point o~t • est ddfinie~ et ~ dtant compris entre 0 et )~. 

On peut d'ailleurs ramener cette question ~ la prgc~dente; soit ~ la fonc- 
tion~ donnde seulement aux points de l'ensemble parfait P ;  je compl~terai la 
d4finition de ~ aux points du contina qui ne font pas pattie de P de la ma- 
nitre suivante: sur tout intervalle contigu ~ P~ tel que A,~ B,~ je fats varier 
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lin6airement ~ depuis ? (A~)jusqu'~ ~ (B,~). I1 est facile de v6rifier que pour 
la fonction ainsi ddfinie, l'oscillation en chaque point (par rapport au continu) 
est ~ ) . ;  on en dgduit imm6diatement le th(~or~me, 

Enfin~ pour ierminer cette 6rude, je feral remarquer que les raisonnements 
que nous avons fairs s'appliquent encore si ? (x) est une fonction multiforme; 
nous donnerons alors ~ l'expression: oscillation en un point le sens d~fini all 
§ 14; on pourra dcrire: 

(x) - -  g (x) + (x), 

f! (x) 6rant une fonction continu% et ~ (x) une fonction multiforme comprise 
entre 0 et ),. 

53. Abordons maintenant la question qui fair !'objet essentiel de ce 
chapitre: Si une fonction est ponctuellement discontinue relativement ~ tout 
ensemble parfait~ elle est reprdsentable. 

Je commencerai par d6montrer le th6or~me suivant: Si une fonction ~ (x) 
est ponctueUement discontinue relalivement ~ tout ensemble parfait~ et si 
est un hombre positif  quelconque~ on peut poser: 

(x) - - -  (x) (x), 

Cpo (:c) grant une fonction do~t nous pourrons affirmer qu'elle est reprdsentable~ 
d'apr~s les thdor~mes don~ds dans la premiere pattie de cette dtude, et ~ (x) 
dtant compris entre 0 et ~. 

Soit P l'ensemble des points oh l'oscillation de ? (x)est :~ a; formons P n ;  
soit P~ l'ensemble des points de P~  oh. roscillation par rapport ~ P ~  est :~ ~. 
D'une mani~re g6n~rale, soit P~+~ l'ensemble des points de P ~  oh l'oscillu- 
tion par rapport & P~,)'est:~a; si maintenant ~ est un hombre de seconde 
esp~ce~ P~ sera par ddfinition l'ensemble des points qui appartiennent ~ tous 
les ensembles P~,~ dont Fordre ~.' e s t e r . .  

Puisqu% par hypoth~se, ~ (x) est ponctuellement discontinue relativement 
h tout ensemble parfait, il en rgsulte que, quel que soit ~ l'ensemble P ~ ,  
(qui est d'ailleurs ferm6) est non de~se par rapport ~.t P"~; afort iori  cet en- 
semble ne peut pas coYncider avec P~, ~ moins que P~ ne soit nul. I1 existe 
done, d'apl'~S le § 47~ un nombre B de la premigre ou de la deuxigme class% 
tel que I ~ = 0 .  

Cel~t posd~ pour ddfinir yo et ~ de mani~re ~ satisfaire aux conditions 
impos6es~ je proc6derai de la mani~re suivante. 

Considd, rons d'abord l'ensemble P. Dans tout intervalle con~igu h P, l'oscil- 
lation en ehaque point intdrieur est un nombre ~ ~. D'apr~s le th6or~me du 



de variables rgelles. 59 

§ 51, on peut, dans cbaeun de ces intervalles, effeetuer la d6composition: 

= (x) + 

~o et ~ seront ainsi d6finis en tous les points du eontinu, que je repr6sente 
par E, sauf en ceux de P, autrement (tit aux points de E - - P .  En tout 
point de E - - P ,  ~o est eontinu% et ~ a une v.deur comprise entre 0 et z. 

I1 reste ~ ddfiMr ~o et ~ aux points de P. Considgrons, en supposant que 
P ne soit pas rdduetible, l'ensemble P - - P - q ;  cet ensemble est constitud par 
les points de P qui sont ~t l'intdrieur des intervalles contigus ~t l'ensemble par- 
fait P-q; aux points de P ~  P-q je pose: 

(x)  = (x)  

(x)---- o. 

Si A B est l'un quelconque des intervalles contigus ~ P'-'-, P forme dans cet 
intervalle un ensemble rdcluctible; il en rSsulte que ~o, qui, dans chaque in- 
tervalle contigu h P, est repr6sentable, sera reprdsentable dans route l'6tendue 
de l'intervalle A B, (ou, plus exactement, dans tout interva!le compris dans 
A B, puisque ~o n'est pas encore ddfinie aux points A et B). 

La d6finition de % et p e s t  maintenant faite partout, sauf aux points 
de P ~ ;  j 'ai appeld P, l'ensemble des points de p_,z oh l'oscillation par rap- 
port h P(-: est ~_ ~; P, est non dense par rapport ~ P-"-. Soit A B u n  inter- 
valle contigu ~ P,; cet intervalle peut eontenir ~ son int6rieur des points de 
P(-)', mais nous savons qu'en cbacun de ces points, t'oscillation par rapport 
~t P-'" est < z. I1 en rdsulte que, dans l'intdrieur de l'intervalle, nous pourrons 
d6finir ,% et .~ aux points de P a  qui s 'y trouvent, de manibre qu'on air en 
tous ces points: y ~ ?o + ~, que yo soit continue par rapport ~t Pt)-, et que 
soit eompris entre 0 et z. :Nous aurons, par cette op6ration suppos6e effectu6e 
dans ehacun des intervalles contigus ~ P~, d6fini ?o et ~ darts l'ensemble 
p a  p~. I1 ne restera plus ~ lea d6finir que sur P , ,  et, clans tout intervalle 
contigu ~ P,, ?o sera reprdsentable. 

On volt ~lue la rharehe ~ suivre est la suivante: on effectue la d6com- 
position de ? en ~o + q~ suecessivement dans les ensembles: 

E - -  P, P P--, P,, P, - -  Prq, . . . ,  P~_~ - -  P,,, Pn - -  PT(,..- 

Si on suppose cette suite d'op6rations.prolong6e ind6finiment, la ddcom- 
position se trouvera effeetuge en tous les  points de E, sauf en eeux de P,~, 
qui est l'ensemble des points eommuns ~ tous les  P~; de plus, dans tout in- 
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tervalle contigu i~ P,~, la fonction ~o sera repr6sentable. On continuera en- 
suite de la m~me mani~re~ c'est-~-dire qu'on d4finira ~o et q~ sur P ~ -  P~,  
puts sur P ~ - - P ~ - , ,  etc . . . .  ; apr~s avoir appliqu6 cette m6thode une infinit6 
de lois, on aura d6fini f0o et q~ sur E - - P ~ .  

Pour justifier d'une manii~re complete et rigoureuse ce que je viens de 
dire, je suppose~ d'une mani~re ggn6rale, que la d6eomposition soit effectu6e 
sur l'ensemble E--P~_~,  et que, dans chaque intervalle contigu i~ P~_,, la 
fonetion ,% soit repr6sentable. Consid~rons l'ensemble P ~ ;  dans tout inter- 
valle contigu h p a ,  l'ensemble des points de P~_~ qui s'y tr.~uvent est r(~- 
ductible; en ces points je pose: 

(x)  = (x)  

la fonction ~0, qui par hypoth~se est representable dans chaque intervalle con- 
tigu ~ P~_~, est encore repr6sentable dans tout segment contigu ~ P~-)_~. Pre- 
hens maintenant P~, qui est ]'ensemble des points de P~_~ oh l'oscillation par 
rapport ~ cet ensemble est ~-~. Dans un intervalle contigu ~ P~.~ on peut, 
aux points de P~_~ qui s'y trouvent, effeetuer la ddeomposition~ de mani~rc 
que % soit repr6sentable dans tout cet intervalle. 

I1 est ainsi d6montr6 que, si ?o et q~ sent d6finies sur l'ensemble E - -  P~_,, 
elles peuvent ~tre d6finies sur l'ensemble E - - P ~ ,  les conditions fondamen- 
tales 6tant encore observ6es. 

Si maintenant ~ est un hombre de deuxi~me esphce, on peut toujours 
le consid6rer comme la limite supdrieure d'une suite d6nombrable de hombres: 

de telle sorte que ~ joue par rapport ~t cette suite le m~me rble que o) par 
rapport ~ la suite: 

1, 2~... n , . . .  

hnaginons qu'il soit possible de dgfinir ~0o et .~ sur E - - t~ ,~ ,  sur E - -  P~,~,... 
et ggn6ralement sur E - - P ~ , ;  si on suppose cette suite d'op6rations prolongde 
ind~finiment, la dgcomposition se trouvera effeetude sur tout l'ensemble E - -  P~. 
Dans route portion contenue ~ l'intgrieur d'un intervalle contigu ~ P~, il 
existe un nombre n d6termin6 tel que P~, est nul dans cette portion; ?o est 
done repr6sentable dans cette portion~ et par suit% dans tout intervalle con- 
tigu '~ P~. 
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On voit ainsi qua, quel que soit a, il est possible d'effectuer la ddeom- 
position sur l'ensemble E -  P~, de telle sorte que sur tout intervalla contigu 
h I~ la fonction ?o soit reprdsentable. Or, il existe un nombre fl tel que P~ 
est nul. Quand la ddeomposition se trouvera effectude sur E - - P ~ ,  ciui est 
identique ~ E~ on aura~ en tous les points du segment donnd : 

(x) = ~o (x) -+ ~ (x), (2) 

~o (x) dtant reprdsentable dans route l'dtendue du segment~ et ~ (x) ayaut en 
chaque point une valeur comprise entre 0 et z. 

54. J 'arrive maintenant h la d4monstration du thdor~me gdndra]. En 
supposant ~ (x) ponctuellement discontinue relativement ?t tout e~semble par- 
fait~ et an prenant arbitrairament un hombre positif % nous venons d'obtenir 
l'dgalitg (2). Appliquons maintenant la mgme mdthode i~ la fonetion ~ (x) de 

cette 6galitd~ en remplacant ~ par .~; remarquons en outre que~ comme on 

a :  0 - I  ~ %  on peut, en d6finissant ?, et ~, de manigre que: 

(x) = ~, (x) + ~, (x), 

s'arranger de fac~on qu'cn tout point on air: 

ff 

o _~ ~, (x) _~ ~ ,  

G 
o _ ~ l ( x ) ~ _ ~ .  

Cela r6sulte d'uno remarque dnonc6e au § 51; bien 
fonction reprdsentable. 

On posora ensuite: 

~, (x) = ~ (x) + ~ (x), 
avac les conditions: 

0 _~ ~(x)  L ~,  

entendu~ ?, (x) est une 

o_~ ~ ( x ) _ ~ .  

D'une mani~re gdn~ral% on aura :  
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a v e e :  

q 
o _~ % (x) _~ ~ ,  

q 

et %(x) dtant une fonction reprdsentable. 
Quand n croR ind~finiment, la fonction ¢/,~ (x) tend uniform~ment vers 0; 

on peut done ~erire: 

(z) = ~0 (x) + ~, (x) + ~ (x) + . .  + % (z) + . .  (3) 

la sdrie 6rant uniformdment eonvergente. 
Chacune des fonctions qui figurent clans le second membre de l'dgalit6 (3) 

est repr6sentable dans les conditions des probl~mes I e t  I[. Considdrons, pour 
fixer ]es idles, le probl~me I; il correspond ~ % (x) une fonction f,~(x, y), 
continue en tout point par rapport h ehacune des variables, et d.ga]e sur x = y 

% (x); eela rdsulte de ee que % (x) fair pattie de la cat@orie de fonetions 
que nous avons appris ~ construire darts les {} 33 ~ 45; ee qui distingue 
ces fonetions~ e'est que l'ensemble de tousles points de discontinuit6 relatit~ 
h u n  ensemble parfait queleonque est non dense par rapport ~ cet ensemble. 
On reconnalt aisgment que, dans tous les  thd, orgmes qui ont dtt~ dd, montrgs 
pour dtablir que ees fonefions sont reprdsentables, on peut s'astreindre ~ ce 
que la fonetion f(x,  y) que l'on ddfinit, air pour limites supdrieure et inf6- 
rieure dans toute l'aire les limites sup6rieure et inf6rieure de ,~ (x). 

Nous supposerons done que la fonetion fn(x, y) qui correspond K ,% (x) 

compris entre 0 et ,)%-i' est elle-mgme comprise entre 0 et ~ .  Nous pouvons 

alors poser : 

f (x, y) = fo (x, y) + f, (x, y) + . . .  @ f~ (x, y) + . . .  

le second membre est une s6rie uniform4ment convergente. I1 en r4sulte que 
f(x, y) est une fonetion parfaitement dgterminde, qui poss~de tousles earaetbres 
de eontinuit6 des fonctions f,~ (x, y), el qui, pour x = y, se r~duit ~ ~ (x). I1 
est ainsi d4montr~ que ~ (x) est une fonction repr6sentable dans les conditions 
du problgme [. La d6monstration est gvidemment analogue pour le pro- 
blgme II. 

En r~smn4, nous avons prouvg que la condition ndcessah'e et suffisante 
pour qu'une fonction soit reprdsentable, est qu'elle soit ponctuellement discon- 
tinue relativement ~t tout ensemble parfait. 
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Nous avons aussi donnd un moyen de reeonnaltre si cette condition est 
remplie ou non. Etant donn6 un nombre positif ~, on forme la suite d'en- 
sembles P, P,,  P~, . . .  P,~,... P~ , . . .  P~,~ .. P~, . . .  correspondant ~ eette 
valeur de ~. Soit P.,) l'ensemble des points qui appartiennent h, tous]es t)~. 

I1 faut et il suffit, pour que la fonction soit reprdsentable, qu'on ait,~ q~el 
que soit ~: 

P~,. ----- O. 

Si, pour une certabze valeur de ~, on a P~_,>0 ,  la fonction est totaleme~C 
discontinue sur cet ensemble portrait, et p,.tr .¢uite n'est pas reprdsentable. 

IV .  PROPRII~T~S Ckl~]RALES. 

55. lqous avons, dans ee qui prdc~de, caractdris6 une catggorie par- 
faitement d6terminde de fonctions discontinues, qui, entre autres propridtd,b 
poss~dent lu suivante: Une quelconque de ces fonctions est reprdsentable par 
une sdrie qui a pour termes des fonctions continues~ et qui est convergente 
lgour chaque valeur de x. :Nous avons ddja fait observer que cet 6noncd re- 
venait au suivant: la fonction est limite d'une suite de fonctions continues. 

Servons-nous maintenant du th6or~me de W~IERSTRASS (*): si une fonction 
est continue, et si on se donne un nombre ~, aussi petit qu'on veut, il est 
possible de trouver un polynbme qui diff~re de la fonction en chaque point 
de moins de ~. 

Soit f ( x )  une fonction discontinue limite d'une suite de fonetions conti- 
nues f~ (x), f~ (x),. . .  f~ (z)~... Prenons une suite de quantitds tendants vers 0: 
~,~ ~ , . . .  ~,,~... :Nous pouvons, d'une manibre gdndra]e~ faire correspondre h 
la fonction fi(x) un polynbme ~i(x) qui en diffbre de moths de ~i. Dans ces 
conditions, la suite de polyn6mes: 

a pour limite f(x)~ comme la suite des fonetions fi(x). Ainsi, une fonction 
qui est limite d'une suite de fonctions continues peut aussi 6tre eonsiddrde 
comme limite d'une suite de polynbmes~ et par suite peut 6tre d6veloppde en 
s6rie de polynSmes. ~lous pouvons done dnoncer ce thdor~me: 

(*') Une d6monstration tr6s simple du thdor6me de WEIEI~STr~SS a 6t6 donn6e p~r 
M. LEBESGUE darts une Note:  S~o" l'(t2,pro.)'imttlion des fonctio~s. (Bulletin des sciences 
mathdmutiques, aovembre 1898.) 
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La condition n&essaire et suffisante pour qu'une fonetion soit reprdsen- 
table par une sgrie eonvergente de polvn6mes est qu'elle soit ponetuellement 
discontinue relativement ~ tout ensemble parfait. 

56. Indiquons quelques exemples de fonctions reprdsentables; je dis 
que route fonetion semi-continue est reprdsentable; nous avons vu au § 12 
qu'une fonetion qui poss~de en tout point ]a semi-eontinuit~ sup6rieure, par 
exemple, est ponotuellement discontinue; on ddmontrera par la m~me m6thode 
eet 6none6 plus g(!n6ral: une fonetion semi-continue par rapport ~t un en- 
semble 12arfait~ est ponetuellement discontinue sur eet ensemble. II r6sulte de 
lb. que toute fonetion semi-continue satisfM~ "~ la condition d'etre ponetue]- 
lement discontinue relativement k tout ensemble parfMt, et par suite pout ~tre 
eonsiddrde eomme limite d'une suite de fonetions continues, ou de polvn6mes. 

57. Donnons une autre application dans un ordre d'id6es different. 
8upposons qu'une fonetion continue f(z) air en tout point une d6riv6e d6ter- 
min6e f '(x). Cela veut dive que la quantit6: 

f (z  + ~,) -- f(x) 
y 

lorsque y tend vers O~ tend vers une limite d4termin4e~ qui est f '  (x). Con- 
sid~rons alors la fonetion ? (% y) d6finie de ]a mani~re suivante: 

pour y >0 on a:  ?(x, y ) =  f ( x + y ) - f ( x ) ,  
Y 

pour y----O on a:  ?(x~ O ) ~ f ' ( x ) .  

Cette fonetion des deux variables rdelles x et y est une fonetion continue de 
l'ensemble (z~ y) en tous los points du plan qui n'appartiennent pas k 0 x; 
de plus, en chaque point de 0 x, e]]e est continue pat" rapport k y. Done la 
fonction ddrivde f '  (x) est une fonction reprgsentable par une sdrie de fonc- 
tions continues. 

On pout m~me remarquer quesi  Yon suppose seulement pour la fone- 
tion f(x) l'existence en chaque point d'une ddriv& h droite ddtermin~e~ fd (X)~ 
le raisonnement qui prdc~de s'applique ~ ce~te fonetion fd(X), qui e,% par 
suit% une fonction reprgsentable. 

58. Je me propose maintenant d'approfendir la nature des fonetions 
repr~sentables~ en tirant des consdquenees de la condition fondamentale qui 
los caractgrise. 

Considgrons d'abord une fonction f(x) que nous supposons ponctuelle- 
ment discontinue. La propri04 caract~ristique est que, dans tout intervail% 
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il existe au moins un point oh la fonetion est continue; nous en avons d6- 
duit que l'ensemble des points oh l'oscillation est ~. % est un ensemble non 
dense. Prenons maintenant une suite dderoissante de nombres positifs tendant 
vers 0~ par exemple: 

J'appelle d'une mani~re g~n4rale P,~ l'ensemble des points oh l'oscillation 
q 

est :~ 2~. Si A est un point de discontinuit4 pour f(x)~ ii existe un entier p 

tel que A fait partie de l'ensemble P~,~ d~s que n est ~gal ou supdrieur h p. 
En appelant P l'ensemble de tousles  points de diseontinuit(!~ nous sommes 
conduits k dire que Pest  limite de l'ensemble P~ quand n croit ind6finiment. 
L'ensemble P peut dvidemment ~tre d'une nature tout h fait diff~rente de celle 
des ensembles P~; en partieulier~ il peut ~tre dense dans tout un intervalle; 
de plus 7 il n'est pas n6cessairement fermd~ ear ses points limites peuvent ~tre 
des points de continuit6 pour la fonction. 

59. Mais on voit que ees remarques eonduisent tout naturellement ~t 
6tudier les propri6t~s d'un ensemble lindaire P satisfaisant h la condition sui- 
vante: Il existe une infinit4 d~nombrable d'ensembles P,~ P ~ . . .  P ,~ . . .  dont 
cbacun est non dense, et tels que tout point de P fair partie de l'un au moins 
des ensembles P~ 1~. . .  P~,... Je dirai qu'un ensemble de cette nature est 
de premiere catdgorie. Tout ensemble qui ne poss~de pas eette propridtg sera 
dit de deuxi~me catdgorie. 

Je commence par ddmontrer la proposition suivante: Si P e s t  un en- 
semble de premibre catdgorie~ il existe, dans toute portion ~ ~ du segment 
sur ]equel il est d~fini, au moins un point (et par suite une infinit6) n'appar- 
tenant pas ~ P. En effet, d'apr~s les hypotheses, on peut d6terminer danis 
¢¢fl un intervalle fini ~, fl, ne eontenant aucun point de P~; dans ~, ~,~ un 
intervalle ~ . ~  ne contenant aueun point de P2~ etc . . . .  ; darts an-~fln-,, un 
intervalle ~,~ fin ne contenant aucun point des n premiers ensembles P ~  P ~ . . .  
Pn; il existe au moins un point M eompris h l'intdrieur de tousles segments 
~,~ fin; ee point M ne fait partie d'aucun ensemble P~ et par suite ne fait 
pas pattie de P. 

Il r6sulte imm6diatement de lh que le continu co~stitue un ensemble de 
deuxi~me catdgorie; nous venons en effet de d4montrer qu~on ne peut pas 
obtenir tous les points d'un intervalle continu au moyen d'une infinit4 d6nom- 
brable d'ensembles non denses. 
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L'ensemble form6 par la r6union d'un hombre fini ou d'une infinit6 d6- 
nombrable d'ensembles de premiere cat~gorie est encore un ensemble de pre- 
miere cat6gorie; cela r~sulte de la d~finition m~me. 

Le continu, dont on a retraneh6 un ensemble de premiere categoric, au- 
trement dit, l'ensemble compl6mentaire d'un ensemble de premiSre eat6gorie, 
est de seconde cat~gorie. 

Si on a, d'une part, un ensemble E - - P ,  compl6mentaire par rapport 
au continu E d'un ensemble de premiere categoric, et d'autre part~ un en- 
semble Q qu'on salt ¢~tre de deuxigme cat6gorie, on peut affirmer que E - -  P 
et Q ont des points eommuns. Si en effet cela n'4tait pas, e'est que tousles 
points de Q appartiendraient h P, et Q serait clots de premigre catggorie. 

On ~¢oit la diff6renee profonde qui existe entre les ensembles des deux 
cat6gories; cette diff4rence ne r4side, ni dans la d6nombrabilit~, ni dans la 
condensation dans un intervalle continu, puisqu'un ensemble de premiere ca- 
t6gorie peut avoir la puissance du continu, et peut aussi gtre dense dar, s 
toute l'6tendue du segment qu'on eonsidgre; mais elle est en quelque sorte 
une combinaison des deux notions pr6c6dentes. 

60. Revenons aux fonetions ponctuellement discontinues; on volt que, 
pour une telle fonction, l'ensemble des points de discontinuit6 est de premihre 
eat6gorie, tandis que t'ensemble des points de continuit6 est au contraire de 
deuxi~me cat6gorie. 

fie dgduis maintenant de l'6tude prdc6dente un thdor~me donn6 par 
M. ¥OLTEaRX en 1881 (*). Consid6rons un nombre fini, ou m~me une infinit~ 
d6nombrable de fonctions ponctuellement discontinues, d6finies dans un m~me 
intervalle de variation de x. L'ensemble P des points oh l'une au moins des 
fonctions est discontinue~ est form6 par la r6union des ensembles P,, I'~,... 
P~,. . . ,  P~, 6rant l'ensemble des points de discontinuit6 de f~,(x). Done, d'a- 
pros ce que nous avons vu, P est un ensemble de premiere eat6gorie. On en 
d6duit que, dans tout intervalle, il y a des points olt toutes les [onctions 
considdrdes sont continues. 

Tirons une cons6quence de la proposition qui pr6c~de. Supposons qu'une 
suite de fonetions ponctuellement discontinues f, (x), f~ (x),... f~, (x)~...~ tende 
uniformdment vers une Iimite f(x), e'est-k-dire que ] f ( x ) - - f ~ ,  (x) l devienne 
infdrieur k ~, si petit que soit ~, ind6pendamment de x, quand n e s t  suffi- 

(*) VOLTEal~A, Alc~ne ossem~azioni s~lle ft,~zioni p~nteggiate dh'continv.e. (Giov.~le di 
Battaglini, 1881.) 
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samment grand. Dans ees conditions, je dis que f(x) est ponetuellement dis- 
continue; il suffit de montrer que si A [Xo] est un point de continuit~ com- 
mun h tousles  f,~ (x), c'est encore un point de eontinuit4 pour f(x). En effet~ 
e &ant donn5, prenons d'abord n assez grand pour qu'on air en tout point: 

On aura en partieulier: 

$ 

! f ( x )  _ f,~ (x) l < g .  

I f ( x o )  - -  f , ,  (:Co) I < g .  

I'uis~ prenons autour de A 
intervalle : 

un intervalle assez petit pour qu'on air dans eet 

g 

t f~ ( , )  - f,~ (~o) t < g .  

On d6duit de ees inggalitds: 

I f ( x )  - f (Xo) I < ~ ,  

ee qui montre que f(x) est continue au point A. 
61. Je fais remarquer maintenant qu'on peut g6n6raliser les notions 

indiqu6es au {} 59~ en prenant pour base un ensemble parfait, au lieu du 
eontinu. 

Soit G u n  ensemble parfait quelconque; je ne consid~re darts ee qui suit 
que des ensembles qui ne eontiennent que des points de G. Si P e s t  form6 
par la rgunion d'une infinit~, ddnombrable d'ensembles P, ,  P.,,... P,,,...~ dont 
ehaeun est non dense par rapport b, G, je dirai que P e s t  de premiere ca- 
tdgorie par rapport h G. On peut tirer de eette dgfinition des consequences 
en tout point analogues 5, celles que nous avons indiquges au § 59. 

On reconnalt de mgme que si l'on a une infinit4 d6nombrable de fone- 
tions d4finies sur un ensemble parfait G~ et si chaeune d'elles est ponetuel- 
lement discontinue sur cet ensemble, il existe, au voisinage de tout point 
de G, des points de G oh toutes les fonctions sont continues. Si elles tendent 
uniformdment vers une fonetion limite f(x),  un point de eontinuitd eommun 
toutes ees fonctions sere aussi point de eontinuit~ pour f(x). 

Supposons ~ present qu'on air une suite de fonetions reprdsentables: f, (x), 
f~(x),.., f,~(x),..., tendant uniformdment ~¢ers une fonetion limite f(x). Si 
on eonsid~re un ensemble parfait queleonque, d'aprgs ce que nous venons de 
voir~ la fonetion f(x) set% comme ehaeune des fonetions f,,(x), ponctuelle- 
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ment discontinue sur cet ensemble parfait; il en r6sulte que f(x) est repr6- 
sentable. 

Nous obtenons dono ainsi un rdsultat qui est ~ rapprocher du th~or~me 
eonnu: Une sdrie uniformdment convergente de fonctions continues reprdsente 
une fonctio~, continue, et qu'on peut ~noncer sous la forme suivante: 

Une sdrie uniformdment convergente, dont les termes sont des fonctions 
reprdsentables, est une fonction reprdsentable. 

CHAPITRE III. 

Fonctions discontinues d~veloppables en s~ries multiples 
de fonctions continues. 

I .  D~FINITION DE CES FONOTIONS. 

62. Je me propose de ddfinir et d'gtudier dans ce chapitre, certaines 
catdgories de fonctions discontinues, dont on peut dire qu'elles se rattachent, 
en un certain sens, aux fonctions continues. Je prendrai pour point de d6part 
la notion de fonction limite d'une suite de fonetions. Nous venons de voir, 
dans le chapitre precedent, qu'il y a des fonctions discontinues d'une variable 
r(~elle qu'on peut obtenir comme limites de fonctions continues, et nous avons 
d6termin6 la condition ngcessaire et suffisante pour qu'une fonction poss~de 
cette propri~t6. 

Je conviendrai de dire que les fonctions continues forment ta elasse 0, 
et que les fonctions discontinues limites de fonctions continues forment la 
classe 1. D'apr~s cela, les fonetions de la premiere classe sont les fonctions 
discontinues qui sont repr~sentables par des s6ries convergentes de fonctions 
continues, et par suite, comme nous l'avons montr~, par des s~ries conver- 
genres de polynbmes. 

63. Supposons maintenant qu'on air une suite de fonctions appartenant 
aux Glasses 0 ou 1, et poss~dant une fonction limite n'appartenant ~ aucune 
de ees deux classes. Je dirai que eette fonction limite est une fonetion de 
la seconde classe, et l'ensemble de routes les fonctions qu'on peut obtenir de 
cette mani~re formera la classe 2. On volt d'apr~s cela qu'une fonction de 
la classe 2 est d~veloppable en une sgrie, convergente pour chaque valeur 
de x, et dont tousles termes sont des fonetions de elasse 1; en remplacant 
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chacun de ces termes par la s(!rie de polynbmes qui le repr6sente, on recon- 
nait qu'une fonction de c]asse 2 peut ~tre repr~sentde par une sdrie double 
dont les termes sont des polynbmes. 

J'indique tout de suite un exemple simple de fonction de classe 2. Il 
suffit de considdrer la fonction y (x) qui, dans un certain intervalle, 0 ~ x ~ 1 
i)ar ~ exemple, prend la valeur 0 quand x est rationnel et la valeur 1 quand x 
est irrationne]. En effet, consid~rons la fonction ~ (x) ddfinie de la mani~re 

suivante: pour x = -P, si , / / "  n et s i p  est irr6ductible, on a ~n(x)~-0;  pour 
q q 

toutes les autres valeurs de z ,  on a ~,z(x)~ 1. On voit que ~(x) est la li- 
mite de ~ (x) quand u crolt ind6finiment; d'autre part, ~,~ (x)~ n 'ayant  qu'un 
nombre fini de discontinuitds~ est de la premiere elasse; il en r4sulte que ? (~) 
est de elasse 2. Cela nous montre qu'il existe une s4rie double: 

~, P,,~ (x) 

les P~# 6rant tous des polynbmes, 

(~ ~ - 1 ,  2 , . . .  n , . . . )  

(f~= 1, 2,... n,...) 

qui est convergente pour chaque valeur 
de x comprise entre 0 et 1, ~ condition que la sommation soit effectu~e d'a- 
bord par rapport ~. fl~ puis par rapport ~ ~, et dont la somme est 0 quand, x 
est r ationnel, 1 quand x est irrationnel. 

64. De m~me que nous avons d(ifini les fonctions des classes 1 et 2, 
nous pourrons d$finir les fonctions de classe 3, 4, . . .  n , . . .  

Une fonction sera dite de classe n, si elle est la limite d'une suite de 
fonctions appartenant aux Glasses 0, l ,  2 , . . . ,  n ~  1, et si elle n'appartient 
pas elle-m~me ~. l'une de ees classes. Une telle fonction, s'il en existe, pourra 
se representer par une s6rie d'ordre n, dont les termes seront des polynbmes: 

~.~ ~.~.. ~/' • . ~  P ~ , , ~ ,  6o (x) .  
eel ~ an 

On peut aller plus loin, en suivant une marche analogue ~ celle par la- 
quelle M. Cx~or¢ arrive ~ d~finir les ensembles d6riv~s d'ordre ~ d'un en- 
semble donn~, ~ ~tant un nombre transfini. Supposons qu'on ait une suite de 
fonetions dont chaeune appartienne ~ l'une des classes 0, 1, 2 , . . .  n , . . . ,  et 
qu'il existe une fonction limite ne f'aisant partie d'aucune de ces classes; nous 
eonviendrons de dire que cette fonction limite appartient ~ la classe (o. :Nous 
concevons de m~me l'existence possible de fonctions qu'on sera conduit 
considdrer comme faisant partie des classes ~ ~ 1, ~ ~ 2 , . . . ,  2 ~ , . . .  



70 B a i r e : Sur les fonctions 

Pour donner une ddfinition g6ndrale, supposons qu'on ait ddfini les classes 
de fonctions marqudes par tous les hombres ~' infdrieurs h u n  nombre ~. Si 
une suite de fonctions dont chacune appartient ~ une classe marquee par un 
nombre ~' a une limite, et si cette fonction limite n'appartient 5. aucune de 
ces classes, nous dirons qu'elle appartient ~ la classe ~.. 

65. I1 est naturel de ehercher b~ voir jusqu'ott peut s'dtendre eette for- 
mation, ou tout au moins eette conception h)gique de fonctions discontinues 
de plus en plus compliqudes, mais pourtant se rattachant to@ours d'une ma- 
nigre tr~s pr6cise aux fonetions continues. Nous allons tout de suite montrer 
que le proeddg prdcddent s'applique seulement pour les nombres transfinis de 
la premiere et de la deuxi.~me elasse; cela rdsultera du tMor~me suivant: 

Considdrons l'ensemble E des fonctions apDartenant aux classes marqudes 
~ par un hombre de la premiere ou de la deuxi~me classe de hombres. Si une 

suite de fonctions a_ppartenant ~t l'ensemble E a une limite~ cette fonetion li- 
mite appartient aussi h l'ensemble E. 

La ddmonstration de ce thdor~me rgsulte tr~s simplement du thgor~me 
de M. Cx~TOr: dont j 'ai d@t eu l'occasion de me servir: Une suite d6nom- 
brable de nombres de la premiere ou de la deuxi~me elasse a une limite 
supdrieure, qui est un nombre appartenant b~ l'une de ces m6mes classes. 

Soit: f, (x), f: (x),... f~(x) , . . ,  la suite de fonetions; soient: 

~-I, ~ .~ , ' ' -  ~ n , - . .  

les nombres qui marquent les classes auxquelles elles appartiennent; d'apr~s 
le thdor~me de M. CA~ToR, il existe un nombre fi, de la premibre ou de la 
deuxi~me classe, tel qu'on a, pour toute valeur de n :  

~ < ~ .  

Done, d'apr~s la ddfinition des fonctions de classe fi, la fonction f(x),  limite 
de f,, (x)~ appartient certainement, soit ~ la elasse /3, soit ~ une classe infd- 
rieure; c'est done une fonetion faisant pattie de l'ensemble E. 

Nous sommes ainsi parvenus ~ la d6finition logique d~un ensemble E de 
fonctions qui contient toutes ses fonctions limites, propri6t6 que l'ensemble des 
fonetions continues, par exemple,'ne poss~de pas. Ajoutons que chacune des 
f'onetions qui font partie de l'ensemble E peut ~tre ddfinie par une infinitd 
ddnombrable de conditions (*); en effet, une fonction de premiere classe, par 

(*) Voir  ~'~ ce su je t :  BOREL: Legons sur la th~orie des [onctions, Notes  I e46 I[I.  
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exemple, est d6finie si on eonnalt la suite d6nombrable de fonctions continues 
qui l 'admet pour limite, et ahacune de ces fonetions continues est d6finie au 
moyen d'une infinit6 d6nombrable de conditions. Le th6or~me s'6tend facile- 
ment, par ~'oie de r6currence, h routes les fonctions de E. II r6sulte 6galement 
de 1~ que l'ensemble E a la puissance du continu; on suit d'autre part qua 
'l'ensemble de routes ]as fonctions discontinues a une puissance sup6rieure; on 
voit done que l'ensemble de fonetions E, tout en grant beaucoup plus 6tendu 
que l'ensemble des fonctions continues, ne forme qu'une cat6gorie tr~s parti- 
euli~re par rapport g l'ensemble de routes les fonetions qu'on peut concevoir. 

II serait int6ressant d'arriver b~ d6montrer l'exfstence effective de fonctions 
appurtenant aux diff6rentes classes qua nous avons d6finies logiquement, et de 
caractdriser chacune de ces classes, comme nous sommes parvenus, duns le 
chapitre prdc6dent, ~, earact6riser les fonctions de elasse 1. Les difficult6s de- 
viennent tr6s grt~ndes d6s qu'on aborde l'6tude des fonctions de classe 2; je 
vais exposer les r6snltats obtenus an ce qui coneerne les fonations de cette 
ela~se. 

II. FONCTIORS DE LA DEUXIEME CLASSE. 

66. II me sera utile, pour 6tudier les fonctions de deuxihme classe, 
d'dnoncer quelques remarques au sujet des fonctions de premiere classe; ces 
remarques rdsultent immddiatement des th6or~mes g6n6raux qui nous ont per- 
mis, duns le ctlapitre prdc6dent, de caraet6riser compl~tement ces fonctions. 

Supposons que le segment A B puisse 6tre divis6 en un hombre fini de 
segments sur chaeun desquels la fonction soit de premiere classe; e]le est alors 
de premihre classe sur A B. 

Si l'on suit qu% sur tout segment A' B' intdrieur ~t A B, si voisins que 
soient A' et B' de A et B, ]a fonetion est de premiere classe, elle Pest en- 
core sur A B. 

I1 est bien 6vident que ces 6nonc6s subsistent, si l'on y remplace l'expres- 
sion: fonetion de premiere classe, par celle-ei: fonetion de deuxi~me classe. 

Si une fonetion est de premiSre elasse, on peat changer ses valeurs en 
un nombra fini de points d'une mani~re arbitraire 7 sans qu:elle eesse d'etre 
de premiere elasse; on peat de m~,me modifier d'une mani~re absolument quel- 
aonque les valeurs de ]a fonction aux points d'un ensemble rdductible. 

67. Indiquons maintenant un moyen d'obtenir une aat6gorie 6tendue 
de fonctions de deuxi~me dasse. 
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Partons d'une fonction de premiere classe, et rempla(~ons par des valeurs 
arbitraires les valeurs de cette fonction aux points d'un certain ensemble E 
ddnombrab]e: je dis que la fonction ainsi obtenue est de deuxi~me classe 
au plus. 

Soit en effet f(x) la fonetion primitive, ~?(x) la fonction modifi~e; nous 
supposons que f0(x) ne diff~ce de f(x) qu'aux points A,, A~,... An,. . .  D~- 
finissons une suite de fonctions de ]a mani~re suivante: 

f, (x) = f ( x )  saul  en A, oh f, (x) = ~ (x) 

f . o ( x ) = f ( x )  saufen  At, A, oh f~(x)=~o(x) 
• , • • , • ° • • ° . • ° • . • • . • • . 

f,, (x) = f (x) sauf en Al, A~,. . . ,  A,~ oh fn(x)=~(x) .  

Cbaque fonetion f~ (x) ne diffdrant de f(x) qu'en un hombre tint de point~, 
est de premiere classe, eomme f(x). D'ailleurs il est dvident que fn (x) a pout" 
]imite ~0(x); done ~ (x/ est de la deuxi~me classe. 

Je vats m'oecuper en premier lieu de cette cat6gorie particuli~re de fonc- 
tions~ et je vajs poser de nouvelles d~finitions qui me permettront de donner 
une condition n~ces~aire et suffisante pour qu'une fonction ne diff/~re d'une 
fonction de premiere elasse qu'en un ensemble d6nombr&ble de points. 

68. Consid4rons une fonction quelconque; soit ~./3 une portion de l'in- 
terval[e dans lequel eette fonction est ddfinie; je ddsignerai par Mo(~ ~) et 
n~ (~ f~) les limites sup~rieure et inf~rieure de la fonction dans ~ ft. 

Soit it un hombre quelconque inf6rieur ~ Mo; il existe dans aft un en- 
semble bien d~termin6 de points oh l'on a :  f(x)=~ )., cet ensemble eontenant 
au moins un point; il peut se pr~.senter deux cas: ou bien cet ensemble est 
d(!nombrable (ou tint), et alors ]a m~me chose a lieu pour tousles  hombres 
compris entre ), et Mo; ou bien au contraire cet ensemble est non ddnom- 
brable, et la chose est vraie pour tous les hombres infdrieurs ~ ),. 

Cela suffit pour qu'on soit assurd de l'existenee d'un nombre que je dd- 
signerai par Mi (~ ~), qui s@are les hombres en deux cat@ories de telle ma- 
niSre que : 

si it > M~, l'ensemble des points oh l'on a f (x)  ~_ it (ou f(x) > it) cet 
ddnombrable ; 

si it < M,, l'ensemble des points oh f(x) ~_ "~ (ou f(x) > ;t) n'est pas 
ddnombrable. 

II y a d'ailleurs doute pour : ~  M,. On peut dire que M,(a ~) est la 
limile sul~drieure des hombres it tels que les Toints o~ f (x)~_ it forment un 
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ensemble non ddnombrable, et la limite infdrieure des hombres ~ tels que ces 
points forment un ~nsemble ddnombrable. 

De la m~.me m~nii~re, nous a.ppellerons m, (~/3) la limite infdrleure des 
~wmbres ), tels que les points o~t f ( x ) .~  ~ forment un ensemble non d&,om- 
brable. 

Il r~sulte de ces d6finitions qu'on a certainement: 

i o  (~ ~) _~ M, (~ ~) _~ m, (~. ~) ~_ .~o (~ ~). 

Pour montrer qu'on a : M~ (~ ~) ~- m~ (a/~)~ il suffit de faire voir que tout 
hombre qui est sup6rieur ~t M~ est aussi sup(~rieur h m,; soit donc ) ~  M,; 
l'ensemble des points oh f ( z ) ~  2 est d6noml)rable, d'apr~s ]a ddfinition de M,; 
par suite, l'ensemt)le des points oh f(x)L)~7 qui est le compl6mentaire du 
pr~c~dent~ est non d~nombrable; donc, (t'apr~s la d6finition de m~, on a 
m, ~ ).. 

Faisons une remarque importante. Si E est un ensemble ddnombrable 
quelconque, mais d(!termin4, on peut, pour d~finir M~ (~t3) et m~ ( ~ ) ,  faire 
eompl~tement abstraction des valeurs de la fonction aux points de E ;  cela 
r(!sulte de la propridtd fondamentale qui caractdrise ces hombres. 

Je poserai : 

~, (~ ,~) = M, (,¢ ,~) - -  m, (~ f3), 

et je dirai que M, (~/~)~ m, (~ ~), ~, (a fi), sont respectivement le maximum, 
le minimum, l'oscillation de f(x) dans l'intervalle a/3, quand on ndglige les 
ensembles ddnombrables. 

Si maintenant~ au lieu de consid(~rer un intervalle fini~ nous consid~rons 
un point xo, nous eommencerons par prendre un intervalle autour de ce 
point, soit ( x o -  ,2, Xo-t-~3); prenons, clans cet intervalle, le,~ trois hombres 
que je viens de d6finir, et d~signons-les par M, (~), m~ (~2), co, (~); lorsque 
tend vers 0, ces hombres tendent vers des limites d6termindes, que j 'appelle: 

M, (Xo), m, (xo). , ~, (xo). 

Ces nombres seront dits le maximum~ le minimum, l~oscilla~ion au point :~o, 
en ndgligeaut les ensembles ddnombrables. On a : ~o~ (x,) = M~ (xo) - -  m, (Xo). 

J'4nonce les propri~t~s fondamentales du nombre M~ (Xo): 
12 Si petit que soit ~ suppos~ positif, on peut dgterminer un inter- 

valle (xo - -  ~ xo Jr- ~) dans lequel les points oh f ( x )  ~ M~ (Xo) ~- ~ forment 
un ensemble dgnombrable. 

Annali  di Matematica, Serie III~ tomo III. 10 
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2. ° Si petits que soient ~ et ~', dans l'intervalle (Xo--~, zo-t--~'), les 
points oh f ( x ) >  M~ (Xo)--~ ferment un ensemble non d~!nombrable. 

On aurait des propositions analogues pour m, (Xo) et ~,~(xo); l 'analogie 
des nouveaux nombres avec les quantitds Me, me, COo, est ~vidente; citons 
encore une propri6td qui nous sera utile. 

La fonction M~ (x) est semi-continue supdrieurement. Pour d4montrer cette 
proposition, remarquons d'abord que si un point x se trouve ~ l'intdrieur d'un 
intervalle a/3, on a certainement: 

M, (x) ~_ M, (~./3). 

Cela pos~, si ou consid~re un point xo~ et si on se donne un nombre ~ on 
peut trouver autour de x0 un intervalle ~/3 dans lequel on aura:  

M, (~/3) < M, (Zo) + ~. 

sl x est un point quelconque de cet intervalle, on aura:  

M, (x) < Mi (Xo) + ~, 

ce qui exprime la proposition. 
On volt de mgme que m, (x) est semi-continue inf4rieurement, r,), (x) semi- 

continue sup4rieurement. 
Enfin, des notions en tout point analogues ~ celle que nous venons d'd- 

tabtir peuvent 8tre d6finies, si on part d'un ensemble parfait quelconque G;  
duns un intervalle ~fl contenant des points de cet ensemble, on d4finira les 
quantit~s : 

M, [f (x), G, ~ /3], m, [f(x), G, ~2], ~, [f (z), G, ~ ~], 

puis, en chaque point Zo de G, les quantit6s: 

M, If@), G, xo], m, [f(z), G, Xo], ~o, [f(x), G, xo]. 

69. Consid4rons maintenant une fonction f(x) obtenue en modifiant 
d'une mani~re arbitraire les valeurs d'une fonction de premibre classe ~ @) 
aux points d'un ensemble d4nombrable. D'apr~s les remarques que nous avons 
faites, la fonction ~, relative ~ f (x)  sera en tout point identique ~ ]a fonc- 
tion ~, relative h ~ (x), car on peut, clans la d~finition de ~,, faire abstrac- 
tion des points oh les deux fonctions ne sent pas 4gales, puisque ces points 
ferment un ensemblc d4nombrable. 
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On a done: 

D'ailleurs on a, pour ~ (x): 

~.), I f  (x)] = ~ (~ (x)].  

Comm% par hypoth~se, ~ (x) est de premiere classe, c'est-~-dire d4veloppable 
en sdrie de fonctions continues, elle est poneLuellement discol}tinue~ ce qu'on 
peut exprimer en disant que la fonction ~)o [? (x)] a son minimum nul en tout 
point; la fonetion ~j [~(x)]~ ~gale ou inf4rieure ~ la pr~eddente~ poss~de a 
fortiori la m~me proprigtd; on peut done dire que f(x)est une fonetion telle 
que ~, [f(x)] a son minimum nul en tout point. 

Le raisonnement est valabl% soit quand ~l est relatif au continu, soit 
(tuand o), est relatif '~ un ensemble parfait queleonque. Ainsi on peut dire 
qu% G ~tant un ensemble parfait~ la quantit~ ~ [f(x), G] a son minimum 
nul en tout point de G. 

70. Je me propose de d4montrer la r4eiproque de ee th6or~m% e'est- 
k-dire q u e s i  ~, [f(~x), G] a son minimum nul en tout point de G~ quel que 
soit l'ensemble parfait G, la fonction f(x) peut 5tre obtenue en modifiant les 
valeurs d'une fonetion de premiere classe aux points d'un ensemble d~nom- 
brable. 

Je eommencerai par d6montrer Ie th4or~me suivant: St, en tout point 
d'un intervalle eontinu~ on a: 

~ (~) = 0, 

la fonction f(x) peut s'obtenir en partant d'une certaine fonetion continue, et 
en changeant les valeurs de cette fonction aux points d'un ensemble dgnom- 
brable. 

En effet, on a, d'apr~s l'hypoth~se: 

~, ( x ) =  M, ( x ) -  m, (x) = 0. 

Nous pouvons done poser: 

M, (x) = m, (x) ---- g (x). 

La fonetion g (x), dtant identique ~ M~ (x) et ~ m~ (x)~ se trouve ~tre ~ la fois 
semi-continue supgrieurement et infdrieurement; e'est done une fonetion con- 
tinue. 

Soit ~ un nombre positif; je dis que l'ensemble des points oh l'on a:  

f (x) > g (x) + ~, 
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est d6nombrable. Si en effet cet ensemble n'dtait pas dgnombrable, il y aurait 
au moins un point Xo tel que, dans tout intervalle entourant ee point, Fen- 
semble no serait pas  d~nombrable. On peut ehoisir l'intervalle ( x o -  ~', X o -  ~) 
assez petit, pour qu'on air k son intdrieur: 

g (x) > g (xo) - -~, 

et on aura, dans cet intervalle, et dans tout intervalle plus petit entourant xo 
un ensemble ~wn ddnombrable de points pour lesquels: 

f (x) y.. g (x) + ~ > [ g (xo) - -  ~] 4. % 

e'est-~-dire: 

f (x) > g (x,) 4- -~" 
G 

Par suit% la quantitg Ml (xo) serait au moins dgale ~ g (x0)-1-~, ee qui est 

impossibl% puisqu'elle est identique ~, g (xo). 
Ainsi l'ensemble des points oh l'on a:  

f(x) > g (x) + :,  

est ddnombrable~ quel que soit le nombre positif ~. Il en rgsulte que l'ensemble 
des points o11 l'on a: 

f(x) > g (x), 

qui est limite du prdeddent, lorsqu'on donne k a une suite de valeurs tendant 
vers. O, est aussi &!nombrable. It enes t  dvidemment de m~me pour l'ensemble 
des points oh f (x) < g (x). 

En r~sumd~ les points oh l'on a: 

f(x) > < g (x), 

ferment un ensemble d6nombrable~ ee qui d~montre le thdor~me. 
71. D~montrons maintenant un autre th(!or~me auxitiair% qui sera 

analogue ~ ceux que nous avons dtablis aux § 49, 50 et 51. 
Etant  donnde une fonetion f(x), appelons ), le maximum de o)~ [f(x)] 

dans l'intervalle que l'on eonsid~re. D'apr~s eela~ on a, en chaque point: 

I M,  (x) - -  m~ (x) I _  ~ ~.. 

D'ailleurs on sait que M~ est semi-continue sup6rieurement~ m~ semi-continue 
inf~rieurement; si done nous imaginons la fonetion multiforme d~finie par la 
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condition d'avoir en chaque point deux valeurs, cello de M, et cello de ml~ 
l'oscillation de cette foncfion en chaque point (au sens du § 14) sera pr~ei- 
st!ment dgale ~ ~t. 

On en d6duit, d'apr~s l'extension faite du th~or~me du § 51 aux fonc- 
tions multiformes (§ 52)~ qu'il est possible de ddterminer une fonetion con- 
tinue g(x) telle que, en chaque point, los deux hombres Mj et m, soient 
compris entre g (x) et g (x) ~ )~. 

D'autre part, en faisant un raisonuement, analogue ~ celui que nous ve- 
nons de fairc dans le § pr6eddent~ on voit que l'ensemble des points off 
l~on a : 

f (x) > g (x) + ). + :, 

est ddnombrable~ ainsi que celui des points off: 

f (x) < g (x) - -  :. 

On en conclut que los points oh la condition: 

g (x) ~_ f (.~) ~_ g (x) -~ ~, 
n'est pas remplie, forment un ensemble ddnombrable. Ainsi, ~t part un certain 
eJ,semble ddnombrable E de points~ la fonction f (x) reste comprise entre g (x) 
et g (x) ~- ).. 

J'e ddeomposerai f(x) de la mani~re suivante: Aux points qui ne font 
pas partie de E~ je poserai: 

(x) = g (x) 

(x) = f ( x ) -  g (x). 

Aux points de E je prendrai: 

En tout point, on aura:  

a v e c  

(x) =- f (z)  
(x) = o. 

f (x) = ~ (x) -{-- ~ (x), 

o ~ ( z ) ~ x .  

i~ (x) ne diff~re d'une fonction continue qu'aux point~ d'un ensemble d~nom- 
brable; co sera done une fonction pour laquelle ~o, [?(z)] a son minimum nul 
en tdut point. 
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J 'ai  suppose, dans ee qui precede, que t'on eonsid6rait une fonetion d6- 
finie sur un segment, en y eomprenant les extrSmes. L'extension se fera, 
eomme au § 50, si l'on consid~re seulement les points intdrieurs au segment. 

Enfin, une autre extension, analogue h eelle du § 52, peut se faire, si 
~)n remplaee le eontinu par un ensemble parfait queleonque. On peut ainsi 
r~sumer tousles  r6sultats que nous venons d'obtenir dans l'6nonc6 suivant : 

Si G est un ensemble parfait sur lequel la fonetion f (x) est ddfinie, les 
points extremes pouvant ~tre exeeptds~ et si le maximum de +, [f(x), G, x] 
est ~, on peut poser: 

f (x) = • (x) q- + (z) , 

(x) dtant compris entre 0 et ~, et ~ (x) ne diffdrant d'une fonction continue 
sur G qu'aux points d'un ensemble d&wmbrable. 

72. Supposons maintenant qu'une fonction f(x)remplisse la condition 
suivante: Dans tout ensemble parfait G, la fonetion ~o, [f(x),  G] a son mi- 
nimum nul en tout point. 

Prenons un nombre positif a, et eonsiddrons l'ensemble des points oh 
o), [f(x)] ~ z ;  il s'agit, bien entendu, de ]a fonetion ~ relative au eontinu. 
Soit P e e t  ensemble; P est ferm(i, et d'apr~s l'hypoth~se, est non dense. Soi~ 

/~ un intervalle eontigu b. P ;  en chaque point int6rieur hee t  intervalle, on a: 

~ (x) < : .  

On peut done, dans cet intervalle, poser: 

f (x )  = ~ (x) + ~ (x), 

c~(x) ne diffdrant d'une eertaine fonetion continue g (x) qu'aux points d'un 
ensemble dgnombrable, et ~(x) ~tant compris entre 0 et ~. 

Il reste h d~finir ~, ~, g, aux points de P. Consid~rons P-':; dans un 
intervalle contigu ~ Pt", P forme un ensemble r6duetible; aux points de P 
qui sent int~rieurs ~ cet intervalle, nous posons: 

(x) = g (x) ---- f (x)  

+(~) = 0. 

Dans eet intervalle, la fonetion g est de premiere classe, puisque ses points 
de diseontinuitg ferment un ensemble r~ductible; ¢f ne diff~re toujours de g 
qu'aux points d'un ensemble ddnombrable. 

Soit maintenant P~ i'ensemble des points de p o oh l'on a :  

~, I f (x ) , / ' : ' - ]  ~ :.  
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D'apr~s l'hypoth~se faite sur f(x), P, est non dense par rapport b~ P-'-', et 
dans tout intervalle eontigu h Pt, on a :  

,,~, [f(x), P-'"] < a. 

Nous op6rons la dgcomposition de f e n  ~ ~ ~ aux points de P~-' qui se trou- 
vent dans un tel intervalle; ? sera identique 'k une fonction continue sur cette 
portion de P-(-', que je ddsignerai par g, saul un ensemble d,~nombrable; de 
sorte ques i  nous considdrons ? et g dans tout l'intervalle continu contigu 

Pt (saul les extrg.mes), g est de premiere classe, et ~ n'en cliff, re qu'aux 
points d'un ensemble ddnombrable. 

On voit en r4sum6 qu'en suivant une marehe tout '~ fair analogue b~ eelle 
que nous avons suivie au § 53, on arrive h, mettre f(x) sous la forme sui- 
vante : 

f (x )  = ~o (x) + ~ (~), 

5~,(y.) ne diff~h'ant d'une fonction de premiere classe rto (z) qu'en un ensemble 
d(~nombrable de points, et ~ (x) satisfaisant en tout point h la condition: 

0 _~ + (z) L ~. 

Notl,~ appliquerons ensuite ]a m&ne m~thode h ~(~)~ en remplae;ant q 
G 

par ~ .  II faut montrer d'abord que p (x) satisfait h la condition que nous 

avons supposge ~tre remplie par f (x) ,  c'est-h-dire que ~, [qJ(m), G] a son 
minimum nu] en tout point de G; ce]a rgsulte de ce que p(x) est la diffS- 
rence de deux fonctions./"(x) et ~o(~) pour chaeune desquelles la condition 
est remplie. 

On peut done poser: 

(x) = ~, (x) + ~, (x), 

avec les conditions suivantes: 

0 ~ ,  (.~) ~ ~ 

G 

De plus~ ~f, ne diff~re d'une certaine fonetion de premiere classe g, qu'aux 
points d'un ensemble dgnombrable. On a ggalement pour g,:  
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On rdp~iera la m~me opdration pour ~bi en rempla~ant ~ par ¥ ,  et ainsi 

de suite ind6finiment. On arrive ainsi ~ la formule suivante: 

f(x) ----- .~o (x) + ~, (x) + ~ (x) + . . .  + ~ @) + . . .  

eette s6rie &ant uniform~ment convergent% et chaque fonction ~n (x) ne dif- 
f6rant qu'en un ensemble d6nombrable E ,  d'une fonction de premiere elasse 
g~ (x). 

P o s o n 8  : 

g (x) = go (.~) + g, (x) + g~ (x) + . . .  + g~ (x) + . . .  

Nous avons ]h une s6rie uniform6ment convergente dont les termes sont tous 
des fonetions de premibre elasse; done g (x) est aussi une fonction de pre- 
miere classe. D'autre part, l'ensemble E form4 par la r~union de tous les 
ensembles ddnombrables .E,~ est encore d6nombrable. En tout point qui flap- 
partient pas ~ E, f(x) est identique h g (x). :Nous avons donc d6montrd le 
rdsulta~ annoncd au § 70: ]a fonction f(x) ne diff(~re d'une certaine fonction 
de premiere elasse qu'aux points d'un ensemble d6nombrable. 

73. Dans l'4tude que nous venons de faire, nous avons trouv~ une 
condition suffisante pour qu'une fonction soit de di~uxi~me elasse: e'est que 
~, [f(x), G] ait son minimum nul en tout point de G, quel que soit G sup- 
pos6 parfait. II est bien faerie de montrer que cette condition n'est pas nd- 
eessaire. ,le prendrai l'exemple suivant: 

Dans l'intervalle (0, 1), prenons un ensemble parfait non dense E, ; pour 
fixer les iddes, ce sera l'ensemble type du § 37, d6fini par la formule: 

Ci C~ c n  _ ~  . . . z =  ~ + ~ - ~ + . . .  + ~ _  

le nombre des fractions ~tant fini ou infini, et ehaque nombre c pouvant 
prendre la valeur 0 ou la valeur 2. 

Je formerai ensuite un ensemble E~ de la mani~re suivante: dans ehaque 
intervalle contigu tt E~, je formerai l'ensemble qui, par rapport "~ eet int~r- 
valle, a la mgme situation que E, par rapport ~ l'intervalle (0, 1); l'opdra- 
tion ~tant suppos~e effeetu6e dans tous les intervalles contigus ~ E,, je d& 
signe l'ensemble total par E~. 

Je d~duirai E~ de E: par le mt~me proc6dd, c'est-k-dire que dans tout 
intervalle contou ~ E~, j'introduis un ensemble jouant le mt~me rble par rap- 
port /~ eet intervalle que E, par rapport ~ (0, 1 ~. 
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Je ddfinis ainsi E , ,  E~,... E~, . . .  Chacun de ces ensembles contient les 
prdeddents, et est non dense par rapport au eontinu; mais si nous ddsignons 
par E l'ensemble limite de E~, il est facile de voir que E est dense dans 
route portion du continu; il suffit de s'assurer, par exemple, ctu'en ddsignant 
par ~ le maximum de la longueur des segments rontigus ~t E,,, ~,~ lend 
vers 0 quand n crolt ind6finiment. L'ensemble E est ce que j'ai appeld, au 
§ 59 un ensemble de premiere catdqorie. 

Considdrons alols ]a fonction f (x)  qui a la valeur 1 pour les points de E, 
la vateur 0 aux autres points; je dis que. f@) est de deuxi~me classe. Pour 
eela, je prends f~,(x), d6finie par la condition d't~tre dgale ~t 1 aux points 
de E,,, h 0 aux autres points. It est bien @ident que f~(x) a pour limite 
f (x) ;  d'ailleurs f,, (x) cst une fonetion de premi@e c]asse, ear elle n'a de dis- 
continuitgs que sur l'ensemble parfait E,~, et elle est continue sur cet en- 
semble; donc f(x)  est de la deuxi6me classe. 

D'autre part, si nous appliquons b, cet exemple les ddfinitions que nous 
avons donndes des nombres M~, m,, ,,), (relatifs au continu), nous reconnais- 
sons qu'oa a, en tout point:  

ce qui montre que la condition du num4ro prdeddent n'est pas remplie par 
eette fonction. 

74. ae -eais maintenant indiquer des conditions n6eessaires auxquelles 
satisfont les fonctions de deuxi~me classe; il me faudra pour cela poser de 
nouvelles ddfinitions. 

Je rappelle qu'au § 59 j 'ai appel~ ensemble de premiere catdgorie tout 
ensemble formg par la rdunion d'une infinitg d4nombrable d'ensembles non 
denses. Considdrons maintenant une fonction f (x)  ddfinie dans l'intervalle ~./3. 
Il existe un nombre M~ (~fi) qui est la limite infdrieure des hombres ). tels 
que les points o~t f ( x ) > ) ,  forment un ensemble de premiere catdgorie, et ce 
nombre est en m6me temps la limite supdrieure des nombres "~ tels que les 
points oi~ f(x) > ). forment un ensemble de deuxi~me catdgorie. 

De m6me, il existe un nombre m, (~ ~) tel que, suivant qu'on a ). > m~ 
ou ? .<m~,  Its points oh f ( x ) < ) ,  forment un ensemble de deuxi~me ou de 
premibre cat@orie. 

Comme pour la ddfinition de M~ (~ ~) Ct de rn~ (~/3), il est indiffdrent de 
mettre f ( x , ) ~  ~, ou f(z)<),. 

Annal i  di Matematica,  Ser ie  II[, tomo IH. l I  
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On a d'ailleurs: 

Mo (o~ fl) ~ M, (~. ~3) ~-  M, (~/3) ~ ,n2 (~/3) ~_~ m,, (~ 3) z~ mo (~/3). 

Je me eontente de d6montrer l'indgalit6: 

M~ (• 8) ~ m~ (~. •). 

Elle r6sulte de ce que, si on a :  ) , > M ~ ,  l'ensemble des points oh f ( x ) ~ ) ,  
giant de premiere cat6gorie, l'ensemb]e comp]dmentaire, en ehaque point du- 
quel on a :  f @ ) < 2 ,  se trouve Ore de deuxi~me cat@orie; on a done aussi 
)~__m~. 

Si on consid~re un point Xo, nous appellerons M~ (xo) et m, (Xo) les li- 
mites vers lesquelles tendent respectivement M2 (~ fl) et m2 (~. fl) si on prend 
pour ~/3 l'intervalle (Xo-  3, xo + 3) et si l'on fait tendre 3 vers 0. 

Posons enfin : 

~, (zo) = at: ( ~ o ) -  ,.~ (Xo). 

Nous pourrons dire que les nombres M~ m~, o).~ consid6rds, soit dans un in- 
terva]le a 3, soit en un point Xo, reprdsentent le maximum, le minimum, l'os- 
ci]]ation de f (x) quand on ndglige les ensembles de pre~i&e catdcjorie ; il 
est dvident que si E est un ensemble de premi@e cat6gorie, on peut~ pout- 
ddfinir ces nombres, faire compl~tement abstraction des valeurs de la fonetion 
aux points de E. 

Enfin on prouvera ais6ment~ comme au § 68, que M~ (x) et ~o~(x) sont 
semi-continues sup6rieurement, m, (x) semi-continue infdrieurement. 

75. Supposons ~t present qu'on air une suite de fonctions de premiere 
elasse : 

v, (z),  > (z ) , . . .  ~, (x),. . .  

ayant une fonetion limite ~(x). ae vats dgfinir une fonction f(x,  y) de la 
mani@e suivante: je prends d'abord une suite dderoissante de quantit6s po- 
sitives et tendant vers 0 :  y,, y~,.., y,, , . . ,  et je pose: 

f ~.x, y.) = ~. (z) 

f (x, o) = ~ (x). 

Sur ehaque parall~le h 0 y,  x-~-Xo, la fonetion se trouve ddfinie en des points 
qui ont pour limite le point y-----0; pour la d6finir aux autres points, entre 
(xo, yn) et (Xo, y~+,) par exemple, je conviens de raeeorder lin6airemen~ les 
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valeurs en ces deux points, c'est-h-dire que je pose: 

_-- . v n - y  f ( x o ,  f(zo, y) f(xo, yn). (1) 

C'est le procgd6 que j 'ai d6j~ employd au § 20; on reconnaft que la fonction 
ainsi dSfinie est, en tout point de x-----xo~ continue par rapport h y. 

Si maintenant on consid~re une droite parall~le ~ 0 x, et d'ordonnde po- 
sitive, la fonction~ consid4rge sur cette dl'oite comme fonction de x~ est de 
premiere c]asse; cela a lieu, d'apr~s les hypotheses, sur les droites y ~-yn,  
et aussi suv tes autres droites parall~les h 0 x (saul y ~ 0), o~ f (x ,  y) est, 
d'apr~s la formute (1)~ une combinaison lin~aire de fonctions de premiere 
classe. 

Rappelons un rdsultat obtenu au chapitre I I :  si on consid~re la suite de 
fonctions : 

(x), (x),... % (x),..., 

l'ensemble P des points en chacun desquels une au moins des fonctions est 
discontinue, est un ensemble de premiere cat(~gorie; en chaque point de l'en- 
semble compl~mentaire E - -  P (E reprdsentant le continu), routes les fonctions 
sont continues par rapport ~ x. Soit A (Xo) un point quelconclue de cet en- 
semble E - - P ;  je dis qu% quel que soit y, pourvu qu'il soit positif~ f(xo~ y) 
est continue au point (x,~ y) par rapport h x. Cela a lieu~ d'apr~s l'hypo- 
th~se~ quand y fair partie de ]a.suite : y~, y~,.., yn~...; par suite, cela a lieu 
aux autres points de la droite x~-xo~ en vertu de la formule (1). 

Mon but est done d'6tudier la fonction: ? ( x ) =  f(x~ 0)7 sachant que f(x,  y) 
est en tout point continue par rapport ~ y~ que, pour y o ~ 0 ,  f(x~ yo) est 
de premiere classe par rapport ~ x, et que, pour toute valeur xo qui n'ap- 
partient pas h u n  certain ensemble de premiere cat6gorie P, f(x, y) est con- 
tinue par rapport ~ x au point (xo~ y) si y est positff. 

76. Prenons sur 0x  un point quelconque Ao(xo)~ et eonsid6rons la 
droite x = x o .  La fonetion est continue sur cette droite; si donc on se donne 
un nombre positif % il existe un segment Ao Bo (fig. 13) de longueur ~ qui 
poss~de la double propri6t6 suivante: dans AoBo~ l'oseillation de la fonction 
est a; dans un segment d o B~ de longueur sup6rieure ~t a~ l'oseillation est su- 
p6rieure ~ a. La quantit6 a~ est ainsi une fonction parfaitement d6termin6e 
de x, qui a en chaque point une valeur positive. 

Je vats d6montrer ques i  Ao (Xo) est un point de E - - P ~  g~ (x) est~ en 
ce point, semi-continue sup6rieurement par rapport ~ ~c; la d6monstration est 
tout h fair analogue ~ eelle du § 23. 
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Je prends : 
Ao B, = ~(Xo) + ~. 

Dans le segment Ao B~, l'oseillation est un nombre supdrieur h ~; soit : - t - k .  
Si je prends k, < k ,  je peux trouver, entre A et B, ,  deux points P e t  Q 
tels que : 

I f ( P ) - -  f ( O ) ~ > ~ - t - / , ' , .  

Comme~ en ehacun des deux points P e t  Q~ il y a eontinuit6 par rapport 
x,  on peut d6terminer deux segments P '  P "  et 0'  Q", parall~les h 0x, 

B r ~ 

, 

.pi P 

~t Ao 
Fig'. 13. 

f) f~" 

Bo 

ayant pour milieux P et Q7 de mgme longueur 2 ~2, tels que, si P~ et Q, sont 
deux points queleonques pris respeetivement sur ces segments~ on a :  

I f ( P , )  - -  f ( e ) l  < k__, 
2 

I f ( O , )  - -  f(Q) [ < k, 

Des trois in~galitds derites on d6duit: 

I f(e ) - f ( Q , )  I > 

P, et Q, ~tant deux points queleonques pris~ le premier sur P '  P" ,  le second 
sur Q' Q". 

Si alors on prend un point A (x) d'abscisse comprise entre xo - -~  et 
xo n t- 3~ et si on eonsid~re le segment A B' eorrespondant ~ A e t  de longueur 
~.~(Xo)-~. e, on voit que dans ee segment l'oscillation est :> ~-~ puisquhl ren- 



de variables rdelles. 85 

ferme un couple de points P, et Q,. Donc, toutes les lois que: 

Xo - -  ~ < x < Xo + ~, 
o n  a :  

~o (z) < ~o (Xo) + ~, 

ce qui exprime la propridt6 que je voulais dtablir. 
Considdrons maintenant la fonction m~ relative h ~ ,  c'est-~t-dire ]e mi- 

nimum de ~ lorsqu'on ne'glige les ensembles de premiere cate'gorie. Je dis 
que m ~ ( ~ ) n e  peut pas 6ire nul pour tous les points d'un intervalle con- 
tinu A B. Supposons pour un instant que cela air lieu, c'est-~t-dire que, clans 
route portion de l'intervalle, et si petit que soit ~, les points oh ~ < ~  for- 
merit un ensemble de deuxi~me eat6gorie; cet ensemble a eertainement des 
points communs avec E - - P  (§ 59); done, duns toute portion de E - - t ~  et 
si petit que soit ~, ou peut trouver un point de E - - P  oh l'on a :  ~ < ~ ;  
et comme, en tout point de E ~  P, ~ est semi-continue sup6rieurement, il 
y a, autour de ce point, un intervalle oh l'on a partout: 

~ < 2 ~ .  

Ainsi, dans toute portion de A B, et si petit que soit ~, il y a un intervalle 
en tout point duquel on a: 

~ < 2 ~ .  

On en ddduit ?existence d'un point oh ~ = 0: ce qui montre que l'hypothi~se 
est inadmissible. 

En r6sum6, m~ (~) ne pouvant ~tre nul pour tousles  points d'un inter- 
valle continu, les points oh m~ (~) est nul torment un ensemble non dense. 
Autrement dit, duns tout intervalle il existe un autre intervalle (A B) tel que 
l'on a: 

m~ [~,,, A B] > 0. 

On peut aussi conclure de 1~ qu'il existe duns tout intervalle un point x oil 
m~ [~., x] est positif, quel que soit a. 

Soit A B un intervalle tel que m~ [~,, A B] soit positif; prenons un nom- 
bre positif 7 infdrieur ~ ee nombre. Les points de A B oh l'on a :  

~, < 7, 

torment uu ensemble de premiere cat6gorie Q. TraQons (fig. 14) le rectangle 
A B A' B' qui a pout" base A B e t  dont la hauteur est 7. Si M est un point 
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de A B n'appartenant pas h Q, on a en ee point: 

a* ~ -  7" 

Par suite, dans le segment M M '  parall~le ~ 0 y et qui joint les deux bases 
du rectangle A B B' A', l'oscillation est _~ z. 

Soit R l'ensemble form6 par la r6union de P et de Q, P d4signant tou- 
jours, comme plus haut, l'ensemble des points Xo tels que, sur les points de 
x----Xo, il y a eontinuit4 par rapport ~ x. L'ensemble E - - R  poss~de h la 
fois les propridtgs de E - -  P et de E ~  Q; c'est-~-dire que si M appartient 

E - - R ,  l'oseillation sur M M' est ~ ~, et en tout point de M M' distinct 
de M, il y a continuitg par rapport ~ x. 

A I .M / B ' 

p '  p~ p p,~ pJl 

F ig .  14. 

Je dis que, si M (xo) est un point de A B appartenant k E - - R ,  l'oseil- 
lation de la fonction en ee point par rapport aux points de E - - R  est ~ 2 ~. 
En effet, donnons-nous un hombre positif ~; prenons sur M M'  un point quel- 
eonque P(xo,  yo); nous pouvons d~terminer un nombre ~ assez petit pour 
que, sur le segment P '  P "  (xo --/~ ~ x / "  Xo ~ f3, y ----- yo), l'oseillation soit 
~ .  Si M, et Ms sont deux points de A B appartenant ~ E - - R  et pris 
dans l'intervalle xo -- fl ~ x ~ x + f~, et si P, et P.~ sont les projections de 
ees points sur P '  P" ,  on a: 

I f ( M,) -- f ( P,) l ~ ~, 

i f ( M , )  - -  f ( R )  l ~-- ~, 

t f ( P , ) - -  f(P~) I <~, 
d'oh l'on ddduit: 

i f ( M , ) -  f(M~) J < 2 ~ ÷ ~, 

ce qui ddmontre qu'au point M, quand on ne eonsid~re que les points de 
E -- R, l'oseillation est ~ 2 z. 

D'ailleurs R est un ensemble de premii~re categoric ; si done on eonsid~re 
tousles points du continu E, et si en ehaque point on ddfinit ~ [~ (x)], cette 
quantit6 sera ~ 2 z. 
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Ainsi~ dans route portion de l'intervalle consid6rg, et si petit que soit ~, 
il y a u n  intervalle en ehaque point duquel on a: ~, ~ 2 ~-. I1 en rgsulte que, 
dans toute portion de l'intervalle, il existe des points oh l'on a: ~------0. Au- 
trement dit, si une fonction ~ (x) est de deuxie'me classe, la fonction r,,., [~ (x)] 
a son minimu~ nul en tout 'point. 

77. On peut refaire une tll(~orie analogue ~t celle que je viens d'exposer 
en partant d'un ensemble parfait queleonque G, qui jouera ]e rble du eontinu 
dans ]es considerations qui pr6c~dent. Nous d6finirons, dans tout intervalle ~/3 
eontenan~ des points de G~ et en chaque point de G, les nombres: 

M,[?(x) ,  G, a#],  M~[?(x), e ,  xo], ere . . . .  

Par exemple, M~ [~0 (x), G~ ~/3] sera la limite sup6rieure des hombres ). tels 
que les points de G situ~s dans l'intervalle e fl oh l'on a: f ( x ) :>  ),, forment 
un ensemble de deuxi~me eai6gorie par rapport ~ G. 

Les raisonnements du numSro pr6e6dent s'appliquent quand on remplace 
le continu par un ensemble parfait G; on en d~duit l'6none6 suivant: 

Si une fonction est de deuxi~.me classe, et si on co~zsid#.re un ensemble 
parfait quelconque G~ la fonction, a.~ [~ (x), G] a son minimum nul eu tout 
point de G. 

Nous avons ainsi obtenu des conditions ngcessaires; mats il semble dif- 
fieile d'obtenir des conditions suffisantes. Je bornerai done ici l'6tude des 
fonetions de deuxi~me elasse. 

C H A P I T R E  IV. 

Fonctions de plusieurs variables. 

78. Au sujet des fonetions de plusieurs variables~ il se pose des ques- 
tions tout h fait analogues ~ celles dont nous nous sommes occupgs relative- 
ment aux fonctions d'une seule variable. En partieulier, ]es notions indiqu~es 
au commencement du chapitre III sur les fonctions des diff~rentes classes~ 
s'app]iquent mot pour mot, si ]'on eonsid~re des fonetions de n variables. 
Nous appellerons classe 0 l'ensemble des fonetions continues, elasse 1 ]'ensem- 
ble des fonctions discontinues qui peuvent gtre eonsid~r6es eomm6 limites de 
fonetions continues, etc . . . .  II y aurait, eomme pour le cas d'une seule varia- 
ble, '~ ~tudier les fonetions de ees diff6rentes classes, en eommen(~ant par eelles 
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de classe 1. On eon(~oit tout de suite que cette dtude serait plus dii~eile que 
l'dtude des fonetions d'une seule variable; supposons, pour prendre le premier 
probl~me qui se pose, qu'on eherche la condition ndcessaire et suffisante pour 
qu'une fonction f(x,  y) soit la limite d'une suite de fonetions f,(x, y), 
f~(x, y ) , . . ,  fn(x, y)~. . . ,  dont chacune soit continue par rap'port ~t ]'ensem- 
ble (x, y); les r~sultats que nous a,cons ddmontrds dans le chapitre I[ nous 
donneront bien ais6ment des conditions ndcessaires, mais si nous cherchons des 
conditions suffisantes, nous serous amen6s ~ considdrer des ensembles parfaits 
de points dans le plan; or, il est plus difficile de raisonner sur ces ensembles 
que sur les ensembles parfaits lingaires. On peut dire que la tb~iorie de ces 
derniers est complete: tous les points qui ne font pas partie de l'ensemble 
sont constituds par les points int6rieurs ~ une infinit~ d'inter,calles parfaitement 
ddterminds, qui sont les inter,calles contigus ~ l'ensemble. Dans le eas du plan, 
les choses sont loin de se p%senter d'une mani~re aussi nette; il faudrait 
done en premier lieu ehereher ¢e qui, clans le plan, remplacera la notion 
d'intervalle contigu ~ l'ensemble. Dans tous]es eas, il faudrait faire, i~ un 
point de -cue en quelque sorte g~om6trique, une dtude de l'ensemble parfait 

deux dimensions le plus g(!n~ral; c'est seulement alors qu'on pourrait aborder 
le probl~me relatif aux fonctions. 

En ee qui eoncerne les fonetions de plusieurs variables en g~n~ral, je me 
bornerai done ~ ces indications; je vais, dans ce chapitre, donner quelques 
r~sultats sur les fonetions de plusieurs variables continues par rapport ~t cha- 
eune d'elles. 

I ,  FO:N'CTIONS DE DEUX VARIABLES, CONTINUES PAR R.~.PPORT A. CHACUNE D'ELLES. 

79..:Nous avons ddj~ obtenu, dans le chapitre I[, des %sultats impor- 
rants sur les fonctions de deux ,cariables, continues par rapport ~t chacune 
d'elles; je me propose de completer ces r~sultats. 

Soit f(x, y) une relic fonction; nous avons reconnu (§ 25) que l'ensemble 
des points oh l'oscillation par rapport b. (x, y) est ~ z est nn ensemble qui 
n'est dense nulte part par rapport au continu, et qui n'est dense non plus 
par rapport h aueune portion de la courbe: y ~ (x), ~ (x) dtant nne fonction 
continue. Posons-nous maintenant la question suivante: soit un rectangle pa- 
rall~le aux axes: 

~ x ~ ,  7 ~ y ~ .  
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Parmi les segments parall~les ~ 0 y et eontenus dans ce rectangle, c'est-h-dire 
parmi les segments: 

x-~-Xo, 7 ~ y ~ o ,  

en supposant xo compris entre a e t  /3, consid6rons eeux qui contiennent un 
point oh l'oscillation eat ~-% et prenons leurs points d'intersection avec 0 x; 
cea points peuvent-fis former sur 0 x un ensemble dense par rapport au con- 
tinu? En d'autres termes~ les segments en question peuvent-ils former un fais- 
ceau dense par rapport au faiaceau de tous les segments parall~les h 0 y ?  
C'est la question que je me propose de traiter, et qui m'am~ne tout natu- 
rellement k de nouvetles 6tudes stir la th6orie des ensembles. 

80. Supposons que, dana le rectangle: 

il existe un ensemble de points E rgparti de telle mani~re que, entre deux 
droites parallgles h 0 y: x -~  a, x = b, (supposdes limit~es aux bases du rec- 
tangle), il existe toujours une droite x ~ c contenant un point de E ;  je sup- 
pose de plus que E est fermi. 

Remarquons d'abord que cea deux conditions entralnent la suivante: Sur 
route parall~le ~ 0y ,  il y a au moins un point de E. Cela r6sulte du tb~o- 
r~me suivant: 

Si une droite x = a est limite d'une suite de droites x = a , ,  x ~ - a , ~ . . . ,  
x-- - -an. . . ,  dont chacune contient un point de E, suppos6 ferm6, elle contient 
un point de E au moins. Soit en effet P Q (x ----- a, 7 ~ Y - /~ )  le segment li- 
mite de la suite de segmenls Pt Q,, P2 Q~,... P,, Q,, [x = a~, 7 L y L ~] , . . . ;  
chaeun de ces segments contient un point de E au moins. Partageons tous 

ces segments en deux par la droite Rl R..~.,. R, , , . . .  R~ d'ordonn~e y ----- i~ 

Je dis qu'un au moths des deux segments P R, R Q, a la propri6t6 que nous 
supposons appartenir ~ P Q; en effet, ou bien~ parmi les segments P , R , ,  
P, R ~ . . .  P , ,R ,~ . . . ,  il y en a une infinit6 contenant des points de E et ad- 
mettant P R comme limite, ou bien la chose a lieu pour R Q i car si la pro- 
pri~t~ n'avait lieu ni pour P R ,  ni pour R Q, elle n'aurait  pas lieu non 
plus pour le segment total P Q. Supposons par exemple que P R poss~de la 
propri4t6 i on divisera P /~  en deux segments~ dont un au moths la poss~der,% 
et ainsi de suite ind~finiment. On arrive ainsi ~ la dgmonstration de l'exis- 
tence d'un point M(yo) de P Q, qui poss~de la propridtd suivante: si petit 
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que soit e, le segment: 

x----a, yo --  S ~_ y L yo d- ~, 

est la liinite d'une suite de segments: 

x=a'n ,  y o - - ~ X ~ y o - + - ~ ,  ( n = = l ,  2, 3,...), 

dont chacun eontient au moins un point de E. Le point M est done un point- 
limite de E, et par suite fair partie de E. 

Nous pouvons t!noneer le r~sultat sous une autre forme: Si E est ferm(, 
et si on projette cet ensemble sur une droite~ l'ensemble projetd est fermd. 

A A-i B~ 

C1 Dj :E 

C 

,B 

'D 
Fig. 15. 

81. Cette remarque ~tant faite, reprenons l'ensemble E, suppos(i ferm6, 
et %parti sur routes les parall~]es h 0 y  dans ]e rectangle A B CD (fig. 15): 

~ _ x L ~ ,  7 ~ y ~ .  
Tr.q~ons la droiie E F:  

-,. -~- ~ 
Y =  2 

Je dis qu'il existe certainement un rectangle parall~le aux axes~ ayant pour 
bases des portions de A B e t  de E F, ou de E F et de C D ,  tel que~ sur 
ehaque segment parall~le ~ 0 y joignant ]es bases de ce rectangle~ il y a au 
moths un point de E. 

Si en effet cela n'~tait pas, c'est que, en projetant sur A B (parall~le- 
ment h 0y)  les points de l'ensemble E contenus dans le rectangle A B F E ,  
ou ceux qui sont contenus dans E F C D, on aurait chaque fois un ensemble 
non dense; on en d6duirait que, dans le rectangle total A B C D, il n'y" au- 
rait qu'un ensemble non dense de parall~les h 0 y portant des points de E, 
ee qui serait contraire ~ l'hypoth~se. 
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Il existe done certainement un rectangle tel que A, B, C, D, (fig. 15), 
qui se trouve dans les m6mes conditions que le rectangle primitif A B C D: 
l'ensemble E est rdparti sur routes les parallb]es ~ 0 y eontenues dans ce 
rectangle; de plus~ la hauteur de ce nouveau rectangle est la moitid de celle 
du rectangle primitif. Je ddsigne par ~,, f~,, 7,, 3, les eoordonne!es qui 
jouent le m~me rble par rapport h Al Bl C, Dl que ~ fl, 77 3, par rapport 
A B C D~ de sorte que A, Bl C~ DI peut ~tre reprdsentd par: 

et l'on a: 

~ J - - T t  ~ 2 

Par ]e m6me raisonnement~ on volt qu'Jl existe dans A~ B, C,D, un 
rectangle A~ B~ C~ D~ : 

possddant les m~mcs propri6lds que A B C D et A, B~ C, D,~ et tel que: 
3 - - . i .  

En rdpdtant ind(~finiment l'opdration, on obtient une suite de rectangles dont 
chacun cst contenu dans celui qui le prdcbde; de plus, on peut s'assujettir 

prendre toujours : 

les indgalit6s excluant les dgalitds. Dans ces conditions~ il cxiste au moths 
un point P(Xo: yo) ,~ppartenant ~ E: et tel qu'on % quel que soit n:  

~ < x o < ~ n ,  7 ~ - - ~ Y o ~ .  

Ce point poss~de la propridtd suivante : Si on prend une aire quelco~que con- 
tenant P h son int&'ieur, si.petite qu'elle soit~ on peut trouver dans cette 
aire un rectangle de c6tds parall~les aux axes, dans lequel l'ensemble E est 
rdparti sur toutes les parall~les ~ 0 y, P dtant contenu dans ce reetangle~ 
mais ne se trouvant pas sur l'un des c6tds parall~le s ~ 0 y. 

Si nous reprenons ]e rectangle A B C D, et si nous considdrons deux 
parallbles quelconques ~ 0 y~ le raisonnement s'applique aussi bien ~ la por- 
tion de A B CD limitde par ces deux droites qu'au rectangle total; il existe 
done, entre ces deux droites~ un point de m~me nature que le point dont je 
viens de ddmontrer l'existence; je dirai qu'un point est un point P s'il pos- 
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s~de la propri~t~ fondamentale que je viens d'~noncer. :Nous pouvons dire 
alors que l'ensemble des parall~les ~ 0 y qui portent des points P e s t  un en- 
semble dense. 

Je vais montrer que l'ensemble des points P est un ensemble dense en 
hd-m~me, c'est-~.-dire qu'un point P ne pent pas 6tre isold. Supposons pour un 
instant qu'il puisse exister un point Po (xo, yo) isold; je peux alors ddterminer 
uu rectangle A B C D  (fig. 16) eontenant f~ ~ son intdrieur et no contenant 
pas d'autre point P. Soit: 

A ff :E B 

~3 Jt F D 
FIg. 16. 

ce rectangle. On a:  

Menons la droite G H :  
X ~ - X o ~ ¢ .  

Le rectangle A C G H n e  contient, par hypothb~se, aucun point/) ;  done, entre 
A C et GH,  il ne pout y avoir qu'un ensemble non dense do segments pa- 
rall~les ~ 0y  portant des points de l'ensemb]e E. Ce raisonnement s'appli- 
que, si petit que soit ~, de sorte que, darts le rectangle A C E F ,  l'ensemble 
des segments qui portent des points de E est non dense; cela est encore vrai 
pout' le rectangle E F B D ,  et par suite pour le rectangle A B CD. Done le 
point Po no peut pas possdder la propridtd caract4ristique des points P, 
puisqu'il y a des valeurs x' de x aussi voisines qu'on veut de xo et telles que 
x----x' ne conJient aucun point do E. L'hypoth~se faite sur Po est dc~nc 
inadmissible: Po n'est pas un point iso]6. 

En appelant G l'ensemble des points P,  on voit done que G, qui est 
contenu dans L~ est un ensemble dense en hal-maline; l'ensemble G', ddrivd 
de G, est aussi contenu dans E, et c'est un ensemble parfait;  de plus, il 
est, dans le rectangle donnd, r@arti sur routes les parall~les ~t 0 y. 
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Voici maintenant la consgquenee que je d6duis de la propri~,t6 essentielle 
des points P. Supposons que, en chaque point M de E, on construise le seg- 
ment parallb.le 5, 0y ,  ayant ce point pour milieu, et de longueur 2 h; con- 
sid6rons l'ensemble de tousles points qui se trouvent appartenir aux segments 
ainsi construits; prenons un point P(xo~ y~); je dis qu% si petit que soit h, 
il existe une aire contenant P 5, son int6rieur, et dent tous les points appar- 
tiennent ~ Pensemble pr6c6dent. En effet, tra~ons les droites: 

y~--yo 4- h 
2 

D'apr~s la propridt6 de P, il existe certainement un rectangle R ayant pour 
bases des portions de ces droites~ eomprenant /) entre ses ebt6s parall?~les 
5, 0 y, et tel que l'ensemble E est r6parti sur tous les segments parall?~les 
h. 0 y contenus darts R. Si, par chaque point (.'c~ y,) de E contenu dans R, 
on mhne ]e segment de longueur 2 h qui a c e  point pout" milieu, ce segment: 

x = z , ,  y , - - h ~ y ~ y , q - - h ,  

contiendra tout ]e segment: 
h h 

~ - y ~ y o + - ~ .  x = x~ Yo 2 ~ - -  

On pourra done affirmer que tout point du rectangle R appartient 5, un seg- 
ment de longueur 2 h ayant pour milieu un point de E. 

82. Considdrons maintenant une fonction f ( x ,  y) continue par rapport 
'~ chacune des variables; reprenons la fonction ~.,(x, y) d6finie au chapitre I I :  
c'est la demi-longueur du plus grand segment parallt~le ~t 0 y e t  de milieu 
A (x, y), dans lequel l'osci]lation est dga]e 5, ~. 

Nous savons que ~., est une fonction positive et semi-continue sup6- 
rieurement; si on considhre un ensemble parfait quelconque/'~'~ je dis qu'il est 
impossible que, en tout point de E, ~, air son minimum nul par rapport 5, E. 
La d6monstration a d~js, 6t6 faite au chapitre I (§ 12)~ quand on consid~re 
une fonction de n variables qui peuvent prendre routes les valeurs comprises 
entre certaines ]imites; je l'ai 6tendue ensuite, au chapitre II  (§ 28)~ au cas 
oh la fonction est seulement d6finie aux points d'un ensemble parfait lindaire. 
D'une manigre plus g6n6rale, le th6or~me est vrai si la fonction est d6finie 
sur un ensemble parfait absolument queleonque, dans un domaine 5, n dimen- 
sions; il suffit, pour le volt, de reprendre avec quelques modifications de d6- 
tail, la d6monstration donnge au § 28; j 'admettrai done ce rdsultat. 
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83. Cela pos6, considdrons la fi)ncfion f (x ,  y) dans un certain rectan- 
gle A B C D parall~le aux axes~ et adme~tons pour un instant que l'ensem- 
ble E des points oh l'oscillation est ~-~ puisse ~tre r@arti darts ce rectangle 
sur toutes les parall~les b~ 0 y. 

L'ensemble E est essentiellement term6; par le procddd du § 81 je dd- 
duis de E un ensemble G, dont ehaque point P possbde la propridtd 6tudide 
darts ce paragraphe; j 'ai fait remarquer de plus que G' est parfait~ et rdparti 
sur toutes les parallbles it 0 y. I1 est done impossible que , :  ~ consid(!r6e comme 
fonetion ddfinie sur G'~ ait~ en tout point de G'~ son minimum nul par rap- 
port it G'. I1 est dgalement impossible que ce minimum de v.~ par rapport it 
G' soit nul en tous les points de G~ car alors il serait nul en tout point 
de G'. II e~iste done cerlainement des points de G en chacun desquels ~ a 
son minimum par rapport & G' positif. 

Je dis qu% en un point P de G oh v., a son minimum positif par rap- 
port h G'~ l'oscillation de la fonetion par rapport it (x, Yl est ~ 2 ~. En ef- 
fet~ prenons un nombre positif h inf6rieur it ce minimum. D'aprbs ee que nous 
venons de voir au § 81~ si par ehaque point de G' on m~ne le segment pa- 
rall~le it 0 y e t  de longueur 2 h qui a ee point pour milieu~ il existe un rec- 
tangle contenant P it son int6rieur~ et dont tout point fait partie d'un de ces 
segments; par suite, sur chaque segment parallble it 0 y  contenu dans ce 
rectangle, l'oscillation est ~ - .  On en ddduit~ en raisonnant comme au § 24~ 
qu'au point P l'oscillation par rapport it (x~ y) est ~ 2 z. Nous dirons: sous 

une autre forme: Si~ en un point P~ l'oseillation est :~ % et si l'on a or' < ~-, 

]a fonctiou ,~, a en P son minimum nul par rappor~ it G'. 
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que l'hypoth~se faite 

plus haut aboutit it une contradiction: l'ensemble E des points oh ~ ~ ~ se- 
rait r6parLi sur routes les parall~les it 0 y dans A B C D. I1 en rdsulterait que 
~o, aurait son minimum nul en tousles points de G; nous avons vu que cela 
esL impossible. 

En rdsum6, il est dtabli que~ darts tout rectangle tel que A B C D, Pen- 
semble des parallbles it 0 y portant des points oh co ~ a~ est un ensemble non 
dense. La conclusion de cette dtude est done le thdor~me suivant: 

Si f (x~ y) est une fonction continue par ~'apport ~t chacune des variables, 
l'ensemble des Toints o~t i'on a: co [f(x,  y)] ~ ~, se projette sur chacun des 
deux axes; parall~/ement h l'autr G suivant un e~zsemble no~ dense. 

84. J'indique maintenant une autre propridtd des fonctior~ sdpar6ment 
continues par rapport it x et y~ propri~tg qui a ~t6 remarqude par M. VOLTEar¢~ 
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Si on consid~re un point A (xo, yo), et si on se donne un nombre ,, on 
peut, dans tout cercle de centre A, trouver un autre cercle en tout point du- 
quel on a: 

t f ( x ,  y.) - -  f ( x 0 ,  yo) l < ~. (1) 

En effet, nous pou-~ons prendre, sur 0 x par exemple, et k partir de A, 
tin segment A B ~ontenu tout entier dans le cercle donn6, et dans lequel 

l'oscillation sera infdrieure ~ ~ .  Dans le segment A B, il existe des points oh 

la fonction est continue par rapport h l'ensemble (x, y); prenons l'un de ces 
points; nous pourrons trouver un cercle C ayant pour centre ce point, et dans 

$ 
lequel l'oseillation sera infdrieure h ~ .  I1 est 6vident qa'en tout point du 

cercle C, l'in6galit6 (1) a lieu. 
Remarquons la diff6rence qui se -pr(~s~nte entre les points de continuiI6 

et les points de discontinuit6: si en A ]a fonction est continue, on peut tou- 
jours choisir pour cercle C un ccrcle contenant A; au contraire, s'il y a unc 
discontinuit6 cn A, iorsque s est sut~samment petit, on est oblig6 de prendre 
pour cercle C un cerc]e ne contenant pas A. 

I I .  FOI~OTIO~S DE TROIS VARIABLES. 

85. Etudions maintenant le cas d'une fonction de trois variables x, y, z, 
qu'on suppose, en chaque point, continue par rapport h chacune d'elles. 

Soit f (x ,  y, z) une telle fonction; soit Ao un point (x0, yo, zo); je con- 
sid~re une portion de surface S passant par Ao, et repr6sentable par une 
6quation de la forme: 

x = ~ (y ,  z) ,  
avec la condition: 

:~o = ~ (yo ,  Zo). 

Soit, en chaque point A (~, y, z ~, ~..(x, y, z) la demi-longueur du plus 
grand segment. B C parallhle h 0 x  et de milieu .47 dans lequel l'oscillation 
est ~ ~; je vats 6tudier cette fonction a. @, y, z), consid~rde comme fonction 
sur la surface S. 

Soit (fig. 17): 
B. Ao-~=- AoCo-=C,.(Xo, yo, zo). 
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Prenons, ~ dtant un nombre positif quelconque: 
$ 

B'o A o = Ao C'o = (Zo, yo, zo) ÷ 

Dans le segment B'o C'o, l'oseillation est un 'nombre supdrieur ~ o, soit a + k; 
si je prends: k ' <  k, il existe entre B'o et C'o deux points Po et Oo tels que: 

I f(Po) --  f(Qo) I > ~ -1- k'. 

Je vals considdrer des points de S voisins de Ao; je m'astreins tout d'a- 

z 

X 

y// !/ , , t  

Fig. 17. 

bore] h faire varier y e t  z dans un champ suffisamment restreint autour de 
yo et z o pour qu'on air toujours: 

Iz--xol< . (I) 

Menons par I-'o et Oo les plans parall~les au plan des y z, et dans ces 
plans, les parallbles ~t 0 y, Po y', Qoy"i prenons, sur Poy' et Qo y", deux 
segments Po P, et Qo Ql ~ dans chacun desquels l'oseillation soit inf6rieure 

k' 
~k T ;  nous les prenons en outre assez petits pour que ]es valeurs de y et z 

correspondant aux points intdrieurs ~ ces segments soient comprises dans te 
champ de variation de y et z~ prdcddemment ddfi~fi. 

Choisissons sur Po P, un point de continuitd par rapport h l'ensemble 
(Y7 z) darts le plan P y'z ';  soit P '  un tel point; prenons dans ce plan un 

k' 
cercle C de centre P' et off l'oscillation soit moindre que ~-. Prenons en- 

suite, sur Oo Q,~ un point Q' se .projetant h l'inidrieur du cercle C, et ira- 
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cons dans le plan Q, y" z" un cer(;le C' de centre Qo oh l'oscillation soit in- 
k' 

fdrieure ~t - - .  
4 

Si P e t  Q sont deux points quelconques pris, l'un dans C et l 'autre 
duns C', on a l e s  diffdrentes indgalitds: 

k' k' 
I f ( P ) - -  f(Po) l <  ~ ,  I f ( P ) - -  f ( P ' ) } <  ~ ,  

k' k' 
f f ( Q ' ) - f ( Q o ) l < - ~ ,  I f ( Q ) -  f ( 0 )  I < ~-,  

I f (Po)  - -  f(Oo) l >  ~ + t:', 
d'oh l'on ddduit: 

I f ( P )  -- f(Q) I>~ .  

D'aprbs ]a construction des cereles C et C ,  ces cercles ont en projection 
(sur le plan y z) une partie commune; ]e cylindre projetant cette partie com- 
mune ddcoupe sur la surface S une ceriaine aire G; si A (x, y ,  z) est un 
point de cette aire, et si on trace le segment parall~le ~ 0 x  de milieu A 
et de demi-longueur ~, (xo, Yo, zo)-4-~, ce segment contient certainement un 
couple de points P e t  Q, car la distance de A h chacun des plans mends 
par B'o et C' o parall~lement au plan des y zes t  moindre que a, (~o~ Yo, Zo)+ ~, 
d'apr~s l'indgalitd (l). Par suite: l'oscillation duns ce segment est supdrieure 
h a; on a donc, au point A:  

~, (x, y, z) < ~, (Xo, Yo, Zo) + ~. 

Ainsi, la fonction a, ddfinie sur ]a surface 8 poss~de la propridtd sui- 
vante: au voisinage de tout point (xo, yo, Zo), et si petit que soit ~, on peut 
trouver sur la surface une aire o~ l'on a partout: 

~, (x, y, z) < ~o (Xo, Yo, Zo) + ,. 

Cette propridtd, jointe b. cette autre que :¢, est positif en tout point, con- 
duit ~ celle-ci que a: ne peut avoir son minimum par rapport ~ S nul en 
toos les points d'une aire. Supposons en effet que cela puisse avoir lieu; si 

nous nous donnons un nombre ~, nous pouvons prendre un point oh a, < ~ ,  

puts, au voisinage de ee point, une aire en tout point de ]aquelle on aura:  

8 $ ~ , < ~ - t - ~ ,  
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c'est-h-dire: 

De m&ne~ dans cette aire, on en trouvera une autre oh t'on aura partout: 

et ainsi de suite. 
On aurait finalement un point oh ~ , ~  0, ce qui est impossible. 
Ainsi~ dans toute portion de S~ il existe une autre portion dans laquelle 

le minimum de ~ est positifl Soit C une portion dans laquelle ~.~ a son mi- 
nimum positif, et soit 7 un nombre positif inf@ieur '~ ee minimum. 

Nous pouvons ddterminer un domaine ~t trois dimensions, un prisme de 
cbt~s parall~les aux a x %  par exemple 7 tel que~ sur chaque parall~le h 0 x 
contenue dans ce prisme, il y air un point de C, et dont la dimension pa- 
rall~le ~ 0 x  soit au plus @ale K 7; dans ces conditions, sur tout segment 
parall~le b. 0 x et contenu darts le prisme, l'oseillation est ~ a .  Prenons en- 
suite une section de ce prisme par un plan parall~le aux y z~ et dans cette 
section, une aire G dans laquelle l'oscillation soit ~ z. Considdrons le cylindre 
qui projette G sur le plan des yz~ soit L c e  cylindre, limitd aux faces du 
prisme~ et soit C, la portion de C qu'il ddeoupe sur la surface S. Je dis que, 
dans le cylindre L, l'osci]lation de ]a fonction est ~ 3 a. En effet,, soient P 
et Q deux points quelconques pris dans ce eylindre, et soient P '  et O' leurs 
projections sur G. On a: 

I f ( P ) - -  f(P')[ ~ ,  
d'oh : 

I f ( Q ) - - f ( O ) l ~ _ o ,  i f ( P ' ) - f ~ O ' ) I L o ,  

f ( P ) - - f ( Q ) l  ~ 3 ~. 

En particulier, nous aonstatons que, en chaque point de C,, l'oscillation 
par rapport ~ l'ensemble (x~ y, z) est / "  3 z. 

Ainsi, dans route portion de ]a surface: x = ? (y, z), et si petit que soit ~, 
il existe une aire en chaque point de laquelle l'oscillation par rapport h 
(x, y, z) est ~ 3 z .  On d6duit de l~, par un proc6dd de raisonnement que 
j 'ai eu souvent l'oceasion d'employer, l'existence~ clans chaque portion de la 
surface~ d'un point de continuit6 par rapport h l'ensemble (.% y, z). 

On a~ a fortiori, les rdsultats suivants: 
Dans tout domaine ¢, trois dimensions, il y a des points de continuitd 

par rapport ~ l'ensemble (x, y, z); autrcment dit, la fonc/ion est poncluel- 
leme~t discontinue. 
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Sur toute surface x ~- ? (y, z), la fonction donnde, considdrde comme fonc- 
tion de y e t  z~ est ponctuellement discontinue. 

86. Nous voyons d'aprbs cela que l'ensemble des points oh l'on a: 
~) [f(x, y, z)] ~ ~ ne peut pas ~tre dense par rapport ~ un volume, ni mSme 
par rapport ~ une surface; mats cet ensemble peut contenir tous les points 
d'une ligne, comme je vats le montrer sur un exemple tr~s simple. 

Prenons une ibnction ~ (x, y) continue par rapport k chacune des deux 
variables x et y, en supposant que ]e point x ~ 0 ,  y ~ - 0 ,  par exempl% soit 
point de diseontinuitd. Nous ddfinirons f(z,  y, z) par la condition: 

f(% y, ~) = ~ (z. y), 

de sorte que f sera constante sur toutes les parall~les ~ 0 z. Ceite fonction 
cst continue partout par rapport ~ chacune des variables, et l'on voit que 
tousles  points de 0z  sont des points de diseontinuitd, ]a valeur de l'oscilla- 
tion en tous ces points dtant la m~me. 

J'indiquerai encore un autre exemple. Je t~ais remarquer d'abord qu'on 
peut prendre, dans le plan (x, y), une fonction toujours continue sur les trois 
sdries de droites suivantes: les parallbles ~t 0% les parallbles ~ 0y ,  et les 
parall~les ~t une troisi~me direction telle que cello de x -  y =  O, cette fonc- 
tion pouvant ~h'e discontinue encertains points par rapport, t~ l'ensemble (x: y); 
la fonction qui est dgale ~ 0 pour l'origine, et h: 

x y ( x -  y) 
3 ~ 

(x~ + u,) ~ 

pour les autres points, possSde oes propridtds. Prenons alors une fonction 
f(x,  y, z) qui sera constante sur toutes les parall~les ~ la droite: 

X ~ y ~ z ,  

et qui, pour les points du plan x 0  y, sera dgale ~ la fonction prdcddente. 
Sur ]a droite x = y ~ ~, tous les  points sont des points de discontinuitd 7 la 
valeur de l'oscillation dtant la m~me en tous ces points. D'autre part~ la font- 
tion f7 qtii est 6gale ~ 0 pour ]a droite x = y  ~ z ,  et ~t: 

(x  - z )  (y  - ~)  (x  - -  y )  
8 ~ 

[ (x  - ~)~ ÷ (~  - -  z)~] ~ 

aux autres points, est partout continue par rapport ~t chacune des variables 
x, y, z. 
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87. 11 y aurait lieu maintenant d'6tudier la succession de valeurs que 
prend, sur une courbe quelconque de l'espace, la fonction f(x,  y, z), continue 
pat" rapport k chaeune des variables. 5e donnerai h ce sujet le rdsultat sui- 
ran t :  la fonction d'une variable ainsi obtenue est au plus de la deux#me 
classe. 

Je commencerai par ddmontrer ]e thdor~me suivant : Si une foncfion de 
deux variables f (x ,  y) est continue sur chaque parall~le ~ 0 x, et est de pre- 
miere classe sur chaque parall~le h 0 y, elle est: sur une courbe quelconqu% 

/ 

0 :A 3 p~ A 2 1l~ &~ 

Fig. 18. 

de deuxi~me classe au plus. Je ferai la ddmonstration en considdrant la droite 
x - - y  = 0. Prenons la suite des droites (fig. 18): 

x - - y = a ~ ,  x - - y = a ~ , . . ,  x - - y - - - a n : . . .  

a,, a~,.., an , . . .  6rant une suite de quantit6s tendant vers 0. 
Soient A, A'~, A2 A'~,.. .  ces droites. Entre une queleonque de ees droites 

et la droite voisine, par exemple entre As A'~ et A3 A'3, je peux tracer des 
segments parall~les h 0 y, tels que'P,  Q,, P~ Q,, ete . . . .  , de sorte que chaque 
parall~le ~t 0 x contienne un seul point appartenant h l'un de ces segments 
(saul ]es droites Q, P~, O~P3, etc .... ); la succession des valeurs que prend 
f(x,  y) sur P,  Q, (P~ compris, Q, exclus), puis sur P~ Q, (P, compris, Q, 
exclus), ere .... forme une fonction d'une variable, qui est de premiere classe, 
puisqu'elle est de premiere classe sur chacun de ces segments. En supposant 
que cette op6ration soit effectu6e entre An A' ,  et An+, A'~+~, pore" toutcs les 
valeurs de n, nous d6terminons ainsi une suite de fonetions de premiere classe: 

(y), (y), . . .  (y),. . .  
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Si d'autre part ~ (y) est la fonction donn~e, consid6r6e sur x - - y  = 0, on re- 
connalt que ~(y) est la limite de %(y). Ainsi ~(y) est une fonetion de la 
deuxigme classe. 

Reprenons maintenant la fonction f(x~ y~ z), et soit C une eourbe de 
l'espaee. Projetons C sur ]e plan des (y, z) suivant C', et imaginons qu'on 
d6veloppe sur un plan le cylindre projetant. Dans ce plan, aux parall~les ~t 
0 x de ]'espace qui rencontrent C correspondent les paralli~les h une direction 
0 X:  il y aura done continuitd sur ces droites. A C' et aux courbes parallgles 

C' situ6es sur le eylindre correspondent les parallgles i~ une direction 0 Y; 
or, dans chaque plan parallgle h y o z, eomme il y a continuit6 sur chaeune 
des parallgles ~ l'un des axes 0 y  et 0 z, la fonetion est de premigre classe 
sur ]es courbes parall~]es h C' et par suite sur les parallbles a 0 Y. Enfin, 
C correspond dans le t)lan X 0  Y une courbe C, ~ taquelle le th6or~mc prd- 
cSdent s'applique; done, sur C,, et par suite sur (;~ ]a fonetion est au plus 
de deuxi~me classe, 

CHAPITRE V. 

Le probl~me de l'int~9ration au point de rue des variables r~eltes. 

88. Lorsqu'on se serf de la tb6orie du changement de variables dans 
une question d'Analys% on suppose implieitement la continuit6 des d6riv6es 
qu'on emploie. Pour prendre un exemple tr~s simpl% soit une fonction de 
deux variables f(x~ y); raisons le changement de variables: 

Les formules eonnues: 

x = X + Y  
y : X - - Y .  

~ f  ~ f  ~ f  

~f  ~/  continues. Si l'on suppose ne sont valables ques i  l'on suppose ~ x  et 

seulement l'existence de ees d6riv6es ell chaque point, il peut arriver que les 
formules ne s'appliquent pas i c'est ce qui a lie% par exemple, k l'origine, 
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pour la fonction qui est @ale b~ 0 en ce point~ et 

On a, en effet, au point x = 0, y----0:  

~ f - O f = O .  
Ox ~y 

xy  a ux autres points. 

Si maintenant on ddplace le point (x, y) h partir de l'origine dans la direc- 

~f lion y = a x, on a, en appelant ~ n ,  la d6rivde dans cette direction: 

Of a 

Ainsi, ~ l'origine, il y a une ddrivde dgtermin6e dans chaque direction, mais 
ces d6riv6es ne sent pas donndes par les formules ordinaires. 

Cette remarque correspond, au point de rue ggom6trique, ~ ce fair que 
si on considgre la surface z = f (x ,  y), eette surface n'a pas, au point x = y = 0, 
de plan tangent ddtermin6. 

89. Cela pos6, considgrons une 6quation aux d6rivges partielles, et pc- 
sons le probl~me de Pint@ration de la manigre suivante: 

Rechercher toutes les fo~ctions de variables rdelles, assujetties seulement 
aux conditions strictement indispensables pour que les dldments qui entrent 
dans l'dquation aient un sens ddtermind et vdrifient cette dquation. 

En prenant eomme exemple l'6quation tr~s simple: 

~f ~f ~-~ + ~ = o ,  

il faudra ddterminer toutes les fonetions de x et y qui, en chaque point~ 
sent continues par rapport b~ ehaeune des variables, et possMent des d6rivdes 

f et ~ f  satisfaisant ~, ]a relation donn6e. 

Le probl~me 5tant ainsi pos6, le raisonnement qui consiste ~ prendre 
comme nouvelle variable X =  x - - y ,  et b~ constater que la fonction ne dolt 
d6pendre que de X, est insumsant, car il suppose ]a continuit6 des d6- 
riv6es. 

Pour essayer de traiter la question avec le minimum d'hypoth~ses pos- 
sible, il convient tout d'abord de faire une 6tude des consdquences qu'en- 
traine, pour une fonction de deux variables, l'hypoth~se de l'existence de dG 
rivdes partieltes en cbaque point. 
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90. Je eommencerai par exposer quelques considdraiions g~n~rales sur 
les fonetions d'une seule variable. 

Soit une fonction queleonque f(x)i  ddfinie dans l'intervalle A B. Prenons 
deux points M~ (x,) et M:(x~) dans cet intervalle~ et formons le rapport: 

f (x~) -- f (x,) 
x ~  - -  x i  

Je ddsignerai dans ]a suite ce rapport par la notation: 

rapport (x,, x~), ou r t (x , ,  x2), ou rt(M~M,). 

I1 est ind~pendant de l'ordre dans lequel on ~nonee les deux points; on pent 
dire qua e'est une fonction de l'ensemble des deux nombres (x, 7 x~)~ ddfinie 
seulement pour x, ~ x~. 

Dans le eas oft l'on suppose la fonction f ( x )  continue, la fonction rt(x~ ~ x~) 
est, en chaque point (x, 7 x,) oh el]e se trouve d(~finie~ continue par rapport 
h l'ensemble (x~} x~). 

Je donne une propridt~ dl~mentaire de cette fonction qui me sera utile 
dans la suite. Considt!rons trois hombres x,, x, ,  x3 ~ rangds par ordre de gran- 
de,o'. Soit: 

x, .~ x~ ~ x~. 
On a tividemment: 

f(x,~) - / ( x < )  ~-- f ( x , )  - f ( x i )  
X a  - - -  T , l  x ~  - -  x i  

c'est-h-dire, en posant: 

x ~  - -  Xl f ( X 3 )  - -  f ( x 2 )  X3 - -  x.* ><: - [  > < : - -  
X3 - -  gC( Xa - -  X.~ 3b's - -  Xl  

X e  - -  X i  

r t (x , ,  x~) = ~ r t (x , ,  x~) + ( 1  --  c¢)r*(x~, x~). 

Comme on a: 
0 ~ < : 1 ,  

on en d(!duit que r t (x , ,  x~) est compris entre r¢(x,, x.,_) e t r  t (x,, x~). 
Nous emploierons que]quefois ce rdsultat sous une autre forme: Si x~, 

x~, x~ sont rangds par ordre de grandeur, et si r t (x , ,  x~) est supdrieur (in- 
f6rieur) ~t un hombre ).~ l'un au moins des deux hombres r t (x,~ x~)~ r t (x,, x3) 
est supdrieur (inf6rieur) 5, ).. 

Enfin le r6sultat s'dtend au cas oft l'on consid~re tln nombre quelconque 
de quantit6s x: Si :r,,, x,~, x3,. . ,  x,, sont range's par ordre de grandeur, la 



104 B a i r e : Sur les fonctions 

quant;td re(x,, z,) est comprise entre la plus grande et la plus petite des 
quantitds : 

r '  (z,, z,), r '  r '  z,). 

91. Reprenons maintenant la fonetion r t (x , ,  x~); laissons x, fixe, et 
donnons h x, routes les valeurs satisfaisant h l'in6galit~: 

x, < x, - I  z, -t- h, 

h ~tant un nombre positif. Les valeurs de r t(z , ,  x~) qui correspondent h ccs 
diverses valeurs de x, forment un ensemble de hombres, qui a une limite su- 
p~rieure et une limite inf@ieure: soient Mh et mh ees limites (qui peuvent 
d'ailleurs 8tre infinies); si h tend vers 0, Mh ed mh tendent vers des limites 
d4termindes Ad ed ).d, qui sont les extremes oscillatoires de la fonction ?t 
&'oite(*); on d(!finit de m~.me les extNmes osciUatoires h gauche A a et )'a" 
On a ainsi les quatre hOmbres ddrivJs, dont l'6tude a fait t'objet de travaux 
,te plusieurs g(!om~tres, e n particulier de MM. Dis b VoL'rErm~, L. SC~mE~'F~R. 

Remarquons qu% si en un point les quatre hombres d@iv~s sont finis, il 
est certain qu'en ee point la fonction est continue, mats la r4eiproque n'a 
uas n6eessairement lieu. 

St, en un point, les quatre nombres d@ivgs sont 6gaux, c'est qu'il o.xiste 
en ee point pour la fonction une d@iv~e d~termin~e f '  (x) qui a pour valeur 
la valeur commune de ces quatre hombres. 

Supposons qu'il en soit ainsi au point Ao(xo). On peut alors, si petit 
que soit ~, d~terminer un intervalle B C [:co- ~, xo q-~], tel que, si M est 
un point quelconque de c.et intervalle, distinct de Ao, on a :  

Ir tAo i - - f '  (x,,)1 ~ .  

Prenons alors deux points P et Q dans l'intervalle B C, situds de part et 
d'autre de Ao; darts ces conditions, d'apr~s ]a remarque faite au § 90, r ~ P Q 
est compris entre r tAoP et rtAoQ. On a done: 

I , ' t P  q - - f '  (Zo) I _~ e. 

D'une mani~re g6n~irale, B C repr6sentant uu segment de milieu A (Zo) 
et de longueur 2 ~, prenons, de toutes les mani~res possibles, un couple de 
points P e t  Q situ~!s dans cet intervalle et de part et d'autre de A, de telle 

(~) 0i: DINI, Fondamenti, etc., page 190. 
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sorte qu'on air toujours: 

Xo-  ! (1) 
x~ ~ x~ I -  xo -Jr- ~. ) 

D ' ap r~  ces indgalit(!s~ il y aurait lieu de considgrer l'expression re(Xo~ Xo)~ 
qui n'a pas encore 5t4 d~ifinie; je poserai: 

(Xo, Xo)= f' 

De cette mani~re, pour tout syst~me de valeurs de xp et x o satisfaisant aux 
in~galit~s (1), il existe une valeur de r t P  Q parfaitement d~termin~e; l'en- 
semble de ces valeurs a un maximum M et un minimum m; posons en outre: 

= M - - r e .  Si nous faisons varier :¢~ nous pouvons consid6rer ~ comme 
fonction de ~.; c'est (~videmment une fonetion qui n'est jamais ddcroissante; 
de plus, si ~ tend vers 0, elle tend vers 0~ car~ d'apr~s ce que nous avons 
vu plus baut~ M e t  m tendent tous deux vers la m~me quantit6 f '  (Xo). 

Si done on se donne un hombre positif % il existe un nombre positif 
parfaitement d6termin~, que je d4signe par ao~ qui est la limite supdrieure 
des nombres ~ pour lesquels ~_~o-. Soit Bo Co le segment de milieu A o et 
de longueur 2 ~,(xo); dans ce segment, le nombre ~ est infdrieur ou dgal 
h ~ (si on suppose la fonction continue); dans tout segment B'o C'o de mi- 
lieu Ao et de longueur sup~rieure h 2 ~ ,  ~ est supdrieur ~ o. 

92. Je consid~re maintenant une fonetion de deux variables f(x~ y), 
sur laquelle je fais les hypotheses suivantes: elle est continue par rapport 
~t x~ par rapport ~ y, et poss~de en tout point une d6riv6e d~termin~e par 

rapport h x~ ~x" En chaque point A, je eonsidbre la fonction ~.~(x~ y) d6- 

finie comme au num~ro prdc~dent: c'est done ]a demi-longueur du plus grand 
segment parall~le ~ O x, et de milieu A, dans lequel ]a diff4rence entre les 
valeurs extr~me~ de r ~ (P Q) [x~ ~ x~ <~ x¢)] est ~ ~. Je dis que ~ (% y) est 
semi-continue sup&ieurement par rapport ~ (~, y). 

Pour le d~montrer, prenons (fig. 19): 

Bo A o = A o C o  =~,(Xo,  yo) 

B'o A, = Ao C'o = a, (Xo, yo) + -~. 

Dans le segment B'o C'o~ le nombre ~ est sup4rleur ~ a ; soit ~ -k- k sa valeur. 
En prenant /c',~ k 7 on peut d~terminer~ entre B'o et C'o, deux couples de 

Annali di Matematica, Ser ie  III, tomo IIL 14 
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points P, Q,, P, Q~, tels que: 

Ir tP, O,--rtP~ O~l>~ + k'. (1) 

On peut d'ailleurs s'astreindre b, ce qu'aucun des quatre points P, ,  Q,, P~, Q~, 
ne coincide avee Ao; on aura ainsi: 

X/,~ ~Xo~ X Q , > X  o 

x~ < Xo , xq~ > Xo. 

I1 existe un nombre positif ~ tel que, dans l'intervalle ( xo - -2 ,  xo-{-~), il 
n'y a aucun de ces quatre points. 

0 ,:z" 

Fig. 19. 

La condition (1) s'~crit : 

f(~,, yo)-f(~Q,, ~o~ f ( x ~ , ,  yo)-f(~,~,, ~o) > ~ + k'. (2) 

Je vais maintenant utiliser ]a condition impos~e ~ ]a fonction d'etre con- 
tinue en tout point par rapport b~ y. 

Considdrons les para]l~les h 0 y menses par les points P,, Q,, P~, Q.~, 
et remarquons que, si dans ]a formule (2) on remp]ace Yo par ]a quantit6 
variable y ,  le premier membre de cette formule est une fonction continue 
de y;  done on peut trouver un hombre positif 7 tel qu% quand y sera com- 
pris entre Yo--7 et Yo d-7, on aura: 

f~x~,. ~/) --f(x~,, y ) f ( x ~ , ,  y) --f(x~,, y) > ~. (3) 
Xp~ - -  XQ~ Xp~ - -  XQz 

$ 
Appelons ¢ le plus petit des trois nombres ~, 7, § ,  et consid4rons le 

ea, rrd de centre Ao et de cbtd 2 ~, soit: 
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Si A (x, y) est un point queleonque pris dans ee earr4, le segment paralli~le 
0 x~ de milieu A e t  de demi-longueur ~(xo~ Yo)-~-~, contiendra eertaine- 

ment deux couples de points tels que: 

y), 
(xp , y), 

auxquels s'appliquera la relation (3); 

(xo,, Y), 

(xo , y), 
de plus, les deux points de chaeune 

des couples seront de part et d'autre de A. ;Par suite, dans le segment de 
milieu A e t  de demi-longueur a~ (x o, Yo) "~ e, l.'oscillation ~ des r t (P  Q), telle 
que nous l'avons deifinie, est supgrieure ~ ~. On a done: 

 o(x, 

ce qui montre que ~ (x, y) est une fonction semi-continue sup&'ieurement. 
93. Nous ddduisons de l~ ques i  E est un ensemble parfait quelcon- 

que, il y a, au voisinage de tout point de E, des points de E oh ~ a son 
minimum positif par rapport ~ E. 

:prenons d'abord pour E le continu ~t deux dimensions~ c'est-~.-dire une 
aire quelconque. On peut~ darts cette aire~ en trouver une autre oh ~: a son 
minimum positif, dans celle-ei une autre oh ~,, a son minimum positif, etc . . . .  

On volt ainsi que darts toute aire il existe des points oh ~ a son minimum 
par rapport ~ (x, y) positif~ quel que soit ~. 

Supposons que~ dans une aire C, le minimum de ~o soit positif. Je dis 
~ f  qu'en un point queleonque Ao (xo, Yo) de cette aire, l'oseillation de ~ par 

rapport ~ (x, y) est ~ 2 z .  En effet, prenons dans C u n  rectangle C~ de 
cbtds parall~les aux axes,' contenant Ao, et dont la dimension parall~le ~ 0 x 
soit infdrieure au minimum de ~.~ clans C; dans ces conditions~ si P, Q, A, 
sont trois points situds dans ce rectangle C~ sur une m~me parall~le '~ 0 x~ 
et de mani~re que P e t  Q soient de part et d'~utre de A~ on aura: 

[ ~f(A) 

Donnons-nous un nombre ~ positif. Je prends d'abord, sur la parall~le ~ 0 x  
mende par Ao, et de part et d'autre deAo~ deux points P o e t  Qo eompris 
dans C,; puts, sur les parall~les k 0 y men6es par Poe t  Qo, je prends deux 
intervalles entourants ces points, assez petits pour que, P et-Q 6tant deux 
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points quelconques pris respeetivement dans ces intervalles, on ait: 

[ r t p  Q - r t  Po Qol < ~. (2) 

On volt alors qu'on peut prendre autour de Ao une aire assez petite pour 
que, A 4tant un point quelconque de cette aire, il y ait, sur la parall~le 
0 x men6e par A, une couple de points P e t  Q ~,drifiant les in6galitds (1) et 
(2); ajoutons l'in@alitd : 

Nous d6duisons de 1~: 

of of (Ao) (A) --  ~-~ < 2 : + ~, 

vf ei comme ~ est aussi petit qu'on veut, roscillation de ~xx en Ao est ~ 2 z. 

Nous avons reconnu qu'il existe des points oh ~ a son minimum positif, 

f e'est-~-dire quel que soit o; en un tel point, l'oscillation de ~xx est nulle~ 

of que ~-~ est continue. 

~f 
On reconnalt ainsi que si -~x existe en tout pointj c'est une fonction 

poncluellement discontinue. 
94. Supposons k present que f(x,  y) air, en ehaque point, des d6riv6es 

partielles ddtermin6es par rapport ~ x et par rapport h y. Appelons ~, (x, y) 
la fonction qui joue par rapport h y le mgme rble que ~ (x, y) par rapport 

x. Dans route aire il existe une autre aire oh ~.~ a son minimum positif, 
et dans celle-ci une autre o~ ~ a son minimum positif; ceci ayant lieu quel 
que soit a, on reconnalt qu'il existe dans toute aire des points en chacun 
desquels ~ et fl~ ont leur minimum positif~ quel que soit ~. Je dirai qu'un 
tel point est un point rdgulier. 

Soit A un point r~gulier; d'apr~s la d6finition, quel que petit que soit ~, 
les fonctions a, (x, y), ft, (x, y), out en A leur minimum positif; je dis que, 
si petit que soit ~, il est possible de d6terminer autour de A une aire assez 
petite pour que, si B e t  C sont deux points queleonques de m~me ordonnde si- 
tu~s dans cette aire, on ait: 

r' B C - - - ~  (A) < ~. 
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En effet, ~. a son minimum positif en A; je peux prendre un nombre 
.7 

positif 7 inf@ieur ~ ce minimum, et d6terminer autour de A une aire en 
tout point de laquelle on aura: ~.  > 7. Dans cette aire, je prendrai un rec- 

tangle de centre A et dent la dimension parall~le ~ 0 x sera plus petite que 7; 
enfin je diminuerai, s'il le faut, les dimensions de ce rectangle, de mani~re que 

l'oseillation de ~-~ y soit infdrieure ~ ~ .  Dans ces conditions, si nous pre- 

nons, dans le rectangle obtenu en dernier lieu, et sur une m6me parallSle 
0 x ,  deux points quelconques B e t  C, on % en appelant D l e  milieu du 

segment B C: 

~f  t r t B C _  ~(D) L ~ ,  

et: 

indgalit~s d'oh l'on d6duit: 

~f (D)-- ~/ ~" 
a% , -ox (A) , 

[ rt B C _ ~ f  (1) 

On d6montrerait de mgme que si l'aire consid6rde autour de A est sub 
fisamment petite, et si on prend deux points quelconques B' et C' de m~me 
abscisse clans cette aire, on a:  

rtB, C , ~f  (2)  

Etudions maintenant ce qui se passe quand on consid@e deux points au 
voisinage de A, sltu6s Fun par rapport ~ l'autre d'une mani~re quelconque. 
Je suppose qu'on ait d4termin6 autour de A nne aire (un carrd de centre A, 
par exemple), dans laquelle les conditions pr6c6dentes, exprim6es par les ing- 
galitds (l) et (21, se trouvent remplies. 

Soient P et Q deux points quelconques de cette aire. Je repr6sente la 
longueur P Q par l, l'angle que fait la direction P Q  avec 0x  par ;.; de 
'cette mani@e~ si les coordonn~es de P sont x,, yl ,  celles de Q seront 
x2 ~ xi -1-1 cos ~, y~ -= y, + 1 sin ;~. Consfd6rons le point R qui a m~.me or- 
donn6e que P et m~me abscisse que Q, c'est-~-dire qui a pour coordonn6es 
(x,, y,). 
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Je me propose de trouver une expression de la quantit6: 

r ~ P Q =  

Pour cela, j 'dcris: 

f(O) - - f ( P )  = f ( R ) - - f ( P )  
l~" PQ PR 

c'est-~-dire : 

f ( O ) - - f ( P J  
longueur P O 

PR f(Q) -- f (R) R O 

r t P Q = r t P R-  cos ), + r e R Q • sin ?. 

Rappelons maintenant qu'on a :  

I r t p  R Of 
I. 

r tR  O__ ~ f  (A) o .  

Nous avons done: 

r e P Q -7 (A). cos X -+- ~ (A). sin ), ~-- ~. (t cos X I + I sin ). I). 

La quantitg du second membre ne surpasse pas ~. V2. Nous pouvons tirer de 
cette ~tude la conclusion suivante: 

Si A est un point rdgulier, ~ tout nombre positif ~ on peut faire cor- 
respondre un cercle de centre A, tel qu G P e t  O dtant deux points ~uelcon- 
ques pris dans ce cercl G et "a dtant l'angle de P O avec 0 x, on a : 

f ( O , - f ( P )  [Sf  ~ f  (A) ] 
t," l )0 ~x ( A ) c°s )' + ~ y ' sin), < s .  

95. On pom'rait faire des raisonnements analogues aux pr6egdents, en 
consid6rant une courbe au lieu d'une aire. D'une mani~re plus g6n6rale, je 
passe tout de suite au cas oh l'on consid~re un ensemble parfait queleonque E. 

Si on eonsidgre les fonctions ~, (x, y) et 3~ (x, y) sur l'ensemble E, cha- 
tune d'elles 6rant positive et. semi-continue sup6rieurement, il est impossible 
que l'une d'elles ait, en tout point de E, son minimum nul par rapport 5. E ;  
par suite, au voisinage de tout point de E, on peut trouver un point de E 
oh le minimum de ~ et eelui de 3: sent positifs. On d6duit de 1~ que, au 
voisinage de tout point de E, il existe des points de E en chaeun desquels 
le minimum de ~: et de fl~ par rapport k E est positif, quel .que soit ~. Je 
dirai qu'un point de cette nature est un point rdgulier par rapport ~ E. 
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Nous allons voir qu'un tel point possbde des propridt~s tout b. fait ana- 
logues ?~ celles que j 'ai etudmes dans le num~ro prec.dent. 

Soit A un point %gutter par rapport ~t E ;  la fonction ~, a son mini- 
2 

mum par rapport ~ E positif; soit 7 un nombre positif infdrieur h c e  mini- 
mum. Je peux dgterminer un car% de centre A poss~dant les propri(kds 
suivantes : 

1. ° On % en tout point de E st|u6 dans ee earrS: 

a,, > 7 .  
2 

2. (, Le c6td du carr6 est infdrieur ~ 7. 
Of 3. o L'oseillation de ~x par rapport i~ E est infdrieure b. ~ ;  il est 

of possible de rdaliser cette condition, parce que ~-~ est continue en A par rap- 

port h E. 
Dans ces conditions, si nous prenons dans ee carr6 un point B appar- 

tenant ~ E et un autre point C quelconque, mats de m~me ordonn~e que B, 
nous aurons : 

Of B O - -  ( B) , 

et par suite: 

Of Of ~x (B) - -  ~x (A) 
q 

2 

0f (A) 

Supposons qu'on air d6termind autour de A un carr6 remplissant les 
conditions qui p%c~dent et eelles qu'on en d4duit en permutant le rble des 
lettres x et y. Prenons dans eette aire deux points P e t  Q apparfenants ~ E ;  
soit R le point de m~me ordonnde que P~ et de m~me abseisse que Q; (R 
n'appartient pas n6cessairement ~ E). 0n  peut, en raisonnant eomme au nu- 
m@o prdc4dent, montrer qu'on a :  

--f(P) [St _uSf ] - /(O],.po Vx (A) cos ~. ~-~ (A) sin ;( ~ ~ • t/'2. 

)~ repr(~ente, eomme plus haut, l 'angle de P Q avee 0.~c. 
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Je r6sume ces r6sultats dans ]'6none6 suivant: 
Si E est un ensemble parfait~ il exist G au voisinage de tout point de E~ 

des points de E que j'appelle rdguliers par rapport ~ E; si A est un de 
ces points~ ~t tout nombre ~ correspond un cercle de centre .4 tel qu G si P 
et Q sont deux points de E pris dans ce cercl G on a: 

r' P Q - ~ (A). cos (0 ,% P 9) + ~ (A), sin (0 ~, P 9) < ~. (1) 

Comme application de ce rdsultat gdn6ral, nous reconnaissons que si l'on 
consid~re une courbe, il y a, dans tout arc de cette courbe, des points oh 

~ f  et ~f  sont continues par rapport ~ la courbe. ~ Uu 
~f  Mais il peut arriver que, pour tousles  points d'un arc de courbe, ~ x '  

par exempl% soit discontinue par rapport h (x, y). Citons la fonction qui, pour 
x - - y  ~ 0 ,  est 6gale h O~ et qui~ pour x - - y X O ,  est 6gale ?~: 

1 
( x  - -  y)" s in  - - -  

x - - y  

~f  ~f  En. tousles  points de x ~ y  = 0, ]es d6rivdes 0~ et ~ sont diseontinues~ 

l'oscillation 6tant dgale ~t 2. 
96. Revenons maintenant au probl~me pos6 au § 89, ~t savoir l'intd- 

gration de l'6quation : 
3 f  

~x ~ + ~}  = o. (2) 

Je viens de d6terminer certaines conditions auxquelles satisfait route fonetion 
f(x~ y) qui poss~de en chaque point des d6riv6es ddtermindes; j'ajoute main- 
tenant ~ ces conditions celIe qui est exprimde par l'dquation (2). 

Interpr6tons alors les rdsultats trouv6s. Prenons une quelconque des 
droites parall~les ~ x - - y  = 0~ et sur cette droite un ensemble parfait quel- 
eonque E (qui~ en particulier, pourra ~tre le continu). Il exist% au voisinage 
de tout point de E, des points rdguliers par rapport & E; si A est un de 
ces points, ~ tout hombre positif , correspond un intervalle de milieu A~ tel 
qu% si P e t  Q sont deux points de E pris dans cet intervatle, on a :  

i ~-~ (A). cos T + ~ (A) . sin --  
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Dans le cas actuel, cette relation devient simplement: 

I r t P Q l < e .  

:Nous sommes ainsi conduits h reehereher les fonctions d'une variable qui 
i, osshdent les propridt6s exprimdes dans l'6none6 prdc6dent. J 'aurai besots, 
pour cela, d'exposer encore quelques c,)nsidgrations g6ndrales sur les fonctions. 

97. Soit un~: fonetion queleonque f (x ) ;  eonsidgrons, dans l'intervalle 
A B oh elle est ddfinie, un ensemble parfait E, qui pourra ~tre le continu, 
et prenons une portion d6terminde de cet intervalle ~/3, contenant des points 
de E. 

Soit un couple de points P e t  Q appartenant k E et situ6s sur ~fl;  
eonsid6rons routes les quantit6s: r t P Q; l'ensemble de ces quantit6s a une li- 
mite sup6rieure M et une limite inf6rieure m. Je conviendrai de dire que M 
et m sont les coe[ficients maximum et minimum, de variabilitd de f @ ) ,  par 
rapport ~ E, darts l'intervalle ~,/3; et je repr6senterai ces nombres par 
M[f@,),  E, ~;3], m If@), E, ~/3]. 

Si xo est un point appartenant h E, je prendrai, dans l'intervalle (.to-- ~3, 
xo q-"3), les hombres que je ~iens de d~finir; quand '2 tend vers 0, ees nom- 
bres tendent vers des limites d~termin~es : M [f(.r), E, .to) et m [f(c), E, xo], 
qui seront les coefficients maximum el minimum de variabilild de f (x) par 
rapport ?t E au point Xo. 

II est 6vident que si :r~, est eompris dans a/3, on a :  

M (."o) ~ M (~,/3). 

On dt~duit de lh ques i  on eonsidSre le coefficient maximum de variabilit6 en 
un point M(.~) comme fonetion de x, cette fonction est semi-continue supd- 
rieuremenf . 

J'Snonee encore une remarque qui me sera utile dans ]a suite. Si l'on 
a deux points P et O tels que: 

r t P Q ~ Z ,  

point A situ6 entre P'  et Q, ou co~'ncidant avec il existe eertainement un 
l'un d'eux, et oh l'on a :  

la fonetion M 6rant relative au continu. C'est une cons6quenee direete d'une 
remarque faite au § 90. 

Je n'ai fair jusqu'~ present aueune hypoth~se sur f ( . , ) ;  je suppose main- 
tenant que cette fonction est continue. Sot/ ~./3 un intervalle contenant le 

Annall dl Matematioa, Ser ie  III ,  tomo III.  15 
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point Ao@o). Pour dgfinir M(f(x) ,  E, ~2), on peut, au lieu de consid~rer 
tous lee couples de points A, (x,) et As (r~) appartenants ~ E et situ6s dane 
l'intervalle, considdrer seulement ceux pour lesquels on n'a pas : xt ~ x~ = .%, 
en d'autres termes faire abstraction du point -71/o. En effet, dans l'hypoth~se 
de la continuit6, toute quantit6 telle que r tAo A peut 8tre regardge comme 
limite d'une suite de quautit6s telles que r~A, A~, A, et A~ ~tant distincts 
de Ao; par suite, que l'on iienne compte ou non des quantit6s de la forme: 
r t Ao A, lee limites supgrieure et infgrieure resteront les mgmes. 

Prenons maintenant l'intervalle (.r o -  ~, x o 4-~'), et consid4rone tous les 
points du continu C qui sont dans cet intervalle, en retranchant le point Xo. 
La fonction M[f(.z), C, x] a, en ehaeun de ces points, une valeur d6ter- 
min6e; cet ensemble de va]eurs a un maximum qui, quand ~ tend vers 0, a 
une limite M ' ; j e  dis que, clans le cas o~ la fonction est cbntinue, cette li- 
mite M' est prdcisdment M [f(:z), C, '~o]. 

Nous savons dgjh qu'on a :  

M (Xo) ~ M'. 

Cela rgsulte de ce que la fonetion M(x) est semi-continue sup6rieurement; il 
suIfit donc de d6montrer qu'on ne peut pas a-coir: 

M (%) > M'. 

Supposons que cela ait lieu; prenons un nombre ;t tel qu'on ai t :  

M (xo) > X > M'. 

On peut trouver, aussi pros qu'on veut de x , ,  deux points P e t  Q te]s que: 

r t p Q ~  ). 

On peut d'ailleurs supposer que P et 0 sont du m~me c6t6 par rapport h 
A (xo); en effet, si cela n'a pas lieu, si l'on a, par exemple : 

xp ~ Xo ~ x o , 

il est certain que l'une au moins des deux quantitds r t P A et r t A Q, est su- 
p4rieure ~ ;t; soit, par exemple: 

r t P A ~ k .  

Nous pouvons, ~ cause de la continuit6 de ]a fonction, prendre un point Q, 
du m~me c6t6 que P par rapport ~ A et assez voisin de A pour qu'on air 
P, n c o r e  : 

r t P Q , > ) . .  
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Il existe, entre P et Q,, un point B(x)  oh l'on a :  

M (z) > ~, 

ce qui est en contradiction avec l'hypothSse: ).:> M'. 
En rdsumd, dans ]e cas oh f (x)  est continue, la fonction M (x) relative 

au continu, poss~de une propridtd caraetdristique qu'on peut dnoncer de la 
mani~re suivante : 

La fonction M (x) est dgale, en chaque point, au maximum des valeurs 
qu'elle a aux points voisins. 

Considdrons maintenant une fonction f(x) continue, et non constante; 
cette derni~re condition peut s'exprimer de la mani~re suivantc: il existe deux 
points P e t  Q tels que l'on a :  

r t p O > O .  

On aura, ou bien : r ~ P Q > 0, ou bien : r t P Q < 0 ; il suffit d'envisager~ par 
exemple, la premi~re hypoth~se. Je suppose donc qu'il existe un nombre po- 
sitif ~ et un couple P O ,  pour lequel on a :  

r t P Q > ~ .  

D'apr~s ce que nous averts vu, il existe certainement au moins un point x 
oh l'on a : 

M(x) > % 

et, au voisinage de ce point, il en existe d'autres poss~dant la m~me pro- 
pri6td: tout point o~t l'on a M (x) > z est point limite d'une suite de points 
o~ l'on a aussi M(x) > ~. Autrement dit, en ddsignant par G l'ensemble des 
points oh M ( x ) >  z~ l'ensemble G est dense en lui-m~me. Son ddriv6 G' est 
done un ensemble parfait, et en chaque point de G' on a : 

M ( x )  ~ ~. 

98. J 'arrive maintenant ~ l'~tude des fonctions pr6sentant la propridtg 
indiquge au § 96, propridt6 que je peux 4noneer de la mani~re suivante: Si 
l'on consid~re un ensemble parfait quelconque E,  il y a, au voisinage de 
tout point de E, des points o~t l'on a: 

M [f~ E, x ] = m [ f ~  E, x ] = O .  

On peut dire qu'un point oh cette double condition est remplie est un point 
stationnaire par rapport & E;  au contraire~ en un point oh l'un des deux 
hombres M et m est diffdrent de 0~ on dira que la fonction est variable par 



116 Baire :  Sur les fonctions 

rapport & E. Nous sommes conduits ~ dire, par analogie avec la notion de 
fonetion ponetuellement discontinue, que la fonction dont noes nous oeeupons 
en ce moment est ponetuellement variable relativement t~ tout ensemble parfait. 

D'apr~s cette ddfinition, le r6sultat du {} 96 peut s'dnoncer dans les ter- 
mes suivants: Si une fonction f (x ,  y) satisfait en tout point tt l'dquation: 

f = C% elle est ponctuellement variable f + ----- 0, sur cheque droite x - -  y 
8-; 
relativement ~t tout ensemble parfait. 

Supposons qu'on impose ~ f(x, y) la condition d'Stre continue par rap- 
port ~ l'ensemble (x, y); dens ce cas, la fonction d'unc variable ddfinie sur 
chaque droite x- -y- -= C t~, sere ~ la lois continue et ponctuellement va- 
riable sur tout ensemble parfait. Je vais ddmontrer qu'une telle fonction est 
nSccssairement constante. 

Je ferai voir pour cela qu'une fonction co~,tinue et non constante ne 
peut pas remplir la condition d'6tre ponctuellement variable sur tout ensemble 
parfait. 

Soit (tone f(x) une fonction continue et non constante; j 'ai  montcd plus 
haut qu'il existe (soit pour f(x), soit pour cette fonction changde de signe), 
un nombre positif ~ tel que l'ensemble G des points oh M(f(x) ,  C, x ) > %  
C reprdsentant le continu, est dense en tui-m~me. En tout point de G' on a: 

e t c n  tout point qui ne fait pas partie de G', on a: 

ML~- .  

Si on suppose que f (x) est ponctuellement variable relalivement ate continu, 
G (et par suite G') est non dense par rapport au continu. 

Soit A (xo) un point de G'. Je consid~re simultandment les deux nom- 
bres M[f(x) ,  C, Xo] et M [f(x), G', x,,]; je "~ais ddmontrer qu'ils sent 
dgaux. 

D'abord on a certainement: 

M (G', xo) ~ M (6', xo), 

car t ous l e s  couples de points qui sent ~t considdrer dans la ddfinition de 
M(G', Xo), le sent aussi dens la ddfinition de M(C, Xo). 

Je dis maintenant qu'on ne peut pas avoir: 

M(G', Xo) < M(C, Xo). 
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Supposons en effet que cela puisse avoir lieu; prenons alors un hombre ), tel 
qu'on air: 

M (G', xo) < ~ < M ((7, Xo), 
et en m6me temps: 

On peut, d'apri~s e:.la, d6terminer un intervalle B B' eontenant le point A (xo)7 
tel que, pour tout couple H K  de points de G' contenus dans cet intervalle, 
on ait:  

Irt H K I < L  

Soit alors P Q (xp <~ xo) un couple de points quelconques pris dans l'intervalle; 
soit H16  point de G' qui est le plus voisin de P, h droite de P, at K l e  
point de G' qui est le plus voisin de O, ~ gauche de Q; on a ainsi: 

Xp ,.~ XH ~ X K  ~ XQ . 

De plus, il n'y a, entre P e t  H~ ou bien entre K et ~, aueun point de l'en- 
semble G'. De eette manihre, il cst certain qu'on a: 

] r t K Q [ ~  ", 

car si l'on avait, par exemple: rtpH~% il y aurait entre P e~ I t  un point 
de G, ee qui ne peut pas ~tre. On a en outre: 

Ir tH.Kl<)~.  

Or, la quantit6 r ~P 0 est comprise entre ]es valeurs extrOnes des quantit~s 
r t P H, r tHK~ r t KQ. On a done: 

I r t P Q I < L  

Comme P e t  (2 sont deux points queleonques de l'intervalle B B', on devrait 
avoir : 

ce qui est contraire ~ l'hypoth~se. 
En r&um6, on a: 

M [ G', Xo] = M ( C, xo), 

ce qui montre qu'en tout point de l'ensemble parfait G', on a:  

M (G', Xo) ~-- ~. 
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Done, sur l'ensemble parfait G', la fonetion considdrde ne peut pas 6tre pone- 
tuellement variable; nous pouvons dire qu'elle est, sur G'~ totalement varia- 
ble, ou mb~me totalement croissante. 

La conclusion de cette 6tude est, que, si une fonction est continue et 
est po~wtuellement variable relativement h tout ensemble parfait, elle est cons- 
tante. 

Pout' se convaincre de la n6cessit6 des raisonnements que nous venons 
de faire, il suffit de se rappeler qu'une fonetion peut ~tre continue, non cons- 
tante, et telle que, dans tout intervalle, il en existe un autre oh elle est 
constante (*). Autrement dit, une fonction peut 6tre continue et 4tre ponctuel- 
tement variable relativement au eontinu, sans ~tre constante. 

D'autre part, si on supprime la condition de la continuit6, le thgor~me 
ne s'applique plus. Prenons par exemple la fonction discontinue 6gale par- 
tout ~t 0, saul en un point, oh elle a la valeur 1. Cette fonction, qui n'est pas 
constante, est ponctuellement variable relativement ~ tout ensemble parfait. 

99. L'applieation des rgsu]tats pr6c6dents ~ l'intggration de l'6quation 
Of ?T • , • 0-~ +~-Tj ~ - 0  est lmmedmt% et nous pouvons ~,noncer le r6sultat suivant: 

Toute fonction f (x, y), continue par rapport ~ (x, y)~ et possddant en tout 

Of ?/ satisfaisant h la relation: point des ddrivdes j-~ et ~ 

+ = o, 

est de la forme: 
(x  - -  y) ,  

? (u) reprdsentant une fonction continue de u qui a une ddrivde ddterminde en 
cha,tue point. 

Si on compare ce r6sultat avec les r6sultats courants, on voit que notre 
d6monstration est plus complete que la d6monstration par le changement de 
variables, en ee sens que nous ne raisons sur les d6riv6es aucune autre hy- 
poth~se que eelle de leur existence. II resterait, pour terminer la question, 
voir ce qui se passe lorsqu'on n'assujettit plus la fonction b. ~tre continue par 
rapport ~ l'ensemble des variables, mais seulement par rapport k ehaeune 
d'elles. 

('~) L. SCHEEFFER, Acta Mathematicaj Tome V, page 289. 
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100. Les r6sultats que nous venons d'obtenir pour l'dquation simple: 

~f + ~f 3--~ ~jj-----0~ s'6tendent sans difficult6 k route 6quation de la forme: 

~ f  ~ f  X(x, y ) .  ~ x + Y ( x ,  y ) .~- -~=  0. (1) 

Lorsqu'on se i~laee au point de rue ordinairo, on eherehe d'abord les 
courbes satisfaisant h la relation diff6rentielle: 

dx dq 
X (x, y) Y (x, y) 

Ces eourbes sont les caraet6ristiques de l'6quation (1); si l'on admet qu(~ 

~ f e t ~ f  c~---~ ~)~ sont des fonctions continues, la fonction f(x, y) admet une diffdren- 

tielle totale : 

3f  ~f d f = ~ - ~ d x + - ~ d y .  

On volt alors que cette fonetion dolt ~tre constante sur les carnctgristiques. 
Cherchons dans quelle mesure nous pouvons 5tendre ce r6sultat. 

Je me place dans les hypotheses suivantes: Dans une eertaine aire S, 
il existe une famille de courbes : 

(x, y) = u, 

de sorte que, par tout point de l'aire, passe une eourbe et une seule de cette 
famille; ~ (x, y) a en tout point des d6rivdes continues par rapport k (x, y); 
il y a ainsi, en chaque point (Xo, yo), une tangente d6termin~e pour la courbe 
qui passe en ce point; l 'angle ~ de eette tangente avec 0 x  est donn~ par 
la formu]e : 

COS q. Sill ~ 1 

X(xo, vo) ---- Y(x., vo)= VT~ ~ 

Enfin, X et Y sent limitds dans l'aire que nous consid6ron.q. 
Soit C une de ces courbes, E un ensemble parfait de points pris sur C; 

je dis que la fonction f (x, y), relativement & E, est ponctuellement variable. 
I1 su~t,  pout- le d6montrer, d'interpr6ter le r6sultat g6n~ral 6none6 au § 95: 

(1 existe dans E des points rdguliers par rapport ~ E; si A est un de 
ces points, '~ ~ correspond un cerele de centre A tel que, si P e t  Q sont 



120 B a i r e : Sur les fonctions 

deux points de E pris dans ce cercle, on a :  

I [~f  " (Ox' P Q ) + V y ( A ) ' s i n ( O x '  PQ)], r t P Q -  ~ ( A )  cos 0 f  < ~ .  (9) 

Dans le cas actue], si ~. est l 'angle de la tangente h C en A avec 0 x ,  les. 
quantitds cos (0 x, P Q), sin (0 x, P Q), sont infiniment voisines de  cos ~. et 
sin a, qui sont proportionne]les h X(A),  Y(A);  done, en tenant eompte de 
l'6quation (1), la relation d'in~.galit6 (2) donne lieu k celle-ci: 

I r  ~ p  Q [ < ~ , ,  (3) 

~, pouvant devenir aussi petit qu'on veut. Cette indga]itd (3) exprime la pro- 
position que je voulais d(!monh'er. 

On ddduit de lk que, si f(x, y) est assujettie ~, gtre continue par rap- 
port .h (x, y), elle dolt ~tre eonstante sur les earactdristiques, la chose dtant 
ddmontr& ind@endamment de toute hypoth~se sur les ddrivdes autre que celle 
de leur existence. 

101. Nous pouvons enfin donner encore une extension ~ ces r6sultats, 
en consid6rant le cas de l'dquation k n variables: 

X , ( x , ,  xo, x,d. ~ f  ~ f  ~ f  = o. (1) • . ~-7 + X~ b-L~ + • - • + X% ~ ~- 5 

En premier lieu, on fera une dtude sur les consdquenees qu'entraine, pour 
une fonction de n variables, l'hypoth~se de l'existence de d@iv6es partielles 
en ehaque point; dans le cas g6ndra], eerie 6tude pr6senterait des difficult(is, 
analogues i~ celles que nous avons rencontrges dans l'dtude des fonctions de n 
variables, continues par rapport ~t chacune d'elles, dgs que n est 6gal h 3. 

Mais si l'on suppose que f (x , ,  x , , . . ,  x~) est continue par rapport h Fen- 
semble des variables, on a immddiatement un rdsultat tr~s simple; en effet, 
appellons a~(x~, x , , . . ,  x, d la fonction d6finie au § 91, et relative 5. x,; dans 
l'hypoth~se de la continuitd de f, cette fonction ~, est semi-continuesupdrieu- 
rement par rapport ~ l'ensemble (x,, x~,. . ,  x,~); on en d6duit que, sur route 
eourbe caractdristique de l'6quation (1), la fonction f e s t  ~. la lois continue 
et ponctuellement variable relativement ~ tout ensemble parfait; elle est donc 
constante. 

Iei encore nous avons accompli un progrgs: nous avons supprim6 la res- 
triction de la continuit6 des d6riv6es. 

Je ferai remarquer qu'il existe certainement des fonctions non contim~es 
par rapport h l'ensemble des variables et satisfaisant h. l'dquation (1); par 
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exemple, si nous envisageons l'6quation: 

a f  Of ~f  + + = o, 

ia fonetion que j 'ai d6jg consid~r~!e au § 86, qui est 6gale ~ 0 pour les points 
de la droite x~--y ~ z~ eL i~: 

( x  - ( v  - ( x  - v )  
3 $ 

pour les autres points de l'espace, satisfait en tout point h l'6quation aux 
d6riv6es partielles (2); cela r6sulte de ce qu'elle est constante sur chaque pa- 
rallble i~ x = y ~ z; mais oh volt qu'elle est discontinue par rapport.~t l'en- 
semble (x, y, z). 

CONCLUSION. 

Dans l'introduction, j 'ai  montr6 comment les diff6rentes questions trait6es 
dans ce travail peuvent 8tre consid6r6es ~ un mSme point de rue. On volt 
present que les m6thodes qui ont 6t~, employ6es pour les r6soudre pr~sentent 
aussi entre elles les plus grandes analogies. La th6orie des ensembles de points 
joue un r61e tr~s important dans ces m6thodes; on peut mSme dire, d'une 
mani~re g~n6ra]e, que, darts l'ordre d'id6es oh nous nous sommes plac6s, tout 
probl~me relatif i~ la th6orie des fonetions conduit ~ certaines questions re- 
latives h ]a th~orie des ensembles; et e'est dans la mesure oh ces derni~res 
questions sont avane6es ou peuvent l'Stre qu'il est possible de r~soudre plus 
ou moins compl~tement le probl~me donn6. 

Les questions dont l'6tude fair l'objet de ee m6moire en appellent une 
foule d'autres. En ce qui concerne les fonetions d'une variable, il y aurait 
lieu de poursuivre l'6tude des diff6rentes classes de fonetions d6finies au eha- 
pitre I I I ;  il faudrait ensuite faire une 6tude analogue pour les fonctions de 
plusieurs variables, 6tudier en particulier, d'une mani~re plus approfondie 
qu'on ne l'a fait au chapitre IV, les fonctions de n variables, continues par 
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rapport ~ chaeune d'elles i il y aurait lieu aussi de chercher h r6soudre, aussi 
eomplhtement que possible~ la question posde au ehapitre ¥ au sujet des 5qua- 
tions aux d(!riv6es partielles. 

On voit qu'il y a l~ tout un groupe de probl~mes~ dont quelques-uns 
seulement~ ehoisis parmi les plus simples, ont 6t4 dtudi6s dans ee travail. 
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