Una estensione del problema della pro-
iettivita a gruppi di complessi e di
congruenze lineari di rette.

(Di Domexico Moxresano, a Napoli.)

In questa Memoria sono risolute le seguenti quistioni:

1.* Dati nello spazio p. complessi linears di vette K,,..., K, , studiare
il sistema dei fasci di rette dello spazio nei quali i raggi r,,... v, che
appariengono rispettivamente ai complessi dati, formano un gruppo proiettivo
ad un gruppodato g=e\...e, di una forma fondamenlale geometrica di
14 specie; per p=4, 5, 6, 1, 8.

2. Date in un complesso lineare di rette v congruenze lineari Q,,... @,,
studiare il sistema dei fasci di raggi del complesso, net quali © raggi r,,... r,
che appartengono rispettivamente alle congruenze date, formano un gruppo
proicttivo ad un gruppo dato g=se.,.. ¢, di una forma fondamentale geome-
trica di 1.% specie; per v==4, 5, 6.

3.2 Dati 5 complessi lineart di rette K,,... K, studiare la curva
lwogo di un punto a cui nei complessi dati corrispondono piani formanti un
gruppo omografico ad un gruppo assegnato costituito da 5 piani z,... m; di
una stella, e stabilire le proprieti della congruenza lineare formata dalle
curve dello spazio del tipo indicato.

Fra i molteplici risultati ottenuti degni di speciale menzione sono quelli
stabiliti pel sistema oot dei fasci di raggi che si presenta nella prima quistione
per p—4. Questo sistema & collegato ad un complesso di coniche e ad un
complesso di coni di 9% classe dello spazio, il cui studio forma la prima
parte della presente Memoria (Cap. 1 e II).

Notevole & anche il fatto che nella prima quistione per w =5 si pre-
senta un sistema oo® di fasei di raggi st fatti che un punto od un piano
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generico dello spazio & sostegno di un unico fascio del sistema, onde ne risulta
una reciprocitt birazionale nulla nello spazio di 7° grado, studiata ampia-
mente nel Cap. V.

La seconda e la terza quistione ed altre che ad esse si connettono, sono
trattate rispettivamente nei Cap. IIT e 1V, e i risultati ottenuti sono stati
applicati per stabilire vari notevoli teoremi su la superficie di 3° ordine, che
riguardano specialmente i gruppi formati da 5 o da 6 rette della superficie
due a due fra loro sghembe.

Infine i sistemi di fasci di raggi che si presentano nella prima quistione
per u===6 e per u==T o 8, sono studiati rispettivamente nei Cap. VI ¢ VIL

Da alcune proposizioni di Geomelria numerativa ottenute in questa Me-
moria, possono dedursi vari teoremi gid stabiliti da Sturm (Ueber correlative
oder reciproche Biindel. Math. Annalen, Bd. XII) e da Scuuserr (Abzihlende
Geometrie), supponendo che i complessi lineari, a cui esse proposizioni si rife-
riscono, fossero tutti singolari. E di cid nei singoli casi si fa cenno.

1. T fasci di rette dello spazio nei quali ¢ raggi appartenenti a 4 com-
plessi lineari di rette K,,.. K, dati ad arbitrio formano un gruppo proiet-
tivo ad un gruppo assegnato g==e,.. ¢, costituiscono un sistema 3.

In un piano generico dello spazio | Un punto generico dello spazio
esistono oot fusci di raggi del si- | & centro di oo' fasci di raggi del
stema aventi ¢ centri su di una co- sistema situati nei piani di un cono
nica. | di seconda classe.

|
i

Infatti designando con O,,.. O, i poli di un piano = nelle polarita
nulle II,,.. II, dovute ai complessi dati, i fasci di raggi del sistema 2 si-
tuati in w hanno per centro i punti del piano dai quali proiettando i punti
0,,.. O, ottengonsi quaterne proiettive al gruppo dato g. Essi centri si tro-
vano percid su di una conica che contiene i punti O,,.. O, i quali su di
essa costituiscono un gruppo proiettivo a g.

L'assieme oo® delle ccniche d-- L’assieme oc? dei coni di 2* classe
vate nel modo ora indicato ai piani dovuti nel modo anzidetto ai punti
dello spazio (una per ogni piano) co- dello spazio (uno per ogni punto) co-

stituisce un complesso di coniche 1. stituisce un complesso di coni T".
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Le leggi di generazione pei due complessi sono dunque le seguenti:

Una conica del complesso ' con- Un cono di 2¢ classe del com-
tiene i poli del suo piano melle po- = plesso T' contiene i piani polari
larit nulle 10,,.. 11, dovute ai com- ' del suo vertice nelle polaritic nulle
plessi dati, e questi poli formano su  1,... I, dovute ai complessi dati, e
di essa un gruppo proiettivo al grup- questi piani formano nel cono un
po dato g. . gruppo proiettivo al gruppo dato g.

Di pilt fra i due complessi I, T intercedono le seguenti relazioni :

Le oo coniche del complesso T' | Gli oot coni del complesso T che
che passano per un punto O, sono contengono un piano » hanno i ver-
nei piani del cono del complesso T | tici sulla conica del complesso T' che
che ha 4l vertice in O. | si trova nel piano o.

2. Siano ¢, ¢’ i raggi comuni ai complessi K,,.. K,. Essendo (0 — »)
un fascio arbitrario del sistema 3, si consideri la congruenza lineare di rette Q
che contiene le ¢, ¢’ ed 1l fascio (O — w). Essa ammette per direttrici le rette
d, d' appoggiate alle ¢, ¢, di cui 'una passa per O e l'altra giace in o,

Il quadrilatero gobbo g d¢’d’ che ne risulta, trovasi sulle quadriche so-
stegni delle schiere rigate p,,.. p; comuni alla @ ed ai complessi K,,.. K,
sicche tali quadriche formano un fascio-schiera, ed i 4 raggi delle p,.. g
che si trovano in un qualsiasi fascio della congruenza @), formano un gruppo
proiettivo al gruppo analogo dovuto ad (O — w); epperd tutti i fasci della
congruenza @ al pari di (O — w) appartengono al sistema 3. Ne segue che

I fasci di raggi del sistema = si distribuiscono in oo® congruenze lineari
le cui direttrici si appoggiano ai raggi q, q' comuni ai complesst dati.

Diremo che tali congruenze appartengono al sistema X,

Una retta d che incontri le ¢, ¢, & direttrice di oo! congruenze del si-
stema.

Le loro seconde direttrici formano una rigata la quale essendo segata
da un piano arbitrario « del fascio (d) secondo la conica del complesso I' si-
tuata in » (e correlativamente essendo proiettata da un punto O della d se-
condo il cono del ¢omplesso 1" che ha il vertice in O) risulta di 4° grado
ed ha per direttrici doppie le q, g' e per generatrice doppia la d. Di pit
essa contiene le rette d,,... d, coniugate alla d nelle polarita II,,.. TI,, e
queste rette costituiscono su di essa un gruppo proiettivo a g; cid che la de-
termina completamente, '
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Dunque: Se nella conyruenza di rette che ha per dirvettrici i raggi q, q'
comuni ai complessi dati, si riguardano corrispondenti due rette che siano
direttrici di una congruenza del sistema 3, nella corrispondenza involutoria
che ne risulta, ad una retta generica d della congruenza corrisponde una ri-
gata razionale di 4° grado che ha per retta doppia lu d.

3. Sia r un raggio comune a tre qualunque dei complessi dati, per
esempio ai complessi K,, K,, K,. Ad un piano » che contenga il raggio »
corrispondono nelle polaritd II,, II,, II, tre punti 0., Oy, O, situati sulla 7,
sicch® la conica del complesso I' situata in o si spezza nella retta + e nella
retta ' che unisce il punto O, coniugato ad o nella IT,, a quel punto O’ della »
che assieme ai punti O,, Oy, O, forma un gruppo 0 0, O, O, proiettivo a g.

In particolare in un piano » che contenga uno dei raggi comuni ai complessi
dati la conica del complesso T' riducesi a tale raggio g contato due volte.

Soltanto nel caso che 1 4 poli 0,,.. O, del piano o nelle polarita date
formino sulla ¢ un gruppo proiettivo al gruppo dato ¢, si ha che ogni fascio
di raggi del piano o appartiene al sistema X, sicché allora ogni retta del
piano forma con la ¢ una conica del complesso T.

Per determinare il numero di questi piani singolari nel fascio (g) basta
notare che se per ogni piano « del fascio si costruiscono i poli O,,.. O,
nelle polarita II,,.. II,, e si determina quel punto O’ della g per cui il gruppo
0 0, 0, 0, & proiettivo al gruppo ¢, la corrispondenza che viene ad aversi
fra i punti O, e O' della g, col variare del piano w, & una corrispondenza
(1, 3), sicché ammette 4 coincidenze che sono appunto dovute ai piani sin-
golari del fascio. Dunque:

In un piano dello spazio esiste una sola conica del complesso T. Fanno
eccezione soltanto 8 piani singolari, 4 del fascio (q) e 4 del fascio (¢'), dei
quali ciuscuno ¢ sostegno di oo® coniche del complesso formate dalla q (o
dalla ¢') e dalle singole rette del piano.

Correlativamente per ogni punto di un raggio » comune a tre del com-
plessi dati il cono del complesso I si spezza in due fasei di piani, di cui uno
ha per asse la retta . Per un punto generico di uno dei raggi q, ¢' il cono
del complesso si riduce al fascio (9) (o al fascio (¢")) contato due volte; ma
su ognuna delle rette ¢, ¢' esistono 4 punti singolari dei quali ciascuno ha
per corrispondenti nelle polarita II,,.. II, 4 piani formanti un grappo proiet-
tivo a g, sicché ognuno di tali punti & centro di oo® fasei di raggi del si-
stema X e corrispondentemente & vertice di oo® coni del complesso I', di cui cia-
scuno si seinde nel fascio (9) (0 (¢") ed in un fascio arbitrario della stella. Dunque:
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Un punto dello spazio & vertice di un solo cono del complesso 1. Esi-
stono soltanto 8 punti singolari, 4 sulla retta q e 4 sulla ¢, del quali cia-
scuno ¢ verlice di oo® coni del complesso, costituiti da coppie di fasci di piani
aventi per asse lo vetta q (o la q') e le singole rette della stella.

Dalle proprieta caratteristiche dei punti e dei piani singolari del sistema 3
segue che:

Un punto singolare O del si- | Un piano singolare o del sistema
stema sv trova sulle oo® coniche del | fa parte degli oo® coni del complesso
complesso T, situate net singoli piani | U che hanno per wertici i singoli
passanti per O. - punti del piano w.

E agevole anche riconoscere che i 4 punti singolari del sistema situati
su una delle rette ¢, ¢' appartengono uno ad uno ai 4 piani singolari che
passano per l'altra di tali rette.

Infatti se » & un piano singolare del fascio (¢') che ammetta per poli
nelle polarity 1,,.. II, i punti O,, .. O, e che incontri in O la ¢, i piani
polari di questo punto nelle T,,.. I, hanno in comune la retta ¢ e passano
rispettivamente per le rette O O,,.. O 0,, onde costituiscono un gruppo pro-
spettivo alla quaterna O,.. O, ¢ percid proiettivo al gruppo g, sicchd il
punto O & singolare pel sistema.

Un punto singolare O e un piano singolare » che si appartengano, deter-
minano una congruenza lineare di rette degenere, formata dalla stella di raggi (0)
e dal sistema piano rigato (»). Un fascio di raggi di questa congruenza fa parte
o della stella (0) o del piano (»). Nell'un caso o nell’altro esso appartiene al
sistema 3, sicché la congruenza in esame appartiene al sistema. Dunque:

Nel sistema = vi sono 8 congruenze lineari degeneri.

Si noti in ultimo che per determinare il sistema X, dati i complessi
K,,.. K,, si pud assegnare un suo punto singolare o un suo piano singo-
lare che appartengano a un raggio comune ai complessi dati, perche con cid
in entrambi 1 casi resta noto il gruppo caratteristico g del sistema (*).

Se questo gruppo varia in tutti i modi possibili, il sistema 3 varia de-
scrivendo un assieme oo' che comprende tutti i fasei di raggi dello spazio, in
modo che un fascio generico appartiene ad un unico sistema dell’assieme ec., ec.

{(*) Dal risultati ottenuti segue che dati 4 complessi lincari di rette in posizione affatto
arbitraria fra loro che abbiano in comune i raggi ¢, ¢/, se si riguardano corrispondenti
un punto O di g ed un punto O di ¢/, ai quali nclle polarita 1,,.. I, dovute ai com-
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4. I tre complessi K, K,, K, abbiano in comune la schiera rigata p,;
e sia o, la schiera incidente alla p,.

Ad una retta arbitraria d della o; corrispondono nelle polarita I,, Ily, II,
ire rette dy, ds, d, situate del pari sulla ¢,. Ora costruita su questa schiera
la retta d' tale che il gruppo d'd, d, d, risulti proiettivo al gruppe ¢, si con-
sideri la schiera rigata o’ che ha per direttrici la d, la d' e la d, coniugata
alla d nella 1I,.

In un piano = del fascio (d) che contenga i raggi », »' delle schiere
pi, py la conica del complesso T' si seinde in tali rette r, #* (§ 3); e corre-
lativamente per ogni punto P della d il cono del complesso I' si spezza nei
due fasci di piani che hanno per assi i raggi delle schiere p, o' che passano
per P.

Da cid segue che la superficie luogo delle seconde direttrici delle con-
gruenze lineari del sistema 3 che hanno per prima direttrice la retta d, si
spezza nelle quadriche sostegni delle o, p (§ 2).

Di pilt & agevole riconoscere che col variare della d sulla o,, la schiera
p' deserive una congruenza di 4° grado contenuta nel complesso K,.

Infatti le rette +' della congruenza che passano per un punto arbitrario
O dello spazio, si trovano nei piani = comuni al cono del complesso I'" ed al
cono-inviluppo circoseritto alla quadrica sostegno della p,, che hanno il vertice
in O, sicché il loro numero & 4.

Variando la retta d sulla o,, quando essa coincide con una delle due rette
coniugate fra loro in entrambe le polarita I, I, le rette d,, d; e percid anche
la d' coincidono con Paltra di tali rette, ¢ la corrispondente schiera p' coin-
cide con la schiera p, comune ai tre complessi K,, K, K;; sicché la p, si
presenta due volte nella genesi della congruenza in esame, e percid risulta
costituita da raggi doppi di tale congruenza.

plessi dati corrispondano duc quaterne di piani fra loro proiettive, lu corrispondenza che
ne risulta fra le ¢, ¢/, riducesi ad una corrispondenza biunivoca fra i gruppi di due in-
voluzioni di 4° ordine. Ora ¢ degno di nota il fatto che la superficic luogo delle congiun-
genti i punti di eiascuna quaterna della ¢ ai punti della corrispondente quaterna della, ¢,
é costituita dalle rette che nella polarita T1,,.. [, hanno per coniugate rette di una stessa
schiera rigata; vale a dire che

I uogo delle rette a cui in 4 polarita nulle dello spazio fra loro indipendenti corri-
spondono retle di una stessa schiera rigata, ¢ una superficie gobba di &° grado che ha per
divettrici quadruple i raggi comuni ai 4 complessi lineari determinati dalle polarita dale.
La superficie cantiene le diretirvici delle congruenze lineari coimuni a questi complessi prest
die a due,
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Questa dunque ha le tre schiere di raggi doppi pi, g3, ps. Inoltre dalla
costruzione data per le rette della congruenza che passano per un punto O
dello spazio, assumendo questo punto su una delle rette g, ¢, si deduce che
queste rette sono quadruple per la congruenza.

Infine notando che un punto singolare O di 2 determina con un raggio
arbitrario r della p, un piano =, in cui la conica del complesso T' si spezza
nella retta r e nel raggio » del complesso K, che appartiene al fascio (0—r),
sicché variando la r e tenendo fisso il punto O tale raggio + descrive il fa-
scio del complesso K, che ha il centro in O, si deduce che la congruenza
contiene gli 8 fasci di raggi del complesso K, che banno per centri i punti
singolari del sistema.

Correlativamente si dimostra che la congruenza contiene gli 8 fasci del
complesso K, situati nei piani singolari, ed agevolmente si riconosce che i
due fasci della congruenza dovuti a un punto singolare O e ad un piano sin-
golare  che si appartengono, costituiscono la schiera rigata p' dovuta alla retta d
della o, situata nel fascio (0 — «), ecc, ecc.

Quel che si & detto per la schiera rigata p, pud ripetersi per le altre
schiere p,, ps, p comuni ai complessi K,,.. K, presi tre a tre; e pud affer-
marsi che

Le rette che assieme ai raggi delle schiere rigate comuni ai compless:
K.,.. K, presi tre o tre costituiscono coniche degeneri del complesso T' (e
coni degenert del complesso ') appartengono a 4 congruenze di 4° grado
X.,.. X, contenute rispettivamente nei complessi K,,.. K,.

5. L’assieme oo® dei complessi lineari di rette che passano per i raggi
q, q'y pud essere riferito proiettivamente allo spazio ordinario in modo che
ai complessi, alle congruenze lineari ed alle schiere rigate che contengono i
raggi base q, ¢' del sistema, corrispondano rispettivamente i piani, le rette
ed i punti dello spazio rappresentativo (¥).

In tale riferimento alle oo® congruenze del sistema Z corrispondono oo®
rette godenti la proprieth di segare il gruppo dei piani w,,.. w, corrispon-
denti ai complessi K,,.. K, secondo quaterne di punti proiettive al gruppo g,
sicchd le rette in quistione appartengono al complesso tetraedrale § che ha
per tetraedro fondamentale quello costituito dai piani w,,.. w, e per gruppo
caratteristico il gruppo g.

(*) Vegg. Ruve, Dic Geometric der Loge. 3.* cdizione, II Parte, pag. 328, ¢ la mia
Nota, Su i complessi di rette di secondy grado generali de due fasci proietlivi di complessi
tineari. {Napoli, 1880.)
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Le rette d appoggiate alle ¢, ¢' sono assi dei complessi singolari del-
'assieme che si considera, A questi complessi corrispondono nello spazio rap-
presentativo i piani ¢ di una quadrica-inviluppo y( (che viene chiamata
quadrica fondamentale della rappresentazione) e che risulta riferita con cor-
rispondenza biunivoca alla congruenza lineare di rette @ che ha per diret-
trici le ¢, ¢q'.

In tale riferimento alla rigata p, =d* della @ formata dalle seconde di-
rettrici delle conguenze di = che hanno per prima direttrice un raggio ar-
bitrario d della @, corrisponde I'inviluppo ji,, = ¢ formato dai piani della
condotti per i raggi del complesso 4 giacenti nel corrispondente piano ¢
della .

Ora se la retta d e una direttrice della schiera rigata p, = K, I{; K,, il
corrispondente piano ¢ passa per il punto O, == w; w; », e 1'inviluppo j(,, pre-
cedentemente indicato si spezza nei due coni della y,) che hanno i vertici nel
punto O, ed in quel punto O" che con O, forma la conica-inviluppo del com-
plesso 6 dovuta al piano J. Percid questo punto O nella rappresentazione
stabilita corrisponde alla schiera rigata p', dovuta alla d, della congruenza
di 4° grado X, studiata nel § precedente, vale a dire che tale congruenza X,
nella rappresentazione stabilita ha per corrispondente la curva cgy = (0, 0, O,)
del piano w,, formata dai centri dei fasci del complesso 6 situati nei piani del
eono circoscritto alla z(, che ha per vertice il punto O, sicché le ulteriori
proprietda della congruenza possono essere stabilite facilmente con metodi da
me altrove indicati (*).

Inoltre, siccome. nello spazio rappresentativo i vertici O,,.. O, del te-
traedro fondamentale vengono proiettati dai raggi del complesso 4 secondo
quaterne proiettive al gruppo g, percid si ha che:

Le schiere rigate p,,.. p, comuni ai complessi K,, . K, presi tre a tre,
delerminano con ciascuna congruenza del sistema T un gruppo di quatiro
complessi lineari proiettivo al gruppo dato g.

In particolare per le otto congruenze degeneri del sistema X (le quali
corrispondono agli otto raggi del complesso 4 situati sulla quadrica y,,) si
ha che:

Nei singoli fasci di raggi che hanno per sostegni un punto ed un piano
singolari del sistema X che si appartengano, le divettrici delle schiere vigate
piye- po formano un gruppo proiettivo al gruppo dato g.

(*) Sw i complessi di rette di 2.0 grado, ecc., Meéwm, cit. § G.
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II.

6. Un complesso di coniche nello spazio presenta vari numeri carat-
teristici.

Noi assumeremo come caratteristiche elementari del complesso: 1.° il nu-
mero delle sue coniche che si trovano in un piano generico dello spazio;
2.° la classe del cono formato dai piani sostegni delle coniche del complesso
che passano per un punto generice dello spazio.

La superficie luogo delle coniche del complesso situate mei piani di un
fascio generico dello spazio, ha per retta multipla secondo g I'asse s del fa-
scio, se B & il secondo dei due numeri indicati; ¢ la sua sezione variabile
con un piano del fascio equivale ad una linea di ordine 2«, se « & il primo
dei predetti numeri, sicché U'ordine della superficie & 2« - .

Pel complesso I' definito nel capitolo precedente a==1, f==2. Da cid
e dalla genesi del complesso segue che:

1.° Le coniche del complesso ' situate nei piani di un fuscio arbitrario
formano una superficie di 4° ordine che ha per linea doppia Uasse » del fu-
scio e per lince semplici le rette »,,.. v, coniugate alla r nelle polarity
I,,.. I,. La superficie contiene qli otto punti singolari del sistema Z.

Se la » incontra una delle rette ¢, ¢' comuni ai complessi dati I\,,.. K|,
essa retta ¢ (o ¢') risulta doppia per la superficie p(,). Pill particolarmente se
la r cade in uno dei piani singolari di 2, dalla superficie p(,) si stacca tale
piano singolare; invece se la » passa per un punto singolare del sistema,
tale punto risulta triplo per la superficie p(y.

Infine se la retta » & un raggio comune a tre dei complessi K,,.. K,
la superficie p(,y risulta rigata, ha la retta » per direttrice tripla, ed & con-
tenuta in una delle congruenze X,,.. X, del § 4.

L'inviluppo di piani correlativo alla superficie di 4° ordine presa ora in
esame, essendo costituita dagli oot coni del complesso T" (definito nel capitolo
precedente) che hanno i vertiei su di una retta arbitraria s, risulta I'assieme
dei piani delle coniche del complesso T" che incontrano la s. Dunque:

2.° Le oo coniche del complesso T' che si appoggiano ad una retta s,
sono nei piani di un inviluppo di 4 classe, di cui sono doppi i piani del
fuscio (s) e semplici ¢ piani dei fasci che hanno per assi le retie s.,.. s,
coniugate alla s nelle polarity 1,,.. 0,. All'inviluppo appartengono gli otfo
piani singolar: del sistema.

Annali di Malematica, tomo 1. 42



322  Montesano: Una estensione del problema della prodettivith

I piani comuni all’inviluppo ora indicato e ad un cono arbitrario del
complesso I di vertice P, sono sostegni di coniche del complesso I' che pas-
sano per P e si appoggiano alla s; vale a dire che:

3.° Le coniche del eomplesso 1" che incontrano una retta arbitraria s,
formano una congruenza di 8° ordine e di 4% classe (*).

4.° Le coniche del complesso T' che passano per un punto generico I
dello spazio, formano wna superficie di 8° ordine.

Questa superficie ha in P un punto sestuplo. Da cid segue che:

5.° Vi sono sei coniche del complesso T' che risultano tangenti ad un
piano = in un punto P di tale piano.

Si & ora al caso di determinare gli altri numeri caratteristici del com-
plesso T

Per es. dalla proposizione 1.* si deduce che il numero delle coniche
del complesso tangenti ad una retta arbitraria » & 4 e che il numero delle
coniche del complesso che hanno per corda una retta arbitraria » e sono tan-
genti a un piano o non passante per la » & 6 (numero delle tangenti che da
un punto doppio di una curva piana di 4.° ordine e di genere 2 vanno a
toccare altrove la curva), mentre nel caso che la 7 sia in un piano singo-
lare », il numero anzidetto, non tenendo conto del piano o, riducesi a 4.

E pud affermarsi che:

6.° Le oo® coniche del complesso T' tangenti ad un piano arbitrario =
dello spazio, sono in piant di un inviluppo di 6“ classe, di cui il piano =
¢ doppio e la relutiva linea di contatto ¢ la conica del complesso situata in =.
Dell’inviluppo sono doppi gli 8 piani singolari del sistema 3 e sono semplici
gli altri piani dei fasci (q), (q').

I 12 piani che il precedente inviluppo ha in comune con un cono del
complesso I di vertice I, nel caso che questo punto appartenga al piano =,
coincidono due a due con 1 piani sostegni delle 6 coniche indicate nella
proposizione 4." Invece nel caso generale essi risultano distinti, e sono so-
stegni di coniche di T" che passano per il punto P e toccano il piano ». Ne
segue che:

1.° Le coniche del complesso T tanyenti ad un piano » formano una
congruenza di 12° ordine e di 6% clusse.

Infine si ha che:

(¥} Chiamo ordine di una congrucnza di coniche il mumero delle coniche della con-
gruenzy che passano per un punto genevieo dello spazio, ¢ classe il numers delle coniche
delly congruenza che hanno per corda una retta generica dello spazio.

2 o
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8.° Le coniche del complesso T' situate nei piani di una stella arbi-
traria (P) formano una congruenza di 2° ordine e di 1° classe. La super-
ficie focale di questa congruenza (formata dai vertici dei coni del complesso I
che passano per il punto P, e percido correlativa all'inviluppo della precedente
proposizione) ¢ di 69 ordine, contiene le refte q, q'; ha per punti doppi 1l
punto P e gli 8 punti singolari di 23 ha per cono tangente in I’ il cono del
complesso 1", e da ogni conica dellu congruenza ¢ foccata in 6 punii, ecc., ece.

7. La superficie di 8° ordine o luogo delle coniche del complesso I
che passano per un punto arbitrario O dello spazio, avendo in O un punto
sestuplo, & segata ulteriormente dal piano di una coniea ¢, secondo una
curva di 6° ordine che ha in O un punto b-plo. Ksistono percid sulla o
due sistemi oct di curve piane razionali ¢y = 0, ¢y = (P situate nei piani
del eono ) del complesso I di vertice O.

Due coniche ¢y, ¢/ della superficie non hanno in generale oltre di O
un secondo punto in comune, sicche il punto in cui la prima di esse incontra,
oltre che in O, il piano della seconda, si trova sulla curva ¢’y ulteriore se-
zione della superficie con tale piano. Da cid segue ‘che due curve ¢y della
superficie non hanno, oltre di O, un secondo punto variabile in comune;
una ¢ € una ¢'g hanno in comune, in gencrale, un solo punto variabile; e
per un punto generico della superficie passa una sola curva di ciascuno dei
due sistemi.
 Percid riferiti il sistema delle ¢y ¢ quello delle ¢ con corrispondenze
proiettive rispettivamente a due fasci diraggi (I’), (@) di un medesimo piano w,
ne risulta una corrispondenza birazionale fra questo piano e la super-
ficie oy, 81 fatta che alle sezioni piane della o(s) corrispondono in w delle curve
di 8 ordine, per le quali il punto P & 6-plo ed il punto @ & doppio.

Ogni conica ¢, della superficic o contiene i poli del suo piano nelle
polarity II,,.. I,. Di conseguenza la superficie o4 contiene le quattro co-
niche che nelle predette polaritd corrispondono al cono y,) gia indicato. Esse
si trovano nei piani del cono z,) che corrispondono al punto O nelle II,,.. 11,,
ed una qualsiasi ¢; di esse forma una curva ¢ della g5 con i quattro raggi
uscenti da O della congruenza X; del § 4.

D’altra parte uno qualsiasi di questi raggi fa parte di una conica cg
della oy, percid nella rappresentazione stabilita della (s sul piano «, al raggio
anzidetto corrisponde un punto fondamentale semplice della rappresentazione.

N¢ questa ammette altri punti fondamentali; cioé le curve immagini delle
sezioni piane della superficie sono delle ¢ = [ €% 16 B, essendo 1 punti B
su 4 rette del fascio (@), 4 su ogni retta.
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Alla curva di sezione della o5 con un piano arbitrario della stella (0)
corrisponde sul piano « una curva che ha un solo punto variabile in comune
con ogni retta dei fasci (P), (@) e che passa semplicemente per i punti P, Q
(immagini di una ¢y e di una ¢, rispettivamente), corrisponde ciod una co-
nica e¢py= P ; donde segue che al punto O della ¢ corrisponde su w una
curva ¢ = P* @, 16 R.

Dalla rappresentazione data segue anche che il genere di una sezione
piana arbitraria della o & 5, mentre le sezioni prodotte nella superficie dai
piani della stella (0) sono razionali; e siccome sulla o oltre di O non vi pud
essere alcun punto di multiplicita superiore a 2, percid la superficie ammette
una linea doppia di 16” ordine che ha in O un punto multiplo secondo 10.

I sei punti variabili di sezione di tale linea ¢, con un piano = del cono
%) non potendo essere doppi per I'una o per Valtra delle due curve cg, ¢
prodotte dal piano = mella oy, risultano comuni alle due curve; mentre il
7° punto (diverso da O) che le due linee hanno in comune, & punto di con-
tatto. del piano = con la superficie.

Da cid segue che le coniche ¢ e le curve ¢ si appoggiano ciascuna
in 6 punti alla ¢,,; e analogamente dalla considerazione dei piani polari del
punto O nelle II,,.. II, si deduce che le 16 rette r della oy che passano pel
punto O, hanno ciascuna un altro punto solo in comune con la ¢, sicchd
I'immagine di questa curva nel piano o & una ¢, = P % 16 R.

La completa sezione della superficie o) con il cono di 6° ordine che
dal punto O proietta la c(,), & costituita da questa curva e dalle 16 rette »,
sicche il cono indicato non ammette alcuna generatrice multipla, perche al-
trimenti tale retta apparterrebbe anche alla o.

Ne segue che la ¢, & di genere 10.

Infine & agevole riconoscere che la ¢ passa semplicemente per gli 8
punti singolari del complesso.

8. Su una quadrica ¢, che contenga 1 raggi ¢, ¢' si assuma ad ar-
bitrio una generatrice d di sistema opposto ai predetti raggi, e si consideri
la superficie pyy == (¢ ¢' d)* luogo delle seconde direttrici delle congruenze del
sistema X che hanno per prima direttrice la d (§ 2).

Le superficie ¢, pry hanno in comune, oltre alle g, ¢, d, due generatriei
d', d', di cui eciascuno determina con la d una congruenza del sistema 3.
Col variare della d nella schiera rigata o della ¢ che non contiene le ¢, ¢/,
variano del pari in tale schiera le d, d', e corrispondono alla d in una cor-
rispondenza involutoria j,,.
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Dunque su ogni quadrica ¢.,= q q', nella schiera incidente a questi ragygi,
st ha una corrispondenza involutoria j,,, nella quale due refte coniugate sono
direttrici di una medesima congruenza del sistema .

Ora per un noto tcorema se nella j,, a due raggi distinti d, d, della
schiera o' corrispondono gli stessi due raggi d’, d', fra loro distinti, allora la
ddi, ee,...
ddy, éer,...|
le coppie di un’involuzione ordinaria j=(dd,, d'd',, ¢e, € ¢,...) della
schiera o' (*).

In tale caso due coppie di rette corrispondenti dd,, d'd', della j deter-
minano rispettivamente con una generatrice g della gq) dello stesso sistema
delle ¢, ' una coppia di punti P=gd, P'=g¢gd ed una coppia di piani
n=gd,, n=gd, godenti la propriets che i punti P, P’ si trovano en-
trambi su le coniche del complesso I' situate mei piani =, n'; e viceversa
questi piani appartengono entrambi ai coni di I" che hanno i vertici in
P, P'; cioé allora nella schiera rigata « della g, che contiene le ¢, ¢' ogni
generatrice g & sostegno di due involuzioni ordinarie, 'una di punti, I'altra
di piani, riferite fra loro proiettivamente in modo che ogni coppia dell’una
involuzione appartiene alle due coniche di I' o ai due coni di I" determi-
nati dalla corrispondente coppia dell’altra involuzione.

Inversamente & agevole riconoscere che se una retta r & incontrata da
due coniche del complesso I' nella stessa coppia di punti P, P’ (nel quale
caso i due coni del complesso I" dovuti a tali punti, hanno in comune la
coppia dei piani m, =’ sostegni delle suddette coniche) allora mnella involu-
zione j,, che viene ad aversi sulla quadrica g =g ¢'r, a ciascuna delle rette
d, d' che passano rispettivamente per i punti P, P, corrispondono le stesse
due rette d,, d', che giacciono rispettivamente nei piani =, =', sicch® la j,,
si trova nelle condizioni particolari precedentemente indicate e percid sulla »
¢ nel fascio () esistono infinite altre coppie analoghe alle P P’, = ='; ed ogni
altra retta della schiera rigata a==¢ ¢ r gode le stesse proprieta della s

E tenendo calcolo che le rette di una stella arbitraria (0) soddisfacenti
alla condizione precedentemente indicata, sono le generatrici del cono di 6° ordine
che dal punto O proietta la curva doppia ¢ della superficie o) formata dalle
coniche del complesso I' che passano per O, e correlativamente, si deduce che:

Ju» risulta una proiettivith involutoria j' = intercedente fra

(¥) Il feorema a cui ci riferiamo, equivale alla nota proposizione che «se nel piano
due coniche sono tali ehe esista un quadrilatero semplice iseritto in una di esse e circo~
seritto all’altra, esistono ee! altri quadrilateri analoghi al precedente »,
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Esiste un complesso di rette di 6° grado Hy di cui ogni raggio r & so-
steqno di due involuzioni ordinarie, Uuna di punti, Ualtra di piani, fra loro
proiettive e tali che ogni coppia-dell’una involuzione appartiene alle coniche di T
(0 ai coni di I") che hanno ‘per sosteqni gli elementi della coppia corrispon-
dente dell’altra involuzione. Questo complesso & costituito da schiere rigate
che hanno in comune i ragqi q, q, © quali percid sono sestupli per esso.

Per un punto O di un raggio r della schiera p,= K, K K, la superficie
o= 0° del complesso I' si spezza nella superficie rigata gy, =1* della con-
gruenza X, ed in una superficie oyy= 0°r 1", essendo ¢ la generatrice della
puy che passa per O, sicché le due superficie nel punto O che & triplo per
entrambe, hanno in comune il piano tangente r ' e percid la ulteriore loro
sezione & una c,)== 0% che da O viene proiettata secondo un cono di 6° or-
dine avente per raggio triplo la r. Questo cono appartiene al complesso di
rette Hy. Percid i raggi delle schiere rigate p,,.. pc sono tripli pel com-
plesso H,.

9. Ogni corrispondenza proiettiva dello spazio che trasformi ciascuno dei
complessi dati K,,.. K, in s& stesso, fa corrispondere ad un fascio di raggi
del sistema 3 un fascio di raggi dello stesso sistema, ciot trasforma del pari
in s& stesso il sistema =, e percid o fa corrispondere ciascuno dei complessi
I, T' a sé stesso, o fa corrispondere uno di tali complessi all’altro, secondo
che essa corrispondenza & una omografia o una correlazione.

In particolare se uno dei complessi dati, ad esempio il complesso K, &
in involuzione con gli altri tre, allora nella polaritd nulla I, ciascuno dei
complessi dati & coniugato a sé stesso, sicchd in tale polarith al complesso I
corrisponde il complesso T, ciot allora la conica ¢ del complesso T' situata
in un piano arbitrario » coincide con la conica ¢’ che nella II, corrisponde al
cono del complesso I avente per vertice il punto O polo del piano o nella II,.

Ma queste coniche ¢, ;) appartengono entrambe alla superficie s del
complesso I' dovuta al punto O, percid nel caso indicato esse coincidono in
una conica doppia della superficie oy che staccasi dalla curva c(q = 0" del
caso generale, in modo che il cono che proietta questa curva dal punto O
(cono che appartiene al complesso H; del § precedente) viene a contenere il
fascio di raggio (O — ). Ne segue che:

Se uno dei complessi IK,,.. K, é in involuzione con gli altri tre, esso
fa parte del complesso H.

Percid dal complesso H, possono staccarsi o uno o due o tutti e quattro
i complessi dati. Quest’ultimo fatto si verifica quando ciascuno dei complessi
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dati & in involuzione con gli altri tre, nel quale caso la superficie o= 0°
del complesso I' ha per lineec doppie le quattro coniche del complesso sitnate
nei piani polari del punto O nelle II,,.. T, ed una curva razionale di 8” or-
dine C(s) = 06.

Al risultati ora ottenuti si giunge anche facendo uso della rappresenta-
zione indicata nel § 5, nella quale al complesso Hy corrisponde una super-
ficie di 6° ordine g¢ == (0,,.. 0,¢ luogo di un punto 4 sifatto che il cono
circoseritto alla quadrica fondamentale 7, di vertice 4, e il cono formato
dai raggi del complesso tetraedrale § uscenti da A, godono la proprieta che
al primo dei due coni sono circoseritti oo' angoli tetraedri semplici iscritti nel
secondo.

10. Un caso particolare degno di nota si presenta pel sistema 2 quando
uno dei complessi /,,.. /\,, ad esempio il complesso /\,, risulta singolare.
Indicandone con a 'asse, si ha che tutte le coniche del complesso I' si ap-
poggiano alla @ e tutti 1 coni del complesso I" risultano ad essa tangenti.
Inoltre uno dei punti (o piani) singolari appartenente al raggio ¢ (o al
raggio ¢') & quello che tale raggio determina con la a.

Infine dal fatto che la « si trova su tutte le superficie gy di I' e che i
piani che passano per essa fanno parte degli inviluppi duali di T, segue che
la superficie o del complesso T' dovuta ad un punto arbitrario O dello spazio
visulta di 7.° ordine. Essa pud essere rappresentata su di un piano in modo
che le sezioni piane abbiano per immagini curve:

(’{7};:—:. PS Q?} 4R17 3]’33, 3R37 3R4,

essendo i punti R; su una retta del fascio (@), la quale per ¢=1 & I'immagine
della @ che & retta semplice della superficie. Questa ammette per linea doppia
una curva ¢, = 0° che contiene i sei punti singolari del sistema non situati
su @, ecc., ecc.

Analogamente se dei complessi K,,.. K, i primi due, o i primi tre o
tutti e quaitro risultano singolari, la superficie ¢ del complesso I' dovuta ad
un punto O, risulta rispettivamente di 6°, di 5° o di 4° ordine, e pud es-
sere rappresentata su di un piano in modo che le sezioni piane abbiano per
immagini

nel 1.” caso curve cq=P* @, 8 R,, 3R,y 2Ry, 2 E,;
” 2.0 » » 6(5) = P3 Q2, 2 I{g, 2 1{2, 2 R3, R4 ;
P 3.0 ” ” C(4) = 1)2 Qz, R‘7 Rg, R3, R;,
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ove i punti B; si trovano su una retta del fascio (Q) la quale, se il com-
plesso K; & singolare con la retta a; per asse, ¢ 'immagine di tale retta ;.

E nei singoli casi la linea doppia della superficie & una ¢y == 0° o una
¢4y == 0 o una conica non passante per O.

ITL

11. Date in un complesso lineare di rette, K, 4 congruenze lineari
Qs,.. Q. in posizione affatto arbitraria fra loro, ¢ fasci di raggi del com-
plesso K net quali le retie appartenenti alle congruenze dute formano un
gruppo proiettivo ad wun gruppo assegnato g =e,.. e, hanno i centri su
una superficie di 4° ordine ). e i loro piani appartengono ad un inviluppo di
4¢ classe J coniugato alla X nella polarits nulla T dovuta al complesso K.

Infatti per le congruenze date @Q,,... @, si facciano passare rispettiva-
mente 4 complessi lineari di rette K,,.. K, e si consideri il sistema 2 dei fasci
di rette nei quali i raggi che appartengono ai predetti complessi formano
un gruppo proiettivo al gruppo dato g.

I fasci di raggi indicati nel teorema sono i fasei comuni al sistema X
ed al complesso K; sicché fra di essi quelli che trovansi in piani passanti
per una retta arbitraria s, hanno per centri i punti in cui la superficie p(,),
luogo dei centri dei fasci di 2 situati nei piani per r (§ 6° 1.* prop.) & se-
gata dalla retta »* coniugata alla » nella polarita II; e percid il numero dei
fasei in quistione & 4, vale a dire che per la retta + passano 4 piani dell’in-
viluppo J su indicato e sulla 7' si trovano 4 punti della superficie X, donde
segue il teorema.

La superficie A contiene evidentemente le 8 direttrici d;, d'; delle con-
gruenze date @; e le 4 coppie di raggi r;, »’; che queste congruenze prese
tre a tre hanno in comune; e correlativamente per I'inviluppo J.

Seper caso le congruenze date avessero in comune un raggio g=r,=..=r,,
questo apparterrebbe ai 4 complessi K,;.. /{,, in modo che la superficie p,
del sistema 2 precedentemente considerato, dovuta ad una retta » appoggiata
alla g, avrebbe per retta doppia la ¢ (§ 6, 1.* prop.) e dei suoi punti di
sezione con la retta »' coniugata alla » nella II, due coinciderebbero nel
punto r'q; ciod allora la retta ¢ risulterebbe doppia per la superficie 2, e
correlativamente nell'inviluppo J risulterebbero doppii i piani del fascio (g).

Invece nel caso generale la superficie 2 e !'inviluppo J non hanno ri-
spettivamente aleun punto o piano doppio.
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In tale caso esiste un’omografia assiale armonica che trasforma ciascuna
delle forme %, J in sé stessa.

Si supponga infatti che i complessi K,,.. K, oltre a passare rispettiva-
mente per le congruenze Q,,.. §,, soddisfacciano all'altra condizione di essere
in involuzione con il complesso dato K (il che li determina completamente).
Allora i raggi q, ¢' che essi hanno in comune, non appartenendo al com-
plesso /A ed essendo coniugati fra di loro nella polaritd II dovuta a tale com-
plesso (*), risultano distinti, epperd esiste un’ omografia assiale armonica Q
che 1i ha per assi. Questa omografia trasforma in sé stesso ognuno dei com-
plessi K, K,,.. K, (**), sicch® trasforma in st stessa ognuna delle con-
gruenze date @, =K K,,.. @, = K K, (facendo corrispondere 'una all’altra
le direttrici dy, d'; di tale congruenze), epperd la Q muta in s& stesso il si-
stema dei fasei di raggi che si considera e quindi anche la superficie 2 e
I'inviluppo J.

Gli assi della Q sono coniugati nella polarith T1, sicché la corrispon-
denza II' prodotto delle’Q, T & anch’ essa una polaritd nulla, e propriamente
& quella dovuta al complesso lineare /' che & in involuzione con i b com-
plessi K, K;,.. I{,. Essa al pari delle corrispondenze Q, I trasforma in sé
stesso il sistema dei fasci di raggi che si considera, epperd:

Hsiste una seconda polarity nulla 11" nella quale si corrispondono la su-
perficie ) e Uinviluppo J.

Le rette #;, +'; comuni alle congruenze date Q;, @, @, appartenendo
al 4 complessi K, K;, K,n, K, che sono tutti in involuzione col complesso K,
risultano fra loro coniugate nella polaritd IT, sicche in questa sono unite le
direttrici d;, d; delle congruenze date, per ¢, I, m, n=1, 2, 3, 4 in qual-
siasi ordine.

12. La superficie 1 indicata nel precedente § & del tutto determinata
dalle congruenze lineari Q,,.. @, a cui & dovuta, e dal gruppo caratteri-
stico g ==e,.. ¢,. Ora se si tengono figse le Q,,.. @, e i primi tre elementi
di g, e si fa variare V'ultimo elemento e, del gruppo, facendogli descrivere
tutta la forma f=e, ¢,¢;, allora la superficie A descrive un fascio che ha

{*) D Paouws, Fondamenti di una teoria delly spazio generato dai complessi Lineari.
Mem. Ace. Lincei, Serie 47, Vol. T (1885), § IV, 22.

(**) MontRsANo, Su certi gruppl di superficie di secondo grado. Annali di Matematica,
Serie I, tomo XIV.

Annali di Matematicn, tomo I. 43
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per base le 8 direttrici d;, d'; delle congruenze date e gli 8 raggi »;, '
che queste congruenze prese tre a tre hanno in comune.

Tale fascio risulta riferito proiettivamente alla forma f descritta dall’ele-
mento ¢,, in modo che agli elementi e¢,, ¢,, ¢; della f corrispondono nel fa-
scio le superficie degeneri 2,, 2,, %, formate rispettivamente:

la %, dalle quadriche poy==d. d', d, d 1, ¥y 137, pry=dededsdsr v’ ryry,
la- >L2 n n O'(g) ] dg dlg d4 d’4 7'3 7"3 r 7”’1’ G',(?) == d3 dyg dl d,‘ 7’2 7'12 Ty 7',47

Ia }.3 » ” T(g) == d'g d,g d4 d(4 7" ?1!1 7’2 '7"'2, T’(g) = di d’4 dg d/g 7'3 r 3 7"4 r 4

Ora tutto cid che si & detto per le congruenze @.,.. @,, si ripeta per le
congruenze lineari R,,.. B, che hanno rispettivamente per direttrici le coppie
di rette r,#'y,.. 747y, le quali congruenze appartengono al complesso linearc
K' indicato nel precedente §.

Siccome le R,,.. R, a tre a tre hanno in comune le rette d;, d;, percid
esse danno origine allo stesso fascio ¢ di superficie 1" e stabiliscono fra questo
fascio e la forma f la stessa proiettivita che le Q,,.. @, (proiettivita ben
determinata dalle terne corrispondenti e, ¢, ¢;5, 1 2, %5); vale a dire che la su-
perficie 2 dovuta alla congruenza ©),,.. @, ed al gruppo caratteristico ¢
coincide con la superficie 3’ dovuta alle congruenze R,,... B, ed allo stesso
gruppo caratteristico g.

In altre parole i due gruppi di raggi delle congruenze @,,.. @,; R,,.. R,
che passano per un medesimo punto dello spazio (o che giacciono, correlati-
vamente, in un medesimo piano dello spazio) risultano sempre proiettivi fra
di loro.

Se si chiamano involuforie due congruenze lineari di rette non degeneri,
di cui ciascuna abbia per raggi le direttrici dell’altra, pud affermarsi che

Due gruppi di congruenze lineari di rette formati ciascuno da 4 con-
gruenze con le direttrici distinte a due a due sghembe, e riferiti fra di loro
in modo che ogni congruenza dell'un gruppo risulti in involuzione con le tre
congruenze non omologhe (e con queste soltanto) dell'altro gruppo, godono le
sequenti proprietd :

1.° Le congruenze di uno stesso gruppo appariengono ad un medesimo
complesso lineare.

2.° Le due quaterne di raggi delle congruenze dei due gruppi che ap-
partengono ad un medesimo punto (o pianc) dello spazio, sono proiettive fra
di loro.
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3.° I punti (o 4 piani) dello spazio per 7 quali le predette quaterne
sono proteftive ad un gruppo dato g=e,.. e, appartengono ad una su-
perficie di 4° ordine (o inviluppano una superficie di 4° classe), la quale
col variare del gruppo g descrive un fascio (o una schiera), che ha per base
le 16 diretirici delle congruenze dei due gruppr.

13. Date in un complesso lineare di rette K 5 congruenze lineari
Qiy... Q in posizione affatto arbitraria fra di loro, esistono oot fasci di
raggi del complesso K nei quali ¢ raggi appartenenti alle date congruenze
formano- un gruppo proiettivo ad un gruppo dato g=e,... e;. I centri di
questi fasci si trovano su una curva gobba di 8° ordine e di genere 5, ¢ i
loro piani inviluppano la forma duale alla precedente.

Si consideri infatti la superficie di 4° ordine 2; luogo dei punti per i
quali i raggi delle 4 congruenze date Q;, Qm, @x, @p formano un gruppo
proiettivo al gruppo gi==e¢;emenep, per ¢, I, m, n, p=1,... 5 in qualsiasi
ordine.

La completa sezione di due di queste 5 superficie, per esempio delle
A, A, © costituita dalla curva ¢ indicata nel teorema, dalle rette d,, d’,
d, dy, ds, ds direttrici delle congruenze Q,, @, @5, e dai raggi 9., ¢'»
comuni a queste congruenze; sicche la ¢ & di 8° ordine.

D’altra parte il numero dei raggi di una stella arbitraria che incontrano
in due punti distinti due delle 8 rette ds, ds, dy, d's, dsy d's, Giey ¢, & 16,
sicch® i1 numero dei punti doppii apparenti della ¢ & anche 16, ciog la ¢ ri-
sulta di genere 5 (¥*), come si era affermato.

Ogni direttrice d; di una qualsiasi delle congruenze date ha in comune
con la curva ¢ 4 punti (che sono le sezioni della d; con la superficie 1),
mentre ogni raggio comune a tre delle congruenze date non ha aleun punto
sulla c. Ora inversamente si ha che:

Ogni curva di 8° ordine che abbia per quadriseqanti le direttrici delle
5 congruenze date, & una curva del tipo che si studia, cioé i gruppi di raggi
appartenenti alle dale congruenze che passano per i singoli punti della curva
sono tutti proiettivi fra di loro.

Si consideri infatti il fascio delle superficie di 4° ordine 2; di cui ogni
superficie & formata da punti per i quali i grappi dei raggi appartenenti
alle congruenze date Q;, Qn., Q., Qp sono fra loro proiettivi. Una curva

(%) Nowriuer, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven. Abhand-
lungen der k. Ak, der Wissenschaften zu Berlin, 1887, pag. 05, a;).
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¢y =(did';)* non & segata in punti variabili dalle A;, sicché giace per intero
su una superficie del fascio, e ne segue il teorema.

Per un punto dello spazio che non sia sulle d;, d;, passa una sola
curva ¢ del tipo che si considera. Pud dunque affermarsi che:

Cingue coppie di rette d;, d'; coniugate in una medesima polaritd nullo
dello spazio determinano una congruenza lineare di curve di 8° ordine e di
genere 5 soddisfacenti alla sola condizione di appoggiarsi a ciascuna delle
rette d;, d'; in 4 punti (*). Due punti situati su una medesima curva della
congruenza godono la proprieta che le rette uscenti rispettivamente da essi ed
appoggiate alle d;, d'; formano due quintuple proiettive fra loro. La con-
gruenza ammette 5 fasci generatori di superficie di 4° ordine (**), di cui
ciascuno ha per base 4 coppie di rette d;, di e gli 8 raggi appoggiati alle
predette coppie prese tre a tre.

Le basi di due fasei generatori della congruenza hanno tre coppie di
rette dd in comune, distribuite su tre quadriche di cui ciascuna fa parte
tanto di una superficie degenere dell’'un fascio, come di una superficie dege-
nere dell’altro fascio, diversa dalla precedente.

Da cid riesce agevole dedurre che:

Il numero delle curve della congruenza che hanno per corda una retta
generica dello spazio, ¢ (4 — 1 — 3=6.

Reggono considerazioni correlative alle precedenti.

14. Date in un complesso lineare di rette 6 congruenze lineari Q,,... Qs
in posizione affatto arbitraria, esistono 8 fasci di rette del complesso nes
quali il gruppo dei raggi appartenenti alle date congruenze, ¢ proiettivo ad
un gruppo dato g=e,... ¢.

Si considerino infatti la curva cs, determinata dalle 5 congruenze @,
Q., Qs, Qs, Qs e dal gruppo caratteristico go==e¢,¢, e;¢,¢, ¢ la superficie
di 4° ordine X, determinata dalle 4 congruenze Q., Q., Q., @; e dal gruppo
caratteristico ¢,,=¢, ¢, ¢, ¢;. I punti comuni alle ¢, 2, non situati sulle di-
rettrici delle congruenze Q,, Q., Qs sono i centri dei fasci di raggi indicati
nel teorema, sicché il loro numero & 4.8 — 6.4 =28.

(¥) Le curve della congruenza non hanno altre quadriseganti, perche il numero di
tali rette per nna carva gobba di 8 ordine ¢ di genere 5 é appunto 10. (Brrzonanrs, Su
le secanti multiple di una curva algebrica. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
tomo IX, pag. 191)

(**) Un fascio generatore di una congruenza di linee nello spazio & un fascio formato
da superficie di cul ciascana contiene ool linee della congruenza,
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Dal precedente teorema segue I'altro che:

Assunte ad arbitrio 6 congruenze linear: di rette in un medesimo com-
plesso lineare, i punti dello spazio si aggruppano 8 ad 8 in modo che i
raggi delle congruenze date che passano per due punti di uno stesso gruppo
formano due sestuple proiettive fra di loro. E correlativamente.

1’ involuzione I determinata mello spazio dagli anzidetti gruppi di punti
P,... Ps,..., Q... Qs,..., ammette 15 fasci di superficie unite A, e 6 con-
gruenze lineari di curve unite ¢;). Facendo uso di questi sistemi di superficie
e di curve unite, riuscirebbe agevole stabilire le proprieth fondamentali della
involuzione I, ma tale studio ci porterebbe troppo lontano dai limiti propo-
stici, né percid insisteremo su di esso.

15. Le proposizioni stabilite sino ad ora in questo Capitolo valgono
per grappi di congruenze lineari Q,,.. @, la cui scambievole posizione nel
complesso lineare K a cui appartengono, sia affatto arbitraria. Subiscono in-
vece delle modificazioni quando le congruenze ¢ siano in posizione speciale
fra loro. A

Frai molteplici casi particolari possibili sono degni di menzione i seguenti:

1.° Per v=4, le congruenze date @,,.. ¢, possono avere due raggi
r, v in comune. Allora esistono nel complesso K oo' congruenze lineari con-
tenenti i raggi r, ', si fatte che le 4 schiere rigate che ciascuna di esse ha
in comune con le Q,,.. @,, trovansi su quadriche che nel fascio-schiera a
cui appartengono, costituiscono un gruppo proiettivo al gruppo caratteristico
g=e,..e, del sistema. Le direttrici di queste congruenze, riguardate come
locali di punti o come inviluppi di piani, costituiscono la superficie 2,, e I'in-
viluppo Ji,) del § 11. I raggi #», #' ne sono direttrici doppie.

2.° Per v = 4, tre delle congruenze date: le @,, @,, @, possono avere
un fascio di raggi (O —w) in comune. Allora la superficie i, del caso ge-
nerale si spezza nel piano w=d', d,d; ed in una superficie di 3° ordine
Moy = Grd, dydsdyd v v vy, Ove le r, 7, 1y, 7s s0N0O 1 raggi della quarta
congruenza data ), situati rispettivamente nei piani o, w, = d, ds, w, =d,d,,
3 = cl, (lg .

Piu particolarmente se anche le Q., @, @, hanno un fascio di raggi
(O, —w,) in comune, allora la superficie i ora indicata si spezza a sua
volta nel piano o, =d,d,d,rr, ed in una quadrica Ay =d, d' 7rs 7.

E correlativamente per 'inviluppo Jiy.

3.° Per v==>5, quattro delle congruenze date: le @, Q., Q,, Q. pos-
sono avere un raggio comune 7. Allora la curva ¢ del caso generale (§ 13)
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si spezza nella retta »; ed in una curva gobba c;) di genere 4, che ha per
trisecanti le d,, d',,.. d,, d',, per quadrisecanti le ds, d's e per corda la ry,
eome & agevole riconoscere rappresentando su di un piano la superficie di
40 ordine X =r%d,d,... d,d, che contiene la ).

In generale se esistono x raggi r,,.. s (per x = 5) che appartengano
alle congruenze date prese a quattro a quattro, in modo che il raggio 7;
appartenga alle @i, Qn, Qn, @p (per ¢==1,.. z), allora la curva cy si
spezza nelle rette r,,.. 75 ed in una curva di ordine 8 —x e di genere 5 —u,
che ha in comune 2 punti con ciascuna delle rette »,,.. r, ¢ 4 — y; punti
con le rette di, d, se y; dei raggi r,,.. v, appartengono alla con-
gruenza Q.

Col variare del gruppo caratteristico la curva c¢s_g descrive nello spazio
una congruenza lineare, senza soddisfare ad altre condizioni oltre a quelle
degli appoggi alle rette d, .

4.° Per v==6, le direttrici d,,.. ds, d,,.. d’; delle congruenze date
possono essere gli spigoli di due tetraedri 4, ¢ coniugati fra loro nella po-
larith nulla II dovuta al complesso dato K. Se questo fatto si verifica, sup-
ponendo opposti su ¢ gli spigoli d,, d,; d,, ds; da, ds, e di conseguenza su
¢ gli spigoli d', d's; d,, ds; d;, d's, due casi potranno darsi: o nel gruppo
caratteristico ¢ del sistema le tre coppie ¢, e,, ¢, ¢;, e, ¢; appartengono ad una
medesima involuzione, o ¢id non succede.

Nel secondo caso i fasci di rette del complesso K nei quali i raggi ap-
partenenti alle congruenze date formano un gruppo proiettivo al gruppo
dato g, sono gli 8 fasci che hanno per sostegni i vertici e le facce dei te-
traedri ¢, 6.

Invece nel primo caso, per una nota proprietd del quadrilatero piano
completo, i fasei di raggi soddisfacenti alla condizione indicata sono oo!, e
i loro centri si trovano sopra una curva gobba di 4° ordine e di 1" specie in-
tersezione di due quadriche X, del tipo indicato alla fine del n.° prec. Tale
curva ¢y, passa per gli 8 vertici dei due tetraedri 6, ¢ e col variare del
gruppo caratteristico g =e,... ¢ (formato da tre coppie di elementi in invo-
luzione), essa descrive nello spazio una congruenza lineare avente per rete
generatrice la rete di quadriche che ha per base gli 8 vertici dei due tetra-
edri. Ne segue il teorema che :

I vertici di due tetraedri che si corrispondano in una polarits nulla 11
dello spazio, sono base di una rete di quadriche. La congruenza formata
dalle curve basi dei fasci di questa rete gode la proprieta che in due fasci
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di rette aventi rispettivamente per centri due punti situati su una medesima
curva della congruenza e per piani quelli che corrispondono ai due centri
nella 11, © raggi appoggiati alle coppie di spigoli omologht dei due tetraedri
formano due sestuple proiettive. E correlativamente.

16. Veniamo ora ad estendere i risultati ottenuti nei § precedenti al
caso particolare in cui il complesso che contiene le congruenze Q,,.. @,, sia
singolare.

Ragionando come nel caso generale, riesce agevole dimostrare che:

1.° I fasci dé raggi situati in piani passanti per und retta data k
(o aventi i centri sulla k) nei quali i raggi appoggiati a 4 rette date d,,.. d,
formano un gruppo protettivo ad un gruppo dato g, hanno ¢ centri su una
superficie di 4° ordine A =k*d;r;r'; (*) (0 st trovano negli oo* piani di un
inviluppo di 4% classe J=1k*d;r;v";), essendo r;, +'; le rette appoggiate
alla k ed alle d prese tre a tre (**).

La superficie % e Vinviluppo J dovute alle stesse rette ed al medesimo
gruppo g, si corrispondono nella polarits nulla determinata dal complesso
lineare K'=kd,.. d,. In ogni fascio di tale complesso che abbia per
sostegni un punto della X ed il corrispondente piano dell’ inviluppo J, le
rette appoggiate alle coppie r;, v'; formano una quaterna proiettiva al
gruppo g-.

Da questo teorema segue che le proposizioni stabilite nel § 12 per due
quaterne di congruenze lineari riferite fra loro in modo che ciascuna con-
gruenza dell’'un gruppo sia in involuzione con le tre congruenze non omolo-
ghe dell’altro gruppo, valgono anche nel caso che le congruenze dell’'una qua-
terna appartengano ad un complesso singolare K, nel qual caso le congruenze
dell’altra quaterna hanno un raggio comune (che & I'asse del complesso K), o
viceversa.

Fra i molteplici casi particolari che si presentano per la speciale posi-
zione delle rette %, d,,.. d,; degno di nota & quello che si ha quando le 5 rette

(*) Srtury, Teber correlative oder reciproke Bindel, Math. Annalen., Bd. XII
teor. 2.°

(**) La superficic X puo essere rappresentata su di un piano in modo che le sue
sezioni piane abbiano per immagini delle curve cw=0%1...8 essendo il punto 1 infte vi-
cino ad O, ¢ trovandosi le terne di punti 238, 458, 678 su fre rette immagini delle dy,
dy, dy, mentre il punto 1 & Pimmagine della dy. Le rette »y, #'y, vy, ¢, 1y, 7’5, 14, 7y
sono rappresentate rispettivamente dal punto 8 e dalle rette O1, O2, 03, 04, 05,
06,07.

§ 38,

?
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hanno una segante comune » = r',.. = ;. In tal caso la retta » risulta doppia
per la superficie ), e questa, oltre che alle rette %, d,.. d, ed al gruppo
caratteristico g, pud immaginarsi dovuta in modo analogo alle rette », r,.. 7,
ed allo stesso gruppo g¢; valé a dire che sulle coniche sezioni della superficie
con 1 piani dei fasei (k), () i gruppi di sezione con le rette r,.. 7y, se sono
in piani per %, o con le d,,.. d, se sono in piani per r, risultano proiettivi
fra di loro (¥).

Proprietd correlative reggono per l'inviluppo Jy,, senza perd che esista
alcuna polaritd che muti una delle forme A, J nell’altra, perché nel caso in
esame il complesso lineare K'=Fkd,.. d, risulta singolare.

Sempre nell'ipotesi che la retta % si appoggi ad una segante comune 7
delle d,,.. d,, pud ulteriormente succedere che il gruppo ¢ sia proiettivo al
gruppo di punti »(d,.. d,). In tale caso la superficie A, si scinde nel piano
A=kr e nella superficie di 3° ordine hy=Fkrd,.. dyr,.. r,, la quale pud
immaginarsi dovata in modo analogo alle rette », »,.. , ed allo stesso
gruppo g.

2.9 I fasci di raggi situati in piani passanti per una retta date k,
nes quali © raggi appoggiati a 5 rette date d,,... ds formano un gruppo
proiettivo ad un gruppo dato, hanno ¢ centri su una curva gobba di 7° or-
dine e di genere zero, che incontra in 6 punti la k ¢ in quatiro punti cia-
scuna delle rette d,,... ds (**). E correlativamente.

Inversamente date nello spazio 6 rette k,d, .. ds in posizione affatio ar-
bitraria fra loro, ogni curva gobba di7° ordine che incontri in 6 punti la k
e wn 4 punti ciascuna delle d,,.. d; & del tipo ora studiato, sicché le curve
in quistione costituiscono una congruenza lineare. Questa ammette 5 fasci ge-
nerators di superficte di 4° ordine aventi tutte per rette doppia la k. Una
retta dello spazio ¢ corda di 6 curve del sistema. E correlutivamente.

Ogni conica ¢, situata in un piano o del fascio (k) e che contenga il
gruppo di punti » (d,.. d), fa parte di una curva della congruenza, costituita
dalla ¢, e da una curva gobba razionale ¢, =k*(d,... d;*ct,. Pilt par-

{*) La superficie Ay, pud essere rappresentata su di un piano in modo che le sue sc-
zioni piane abbiano per immagini delle ¢g = 1... 5, la % e la r siano rappresentate da una
epe=1 e da una cg = 2345, e le rotte d, dy, ds, vy, vg, 13, dy, 7, abbiano rispetiiva-
mente per immagini le rette 12, 18, 14, 25, 35, 45 ed i punti 5, 1. Allora il gruppo ca-
ratteristico g della superficie ¢ quello delle rette 5 (2, 3, 4, 1).

(**) SturM, Mem. cit., § 54, teor. 8.°
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ticolarmente se il piano o & si fatto che nel fascio (k) esista un secondo
piano o' tale che le due quintuple di punti o (d,.. d;), »'(d,.. d;) siano pro-
iettive fra loro sulle coniche ¢, ¢ a cui appartengono (ed a cid & neces-
sario e sufficiente che i piani o, « siano tangenti ad una medesima svilup-
pabile di 3" classe ¢;; che abbia per assi le rette I, d,,.. d;), allora esiste
una eurva ¢, della congruenza, che spezzasi nelle ¢,,, ¢';: ed in una cubica
gobba ¢, che ha per corde le k, d,,.. d; e si appoggia semplicemente alle
Ciayy € s

Viceversa ogni cubica gobba cg che abbia per corde le &, d,,.. d;, fa
parte di una curva degenere ¢ del tipo indicato, il cui gruppo caratteristico
& proiettivo al gruppo delle 5 quadriche kc, d,,..., ke ds, onde esiste una
sviluppabile di 3% classe avente per assile I, d,,... ds e sl fatta che su ogni
suo piano tangente le tracce delle d,,... ds formano sulla conica che passa
per esse, un gruppo proiettivo a quello delle 5 quadriche indicate.

Ne deriva una notevole relazione intercedente fra le 6 cubiche gobbe e
le 6 sviluppabili di 3% classe che hanno rispettivamente per corde e per assi
le stesse 6 rette dello spazio.

Di un solo caso particolare faremo cenno: del caso in cui le rette %,
d,,.. d; abbiano una trasversale comune 7. Allora la curva ¢ essendo la se-
zione di due superficie di '4° ordine che hanno ulteriormente in comune le
rette doppie k, # ¢ le rette scmplici dim, dn, dp, 7y, risulta di 4° ordine.

Reggono le proposizioni correlative.

8.° Esistono 4 fasci di raggi situati in piani passanti per una retia
data k, nei quali i raggi appoggiati o 6 rette date d,,... d, formano un
gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato; e correlativamente (¥*).

Soltanto nel caso che le rette d, e d,, d; e ds, d; e d, siano spigoli op-
posti di un tetraedro ¢ e che le coppie di elementi ¢, e, €; ¢;, € ¢ del gruppo
caratteristico appartengano ad una medesima involuzione, esistono co' fasci
di raggi soddisfacenti alle condizioni indicate nel teorema. Essi hanno i centri
su di una cubica gobba che ha per corda la k e passa per i vertici del te-
traedro ¢. E correlativamente.

(*) Scunerr, Abzdhlende Geomelrie, pag. 206 (p3 2 p'2 2’ = 4),

Annali d&i Malematica, tomo L 44
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IV.

17. Dati nello spazio, 5 complessi lineari di rette K.,... Ky in posi-
zione affatto arbitraria fra loro, dovuti rispettivamente alle polarite nulle
,,... Oy, le 5 coppie di rette q,q (... q5q's che ¢ complessi dati presi 4 a 4
hanno in comune, segano un piano generico » dello spazio in 5 coppie di
punti situate su ragge che appartengono ad un medesimo fascio e costitui-
scono un gruppo proiettivo a quello che i poli O,,... O; del piano o nelle
polarita 1,,... Oy formano sulla conica cpy= 0,,.. O5 che passa per essi.

Infatti le rette q,, ¢'s;... ¢s, ¢'s sono coniugate fra loro nella polarita
nulla IT dovuta al complesso H che & in involuzione con i complessi dati,
gicch® 1 raggi »,,... 7, del piano » che si appoggiano alle predette coppie
di rette, appartengono a tale complesso H e percid concorrono in un mede-
simo punto O.

Di pitt indicando con @, la congruenza lineare comune ai complessi
dati K;, K, e con S; la congruenza lineare che ha per direttrici i raggi ¢,
q'1, si ha che i due gruppi di congruenze Q.,, @iy Dy, Qis; Soy S5y S, S
sono riferiti fra di loro in modo che ogni congruenza dellun gruppo & in
involuzione con le 3 congruenze non omologhe dell’altro gruppo, sicehe nel
piano w le due quaterne di raggi 0,(0,0.0,0;), r.#;7,7; che apparten-
gono alle predette congruenze, sono proiettive fra di loro (§ 12}; vale a dire
che la quaterna dei punti O, 0; 0, Oy della conica ¢4y =0,... O, & proiet-
tiva a quella dei raggi r,r,7r,7;.

Analogamente il gruppo di punti 0,0, 0, O, della ¢,y & proiettivo al
gruppo », 77,75, onde per la ¢y ed il fascio (O — w) si ha:

(Or.e. Og)e m 1o 15 (%) cov d

Correlativamente pud affermarsi che

Dati 5 complessi lineari di rette, i piani polari di un punio O nelle cor-
rispondenti polaritis nulle costituiscono sul cono di 2* clusse che li contiene,
un gruppo proiettivo a quello formato dai raggi uscenti da O ed appoggiati
alle coppie di vette q,q',,... q; 4’5 che i complessi dati presi 4 « 4 hanno in
comune.

(*) Con i simboli (O;.... 04y, (v, ....»;), orn ed in seguito designeremo it grappo

costituito su una coniea {0 in un cono di 2* classe) da einygne punti 0, ,... O, della ewrva
(o da cinque piani w,,...w, del cono).
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Da questo teorema e dai risultati ottenuti nel § 13 segue che:

Date 5 polarita nulle I1,,... Tl nello spazio ed assegnati in una stella
5 piani e,... &5 di cui tre non appartengono ad uno stesso fascio, i punt:
dello spazio a cui nelle poluriti date corrispondono piant formants un gruppo
omografico a quello dei piani e,,... e, si trovano su di una curva gobba di
8° ordine e di genere 5, che ha per quadriseqanti i raggi comuni ai complessi
lineari determinati dalle polarity date, presi 4 a 4. E correlativamente.

Variando il gruppo caratteristico (e,... e), I'anzidetta curva ¢, descrive
una congruenza di 1° ordine del tipo indicato nel § 13, che ha per diret-
trici le 5 coppie di rette g;¢’; e per fasci generatori i fasei g; costituiti da
superficie:

A= q’l qm (],m e q’n Ip (]'p did i dim @ i din d'in dip d’ip,

per ¢, {, my n, p=1, 2, 3, 4, 5 in qualsiasi ordine; avendo indicato con d;,
d'; le rette coniugate fra loro in entrambe le polaritd 1I;, 0;.

Una retta arbitraria » dello spazio & corda di 6 curve della congruenza
(§ 13). Le coppie dei punti di appoggio di queste curve con la r coincidono
con quelle dovute alle cubiche gobbe che hanno per corde la » e le sue
coningate nelle polarita IT,,... II,.

1l teorema stabilito al principio di questo § vale anche nel caso che 1
5 complessi dati abbiano un raggio comune 7 =¢’',...=¢’; (§ 16, 1°) (*). In
tale caso la curva ¢y si spezza nella retta r ed in una curva razionale
¢y =1%(q,... ¢:)*, la quale col variare del gruppo caratteristico descrive una
congruenza lineare del tipo indicato nel § 16, 2.°

E cosi se fra i complessi dati ve ne sono x singolari, allora i loro assi
Ey... ks i staccano dalla curva ¢ e resta una curva ¢’ di ordine 8 —zx e
di genere 5—z (§ 15, 3°) o di ordine 7— 2z e di genere zero, secondo che
non esiste o esiste un raggio comune ai 5 complessi.

Nel primo caso la ¢’ ha per corde le %,,... k» e si appoggia ad ogni
retta g comune a 4 dei complessi dati in 4 — ¢ punti, se y dei 4 complessi

(*) Inveee nel caso che i complessi dati abbiano due raggi in comune, la proiettivita
indicata nel teorema, risulta degencre. Se ¢, ¢’ sono i raggi comuni ai 5 complessi, la
cupva ¢ ¢ Vinviluppo j si spezzano nelle ¢, ¢' ed in 6 rette ¢ appoggiate alle precedenti.
Uio pub riconoscersi ricorrendo alla rappresentazione stabilita nel § b, nella quale ai
complessi lineari che hanno per assi le rette ¢, corrispondono piani della quadrica invi-

luppo fondamentale che segano i piani corrispondenti ai complessi dati secondo rette for-
manti un gruppo omografico al gruppo dato.
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sono singolari; nel secondo caso invece essa ha 6 —z punti sulla », si ap-
poggia semplicemente alle Z,,... k, ed incontra ogni retta ¢ comune a 4 dei
complessi dati, in 4 —y punti, se y dei 4 complessi sono singolari.

In particolare se tatti i 5 complessi dati sono singolari con gli assi k,... &
in posizione affatto arbitraria, la ¢ & di 3° ordine e col variare del gruppo
caratteristico essa descrive tutto il sistema delle cubiche gobbe che hanno per
corde le %,,... ks (*). Onde pud affermarsi inversamente che:

Cinque corde arbitrarie k... k;, di una cubica gobba, prese 4 a 4, de-
terminano 5 congruenze lineari di rette Q,,... Qs. I raggi di queste con-
gruenze che passano per un punto della cubica, costituiscono una quintupla
di un fascio, la quale, col variare del punto sulla curva, varia restando sem-
pre proiettiva al gruppo che ¢ 5 piani proiettanti le k... ks da un punto
generico della curva formano sul cono di 2% classe a cui essi piani appar-
tengono.

18. Se i complessi dati sono tutti singolari ed hanno un raggio comune,
senza presentare ulteriori particolaritd, allora i loro assi %,,... k; apparten-
gono ad una superficie di 3o ordine o, del tipo pill generale, ed esiste su
questa superficie un sistema doppiamente infinito di cubiche gobbe aventi per
corde le k,,... ks e tali che per due punti della superficie passa una cubica
del sistema. Ne segue che tutti 1 gruppi di piani che proiettano le %,,... I,
dai singoli punti della superficie s, sono fra loro omografici.

Uno qualsiasi di essi o ogni gruppo di piani g,=¢,... ¢ che gli sia omo-
grafico, sard da moi detto gruppo fondamentale della quintupla k,... Is.

Ora innanzi tutto i ha inversamente che ogni punto dal quale le rette
k,,... ks vengono proiettate secondo una quintupla omografica al gruppo fon-
damentale indicato, appartiene alla superficie s, giaccht per esso ¢ per un
punto della o, passa una cubica che ha per corde le k... I e che percid
giace per intero sulla o, con la quale ha in comune 11 punti.

Dunque il gruppo fondamentale della quintupla Z,...k; presenta questo
di notevole che il luogo dei punti dai guali le k,,... ks vengono proiettate
secondo quintuple omografiche ad esso gruppo fondamentale, non & una curva
(come nel caso generale) ma una superficie, e propriamente & la s, che passa
per le k... ks

Su di essa designando con &, Paltra retta della sestupla che contiene le
kyy... ks e con gq,,... q; le rette della sestupla associata, sicche la ¢, & il

(*) Srtury. Loe. eit. § 51, 7.
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raggio comune ai complessi dati e le ¢,,... ¢; sono i raggi che questi corm-
plessi hanno ulteriormente in comune presi 4 a 4, per un punto generico O
della superficie si ha che 1 5 piani Ok,,... Ok, formano sul cono di 2* classe
che li contiene, un gruppo O (k... k), proiettivo a quello costituito dai raggi
che passano per 0, giacciono nel piano o= O ¢, e si appoggiano rispettiva-
mente alle ¢,,... ¢s, e ¢id in virth del teorema stabilito al principio del
Capitolo.

D’altra parte il gruppo di raggi indicato & proiettivo al gruppo di punti
®(g,.-- ¢s). che ha per sostegno la conica ¢(» sezione del piano w = O ¢, con
la 55 asua volta la quintupla w(q,... ¢;). proiettata dalla retta &5, che si
appoggia alla ¢, , da il gruppo di piani % (q,... g;) proiettivo ad essa e pro-
spettivo al gruppo di punti g,(c,,... ¢;), avendo indicato con ¢; la retta
della superficie sezione dei piani &;q;, kiqs, ed infine il gruppo di punti
ottenuto ¢, (c,... ¢55) & coningato al gruppo di punti ¢, (k,... k;) nel I'invo-
luzione determinata sulla retta ¢, dalle coniche della superficie che 1" hanno
per corda, onde pud affermarsi che :

I piant del gruppo fondamentale della quintupla k... ky formano sul
cono di 2% classe, che li contiene, un gruppo protettivo a quello costituito dai
punti di sezione delle k,,... ks con la seganie comune ¢,.

Proicttando questi punti ¢, (%,,... k;) dal punto O della o, le rette che
ottengonsi, sono le sezioni del piano w=0g¢q, con i piani Ok,,... Ok;. Ma
esse formano una quintupla proiettiva al gruppo O (%,... k)., onde il piano
w appartiene al cono di 2" classe che contiene i piani Ok,,... OFk;.

Viceversa se un punto () determina con le 6 rette % ,... ks, ¢, 6 piani
appartenenti ad un medesimo cono di 2* classe, allora il gruppo O (&,... &)
& proiettivo al gruppo di punti ge (k... k) e percid anche alla quintupla di
piani (¢,... &), dovuta al gruppo fondamentale g,=¢,... & della quintupla
data. Percid i1 due gruppi O (k... k), ¢,... & risultano omografici, ed il
punto O, per proprieta gia dimostrata, appartiene alla superficie oy = £,... ks.
Ne deriva il teorema che:

Date nello spazio 6 rette di cui una incontri le altre cinque a due a
due fra lovo sghembe, il luogo dei punti dai quali le vette date vengono proiet-
tate secondo piani appartenenti ad un medesimo cono di 2% classe, ¢ la su-
perficie di 3° ordine che contiene le rette date (¥).

(%) Cfe. Konun: Ueber die Sextupel von geraden Linden, welche von sdmmtlichen Punkion
einer culbischen Flache als scchs Tangenten cines Kegelschnitls gesehen werden. Monatsh,
f. Mathematik u. Physik. II Jahrg, 1891,
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In un piano arbitrar‘o 7 che non passi per alcuna delle 6 rette date, il
gruppo di punti z (k... k5), non & mai proiettivo al gruppo di punti g, (%,... k),
giacche se lo fosse, esmterebbe una rigata di 3° o di 2° grado contenente le
k,... kj, e queste avrebbero almeno un’altra segante comune, il che & con-
trario alle ipotesi fatte.

Percid nel piano t esiste un unico punto 7' dal quale il gruppo di punti
(k,... k;) viene proiettato secondo una quintupla di raggi proiettiva al gruppo
di punti gq¢ (k... ks) (%)

Ora nella stella (I') si considerino 1 7 piani T'Z,,... T'k;, =, <= T'q,.

I primi cinque sono segati dagli ultimi due Secondo qumtuple di rette
fra loro proiettive, onde 1 7 piani appartengono ad un medesimo cono di
2% classe y,, epperd T & un punto della superficie o, ed i1 cono 7, fa
parte dell’assieme che si considera. Dunque:

Gli o0® coni indicati nel precedente teorema godono la proprietd che un
piano dello spazio, che non pussi per alcuna delle 6 rette date, appartiene ad
uno e ad uno solo di essi.

19. Assegnato ad arbitrio in una stella di piani un gruppo g=e¢,... ¢,
che non sia omografico al gruppo fondamentale ¢, della quintupla di rette
k... ks, la cubica gobba luogo dei punti dai quali le rette date vengono
proiettate secondo piani formanti un gruppo omografico al gruppo dato g, si
spezza mnella retta ¢, ed in una conica cs che si appoggia semplicemente
alle k,,... ks, qo (§ 15).

Col variare del gruppo g, la conica ¢, descrive nello spazio una con-
gruenza lineare che ¢ la forma correlativa all'insieme dei coni studiato in
fine del prec. §; cioé le coniche in quistione sono nei singoli piani dell’ in-
viluppo di 3* classe Jy=Fk,... k (**), ¢ su ciascuna di esse i punti di ap-
poggio con le £,,... k; formano un gruppo proiettivo alla quintupla di piani
go (koo k5) (F¥¥).

(*) Sravnt: Gevielrie der Lage, n 2003,

(¥%) Di questa congruenza di coniche si v eonno nel uo 5 della min Memowia: Sy
§vard tipt di congruccze lincard di couiche pella spazio. Rendicontl della R Aceademin
delle Scienze di Napoli. Aprile 1895.

(**¥%) Quattro qualunque delle rotte ..., & determinano con lu g, due grappl, Pano
di punti, I'altro di piani, che non sono pruizttm fea loro, non eszendovi alenns reifa in-
finitamente vicina alla oy che s appogyl alle | rotte /4.

Come invarianti della superlicie o5, potrebbero assamersi L rapportt anarmonici delle
quaterne di punti qg (k Ay k3 k), g (ky ko By by} e delle quaterne di plani oq (4 £, kg i)
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Un legame piti intimo intercede fra P'assieme dei coni indicati nel § pree.
e la congruenza di coniche presa in esame. Esso & conseguenza immediata
di un teorema di Scmur (*), di cui vogliamo dare ora una dimostrazione di-
retta assai semplice.

Il teorema in quistione & il seguente: Due sestuple di reite associate
koo ks, q,... g di una superficie generale di 39 ordine o5 si corrispondono
i una polarite ordinaria dello spazio.

Designando con ¢y la retta della o, sezione dei piani k;q, kiqq, si
considerino i punti B, =keq,,... Fs=lkeqs e ipiani g, =q, k,,... o, =9k;.
Questi segano la &, nei punti K', =k, c,,... I'. =k, ¢; coniugati ad R,... I,
nell’involuzione determinata sulla 7y dalle coniche della superficie che I'hanno
per corda. Percid le due quintuple I2,... Iy, 5,... ps sono fra loro involutorie.

Analogamente 1l gruppo dei piani =, =k, q,,... =1y g; ed il gruppo
dei punti T, = ¢o by,... T5=q. /; sono in involuzione, epperd esistono oo! po-
larith ordinarie dello spazio nelle quali alla £, ¢ coniugata la ¢, ¢ ai punti
R,... Ry, T,,... T, corrispondono rispettivamente i piani p,,... g5, 7,,... 7,.
Per individuare una di queste polariti basta della retta £, che passa per T
¢ giace in p,, assegnare la retta corrispondente che deve trovarsi nel piano r,
¢ passare pel punto I?,. Sia essa la ¢,, che soddisfa alle condizioni indicate.
Allora la polarita ¢ ben determinata, ed in essa alla retta %, che passa per T,
giace In g, e sl appoggia alla ¢,, & coniugata la retta ¢,, che giace in -,
passa per I, ¢ si appoggia alla k,; e cosi di seguito; donde il teorema.

Da questo segue che: L’assieme dei coni studiato nel § prec. e lu con-
gruenza di coniche presa in esame in questo § si corrispondono {n una po-
lariti ordinaria dello spazio ben deteterminata.

20. Due sestuple di rette associate di una superficie di 3° ordine sono
assi di 12 complessi singolari di rette, distribuiti in due gruppi in modo che
ogni eomplesso dell’un gruppo & in involuzione con i b complessi non omo-
loghi dellaltro gruppo.

Ora in generale & possibile costruire due sestuple di complessi lineari di
rette, formate eiascuna da complessi non appartenenti ad uno stesso sistema li-
neare oo e riferite fra di loro in modo che ogni complesso di una di esse sia
in involuzione con i complessi non omologhi dell’alira.

)

qo ey fog By 1), i appunto fa il Boprx nelln sun Nota: Uecber die Invarianten der
Flichen dritler Orduany. Monatsh. f. Mathematik w. Physik. VIII Jahrg, 1897.
{*) Math. Aunalen, Bd, XVII, § 5.
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Due sestuple siffatte saranno da noi dette associafe (*). Data una di esse
ad arbitrio, I'altra & perfettamente determinata.

Nelle polarith nulle dovate ai complessi H,,... Hy; H'y,... H'; di due
sestuple associate ad un piano arbitrario » dello spazio corrispondono due
sestuple di punti O,,... Oy O0'y,... O fra le quali intercede una notevole
relazione proiettiva,

Per ottenere questa relazione basta notare che i 5 complessi H,,... H;
della prima sestupla presi 4 a 4 hanno in comune 5 coppie di rette g,
Q163+ Gss, 95 le quali sono rispettivamente le direttrici delle congruenze li-
neari comuni alle coppie di complessi H', H's,... H's H's, sicche i raggi del
piano « appoggiati alle anzidette coppie di rette sono i raggi 0, 0%,... 050
e percid pel 1.° teorema del § precedente &:

0 (0... 03) = (0,... O),. (&)
Scambiando fra loro le due sestuple si riconosce che & anche:
0s(0i... 0) = (0. O, (')

e si deduce che i punti 0, O formano due gruppi linearmente associati (linear-
abhingige Punktsysteme secondo la designazione di Rosaxes (**)), vale a dire
che per ogni punto P del piano « esiste in tale piano un punto P’ tale che:

P(O,... O = P (0,... 0.

Dunque ¢ poli di un medesimo piano (o ¢ piani coniugati ad un mede-
simo punto) nelle polarits nulle dovute ai complessi lineari di due sestuple
associate, costituiscono due gruppi associali linearmente.

Ed in particolare, per I'osservazione fatta al principio del §, si ha che:

Segando due sestuple di retle associate di una superficie di 3° ordine
con un piano (o proiettandole du un centro arbitrario) si ottengono due gruppi
di punti (o di piani) associati linearmente (***),

Siano K,... K, Q,... Q; due di siffatti gruppi di punti dovuti alle se-
stuple k... ks, ¢,... g della superficie o5 € ad un piano arbitrario z. Questo
seghi la o secondo la curva ¢, = X,... K Q,... ¢s.

(*) Esse furono assunte da D& PsoLis come sestuple fondawmentali di riferimento nello
stabilire il sistema pitt gencrale di coordinate dei complessi lineari di retie, {Mem. eif.,
cap. XIL)

(*%) Rosanus, Ucber linearabhédngige Punktsysteme. (tiornale di Crelle, vol. 88, 1880.

(***) Di questo teorema trovasi un cenno alquanto vago nella Mcemoria di Kaxton:
Ueber dic algemeinsten lincaren Systeme linearer transforinationen, § IV, 3 a). (Denkschrif-
ten der Wiener Akademie, Bd. 40.)
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Riguardando corrispondenti due punti P, P del piano z, per i quali sia:

P(K,... E) = P (Q,... Qs),

ne risulta una corrispondenza cremoninna di 5° ordine ben nota, la quale
ammette per punti fondamentali (doppii) nell’un. sistema i punti K e nell'altro
i punti Q.

Si supponga che in essa al punto K, riguardato appartenente al secondo

sistema corrisponda nel primo il punto 7,. Sard:

To(K,... K)m Ki(Q,... @) m ka(q,... ¢5) = qo(k,... k),
ove delle ultime due quintuple la prima & costituita da piani e la seconda da
punti. Ne deriva che il punto T'; coincide col vertice del cono di 2 classe
tangente al piano r ed alle rette k,,... %, ¢, epperd appartiene alla curva
¢y (§ 18).

Quel che si ¢ detto per il punto K, pud ripetersi per i punti K,.. K,
per dedurne che la curva c, é unita nella corrispondenza cremoniana in-
dicata, ecc., ecc.

21. Un’altra proposizione che deriva dal teorema generale dimostrato
nel prec. §, & la seguente:

La superficie inviluppo di un piano a cui in 6 polarita nulle 10,,... 11,
asseguate ad arbitrio corrispondono puniti di una medesima conica, coincide con
la. superficie inviluppo dovuta in modo analogo alle polarity nulle 10 ,,... T,
formanti sestupla associata a quella delle 11,,... II,.

Infatii nel caso che i punti O,,... O, siano su di una conica, si ha che:

(0s... 05 7 0:(0s... 0y),
onde per le relazioni @), a') del § prec. & anche:
O;{; (0(,..; Os) T (Ogg‘.. 0,5)2;

ciot anche i punti O,,... O si trovano su di una coniea, diversa in gene-
rale dalla precedente.

E pud notarsi che la superficie inviluppo indicatu nel precedente teorema
¢ di 8% classe.

Infatti assunta ad arbitrio una retta » a cui nelle polaritd M,,... I corri-
spondano rispettivamente le »,,... 7, i piani che passano per la » e che ap-
partengono all’inviluppo che si considera, sono quelli che segano le »,,... 7,
in punti di una medesima conica, onde il loro numero & 8 (¥).

(*) Vegg. fra gli altri Sciwnerr, Abzdhlende Geometrie, pag. 95 (p? v6 = 8),

Annali di Malematica, tomo L 45
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Se due delle rette r,,... 7 coincidono fra loro, ogni piano passante per
la r sega le r,,... 75 in punti di una conica e percid appartiene all'inviluppo
che si considera. Questo percid contiene 60 fasci di piani, che hanno per assi
i raggi comuni ai complessi della prima (o della seconda) sestupla presi quattro
a quattro. Reggono considerazioni correlative riguardanti una superficie di
8° ordine :

G = G2 Q’ir +o Gse Q’ss o @ioee. digd'ss 3

completamente determinata da due sestuple associate di complessi lineari
(H,... Hy), (H',... H), ecc., ecc.

Se una di queste sestuple & costituita da complessi singolari aventi per
assi 6 rette k,,... k, in posizione affatto arbitraria fra loro, allora ognuna
delle rette & coincide con 5 rette d e risulta doppia per la corrispondente
superficie o(; si presenta ciod in tale caso la nota superficie di 8" ordine
o=k, k)@ iae .- Q56 9'se, luogo dei vertici dei coni di 2° grado tan-
genti a 6 rette arbitrarie dello spazio (*).

Pilt particolarmente se le rette %,,... ks formano una sestupla su di una
superficie di 3° ordine, allora anche le rette ¢ coincidono a 5 a 5 con le
rette ¢,,... ¢; della sestupla associata alla precedente, sicche le q,,... g, ri-
sultano anche esse doppie per la corrispondente superficic o).

V.

22. Dati einque complessi lineary di vette K,,... Ky in posizione af-
fatto arbitraria fra di loro, i fasci di rette dello spazio nei quali i ragyi
appartenenti ai complessi dati formano un gruppo proiettivo ad un ‘gruppo
assegnato g =e,... es, costituiscono un sistema oo®: 3,

In un piano generico dello spa- Un punto generico dello spazio
210 esiste un unico fascio di rette del | ¢ centro di un unico fascio di rette
sistema. ] del sistema.

Infatti designando con O,,... O; i poli di un piano » nelle polarita nulle
IL,,... M5 dovute ai complessi dati, il fascio di raggi del sistema 3’ situato

(*) Vegg. Cavrey, Memnir vu Quartic sucfaces, Proc. Lond. Math. Soe, Vol. III; 0
a surface of the eight order. Math. Annalen. Bd. VI; Hizniorzer, Ueler Kegelsclnitle in
Rawme. Math. Annalen. Bd. IL
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in w, & quello che ha per centro il punto O di » da cui i punti O,,... O
vengono proiettati secondo un gruppo di rette proiettivo al dato.

Dai precedenti teoremi deriva che:

Un punto e un piano dello spazio che siano sostegni di un fascio di
raggt del sistema X, si corrispondono in una veciprocite, birazionale nulla.

I punti che corrispondono in questa reciprocitd ai piani passanti per una
retta arbitraria &, sono i centri dei fasci situati rei piani per %, nei quali i
raggi appoggiati alle rette k,,... ks, coniugate alla L nelle I1,,... II;, formano
un gruppo proiettivo al dato. Percido i punti indicati si trovano su di una
curva di 7° ordine che ha per segante sestupla la & e per quadriseganti le
kyoo. ks (§ 16, 2°).

Dunque :

La reciprocith birazionale © indicate nel teorema é di 7° grado.

Se i piani polari di un punto O nelle 1,,... II; formano nel cono di
2% classe che li contiene, un gruppo proiettive al gruppo dato ¢, allora ogni
piano di questo cono corrisponde nella reciprocitd © al punto O, il quale percid
risulta doppio per tutte le superficie g, che corrispondono nella © alle stelle
di piani dello spazio.

Il luogo dei punti O ora indicati & una curva gobba di 8° ordine e di
genere 5 che ha per quadriseganti le 10 rette ¢;, ¢'s comuni ai complessi
dati presi 4 a 4 (§ 17).

Anche queste rette sono fondamentali per la @, perché ad un punto O
di una di esse corrispondono tutti i piani del fascio di cui essa retta & asse.
Nt la corrispondenza ® ammette altri punti eccezionali, sicche le superficie che
in essa corrispondono alle stelle di piani dello spazio sono delle ¢p) = ¢(y? 10 g.

Correlativamente ad un piano punteggiato corrisponde nella ® un invi-
luppo di oo piani I, =3 10 ¢, avendo l'inviluppo fondamentale ji5 genesi
correlativa a quella della curva c.

La Tacobiana del sistema delle superficie ¢ & una superficie ()= ¢’), 10 ¢*
che corrisponde nella @ all’inviluppo ji); e correlativamente ece.

Un’altra osservazione & da farsi sulla reeiprocita ©, ed & la seguente:

In un fascio di raggi (O — ) che appartenga a due dei complessi dati,
per esempio a K, e a I, si considerino i raggi s, 74, 75 che si trovano nei
complessi K;, K,, K. ed i raggi r,, r, pei quali si ha:

PPV ¥ys T =€, 665665,

Le rette »,, r, appartenendo ai complessi K,, K,, ne deriva che il fascio
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(0 — w) fa parte del sistema 3', sicché il punto O e il piano w si corrispon-
dono nella 8.

Da cid segue che due rette che siano coniugate fra loro in due delle
polarita date, si corrispondono anche nella reciprocita ©, nel senso che ai
piani che passano per una di tali rette, corrispondono nella @ i punti del-
I’ altra.

23. La polaritd nulla II dello spazio, determinata dal complesso li-
neare K che & in involuzione con i complessi dati K,,... K, facendo corri-
spondere ciascuno di questi complessi a sé stesso, trasforma del pari in se
stesso il sistema dei fasci di rette 3’ del § precedente, facendo corrispondere
alla curva fondamentale ¢y I'inviluppo fondamentale ji del sistema.

Ed i centri di due fasei del sistema 3' che si corrispondano nella IT,
sono coniugati fra loro in una corrispondenza birazionale involutoria J dello
spazio (prodotto delle reciprocitd commutabili © e M), la quale ha lo stesso
grado e le stesse linee fondamentali della ©; ciog in essa ai piani dello spazio
corrispondono le superficie ¢p) = ¢%s), 10 ¢ gid indicate nel § precedente; ad
ogni punto di una delle rette ¢;, ¢'; corrisponde per intero I'altra di tali
rette; mentre ad un punto della ¢y corrisponde una conica il cui assieme
cost 'tuisce la superficie o(yy = €7, 10 ¢* gia indicata nel precedente §, che &
la Tacobiana del sistema delle superficie ¢p) (¥).

La conica o, che corrisponde ad un punto generico O della ¢ nell’in-
voluzione J ora definita, & coniugata nella IT al cono di 2* classe yo=o,... o,
che corrisponde allo stesso punto O nella reciprocita ©; essa percid si trova
sul piano  polare di O nella IT (piano che appartiene all’inviluppo j) ¢
contiene i punti 0,,... O, poli di w nelle {I,,... II;, 1 quali formano su di essa
un gruppo proiettivo al gruppo caratteristico del sistema. Inoltre la conica o

(*) Nella corrispendenza birazionale che Pinvoluzione J stabilisce fra un plano v e
Ia corrispondente superficie ¢p, alle sczioni plane della gq corrispondono curve:

e = 8 D2 100,
¢ ai singoli punti della curva doppia cg corrispondono coppie di punli di una curva:
coy = 8 D7, 10 Q4
di genere 25, situate su rette di un inviluppo di 8” classe, sezione del piano 1 con Pin-
viluppo Jigy; sicche il numero di tali coppie formate da punti coincidenti ¢ 32. I fucendo
uso della formola di Zevraex (Math. Annalen. Bdo ) per la eovrispondonza {1, 2) che

intercede fra le cg), c@y, pud riconoscersi che il genere delln ey ¢ 5, ¢io che per aliea
via abbiamo gia stabilito.
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non avendo punti variabili di sezione con le superficie ¢y, e non incontrando
le ¢i, ¢'i che sono linee fondamentali di 2.¢ specie dell’involuzione J, si
appoggia necessariamente in 7 punti alla ¢y donde segue che:

Una curva ci) del tipo indicato nei § 12 e 17, le cui quadriseganti st
corrispondano 2 o 2 nella polaritd nulla T, ¢ seqata dal piano polare di un
suo punto O nella 11, oltre che in O, in 7 punti di una medesima conica,

Due punti coniugati nella involuzione J sono su di un raggio del com-
plesso K; ne la J ammette superficie punteggiata unita, ma soltanto una
curva punteggiata unita wg, luogo dei punti per i quali i raggi appartenenti
alle congruenze lineari (K K)),... (/{ K;) formano un gruppo proiettivo al
gruppo caratteristico del sistema. Percid un raggio generico del complesso K
contiene tre coppie di punti coniugati nella J.

La curva unita %y ora indicata ha soltanto 8 punti variabili in comune
con le superficie ¢ coniugate nella J ai piani dello spazio, n& incontra le
rette ¢;, ¢';; sicche si appoggia alla curva ¢ in 24 punti; vale a dire che
sulla ¢ esistono 24 punti di cui ciascuno si trova sulla conica che gli cor-
risponde nella J.

E opportuno anche notare che le rette da, d'q che si corrispondono in
entrambe le polarita date 1, [I;, corrispondono I’una all’altra nella J con
proiettivitd nou degenere.

Se si tengono fissi 1 complessi K,,... K, e si fa variare in tutti i modi
possibili il grappo g, si presentano oo® sistemi ' di fasei di raggi ed al-
trettante involuzioni J del tipo ora studiato. Queste danno tutte origine al
complesso di rette K contato tre volte, e presentano ulteriormente le seguenti
proprieta :

1.° Esiste una sola involuzione del sistema nella quale si corrispondono
due punti assegnati posti su di un medesimo raggio del complesso K.

2.° Le curve fondamentali ¢ delle involuzioni del sistema costituiscono
una congruenza di 1° ordine che ha per direttrici le rette ¢;, ¢'.

3.” Le curve punteggiate u delle involuzioni del sistema costituiscono
una congruenza di 1° ordine dello stesso tipo della precedente, che ha per
direttrici le rette d;, d’; coniugate fra loro nella polarita IT e nelle singole
polarita date II;.

Se ai complessi Ky,... K; si sostituiscono i complessi K',,... K's che
con [ formano la sestupla associata a quella costituita da K,,... Ky, K, si
presenta un secondo sistema di involuzioni J riferito al precedente in modo
che di due involuzioni corrispondenti, aventi lo stesso gruppo caratteristico,
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"una ha per curva fondamentale la curva punteggiata unita dell’ al-
tra; ecc., ecc.

24, Pud succedere che uno dei complessi dati, ad esempio il complesso K;,
sia singolare con la retta & per asse. In tale caso designando con %,,.. k,
le rette conjugate alla & nelle polarita dovute agli altri 4 complessi dati, si
ha che ad un piano « che passi per la k, corrispondono nella reciprocita ©
definita nel prec. §, tutti i punti di una conica c, appoggiata alle k,,... k,
in punti che sulla ¢, formano un gruppo proiettivo al gruppo g;=e,... e,.
Ne segue che il fascio (k) fa parte dell’inviluppo fondamentale j, della © e
la superficie corrispondente & una a, =4*k,.. k di tipo noto (§ 6, 1.°}. E
correlativamente per la £ riguardata come forma di punti.

Pud succedere in secondo luogo che i complessi dati abbiano un raggio
comune 7 =q’, = ...==¢’. In tal caso il complesso K che & in involuzione
con essi, & singolare; onde la corrispondente polarita II e I’involuzione J=0 11
risultano degeneri.

Di pitt nel caso in esame le forme fondamentali ¢, ji della corrispon-
denza © vengono a contenere rispettivamente la retta » ed il fascio () (§ 17);
e siccome ad un fascio di piani (o ad una punteggiata) che abbia per so-
stegno una retta appoggiata alla 7, corrisponde nella © una curva ¢ di 4° or-
dine (o un inviluppo j di 4" classe) (§ 16, 27), percid le superficie ¢ che cor-
vispondono nella © alle stelle di piani, sono delle ¢, =147 ¢*;,, 5q; ¢ corre-
lativamente ai piani punteggiati corrispondono inviluppi I, =3 7%, 5g.

In sostanza la » corrisponde per intero contata fre wolte ad ogni suo
piano, epperd risulta multipla secondo 12 per la superficie iacobiana delle g);
e correlativamente ece.

Se tutti i complessi dati sono singolari con le rette k,,... k; per assi ¢
col raggio comune g, allora le superficie ¢ sono delle g7 = ¢%, (k... . k; ¢ )%, 59q;
e gli inviluppi I sono degli I, =¢%, (k,... ks jg)%, Hgq, ove la conica fonda-
mentale ¢y ed il cono inviluppo 7o sono del tipo indicato nei § 19 ¢ 18;
ciod la ¢g si trova in un piano o dell’inviluppo Joy= 1k, ... ks q,... ¢, ¢ i
cono jio ha il suo vertice O sulla superficie o=k, ... & ¢,...¢;.

Ai fasci di piani che hanno per assi le k,,...%;, corrispondono nella ©
le superficie di 4° ordine :

a=kfqlke . hsce gy, =Rl e Qg

onde al cono j,, & coniugata la superficie di 4° ordine s=1%, ...k ¢ ¢}, ed
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non avendo punti variabili di sezione con le superficie ¢, e non incontrando
le ¢i, ¢'s che sono linee fondamentali di 2.2 specie dell’involuzione J, si
appoggia necessariamente in 7 punti alla ¢y : donde segue che:

Una curva cs del tipo indicato nei § 12 e 17, le cui quadriseganti si
corrispondano 2 a 2 nella polaritd nulla 11, é segata dal piano polare di un
suo punto O nella I, oltre che in O, in 7 punti di una medesima conica,

Due punti coniugati nella involuzione J sono su di un raggio del com-
plesso K; né la J ammette superficie punteggiata unita, ma soltanto una
curva punteggiata unita us, luogo dei punti per 1 quali i raggi appartenenti
alle congruenze lineari (K K,),... (K K;) formano un gruppo proiettivo al
gruppo caratteristico del sistema. Percid un raggio generico del complesso K
contiene tre coppie di punti coniugati nella J.

La curva unita uy ora indicata ha soltanto 8 punti variabili in comune
con le superficie ;) coniugate nella J ai piani dello spazio, né incontra le
rette ¢;, ¢';; sicché si appoggia alla curva ¢ in 24 punti; vale a dire che
sulla ¢ esistono 24 punti di cui ciascuno si trova sulla conica che gli cor-
risponde nella J.

E opportuno anche notare che le rette di, 4y che si corrispondono in
entrambe le polarita date 0, II;, corrispondono I’una all’altra nella J con
proiettivita non degenere.

Se si tengono fissi i complessi K,,... K, e si fa variare in tutti i modi
possibili il gruppo ¢, si presentano oo® sistemi :' di fasei di raggi ed al-
trettante involuzioni J del tipo ora studiato. Queste danno tutte origine al
complesso di rette K contato tre volte, e presentano ulteriormente le seguenti
proprietd : :

1.° Esiste una sola involuzione del sistema nella quale si corrispondono
due punti assegnati posti su di un medesimo raggio del complesso X.

2.° Le curve fondamentali ¢, delle involuzioni del sistema costituiscono
una congruenza di 1° ordine che ha per direttrici le rette ¢;, ¢'.

3.” Le curve punteggiate u, delle involuzioni del sistema costituiscono
una congruenza di 1° ordine dello stesso tipo della precedente, che ha per
direttrici le rette d;, d’; coniugate fra loro nella polarith Il e nelle singole
polaritd date II;.

Se ai complessi K,,... K; si sostituiscono i complessi K',,... K's che
con K formano la sestupla associata a quella costituita da K,,... K, K, si
presenta un secondo sistema di involuzioni J riferito al precedente in modo
che di due involuzioni corrispondenti, aventi lo stesso gruppo caratteristico,
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I’una ha per curva fondamentale la curva punteggiata unita dell’ al-
tra; ecc., ece.

24. Pud succedere che uno dei complessi dati, ad esempio il complesso K,
sia singolare con la retta % per asse. In tale caso designando con £%,,.. £,
le rette conjugate alla k nelle polaritdh dovute agli altri 4 complessi dati, si
ha che ad un piano « che passi per la %, corrispondono nella reciprocitda ©
definita nel prec. §, tutti i punti di una conica ¢, appoggiata alle k... k,
in punti che sulla ¢, formano un gruppo proiettivo al gruppo g,=e,... e,.
Ne segue che il fascio (k) fa parte dell’inviluppo fondamentale j, della © e
la superficie corrispondente & una o, =k*k,.. k, di tipo noto (§ 6, 1.°). E
correlativamente per la & riguardata come forma di punti.

Pud succedere in secondo luogo che i complessi dati abbiano un raggio
comune r=¢ , = ...=¢'s. In tal caso il complesso K che & in involuzione
con essi, ¢ singolare; onde la corrispondente polaritd 11 e I’ involuzione J=0 I
risultano degeneri.

Di pil nel caso in esame le forme fondamentali ¢(s, ji della corrispon-
denza ® vengono a contenere rispettivamente la retta » ed il fascio () (§ 17);
e siccome ad un fascio di piani (o ad una punteggiata) che abbia per so-
stegno una retta appoggiata alla », corrisponde nella @ una curva ¢ di 4° or-
dine (o un inviluppo j di 4" classe) (§ 16, 2°), percid le superficie ¢ che cor-
rispondono nella © alle stelle di piani, sono delle ¢4 =7% ¢*;,, 5q; ¢ corre-
lativamente al piani punteggiati corrispondono inviluppi I =% j%;, 5q.

In sostanza la » corrisponde per intero confata fre wolte ad ogni suo
piano, epperd risulta multipla secondo 12 per la superficie iacobiana delle g3
e correlativamente ece.

Se tutti 1 complessi dati sono singolari con le vette k,,... &; per assi e
col raggio comune ¢, allora le superficie ¢ sono delle ¢7y = ¢%, (ki.. . ks c,)%, Bg;
e gli inviluppi I sono degli I, =¢%, (k... ks jp)%, D g, ove la conica fonda-
mentale ¢q ed il cono inviluppo j,, sono del tipo indicato nei § 19 ¢ 18;

ciod la ¢ si trova in un piano o dell’inviluppo Joy =4k, ... ks q,. .. ¢, ¢ il
cono Jju ha il suo vertice O sulla superficie s =4k, ... ks q,...¢,.
Ai fasci di piani che hanno per assi le £, ,...k;, corrispondono nella ©

le superficie di 4 ordine :
64—_?.]1',2962159...165042592...q_:,,..., 75271'529162]{,...]{74()(9)(‘]1...5[4',

onde al cono j., & coniugata la superficie di 4° ordine s =k, ...k ¢’ ¢}, ed
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Infatti su un altro piano arbitrario o' si costruisea il punto O’ che cor-
risponde al punto O nell’ omografia individuata fra i piani o, o' dalle qua-
terne di rette corrispondenti o,.. o4, 0',.. 0y tracce sdi due piani delle facce
del tetraedro T'. Sara:

0’ (0’; 0’2,.-. 0’4 0’4) T 0(01 02‘,..- 0, 04) T 97

onde O & il corrispondente di »' nella 6, ¢ ne segue il teorema per i gruppi
o (9.. 0y, 03 o' (0,.. w,), 0. E analogamente per gli altri casi (¥*).

VII.

27, Dati nello spazio 7 complessi lineari di rette K,,... K, in posi-
zione arbitraria, ed assegnati in una forma fondamentale di 17 specie 7 ele-
menti ¢,,... ¢; in determinato ordine, si considerino 1 sistemi di fasei di
raggi 2,, X, del tipo studiato nel § prec., determinati rispettivamente 1'uno
dai complessi K, K;,... K, e dal gruppo caratteristico g, = ¢, ¢,... ¢;, laltro
dai complessi Ki, Ki,... K, e dal gruppo caratteristico g, =e,¢e,... e,.

Le due superficie di 4° ordine o, ¢ o, determinate dai due sistemi pas-
sano entrambe per la curva fondamentale ¢y, della reciprocita ©,, dovuta ai
complessi Ki,... K, ed al gruppo caratteristico ¢,, = e¢,... ¢;, onde si segano
ulteriormente secondo una curva z di 8° ordine e di genere 5 che ha 24 punti
Im comune con la ¢ (**).

Un punto generico ) di questa curva & centro di due fasci di rette
(O — w,), (O — ), nel primo dei quali i raggi che appartengono ai complessi

(*) 11 teorema su dimostrato mette in evidenza Vanologia esistente fra la corrispon-
denza © ¢ l'unico tipo di reciprocita birazionale nulla che si ha nel piano.
(¥%) Saraox Penrer, Analytische Geometric des Rawmes. 11 Theil, n.° 108,
In gencrale se due superficie degli ordini n,, n, si segano sccondo due curve sem-
pliei degli ordini v, ' aventi rispettivamente % ¢ 7/ punti doppi apparenti, si ha che:
2(h—F)=(p —p) (g — 1) (ng — 1);
e se ¢ & il numero dei punti comuni alle due curve, é&:

Bz (ut W) (m + my— 1) — (42 + p3) + 2 (h + 1),
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K,,... K, formano un gruppo proiettivo a g,, mentre nel secondo i raggi che
appartengono ai complessi K,, K;,... K, formano un gruppo proiettivo a ¢,.

I piani o, e w, di questi fasei corrispondono entrambi al punto O nella
reciprocith nulla ©,,, senza che il punto O risulti singolare per tale corri-
spondenza; onde i due piani coincidono in un unico, e il punte O risulta
centro di un faseio di rette nel quale i raggi che appartengono ai complessi
dati K.,... K., formano un gruppo proiettivo al gruppo g=e¢,... ¢,.

Viceversa se in un fascio (O — w) i raggi che appartengono ai complessi
dati, formano un gruppo proiettivo a g, il centro ( del fascio deve trovarsi
sulle superficie ¢, o, anzidette, senza appartenere, in generale, alla curva fon-
damentale ¢ della 8,,, e correlativamente. Ne segue che:

I fasci di rette nei quali i raggi che appartengono o 7 complessi linears
dati, formano un gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato, hanno i centri
su una linea gobba x di 8° ordine e di genere 5, e i loro piani tnviluppano
la forma duale ys. Essi percid costituiscono una congruenza di rette di
8° ordine ¢ di 8% classe.

Le due forme z, y si corrispondono in ogni reciprocitd nulla ©; deter-
minata da 5 qualunque dei complessi dati e dal gruppo formato con gli ele-
menti omologhi di ¢g; e ¢id porge una conferma della proprietd gia dimostrata
di esservi 24 punti comuni alla zs ed alla curva fondamentale della 0. E
correlativamente per I'inviluppo ys.

I risultati ora ottenuti non subiscono alcuna modificazione nel caso par-
ticolare in cui alcuni dei complessi dati siano singolari con gli assi k,,... kz in
‘posizione affatto arbitraria fra loro. Queste rette risultano quadriseganti per la
‘curva Zg, ciod questa contiene i punti in cui la retta &; incontra la super-
ficie o dovuta agli altri 6 complessi dati ed al gruppo caratteristico formato
con gli elementi omologhi del gruppo ¢. E correlativamente per I'invi-
luppo y (*):

28. Dati nello spazio 8 complessi linears di rette K,,... K, in posi-
zione arbitraria fra di loro, esistono 8 fasci di rette nei quali i raggi che
appartengono ai complessi dati, formano un gruppo proietéivo ad un gruppo
assegnato g =e,... .

Si considerino infatti la superficic di 4° ordine ¢y, determinata dai com-
plessi K,... K; e dal gruppo caratteristico g, =e;... ¢ (§ 20), e la curva
di 8° ordine x( determinata dai complessi K,, K,, K,,... K, ¢ dal gruppo

(¥) Se tutti i complessi dati sono singolari, cfr. STury, Mem. cit., § 54, 6).
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Infatti su un altro piano arbitrario o’ si costruisca il punto 0' che cor-
risponde al punto O nell’omografia individuata fra i piani , »' dalle qua-
terne di rette corrvispondenti o,.. o,, 0',.. 0’y tracce sdi due piani delle facce
del tetraedro 7. Sara:

0, (0'4 0'2,-.. Oli 0’4) ™ 0(04 02‘,..- 0; 04) T g,

onde O & il corrispondente di »' nella ¢, e ne segue il teorema per i gruppi
o(@.. o), 0; & (w,.. »), 0. E analogamente per gli altri casi (¥).

VIL

27. Dati nello spazio 7 complessi lineari di rette IK,,... K, in posi-
zione arbitraria, ed assegnati in una forma fondamentale di 1* specie 7 ele-
menti e¢,,... ¢; in determinato ordine, si considerino i sistemi di fasei di
raggi 2',, ¥, del tipo studiato nel § prec., determinati rispettivamente 'uno
dai complessi K,, K;,... K, e dal gruppo caratteristico g, = e, ;... ¢;, altro
dai complessi K., Ks,... K, e dal gruppo caratteristico g, =ee,... e,.

Le due superficie di 4° ordine o, e o, determinate dai due sistemi pas-
sano entrambe per la curva fondamentale ¢y della reciprocita ©, dovuta ai
complessi K;,... K, ed al gruppo caratteristico g,, =e,... ¢;, onde si segano
ulteriormente secondo una curva z di 8° ordine e di genere 5 che ha 24 punti
in comune con la ¢y (*%).

Un punto generico O di questa curva & centro di due fasci di rette
(O — wy), (O — w,), nel primo dei quali i raggi che appartengono ai complessi

(*) Il teorema su dimostrato mette in evidenza Vanalogia ecsistente fra la corrispon-
denza © e lunico tipo di reciprocita birazionale nulla che si ha nel piano.

(##) SaLyox Frennew, Analytische Geomelric des Raumes. 11 Theil, n.° 108.

In gencrale sc duc superficic degli ordini n,, n, si scgano sccondo duc curve sem-
pliei degli ordini w, 1’ aventi rispettivamente 2 ¢ %/ punti doppi apparenti, si ha che:

2(h—H)= (. — ) {m —1) (5 — 1);
¢ s¢ ¢ & il numero dei punti comuni alle due curve, 6:

2i= (1 +p) (g + np— 1)~ (u + p/B) + 2(h + I).
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K,,... K, formano un gruppo proiettivo a ¢,, mentre nel secondo i raggi che
appartengono ai complessi K,, K:,... K, formano un gruppo proiettivo a g¢..

J piani @, e w, di questi fasei corrispondono entrambi al punto O nella
reciprocitd nulla @, senza che il punto O risulti singolare per tale corri-
spondenza; onde i due piani coincidono in un unico, e il punto O risulta
centro di un fascio di rette nel quale i raggi che appartengono ai complessi
dati K,,... K., formano un gruppo proiettivo al gruppo g=e,... €.

Viceversa se in un fascio (O — w) i raggi che appartengono ai complessi
dati, formano un gruppo proiettivo a ¢, il centro O del fascio deve trovarsi
sulle superficie s,, s, anzidette, senza appartenere, in generale, alla curva fon-
damentale ¢y della ©,,, e correlativamente. Ne segue che:

I fasci di rette nei quali i raggi che appartengono a 7 complessi linear:
dati, formano un gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato, hanno i centr:
su una linea gobba x di 8° ordine e di genere 5, e i loro piani imviluppano
la forma dusle ysy. Essi percid costituiscono una congruenza di rette di
8 ordine ¢ di 8% classe.

Le due forme z, y si corrispondono in ogni reciprocitd nulla ©; deter-
minata da 5 qualunque dei complessi dati e dal gruppo formato con gli ele-
menti omologhi di g; e ¢id porge una conferma della proprietd gia dimostrata
di esservi 24 punti comuni alla x4 ed alla curva fondamentale della 0;. E
correlativamente per I'inviluppo v .

1 risultati ora ottenuti non subiscono alcuna modificazione nel caso par-
ticolare in cui aleuni dei complessi dati siano singolari con gli assi k,... ks in
_posizione affatto arbitraria fra loro. Queste rette risultano quadriseganti per la
curva ¥, ciod questa contiene i punti in cui la rvetta k; incontra la super-
ficie o dovuta agli altri 6 complessi dati ed al gruppo caratteristico formato
con gli elementi omologhi del gruppo ¢. E correlativamente per Iinvi-
luppo s ().

28. Dati nello spazio 8 complessy lineari di rette K,,... K, in posi-
zione arbitraria fra di loro, esistono 8 fusci di rette nei quali © raggi che
appartengono ai complessi dati, formano un gruppo proiettivo ad un gruppo
asseqnato g =e,... €.

Si considerino infatti la superficic di 4° ordine o, determinata dai com-
plessi Ki,... K; e dal gruppo caratteristico g, =e.... & (§ 25}, e la curva

3

di 8° ordine z( determinata dai complessi K,, K;, K,,... K; e¢ dal gruppo

(¥) Se tutti i complessi dati sono singolari, cfr. Stury, Mem, cit., § b4, 6).
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caratteristico g,=e,e,¢,... ¢5 (§ prec.). Dei 32 punti comuni alla o, ed
alla 2 24 si trovano sulla curva fondamentale della reciprocity nulla 6,,, de-
terminata dai complessi K,,... K; e dal gruppo caratteristico g..s=e¢,... ¢,
e i restanti sono i centri dei fasci indicati nel teorema, il cui numero percid & 8.

Questo numero non varia se tutti o alcuni dei complessi dati risultano
singolari. Nel primo caso si presenta il teorema (¥) che:

Esistono nello spazio 8 fasci di retle nei quali ¢ ragg: che si appog-
giano ad 8 rette date formano un gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato (**).

Potenza, Aprile 1898,

(*¥) Ofr. Sturm, Mem. cit. § 05, 5 (ove bisogna leggere 8 invece di 6) e ScHUBERT,
Op. cit. pag. 207 (p?¢? 28 = 8).

(¥*) La proposizione stabilita alla finc del § 19 come corollario del teorema di Scuunr
regge evidentemente nel caso clic le due quintuple di rette che determinano Iassieme
dei coni e la congruenza delle coniche ivi indicate, appartengano alla stessa superficie
di 3° ordine ¢ siano fra loro associate,

Fixe per Tomo 1.° (Seri IIL%)



