
U n a  e s t e n s i o n e  de l  p r o b l e m a  d e l l a  
iettivit  a g r u p p i  di  c o m p l e s s i  
c o n g r u e n z e  l i n e a r i  d i  rette .  

pro-  
e di  

(Di Do~Emco MO~a'ESAI~O, a Napoli.) 

I n  questa Memoria sono risolute le seguenti quistioni: 
l )  Dati hello spazio ~,. complessi lineari di rette I( l , . . . ,  Ke, studiare 

il sistema dei fasci di rette dello spazio nei quali i raggi r~,.., re che 
appartengono rispettiramente ai complessi dati, formano un gruppo proiettivo 
ad un gruppodato g~e~.. .e~ di una forma fondamentale geometrica di 
1 a specie; per ~ =-4, 5, 6, 7~ 8. 

2) Date in un complesso tineare di rette ~, congruenze lineari Qi ,... Q~, 
studiare il sistema dei fasci di raggi del complesso, nei quali i raggi r~,.., r~ 
che appartengono rispettivamente alle congruenze date~ formano un gruppo 
proiettivo ad un grupl)o dato g ~ e~,.. e~ di una forma fondamentale geome- 
trica di 1. ~ specie; per ~ = 4, 5, 6. 

3. '~ Dati 5 complessi lineari di rette K , , . . .  K~, studiare la curva 
luogo di vn punto a cui ~ei comptessi dati corrispondono piani formanti un 
gruppo omografico ad un gruppo assegnato costituito da 5 piani n~,... ~ di 
una stella, e stabilire le propriet~ della congruenza lineare formata dalle 
curve dello spazio del tipo indicato. 

Fra i molteplici risuttati ottenuti degni di speciale menzione sono quelli 
stabiliti pel sistema ~4 dei fasei di raggi che si presenta nella prima quistione 
per ? = 4. Questo sistema ~ collegato ad un complesso di coniche e ad un 
complesso di coni di 2" classe dello spazio, il cui studio forma la prima 
p,qrte della presente Memoria (Cap. 1 e II). 

Notevole b~ anehe il fatto che nella prima quistione per ? = 5 si pre- 
senta un sistema ~3 di fasci di raggi ¢1 fatti che un punto od un piano 

Annali di Matematica, tomo I. 41 



314 M o n t e s a n o :  Una eslensione del problema della pro~ettw~ta" " " 

generico dello spazio ~ sostegno di un unico faseio del sistema, onde ne risulta 
una reciprocit& birazionate nulla nello spazio di 7 ° grado~ studiata ampia- 
mente nel Cap. V. 

La seconda e la terza quistione ed altre che ad esse si connettono, sono 
trattate rispettivamente nei Cap. I I I  e IV, e i risultati ottenuti sono stati 
applicati per stabilire vari notevoli teoremi su la superficie di 3 0 ordine, che 
riguardano specialmente i gruppi formati da 5 o da 6 rette della superficie 
due a due fi'a loro sghembe. 

Infine i sistemi di fasci di rag'g; che si presentano nella prima quistione 
per /z = 6 e per Iz == 7 o 8, sono studiati rispettivamente nei Cap. ¥ I  e ¥ I I .  

Da aleune proposizioni di Geomelria ~,umerativa ottenute in questa Me- 
moria, possono dedursi vari teoremi gik stabiliti da STURa~ (Ueber correlative 
oder reeiproche Bi~ndel. Math. Annalen, Bd. XII) e da SC~IUBErtT (Abziihle~de 
Geometrie), supponendo che i eomplessi lineari, a cui esse proposizioni si rife- 
riscono, fossero tutti singo]ari. E di cib nei singoli easi si fa cenno. 

I. 

1. I fasci di rette dello spazio nei quali i raggi appartenenti a 4 com- 
plessi lineari di rette K, , . .  1(4 dali ad arbitrio formano un gruppo proiet- 
tivo ad un gruppo assegnato g ~ e,. .  e,, costituiscono un sislema ~. 

Iu un piano generico dello spazio 
esistono ~ fasci di raggi del si- 
sterna aventi i centri su di una co- 
nica. 

Infatti designando con 0 , , . .  O, i 
nulle II~,.. l-I, dovute ai complessi dati 

Un punto generico dello spazio 
b centro di ~ '  fasci di raggi del 
sistema situati nei piani di un cono 
di seconda classe. 

poli di un piano ,,) netle polarith 
, i fasei di raggi del sistema >2 si- 

tuati ira z hanno per centro i punti del piano dai quali proieltando i punti 
0 , , . .  O~ ottengonsi quaterne proiettive al gruppo dato q. Essi eentri si tro- 
vano pereib su di una eoniea the eontiene i punti 0~1.. O, i quali su di 
essa eostituiseono un gruppo proiettivo a g. 

L'assieme oe ~ delle ecniehe ~1,~_ L'assieme ~3 dei toni di 2 a classe 
vute nel modo ora indieato ai piani dovuti nel modo anzidetto ai punti 
detlo spazio (una per ogni piano) co- dello spazio (uno per ogni punto) eo- 
stituisee un compIesso di coniche 1" stituisee un complesso di coJ~i F'. 
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Le leggi di generazione pei due complessi sono dunque te seguenti: 

Una conica del complesso F con- 
tiene i poli del suo piano nelle po- 
larith nulle II,~.. H, dowde ai com- 
plessi dati, e questi poli formano su 
di essa un gruppo proiettivo al grup- 
po dato g. 

Un cono di 2 ~ classe del com- 
plesso F' contiene i piani polari 
del suo vertice helle polarith nulle 
II,~... IL dovute ai complessi dati, e 
questi piani formano nel cono nn 
gruppo proiettivo al gruppo dato g. 

Di pih fra i due eomplessi F, P' intercedono le seguenti relazioni : 

Le o~' coniehe del complesso F 
che passano per un punto O~ sono 
nei piani del cono del complesso F' 
ehe ha il vertiee in O. 

Gli ~ coni dei complesso F' che 
contenqono un l)iano ~ ]tanno i ver- 
tici sulla conica del complesso F the 
si trova nel piano ~. 

2. Siano q, q' i raggi comuni ai complessi /(~, . .  K4. Essendo (0 --  ~)) 
un fascio arbitrario del sistema Z~ si consideri la congruenza lineare di rette Q 
chc contiene le q, q' ed il fascio ( 0 - - ~ ) .  Esua ammette per direttriei le rette 
d, d' appoggiate atle q, q', di cui l'una passa per 0 e t'altra giace in ~o. 

I1 quadrilatero gobbo q d q' d' che ne risulta, trovasi sulle quadriehe so- 
stegni delle sehiere rigate p,,.. p~ comuni alla Q ed ai complessi K,~.. 1Q, 
siceh5 tall quadriche formano un fascio-schiera, ed i 4 raggi delle p,,.. p4 
ehe si trovano in un quaMasi fascio della congruenza Q, formano un gruppo 
proiettivo al gruppo analogo dovuto ad (0- -o) ) ;  epper5 tutti i fasci della 
congruenza Q al pari di ( O - - ~ )  appartengono al sistema Z. :Ne segue che 

I fasci di raggi del sistema X si distribuiscono in ~3 congruenze lineari 
le cui direttrici si appoggiano ai raggi q, q' comuni ai complessi dati. 

Diremo che tati congruenze appartengono al sistema ~. 
Una retta d che incontri le q, q', ~ direttriee di c~ congruenze del si- 

sterna. 
Le loro seeonde direttrid formano una rigata la quale essendo segata 

da un piano arbitrario o)del fascio (d)seeondo la coniea del complesso I" si- 
tuata in ,,) (e correlativamente essendo proiettata da un punto 0 della d se- 
condo il eono del  complesso 1" che ha it vertiee in 0) risulta di 4 ° grado 
eel ha per direttrici doppie le q, q' e per generatriee doppia la d. Di pifi 
essa contiene le rette d,~.., d, conjugate alla d nelle polaritb, 1I~.. I14, e 
queste rette costituiseono su di essa un gruppo proiettivo a g; eib che la  de- 
termina completamente, 
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Dunque: Se nella conyruenza di rette che ha per direttrici i raygi % q' 
comuni ai eomplessi dati~ si riyuardano corrispondenti due rette ehe siano 
direttriei di m~a conyrueJ~za del sistema Y.~ netta eorrispo~denza involutoria 
ehe ne risulta~ ad una retta yenerica d della conyruenza corrisponde una ri- 
yata razionale di 4 ° yrado ehe ha per tetra doppia lad .  

3. $ia r un raggio comune a tve qualunque dei eomplessi dati~ per 
esempio ai eomplessi K~, K:,, K~. /td un piano o) ehe contenga il raggio r 
corrispondono nelle polaritk 11~, II~ 1L tre punti O~, 0~  04 situati sulla r ,  
sieeh~ la eonica del complesso 1 ~ situata in ~) si spezza nella retta r e nella 
retta r' the unisee il punto 0~ coniugato ad~) nella II,, a quel punto 0' della r 
che assieme ai punti 0~, 0~, 0~ forma un gruppo 0' 0~ 0~ 0a proiettivo a g. 

In partieolare in un piano o) che eontenga uno dei raggi eomuni ai eomplessi 
dati la eoniea del eomplesso F viducesi a tale raggio q eontato due volte. 

Soltanto nel easo ehe i 4 poll O,,. .  04 del piano o) nelle polarith date 
formino sutta q un gruppo proiettivo al gruppo dato g, si ha ehe ogni faseio 
di raggi del piano o) appartiene al sistema ~2, sieehg allora ogni retta del 
piano forma con la q una eoniea del eomplesso g. 

Per determinate il numero di questi piani singolari nel faseio (q) basta 
notare ehe se per ogni piano o) del faseio si eostruiseono i poll 0 , , . .  O, 
helle polarit~ rI~,.. H~, e si determina quel punto O' della q per eui il gruppo 
O O, O~ O, ~ proiettivo al gruppo g, la eorrispondenza ehe viene ad aversi 
Ira i punti O~ e O' della q, col variare del piano ~), g una eorrispondenza 
(1, 3), sieehg ammette 4 eoineidenze the sono appunto dovute ai piani sin- 
golari del faseio. Dunque: 

In un piano dello spazio esiste utza sola coniea del eomplesso r. Fanno 
eceezione soltanto 8 piani singolari~ 4 del faseio (q) e 4 del faseio (q'), dei 
quali eiaseuno ~ sostegno di ~ :  eoniche del eomplesso formate dalla q (o 
dalla q') e daUe singole rette del piano. 

Correlativamente per ogni punto di un raggio r eomune a tre dei eom- 
plessi dati il eono del eomplesso I" si spezza in due fasei di piani, di eui uno 
ha per asse la tetra r. Pe~' un punto generieo di uno dei raggi q, 7' il eono 
del eomplesso si riduee al faseio (q) (o at faseio ((/)) eontato due volte; ma 
su ognuna delle rette q, ~/' esistono 4 punti singolari dei quali eiaseuno ha 
per eorrispondenti nelle polarit?~ 11,~.. II4 4 piani formanti un gruppo proi~t- 
tivo a g, sieeh~ ognuno di tail punti g eentro di ~c'- fasei di raggi del si- 
sterna 2 e corrispondentemente 5 vertiee di ~ eoni del complesso 1[', di eui cia- 
seuno si seinde nel faseio (q) (o (q')) ed in un faseio arbitrario della stetta. Dunque : 
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Un punto dello spazio ~ vertice di un solo eono del complesso F'. Esi- 
stono soltanto 8 punti singolari, d sulla retta q e 4 sulla q', dei qua li cia- 
scuno ~ verlice di o~ ~ coni del complesso, costituiti da coppie di fasci di piani 
aventi per asse la tetra q (o la q') e le singole rette della stella. 

Dalle proprietk caratteristiehe dei punti e dei piani singolari del sistema Y, 
segue ehe : 

Un punto singolare 0 del si- 
sterna si trova sulle ~ coniche del 
complesso F, situate nei singoli piani 
passanti per O. 

Un piano singolare ~ del sistema 
lea parte degli oo' coni del complesso 
F' che hanno per vertici i singoli 
punti del piano o~ 

1~ agevole anche riconoseere che i 4 punti singolari del sistema situati 
su una detle rette q, if' appartengono uno ad uno ai 4 piani singolari ehe 
passano per l'altra di tali rette. 

InfiLtti se ~ 5 un piano sing'dare del fascio (q') the ammetta per poli 
nelle polarith, l]~. .  II4 i punti 0 , ,  .. 0., e che incontri in 0 la q, i piani 
polari di questo punto helle II, , . .  II4 hanno in comune ]a retta q e passano 
rispettivamente per le rette 0 0 , , . .  0 04, onde costituiscono un gruppo pro- 
spettivo alla quaterna 0 , . .  04 ~,' pereib proiettivo al gruppo g,  siceh~ il 
punto 0 5 singolare pel sistema. 

Un punto singolare 0 e un piano singolare ~ the si apparte, ngano, deter- 
minano una congruenza lineare di rette degenere, formata dalla stella di raggi (0) 
e dal sistema piano rigato (,,)). Un faseio di raggi di questa congruenza fa parte 
o della stella (0) o del piano (~,)). :Netl'un caso o nell'altro esso appartiene al 
sistema Y., sicch~ la congruenza in esame appartiene al sistema. Dunque:  

Nel sistema Y. vi sono 8 congruenze lineari degeneri. 
Si noti in ultimo che per determinate il sistema ~, dali i complessi 

K , , . .  K,, si pub assegnare un suo punto singolare o un suo piauo singo- 
lare che appartengano a un raggio comune ai complessi dati, perch~ con cib 
in entrambi i casi resta noto il .qrappo caratteristico g del sistema (*). 

Se questo gruppo varia in tutti i modi possibili, il sistema 2 varia de- 
serivendo un assieme c~' ch# comprende tutti i fasci di raggi dello spazi% in 
modo che un faseio generico appartiene ad un unieo sistema dell'assieme ; ee., ee. 

(*) ])A risult~ti ot~enuti segm~ ch~ dati 4 complessi lineavi di rette in posizione atfatto 
avbitvaria fea loro the abbiano in comune i r'~*,,i 'o~, (/, q', se si riguardano corrispondenti 
un punto 0 di q ed un punto O' di (/, ai quail nolle polaritg II, , . .  1114 dovute ai corn- 
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4. I ire eomplessi K~, K3,  K4 abbiano in eomune ta schiera rigata p,; 
e sia ~ la sehiera incidenie alla p,. 

Ad una retta arbitraria d della o'i corrispondono helle polarifft H~, H~, II4 
ire retie d~, d~, d, situate' del part sulla z,. Ora cost ruita su questa schiera 
la retta d' tale che il gruppo d' d~, da d~ risulti proiettivo al gruppo g, si con- 
sideri la sehiera rigata p' che ha per  direttriei la d, l a d '  e la d, coniugata 
alla d nella II~. 

In un piano ~ del faseio (d) ehe eontenga i raggi r ,  r '  delle schiere 
p~, p', la coniea del complesso F si seinde in tali reite r, r' (§ 3); e eorre- 
lativamente per ogni punto P della d il cone del complesso F' si spezza net 
due fasci di piani che hanno per assi i raggi delle schiere p, p' che passano 
per P. 

Da cib segue c h e l a  superficie luogo delle seconde direttrici delle con- 
gruenze lineari del sistema Y. che hanno per prima direttrice la retta d~ si 
spezza nelle quadriche sostegni del]e p,, p (§ 2). 

Di pih ~ agevole riconoscere che col variare della d sulla ~-~, la schiera 
p' descrive una congruenza di 4 0 grade contenuta nel complesso g~.  

Infatti le retie r' della congruenza ehe passano per un punto arbitrario 
O dello spazio, si trovano net plant r: comuni al cone del complesso F' ed al 
cono-inviluppo circoscritto alia quadrica sostegno della p,, che hanno il vertice 
in 0, siech~ il lore numero ~ 4. 

Variando la retta d sulla z,, quando essa coincide con una delle due rette 
¢oniugate ira lore in entrambe le polaritk II~, II3, le retie d~, da e percib anche 
la d' coincidono con l'altra di tali rette, e la corrispondenie sehiera p' coin- 
cide con ia schiera p, comune ai tre complessi K,,  K~, / (3;  sicch~ la p, si 
presenta due volte nella genesi della congruenza in esame~ e percib risulta 
costituiia da raggi doppi di tale eongruenza 

l.lessi dati eorrispondano duo quaterne di 1)iani fea tore proiettive, 1~ corrispondenza che 
no risulta ira lec/, q', riducesi ad una corrispondeaza biunivoca ira i gruppi di duo in- 
vo!uzioni di 4 ° ordine. 0ra 6 degno di nora il f~tto clte la superficic luogo delle congiun- 
genti i punti di ciascuua quaterna della q ai pm~ti dell~ corrispondente quaterna della,(/', 

costituita dalle retie che nella 1)olarit£ II 1 ,.. !1 a hareto per coniug~te retie di un~ siess~ 
schiera rigata; vale a dire che 

I1 luogo delle rette a cut in 4 polaritd "n~dte dello spazio f~'a lo)'o indipeadenti co)'ri- 
spo~to~w retie di una stessa sctdera rigata, 8 una s~tpe~'ficie gobba di 8 ° tirade che ha per 
d&ettrici quadruple i raggi eomuni ai 4 complessi lineari determinati dalle polaritd date. 
La  superficie contien6 le dS"ettrici deIle congruenze lineari comunia  questi complessi p~'esi 
due a due, 
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Questa dunque ha le tre schiere di raggi doppi p~, p3, p4. Inoltre dalla 
costruzione data per le rette della congruenza che passano per un punto 0 
dello spazio, assumendo questo punto su una delle rette q, q', si deduce che 
queste rette sono quadruple per la congruenza. 

Infine notando ehe un punto singolare 0 di 2 determina con un raggio 
arbitrario r della p, un piano ~, in cui la eonica del complesso F si spezza 
nella retta r e nel raggio r' del complesso K, che appartiene al faseio (0--u)~ 
sicch5 variando la r e tenendo fisso il punto 0 tale raggio r' descrive il fa- 
scio det complesso Kt ehe ha il centro in 0 ,  si deduce c h e l a  congruenza 
contiene gli 8 fasci di raggi del complesso I(l che hanno per centri i punti 
singolari del sistema. 

Correlativamente si dimostra che la congruenza contiene gli 8 fasci del 
complesso K, situati nei piani singolari, ed agevotmente si riconosce che i 
due fasci della eongruenza dovuti a un punto singolare 0 e a d  un piano sin- 
golare ~ ehe si nppartengono~ eostituiseono la schiera rigata p' dovuta alla retta d 
della ~, situata nel fascio ( 0 -  @~ ecc, ece. 

Quel che si ~ detto per la schiera rigata p, pub ripetersi per |e altre 
sehiere p~ p~ p~ comuni ai eomplessi I(~. .  K4 presi tre a tre; e pub after- 
marsi che 

Le rette che assieme ai raggi delle schiere rigate comuni ai complessi 
K~ ,.. K4 presi tre a tre costituiscono coniche degeneri del complesso F (e 
coni degeneri del co~y~plesso V) appartengono a 4 congrue~ze di 4 ~ grado 
Xj~.. X~ contenute rispeltivamente nei complessi K~. .  K4. 

5. L'assieme ~3 dei comptessi lineari di rette che passano per i raggi 
q, q'~ pub essere riferito proiettivamente allo spazio ordinario in modo che 
ai complessi, alle eongruenze lineari ed a]le schiere rigate che eontengono i 
raggi base q~ q' det sistema, eorrispondano rispettivamente i piani~ le retie 
ed i punti dello spazio rappresentativo (*). 

In tale riferimento alle ~ congruenze del sistema Z corrispondono ~s  
rette godenti la proprieth di segare il gruppo dei piani ,.~,,.. ~,~, corrispon- 
denti ai complessi K,,. .  I(~, seeondo quaterne di punti proiettive al gruppo g~ 
siceh~ le retie in quistione appartengono al complesso tetraedrale 0 ehe ha 
per tetraedro fondamentale quello costituito dai piani ~o~.. co4 e per gruppo 
caratteristico il grupi)o g. 

(~') Vegg. R(~:Yn, Die Geometrie d~" Lage. 3. ~ edizionc, I[ Parte,  po, g. 328, c la mi,~ 
Noto,~ Su i complessi dl ~'~,Ate eli seeor~do grado yenevali da d:~e ['asei proiettivi di eomplessi 
lb,eari. (Napoli, 1886.) 
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Le retie d appoggiate a[le q, q' sono assi dei complessi singolari del- 
l'assieme ches i  considera. A questi complessi corrispondono netlo spazio rap- 
presentativo i piani 3 di una quadrica-inviluppo 7.(~) (ehe viene chiamata 
quadrica fondamentale della rappresentazione) e che risulta riferita con cor- 
rispondenza biunivoca alia congruenza lineare di retie Q che ha per diret- 
trici le q, q'. 

In tale riferimento alla rigata ?, ~ d * della O formata dalle seeonde di- 
rettriei delle conguenze di Y. che hanno per prima direttrice un raggio ar- 
bitrario d della Q, corrisponde l'inviluppo ](4)~ ~' formato dai plant della ;Z(,) 
condotti per i raggi del complesso ~ giaeenti nel corrispondente piano b' 
della Z(~). 

Ora se la retta d ~ una direttrice della schiera rigata pl ~- K~ K-3 Ks, il 
eorrispondente piano ~ passa per il punto 0, ~ o)2 co3 0)4 e l'inviluppo J(o pre- 
cedentemente indicato si spezza nei due coni della Z(~) che hanno i vertici nel 
punto 0~ ed in quel punto 0'  che con 01 forma la conica-inviluppo del com- 
plesso ~ dovuta al piano & Percib questo punto O' nelta rappresent,qzione 
stabilita corrisponde alla schiera rigata p', dovuta alla d; della congruenza 
di 4 ° grado X, studiata nel § preeedente, vale a dire che tale congruenza X, 
nella rappresentazione stabilita ha per corrispondente ]a curva c(4) ~- (0~ 03 04) ~ 
del piano ~),, formata dai eentri dei fasci del comples~o 0 situati net plant del 
cono circoscritto alla 7.(~) the ha per vertice il punto 0 , ,  siceh~ le ulteriori 
propriet?~ della eongruenza possono essere siabilite faeilmente con metodi da 
me altrove indicati (*). 

Inoltre, siccome, nello spazio rappresentativo i vertici 0 , , . .  04 del te- 
traedro fondamentale vengono proiettati dai raggi det complesso rj secondo 
quaterne proiettive at gruppo g, pereib si ha che:  

Le schiere rigate l~,.. p~ comuni ai complessi I(~, . 1(4 presi tre a ire, 
determinano con ciascuna congruenza del sistema Z un gruppo di quattro 
complessi lineari proiettivo al gruppo dato g. 

In partieo!are per le otto congruenze degeneri de] sistema ~ (le quali 
eorrispondono agli otto raggi del eomplesso-~ situati sul]a quadrica Z,..))si 
ha che: 

Net singoli fasci di raggi che hanno per sostegni un punto ed ur~ piano 
singolari del sistema ~£ che si appartengano~ le direttriei detle schiere rigate 
p,,.. p, formano un g~'uppo proiettivo al gruppo dato g. 

(~) Sa i complessi di retie di 2. ° grado, ecc,, 5Iem. cir. § G. 
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II. 

6. Un complesso di coniche nello spazio presenta vari numeri carat- 
teristici. 

Noi assumeremo come caratteristicke elementari de] complesso: 1. ° i] nu- 
mere delle sue coniche che si trovano in un piano generico dello spazio; 
2. ° la classe del cone formate dai piani sostegni delle coniche del complesso 
the passano per un punto generieo dello spazio. 

La superficie luogo delle eoniehe del complesso situate nei piani di un 
fascio generico dello spazio, ha per retta multipla seeondo fl l'asse r del fa- 
scio, se B ~ il secondo dei due humeri indicati; c la sua sezione variabile 
con un piano del faseio equivale ad una linea di ordine 2 ~, se ~ ~ il primo 
dei predetti numeri, sicehh l'ordine della superficie g 2 ~-4-~. 

Pel eomplesso F definite nel eapitolo preeedente a = 1, fl = 2. Da eib 
e dalla genesi det eomplesso segue" t he :  

1. ° Le coniche del complesso [" situate nei pian{ di un fascio arbitrario 
forma~w u~a superficie di 4 ° ordine the ha per linea doppia l'asse r del fa- 
scio e per linee seml)lici le retle r , , . .  r4 coniugate alla r helle polaritt~ 
II,~.. [L. La superficie contiene gli otto punti ~'ingolari del sistema Y.. 

Se la r incontra una delle rette q, q' comuni ai complessi dati I ( ~ . .  I(4, 
essa retta q (o q') risulta doppia per ta superficie p(,). Pih partieolarmente se 
la r eade in uno dei piani singolari di 2~ dalla superfieie p(4) si stacca tale 
piano singotare; invece se la r passa per un punto singolare del sistema~ 
tale punto risulta triple per la superficie 8(,)' 

Infine se la retta r ~ un raggio comune a tre dei complessi K ~ . .  /(4 
la superficie p(,) risulta rigata~ ha ]a retta r per direttrice tripla~ ed ~ con- 
tenuta in una delle congruenze X , , . .  X,, del § 4. 

L'inviluppo di piani correlative alla superficie di 4 ° ordine presa era in 
esame, essendo eostituita dagti ~ eoni del complesso V (definite nel eapitolo 
precedente) che hanno i vcrtiei su di una retta arbitraria s~ risulta l'assieme 
dei piani delle eoniche del complesso 1" che ineontrano la s Dunque: 

2. ° Le ~ :  coniche del complesso F che si appoggiano ad una retta s~ 
sono nei piani di un inviluppo di 4 ~ classe~ di cui sono doppi i piani del 
fascio (s) e semplici i piani dei fasci c]te hanno per assi le retie s,~.. s~ 
conjugate alla s nelle polarith II,~.. [l~. All'inviluppo appartengono gli otto 
piani singolari del sistema. 

Annati di Matematica, t o m e  I. /12 
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I piani comuni all ' invituppo ora indieato e ad un-cono  arbitrario del 
complesso r '  di vertiee P, sono sostegni di eoniehe del eomplesso F the pas- 
sano per P e si appoggiano alla s; vale a dire ehe:  

3. 0 Le eoniche del eomplesso l' the incontrano una tetra arbitraria s~ 
formano una congruenza di 8 ° ordb~e e di 4 ~ classe (*). 

4. ° Le coniche del complesso F che passano per u~ punto generico P 
dello spazio, formano una superficie di 8 ° ordine. 

Questa superficie ha in P un punto sestuplo. Da cib segue che :  
5. ° Vi sono sei coniche del complesso F che risultano tangenti ad un 

piano 7: in un punto P di talc piano. 
Si ~ ora al easo di determinare gli altri numeri caratteristiei del eom- 

plesso F. 

Pe r  es. dalla proposizione 1." si deduce the il numero delle eoniehe 
del eomplesso tangenti ad una retta arbitraria r g 4 e ehe il numero delle 
eoniehe del eomplesso ehe hanno per eorda una tetra arbitraria r e sono tan- 
genti a un piano ,,~ non passante per la r 5 6 (numero delle tangenti ehe da 
un punto doppio di una eurva piana di 4. ° ordine e di genere 2 vanno a 
toceare altrove la eurva),  mentre nel easo the la r sia in un piano singo- 
lare ,,~, il numero anzidett% non tenendo eonto del piano ,,~, ridueesi a 4. 

E pub affermarsi ehe :  
6. 0 Le ~ coniche del complesso r tangcnti ad un piano arbitrario rr 

dello spazio~ sono in piani di m~, b~viluppo di 6 ~ ctasse, di cui il pia~o ~z 
doppio e la relativa linea di contatto ~ la conica del comptesso situata in ~. 

Dell'invituppo sono doppi gli 8 piani sinflolari del sistema ~ e sono semplici 
gli attri piani dei fasci (q), (q'). 

I 12 piani ehe il precedente inviluppo ha in comune con un eono del 
eomplesso r '  di vertiee P, nel caso ehe questo punto appartenga al piano r~, 
eoineidono due a due con i piani sostegni delle 6 eoniehe indicate nella 
proposizione 4. ~' Inveee nel easo generals essi risultano distinti,  e sono so- 
stegni di eoniehe di r ehe passano per il punto P e toeeano il piano ~,~. Ne 
segue ehe : 

7. ° Le coniche del complesso F tangenti ad un pia~o ,,) formano una 
congruenza di 12 o ordine e di 6 a elasse. 

Infine si ha ehe:  

(4) Ohiamo o,'db~e di nna, congvuenz:~ di eonicho iI nnmc~vo delle eonicho, dolla eon- 
gl'llOllZ.'t elm passano pet' ua punt,) genevico delh) spazi,), e ela.s..s,e iI rmmev,~ delle ~-cmi,'A~e 
delh)~ eongt 'uenza ehe hanno per  eovda una rett(~ goner iea  dello spazio. 
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8. 0 Le coniche del complesso F situate nei piani di una stella arbi- 
traria (P) formano u~za co~gruenza di 20 ordine e di 1 ~ classe. La super- 
ficie recede di questa congrue;,za (formata dai verfiei dei eoni del eomplesso F' 
the passano per i] punto P~ e pereib eorrelativa all'inviluppo della precedente 
proposizione) ~ di 6 ° ordine, contiene le rette q, q ' ;  t~a per punti doppi il 
punic P e gli 8 punti singolari di ~ ; ha per cone tangente 5,, t '  it cone del 
complesso i", e da ogui conica delt(t co~gruenza ~ tocc~ta in 6 punti~ etc., etc. 

7. La superficie di 8 ° ordine z(s) luogo delle conieile del complesso F 
the passano per un punto arbitrario 0 dello spazio, a~.endo in 0 un punto 
sestuplo, 5 segata ulteriormen(e dal piano di una eoniea c(,) seeondo una 
curva di 6 ° ordine ehe ha in 0 un punto 5-plo. Esistono pereib sulla z(s) 
due sistemi ~ di curve piane razionali c(.2)~ O, c(~)~ 0 .~ situate nei piani 
del cone Z(~) del eomplesso F' di vertice O. 

Due eoniehe c(~)~ c'(~) della superficie non hanno in generale oltre di 0 
un seeondo punto in eomune, sicch~ il punto in eui la prima di esse ineontra, 
oltre ehe in O~ il piano della seeonda, si trova sutla curva c'(o) ulteriore se- 
zione della superfieie con tale piano. Da cib segue ehe due curve c(6) della 
superfieie non hanno, oltre di O~ un seeondo punto variabile in eomune; 
una c(~) e una c'(6) hanno in eomun% in generale, un sol() punto variabile i e 
per un punto generieo della superfieie passa una sola eurva di eiaseuno dei 
due sistemi. 

Pereib riferiti il sistema delle c(~) e quello delle %) con eorrispondenze 
proiettive rispetti~eamente a due fasei di raggi (P), (Q) di un medesimo piano a, 
ne risulta una corrispondenza birazionale f,'a questo piano oJ e la super- 
fieie z(~)~ si fatta the alle sezioni plane della %) corrispondono in ~ delle curve 
di 8' ordin% per le quali il punto P ~ 6@o ed il punto Q g doppio. 

Ogni eoniea c(~) della superfieie z(s) eontiene i poll del sue piano nelle 
polarilb, FI,~.. [1~. Di eonseguenza la superfieie ~(s) eontiene le quattro co' 
niche the nelle predette polaritg corrispondono al cone 7.(~) gi~t indicate. Esse 
si trovano nei piani det cone 7.(=) the covrispondono al punto 0 nelle 1],,.. [I,, 
ed una qualsiasi ci di esse forma una eurva %) della a(,) con i quattro raggi 
uscenti da 0 della eongruenza Xg del § 4. 

D 'a l t ra  parte uno qualsiasi di questi raggi fa parte di una coniea c(~) 
della ~(,)~ pereib nella rappresentazione stabilita della %) sul piano ~, al raggio 
anzidetto corrisponde un punto fondamentale semplice della rappresentazione. 

N5 questa ammette altri punti fondamentali; cio~ le curve immagini delle 
sezioni plane della superfieie sono delle c(8) ~ pG Q,?.- 16 R~ essendo i punti R 
su 4 rette del faseio (O)) 4 su ogni retta. 
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Alla curva di sezione della ~(8) con un piano arbitrario della stella (0) 
corrisponde sul piano ~c una curva che ha un solo punto variabile in comune 
con ogni tetra dei fasci (P), (Q) e che passa semplicemente per i punti Pi Q 
(immagini di una c(~)e di una c(~) rispettivamente)~ corrisponde cio~ una co- 
nica c(~)~--P Q; donde segue che al punto 0 della ~(8) corrisponde su ~ una 
curva c(~) ------ P5 {),16 R. 

Dalla rappresentazione data segue anche che il genere di una sezione 
piana arbitraria della ~(8) ~ 5~ mentre ]e sezioni prodotte nella superficie dai 
plant della stella (0) sono razionali; e siccome sulla a(8) ottre di 0 non vi pub 
essere alcun punto di multiplicith superiore a 2~ percib la superficie ammette 
una ]inea doppia di 16" or(line che ha in 0 uu puuto multiplo seeondo 10. 

I set punti variabili di sezione di tale linea c(,~ / con un piano r del con() 
Z(~) non potendo essere doppi per l 'una o per l 'altra delle due curve c(~)~ c(~) 
prodotte dal piano ~ neila a(8), risultano comuni alle due curve; mentre il 
70 punto (diverso da O) che le due linee hanno in comune, ~ punto di con- 
tatto del piano : con la superficie. 

Da cib segue che le coniche c¢~) e le curve c(6) si appoggiano ciascuna 
in 6 punti alla c(~); e analogamente dalla considerazione dei plant potari det 
punto 0 helle II,~.. II~ si deduce che le 16 r e t t e r  della a(8) che passano pel 
punto O, hanno ciascuna un altro punto solo in comune con la c(,8)~ sicch~ 
l'immagine di questa curva nel piano co ~ una c(~)~xP~ {)% 16 R. 

La completa sezione della superfieie o(8)con il cono di 6 ° ordine che 
dal punto 0 proietta la co6), ~ costituita da questa curva e dalle 16 rette r~ 
sicch~ il cono indicato non ammette alcuna generatrice multipla~ perch~ al- 
trimenti tale retta apparterrebbe anche alla z(8). 

lge segue c h e l a  c(,~) ~ di genere 10. 
Infine ~ agevole riconoscere c h e l a  c(~) passa semplicemente per gli 8 

punti singolari del complesso. 
8. Su una quadrica ?(~) che contenga i raggi q, q' si assuma ad ar- 

bitrio una generatrice d di sistema opposto ai predetti raggi, e si consideri 
la superfieie ~o) "~- (q q' d) ~ luog'o delle seconde direttrici delle coJlgruenze del 
sistema Z che hanno per prima direttrice l a d  (§ 2). 

Le superficie ?(~)~ p(~) hanno in comun% oltre alle q~ q'~ d, du.e generatrici 
d'~ d', di cut ciascuno determina con l a d  una congruenza del sistema Y. 
Col variare della d nella schiera rigata ~' della ~0(~) che non contiene le q, q'~ 
variano del part in tale schiera le d'~ d', e corrispondono alla d in una cor- 
rispondenza involutoria j .~.  
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Dunqu e su ogni quadrica %) --- q q', nella schiera incidente a questi raggi, 
si ha una corrispond~nza involutoria j~,,, nella quale due rette coniugate sono 
direttrici di una medesima congruenza del sistema ~. 

Ora per un noto teorema se nella j~,~ a due raggi distinti d, d, della 
sehiera a' eorrispondono gli stessi due raggi d', d', fra loro distinti, allora la 

t dd,,,  e e , , . . ,  intereedente fra risulta una proiettivit~t involutoria f ._~ d' d , ,  e' e', , . . .  , 

le eoppie di un'involuzione ordinaria j = _ ( d d , ,  d 'd ' , ,  ee,,  e 'e ' , . . . )de l la  
schiera £ (*). 

In tale caso due eoppie di rette eorrispondenti dd, ,  d' d', della j deter- 
minano rispettivamente con una generatrice g della ~(2) dello stesso sistema 
delle q, q' una coppia di p u n t i ~ P ~ g d ,  P'------gd' ed una coppia di piani 

~-- g d,, r:' ~ g  d', godenti la £ropriet~ che i punti P ,  P '  si trovano en- 
trambi su le eoniche del complesso F situate nei piani n, ~:'i e viceversa 
questi piani appartengono entrambi ai eoni di iF' the hanno i vertici in 
P, P ' ;  cio~ allora nella sehiera rigata a della ~(~) che contiene le 7, q' ogni 
generatrice g ~ sostegno di due involuzioni ordinarie, l'una di punti, l 'altra 
di piani, riferite fl'a loro proiettivamente in modo che ogni coppia dell'una 
involuzione appartiene alle due conlche di F o ai due coni di I" determi- 
nati dalla corrispondente coppia delt'altra involuzione. 

Inversamente ~ agevo]e rieonoseere che se una retta r ~ ineontrata da 
due coniehe del complesso t" nella stessa coppia di punti P,  p ,  (nel quale 
caso i due eoni del complesso F' dovuti a tall punti, hanno in comune la 
coppia dei piani I:, n' sostegni delle suddette eoniehe) allora nella involu- 
zione Jw- che viene ad aversi sutla quadrica ~ ~ i/q' r, a ciaseuna delle rette 
d, d' ehe passano rispettivamente per i punti P, P ' ,  corrispondono le stesse 
due re t ted , ,  d', che giaeeiono rispettivamente nei piani r:, 7:', sicch5 la j,,2 
si trova helle condiz'.'oni particolari precedentemente indicate e pereib sulla r 
e nel fascio (r) esistono infinite altre coppie anatoghe nlle P P ' ,  7: 7:'; ed ogni 
altra tetra della schiera rigata ~ ~ q q ' r  gode le stesse proprietor della r. 

E tcnendo calcolo che ]e retie di una stella arbitraria (0) soddisfacenti 
alla condizione precedentemente indicata, sono le generatrici del cono di 60 ordine 
che dal punto 0 proietta la curva doppia c(,6) della superficie ~(8) formata dalle 
eoniche del complesso l? che passano per O, e eorrelativamente, si deduce che: 

(~') II teorema a cui ci riferiamo, equivale alla nora proposizione ehe << se nel piano 
due coniche sono tall che esis~a un quadrila~ero semplice iseritto in una di esse e circo- 
seri~to all'aftra, esistono o~ I altri quaclrila~eri an~loghi al precedence >>, 
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Esiste un complesso di rette di 60 grado tt(~) di cut ogni raggio r ~ so- 
stegno di due involuzioni ordinarie~ l'una di punti, l'altra di piani~ fra loro 
proiettive e tall Che ogni coppia dell' una involuzione appartiene alle coniche di F 
(o ai coni di V) che hanno per sostegni gli elementi della coppia corrispon- 
dente dell'altra involuzione. Ouesto complesso ~ costituito da schiere rigate 
cite hanno in comune i raggi !b q', i quell percib sono sestupti per esso. 

:Per un punto 0 di un raggio r della sehiera /~4 ~ K~/{3 I(4 la superficie 
z(8) ~ 0 ~ del complesso F si spezza ne]la superficie rigata p(4)~ r 3 della con- 
gruenza X~ ed in una superficie o(~)~ 0 ~ r r'~ essendo r' la generatriee della 
p(~) che passa per O~ sieeh~ le due superficie nel punto 0 che ~ triplo per 
entrambe, hanno in eomune il piano tangente r r' e percib la utteriore loro 
sezione ~ una % , ) ~  0 ~ che da 0 viene proiettata secondo un cono di 6 ° or- 
dine avente per raggio triplo la r. Questo ceno appartiene al complesso di 
rette H(a). Percib i raggi deUe schiere rigate p,~.. p~ sono tri21i pel com- 
plesso H(~). 

9. Ogni eorrispondenza proiettiva de]lo spazio che trasformi ciaseuno dei 
complessi dati K, ,.. //'4 in s~ stess% fa corrispondere ad un fascio di raggi 
del sistema X un fascio di raggi dello stesso sistema, cio~ trasforma del part 
in s~ stesso il sistema 5, e pereib o fa corrispondere ciascuno dei complessi 
F, F' a s~ stesso~ o fa corrispondere uno di tall complessi all 'altro, secondo 
che essa corrispondenza ~ una omografia o una correlazione. 

In partieolare se uno dei complessi dati~ ad esempio il complesso K, ,  
in involuzione con gli aItri tre~ alIora nella polarit~ nulla II, ciaseuno dei 
eomplessi dati ~ conjugate a s~ stess% sicch5 in tale polarit~ al complesso F 
eorrisponde il complesso P', cio~ allora la eoniea co) del complesso F situate 
in un piano arbitrario ~ coincide con la conica c(~)' che nelta II, corrisponde al 
cono del eomplesso F' avente per vertice il punto 0 polo del piano ~ helle II~. 

Ma queste coniche %), c(~)' appartengono entrambe alla superficie ~(8) del 
complesso F dovuta al punto O, pereib nel caso indicato esse coineidono in 
una eoniea doppia della superfieie z(8) che staecasi dalla curva c(,~)~ 0 ~° del 
caso generale, in modo che il cono che proietta questa curve dal punto 0 
(cono che appartiene al complesso//(~) del § precedente) viene a contenere il 
faseio di raggio ( 0 - - ~ ) .  :Ne segue che: 

Se uno dei complessi I£~,.. I{4 ~ in involuzione con gli altri tr G esso 
fa parte del complesso H~). 

Pereib dal eomplesso H(~) possono staecarsi o uno o due o tutti e quattro 
i complessi dati. Quest'ultimo fatto si verifiea quando eiascuno dei complessi 
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dati 5 in involuzione con gli altri tre, nel quale caso ta superfieie ~(8)~ 0 ~ 
det complesso F ha pet" linee doppie le quattro eoniche del complesso situate 
nei piani polari det punto 0 nelle H, , . .  II4, ed una eurva razionale di 8" or- 
dine c(s) ~- 0 6. 

Ai risultati ora ottenuti si giunge anche facendo uso delia rappresenta- 
zione indicata nel § 5, nella quale al eomplesso H(~) eorrisponde una super- 
ficie di 6 0 ordine ?(~) =__- (0,,.. 0,) 3 luogo di un punto A si fatto ehe il con,) 
circoscritto alia quadrica fondamentale Z~2) di vertiee A, e il cono formato 
dai raggi del complesso tetraedrate ~ uscenti da A,  godono la: proprieth ehe 
al primo dei due toni sono cireoscritti e~' angoli tetraedri semplici iseritti nel 
seeondo. 

10. Un caso particolare degno di nora si presenta pel sistema Z quando 
uno dei complessi K~,.. I(~, ad esempio il eomplesso K,, risulta singolare. 
Indicandon~ con a l'asse, si ha che tutte le coniehe del eomplesso F si ap-  
poggiano alla a e tutti i eoni del eomplesso 1" risultano ad essa tangenti. 
Inoltre uno dei punti (o piani) singolari appartenente al raggio q (o al 
raggio q') ~ quetlo chc tale raggio determina con t a a .  

Infine dal fatto e h e l a  a si t~'ova su tutte te superfieie p(,) di I' e ehe i 
piani che passano per essa fanno parte deg!i invituppi duali di r ' ,  segue the 
la superfieie ~ del complesso F dovuta ad un punto arbitrario 0 dello spazio 
risulta di 7? ordine. Essa pub essere rappresentata su di un piano in modo 
che le sezioni plane abbiano per immagini curve: 

c ( ~ ) ~ P s Q  ', 4R, ,  3R~, 3R~, 3R,~ 

essendo i punti Ri su una retta del fascio (Q), la quale per i ~--- l b l ' immagine 
della a che 5 tetra semi)lice della superficie. Questa ammette per linen doppia 
una curva c(,,)==- 0 ~ che contiene i sei punti singolari del sistema non situati 
SU 6/~ eec.~ e t a .  

Analogamente st dei complessi K , , . .  K, i primi due, o i primi tre o 
tutti e quattro risultano singolari, la superfieie z del eomplesso 1' dovuta ad 
un punto O, risulta rispettivamente di 6 ° , di 5 ° o di 4 o ordine, e pub es- 
sere rappresentata su di un piano in modo che le sezioni piane abbiano per 
immagini 

nel 1." caso curve c(,)_~_P~ Q~, 3 R~, 3 R~, 2 R3, 2 R4; 
, 2. ° ,, ,, %)--=P~Q~, 2Rj,  2R~, 2R~, R4; 
,, 3. ° ,, ,, % ) ~ t  ,~Q~, R~, R.., R3, R,, 



328 M o n t e s a n o :  Una estensione del probiema della proiettivit~t 

ore i punti R~ si trovano su una retta del faseio (Q) la quale, se il eom- 
plesso K~ ~ singolare con la retta al per asse, ~ l'immagine di tale retta at. 

E net singoli cast la linea doppia della superfieie ~ una c(7)~ 03o  una 
c~,) ~ 0 o una coniea non passante per O. 

III. 

11. Date in un comptesso lit~eare di rette~ Ix~ 4 congruenze lineari 
Q,,.. 0~4 in posizione affatto arbitraria fra loro, i fasci di raggi del com- 
plesso K net quati le rette appartenenti alle congruenze date formano un 
gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato g-~ et.. e~ hanno i centri su 
una superficie di 4 ° ordine )~ e i loro plant appartengono ad u~ inviluppo di 
d a classe J coniugato aUa ~ nella ?olarit& nulla II dovuta al co'mptesso K. 

Infatti per ]e congruenze date ~)~... 04 si faceiano passare rispettiva- 
mente 4 complessi lineari di retie K~. .  K4 e si consideri il sistema Z dei fasci 
di refte net quali i raggi ehe appartengono ai predetti eomplessi formano 
un gruppo proiettivo al gruppo dato g. 

I fasci di raggi indicati nel teorema sono i fasci comuni al sistema 2 
ed a] complesso K;  sicch~ fra di essi quelli che trovansi in plant passanti 
per una retta arbitraria r~ hanno per centri i punti in cut la superficie p(,), 
luogo dei centri dei fasci di 2 situati net plant per r (§ 6°~ 1. ~ prop.) ~ se- 
gata dalla retta r' coniugata alla r nella polarit~ II; e percib il numero dei 
fasci in quistione b 4, vale a dire che per la retta r passano 4 plant delt'in- 
viluppo J su indieato e sulla r' si trovano 4 punti della superficie ),, donde 
segue il teorema. 

La superfieie ). eontiene evidentemente le 8 direttrici di~ d'i delte con- 
gruenze date ~)i e le 4 coppie di raggi ri, r'i che queste congruenze prese 
tre a tre hanno in comune; e correlativamente per t'inviluppo J. 

Seper caso le congruenze date avessero in comune un raggio q = r ~  - - . .  - - r4 ,  
questo apparterrebbe ai 4 complessi K l i . .  I f~  in modo e h e l a  superfieie ~(,) 
del sistema 2 precedentemente considerato~ dovuta ad una tetra r appoggiata 
alla q~ avrebbe per retta doppia la q (§ 6~ 1. a prop.) e dei suoi punti di 
sezione con la retta r '  coniugata alla r nella II~ due coinciderebbero nel 
punto r',/; cio~ allora la retta q risulterebbe doppia per la superficie ).~ e 
correlativamente ne]l'inviluppo J risulterebbero doppii i piani del fascio (q). 

Invece nel caso generale la superficie k e l' inviluppo J non hanno ri- 
speltivamente aleun punto o piano doppio. 
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In tale caso esiste un'omografia assiale armonica che trasforma ciascuna 
delle forme ),~ J in s~ stessa. 

Si supponga infatti che i complessi K ~ . .  K4 oltre a passare rispettiva- 
mente per le eongruenze Q,, . .  Q4, soddisfacciano all'altra condizione di essere 
in involuzione con il complesso dato K (il che li determina completamente), 
Allora i raggi q, q' ehe essi hanno in eomune, non appartenendo al eom- 
plesso K ed essendo eoniugati fra di loro nella polarit~ 1I dovuta a tale com- 
plesso (*), risultano distinti I epperb esiste un' omografia assiale armoniea ~ 
ehe li ha per assi. Questa omografia trasforma in s~ stesso ognuno dei eom- 
plessi K,  K~,. .  K4 (**), siceh~ trasforma in sg stessa ognuna delle eon- 
gruenze date O , ~ . K K , , . .  04-~ K I Q  (faeendo eorrispondere l'una all 'altra 
le direttriei di, d'i di tale eongruenze), epperb la f~ muta in sg stesso il si- 
sterna dei fasei di raggi ehe si eonsidera e quindi anehe la superfieie ?, e 
l'inviluppo J.  

Gli assi della fl sono eoniugati nella polarit~ II, sieeh~ la corrispon- 
denza 1]' prodotto delle fl, II ~ anch' essa una polarit~ nult% e propriamente 

quella dovuta at complesso lineare K '  ehe g in involuzione con i 5 eom- 
plessi If, K~,.. IQ. Essa al pari delle eorrispondenze f~, II trasforma in sb 
stesso il sistema dei fasei di raggi ehe si eonsidera, epperb: 

.Esiste una seconda polarit~ nulla II' nella quale si corrispondono la su- 
loerficie ). e l'inviluppo J. 

Le rette ri~ r'i eomuni alle congruenze date Qt~ Q,n~ Qn appartenendo 
ai 4 eomplessi I/-~ It')~ K,n~ Kn che sono tutti in involuzione col eomplesso K', 
risultano Ira loro conjugate nella polariti~ II'~ siceh5 in questa sono unite le 
direttrici di~ d i delle eongruenze date, per i, l~ m, n = 1, 2~ 3, 4 in qual- 
siasi ordine. 

12. La superfieie )~ indicata nel preeedente § 5 del tutto determinata 
dalle eongruenze lineari Q~,.. Q4 a eui ~ dovuta~ e dal gruppo caratteri- 
stico g :---: e~.. e4. 0ra  se si tengono fisse le Q~,.. Q4 e i primi tre elementi 
di g~ e si fa variare l'ultimo elemento e, de] gruppo, facendogli deserivere 
tutta la forma f -~e ,  e~e3~ allora la superfieie ;~ deserive un faseio ehe ha 

(*) D~ PAoLIS, Fo~damenti di una teoriet delto spazio generato dai complessi tineari. 
Mere. Ace. Lincei. Sorie 4 ~, Vol. I (1885), § IV, 22. 

(*~) MONTESA~O, Su certi gruppi di supe~'ficie di secondo urado. A.nnali di Matcmatica, 
Serio II~ tomo XIV. 

Annali di Matematiea, tomo I. 43 
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per base le 8 direttrici d~, d'i delle congruenze date e gli 8 raggi r~, r'i 
the queste congruenze prese tre a ire hanno in comune. 

Tale fascio risulta riferito pr0iettivamente alla forma f deseritta dall'ele- 
mento e,, in modo ehe agl'i elementi e,, e~ e3 della f eorrispondono nel fa- 
seio le superficie degeneri ).~, ),~, ),3 formate rispettivamente: 

la ;~l dalle quadrithe p(~) ~ d~ d'~ d4 d'4 r~ r'~ r3 r'3, t~'(~) --~ dr d'~ ds d'3 rt r', r4 #4, 

la)~ , , ~(~)-~d~d'~d4d'~r,~r'3r, r',~ c;'(~)-~d3d'3d, d',r2r'~r~r'~, 

]a ),.~ , , r~) ~ d~ d'~ d~ d', r~ r'~ re r'~ ~ ~"(2) ~ d, d'~ d~ d'~ r3 r'~ r~ r'4. 

Ora tutto cib che si ~ detto per ]e congruenze Q,,. .  Q,, si ripeta per le 
eongruenze lineari Rj , . .  R, ehe hanno rispettivamente per direttrici le coppie 
di rette r~ r', , . ,  r, r',, le quali congruenze appartengono at complesso lineare 
K '  indicato nel pretedente §. 

Siceome le R, , . .  R4 a tre a tre banno in comune le rette di, di~ pereib 
esse d~mno origine allo stesso fascio ~ di superfieie ), 'e stabiliscono fra questo 
fascio e la forma f ta stessa proiettivit~ the le Q,7-. Q, (proiettivit~ ben 
determinata dalle terne corrispondenti el e, e3, ),~ ),~ ),3); vale a dire che Ia su- 
perficie ). dovuta alla congruenza O,,.. Q, ed al gruppo earatteristico g 
coincide ton la superfieie )~' dovuta al]e tongruenze Ri, . . .  R4 ed allo stesso 
gruppo caratteristito g. 

In altre parole i due gruppi di raggi delle eongruenze Q, , . .  O,; R , , .  R~ 
ehe passano per un medesimo punto dello spazio (o che giaceiono, correlati- 
vamente, in un medesimo piano del]o spazio) risultano sempre proiettivi fra 
di loro. 

Se si chiamano involutorie due eongruenze lineari di rette non degeneri, 
di cui eiaseuna abbia per raggi le direttriei dell'altra, pub affermarsi ehe 

Due gruppi di congruenze lineari di retie formati ciascuno da 4 con' 
gruenze con le direttrici distinte a due a due sghembe, e riferiti fra di loro 
in modo che ogni congruenza dell'un gruppo risulti in involuzione con le tre 
congruenze non omologhe (e con queste soltanto) dell'altro gruppo, godono le 
seguenti propriet& : 

1. ° Le congruenze di uno stesso gruppo ap?artengono ad un medesimo 
complesso lineare. 

2. 0 Le due quaterne di raggi delle congruenze dei due gruppi c]~e ap- 
partengono ad un medesimo punto (o piano) delto spazio~ sono proiettive fra 
di loro. 
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3. 0 I punti (o i piaui) dello spazio per i quali le predette quate~'ne 
sono proiettive ad un gruppo dato g -  e, . .  e,, appartengono ad una su- 
perficie di 4 ° ordine (o inviluppa~,o una superficie di 4 a classe), la quale 
col variare del gruppo g descrive ua fascio (o uua schiera)~ che ha per base 
le 16 direltrici delle congruenze dei due gruppi. 

13. Date in un complesso linea~'e di rette K 5 congruenze lineari 
O, , . . .  O~ in posizione affatto arbit~'a~'ia fra di Ioro, esislono oo' fasci di 
raggi del complesso K nei quali i raggi apparteuenti alle date cougruenze 
formano un gruppo proiettivo ad un gruppo dato .q ~ e , . . .  es. I cent~'i di 
quesli fasci si trovano su una curva gobba di 8 ° ordi~,e e di genere 5~ e i 
loro piani inviluppano la forma duale alla precede~,te. 

Si consideri infatti la superficie di 4 ° ard,ine )~ luogo dei punti per i 
quali i raggi della 4 congruenze date Q1, @n, @,, Qp formano un gruppo 
proiettivo al gruppo gi ~ ez em e,~ ep, per i, l, m, n, p = 1, . . .  5 in qualsiasi 
ordine. 

La completa sezione di due di questa 5 superficie, per esempio delle 
~,, ;~, ~ eostituita dalla curva c indieata nel teorem% dalle rette d3, d'3, 
d4, d'4, d~, d'~ direttriei dalle eongruenza O3, Q,, Qs, e dai raggi q~o, q',~ 
comuni a queste congruenze; sicch~ la c ~ di 8 ° ordine. 

D'altra parle il numero dei raggi di una stella arbitraria che ineontrano 
in due punti distinti due delle 8 rette d3, d'3, d,,  d'4, ds, d'5, q~.~, q',~, ~ 16, 
sicch~ il numero dei punti doppii apparenti della c ~ anche 16, cio~ la c ri- 
sulta di genere 5 (*), come si era affermato. 

Ogni direttrice di di una qualsiasi delle congruenze data ha in comune 
con ta curva c 4 punti (ahe sono le sezioni della di con Ia superficie )4), 
mentre ogni raggio comune a tra della congruenze data non ha alcun punto 
sulla c. Ora inversamente si ha che:  

Ogui cm'va di 80 ordine che abbia per quadriseganti le di~'ettrici delle 
~'~ congruenze date, ~ una curva del til~o che si studi% cio~ i gruppi di raggi 
appa~'tenenti alle date congruenze che passa~w per i singoli punti della curva 
sono tutti p~'oieltivi fra di loro. 

Si eonsideri infatti il faseio delle superficia di 40 ordine Xi di cui ogni 
superfieie ~ formata da punti per i quali i gruppi dei raggi appartenenti 
atle cong'ruanze date Q¢, O-,, O,~, @ sono fra loro proietiNi. Una curva 

(÷:') NOf,ZTHI~:I~., Zu~" G~.un¢tleg~ng 61e~. Theorie der alrjebraischen Raumcurvon. Abhand- 
hmgon dee k. /kk. dc'r Wissenschaften zu Beelin, 188 ), pag. 95, a.~). 
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c(s) ~ (d~ d'i)' non ~ segata in punti variabili dalle )~,., siech~ giace per intero 
su una superficie del fascio, e ne segue il teorema. 

Per  un punto dello spazio che non sia sutle d~, d'~., passa una sole 
curva c(s) del ripe the si considera. Pub dunque affermarsi che :  

Cinque coppie di retie di, d'i conjugate in una medesima polarit~ nulla 
dello spazio determinano una congruenza lineare di curve di 8 ° ordine e di 
genere 5 soddisfacenti alla sole condizione di appoggiarsi a ciascuna delle 
retie d~, d'~ in d punti (*). Due pu~ti situati su una medesima curva della 
congruenza godono la proprieth che le retie uscenti rispettivamente da essi ed 
appoggiate alle d~, d'~ formano due quintuple proiettive ira lore. La con- 
gruenza ammette 5 fasci generatori di superficie di 40 ordine (**), di cui 
ciascuno ha per base 4 coppie di retie di, d'i e gli 8 raggi appoggiati alle 
predette coppie prese ire a tre. 

Le basi di due fasci generatori della congruenza hanno ire coppie di 
retie d d '  in comune, disiribuite su ire quadriche di cui ciaseuna fa parte 
tanto di una superficie degenere dell'un fascio, come di una superficie dege- 
here dell'altro fascio, diverse della precedente. 

Da cib riesce agevole dedurre che:  
II numero delle curve della congruenza che ha~no per corda una retta 

generica dello spazio~ ~ (4 - -  1) ~ ~ 3 --- 6. 
Reggono considerazioni correlative alle precedenti. 

14. Date in un complesso lineare di rette 6 congruenze lineari Q, , . .  Q6 
bz posizione affatto arbitraria~ esistono 8 fasci di rette del complesso nei 
quali il gruppo dei raggi al)partenenti alle date congruenze, ~ proiettivo ad 
un gruppo date g =~ e, . . .  e~. 

Si considerino infatti la curve c(s), determinata dalle 5 congruenze O,, 
Q2~ Q3~ Q4~ Q5 e dat gruppo caratteristieo g6----e~e~eae~e~ e la superficie 
di 4 0 ordine )~(~) determinata dalle 4 congruenze Q~, ~)~, Q~, ~ e dal gruppo 
caratteristico g,,~ ~ e a  e~ e~ e~. I punti comuni alle c(~), ).(~) non situati sulle di- 
rcttrici delle congruenze Q~, Q,, 0~ sono i centri dei fasci di raggi indicati 
nel teorem% sicch~ il lore numero g 4 . 8  - -  6 . 4  ---- 8. 

(*) Le curve della eongruenza no~l hanno altre quadriseganti, peech5 il numero di 
tali retie per ,ha curve gobba di 8 ') ovJine e di genet'e 5 (5 appunto 10. (Bl,:J~zoL~l~l, ,% 
le seca~ti m~tltiple di ~t~a ct¢rca aluf.'briea. Ig.?ndieonti del Cit'eolo Matematieo di Palermo, 
tome IX, peg. 191.) 

(e,) Un fascio 9e;~erato~'e di una eongruenza di linee nello spazio 6 un l)tseio Ibrmato 
tla superlizie di eui ei~seuna eontiene ~i tinee delk~ eongt'uenza. 
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Dal precedente teorema segue l'altro che: 
Assunte ad arbitrio 6 congruenze li~,eari di rette in un medesimo com. 

plesso lineare~ i punti delIo spazio si aggrup?ano 8 ad 8 in modo the i 
raggi delle congruenze date che passano per due punti di uno stesso gruppo 
formano due sestuple proiettive fra di loro. E correlativamente. 

L'involuzione I determinata nello spazio dagli anzidetti gruppi di punti 
Pl. . .  Psi . . . ,  Q,...  Qs,..., ammette 15 fasei di superficie unite ),(,) e 6 con- 
grue, nze lineari di curve unite c(s). Facendo uso di questi sistemi di superficie 
e di curve unite, riuscirebbe agevole stabilire le propriefft fondamentali della 
involuzione I,  ma tale studio ci porterebbe troppo lontano dai limiti propo- 
stici, n~ percib ir~isteremo su di esso. 

15. Le proposizioni stabilite sino ad ora in questo Capitolo valgono 
per gruppi di congruenze lineari Q,,. .  Q~ la cut scambievole posizione nel 
complesso lineare K a cut appartengono, sia affatto arbitraria. Subiscono in- 
vece delle modificazioni quando le congruenze Q siano in posizione speeiale 
fra loro. 

Fra i moltepliei cast particolari p0ssibili sono degni di menzione i seguenti: 
1. ° Per v =  4, le congruenze date Q~,.. Q,  possono avere due raggi 

r, r' in comune. Allora esistono nel complesso K ~  t congruenze lineari con- 
tenenti i raggi r, r', st fatte che le 4 schiere rigate che ciascuna di esse ha 
in comune con le Q~,.. Q~, trovansi su quadriche che nel fascio-schiera a 
cut appartengono~ costituiscono un gruppo proiettivo al gruppo caratteristico 
g ~ e ~ . ,  e4 det sistema. Le direttrici di queste congruenze, riguardate come 
locali di punti o come inviluppi di plant, costituiscono la superficie ~.,4) e l'in- 
-~ituppo J(~) del § 11. I raggi r, r' ne sono direttrici doppie. 

2. ° Per ~ = 4~ tre delle congruenze date: le Q,, Q~ Q3 possono avere 
un fascio di raggi ( O ~ )  in comune. Allora la superficie ),(,) del caso ge- 
nerale si spezza nel piano ~__d'~d'~d'3 ed in una superficie di 3 ° ordine 
),(:~)~ O'~d~d~d~d~d'~rr~r~r3, ore le r~ r~ r~  r~ sono i raggi della quarta 
congruenza data ~)4 situati rispettivamente net plant ~, % ~ d~ d3, ~o~ = d3 d~, 
¢,)3 ~ d~ d2. 

Pih particolarmente se anche le Q~, Q~, Q4 hanno un fascio di raggi 
(O~ ~ % )  in comune, allora la superficie )(3) ora indicata si spezza a sua 
~'olta nel piano % ~- d~ d~ d~ r r~ ed in una quadrica ),(~) = d~ d', r:  r3. 

E correlativamente per l'inviluppo J(,). 
3. ° Per ~-~--5, quattro delle congruenze date: le Q~, Q~ Q3, Q4 pos- 

sono avere un raggio comune rs. Allora la curva c(8) del caso generale (§ 13) 
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si spezza nella retta r~ ed in una eurva gobba c(7) di genere 4, the ha per 
trisecan~i le di, d'i,., d,~ d'4, per quadriseeanti le ds, d'5 e per torda la r~, 
come ~ agevole ritonoseere rappresentando su di un piano la superficie di 
40 ordine ).5 ~ r"5  d~ d'j . . ,  d4 d~ the contiene ]a c(7). 

In generale se esistono x raggi r i , . .  r~ (per x ~ 5) the appartengano 
alle tongruenze date prese a quattro a quattr% in modo che i] raggio rl 
appartenga alIe Qz, Q,,~ Q,,, Qp (per i~ - -1 , . ,  x), allora la curva c(s) si 
spezza nelle rette r, , . .  rx ed in una curva di ordine 8 - -  x e di genere 5 - -  x, 
ehe ha in comune 2 punti ton ciascuna detle rette rt~.. r~, e 4 - - y i  punti 
con le rette di~ d'i, se yi dei raggi ri~.. rx appartengono alla con- 
gruenza Qi. 

Col variare del gruppo caratteristieo la eurva c(s_x) deserive hello spazio 
una tongruenza lineare, senza soddisfare ad altre condizioni oltre a quelle 
degli appoggi alle rette d, r. 

4. 0 Per v =  6, le direttrici d~ . .  de, d't , . ,  d'~ delle congruenze date 
possono essere gli spigoli di due tetraedri ~, ~' eoniugati fra loro nella po- 
laritk nulla II dovuta al complesso dato K. Se questo fatto si verifiea~ sup- 
ponendo opposti su ~ gli spigoli d~, d4; d~, d~; d~, d,, e di conseguenza su 
$' gli spigoli d'~, d'4; d'.~ d'~; d'~, d'6, due casi potranno darsi: o nel gruppo 
caratteristieo g del sistema le tre coppie e~ e4~ e2 es, e~ e6 appartengono ad una 
medesima involuzione, o cib non suetede. 

:Nel seeondo easo i fasci di rette det complesso K nei quali i raggi ap- 
partenenti alle congrttenze date formano un gruppo proiettivo al gruppo 
dato g, sono gti 8 fasci the hanno per sostegni i vertiti e le facce dei te- 
traedri ~, ~'. 

Inveee nel primo caso, per una nora propriet~ del quadrilatero piano 
completo, i fasci di raggi soddisfaeenti alla condizione indicata sono oo~, e 
i loro centri si trovano sopra una turva gobba di 4 ° ordine e di 1 ~ specie in- 
tersezione di duo quadriehe X(~) del tipo indicato alla fine del n. ° prec. Tale 
curva co) passa per gli 8 vertiei dei due tetraedri ~;, ~ ' e  cot ~,ariare del 
gruppo taratteristieo g- ' -e~. . ,  e8 (formato da tre coppie di elementi in invo- 
luzione)~ essa deserive hello spazio una congruenza lineare avente per rete 
generatriee la rete di quadriche the ha per base gli 8 vertici dei due tetra- 
edri. Ne segue il teorema t h e :  

I vertici di due tetraedri che si corrispondano in una polarit~ nulla II 
dello spazio~ sono base di una rele di quadriche. La congruenza formata 
daUe curve basi dei fasci di questa rete gode la propriet& che in due fasci 
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di rette aventi rispettivamente per centri due punti situati su una medesima 
curva della eongruenza e per piani quelli ehe eorrispondono ai due centri 
nella II~ i ra.qgi appoggiati alle eoppie di spigoli omologhi dei due tetraedri 
formano due sestuple proiettive. E correlativamente. 

16. Veniamo ora acl estendere i risultati ottenuti nei § precedenti al 
caso particolare in cui il complesso che contiene le congruenze O~7.. @,, sia 
singolare. 

Ragionando come nel caso generale, riesce agevole dimostrare che: 
1. 0 I fasci di raggi situati in piani passanti per una retta data k 

(o aventi i eentri sulla k) nei quali i raggi appoggiati a 4 rette date d, ,..  d4 
formano un gruppo proiettivo ad un gruppo dato g, hanno i centri su una 
superfieie di 4 ° ordine ~ ~ k ~ di r~ r'i (*) (o si trovano negli o~ ~ piani di un 
inviluppo di 4 a elasse J - ~  k ~ d~ rir'O~ essendo r~, r'~ le rette appoggiate 
aUa k ed a l l ed  prese Ere a tre !**). 

La superficie ). e t'inviluppo J dovute alle stesse rette ed al medesimo 
gruppo g, si eorrispondono nella polarith nulla determinata dal eomplesso 
lineare K'~--lcd,. .  d~. In ogni faseio di tale eomplesso ehe abbia per 
sostegni un punto della ~ ed il eorrispondente piano dell' inviluppo J~ le 
rette appoggiate alle coppie r~, r'~ formano una quaterna proiettiva al 
gruppo g. 

Da questo teorema segue the le proposizioni stabilite nel § 12 per  due 
quaterne di congruenze lineari riferite ira loro in modo ehe ciascuna con- 
gruenza dell'un gruppo sia in involuzione con le tre congruenze non omolo- 
ghe dell'altro grupp% valgono anche nel caso che le congruenze dell'una qua- 
terna appartengano ad un complesso singolare K, nel qual caso le congruenze 
dell'ultra quaterna hanno un raggio comune (che ~ l'asse del complesso K), o 
viceversa. 

Fra i molteplici casi particolari che si presentano per la speeiale posi- 
zione delle rette lq d, , . .  d4; degno di nora ~ quello che si ha quando le 5 rette 

(*) STUa.~I, Ueber co~welative oder recip~'oke Bi~ndel. Math. Annalen. Bd. XII, § 38, 
teor. 2. 0 

(:':'*) Lu superfleie }, pub essere rappreseatata stt di un piano in modo che le sue 
sezioni piane abbiaao per immagini delle curve cw ~ 02 1 . . .  8 essendo il punto 1 inf.te vi- 
ciuo ad O, e tvovandosi le terne di punti 2.28, 458, 678 su tre rette immagini delle d2, 

J r t da, d4, mentre il punto 1 & l'immagine della d,. Le rette r l ,  r ' , ,  r=, , =, ra, a, r4, r'4 
sono rappresentate rispettivamente dal punto 8 e dalle rette O I, 0 2 ,  0 3 ,  0 4 ,  0 5 ,  
0 6 ,  0 7 .  
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hanno una segante comune r = r'~.. = r'4. In tal caso la retta r risulta doppia 
per ]a superficie ).(,), e questa, oltre che alle rette k, d,.. d4 ed al gruppo 
caratteristico g, pub immaginarsi dovuta in modo analogo alle rette r, r,.. r, 
ed allo stesso gruppo g; vale' a dire the sulle coniche sezioni della superficie 
con i piani dei fasci (It), (r) i gruppi di sezione con le rette r ; , . .  r4, se sono 
in piani per k, o con le d~,.. d~ se sono in piani per r ,  risultano proiettivi 
fra di loro (*). 

Propriet~ correlative reggono per l'inviluppo Jo), senza perb che esista 
alcuna polarit~ che muff una delle forme ),, J nell 'altra, perch~ nel caso in 
esame il complesso lineare K'=__ k d~.. d4 risulta singo]are. 

Sempre nell'ipotesi c h e l a  retta t~ si appoggi ad una segante comune r 
delle d, , . .  d,, pub ulteriormente succedere che il gruppo g sia proiettivo al 
gruppo di punti r (d~.. d,). In tale caso la superficie ).(4) si scinde ne] piano 
) , - -k  r e nella superficie di 30 ordine k~-----k r d,. .  d~ r~.. r4, la quale pub 
immaginarsi dovuta in modo analogo alle rette r, r,. .  r4 ed allo stesso 
gruppo g. 

2. 0 I fasci di raggi situati in piani passanti per una tetra data k, 
nei quali i raggi appoggiati a 5 rette date d, , . . ,  d5 formano un gruppo 
proiettivo ad ~n gruTpo dato~ hanno i centri su una curva gobba di 7 ° or- 
dine e di genere zero, che incontra in 6 punti la k e in quattro pu~ti cia- 
scuna delle re t ted , , . . ,  d5 (**). E correlativamente. 

Inversamente date hello spazio 6 retie k~ d~,.. d5 in posizione affatto ar- 
bitraria fra loro~ ogni curva gobba di 7 ° ordine ehe incontri in 6 punti la k 
e in 4 punti ciascuna delle d, ,.. d~ ~ del tipo ora studiat% sicch~ le curve 
in quistione costituiscono una congruenza lineare. Quesla atnmette 5 fasci ge- 
neratori di superficie di 4 ° ordine aventi tutte per rette doppia la k. Una 
retta dello spazio ~ corda di 6 curve del sistema. E correlativamente. 

Ogni conica c~) situata in un piano ~o del fascio (It) e che contenga il 
gruppo di punti o, (d~.. d~)~ fa parte di una curva della congruenza, costituita 
dalla c¢.. e da una curva gobba razionale c~ -----k' (d~... d~) ~ c ~ ~). Pih par- 

(*) La superlleie X(~) pu6 essere rappresentata su di ,~ piano in modo ehe le sue se- 
zloni plane abbiano per immagini delle cca ) = I.. .  5, la k e ] a r  siano ralqJresentate (l~ una 
cram 1 e da una c(.o,-- 2345, e le retie all, d2~ da, r l ,  r2, ~'a, d4, r4 ~bbi~no risl, cttiva- 
mente per immagini le rette 12, 13, 14, 25, 35, 45 ed i lmnti 5: 1. Allora il grul~po c~t- 
~'at~eristico g della superficie 6 quell.o delle rette 5 (2, 3: 4, 1). 

(~*) STUa.~I, Mere. cir., § 54, teor. 3. ° 
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ticolarmente se il piano ~ ~ si fatto ehe nel faseio (k)es is ta  un seeondo 
piano o)' tale che le due quintuple di punti co (d~.. d~), co' (d,.. d~) siano pro- 
iettive ft'a loro sulle coniche co) , c'~ a cui appartengono (ed a cib ~ neces- 
sario e sufllciente che  i piani co, ~)' siano tangenti ad una medesima svilup- 
pabile di 3 ~ classe ~i3 che abbia per assi le rette k, d , , . .  d~), allora esiste 
una curva c~7~ della congruenza, che spezzasi nelle c~ ,  c'~ ed in una cubica 
gobba c:~ che ha per corde le k, d , , . .  d: e si appoggia semplicemente alte 
C(~)~ C'~.. 

¥iceversa ogni cubica gobba c~3) che abbia per corde le L-, d, , . .  ds, fa 
parte di una eurva degenere c~7) del tipo indicato, il cut gruppo caratteristico 

proiettivo al gruppo delle 5 quadriche k c 3 d~, . . . ,  k c~)ds, onde esiste una 
sviluppabile di 3 ~ classe avente per assi ]e ],:, d , , . . ,  d s e  s'l fatta che su ogni 
suo piano tangente le tracce delle d , , . . ,  d~ formano sulla conica che passa 
per esse, un gruppo proiettivo a quello delle 5 quadriche indicate. 

l~le deriva una notevole relazione intercedente fra le 6 cabiche gobbe e 
le 6 sviluppabili di 3 ~ classe che hanno rispettivamente per corde e per assi 
le stesse 6 rette dello spazio. 

Di un solo easo particolare faremo eenno:  del caso in cui le rette k, 
d , , . .  d~ abbiano una trasversale comune r .  Allora la curva c essendo la se- 
zione di due superficie di 4 ° ordine the hanno u]teriormente in comune le 
rette doppie k, r e le rette scmpliei d,,, d,~, d~, ra, risulta di 4' ordine. 

Reggono le proposizioni correlative. 
32 Esislono 4 fasci di raggi situati in piani passanti per una retta 

data k ,  nei quali i raggi appoggiati a 6 rette date d~,.. ,  de formano un 
g;'uppo proicttivo ad un gruppo assegnato ; e correlativamente (*). 

Soltanto ne] caso che le rette d, e d4, d~ e d~, d3 e d~ siano spigoli op- 
posti di un tetraedro 0 e che le coppie di elementi e~ e~, e~ e~, es e~ del gruppo 
cart~tteristico appartengano ad una medesima involuzion% esistono oo' fasei 
di raggi soddisfacenti alle cendizioni indicate nel teorema. Essi hanno i centri 
su di una cubica gobba the ha per corda la k e passa per i vertici del te- 
traedro 0. E correlativamente. 

(:~') Scu1;l,:l~% A/,zdhlende Geometric, p:~g. 206 (p3 ee p'~ Z '~= 4). 

Annali di Matematica, tomo I. 44 
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IV. 

17. Dati hello spazio15 complessi linea,'i di rette K~, . . .  K~ in posi- 
zione affatto a~'bitra~'ia fra loro~ dovuti rispettivamente alle 2)olarit~ nulIe 
I I l , . . .  [I~, le 5 coppie di rette q~ q' i , . . ,  q~ q'~ ehe i complessi dati p~'esi d a 4 
hanno in comune~ segano un piano (je~erico ~) dello spazio in 5 coppie di 
punti situate su ~'aggi che appartengono ad un medesimo fascio e costitui- 
scono un gruppo proiettivo a quello che i poll 0 , , . . .  O~ del piano ~ helle 
polarit~ II~,. . .  II~. formano sulla conica cl.~ ) ~ O, ~.. 05 che passa per essi. 

Infatti le retie q,, q ' , ; . . ,  q~, q'~ sono coniugaie fra loro nella polarith 
nulla II dovuta al complesso H che ~ in involuzione con i complessi dati, 
siech~ i raggi r~,. . ,  r~ del piano ~,) che si api)oggiano alle predette eoppie 
di retie, appartengono a tale complesso H e pereib concorrono in un mede- 
simo punto 0. 

Di pita indicando con Qtm la congruenza lineare comune ai complessi 
dati Kz, Km e con S1 la congruenza lineare che ha per direttrici i ragg'i (/l, 
q't, si ha c h e i  due gruppi di congruenze O~, Q,~, Q,4, Q,~; S~, S~, S~, S~. 
sono riferiti ira di loro in modo ehe ogni congruenza dell 'un grupp(~ 5 in 
involuzione con le 3 eongruenze non omologhe dell'altro gruppo, sicch5 nel 
piano o) le dub quaterne di raggi 0, (0~ 0~0,  0~), r~r~r4 ~°~, ehe apparten- 
gono alle predetie congruenze, sono proiettive fra di loro (§ 12); vale a dire 
e h e l a  quaterna dei punti 0~ 03 0, 05 della eonica c(,)~-~ 0~... 0~ ~ proiet- 
tiva a quella dei raggi r~ r:, r4 r~. 

Analogamente il gruppo di punti 0, 0~ 0~ 0~ delia c(~) ~ proiettivo at 
gruppo r~ ~'~r,r~, onde per la c(~) ed il faseio ( 0 -  ~,)) si ha: 

(0 , . . .  Od~ ~. ~',... ~'~ (*); c. v (t. 

Correlativamenie pub affermarsi ehe 
Dati 5 complessi li~,eari di retie, i piani polari di un punto 0 nelle c o l  

rispondenti polarit& nulle costituiscono sul co~o di 2 ~ classe che li contiene, 
u~, gruppo proiettivo a quello formato dai raggi uscenti da 0 ed appoggiati 
aUe coppie di retie q, (t',,... q. q'~ che i comptessi dati presi 4 a 4 hanno in 
goI~¢g~e. 

(e) Con i simboli (0~ . . . .  05)~, (o,t . . . .  o,,5)~ ot~a c,d in seg'uit;o (lesi,.gneeemo il grUi, l,,, 
eosgituito su un~ eoniea (o in un eono di 2 ~ elasso) d:~ cinqn(~' pmlti 01 . . . .  05 dell:~ eurw~ 
(o d~z cinque pi,~ni ~o i , . . .  % del eono). 
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Da questo teorema e dai risultati ottenuti  nel § 13 segue che :  
Date 5 polarit~t uulle II,~... I15 hello spazio ed assegnati in una stella 

5 piani ~ , . . .  ~ di cui tre no~ appartengano ad uno stesso fascio, i punti 
dello spazio a cui helle polarit?z date corrispondono piani formanti un gruppo 
omografico a quello dei piani ~,~... ~5~ si trovano su di una curva gobba di 
8 0 ordine e di genere 5; che ha per quadriseganti i raggi comuni ai complessi 
lineari determi~ati dalle polarit?t date, presi 4 a 4. E correlativamente. 

Variando il gruppo caratteristico (s~... ~5), l 'anzidetta curva c(~) descrive 
una congruenza di 1 ° ordine del tipo indicate nel § 13~ ehe h a  per diret-  
trici le 5 coppie di rette qiq'i e par fasei generator i  i fasci ioi costituiti da 
superfieie : 

ZO) ~ ql q't (].m (l'm q,~ q'n qp q'p dil d iz di,,~ d'im din d'i,, di2~ d'@, 

per i, l, m, n, p ~ 1, 2, 3, 4, 5 in qualsiasi ordine;  avendo indicate con dil~ 
d';z le rette coniugate  fra lore in entrambe le polaritk l-I;, n t .  

Una  ret ta  arbitraria r dello spazio ~ corda di 6 curve della eongruenza 
(§ 13). Le coppie dei punti  di appoggio di queste era're con la r coineidono 
con quelle dovute alle cubiehe gobbe the  hanno per corde la r e le sue 
coniugate helle polaritk 11,, . . .  II~. 

11 teorema stabilito al principio di questo § vale anehe nel ease the  i 
5 complessi dati abbiano un raggio  comune r =  q', . . . .  q'~ (§ 16, 1 °) (*). In  
tale case la eurva c(8~ si spezza nella ret ta  r e d  in una eurva razionale 
c:) ~ r ~ (q~... q0 ~, la quale eel variare del gruppo earatteristieo deserive una 
congruenza lineare del tipo indicate nel § 16, 2. ° 

E cosi se ira i eomplessi dati ve ne sono x singolari,  allora i lore assi 
k , , . . ,  kx si staccano dalla curva c e resta una curva c' di ordine 8 - - x  e 
di genere 5 - - x  (§ 15, 3 ')) o d i o r d i n e  7 - - x  e di genere ze r%seeondo  ehe 
non esiste o esiste un raggio comune ai 5 complessi. 

Nel primo ease la c' ha per corde le l q , . . .  /~'~ e si appoggia  ad ogni 
retta q comune a 4 dei complessi dati in 4 - - y  punti~ se y dei 4 complessi 

(*.) Inveee nel case clte i ('omplessi dati abbiano due ra~',.io~ in comune, in proiettivitg 
indicat~ neI teovema, risulta degcnere. Se q, q' sono i ' ,,,," I a¢ol comuni ai 5 complessi, la 
eurw~ c e l'inviluppo j si spezzano helle q, q' cd in (i torte t appoggiate alle preeedcnti. 
~ii) pus r'iconoscevsi rieorren,lo alia rappvesentazione stabilita nel § 5, nella quale ai 
,.Oml~lcssi lineavi cite hanno ime assi le rette t, corvispondono piani della quadriea invi- 
lupine tbndammdale cite segano i piani covrispondcnti ai complessi dati secondo rette for- 
manti un gruf)po omografico al gvuppo date. 
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sono singolari; nel seeondo easo inveee essa ha 6 -  x punti sulla r, si ap- 
poggia semplieemente alle t~ i , . . .  k~, ed ineontrn ogni retta q comune a 4 dei 
complessi dati, in 4 - - y  punti, se y dei 4 complessi sono singolari. 

In particolare se tutti i 5 ¢omplessi dati sono singolari con gli assi k, ~... ks 
in posizione affatto arbitraria, la c' 5 di 3 ° ordine e col variare deI gruppo 
earatteristieo essa descrive tutto il sistema delle cubiche gobbe che hanno per 
corde le k , , . . .  /:~ (*). Onde pub affermarsi inversamente che: 

Cinque corde arbitrarie k , , . . ,  k~ di una cubica gobba, prese 4 a 4, de- 
terminano 5 congr,~enze lineari di rette Q~,... Os. I raggi di q~leste con- 
gruenze che passano per un punto della cztbica~ costituiscono ,~na quinlupla 
di un fascio~ la quale~ col variave del punto sutla curv% varia resta~do sere- 
pre proiettiva al gr,q,po che i 5 plant proiettanti le k~ . . .  k~ da ,m i)zmto 
generico della curva formano sul cono di 2 ~ classe a cut essi plant apl)ar- 
tengono. 

18. S e i  complessi dati sono tutti singolari ed hanno un raggio comune, 
senza presentare ulteriori particolarith~ allora i loro assi k , , . . ,  k~ apparten- 
gono ad una superfieie di 30 ordine a(:,) del tipo pih generMe~ ed esiste su 
questa superficie un sistema doppiamente infinito di cubiche gobbe aventi per 
corde le k~: . .  ks e tali the per due punti della superfieie passa una eubiea 
del sistema. Ne segue che tutti i gruppi di piani che proiettano le k~,.., k., 
dai singoli punti della superficie ~(:,) sono ffa loro omografiei. 

Uno qualsiasi di essi o ogni gruppo di piani go ~ ~,... ~ che gli sia omo- 
grafico, sar~ da not detto gruppo fondarnel~lale della quintupla k , . . .  ],'5. 

Ora innanzi tutto si ha inversamente che ogni punto dal quale le rettc 
k~,.., k~ .~engono proiettate seeondo una quintupla omografica al gruppo fon- 
damentale indicato,' appartiene alla superficie z:,), giaceh5 per esso (~ per un 
punto della , ~  passa una cubica che ha per corde le k , , . . .  ]~'~, e che perci5 
giaee per intero sulla ~(~) con ls quale ha. in comune t l  punti. 

Dunque il gruppo fondamentale dells quintupla k , . . .k :  presenta que.~to 
di notevole che il luogo dei punti dai quali le k , , . . ,  k~ vengono proiettate 
secondo quintuple omografiche ad esso gruppo fondamentale, non 5 una curva 
(come nel caso generale) ma una superfici% e propriamente b la z3) che passa 
per le k~,..,  k~. 

Su di essa designando con ks l'altra retta della sestupla che contiene le 
ki~.., k~ e con q,~.., qo le rette della sestupla associat% sicch~ la q~ 5 il 

(~) S'rITl~I. Loe. eiL§ :51, 7. 
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raggio comune ai eomplessi dati e le q , , . . ,  q~ sono i raggi ehe questi com- 
plessi hanno ulteriormente in eomune presi 4 a 4, per un punto generieo O 
della superficie si ha ehe i 5 piani 0 tc~,... O/,:~ formano sul eono di 2 ~ classe 
ehe li eontiene, un gruppo O (/"i... k ~  proiettivo a quello eostituito dai raggi 
ehe passano per O, giaeeiono nel piano o)=- 0 q~ e si appoggiano rispettiva- 
mente alle q~. . .  qs~ e eib in "¢irth del teorema stabilito al principio del 
Capitolo. 

D'attra parte il gruppo di rag'gi indieato g proiettivo al gruppo di punti 
(q,.. .  q~)~ ehe ha per sostegno la conica c(~) sezione del piano ~o---- O q~ con 

la : ~ ; a sua volta la quintupta ~ (q , . . .  qs)~ proiettata dalla retta /,'~, ehe si 
appoggia alla c.. , d~ il gruppo di piani k~ (q~... q~) proiettivo ad essa e pro- 
spettivo al gruppo di punti q~(%. . ,  c;~), avendo indieato con ciz la retta 
della superfieie sezione dei piani /,'~ql, t'zq~, ed infine il gruppo di punti 
ottenuto q~ (c~6... %) ~ eoniugato al gruppo di punti q~ (k~... lz~)nel ]'invo- 
luzione determinata sulla tetra q~ dalle eoniehe della superfieie ehe 1' hanno 
per eorda, onde pub affermarsi ehe :  

I pia~i det yrul)l)o [b~damentale della quintupla k~... k5 fbrmano sul 
cono di 2 a classe, che li contiene~ un yruppo proiettivo a quello costituito dai 
punti di sezione delle k,~ .. t~'~ con la seyante comuue q~. 

Proiettando questi punti q~ (l;~,... k~) dal punto O della ¢r:3, le rette ehe 
ottengonsi~ sono le sezioni del piano o)----0 q~. con i piani O lc~,... O lc~. Ma 
esse formano una quintupla proiettiva al gruppo O(k~.. .  Z"5):~ onde il piano 
,,) appartiene al eono di 2 '~ elasse ehe eontiene i piani Oleo,... 0 k~. 

Vieeversa so un punto O determina con le 6 rette lc,~.., ks, q~ 6 piani 
appartenenti ad un medesimo eono di 2 ~ elasse, allora it gruppo O(k~.. .  k~), 

proiettivo al gruppo di punti q~ (k,. . .  ,~'~) e pereib anehe alla quintupla di 
piani (s~... s~)~ dovuta al gruppo fondamentale g o ~ q . . .  ~ della quintupla 
data. Pereib i due gruppi O(]c~... /c~), q . . .  ~ risultano omografici, ed il 
punto O, per proprietk g.ik dimostrata~ appartiene alla superfieie ~(~)== lc,.., k~. 
Ne deriva il teorema ehe: 

Date hello spazio 6 rette di cui una incontri le allre cinque a due a 
due fra loro sfllwmbe ~ il luogo dei punti dai quali le retie date vengono proiet- 
tate secondo piani appartenenti ad un medesimo cono di 2 ~ classe~ ~ la su- 
perficie di 30 ordine che contiene le rette date (*). 

(*) Cf'P. |(OliN: [febe~" (l;~, ,%~.ztl, ttJel yon gerade~t Linien, web:he yon sdmmtl ichen l 'mtk ten  
einer c~tbischen I,'h'h:he als sechs "l'anuenten tines Kegelschnitts (jesehen werden.  Monatstn. 
f. Muthemutik u. Physik. I[ J~hrg. 189L 
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In un piano arbitrario r ehe non passi per alcuna delle 6 rette date, il 
gruppo di punti r ( /q . .  ks)~ non ~ mai proiettivo at gruppo di punti q6(ki.., k~), 
giacch~ se lo fosse~ esisterebbe una rigata di 3 ° o di 2 ° grado contenente le 
k l . . .  k~, e queste avrebbero Mmeno un'al tra segante eomune, il che ~ con- 
trario alle ipotesi fatte. 

Pereib nel piano r esiste un unico punto T dal quale il gruppo di punti 
r (k~... k~) viene proiettato secondo una quintupla di raggi proiettiva at gruppo 
di punti !/~ (]q...  t;5)(*). 

Ora nella stella (T)  si considerino i 7 piani Tk~, . . .  T k ~  r, r ' ~  Tq~. 
I primi einque sono segati dagli ultimi due secondo quintuple di rette 

fra toro proiettive, onde i 7 piani appartengono ad un medesimo cono di 
2 ~ classe x ,  , epperb T ~ un punto della superfieie ~31, ed il cono z. .  fa 
parte dell'assieme che si considera. Dunque: 

Gli ~ coni indicati ~tel precedente teorema yodono la propriet?t clte un 
piano dello spazi% che non passi per alcuna dette 6 rette date, apl)arliene ad 
uno e ad uno solo di essi. 

19. Assegnato ad arbitrio in una stella di piani un gruppo y ~  q . . .  < 
che non sia omografico al gruppo fondamentale go della quintuple di rette 
k , . . .  ks, la cubiea gobba luogo dei punti dai quali le rette date vengono 
proiettate secondo piani formanti un gruppo omografico al gruppo dato y, si 
spezza netla tetra q6 ed in una eonica e:~) the si appoggia semplieemente 
alle k , , . . ,  ks, q~, (§ 15). 

Col variare del gruppo g, la coniea c(~ descrive nello spazio una con- 
gruenza lineare che 5 la forma correlative all'insieme dei toni studiato in 
fine del prec. §; eio5 le coniche in quistione sono nei singoli piani dell' in- 
viluppo di 3 ~ ctasse ~:~)~ k~... k~, (**), e su eia~cuna di esse i punti di ap- 
poggio con le /q , . . .  k~ formano un gruppo proiettivo alla quintuple di piani 
q~ (k,. . .  k~) (***). 

(::;') STAUDT: Geomet,'ie dc~' L~y,:, n." 24:;. 
('~:''÷) 1)i questa congeuenza d[ c,,lliclv.' ~[ i';~ ec;rmo l,(,l ~1. 5 d,d];, mi:,. Mem,)Pia.: N-. 

i vari i  tlpi di co;~yr~a,;e liJ~et~ri d~ ¢.o,d,:h,, n,qlo .~p(,z/o. !U~J,iic,)qti delia 1{. A*:cad(,mia, 
delle Scienzo di Nap{~li. Apvile 1895. 

(*::*) Quattvo qttahmque ddte  v¢,ttc~ k a , . . .  k s d,~.t,e?mhv~l~(~ ~:on l{~ ff~; due g'l'.,llq~i , l'ulm 
di pmdi, l 'altvo di piani, clio. non s,m,> lwoi,;ttivi I'e~t ]oPO, rlon e-:~ewlovi :d,:,~a,, ?c;td,~ in- 
thfitamente vicim~ allz, '1,; c i t e  si appoggi  :d],; I e,zt~t,~ /.'. 

Come iuvari:mti dell:t supeNicie qa, potvebbero assumel'M [ rappopti  m~etrm,mM &~llc, 
quat.er,m d[ pu,~ti 7~; (k~ k~ kaka) , 'la (h, k,, k.~ h~) e ,[ell,~ ,luateene di l, iaM ,& (/,'1/"e ha /q ) ,  
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Un legame pitt intimo intercede fi'a l'assieme dei cent indicati nel § prec. 
e la congruenza di coniche presa in esame. Esso 5 conseguenza immediata 
di un teorema di ScHu~ (*), di cut vog'liamo dare era una dimostrazione di- 
retta assai semplice. 

I1 teorema in quistione t~ iI seguente: Due sest,,ple di rette associate 
]q... l:~ g, . . .  q~ di una superficie gener,le d / 3  0 ord&c ~ ~) si corrist~ondono 
in una polarith ordinaria dello spazio. 

Designando con c i l t a  tetra della a~ sezione dei piani /ci~z, kzqi~ si 
considerino i punti R, _~ k6 g~,... R~ ~/,'6 if5 e i plant p~ ~= q~/q,. . ,  o~, = q6 ]~'5. 
Quesii segano ]a k(; net punti R', ~/,'~ c,c,,... 1~"~, ~_ k,; c~,; coniug,qti ad R~,.. .  R:~ 
nell'invo]uzione determinata sulta k~ dalle eoniche della superficie che l'hamm 
per corda. Pereib te due quintuple R~.. .  R~, ,~,... p~ sono fl'a lore involutorie. 

Analogamente il gruppo dei plant r, :~ k~ q~ . . .  r~ =_/,'~ q~ ed il gruppo 
dei punti 5/', ---- q~ ]q ,...  T~ ~ q,;/,'~ sono in involuziene, epperb esisteno oo~ po- 
]arith ordinarie dello spazio helle quali alla k~ 5 coniugata la qo e a i  punti 
R~,... R~, T ~ , . .  T~ eorrispondono rispettivamente i plant p,~... ,~, r ~ . . .  r:,. 
Per individuare una di queste polarita basta della, tetra ~:~ che passa per T, 
e giace in p~, assegnare la tetra corrispondente ehe dove trovarsi nel piano r, 
e i)assare pel punto R,. Sia essa la q~, che, soddisfit alle eendizioni indicate. 
Allora la polarit~t 5 ben determinata~ ed in essa alla tetra l~:~ che passa per T,,, 
giace in p~ c si ai)poggia alla q~ 5 coniugata la tetra q~, che giace in :~  
passa per R= e si appoggia alla l:~; e eos~ di seguito; donde il teorema. 

Da questo segue che: L'assieme dei cent studiato ~el ~ prec. e la con- 
gruenza di eoniche presa in esame in questo ~ si corrispondono in una po- 
larith ordinaria dello spazio ben deteterminata. 

20. Due sestuple di rette associate di un'~ superfieie eli 3 ° ordine sono 
assi di 12 eomplessi singolari di rett% distribuiti in due gruppi in mode ehe 
ogni eomplesso dell 'un gruppo 5 in involuzienc con i 5 complessi non ome- 
loghi dell'altro gruppo. 

Ora in generale b possibile costruire due sestuple di complessi lineari di 
rett% formate ciaseuna da complessi non appartenenii ad uric stesso sistema li- 
neare oo ' e riferite fi'a di lore in mode ehe ogni complesso di una di esse sia 
in invotuziene con i complessi non omologhi deli'altra. 

q,(lqtaak:,l;a). 0i6 appun~o f a i l  I~OI,'~K ndl~ su:~ Not~: U~,,be;" die Invariaaten tier 
i,'ldel, en dritter O,'&,~,.,~/. Mon~tsh. f. Mathom~tik u. Physik. VIlli aahrg. 1897. 

(*) Math. A'anale,, Bd. XVIII, § 5. 
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Due sestuple siffatte saranno da not dette associate (*). Data una di  esse 
ad arbitrio, l'altra ~ perfettamente determinata. 

Netle polarit~ nulle dovute ai eomplessi H~,... H~; H'~, . . .  H'~ di due 
sestuple associate ad un pian'o arbitrario ~ dello spazio corrispondono due 
sestuple di punti 0 , , . . .  0c; 0' ,~.. .  0'~ Ira te quati intercede una notevole 
rdazione proiettiva. 

Per ottenere questa relazione basta notare the i 5 complessi H,, . . .  I-[~ 
della prima sestupla presi 4 a 4 hanno in comune 5 coppie di rette q,~, 
q',~;.., q~, q'56 le quali sono rispettivamente le direttrici delle congruenze li- 
neari eomuni alle eoppie di complessi H'~ H'¢, . . .  H'~ H'6, siceh~ i raggi del 
piano ~ appoggiati alle anzidette coppie di rette sono i r ,  ggi 0'~ 0'~,. . .  0'~0'~; 
e pereib pel 12 teorema del § precedente ~: 

o'0(o',... (o , . . .  (a) 
Scambiando fra loro le due sestuple si riconosce che ~ anche: 

0o (0 , . . .  0~) ~. (0 ' , . . .  0'~)~, (a') 

e si deduce ehe i punti O, 0' formano due gruppi linearmente assoeiati (linear- 
abMingige Punktsysteme secondo la designazione di ROSA~ES (**)), "tale a dire 
the per ogni punto P del piano ,,~ esiste in ta]e piano un punto P '  tale the: 

oo) P' (o',... oo). 
Dunque i poll di un medesimo ])iano (o i plant coniugati ad un mede. 

simo punto) helle polarit& nulle dovute ai complessi lineari di due sestuple 
associate, costituiseono due gruppi associali linearmente. 

Ed in particolare, per ]'osservazione fatta al principio del §, si ha the: 
Segando due sestul)le di retie associate di una superfieie di 3 ° ordine 

con un piano (o proiettandole da u~ centro arbitrario) si otten(jono due gruppi 
di punti (o di pian O associati linearmente (***). 

Siano K, . . .  K6, 0 , . - .  Q~ due di siffatti gruppi di punti dovuti alle se- 
stuple k , . . .  k,, q, . . .  q6 della superficie a~:~.) ead  un piano arbitrario r. Questo 
seghi la ~ ~) secondo ta curva c.ol =--1~,... I(, O,... ()~. 

(*) Esse furono assunte da Dg PAoi, is come sestuple fondamentali di riferimento nello 
stabilire il sistema pit'l generale di eoordin~te dci eomplessi lineari di rette. (Mere. cir., 
cap. XI[.) 

(e~) RosxN~S, Uebe~" tiJ~earabhdarq~qc ])~,.~kts~stemc. Giornale di Orelle, vol. 88. 188(.I. 
(e~.~) Di questo teorema trovasi un eenno alquanto vago nella Memoria di KA.~TOl~: 

Uebec <tic atge'meb~stcn tim'are~t S~steme li~ca~'el" tra~sfo~'malio;w~, § IV, 3 a). (Denksehrif- 
ten der Wiener Akademie, Bd. 46.) 
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Riguardando eorrispondenti due punti P, P' del piano r, per i quali sia: 

P ( t q . . .  g~) ~ P" (Q,... Os), 

ne risulta una corrispondenz~ cremoniana di 5 0 ordine ben nora, la quale 
ammette per punti fondamentali (doppii) nelt 'un sistema i punti K e nell'altro 
i punti Q. 

Si supponga ehe in essa al punto IG riguardato appartenente al secondo 
sistema corrisponda nel primo il punto /6. Sara: 

T~ (K, . . .  G )  ~ KG (Q,. . .  G) ¢r k~ (%.. .  q~) ~ q~ (k, . . .  ks), 

eve delle ultime due quintup]e la prima ~ costituita da piani e la seconda da 
punti. Ne deriva che il punto T~ coincide col vertice del cone di 2 ~ classe 
tangente al piano r ed alle retie k~,.. ,  ks, q6, epperb appartiene alla curva 
c~ (§ 18). 

Quel che si b detto per il punto Ks, pub ripetersi per i punti Ks,..  I;~ 
per dedurne the la curva ca, ~ unita nella corrispondenza cremoniana in- 
dicata, ecc., ece. 

21. Un'altra proposizione ehe der!va dal teorema generale dimostrato 
nel prec. §, ?~ la seguente: 

La superficie inviluppo di un pia~To a cui in 6 polarit& nulle II, ,... II~ 
assegnate ad arbitrio corrispondono punti di una medesima conica, coincide con 
la superficie inviluppo dovuta in mode analoyo alle polarith nulle H~,... IIs 
formanti sestupla associata a quella delle H~.. .  II6. 

Infatti nel case che i punti 0~,. . .  Os siano su di una conica, si ha che: 

(o,... co (o,... 

onde per le relazioni a), a') del § prec. b anche: 

0'~, (0',... 0~) ,~ (0',... 0'~),; 

eio5 anche i punti 0 , , . . .  0'6 si trovano su di una conica, diversa in gene- 
rale dalla preeedente. 

E pub notarsi c h e l a  suioerficie inviluppo indicata nel precedente teorema 
di 8 ~ classe. 

Infatti assunta ad arbitrio una retta r a eui helle polaritb, II,~... l-Is eorri- 
spondano rispettivamente le r~,.., r~,, i piani ehe passano per la r e ehe ap- 
partengono all'inviluppo ehe si considera, sono quelli ehe segano le r~,.., r~, 
in punti di una medesima eoniea, onde il lore numero b 8 (*). 

(*) Ve~g. fca gli altri SCIHJ'BEItT, Abzdhlende Geometrie, p,~g. 95 ( ~  ~-----8). 

Annali di Matematica, tome I. 45 
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Se due delle retie r , , . . ,  r6 coincidono fra loro, ogni piano passante per 
la r sega le r~, . . ,  r~ in punti d i u n a  conica e percib appartiene all'inviluppo 
che si considera. Questo pereib contiene 60 fasei di piani, che hanno pet' assi 
i raggi comuni ai complessi della prima (o della seeonda) sestupla presi quattro 
a quattro. Reggono considerazioni correlative riguardanti una superfieie di 
8 o ordine : 

~(,) ~ q,~ q '~. . ,  q~ q'~ d~ d',~.., d~ d '~,  

eompletamente determinata da due sestuple associate di complessi lineari 
(H, . . .  B5), (/-/',... H'o), ere., ere. 

Se una di queste sestuple ~ costituita da complessi singolari aventi per 
assi 6 retie k~,. . ,  k6 in posizione affatto arbitraria fi'a ]oro, allora ognuna 
delle rette k coincide con 5 r e t t e d  e risulta doppia per la corrispondente 
superficie z(8); si presenta rio5 in tale caso la nota superfieie di 8" ordine 
,(~) ~ (k~. . .  k6) ~ q~ q ' ~ . . ,  q~ q'5~, luogo dei vertici dei cent di 2 ° grado tan- 
genti a 6 retie arbitrarie dello spazio (*). 

Pih particolarmente se ]e retie k~,.., k~ formano una sestupla su di una 
superfieie di 3 ° ordine, allora anche le retie q coineidono a 5 a 5 con ]e 
rette q~,.. ,  q, della sestup]a associata alla precedent% sicch~ le q~,.., q6 ri- 
sultano anche esse doppie per la corrispondente superi:icie z(s). 

. 

2"2. Dati einque complessi lineari di rette K, ,. . .  IV5 in l,osizione af- 
fatto arbitraria fra di loro, i fasci di rette dello spazio ~ei quali i raggi 
appartenenti ai eomplessi dati formano un gruppo proiettivo ad un 'gruppo 
assegnato g ~ e,... es, eostihdscono un sistema o~3: Y/. 

In un piano generico dello spa- Un punto generico delto spazio 
zio esiste un unieo fascio di rette del k centro di un unico faseio di retie 
sistema, del sistema. 

Infatti designando con 0~,. . .  0~ i poli di un piano ~,) nelle polaritb, nul]o. 
IL, . . .  [Is dovuie ai eomplessi dati, il fascio di raggi del sistema ,x' situato 

(*) Vegg. 0AYLgY, Memr, ir on O~,~artie su,'[aoes. Proc. Lond. M,n~h. Soc. Vo]. III; On 
a surface o f  the eif/ht order'. M:~th. A~malen. Bd. VI; IIInv~OLZ~R, Ueber Ifegel.s'chrdlte im 
Raume. Math. Annalen. Bd. I[. 
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in o), g quello the ha per centro il punto 0 di Go da cui i punti 0,~. . .  O~ 
vengono proiettati seeondo un gruppo di rette proiettivo al dato. 

Dai preeedenti teoremi deriva che:  
Un punto e un piano dello spazio che siano sostegni di un fascio di 

raggi del sistema Y., si corrispondono in una reciprocifft bS"azionale nulla. 
I punti che corrispondono in questa reciprocit~ ai piani passanti per una 

retta arbitraria t~, sono i centri dei fasci situati nei piani par l;~ nei quali i 
raggi appoggiati alle rette k , , . . ,  ks, conjugate alla k helle II~,... IIs~ formano 
un gruppo proiettivo al dato. Percib i punti indicati si trovano su di una 
curva di 70 ordine che ha per segante sestupla la ]ce per quadriseganti le 
lc,,.., l;5 (§ 16, 2°). 

Dunque : 
La reciprocit& birazionale 0 indicata ~el teorema P. di 7 0 grado. 
Se i piani polari di un punto 0 nelle l l t , . . ,  lls formano nel eono di 

2 ~ classe ehe li eontiene, un gruppo proiettivo al gruppo dato g, allora ogni 
piano di questo eono eorrisponde nella reeiproeith 0 al punto O, il quale pereib 
risulta doppio per tutte le superfieie ~(~) ehe eorrispondono nella 0 alle stelle 
di piani dello spazio. 

I1 luogo dei punti 0 ora indieati 5 una eurva gobba di 8 0 ordine e di 
genere 5 ehe ha per quadriseganti le 10 rette qi, ff'i eomuni ai eomplessi 
dati presi 4 a 4 (§ 17). 

±nehe queste rette sono fondamentali per la O, perehg ad un punto 0 
di una di esse eorrispondono tutti i piani del faseio di eui essa retta g asse. 
Ng la eorrispondenza O ammette altri punti eeeezionali, sieehb le superfieie ehe 
in essa eorrispondono alle stelle di piani dello spazio sono delle ~(7) ~ c(~) ~, 10 q. 

Correlativamente ad un piano punteggiato eorrisponde nella O un invi- 
luppo di ~'- piani I(,)~j(8) ', 10 el, avendo l'inviluppo tbndamentale j(8) genesi 
eorrelativa a quella della eurva c(s). 

La Iaeobiana del sistema delle superfieie ~ ~ una superfieie %~)--~ c7(~), 10 q4 
ehe eorrisponde nella O all'inviluppo j(~); e eorrelativamente eee. 

Un'altra osservazione ~ da farsi sulla reeiproeit'X O, ed g la seguente: 
In un faseio di raggi (0  ~ ~) ehe appartenga a due dei eomplessi dati, 

per esempio a K~ e a [(~, si eonsiderino i raggi r3, r4, r~ ehe si trovano nei 
eomplessi /(3, //4, K~ ed i raggi r , ,  r~ pei quali si ha :  

r~ r e r 3 r a  r5  ~ g ~ e~ e~ e 3 e4 e~. 

Le rette r,,  r~ appartenendo ai complessi K~, K:, ne deriva cho il fascio 
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(0  ~ ~o) fa parte del sistema Y/, sieehg il punto 0 e il piano ~ si eorrispon- 
done nella O. 

Da rib segue ehe due rette the siano toniugate Ira lore in due delle 
polarit~ date, si eorrispondoim anthe nella reeiprotith O, nel sense ehe ai 
piani the passano per una di tall rette, eorrispondono nella O i punti det- 
l' altra. 

23. La polaritY, nulla II dello spazio, determinata dal eomplesso li- 
neare K che ~ in involuzione con i eomplessi dati K, , . . .  Ks, fatendo eorri- 
spondere eiaseuno di questi eomplessi a s~ stesso, trasforma del pari in sg 
stesso il sistema dei fasei di rette X' del § preeedente, faeendo eorrispondere 
alla eurva fondamentale %/ l'inviluppo fondamentale j(8/ del sistema. 

Ed i eentri di due fasei del sistema Y/ the si eorrispondano nelta [I, 
sono eoniugati fra lore in una eorrispondenza birazionale involutoria J dello 
spazio (prodotto delle reeiproeitg eommutabili 0 e I1), la quale ha lo stesso 
grade e le stesse linee fondamentati della O; eio~ in essa ai piani dello spazio 
torrispondono le superfieie ?(,1 ~c°'(~/, 10 q gih indicate nel § preeedentt; ad 
ogni punto di una delle rette qi, q'~ eorrisponde per intero l 'altra di tall 
rette; mentre ad un punto della c(8) eorrisponde una eonita il eui assieme 
eost'tuisee la superfieie ~(~4)----c~(~l, 10 q' gig indieata nel pretedente §, ehe 
la Iaeobiana del sistema delle superfieie ~(,/(*). 

La eoniea o(~ l ehe eorrisponde ad un punto generito 0 delia e(,)nell'in- 
voluzione J era definita, g eoniugata nella II al cone di 2 a elasse z(~)~,,),... ~,~ 
ehe eorrisponde allo stesso punto 0 nella reeiproeitb~ O; essa pereib si trova 
sul piano o~ polare di 0 nella 1I (piano ehe appartiene all'il!viluppo J(*l) e 
tontiene i punti 0 , , . . .  0s, poll di ~,~ nelle I I , , . . .  II~, i quail formano su di essa 
un gruppo proiettivo al gruppo earatteristieo del sistema. Inottre la eoniea %1 

(*) Nella corrispondenza birazionale the l'involuzione d stabilisee fl*a un pi:,l~o ~ e 
la corrispondenie superfieie ~(71, alle sezioni plane della ~(7) corrispondono curve :  

c(7) -= 8 i)2 10 Q, 

e ai singoli punti della curva doppia e(s)eorrispondono eoppie di tmnti di una eurva: 

c(~) =- 8 D ~, 10 O 4, 

di genere 25, situate su rette di un inviluppo di 8 ~ elasse, sezioue dcd piano v (-on l ' in- 
viluppo j(st; sieeh6 il numero di tall eopl, ie foemate da punti eoineidol~ti /., 32. I" faeondo 
use della formola di Z,~vr,~EN (iYlath. Am~ale,~. Bd. lit) per Ia corrispondenza (1 , 2) elm 
intercede fra le c(s), c(~.4), pub rieonoseersi the il genere della c(s) i; 5, ci6 ,-he l,ec alLr:, 
via abbiamo gig stabilito. 
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non avendo punti variabili di sezione con le superficie ~(:), e non incontrando 
le qi, q'i che sono linee fondamentali di 2 ~ specie dell'involuzione J ,  si 
appoggia necessariamente in 7 punti alla c(s): donde segue che: 

Una curva c(8) del tipo iJ~dicato nei § 12 e 17, le cui quadriseganti si 
com'ispondano 2 a 2 nella polarith nulla l], i~ scgata dal piano polare di un 
suo punto 0 nella l-I, oltre che in O, in 7 punti di una medesima conica. 

Due punti coniugati nella involuziol~e J sono su di un raggio del com- 
plesso K; n~ la J ammette superficie punteg'giata unita, ma soltanto una 
curva punteggiata unita u(8), luog'o dei punti por i quali i raggi appartenenti 
alle congruenze lineari (KK, ) , . . .  (KI4~) formano un gruppo proiettivo al 
gruppo caratteristico del sistema. Percib un raggio generico del complesso K 
contiene tre coppie di punti coniugati nella J. 

La curva unita u(8) ora indicata ha soltanto 8 punti variabili in comune 
con le superficie ~(:) conjugate nella J ai piani d(dlo spazio, n~ incontra le 
rette (/i, q'~.; sicch~ si appoggia alla curva c(8) in 24 punti; vale a dire che 
sulla c(s) esistono 24 punti di cui ciascuno si trova sulla conica che gli cor- 
risponde nella J. 

opportuno anche notate che ]e rette da, d' a che si corrispondono in 
entrambe le polarit~ date Hi, lit, corrispondono l 'una all 'altra nella J con 
proiettivith non degenere. 

Se si tengono fissi i complessi K , , . . .  Ks, e si fa variare in tutti i modi 
possibili il gruppo g, si presentano oo"- sistemi ~' di fasci di rnggi ed al- 
trettante involuzioni J del tipo ora studiato. Queste dhnno tutt¢~ origine al 
complesso di rette K contato tre volte, e presentano ulteriormente le seguenti 
propriet~ : 

1. ° Esiste una sola involuzione del sistema nella quale si corrispondono 
due punti assegnati posti su di un medesimo raggio del complesso K. 

2. o Le curve fondamentali c(8) delle involuzioni del sistema costituiscono 
una congruenza di 1 ° ordine che ha per direttrici ]e rette q;, (/'i. 

3." Le curve punteggiate u(8) delle involuzioni del sistema costituiscono 
una congruenza di 1 ° ordine dello stesso tipo della precedente, che ha per 
direttrici le rette dl, d'~. coniugate fra loro nella polaritY. II e nelle singole 
polarit~ date Hi. 

Se ai complessi K , , . . .  K~ si sostituiscono i complessi K ' , , . . .  K'5 che 
con K formano la sestupla associata a quella costituita da K, , . . .  /(5, K ,  si 
presenta un secondo sistema di involuzioni J riferito al precedente in modo 
che di due invo]uzioni corrispondenti, aventi lo stesso gruppo caratteristic% 
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l ' una  ha per eurva fondamentale la curva punteggiata unita dell' al- 
i ra;  ecc., ecc. 

24. PUb succedere ehe uno dei complessi dati, ad esempio il complesso K~, 
sia singolare con la retta k per asse. In tale caso designando con k , , . .  k4 
le rette conjugate alla k helle polarit~ dovute agti altri 4 complessi daft, si 
ha che ad un piano ~,) che passi per la lc, corrispondono nella reciprocit~ (9 
definita nel prec. §, tutti i punti di una conica % appoggiata alle k~,. . ,  k4 
in punti che sulla %, formano un gruppo proiettivo al gruppo g ~ _  e, . . .  e4. 
Ne segue che il fascio (k) fa parte delt ' inviluppo fondamenta]e j(s) della O e 
la superficie corrispondente ~ una %,_= k * k, . .  k, di tipo noto (§ 6, i.°). E 
correlativamente per la k r iguardata come forma di punti. 

Pub succedere in secondo luogo che i complessi dati abbiano un raggio 
comune r ~  q', . . . . .  q 5. In tal caso il complesso K che ~ in involuzione 
con essi, .~ singolare ; onde la corrispondente polaritg H e l ' involuzione J = _  O H 
risultano degeneri. 

Di pih net caso in esame le forme fondamentali % ,  j(8) della corrispon- 
denza O vengono a contenere rispettivamente la retta r e d  il faseio (r) (§ 17); 
e siccome ad un fascio di piani (o ad una punteggiata) che abbia per so- 
stegno una retta appoggiata alia r, corrisponde nella O una curva c di 4 ° or- 
dine (o un inv i luppoj  di 4 ~ classe)(§ 16~ 2')), percib le superficie ~ che cor- 
rispondono nella 0 alte stelle di piani, sono delle ?,7)--= r ~, c~Tj~ 5 q; e corre- 
lativamente ai piani punfeggiati corrispondono inviluppi I(7~ ~ r 3, fl(7,, 5 q. 

In sostanza la r corrisponde per intero contata  tre volte ad ogni suo 
piano, epperb risulta multipla secondo 12 per la superficie iacobiana delle ~(7); 
e correlativamente ecc. 

Se tutti i complessi dati sono singolari con le retie }; , , . . .  k~ per assi e 
col raggio comune % allora le superficie ~f sono delle ~71 ~ qa¢, (k~...  k~ c(., y, 5 q ; 
e gli inviluppi I sono degli I : - - q ~ ,  ( k , . . .  k~.](2~) ~, 5q,  eve la conica fonda- 
mentale co, ) ed il cono inviluppo.]~.) sono del tipo indicato nei § 19 c 18; 
cio~ la c(2~ si trova in un piano ~) delt ' in'dluppo J~,~)~ k , . . .  k5 , / , . . .  % c it 
cono j(:l ha il suo vertice 0 sulla superficie : .~ )~  k , . . .  k~ q , . . .  q~. 

Ai fasei di piani che hanno per assi le k, , . . .  k:,, corrispondono nella 0 
le superficie di 4 0 ordine : 

~, = k ?  q~ k~ . . . k5 co.:, q~ . • .  q~ , . . . ,  ~:~ ~- k~ ~ q~ k~ . . . k ,  c,~) q , . . .  q4 ; 

onde al cono Jc-') ~ coniugata la superficie di 4 ° ordine : - -  k , . . .  k~ q¢~ c'~.~, ed 
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non avendo punti variabili di sezione con le superficie ~(7)~ e non ineontrando 
le ([~) (['~ che sono linee fondamentali di 2 ~ specie dell'involuzione J,  si 
appoggia necessariamente in 7 punti atla c(~): donde segue che: 

Una curva c(8) del tipo indicato nei § 12 e 17~ le cui quadriseganti si 
corrispondano 2 a 2 ~ella polarith nulla II, ~ scgata dal piano polare di un 
suo punto 0 ~ella II~ oltre che in O) in 7 pu~ti di una medesima conica. 

Due punii coniugati nella involuziolle J sono su di un raggio del com- 
plesso K; n~ la J ammette superfieie puntegg]ata unita~ ma soltanto una 
eurva punteggiata unita u(8)~ luogo dei punti per i quali i raggi appartenenti 
alle congruenze lineari (KK,~, . . .  (KKO formano un gruppo proiettivo al 
gruppo caratteristico del sistema. Percib un raggio generico del complesso I( 
contiene tre coppie di punti coniugati nella J. 

La curva unita u(8) ora indicata ha solianto 8 punti variabili in comune 
con le superficie y(7) coniugate nella J ai piani dello spazio) n~ incontra le 
rette %~ (/'i; sicch~ si appoggia alla curva c(8) in 24 punti; ~ale a dire che 
sulla c(~) esistono 24 punti di cui ciascuno si trova sulla conica ehe gli cor- 
risponde nella J. 

opportuno anche notare che le retie d~z) d'i~ che si corrispondono in 
entrambe te polarit~ date l]i~ Ilz~ eorrispondono l 'una alt 'altra nella J con 
proiettivit~ non degenere. 

Se si tengono fissi i comptessi ] i '~ . . .  Ks~ e si fa variare in tutti i modi 
possibili il gruppo g~ si presentano ~'~ sistemi ~-' di fasci di raggi ed al. 
trettante involuzioni J del tipo ora siudiato. Queste dhnno tutte origine al 
comple~so di retie K contato tre volte) e presentano ulteriormente le seguen(i 
propriet~ : 

1. ° Esiste una sola involuzione del sistema nella quale si corrispondono 
due punti assegnati posti su di un medesimo raggio del complesso K. 

2. ° Le curve fondamentali c(8) delle involuzioni del sistema costituiscono 
una congruenz~ di 1 ° ordine che ha per direttrici le retie ~[i~ c['i. 

3. ° Le curve punteggiate u(8) delle involuzioni del sistema costituiscono 
una congruenza di 10 ordine dello stesso tipo della precedente~ che ha per 
direttrici le retie d~ d'~ conjugate fra loro nella polarit~ I I e  nelle singole 
polarit~ date I]~. 

Se ai complessi K , , . . .  K~ si sostituiscono i complessi K ' ,~ . . .  K'~ che 
con 1( formano la sestupla associata a quella costituita da K~ ~... K~ K~ si 
presenta un secondo sistema di involuzioni J riferito al precedente in modo 
che di due involuzioni corrispondenti~ aventi 1o stesso gruppo caratteristico~ 
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l ' una  ha per curva fondamentale la curva punteggiata unita dell' al- 
tra; ecc 6 etc. 

24. Pub succedere che uno dei complessi dati, ad esempio it complesso Ks, 
sia singolare con la tetra k per asse. In tale caso designando con k , , . .  k4 
le rette conjugate alla k nelle polaritk dovute agli altri 4 complessi daft, si 
ha che ad un piano ~ che passi per ta k, corrispondono nella reciprocit~ (9 
definita net prec. §, tutti i punti di una coniea %)appoggia ta  alle k , , . . ,  k4 
in punti che sulla %, formano un gruppo proiettivo al gruppo g ~ _  e, . . .  e,. 
Ne segue che il fascio (k) fa parte dell 'inviluppo fondamentale j(s~ della (9 e 
la superfieie corrispondente ~ una ~ , =  k ~ ]q.. k4 di tipo noto (§ 6~ t.°). E 
correlativamente per la k riguardata come forma di punti. 

Pub succedere in secondo luogo che i complessi dati abbiano un raggio 
t 

comune r =  q', . . . .  ~ q 5. In /al caso il complesso K che ~ in involuzione 
con essi, .~ singolare; onde la corrispondente polarit~ II e 1' involuzione J ~  0 l] 
risultano degeneri. 

Di pitt nel easo in esame le fbrme fondamentali % ,  j(8) della corrispon- 
denza O vengono a contenere rispettivamente la tetra r e d  il faseio (r) (§ 17); 
e sieeome ad un fascio di piani (o ad una punteggiata) che abbia per so- 
stegno una retia appoggiata alla r, corrisponde nella O una curva c di 4 ° or- 
dine (o un inviluppo j di 4 ~ elasse)(§ 16, 2~'), percib le superficie ~ che cor- 
rispondono nella 0 alle stelle di plant, sono delle ?,7)---~r ~, c~;~ 5 q; e corre- 
lativamente ai plant punteggiati corrispondono inviluppi I~7~ ~ r ~, j~(7,, 5 q. 

In sostanza la r corrisponde per intero contata tre volte ad ogni suo 
piano, epperb risulta multipla secondo 12 per la superfieie iacobiana delle ~(7); 
e correlativamente eec. 

Se tutti i complessi dati sono singolari con le rette k,,*.., k~ per assi e 
col raggio comune q¢, allora le superfieie ~o sono delle ~tT) ~ q3 ~ (k , . . .  k~ c(,,,)~5 5 q ; 
e gli inviluppi I sono degli L - - q ~ ,  (k , . . .  k~.j(~)) ~, 5 q, ore la eonica fonda- 
mentale c(..,) ed it cono inviluppo j~) sono det tipo indieato net § 19 e 18; 
eiog la c(2) si trova in un piano o) tell inviluppo J c ~ ) - - k , . . .  ~'5 q , . . .  ~/¢ e il 
cono j(',l ha il suo vertiee 0 sulla superfieie ~ 3 ) ~ k , . . .  Z,~ q , . . .  q~,. 

Ai fasei di piani the  hanno per assi le k, ~ . . .  k-, corrispondono nella 0 
le superficie di 4 ° ordine : 

~, ----/,'? q~-~ k : . . .  k~ el,.,! q~. • • q~, • • •, ~5 ~ l,'~ ~ q¢~ l,', . . .  k, c,2) q , . .  • q, ; 

onde al eono j.,2) i~ coniugata la superficie di 4 ° ordine ,~ _=_ k , . . .  k~ q¢~ c~,,, ed 
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Infatti su un altro piano arbitrario ~' si costruisca il punto 0 '  che cor- 
risponde al punto 0 nell 'omografia individuata fi'a i piani % ~' dalle qua- 
terne di rette corrispondenti o,..  o~, o'~.. o'~ traece sfii due piani delle facce 
del tetraedro T. Sara:  

= o,o,) , g,  

onde O' ~ il corrispondente di ~' nella o, e ne segue il teorema per i gruppi 
~) (~, . .  ~,), O; o)' (~)~.. o)~), 0'.  E analogamente per gli altri casi (*). 

VII. 

27. Dati hello spazio 7 complessi lineari di rette K , , . . .  A'~ in posi- 
zione arbitraria,  ed assegnati in una forma fondamentale di 1 ~ specie 7 ele- 
menti e , , . . ,  e7 in determinato ordine,  si considerino i sistemi di fasci di 
raggi ~:",, ~"~ del tipo studiato nel § prec., determinati  rispettivamente l 'uno 
dai complessi Ks,  K3 , . . .  K7 e dal gruppo caratteristico g, ~ e~e:~.., eT, l 'altro 
dai eomplcssi Kt ,  K~, . . .  K7 e dal gruppo caratteristico g~ ~ e, e~... e:. 

Le  due superficie di 4 ° ordine z~ e a~ determinate dai due sistemi paso 
sano entrambe per la curva fondamentate c(8) della reciprocith 0,~ dovuta ai 
complessi K~,... K7 ed al gruppo caratteristico g , ~ e ~ . . ,  eT, onde si segano 
ulteriormente secondo una curva x di 8 ° ordine e di genere 5 che ha 24 punti 
in comune con la c(8)(**). 

Un punto generico O di questa curva ~ centro di due fasei di rette 
( O -  ~,), (O--~o~), nel primo dei quali i raggi  the appartengono ai complessi 

(~") II te,)rema su dimostr,~to metre in evidenz~ l'an~legia csistente fr~ l~ corrisi)ou- 
denz~ O e l'u~iee til)o di reciproci~£ birazion~le null~ che si ha nel piano. 

(:~:~') SAL~I~)N FI~J)LEI~, Analytische Geometric des Raumes. 1[ Thcil, n. ° 108. 
h, generale se due superficie degli ordiui n~, n~ si seg~no sccendo duc curve sem- 

i)lici degli erdiui lJ., [~' ~venti rispettiv~mente h e h ~ punti doppi ai)parenti, si h~ che: 

(h  - -  h r) = (~  - -  [jr) (~1 - -  1) (n 2 - -  1 ) ;  

e se i 5 il numero dei punti comuni alle due curve, 6: 

2 i = (I~ + I J.') (nl ~ n2 -- 1) - -  (I~. ~ + ~.,2) + 2 (h + h'). 
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Ks, . . . .  /(7 formano un gruppo proiettivo a g,, menire nel secondo i raggi che 
appartengono ai complessi K,, K3,. . .  K7 formano un gruppo proieitivo a g~. 

J plant ~, e ~o~ di questi fasci corrispondono entrambi al punto O nella 
reciproeith nulla 0,~, senza eh9 il punto O risulti singolare per tale corri- 
spondenza; onde i due piani coincidono in un unico, e i l ,  punto O risulta 
centro di un fascio di retie nel quale i raggi che appartengono ai complessi 
dati K~,.. .  KT, fbrmano un gruppo proiettivo al gruppo g = e , . . ,  e:. 

¥iceversa se in un fascia ( 0 -  oJ) i raggi the appartengono ai comptessi 
dart, formano un gruppo proiettivo a g, il centro O del faseio deve trovarsi 
sulle superficie z,, ~ anzidette, senza appartenere, in generale, alla eurva fen- 
damentale c(8) della 0~,  e correlativamente. Ne segue che: 

I fasci di rette net quali i raggi che appartengono a 7 comptessi lineari 
dati~ formano un gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato, hanno i centri 
su una linea gobba x di 8 0 ordine e di genere 5, e i loro plant inviluppano 
la forma duale y(8). Essi I)ercib costituiscono una congruenza di rette di 
8 ° ordine e di 8 ~ classe. 

Le due forme x, y si corrispondono in ogni reciproeith nulla 0,'l deter- 
minaia da 5 qualunque dei complessi dati e dal gruppo formato con gli ele- 
menti omologhi di g; e ci5 porge una eonferma della proprietor gik dimostrata 
di esservi 24 punti eomuni alla x(,) ed alla eurva fondamentale della 0it. E 
eorrelativamente per l'inviluppo y(8). 

I risultati ora ottenuti non subiseono aleuna modifieazione net easo par- 
tieolare in cui alcuni dei eomplessi dati siano singolari con gli assi /q , . . .  lcx in 
posizione affatto arbitraria fra loro. Queste rette risultano quadriseganti per la 
eurva x(8), eio~ questa eontiene i punti in cui la retta /~i ineontra la super- 
fieie ~ dovuta agli altri 6 eomplessi dati ed al gruppo earatteristieo format() 
con gli elementi omologhi del gruppo g. E eorrelativamenie per l 'invi- 
luppo y(8) (*). 

28. Dati hello spazio 8 complessi tineari di rette K , , . . .  1(8 in posi- 
zione arbitraria fra di loro, esistono S fasci di rette net quali i raggi che 
appartengono ai complessi dart, formano un gruppo proiettivo ad un gruppo 
assegnato g ~- e,.. .  e,. 

Si eonsiderino infatti la superfieie di 4 ° ordine z,~ determinata dai eom- 
plessi K~,... Ks e dal gruppo earatteristieo g,~----e~.., e~.(§ 25), e la eurva 
di 8 ° ordine x(s) determinata dai eomplessi K,,  K~, K , , . . .  K, e dal gruppo 

(*) Se tutti i complessi dati sono singolari, cir. STURSI, ~i01B. cit.,§ 54, 6). 
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Infatti su un altro piano arbitrario +' si eostruisea il punto O' ehe eor- 
risponde al punto 0 nell' omografia individuata fro i piani o), z' dalle qua- 
terne di rette corrispondenti o~.. o4~ o', . .  o'4 traece sfii due piani delle faeee 
del tetraedro T. Sara:  

O' (o', o ; , . . ,  o', o',) ~ 0 (o, o+, . . ,  o, o,) ~ g, 

onde O' g il eorrispondente di ~o' nella ~, e ne segue it teorema per i gruppi 
~) (~o~ .. ~ ) ,  O; +' ( ~ . .  o)4)~ 0'. E analogamente per gli aItri casi (*). 

V I I .  

27. Dati nolle spazio 7 eomplessi lineari di rette K , , . . .  h'7 in pos i -  
zione arbitraria~ ed assegnati in una forma fondamentale di 1 ~ specie 7 ele- 
menti e , , . . ,  e, in determinato ordine,  si eonsiderino i sistemi di fasei di 
raggi  .V',~ -'2"~ dot tipo studiato nel § prec., determinati  rispettivamente l 'uno 
dai eomplessi K ~  K3, . . .  K~ e dal gruppo earatteristieo g, ~ e.e:,.., e~, l 'altro 
dai eomplessi K ~  K ~ . . .  /(7 e dal gruppo earatteristieo g~ ~ e~ e:~.., e7. 

Le due superficie di 4 ° ordine a~ e a~ determinate dai due sistemi paso 
sano entrambe per la eurva fondamentale c(s) della reeipreeith 0~  dovuta ai 
eomplessi K~,.. .  1<27 ed al gruppo earatteristico g,~=-e~.., eT, onde si segano 
ulteriermente seeondo una eurva x di 8 ° ordine e di genere 5 ehe ha 24 punti 
in eomune con la c(8)(**). 

Un punto generieo O di questa eurva g eentro di due fasei di rette 
( O -  ~,), ( O -  ~ ) ,  nel primo dei quali i raggi  ehe appartengono ai eomplessi 

(*) II tcoroma su dimostrato motto in evidenza l'analogia csistente fra la corrispon- 
denza O e l'unieo tipo di reciproci~'£ birazionalo nulla the si ha nel piano. 

C +.'*.) SAL.~v)N FLslmm~, Analytische Geometric des Raume~.. l[ Theil~ n. ° 108. 
In generale sc due superficie degli ordiai nl, n~ si segano secondo due curve sem- 

pliei degli ordir~i ~, ~g aventi rispettivamente h e h r punti doppi apparenti, si ha ehe: 

(h - -  h') = (~  - -  ~.') (,;1 - -  1) ( ~  - -  1);  

e se i 6 il numero dei punti comuni allo due curve, 5: 

2 i = (t~ + e')  (n~ + n 2 - -  1) - -  (t~. ~ + I"") -]" 2 (h + h'). 
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K2, . . . .  K7 formano un gruppo proiettivo a g,, mentre nel secondo i raggi che 
appartengono ai complessi K,, K3,. . .  /(7 ibrmano un gruppo proiettivo a g~. 

I piani ~, e ~o2 di questi fasei eorrispondono entrambi al punto O nella 
reeiproeit~ nulla 0,~, senza eh9 il punto O risulti singolare per tale eorri- 
spondenza; onde i due piani toincidono in un unieo, e il, punto 0 risulta 
eentro di un faseio di rette nel quale i raggi the appartengono ai eomplessi 
dati K t , . . .  //7~ formano un gruppo proiettivo al gruppo g : =  e, . . .  eT. 

Vieeversa se in un Nseio ( 0 -  co) i raggi the appartengono ai eomplessi 
dati, formano un gruppo proiettivo a g, il eentro 0 del faseio deve trovarsi 
sutle superfieie *i, ~ anzidette, senza apt)arienere ~ in generale, alla eurva fon- 
damentale c(~) della 0i , ,  e eorrelativamente. Ne segue che: 

I fasci di rette nei quali i raygi che appartengono a 7 complessi lineari 
dati~ formano un gruppo voiettivo ad un yUl)pO assegnato, hanno i centri 
su una linea gobba x di 8 ° ordine e di genere 5, e i loro piani #,viluppano 
la forma duale y(s). Essi percib costituiscono una congruenza di rette di 
8 ° ordine e di 8 a classe. 

Le due forme z, y si corrispondono in ogni reciproeith nulla Oiz deter- 
minata da 5 qualunque dei eomplessi dati e dal gruppo formato con gli ele- 
menti omologhi di g; e ei5 porge una conferma della propriet'X gi~ dimostrata 
di esservi 24 punti eomuni alla z(8) ed alla eurva fondamentale della 01l. E 
eorrelativamente per t'inviluppo y(~). 

I risultati ora ottenuti non subiscono aleuna modifieazione net caso par- 
tieolare in eui aleuni dei eomplessi dati siano singolari con gli assi k~,.., kx in 
posizione affatto arbitraria fra lore. Queste retie risuttano quadriseganti per la 
curva z(8)~ eio~ questa contiene i punti in eui la tetra kl incontra la super- 
ficie z dovuta agli altri 6 eomplessi dati ed al gruppo earatteristieo formato 
con gti elementi omologhi del gruppo g. E eorrelativamente per t 'invi- 
luppo y(~)(*). 

28. Dati hello spazio 8 complessi lineari di rette K, , . . .  K8 in posi- 
zione arbilraria fra di loro~ esistono 8 fasci di rette nei quali i raggi che 
apparlengo~w ai complessi dati, forma~w un gruppo proiettivo ad un gruppo 
assegnato g =--- e,... e~. 

Si eonsiderino infatti la superfieie di 4 ° ordine z,~ determinata dai tom- 
plessi 1/'3~... /(.8 e dal gruppo earatteristieo gt~=_.e~.., e~(§ 25), e la eurva 
di 8 ° ordine x(s) determinata dai eomI)lessi K~, K~ K~,.. .  1(~ e dal gruppo 

(*) Se tutti i complessi dati sono singolari, cir. STUR~I, Mere. cir.: § 54, 6). 
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caratteristico g3---e, e~e,. . ,  es (§ prec.). Dei 32 punti comuni alla ~ ed 
alla x(8) 24 si trovano sulla curva fondamentate della reciprocith nulla a~3 de- 
terminata dai complessi K4~... Ks e dal gruppo caratteristico g,~3=_-_e4.., es~ 
e i restanti sono i eentri dei fasci indicati nel teorema~ il cui numero percib ~ 8. 

Questo numero non varia se tutti o alcuni dei complessi dati risultano 
singolari. Nel primo case si presenta il teorema (*) che: 

Esistono ~zello spazio 8 fasci di retie nei quali i raggi che si appog- 
giano ad 8 rette date formano un gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato (**). 

Potenza, Al)rile 1898. 

(~) Cir. STURSI, Monl. cir. § G5, 5 (eve bisogna leggerc 8 invece di 6) e SCHUBERT, 
Op. cit. pa~. 207 (pa c 2 z s =  8). 

(~:*) La propesizione stabilita alla fine del § 19 come coroltario del teorema di SCHUI¢ 
regge evidentemento nel case the te due quintuple di rette che determinano I'assieme 
:lei eoffi e la congruenz~ delle coniche i~'i iadieate, appar~engano alia stessa superfieie 
di 3 ° ordiae e siano ira lore associate. 

FI~E D~.L To~o I. ° (S~mp. III .  a) 


