
U e b e r  Sys teme y o n  D i f f eren t ia lg l e i chun ,  
gen,  4 e n e u  die v ier fach  per iod i schen  
F u n c t i o n e n  zwe i t er  Art  Geni ige  lei- 
sten. 

(Iron MAI~TI~ KRXOSr: in Dresden.) 

D i e  vierfach periodischen Funetionen sind in neuerer Zeit mehrfaeh zur 
Integration yon Differentialgleichungen gebraueht worden. Gewisse Rota- 
tionsprobleme sowie andere physicalische Probleme ftihrten zu Differential- 
gleiehungen, die mit Htilfe der genannten Funetionen integrirt werden konnten. 
Es mSge in Bezug hierauf auf Arbeiten yon WEBEr~ (*), KOWAL~VSr:I (**) 
und KOETT~R (***) hingewiesen werden. Daneben haben CASPARY und J.tnsx~ 
andere Methoden angegeben, mit deren Hiilfe Differentialgleiehungen tier 
angegebenen Art/aufgestellt werden ktinnen. Bei der grossen Einfaehheit 
dieser Betraehtungen mtigen sie kurz eharaeterisirt werden. CAse.~R~ zeigt 
einerseits (****), dass die Thetafunetionen mit den seehszehn Coeffieienten g,,,, 
einer orthogonalen Substitution zusammen hi~ngen, deren Determinante 

(*) Anwendung der Thetafunctionen zweier Verdnderlichen auf  die Theorie der 
Bewegung eines /esten KSrpers in einer Fliissigheit. Math. &nnalen, Band 14. 

(*'*) Sur le probl~me de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. Acta 
Math., tome 12. Sur une propri~t~ du syst~me d'dquations diff. qui d~finit ta rotation d'un 
corps sotide autour d'un point fixe. Aeta Math., 14. 

(**~-) sur le cas trait~ par Mr. me KOWALEVSKI de rotation d'un corps solide pesant 
autour d'un point fixe. Acta Math., 17. Ueber die Bewegung einen festes KSrpers in einer 
I~7iissigtteit. Journal fiir Math., Band 109. Ueber dis DarsteUung der Richtungs cosinus etc. 
Berichte der Berliner Academie, 1895~ Journal for Math. Band 116. 

(*~*'*') Journal fiir Math.~ Band 94~ pag. 74-86; Comptes Rendus, Tome 104~ pa- 
gina 490-493. 
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g]eich g~ ist und andrerseits (*) mit 15 GrSssen in Yerbindung stehen, die er 
Elemente eines Orthogonalsystemes nennt. Unter den letzteren sind die neun 
Coefficienten a,~ einer orthogonalen Substitution yon der Determinante 1 ver- 
standen, sowie die sechs aus ihnen gebildeten GrSssen: 

ph = - -  (a,~ d a,z + a ~  d a:z + a~h d a~z), 

1, 2, i )  h, k, 1:=2,  3, , 
3, 1, 

Vh = a~, d az, + ak~ d az.~ + ah3 d az~ . 

Mit Htilfe dieser GrSssen ist es einer~eits mSglich die algebraisehen Rela- 
tionen abzuleiten, welehe zwisehen den hyperelliptischen Funetionen bestehen, 
andrerseits (**) abet aueh Systeme yon Differentialgleiehungen herzustellen, 
welehen jene Functionen Genfige ]eisten, insbesondere diejenigen, zu denen 
WEBER in der citirten Arbeit kommt. IAn~KE (***) bat dann die Untersu- 
chungen yon C.~SPARV fortgesetzt, indem er 28 Elemente eines orthogonalen 
Sechzehnersystemes einftihrt. Diese 28 Etemente bestehen aus den 16 yon 
CAsP~RY eingefiihrten GrSssen g,,~ und zwS]f weiteren, die definirt sind dutch: 

g p~., = -- (g,i d g,j -{- g~i d g~j + g~i d g:,j + d~i d (j,j), 

g v ~  ~ gi~ d gj, @ gi~ d gj.~ @ gia d gj.~ @ gl, d gj4, 

g ~- g~i 4- g~i + g~i -t- gh ,  

wobei die Indices in bestimmter Weise zu w~ihlen sind. Die Beziehungen, 
die zwischen diesen GrSssen bestehen ffihren zu einer Reihe yon Differen- 
tialgleichungen, darunter auch derjenigen, die in der R,tationstheorie eine 
Rolle spielen und yon den schon genannten Autoren behandelt worden sind. 

I m  Folgenden soll nach anderer Richtung hin vorgegangen werden. In der 
Theorie der doppelt periodischen Functionen haben sich die Funetionen 
2 *~r Art auf Grund der ausgezeichneten Arbeiten yon HER.~IITI~ und PIc.~m) 
yon besonderer Bedeutung fiir die Integration yon Differentialg]eichungen 
gezeigt. Es soll nun versucht werden, nachzuweisen, dass im Gebiete der 

(*) Comptes Rendus, 111, pag. 225-237: LIOUWLL~, .Iou~'~al de Mall,. (1) VI, pa- 
gina 367-101; AnJmles de l'~eole .Vormale (3) X, pag. 253-291. 

(~*) Comptes Rendus, 112, pag. 1305-1308. 
(*':*~) Berichte der Berlb~er Academie, Jahrgang 1896, pag. 1023-1030. Journal Fb" 

Math., Band 118~ pag. 224-233. 
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vierfaeh periodisehen Funetionen aehnliehe Theorien entwiekelt werden kSn- 
hen, indem zun~chst ftir gewisse Fundamentalfunctionen die Existenz yon 
Differentialgleichungen nachgewiesen und diese Differentialgleiehungen fiir die 
einfachsten FNle wirklich aufgeste]lt werden. Es knfipft diese Betrachtung 
an eine friihere Arbeit des Yerfassers (*) an, deren Resultate weitergeftihrt 
warden, hn Uebrigen liegen soweit dem gerfasser bekannt noah e!nige Ar- 
beiten fiber dieses Gebiet vor und zwar sind dieses Arbeiten yon PmxaD und 
APPELL (**), welche sieh mit gewissen Systemen yon partiellen Differential- 
gleichungen 2 t"r Ordnung beseh~tftigen, deren Coetlicienten vierfaeh periodi- 
sehe Functionen sind und ffir diese eine Anzahl fundamental wiehtiger S~tze 
enthalten. 

§ 1 .  

Definition und Reihenentwiekelungen der fundamentalen Functionen. 

Unter v,, v.2 resp. a,,  a2 wollen wir die Argumente yon Thetafune~ionen 
zweier ¥eritnderliehen, unter u,, u, resp. ~.,, ~ die Argumente der entspre- 
ehenden hyperelliptisehen Functionen verstehen. Dann definiren wir eine Fun- 
ction z~(u~, u~) durch die Gleichung: 

,.,, ~ l o g  (t.~ ( a )  1 

z~ ( u , ,  u~) = z .  (u)  = "~-' (v + a)  - - ~,.---~ ' ' ~ -  ~ ,o, 

.......... . ~  i a) - ~ ( J )  

wobei gesetzt ist: 

O) - - -  
~ log 55 (v)o ~ log ~5 (v)o o ~ log 2-.~ (v),, u~ -~- 2 u~ . u~ + u~ . 

u~ 0 u, 0 u~ 0 u~ 

Differenciren wit logarithmisch nach u, und u,, so erhalten wir: 

_ ° ( ~'log,%(v). ) 0 log Z,' (u) ~ log ,~,. (v -i-- a) ~ log 5.~ (a) ~' log .% (v)o u, @ u, . 
(2 

(*) Joto'nal de Math., par LtOUVlLLt~ (4), tome II1, 1887. 
(**) C~/mptes Rendus, tome XC, p:~g. 290, 731, tome XCI[, pag. 692. 
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Aehnlich ergiebt sieh: 

O' log ~ ( a ) )  'i 0 lo_o- Z,' (u) 0 log 5,, (v 4- a) 0 log 5~ (a) (0' log 5~ (a) u~ -]- u, , 

Durch entsprechende Subtraction erhalten wit:  

O "/,. (u) ~ / , .  (u) 

O u~ b ~, 

"/s (u) 

= g , .  u ,  + g , .  u ,  7 

Z~ (u) = g," u, + g~. u , ,  
(4) 

wobei die GrSssen g durch die Gleichungen definirt sin(t: 

~' log -% (a) ~' log 5.~ (a)o 

~ log ~ (a) ~' log ~ (a)o 

g3 
~s log ~5 (a) _ b~ log 5~ (a)o 

(5) 

Wir sind nun berechtigt, den Ansatz zu machen: 

z¢ (u) = )2~ Z,, c~, , .  u~'. u~. (6) 
0 0 

Mit Htilfe der soeben angestellten Entwickelungen ergeben sich dann die 
Recursionsformeln : 

Cmn (m + 1) c,,+,., ~ ~., 

emn 
(m + 1) cm,,~+, 0 ~., 

- -  = g ,  • c . ~ _ , , .  + g ,  • C m , . - ,  

- -  = g2 • C ~ - , , , t  + g s "  C,n ,n- t  • 

(7) 

Die GrSsse Co,, ist bekannt und zwar gleich: 

~-,. (a) 

dann sind die tibrigen Constanten aus den obigen Gleichungen bestimmt und 

(3) 
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wir erhalten als einfachste Werthe: 

a l~ (~) ~ a I, (~) 
- -  ~ C2o ~ C 

~ a l~ (~) 
c~=c ~ ~-{-c.al,(~)g,, 

~' a/,. (:~) + c.al~(~)g~,  

~a lr (a)  + c. a l~(~)g~. 2 Co~ = C ~ :~ 

(9) 

Ferner kann bekanntlich die Function: 

1 

5-5 (v) e , 

nach Potenzen yon u~ und u2 entwickelt werden, so zwar, dass die Coeffi- 
cienten sich ganz und rational dutch k ~, )?~ ~ darstellen lassen. Unter sol- 
chen Umst~tnden finden wit den: 

Lehrsatz : Die Function: 
~- c9 log :~  (a )  

t~r(u)= .%(a)~5(v) 1, 2,  

kann nach Potenzen yon u, und u2 entwickelt werden. Von dem gemeinsamen 
Factor c abgeschen k6nnen die Coefficienten als ganze rationale Functionen 
der hyperelliptischen Functionen mit den Argumenten ~ entwickelt werden. 
Als Constanten treten die Gr6ssen k 2, )3, ~ ganz und rational auf. 

Die sechs ersten Coefficienten haben dabei die vorhin angegebenen 
Werthe Coo, co,, c,o, C2o, c~t, Cos. 

Die Functionen ~ (u) sind dann vierfach periodische Functionen 2 ~ Ord- 
nung und zwar wollen wit sie als fundamentale ansehen. Als Nenner ist die 
GrSsse 5~ (v) gew~ihlt worden. Es ist das geschchen, well der Nenner der 
hyperelliptischen Functionen auch 5~ (v) ist Andrerseits kSnnte eine jede an- 
dere 5 -  Function als Nenner genommen werden. Wiihlen wir die Function 
.% (v) und modificiren demgemiiss die anderen Factoren~ so kommen wir zu 
einer Function : 

x. ~ loft :~o (a) 

~ (u) ~-~ ~o (u) .~0 (v) e , (10) 
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welehe das unmittelbare Analogon zu derjenigen Function im Gebiete der 
do ppeltperiodischen Funetionen ist~ welehe ftir die Theorie der entsprechen- 
den Differentia]gleiehungen als fundamentale gewaehlt women ist (*). Of- 
fenbar ist es im wesentlichen gleichgfiltig, welche der Functionen wit zu 
Grunde legen~ zumal die lineare Transformation~ sowie die Substitution halber 
Perioden die Mittel an die Hand giebt~ um aus der einen Categorie die an- 
dere abzuleiten. Wit wollen die Function ~(u)  zunaechst beibehalten. 

§2. 

Existenz yon Systemen yon Differential~ileiehungen, 
denen die Functionen ~ (u) Geniige leisten. 

Es ist nicht schwer, nachzuweisen, dass die Functionen ~,.(u) unendlich 
vielen Differentialg]eiehungen Genfige leisten~ deren Coeffieienten vierfach 
periodisehe Functionen sind. Wit nehmen dazu zunachst die Ausdriicke: 

Dieselben sind ganze transcendente vierfach periodisehe Functionen dritter 
Art vonder Ordnungszahl m, die einen gewissen Multiplicator besitzen. Etwas 
aehnlict,es findet fiir die Functionen Start: 

, _ - -  (2) 

wobei m, f.~, p.,, p.~ denselben Bedingungen wie vorhin Geniige leisten. Das 
Product ist fiber alle Thetafunctionen zu erstrecken, m~ sind beliebige ganze 
positive Zahlen oder :Null. Auch diese GrSssen sind ganze transcendante vier- 
faeh periodische Functionen 3 ~°~ Art und zwar yon der Ordnungszahl: 

denen ein ganz bestimmter Multiplicator zu kommt, tIalten wir n, ferner die 
GrSssen a und der Multiplicator lest, lassen dagegen die GrSssen m, m~, 

(~) Siehe das Werk  des Verfassers: T/~eo~'ie de," doppelt periodiscken l,;uJ~ctio~en ei, er 
cer&~derlie.hen Gr6sse, I[ ter B~nd, Leipzig, 1897. 
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r,  t~, t~,, ~.~ innerhalb der angegebenen Grenzen varSren, so ergeben sich 
Functionen vonder Ei.c/e~schctft, class zwischen ]e n ~ ~ 1 derselt~en minde- 
stens eine lineare Relation besteht. Derartige Relationen sind dann entweder 
lineare Beziehungen oder Differentialgleichungen, denen die Functionen ~,. (u) 
Gentige ]eisten. Die Coefllcienten sind in beiden Fi~llen gew5hnliche vierfach 
periodische Functionen. Unter den Differentiatbeziehungen werden zwei Ca- 
tegorien yon besonderc~- Bedeutung sein. Evstens sincl es diejenigen, denen ein 
Quadrupel yon Functionen ~ (u) Geniige leistet. Wir wollen uns im Folgen- 
dem auf ein solches beschr~nken und zwar das Quadrupel ~p~ (u)~ ~ (u), ~3 (u)~ 
+~ (u). Ffir dasselbe werden im Allgemeinen vier zusammengehSrende Glei- 
chungen aufg'estellt werden kSnnen. Dann abcr wird zweitens besonderes 
Gewicht auf diejenigen Differentia]gleichungen zu legen sein, denen eine der 
Functionen ~ (u )  allein --- und zwar wiihlen wir ,~ (u) - -  Gentige leistet. 
Es sollen ftiv die einfachsten Wevthe ~on n eine Reihe yon Gleichungen der 
beiden genannten Categorien aufgeste]lt werden, daneben sol]en auch einige 
der wichtigstcn Beziehungen hinzugezogen werden, die zwischen den GrSs- 
sen ~r (u) selbst bestehen. 

Es mSge bemerkt werden, das die Betrachtungen, die wir angestellt 
haben, nach mehrhchen Richtung hin verallgemeinert werden k5nnen. Ers~ens 
kSnnen an Stette der Functionen ~ (u) allgemeinere Functionen gesetzt wer- 
den~ die die Form haben: 

H (v + 
. + a) ' (3) 

und zweitens kSnJ~en Summen zu Grunde gelegt werden~ die sich aus einer 
~ Function und Differentialquotienten yon ihr zusammensetzen lassen. 

¥on diesen Veraltgemeinerungen soll im Folgenden abgesehen werden. 

§ 3 .  

Betraehtung des Falles n = 2. 

Wir wollen nun zun~chst den Fall n ~ 2  ins Auge fassen. In diesem Falle 
kSnnen wit die Functionen bilden: 

~(v)5~(v)q~,~(v), ,~(v) ~$r(u) 1, 3 13 ~----~---u ~ r : 5 ~  ~ 
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wobei die GrSssen a, und a~ als constant angenommen werden. Zwischenje 
ftinf derselben, die dieselbe Characteristik besitzen, besteht dann mindestens 
eine lineare Relation. Wir w~thlen die Characteristiken 5, 1, 3~ 13, so erhalten 
wir die Systeme : 

9~ (v) a +o (~) 

a~ (v) a +i (~) 

a~(v) a +, (,,) 

aa (~) a +,, (~) 

, ag (v) q,, (u) , a , (v )~ , (~ )~ , (u ) ,  a~(v)a~(v)q~(,,), a ,  (,,) z , ,  (,,) q,,, (,~) , 

, z ~ ( v ) Z , ( . ) ~ ( ~ ) ,  ~:(v)~,(~) ,  z~ ( , )~ ,~ (v )~(~) ,  . o (v )~(~)~ ,~(~) ,  

, ~(v)z~(v)+~(~) ,  ~ (v )a ,~ (v )+ , (~ ) ,  .~v~,~(u), ~ ( v ) ~ , ( . ) + , ~ ( ~ ) ,  

, ~ (v) a, ,  (v) ¢~(,0, a~ (v) a~ (v) ~, (u), a~ (v) a, (v) ~, (,,), a~ (v) q,,, (u). 

Zwischen den Gliedern je einer Horizontalreihe besteht dann fiir ~ = 1 
und ~ ~ 2 je eine lineare Relation. Die Coefficienten bestimmen sich un- 
mittelbar mit Hiilfe der Betraehtungen des ersten Paragraphen. Setzen wi t :  

X¢ ----- 2r (a) ~r (u), (I) 

y()) = 1 a 2r (v)o 2~ (v) (2) 
2~ ~u~ -%(v)' 

so erhalten wit die beiden einfachen Systeme yon partiellen Differentialglei- 
chungen : 

x~ 
- -  - yl ~) • x, - y ~ .  x~ - -  yig" x,.~, 

x--2-~ = ~ y~)" X5 --]- ~ log a l, (~) 

u~ 6q g~ 

x,~ . y~) a , .  - -  y~) x, - -  . x, + y(:). x~ + ~ log a l,~ (~) 

(a) 

Es kSnnen hieraus andere. Systeme hergeleitet werden, darunter ein sol- 
ches welches zwischen den drei Functionen x,, x~, x,a besteht. Eine Glei- 
chung desselben wiirde lauten: 

It" ~ x, ~ x, ~ 2. ,  (v)o ..%a .~a (a) ~,a (a) o 
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§4 .  

I)er Fall n----3. 

Im Falle n----3 sind die folgenden Functionen zubetrachten: 

~o iv) ~ (v~ ~/(v) ~ (u), ~ (v) ~ (v) ~-7-~  ' ~' (1,) ~35 iv) ~:~ ~. +~(u)u~-~, ' 

wobei die GrSssen a, und a~ in allen Functionen den n~mliehen Werth be- 
sitzen. Zwisehen je zehn derselben 1 die dieselbe Charaeteristik besitzen~ bes[eht 
dann mindestens eine ]ineare Relation. Wit beschr~inken uns auf die Cha- 
racteristick : 

[: :] 
und wollen unter dieser goraussetzung die Funetionen : 

~(v)~(v)~,(v)~(u), r : l ,  3, 13, 51 

untersuchen. :Nehmen wir r-----1, so kSnnen wir uns offenbar auf die vier 
Funetionen besehr~tnken : 

~ (v) ~ (v) ~, (u), 

wenn for 2 gesetzt wird 5, 1~ 3~ 13. Es sei dieses das Quadrupel (1). 
Fiir r = 3 wi~hlen wir das Quadrupel (2): 

~5 (v) ~ (v) ~ (v) ~ (u), 

wobei fiir fl und 7 resp. gesetzt ist: 

5~ 13; 3, 1; 02~ 4; 14~ 34. 

Ffir r ~ 13 wahlen wir das Quadrupel (3): 

~ (v) ~ (v) ~ iv) ~,~ (~), 

wobei ftir ft und 7 resp. gesetzt ist: 

51 3; 1~ 13; 02~ 14; 34~ 4. 

Fiir r ~ 5 endlieh wi~hlen wir das Quadrupel (4): 

~ (v) ~ (v) ~.l iv) ~ (u), 
Annali di Matematica, tomo I. 36 
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wobei fiir ~ und y gesetzt ist resp. : 

5~ 1; 13, 3; 02, 34; 4, 14. 

Wir erhalten dann 4 Quadrupel oder auch 16 Functionen, die denselben 
characteristischen Bedingungsgleichungen Geniige leisten. Yon besonderer Be- 
deutung ist es, neun derselben zu finden, welche linear yon einander unabh~ingig 
sind. Es kann das auf mehrfachem Wege geschehen. Jedenfalls gilt der 

Lehrsatz: Die vier Functionen des ersten Quadrupels~ drei beliebige eines 
anderen Quadrupels und je eine der beiden iibrigen Quadrupel sind linear 
yon einander unabh(ingig. 

Wit wollen den Beweis ffir einen speciellen Fall kurz andeuten. Wir- 
fragen, kSnnen die Constanten c derart bestimmt werden, dass die Glei- 
chung besteht : 

~, (v+a)  Zc~b~(v)~-~(v+a)(c3'  ~i(v)~,3(v)+c~" b~(v)b,(v ) ~- c3~'~-o~ ~ (v) ~ (v)) 

-~- c',~ ~,~ (v -~ a) ~ (v) ~ (v) + c~' 25 (v -~- a) ~ (v) 2,3 (v) = 0 ? fi : 5, 1, 3, 13. 

Setzen w i r v  ~-~---a, so folgt c5 '~  0, analog ergiebt sieh c',3 ~-~- 0. Eine 
lineare Beziehung zwischen den vier Functionen des ersten Quadrupels und 
drei Funcfionen eines anderen Quadrupels kann aber keines falls bestehen, wie 
aus dem Folgenden hervorgeht. 

Aehntich folgt der Lehrsatz: 
Die vier Functionen des ersten Quadrul)els bilden mit je zwei Functio- 

hen zweier anderer Quadrupel und einer Function des iibrig bleibenden Qua- 
drupels ein System von linear yon einander unabMingigen Functionen. 

Jedenfalls sind wir also im Stande eine Reihe yon Systemen yon je neun 
Funetionen anzugeben, die linear yon einander unabh~ingig sind. 

Daneben abet giebt es Systeme yon weniger als neun Funetionen, zwi- 
sehen denen eine lineare Relation thats~ichlich besteht. Es gilt der 

Lehrsatz : Zwischen den acht Functionen je zweier Quadrupel besteht 
eine lineare Relation. 

Es folgt das entweder aus den yon uns aufgestellten Prineipien oder abet 
wit kSnnen dlese Relationen aus den bekannten Additionstheoremen herleiten~ 
wenn wir erw~igen, dass die Functionen : 

sich dutch die Thetafunctionen mit den Argumenten v und a darstellen 
lassen. 
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Nehmen wir ferner diejenigen 10 Funetionen, die aus den vier Functio- 
hen des ersten Quadrupels und je zwei Funetionen der drei anderen Qua- 
drupel bestehen, bei welchen nur die Thetafunctionen .%(v)~ ~,(v), ~(v),  ~,a(v) 
vorkommen, so muss zwisehen ihnen eine lineare Relation bestehen. Man 
iiberzeugt sich leicht, dass die Glieder, die zu dem ersten Quadrupel gehSren, 
fortfallen miissen, so dass zwisehen den seehs definirten Gliedern der drei an- 
deren Quadrupel eine lineare Relation bestehen muss. Nach leichten Be- 
trachtungen ergiebt sich dieselbe in der Form: 

~ (u) A - -  ~a (u) B -[- ~,~ (u)(~' - -  k *) C = 0, (1) 

wobei gesetzt ist: 

A = 3 .~3 (v)~ 
u~ 

~,a (v)o ($3 (a) -5,3 (a) ~. (v) .~, (v) -[- 25 (a) u (a) ~3 (v) -9,3 (v)) 
i t  

~3 (v), (-~,3 (a) .55 (a) 2-~ (v) ~,3 (v) --[- $3 (a) ~,  (a) ~. (v).Sz (v)), B - -  ? ~' (v)o ? 

C - -  ~ ,~,~(v)o V Zt (v). (_% (a) ~3 (a) ~ (v) 2-3 (v) -- .~,3 (a) -5, (a) ~,~ (v).~ (v)). 

Offenbar ist diese G]eiehung nicht die einzige ihrer Art,  sondern als 
Repr~sentant einer Categorie yon Beziehungen anzusehen. 

Wir haben im Vorhergehenden gezeigt, dass e s  Systeme "con neun 
Functionen : 

~, (v) ~ (v) ~ (v) q~,. (u), 

giebt, die linear yon einander unabh/ingig sind. An ihre Stelle kSnnen auch 
Systeme anderer Art treten, z. B. solche, die aus sieben geeignet gew/ihlten 
unter ihnen und den beiden GrSssen: 

~_3 ~ ~, (u) 

bestehen. Jedenfalls l/isst sich eine jede zu n---= 3 gehSrende Function mit 

r, I] demselben Nultiplicator und der Characteristik I1 mit ttfilfe irgend eines 

der genannten Systeme darstellen. Zu diesen Functionen gehSren Differential 
aus drfieke erster und zweiter Ordnung. Die entspreehenden Darstellungen 
ergeben dann Differentialbeziehungen erster und zweiter Ordnung. Die Be- 
ziehungen erster Ordnung bieten zun~tchst kein grSsseres Interesse dar, wohl 
aber ist dasselbe mit den Differentialbeziehungen zweiter Ordnung der Fall. 
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Naeh dam soeben entwickelten kSnnen wir jedenfalls den Ansatz machen: 

_,(v) =~,(u)~c~}(v)+~/u)(~ ~(v)~,~(vl+c;'~o~(V)~',(v)) 
(2) 

+ ,~,~ (u) (c',~ ~ (v) ~ (v) + c",~ ~o, (v) ~i, (v)) + c', ~ (u) ~ (v) ~,~ (v). 

Die Bestimmung der Constanten hat keinerlei Schwierigkeiten. Es er- 
giebt sich die Differentialgleiehung: 

~t XJ 
x, (c--  2 ' = y , -  2 y~) - -  2 x~. y,~ 

Genau so wird : 

l og  a ~ (:~) (3) 

~' x----A-' = x, (c' - -  2 k ~ y~ - -  2 ~' y~) ) 

__x~.y,,(y?[~l°gals(~')__~O~, ~]'°gala(:Q)+x,3.yaOl°gal's(°~)O~, ~ ,  , /t (4) 

(5) 
2 x3. yl~ g? ~ log~ a:~,h (~) -{- 2 xt~. y~ ~ log0a~l)a (~.) 

Bei den GrSssen y, und y,~ ist der obere Index 1, bei y~ der obere 
Index 2 fortgelassen. 

Jede dieser drei G]eiehungen ist der Repr/isentant eines Systemes yon 
Differentialgleichungen) denen die drei Functionen x,~ x~, x~3 Gentige leisten. 

Nehmen wir die Gleichung hinzu: 

k~X~ Ox~ ~o~(v)o ~a .~s(a)5,s(a) 

so kSnnen wir die GrSsse y.~. x,~ eliminiren und erhalten die drei Differential- 
gleiehungen : 

~o Xt 
--~u~ ~ x ' ( c - - 2 y ~ - - 2 Y ~ 3 ) - - 2 x ~ ' Y ~ 3  ~l°g~a~.,h(z), Ii 

---- x, (,,' - -  2 k' y,' - -  2 ~' y~3) + c'~ x3 • Y" ' i 
~,z, 0 logaZ,~(~)(k, 0 x, ~x,~ 

----x,(c,"--2k'y~, 2 ~ ~ c " - -  Y 3 - - 2 ~ ' y , ~ ) +  3 x~, y,3~ 
wobei die iibrig gebliebenen Constanten unmittetbar zu bestimmen sind. 

(6) 
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In diesen Gleichungen kommen noch die beiden GrSssen x, und x~ vor. 
Man kann schliesslich auch noch x~ eliminiren und kommt dann zu 2 Diffe- 
rentialgleichungen, denen x~ allein Genfige leistet. Wirwithlen die Formen: 

- ~ ~.,~ ~ (a )  ~,--~, + ~ ,  (~) ~ ~.~ 

~ (a~ 

~ ~ u~ 

(s) 

ttierbei haben wir gesetzt: 

(~ '  )) M, = c~ + 2 k * y~ ~- .. o3 (a) --  ~* "~t3 ( a  
,',~ 34 

(a) ,'~ - ,~ ( ) )  2 - - ' z ~ a  - -  25 '~ a 

¢.2 

M.~ =-- c~ 2 c, y i -  2 ,'~4 o - -  -~o ~,~ (a )  y.~ - 2 c' • ,3 yh .  

Die beiden Constanten c,' und c',3 haben die Form:  

. o~ (~*) 

c,' = .~o~ (a) 9 ~ 

c',~ = .%~ (a) - -  

= ) ,-~ 03 ( a  

0 ~5 (a) 

3 ¢- ¢-- 

2 k .'~.' ~,3 (a) Zo, (a) ~o3 (a) + ~, ..'34 ~,a (a). 

Damit sind die wichtigsten zu n ~---3 gehSrenden Differentialbeziehungen 
abgeleitet. Es mSge bemerkt werden, dass die entsprechenden Gleichungen 
ftir ~, (u) sich etwas einfacher gestalten (*). 

(~) In Bezug hierauf wird auf eine Note des'-Verfassers inden Comptes Rendus dieses 
Iahres (4 April) verwiesen. 
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§~.  

Betrachtung des Falles n = 4. 

Im F a l l e n  ~ 4 sind die Funeti0nen zubetrachten : 

~, (v) ~ (v) .~ (v) ~ (v) ~ (u), ~ (v) ~ (v) ~ (v) --YiTU~. ' 
~ ~ 4~ (~), 

wobei die Gr5ssen a~ und a~ wieder bei allen Functionen denselben Werth 
besitzen sollen. Zwischen je 17 unter ihnen, die dieselbe Characteristik be- 
sitzen, besteht dann mindestens eine lineare Relation. Wir wollen als Cha- 

raeterist ikdie GrSsse[~ ~]wfihlen and unsvon  vorneherein aufd ieGrSs-  

sen beschr/inken : 

..,~ (v) ~ '-s (u) .~.~ <~ g,, (~) 

wobei bei den ersten Producten die Characteristiken fl, 7, ~ r so zu wahlen 
sind~ class ihre Summe gleich der Charaeteristik yon 2-, (v) ist. Bei der zweiten 
Art yon Produeten kSnnen wir uns darauf beschriinken 13 der Reihe naeh 
gleich 5, 1, 3, 13 zu setzen. 

Setzt man ftir r der Reihe naeh 5, l~ 3~ 13 so werden sich stets neun 
linear yon einander unabhiingigo Produete: 

~, (v) ~ (v) .~., (v).~ (v) ~,, (u), 

ergeben, auf welche alle andern redueirt werden kSnnen. In der Wahl herrseht 
bekanntlich eine grosse Manffigfattigkeit. Es kSnnen z B. fiir r =  1 an 
Stelle yon ¢~ 7~ ~) die Werthsysteme gesetzt werden : 

5~ 5~ 5; 5~ I~ 1; 5~ 3~ 3; 5~ 13~ I3;  1~ 04~ 23; 1~ 2~ 12; 

3~ 2~ 23; 13~ 12~ 23; 13~ 1~ 3. 

Wir erhalten auf diesem Wege 36 Functionen der genannten Art. E~ 
ist zu untersuchen~ ob unter ihnen 16 linear yon einand(n " unabh~ngige exi- 
stiren. Es kann diese Frage¢ wie iiberhaupt die Frage nach den linearen 
Beziehungen zwischen den Functionen~ die zu n = 4 gehSren, aehnlieh behan- 
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delt werden~ wie bei n ~---3. Fiir unsere Zwecke geniigt es aber vollkommen 
ein einziges System yon 16 linear yon einander unabhiingigen Functionen zu 
kennen. Wir w~thlen das folgende. Fill" r ~  1 nehmen wir die vorhin ange- 
gebenen Werthsysteme fi, 7, d fiir r =  3 w/ihlen wir an Stelle ~on fir 7, ~ 
die Systeme : 

13~ 13~ 13; 13~ 1~ 1; 13~ 3~ 3; 5~ 2~ 04; 5~ 1~ 3; 

schliesslich kSnnen die beiden Produete genommen werden: 

~ (v) ~ (v) ~,~ (~), ~, (v) ~ (s) ~o (~,). 

Durch diese 16 Functionen lassen sich die iibrigen yon uns eingeffihrten, 
resp. lineare Verbindungen derselben linear ausdriicken. Yon besonderem In- 
teresse sind diejenigen ]inearen Verbindungen, welehe sich ledig]ieh mit Hiilfe 
van ~ (u) darstellen lassen, bei welchen also die Gtieder mit den Faetoren 
~.~ (u), ~3 (u)~ ~5 (u) fortfallen. Die entsprechenden Gleichungen sind Differen- 
tia]g]eichungen fiir die GrSsse ~, (u) allein. Diese Frage wollen wit al!gemein 
15sen. Hierbei ]egen wit das Haupt gewicht auf die Bildung der linearen 
Yerbindung - -  ist dieselbe erfolgt, so ist die Darstellung in der Form ~, (u) M~ 
wo M eine Thetafunction 4te~ " Ordnung ist, ohne alle Schwierigkeit vor- 
zunehmen. Wit wollen zun~iehst die linearen ¥erbindungen yon Differential 
ausdriieken erster Ordnung untersuehen. Eine leiehte Betrachtung zeigt~ dass 
in den b~idcu Ausdriicken: 

o (v) ~ . z,~ ( v ) - ~ - ~ - ,  

die Constanten sieh stets in der angegebenen Weise bestimmen lassen. Es 
geschieht das~ indem der Reihe naeh gesetzt wird: 

8t 8~.. v ~ - - - - a , + ~ ,  v ~ - ~ - - a ~ + - ~ ,  

8t 8~ 
wobei unter ~-, ~- halbe Perioden verstanden sind~ welche die Function ~, (v) 

in die ungeraden Thetafunetionen fiberfiihren. Wir erhalten dann den: 
Lehrsatz : Die Function ~, (u) leistet den beiden Differentialgleichungen 

Geniige : 

(v, a) +' 
,,---5- = ~' (u) ~ + ~ , 

wobei gesetzt ist : 

F (v, a) = '~ (v + a) ,~, (v -- a) 
~ (v) 
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oder auch : 

F (v, a) = 

Es fragt sich im 
iineare Verbindungen 

.~I ( .)  ~-~ ' 
~ --1 " '  tv) 

~5 (v) ~ (a) iv) ~-~ ~ ..~ (a) (v) 

Anschluss an dieses Resultat, 
der GrSssen : 

ob es nicht noch andere 

,giebt, welche sich als 
hung darstellen lassen. Jedenfalls kSnnen wir uns darauf beschr~tnken, 
driicke zu untersuchen: 

:> 

wenn f7 )(v) und f~2j(v) die Formen besitzen : 

/7 > (v) = cl ') • ~ (v) + c7'. ~ (v) + c~ ') • ~ (v) ,  

f i  "~, (v) = ci"' • ,~ (v) + c?..~.~ (v) + c.~"' • ~ (v). 

Product yon ~l (u) und einer Thetafunetion 4 ter 0rd- 
Aus- 

(1) 

Um diese Untersuchung durchzuffihren, denken wir uns die Substitu- 
tionen halber Perioden angewandt, for welche 2, Iv) der Reihe nach tibergeht 
in 23 (v), 2~3 (v), 2~ (v), 2o4 (v), ~o~ (v) und die entsprechenden Functionen f 
eingefiihrt~ die wh' bezeichnen wo]len durch: 

.-- '~' ~ (v) + ~)  ~ f~) (v) - c y  ~ (v) + c~ -~ (v) ,  

fT~ (v) ----- c7 ) ~ 3  (v) + c~ ~) ~ (v) - -  c~" ~ (v) , 

f~2 (v) = - -  cT : ~  (v) - c'~ ~' ~ (v) + q ) ~  (v) , 

f ~  (v) = q ) . v ~ ,  (v) - c'~ ~ ~ (v) - -  ~'~) ~'~ t'3 "~12 (V),  

~,~ .~ ~ (v) + c ?  ~-,~ (v). 

Setzen w i r v  = -  a,  so mfissen die entsprechenden Ausdriicke : 

f(') (v) ~ + ( '0  ~ ~, , 
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versehwinden, so dass wir die Gleiehungen erhalten : 

fl ') (o) + l~: f~' (a) = 0 ,  

f ~ ' ( a ) =  0 ,  

f ~  (") + e~ fi~ (a) = 0 ,  

f~ (a) = O, 

f ~  (a) + f ~  (a) = 0 ,  

f~¢~ (a) + ),: fd'  (a) = 0. 

(2) 

Die Gleiehungen sind auflSsbar und zwar wird ilmen Oeniige geleistet, 
w e n l l  w i r  S e t z o l l :  

f'# (v) = & (a) ~,o (a) ~o, (a) ~? (v) 

q_ .Vi, ..5,`2 ~ ~ .V̀2 ..V, ~ (a).5o(a)2~(a), 13 , J 
, ~ 3  " . 4  3 4  , .a '23 " ,-,I 3 4  ( 

- ~ f ?  (v) = & (a) ,~o (a) &: (a) ~ (v) ~ (s) 
1 , ~ 

~" ¢a2 i 
"J24 i =- v '~`24 (a).~0 

Hierbei mi3ge ,:laran erinnert werden, das,~ die Beziehung besteht: 

~ ~'- ~ ~ • ~=~(v) + - o -  (v) .  

Die Weiterfiihrung des Problems hat keinerlei Schwierigkeiten. Wir 
finden den : 

Lekrsatz : Die l]~owffon ~, (u) lei~tet einer Differentialfleichuny erster 
Ordnung Gen@e : 

f~"(v) ~ + f ?  (v) ~ = ~, (u) ~ , 

wenn unter M eine gew6hnlicke Thetafunction 3 t~'' Ordnung yon der Charac- 
teristik Null  verstanden wird. 

Damit sind die linearen Ausdriicke der Differentialquotienten erster Ord- 
hung erschSpft. 

Wit nehmen jetzt die zweiten Differentialquotienten hinzu. Unter Be- 
r~ieksiehfigung der ResuItate des vorigen Paragraphen, insbesondere tier Gtei- 

chungen (7, 8) kSnnen wit uns auf einen dersc, lben besehr~inken z. B. pu---~ ~ , 

ferner folgt aus den zuletzt gefundenen Resulhqten, dnss wir als allgemeinsten 

Annali di Malemaliea, t o m o  L 3 7  
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zu betrachtenden Ausdruck die Griisse w~hlen kSnnen: 

+ (v) ~ - I - - ~  , (4) 

wobei "~) ul (v) und '~) gl (v) die Form haben: 

g, (v) = c~'). ~ ( v )  + c1'~. ~3  (v), 
gf2) , (v) = c ? .  ~ (v) + c~ ~ • ~-~ ~ (v) + ci~-~ ~ 

Stellen wir aehnliche Betrachtungen~ wie vorhin an~ so erhalten wit den 
Lehrsalz : Die Function ~, (u) leistet der Differentialgleichung Genilge: 

~o,(a),5o(a)Zs(a)2,(a) ~ + ~13(6/) ~.9'1 (V) ~ 1  + g~2, (V) ~ ,  i] == -~ (,)  

wobei gesetzt ist : 

~.ot (a):5~ (v) -{-- c Zo (a) • ,~.~ ( v ) ,  

"~5 (V) .(2} 

2~. 5 , .  So (a) 2,3 (a) c = --  (2,~. 5 , , .  Z3 (a) 2o, (a) + ~" ...~. 2~4. So~ (a) ~, (a)). 

Unter N ist eine gewi)hnliche Thetafunction 3 t~'" Ordnung yon der Cha- 
racterislik Nul l  verslanden. 

Hiermit sind auch die definirten Differenfialgleichungen zweiter Ordnung 
vollst~ndig entwickelt. 


