Ueber Systeme von Differentialgleichun-
gen, denen die vierfach periodischen
Functionen zweiter Art Geniige lei-
sten.

(Von Martiy Krause in Dresden.)

Die vierfach periodischen Functionen sind in neuerer Zeit mehrfach zur
Integration von Differentialgleichungen gebraucht worden. Gewisse Rota-
tionsprobleme sowie andere physicalische ‘Probleme fithrten zu Differential-
gleichungen, die mit Hiilfe der genannten Functionen integrirt werden konnten.
Es moge in Bezug hierauf auf Arbeiten von Weser (*), Kowarevskr (**)
und Koerrer (***) hingewiesen werden. Daneben haben Caspary und Jansge
andere Methoden angegeben, mit deren Hiilfe Differentialgleichungen der
angegebenen Art/aufgestellt werden konnen. Bei der grossen Einfachheit
dieser Betrachtungen mégen sie kurz characterisirt werden. Caspary zeigt
einerseits (****), dass die Thetafunctionen mit den sechszehn Coefficienten gm»
einer orthogonalen Substitution zusammen héngen, deren Determinante

(*) Anwenduny der Thetafunctionen zweier Verdnderlichen auf die Theorie der
Bewegunyg eines festen Korpers in einer Flissighelt. Math, Annalen, Band 14.

(**) Sur le probléme de la rotation d'un corps solide autour d'un point five. Acta
Math., tome 12. Sur une propriélé du systéme d'équations diff. qui définit la rotation d'un
corps solide autour d'un point five. Acta Math., 14.

(%) Sur le cas traité par M.me KowaLevsk: de rolation d’un corps solide pesanl
antour dun point five. Acta Math., 17, Ueber die Bewegung cinen fesles Kérpers in einer
Flissigkeit. Journal fiir Math., Band 109. Ueber die Darstellung der Richiungs cosinus elc.
Berichte der Berliner Academie, 1895, Journal fiir Math. Band 116.

(*##%) Jowrnal fir Math., Band 94, pag. 74-86; Comptes Rendus, Tome 104, pa-
gina 490-493,
Annali di Malematica, tomo 1. 35
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gleich ¢* ist und andrerseits (*) mit 15 Grossen in Verbindung stehen, die er
Elemente eines Orthogonalsystemes nennt. Unter den letzteren sind die neun
Coefficienten a,,,, einer orthogonalen Substitution von der Determinante 1 ver-
standen, sowie die sechs aus ihnen gebildeten Grossen :

ph:"—(a'!kda!l‘{"aekdazl—[—agkfl a31)

2,3

» 3y 10,
1

' 1
hy by 1 =2
3 72/

)
Vh == 4 a1 + ar. d azp + aps d azs .

Mit Hiilfe dieser Grossen ist es einerseits moglich die algebraischen Rela-
tionen abzuleiten, welche zwischen den hyperelliptischen Functionen bestehen,
andrerseits (**) aber auch Systeme von Differentialgleichungen herzustellen,
welchen jene Functionen Geniige leisten, insbesondere diejenigen, zu denen
Weser in der citivten Arbeit kommt., Ismxke (***) bat dann die Untersu~
chungen von Caspary fortgesetzt, indem er 28 Elemente eines orthogonalen
Sechzehnersystemes einfithrt. Diese 28 Elemente bestehen aus den 16 von
Caspary eingefithrten Grossen ¢, und zwdlf weiteren, die definirt sind durch:

IPrs=—(g1id g+ guid goj + G2i d g5 + dis d 9.5) ,
g r s =g @ gjs + gin & g + gin d gjs + gis d g1
g =g+ 9u + g5 -+ g,
wobei die Indices in bestimmter Weise zu wihlen sind. Die Bezichungen,
die zwischen diesen Grossen bestehen fiihren zu einer Reihe von Differen-
tialgleichungen, darunter auch derjenigen, die in der Rotationstheorie eine
Rolle spielen und von den schon genannten Autoren behandelt worden sind.
‘Im Folgenden soll nach anderer Richtung hin vorgegangen werden. In der
Theorie der doppelt periodischen Functionen haben sich die Functionen
2tr Art auf Grund der ausgezeichneten Arbeiten von Hrrmite und Picarp
von besonderer Bedeutung fiir die Integration von Differentialgleichungen
gezeigt. Es soll nun versucht werden, nachzuweisen, dass im Gebiete der

(¥} Conptes Rendus, 111, pag. 225-237: Liouviine, Journal de Math. (1) VI, pa-
gina 367-104; Annales de Uécole Normale (3) X, pag. 253-201
(*¥) Comptes Rendus, 112, pag. 1305-1308.
(¥*#) Berichte der Berliner Academic, Jahrgang 189G, pag. 1023-1030. Jowrnal [ir
Math., Band 118, pag, 224-233.
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vierfach periodischen Functionen aehnliche Theorien entwickelt werden kon-
nen, indem zunichst fiir gewisse Fundamentalfunctionen die Existenz von
Differentialgleichungen nachgewiesen und diese Differentialgleichungen fir die
einfachsten Fille wirklich aufgestellt werden. Es kniipft diese Betrachtung
an eine frithere Arbeit des Verfassers (¥) an, deren Resultate weitergefiihrt
werden. Im Uebrigen liegen soweit dem Verfasser bekannt noch einige Ar-
beiten iiber dieses Gebiet vor und zwar sind dieses Arbeiten von Procarp und
Arpern (¥*), welche sich mit gewissen Systemen von partiellen Differential-
gleichungen 2% Ordnung beschiiftigen, deren Coefficienten vierfach periodi-

sche Functionen sind und fiir diese eine Anzahl fundamental wichtiger Sitze
enthalten.

§ 1.
Definition und Reihenentwickelungen der fundamentalen Functionen.

Unter v,, v, resp. a,, a, wollen wir die Argumente von Thetafunctionen
zweler Veriinderlichen, unter u,, u, resp. o, «, dic Argumente der entspre-
chenden hyperelliptischen Functionen verstehen. Dann definiren wir eine Fun-
etion y, (4., u,) durch die Gleichung:

,.(zw{—a)e T T TR,

s ((Z) (i)

o

s (they Ua) = 7 (u) =

wobel gesetzt ist:

o5 o [ 2 <
o LB by g 108 2 o) 31og &5 (),

ey g — 2 Py
" Qwdus ' " + 0 ul 2

Differenciren wir logarithmisch nach «, und wu,, so erhalten wir:

glogyr(uw)  dlogSy(v-+a) dlogSs(a) (0%log 5s(v)o ", +- 02 log Is (v)o " )
dur 0 0 o ( 0 ul ! dudus °)?

ologyr(u) 0Olog%e(v-ta) dlog 55(a) (@2 log S5 (v)o ", + 0t log S5 (v)o "
0 e o 0 ts 0 ue 0 U 0 ue ! Bu§ N

(*y Jowrnal de Math., par Liovvinne (4), tome I, 1887,
(##) Comples Rendus, tome XC, pag. 296, 731, tome XCII, pag. 692,
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Aehnlich ergiebt sich :
dlox 7, (u) 0logSe(v+a) 0dlogJs(a) (82 log 95 (a) u + 7t log Ss (a) " ) i
T o TN g o 0ol ! 0o 0o ) (

dlog zr(u)  dlogSe(w+a) olog S (Q)_(&i log S5 (a}u n ot log Ss (@) " ) s
e T 0 us 0 a2 0o 0o ! 0ol 2

Durch entgprechende Subtraction erhalten wir:

04r(w)  0yr(n)

=g U+ Go U,

0 s 0 oy
0/r () _0yr(u) @
au? o BOCZ =g2.ul+g3°u27
wobei die Grossen g durch die Gleichungen definirt sind:

_ 0*log 55(a)  0tlog S (a)e

="z doi
__0%log S5 (a) 0% log Ss (a)

A P PR PN P ()
_0?logSs(ay  ¢*log Ss (a) )

" A PT:
Wir sind nun berechtigt, den Ansatz zu machen:

Ly (u) == zozm %:n Cmpn * Uy o Uy (6)

Mit Hiilfe der soeben angestellten Entwickelungen ergeben sich dann die
Recursionsformeln :

(m }- 1) Cm+im — aac:‘n =01 " Cn-1n + Ge* Cmnt y
(0

a mn
(m + 1) Cmpt+y— aco:g =0 Cm-1n+ 93" Cmn—s -
Die Grosse ¢,, ist bekannt und zwar gleich:
-%r (a)

::;—=c'al,.(a),

dann sind die iibrigen Constanten aus den obigen Gleichungen bestimmt und

@)
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wir erhalten als einfachste Werthe :

a alr (O() . 8 al: (“)
S e i Tk
2020=03 alr( ) +c-al (2)g,,
9 aly (O() (9)
2en=c s +C al, (“)925
2%208 al, (a)-}—c al (a)gs. /

Ferner kann bekanntlich die Function :

.5'5(1)) ¢ !

nach Potenzen von u, und u, entwickelt werden, so zwar, dass die Coeffi-
cienten sich ganz und rational durch %°, 22, p* darstellen lassen. Unter sol-
chen Umstéinden finden wir den:

Lehrsatz : Die Function:
_ xalog Jy(a)
35-374(1) -+ a) fdoe e

(Pr(u)="§"—'€—(7;")"e , €11, 2

kann nach Potenzen von u, und u, entwickelt werden. Von dem gemesnsamen
Factor ¢ abgeschen kinnen die Coefficienten als ganze rationale Functionen
der hyperelliptischen Functionen mit den Argumenten o entwickelt werden.
Als Constanten treten die Grossen k2, 3%, p* ganz und rational auf.

Die sechs ersten Coefficienten haben dabei die vorhin angegebenen
Werthe o, Cocy Cuy Coo, City Cose

Die Functionen ¢, (u) sind dann vierfach periodische Functionen 2% Ord-
nung und zwar wollen wir sie als fundamentale ansehen. Als Nenner ist die
Grosse 9, (v) gewihlt worden. Es ist das geschehen, weil der Nenner der
hyperelliptischen Functionen auch 9;(v) ist Andrerseits konnte eine jede an-
dere 9 — Function als Nenner genommen werden. Wihlen wir die Function
9o (v) und modificiren demgemiss die anderen Factoren, so kommen wir zu

einer Function :

3 0log: F (a)
Jo-Sr(w+a) Due

or () = B OEION ; (10)
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welche das unmittelbare Analogon zu derjenigen Function im Gebiete der
doppeltperiodischen Functionen ist, welche fiir die Theorie der entsprechen-
den Differentialgleichungen als fundamentale gewaehlt worden ist (*¥). Of-
fenbar ist es im wesentlichen gleichgiiltiz, welche der Functionen wir zu
Grunde legen, zumal die lineare Transformation, sowie die Substitution halber
Perioden die Mittel an die Hand giebt, um aus der einen Categorie die an-
dere abzuleiten. Wir wollen die Function ¢, (#) zunaechst beibehalten.

§ 2.

Existenz von Systemen von Differentialgleichungen,
denen die Functionen ¢, (#) Geniige leisten.

Es ist nicht schwer, nachzuweisen, dass die Functionen ¢, () unendlich
vielen Differentialgleichungen Gentige leisten, deren Coefficienten vierfach
periodische Functionen sind. Wir nehmen dazu zunéchst die Ausdriicke :

Gon pop M Tm=p, m>ptl (1)

Dieselben sind ganze transcendente vierfach periodische Functionen dritter
Art von der Ordnungszahl m, die einen gewissen Multiplicator besitzen. Etwas
aehnliches findet fiir die Functionen Statt:

Zi'u' ';,Jr (21')

S (v) & (v) == - (@)
dv{ - 0 vy

wobel m, p, 11, p. denselben Bedingungen wie vorhin Geniige leisten. Das
Product ist iiber alle Thetafunctionen zu erstrecken, m; sind beliebige ganze
positive Zahlen oder Null. Auch diese Grossen sind ganze transcendante vier-
fach periodische Functionen 3% Art und zwar von der Ordnungszahl:

n=m -+ Y ms,

denen ein ganz bestimmter Multiplicator zu kommt. Ialten wir n, ferner die
Grossen a und der Multiplicator fest, lassen dagegen die Grissen m, ms,

(¥) Siehe das Werk des Verfassers: Theorie der doppelt periodischen Functivien ciner
verdnderlichen Grésse, 1lter Band, Leipzig, 1897.
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”, tt, t, % innerhalb der angegebenen Grenzen variiren, so ergeben sich
Functionen won der Eigenschaft, dass zwischen je n* -+ 1 derselben minde-
stens eine lineare Relation bestehi. Derartige Relationen sind dann entweder
lineare Beziehungen oder Differentialgleichungen, denen die Functionen ¢, ()
Gentige leisten. Die Coefficienten sind in beiden Fillen gewthnliche vierfach
periodische Functionen. Unter den Differentialbeziehungen werden zwei Ca-
tegorien von besonderer Bedeutung sein. Erstens sind es diejenigen, denen ein
Quadrupel von Functionen ¢, (u) Gentige leistet. Wir wollen uns im Folgen-
dem auf ein solches beschranken und zwar das Quadrupel s (1), ¢, (u), ¢ (%),
¢ (u). Fiir dasselbe werden im Allgemeinen vier zusammengehérende Glei-
chungen aufgestellt werden konnen. Damn aber wird zweitens besonderes
Gewicht auf diejenigen Differentialgleichungen zu legen sein, denen eine der
Functionen ¢, (¥) allein — und zwar wihlen wir ¢, (#) — Geniige leistet.
Es sollen fiir die einfachsten Werthe von n eine Reihe von Gleichungen der
beiden genannten Categorien aufgestellt werden, daneben sollen auch einige
der wichtigsten Beziehungen hinzugezogen werden, die zwischen den Gros-
sen , (1) selbst bestehen.

Es mbge bemerkt werden, das die Betrachtungen, die wir angestellt
haben, nach mehrfachen Richtung hin verallgemeinert werden konnen. Erstens
konnen an Stelle der Functionen ¢, () allgemeinere Functionen gesetzt wer-
den, die die Form haben:

U5, (v+ a) et

NS (v 4+ a) ’ (3)

und zweitens konnen Summen zu Grunde gelegt werden, die sich aus einer
¢ — Function und Differentialquotienten von ihr zusammensetzen lassen.
Von diesen Verallgemeinerungen soll im Folgenden abgesehen werden.

§ 3.
Betrachtung des Falles n = 2.

‘Wir wollen nun zuniichst den Fall n=2 ins Auge fassen. In diesem Falle
konnen wir die Functionen bilden:

N o a"r )
554 0), %0, 05, 1,3, 13,
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wobei die Grossen a, und «a, als constant angenommen werden. Zwischenje
finf derselben, die dieselbe Characteristik besitzen, besteht dann mindestens
eine lineare Relation, Wir withlen die Characteristiken 5, 1, 3, 13, so erhalten
wir die Systeme :

95 (v )8;5 &u) » S3(0)ds (), Ss(0) S () di(u), 35(v) (V) s (), F5(0) 345(v) dia(w),

0 KIJi (%)

%:(v) s 95(0) 91(0) ¢ (1), S5 (), F5(0) 1 (0) §s (), F5(0)F5(0) s (),

Si(v >”3 <“> 35(0)S2(0)ds (1), 55 (D) F0 (O (W), SIOV(), S4(0) 3,0 bus(w),

34‘;3

S3(v) —5—— ’ S (0) 95 (0) g5 (1), 35(v) S (V) u(w); S:(¥) 31 (V) s (u), 93(v) s (u).

Zwischen den Gliedern je einer Horizontalreihe besteht dann fiir e =1
und ¢==2 je eine lineare Relation. Die Coeflicienten bestimmen sich un-
mittelbar mit Hiilfe der Betrachtungen des ersten Paragraphen. Setzen wir:

e = $7(a) $ (1), (1)
=g Tk, ®

so erhalten wir die beiden einfachen Systeme von partiellen Differentialglei-
chungen :

a 1% £

T = =y =y we— - w,

ED : , Ulogal:(/) ’ .

T =Wt o =yl n g e,

8 X3 (‘) (5) a 10g a l3 (0{,) (;) (3)
ausm——yi'xs’*'ysé'wl'i‘ ac‘(s_““xs—y,'-x,3,

0 1 p P P ologals (=

—_Bu.s- Yo xe— Y x +y 2+ ""—g-g'a"f“-) Ty«

Es konnen hieraus andere. Systeme hergeleitet werden, darunter ein sol-
ches welches zwischen den drei Functionen z,, z,, ., besteht. Eine Glei-
chung desselben wiirde lauten:

; S S Ssla)Suisla),,
e 3.84__‘?_&:_9 04(72) 3 3&) 13{&)]‘?3: __‘(

dus  Ous Ous  S250 S (a)Zs(a)

2)y1) x ____y{g) xw
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§ 4.

Der Fall # = 3.

Im Falle » = 3 sind die folgenden Functionen zubetrachten :

0% 4r (w)

F————
3%; Bus‘

wobei die Grossen a, und @, in allen Functionen den ndmlichen Werth be-
sitzen. Zwischen je zehn derselben, die dieselbe Characteristik besitzen, besteht
dann mindestens eine lineare Relation. Wir beschrinken uns auf die Cha-

racteristick :
1 1
1 1)

und wollen unter dieser Voraussetzung die Funectionen :
95 (v) 35 (0) &, () §r (), 7:1, 3, 13, 5,

untersuchen. Nehmen wir # =1, so kdnnen wir uns offenbar auf die vier
Functionen beschrénken :

% (0) 9 0) % () 4 (), S10) 3 (0 2, 530)

5 (v) 9% (0) 1 (),

wenn fir 8 gesetzt wird 5, 1, 3, 13. Es sei dieses das Quadrupel (1).
Fiir » = 3 wihlen wir das Quadrupel (2):

35 (v) 35 (v) 9y (v) s (w),
wobei fiir 8 und y resp. gesetzt ist:
5, 135 3, 1; 02, 4; 14, 34.
Fiir » =13 wihlen wir das Quadrupel (3):
35 (v) 9 (v) Sy (¥) dis (),
wobei fir 8 und y resp. gesetzt ist:
5, 3; 1, 13; 02, 14, 34, 4.
Fiir » =5 endlich wihlen wir das Quadrupel (4):

55 (v) 38 (v) & (V) s (u),
Annali di Malematica, tomo 1. 36
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wobei fiir 8 und y gesetzt ist resp. :
5, 1; 13, 3; 02, 34; 4, 14.

Wir erhalten dann 4 Quadrupel oder auch 16 Functionen, die denselben
characteristischen Bedingungsgleichungen Geniige leisten. Von besonderer Be-
deutung ist es, neun derselben zu finden, welche linear von einander unabhingig
gind. Es kann das auf mehrfachem Wege geschehen. Jedenfalls gilt der

Lehrsatz: Die vier Functionen des ersten Quadrupels, drei beliebige eines
anderen Quadrupels und je eine der beiden ibrigen Quadrupel sind linear
von einander unabhingig.

Wir wollen den Beweis fiir einen speciellen Fall kurz andeuten. Wir-
fragen, konnen die Constanten ¢ derart bestimmt werden, dass die Glei-
chung besteht :

S+ a) XepSpw) S (v Fa)(e S (0) S () + ¢ 53 (0) S (V) 65 S0 (0) 94 (0))
F 80+ a) @S @) 6 S(vta)3 () S5 (v)=0? B:5, 1,3, 13,

Setzen wir v = —a, so folgt ¢,’ = 0, analog ergiebt sich ¢, = 0. Eine
lineare Beziehung zwischen den vier Functionen des ersten Quadrupels und
drei Functionen eines anderen Quadrupels kann aber keines falls bestehen, wie
aus dem Folgenden hervorgeht.

Aehnlich folgt der Lehrsatz:

Die vier Functionen des ersten Quadrupels bilden mit je zwei Functio-
nen zweier anderer Quadrupel und einer Function des 4ibrig blethenden Qua-
drupels ein System von linear von einander unabhingigen Functionen.

Jedenfalls sind wir also im Stande eine Reihe von Systemen von je neun
Functionen anzugeben, die linear von einander unabhingig sind.

Daneben aber giebt es Systeme von weniger als neun Functionen, zwi-
schen denen eine lineare Relation thatsichlich besteht. Es gilt der

Lehrsatz : Zwischen den acht Functionen je zweier Quadrupel besteht
eine lineare Relation.

Es folgt das entweder aus den von uns aufgestellten Principien oder aber
wir konnen diese Relationen aus den bekannten Additionstheoremen herleiten,
wenn wir erwigen, dass die Functionen:

3 v+ 0a)S(v—a),

sich durch die Thetafunctionen mit den Argumenten v und @ darstellen
lassen.
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Nehmen wir ferner diejenigen 10 Functionen, die aus den vier Funectio-
nen des ersten Quadrupels und je zwei Functionen der drei anderen Qua-
drupel bestehen, bei welchen nur die Thetafunctionen 3;(v), &, (v), ,(v), 3:5(v)
vorkommen, so muss zwischen ihmen eine lineare Relation bestehen. Man
iiberzeugt sich leicht, dass die Glieder, die zu dem ersten Quadrupel gehdren,
fortfallen miissen, so dass zwischen den sechs definirten Gliedern der drei an-
deren Quadrupel eine lineare Relation bestehen muss. Nach leichten Be-
trachtungen ergiebt sich dieselbe in der Form:

Ps (u) A — 95 () B 4§15 (u) (@ — &) C =0, (1)
wobei gesetzt ist:

053 (Zﬂ)u 0 13 (?ﬂo

A = T IR EEE R (5, (a) 31 (@) 9 (0) 34 (0) + 55 (0) 34 (0) 35 (0) 30 (0),
B = ? "é’u(‘”)" £+ (”)0 (513 (@) 35 (@) 35 (v) 215 (v) -+ %5 (@) 51 (@) 31 (v) 35 (v)),
C= s ;s;:;(g = a“” ”)0 (Qs(l) {{I} s (?}) <3 (?7)-" i (a) < (Q) Fis (’l}) '9’(,0))'

Offenbar ist diese Gleichung nicht die einzige ihrer Art, sondern als
Reprisentant einer Categorie von Beziehungen anzusehen.

Wir haben im Vorhergehenden gezeigt, dass es Systeme von neun
Functionen :

25 (0) 95 (0) 3y (v) g (w)

giebt, die linear von einander unabhingig sind. An ihre Stelle konnen auch
Systeme anderer Art treten, z. B. solche, die aus sieben geeignet gewihlten
unter ihnen und den beiden Grossen:

X

o ()
() 0w

(0

bestehen, Jedenfalls ldsst sich eine jede zu n=3 gehorende Function mit
demselben Multiplicator und der Characteristik E ﬂ mit Hiilfe irgend eines

der genannten Systeme darstellen. Zu diesen Functionen gehoren Differential
aus driicke erster und zweiter Ordnung. Die entsprechenden Darstellungen
ergeben dann Differentialbeziehungen erster und zweiter Ordnung. Die Be-
ziehungen erster Ordnung bieten zundchst kein grosseres Interesse dar, wohl
aber ist dasselbe mit den Differentialbeziehungen zweiter Ordnung der Fall.
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Nach dem soeben entwickelten konnen wir jedenfalls den Ansatz machen:
E) 1 \ f o 2 1" a

£10) 2 — ) Bien 530) + )0 5600 u(0) + 65" Su0)24(0)

+ dis ( u) (C,sa 95 (v) S5 (v) + C”i\s o2 (0) S14 (0) 4 €5 s (w) 35 (v) F45 (V).

Die Bestimmung der Constanten hat keinerlei Schwierigkeiten. Es er-
giebt sich die Differentialgleichung :

8’ T

(2)

0 Iog als (ac)

Mi__r,(r—-Zy-—Zym)-—st Y — 5 (3)
Genau so wird :
az
Z)mg’u —an(d—2kyi— 2wyl

()
logals(2) | 0logals(a dlogalis (« 2
— Ty Y3 (f"z 69113( + 8“23( )) +xg3’yswgaam:a ); /

~

%““”‘(C”"27“‘?/?—2y§--2fx‘y?s)
2
(5)

Bei den Grossen y, und y,, ist der obere Index 1, bei y, der obere
Index 2 fortgelassen.

Jede dieser drei Gleichungen ist der Reprisentant eines Systemes von
Differentialgleichungen, denen die drei Functionen z,, z;, z,; Geniige leisten.

Nehmen wir die Gleichung hinzu:

5%‘1 39:4 9.404 (1))0 .423 ~3(a)~13 (Z)
2 e S e 2 _— _— R
3 U1 8 e B Uy rJS ~12 uu ((1) 75 (a) ] ym (k2 y'e) T2 yz T1s )
8o konnen wir die Grosse y; - 2., eliminiren und erhalten die drei Differential-
gleichungen :
o0* dlogal{«
-31—3;{=x,(c—-2y';’—2yf3)—2x3-y,3 —%ﬁ——(ﬁ,
82 &L 810gal.3 (0!) @ _ %
0 s 0 us 0 o ( du 0 ue)

zxi(cxl“"2]522/1‘"‘2#29?3)'*‘03’333‘,%3,

0% z dlogalis(a)(,, 0 0x
3u§+2 0 %2 (],;2___ )

dws 0 ue
=X, (Ci” — 2k ?/? -2 .7/2“" 2 P‘ ?/?3) -+ ey Yis,y
wobei die iibrig gebliebenen Constanten wnmittelbar zu bestimmen sind.
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In diesen Gleichungen kommen noch die beiden Grossen z, und z; vor.
Man kann schliesslich auch noch 2, eliminiren und kommt dann zu 2 Diffe-
rentialgleichungen, denen z, allein Gentige leistet. Wirwihlen die Formen:

_ka.u~03(a)a¢‘ ()%j‘ )
. (M
o1 (@) Sos (a) Z13 (@) o o §
T2 s (a) (’ w0 m) oo M /
Sos (@)
< 02 4
S 03 ((l) 957(:’) a :’? )

(8)

,~x3(a\

@Sl st sy U@ o S
- 21“ (a) a@ha%:+ ,5‘% ;3(0) 3oc aue '\Li N Mg.

Hierbei haben wir gesetat:

M, — o420 i (2 %5 (0) — 1 54 0)
—2 5@ g+ 2y (SR (0 = S @)

M,=¢ —2c¢/ 1 ./1—2"": ~¢3(a)y§—-20'.3y33-

Die beiden Constanten ¢, und ¢',; haben die Form:

Csf == «903 (a) ‘2—57(:}} E k3 = ((g:(“;)\a’) S.M {a) + k‘ 34 3:3 (0})7
P So3 (a) A
iz = 95 (@) Zso:zm — = (g;)?, Z;)l 2 + » "m 5‘:3 (a).

Damit sind die wichtigsten zu n = 3 gehtrenden Differentialbeziehungen
abgeleitet. Es moge bemerkt werden, dass die entsprechenden Gleichungen
fir ¢, (u) sich etwas einfacher gestalten (*).

(*) In Bezug hierauf wird auf ¢ine Note dessVerfassers inden Comptes Rendus dieses
Tahres (4 April) verwiesen.
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§ 5.
Betrachtung des Falles n=4.

Im Falle n = 4 sind die Functionen zubetrachten :

S5 (0) S (0) 5y (0) Sa(0) §r (), SE(V) 55 (v) &y (0) oa,/, (u)

S0) 5 (0) gl

wobel die Groéssen a, und @, wieder bei allen Functionen denselben Werth
besitzen sollen. Zwischen je 17 unter ihnen, die dieselbe Characteristik be-
sitzen, besteht dann mindestens eine lineare Relation. Wir wollen als Cha-

racteristik die Grosse E H wihlen und uns von vorneherein auf die Gros-

sen beschrinken :

5 | : 22 () 5% () O e () 291 (u)
Ss(0) S (v) 3, () Sa (0) 4 (), SE(v) 5% (v) a0t (v) T T

wobei bei den ersten Producten die Characteristiken 8, 7, ¢, » so zu wihlen
sind, dass ihre Summe gleich der Characteristik von =, (v) ist. Bei der zweiten
Art von Producten konnen wir uns darauf beschrinken 8 der Reihe nach
gleich 5, 1, 3, 13 zu setzen.

Setzt man fiir » der Reihe nach 5, 1, 3, 13 so werden sich stets neun
linear von einander unabhiingige Producte:

73 (0) S (0) 7, (v) 32 (v) §r (W)
ergeben, auf welche alle andern reducirt werden konnen. In der Wahl herrscht

bekanntlich eine grosse Mamfigfaltigkeit. Es koénnen z B. fir r =1 an
Stelle von 8, 7, ¢ die Werthsysteme gesetzt werden :

5 b, by b, 1, 1; 5, 3, 3; 5, 13, 13; 1, 04, 23; 1, 2, 13;
3, 2, 23; 13, 12, 23; 13, 1, 3.
Wir erhalten auf diesem Wege 36 Functionen der genannten Art. Es
ist zu untersuchen, ob unter ihnen 16 linear von einander unabhingige exi-

stiren. Es kann diese Frage, wie iiberhaupt die Frage mnach den linearen
Beziehungen zwischen den Functionen, die zu n = 4 gelioren, achnlich behan-
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delt werden, wie bei n= 3. Fiir unsere Zwecke geniigt es aber vollkommen
ein einziges System von 16 linear von einander unabhidngigen Functionen zu
kennen. Wir wihlen das folgende. Fiir » =1 nehmen wir die vorhin ange-
gebenen Werthsysteme 8, 7, 4 fiir r =3 wihlen wir an Stelle von 8, v, 0
die Systeme :

13, 13, 135 18, 1, 1; 18, 3, 3; 5, 2, 04; 5, 1, 3;
schliesslich konnen die beiden Producte genommen werden :
S5 (0) S3(0) da ()5 S5 (0) S5(0) s ().

Durch diese 16 Functionen lassen sich die iibrigen von uns eingefiihrten,
resp. lineare Verbindungen derselben linear ausdriicken. Von besonderem In-
teresse sind diejenigen linearen Verbindungen, welche sich Jedigliech mit Hiilfe
von ¢, (u) darstellen lassen, bei welchen also die Glieder mit den Factoren
$s (1), iz (u), s (u) fortfallen. Die entsprechenden (leichungen sind Differen-
tialgleichungen fiir die Grosse ¢, (u) allein. Diese Frage wollen wir allgemein
losen. Hierbei legen wir das Haupt gewicht auf die Bildung der linearen
Verbindung — ist dieselbe erfolgt, so ist die Darstellung in der Form ¢, (u) M,
wo M eine Thetafunction 4%r Ordnung ist, ohne alle Schwierigkeit vor—
zunehmen. Wir wollen zunichst die linearen Verbindungen von Differential
ausdriicken erster Ordnung untersuchen. Eine leichte Betrachtung zeigt, dass
in den beiden Ausdriicken :

2 e e O (n
S ) Y e 55 (v) ( ),

Uy
-t 0 ue

die Constanten sich stets in der angegebenen Weise bestimmen lassen. Es
geschieht das, indem der Reihe nach gesetzt wird :

St 82 .
01=~—-—ag—§—2—, 02=~a2—{-§a

wobei unter g, ‘;—2 halbe Perioden verstanden sind, welche die Function 3, (v)

in die ungeraden Thetafunctionen iiberfiihren. Wir erhalten dann den:
Lehrsatz : Die Function ¢, (u) leistet den beiden Differentialgleichungen
Geniige :

2,0 S — g, (52 4+ 2L,

0 e 0 te
wobei gesetzt ist:

F (v, 0)— Si{v+e) 5 (v~ a) ,

EHUEHC)
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oder auckh :

F(v,a)=~§§§g+:h ”;3(‘{;)‘“3()_{_&2 13(”)

(v) 5 (@) S5 1iv) S¢a) 35 (v)

Es fragt sich im Anschluss an dieses Resultat, ob es nicht noch andere
Jineare Verbindungen der Grossen :

N I
HORPIOE PR

giebt, welche sich als Product von ¢, (#) und einer Thetafunction 4fe* Ord-
nung darstellen lassen. Jedenfalls kénnen wir uns darauf beschrdnken, Aus-
driicke zu untersuchen:

(e 01 4+ 0024, )
wenn f{ (v) und P (v) die Formen besitzen :
Do) =5 0) e S50+ - 55 0),
@) =t - 51 0) e - 35 0) - S 1)

Um diese Untersuchung durchzufiibren, denken wir uns die Substitu-
tionen halber Perioden angewandt, fir welche 5, (v) der Reihe nach iibergeht
in S3(0), S (v), Su(), S0 (®), S (v) und die entsprechenden Functionen f
eingefithrt, die wir bezeichnen wollen durch:

£ 0) = — 35 0) + e 510) + ¢ 53.0),
B (0) = S (v) + 5 % (v) — c? 35 (v),

51 (V) = — ¢ S5 (V) — & %5 (v) + ¢ 3G (v),
50) = e S4u () — o 55 (0) — 8 5% 0),
() = 6l 38 (0) + 6 3 (0) o 334 (1),

Setzen wir v = — @, so miissen die entsprechenden Ausdriicke:

0 0) g2 +
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verschwinden, so dass wir die Gleichungen erhalten :
79 (@) + & £2 (a) = 0,
£ (@=0,
(@) + p fi3 (@) =0,
foi(@)=0, \
6 (@4 foi(e) =0,
0 (1) + ¥ fii2 (0) = 0.

Die Gleichungen sind auflosbar und zwar wird ihnen Gentige geleistet,
wenn wir setzen :

L T———— .

@)

1 (v) = %5 (@) 3, (@) S0 (@) &5 (v)

Sia - Sie S
T S () S ()30 (@) S30) + o ;wawam%wwaw,(
: R 3)
— it [P () = S5 (a) 30 (@) So: (a) 55 (v)
+ T 20(0) 93(0) 5, (@) S5 (0) + TETE 2 (0) S0(a) 5(a) Fs (v).

Hierbei moge daran erinnert werden, dass die Beziehung besteht :
525 () =— 55, - ST (v) 4+ 35, S (v) + S5 5% (v).

Die Weiterfiihrung des Problems hat keinerlei Sehwierigkeiten. Wir
finden den:

Lelrsatz : Die Funciion §, (u) leistet einer Differentialyleichung erster
Ordnung Geniige :

L WAL M
) 52 7 (0) 2 = () 52

wenn unter M eine gewihnliche Thetafunction 3 Ordnung von der Charac-
teristik Null verstanden wird.
Damit sind die linearen Ausdriicke der Differentialquotienten erster Ord-
nung erschipft.
Wir nehmen jetzt die zweiten Differentialquotienten hinzu. Unter Be-
riicksichtigung der Resultate des vorigen Paragraphen, insbesondere der Glei-
N . . v A
chungen (7, 8) konnen wir uns auf einen dersclben beschrénken z. B. -5—5; )
&}
ferner folgt aus den zuletzt gefundenen Resultaten, dass wir als allgemeinsten

Annati di Malemalica, tomo 1. 37
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zu betrachtenden Ausdruck die Grosse wihlen kénnen :

aa;;-%g”(v)”%g@?()a*‘ (4)

wobei ¢ (v) und ¢ (v) die Form haben:
g ) = - S5 0) + el 9% (0),
gr' (@) = ¢ St () + ¢ - 55 (v) 43 - S5 (v).

Stellen wir aehnliche Betrachtungen, wie vorhin an, so erhalten wir den
Lehrsate : Die Function §, (w) leistet der Differentialgleichung Geniige:

so,(a).eo(a)ss(a)w(a)%;;+u (a>( OFARE m()au) 4‘(”)?%7)

wobei gesetet ist:
#3(0) 97 (0) = %61 (0) 55 (0) +- ¢ 55 (a) 55 (),
B 55 (0) g7 (0) = — 53 (0) 55 (v) + 56 (@) S5 (v),
20 5450 (0) S (@)= — (31 S 53(a) 50 (8) + S05 - Saiv Soula@) 3, (@),

Unter N ist eine gewdhnliche Thetafunction 3'" Ordnung von der Cha-
racteristik Null verstanden.

Hiermit sind auch die definirten Differentialgleichungen zweiter Ordnung
vollstindig entwickelt.

g



