
U e b e r  die  q u a d r a t i s c h e  T r a n s f o r m a t i o n ,  
4 u r c h  w e l c h e  die  E b e n e n  des  R a u m e s  
in e in  S y s t e m  y o n  F l ~ c h e n  z w e i t e r  
O r d n u n g  mit  g e m e i n s a m e m  Pol te trae -  
tier i i b e r g e f i i h r t  w e r d e n .  

(Iron H. E. TIMERD:SS in Strassburg.) 

Nachdem Herr RE~E dutch seine Abhandlung im 48. Bande der Math. 
Annalen die Aufmerksamkeit wieder nachdriicklich auf die bisher sehr ver. 
nacht~ssigten nieht wechselseitig eindeutigen quadratischen Verwandtschaften 
hingelenkt hat, indem er sie insbesondere zu einer ergiebigen Diskussion der 
rationalen Fl~ehen benutzte, scheint es an der Zeit zu sein, diejenigen beson- 
deren F~lle dieser Yerwandtschaften aufzusuchen, die auch eine'einfache 
analytisehe Behandlung gestatten. Man kSnnte hierbei zun~ichst an die um- 
gekehrt zweideutigen Transformationen denken~ bei denen also die Fl~tchen 
zweiter Ordnung~ in die die Ebenen des Raumes iibergehen~ entweder alle 
denselben Kegelsehnitt oder dieselbe Gerade und dieselben zwei Punkte oder 
dieselben sechs Punkte gemein haben. Diese F~ille erweisen sich auch nieht 
als ungeeignet fiir die analytisehe Behandiung~ nur der letzte~ der fiir die 
synthetische Behandlung der n~ichstliegende ist~ scheint sich in analytischer 
Beziehung ganz der ein-vierdeutigen Verwandtschaft~ bei de r  die Fl~ichen 
zweiter Ordnung nut die Ecken eines Tetraeders gemein haben~ unterzuordnen. 

Weitaus einfaeher gestaltet sich aber die Darstellung~ wenn die quadra- 
tischen Fl~chen alle ein gemeinsames Poltetraeder haben~ denn dann driicken 
sich die transformirten Coordinaten einfach durch die Quadrate der ursprting- 
lichen und diese also umgekehrt durch die Quadratwurzeln jener aus. Diese 
Verwandtsehaft benutzte WXLnELM ST.(~:L (ira 101. Bande des Crelle'schen 
Jou~mals~ S. 73)~ um aus der Tangentenfi~che der biquadratischen Raum- 
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curve zweiter Art die desmische Fl/iehe 12. Ordnung herzuleiten, indem er 
dem inneren Grunde der yon Salmon zufiillig gemachten Bemerkung nachging', 
dass die erstere Ft/iche in die letztere iibergeht, wenn man bei geeigneter 
Wahl des Coordinatensystems in ihrer Gleichung die ¥eri~nderlichen (lurch 
deren Quadrate ersetzt. Stahl hat gleichzeitig die in Rede stehende Ver- 
wandtschaft kurz charakterisirt~ zwar nur soweit~ als es ftir sein Problem 
nStig war, aber dutch dasselbe nahm er gerade alas Schwierigste vorweg. 

Am niitzlichsten abet erweist sieh die genannte Verwandtsehaft fiir die 
sog. Steiner'sehe Fliiche und zwar liegt dies daran, class sie sofort ihre 
einfachste Abbildung auf eine Ebene liefert. So viele bemerkenswerte Eigen- 
sehaften man auch ffir die Fl~chen erh~tlt, die als entspreehende Gebilde an- 
derer, insbesondere quadratiseher, F1Kehen erseheinen, sie lassen doch~ so 
lange die Beziehung keine eindeutige ist, vor a]lem die ¥ollsffindigkeit ver- 
missen. Wit halten kS abet doch fiir keinen lqachteil, wenn aueh die Grenzen 
deutlich hervortreten, bis zu denen der Nutzen einer bestimmten Methode 
reicht. Das Feld, auf dem sich diese besondere quadratische Transformation 
als erspriesslich erweist~ bleibt immerhin ein sehr weites, und Beaehtung 
verdient es auch, dass~ so einfach die Verwandtschaft selbst, in analytischer 
und rein geometrischer Beziehung, ist, so verwickelt und schwierig doch die 
Verhiiltnisse werden kSnnen, zu denen sie sehliesslich f~hrt, und so ausseror- 
dentlich mannigfaltig die Gebiete, in die sie den Weg leitet. 

ERSTER ABSCHNITT. 

Das Gebfiseh der quadratisehen Fl~ichen mit !Iemeinsamem 
Poltetraeder. 

1. Das Gebfisch der quadratischen Fl/ichen mit gemeinsamem Polte- 
traeder ist wohl zuerst yon PxlsvIN in einer sehr reichhaltigen~ abet nicht 
systematisch geordneten Arbeit (*) untersueht worden. Sp~ter ist es in einer 
Preissehrift yon K. MEISTEa behandelt (**). Herr REY~ hat ihm im Anhang 
zum letzten Band seiner Geometric der Lage einen Abschnitt gewidmet~ in 

(~) Crelle's Journal, Bd. (13. 
(~*) Scbl6milch's Zeitschrift, Bd. 34. 
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dem dfe wesentlichen Eigenschaften zusammengestellt sind. Wir wollen kurz 
hervorheben~ was fiir unsere Zwecke n6tig |st. 

2. Das gemeinsame Poltetraeder tier quadratisehen Fiiichen wol[en 
wir als das Haupttetraeder T bezeiehnen umt auf dasselbe homogene Coordi- 
naten x,~ x~ x~ r x4 beziehen. Dann stellt sich eine beliebige Fl/tche f des 
Gebfischs, (f)3 dutch eine Gleichung yon folgender Form dar: 

a,  x , '  - [ -a~  x.~ * + a3 x3* -[- a,  x4 ~ = 0. 

Die Fl~ichen des Gebfisehs gehen dureh die Collineationen~ diedas Haupt- 
tetraeder unge/indert lassen, in einander fiber. 

3. Durch die 8 assoziirten Sehnittpunkte dreier Flitchen des Gebiischs 
gehen seehs Ebenenpaare des G-ebiisehs, die je eine Kante des Hauptte- 
traeders zur Ax¢~ haben. Von den Verbindungslinien je zweier der 8 Punkte 
gehen durch jede Ecke des Haupttetraeders .~ier. Von den fibrigen zwSlf 
sehneiden sich zwSlfinal je zwei auf einer Kante des Haupttetraeders, wiih- 
rend gleiehzeitig ihre Verbindungsebene dureh die Gegenkante geht. 

4. Ffir die 8 assoziirten Punkte sind die Quadrate der Coordinaten 
einander gleich und die Coordinaten selbst daher bis auf die Vorzeiehen 
dieselben. Durch beliebige Aenderung der Vorzeichen erhatten wir somit aus 
einem Punkte die 7 assoziirten. Diese Vorzeichen~inderungen stellen 7 Invo. 
lutionen dar. Von denselben sind 4 centriseh und 3 gesehaart. Die Eeken 
des Haupttetraeders sind die Centren und die gegenfiberliegenden Seitenfl/i- 
then die zugehSrigen Involutionsebenen der centrisehen Involutionen, und 
je zwei Gegenkanten des Tetraeders sind die Axen der gesehaarten Invo- 
lutionen. 

5. t)ureh die centrischen [nvolutionen gehen aus einem Punkte eines 
Oktupe]s vier andere hervor~ aber dieselben Punkte gehen auch aus irgend 
einem der drei noch fibrigen :Punkte dureh dieselben Involutionen hervor. Die 
letzteren drei saint dem ersten :Punkte gehen ihrerseits ebenfalls durch die 
vier centrischen Involutionen aus irgend einom der fibrigen Punkte hervor. 

Das Oktupel der assoziirten Punkte erseheint so in zwei Quadrupel ge- 
sonderL Ein Punkt des einen Quadrupels geht durch die vier centrischen 
Involutionen in die Punkte des anderen Quadrupels und dureh jede dieser 
lnvolutionen geht ein Quadrupel in das andere fiber. 

Dureh die drei geschaarten Invotutionen geht ein Punkt eines Quadrupels 
in die drei fibrigen Punkte desselben Quadrupels fiber und jedes Quadrupel 
somit in sich setbst. 
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6. Beide Quadrupel sotlen einander assoziirt heissen. Die Punkte eines 
Quadrupels iiegen zu je zweien mit einer beliebigen Kante des Haupttetrae- 
ders in zwei Ebenen, die die Eckpunk/e der Gegenkante harmonisch trennen, 
und dieselben Ebenen enthalten auch das assoziirte Quadrupel. Auf den Ge- 
raden, die die Punkte eines Quadrupels mit einer Ecke des Hauptetraeders 
verbinden, liegen auch die Punkte des assoziirten Quadrupels. 

Zwei assoziirte Quadrupel bilden die Ecken zweier Tetraeder, Ti und T~, 
die zu einander vierfach perspektive Lage haben, indem die Projektionscen- 
tren mit den Ecken des Haupttetraeders T zusammenfallen. 

Es miissen abet auch die Geraden, welche einen Punkt eines Quadrupels 
mit den Punkten des assoziirten Quadrupels verbinden, durch je einen Eckpunkt 
des Haupttetraeders laufen. Es hat also auch jedes der Tetraeder T~ und T~ 
vierfach perspektive Lage zum Haupttetraeder T, indem die Projektionscen- 
tren jedesmal die Ecken des noch iibrigen dritten Tetraeders sind. 

Die drei Tetraeder 2', T,, T~ befinden sich also in der bekannten des- 
mischen Lage (REz~E, in den Acta Mathematica, Bd. I, S. 99). 

7. Zwei assoziirte Punktquadrupel bilden die Ecken yon zwei Tetrae-- 
dern~ deren Ebenen zwei assoziirte Ebenenquadrupel bilden. Ffir solche 
Ebenenquadrupel gelten genau die reziproken S~itze wie ffir die analogen 
Punktquadrupel. 

8. Zwei Gruppen yon 8 assoziirten Pmlkten lassen sich auf 8 ver- 
schiedene Arten so durch 8 Gerade verbinden, dass diese 8 Geraden selbst 
assoziirt sind und mit den assoziirten Punkten durch die 7 Involutionen in 
einander fibergehen. 

Acht assoziirte Gerade teilen sich in zwei Quadrupel, derart dass die 
Geraden des einen Quadrupels der einen Regelschaar und die Geraden des 
anderen Quadrupels der anderen gegelschaar eines und desselben Hyperbo- 
loids angehSren. Die 16 Punkte, in denen die Geraden des einen Quadrupe]s 
sonach die Geraden des anderen Quadrupels schneiden, verteilen sich zu 
vieren auf die Ebenen des Haupttetraeders. 

9. Drei Gruppen von 8 assoziirten Punkten lassen sich auf 64 wr- 
sehiedene Arten so durch 8 Ebenen, die aus jeder Gruppe einen Punkt 
cntlmlten, verbinden, dass diese 8 Ebenen se]bst assoziirt sind. 

Insbesonderc sind die Tangentialebenen einer Fl~iche des Gebiischs (f).~ 
in 8 assoziirten Punkten selbst 8 assoziirte Ebenen und lassen sich so in zwei 
Quadrupel teilen, dass die Ecken der yon beiden Quadrupeln gebildeten Te- 
traeder wieder 8 assoziirte Punkte sind. 
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10. Yon diesen Betrachtungen lassen sich sehr bemerkenswerte An- 
wendungen auf die Raumcurve vierter Ordnung erster Art machen. Man 
erh~lt so alle die Sittze~ die H. Se[mSTEI~ in seinem Bfiehlein fiber diese 
Curve auf S. 47 ft. entwickelt. 

11. Um die Flfichen des Gebiisehs (f)~ die alle ein gemeinsames Pol- 
tetraeder T haben~ eindeutig auf die Ebenen des Raumes zu beziehen, braucht 
man nur von einem beliebigen festen Punkte P beziiglich aller dieser Fli~chen 
die Potarebenen aufzusuehen (*). Zu jeder Ebene ~ gehSrt dann aueh nut 
eine Fl~iche des Gebiisehs, da die polare Verwandtschaft dureh das Polte- 
traeder T und die entsi)rechenden Elemente P und ~ eindeutig festgelegt 
ist, und damit aueh ihre OrdnungsflSehe. 

12. Dem Ft/tehensysteme (f)~ gehSren vier Biindel yen Kegeln an, deren 
Scheitel immer eine Eeke des Haupttetraeders T ist~ wShrend die in tier Eeke 
sieh sehneidenden Kanten ftir den Kegel ein Poldreikant bilden. Diesen Kegeln 
sind die Ebenen zugeordnet, die dureh je eine Eeke des Haupttet,'aeders gehen. 

13. Dem Systeme (f)8 gehSren seehs Bfisehe] yon Ebenenpaaren an, 
die mit je zwei Ebenen des Haupttetraeders als Doppelebenen eine Involu- 
tion bilden. Diesen Ebenenpaaren sind die Ebenen zugeordnet, die dutch je 
eine Kante des Haupttetraeders gehen. 

14. Dem Systeme (f)~ gehSren vier doppelt ziihlende Ebenen an: die. 
Ebenen des Haupttetraeders. Diese Ebenen sind sieh selbst zugeordnet. 

15. Der Durehsehnittseurve zweier Fl~tchen des Systems (f)3 entsprieht 
allemal die gerade Linie, ill tier sieh die den FlSehen entspreehenden Ebenen 
sehneiden. Aeht assoziirten Punkten, in denen sieh drei Flitehen des Systems 
sehneiden, entsprieht ein einziger Punkt. 

16. Den Raum des Systems (f)3 wotlen wit als den Raum (x) be- 
zeiehnen, den Raum tier den Flitehen des Systems entspreehenden Ebenen 
als Raum (X)~ indem wir gleiehzeitig Coordinaten, die sieh auf den ersten 
Raum beziehen, mit kleinen Buehstaben, und solehe, die zum zweiten Raum 
gehSren, mit grossen Buehstaben sehreiben. 

Das H~mpttetraeder T solten beide R~tume gemein haben, indem die 
Eeken, Seiten und Kanten dieses Tetraeders sieh selbst entspreehen. 

17. Urn nun die Beziehung der Fl~ehen des Systems auf die Ebenen 
des Raumes (X) analytiseh auszudrfieken, w~hlen wir als den festen Punkt 

(*) RI.:YI,~, Geomel~'ie &'r La.qe, 3. Bd. der 3. Anti., S. 112. Vgl. auch sei~o, lei;zte 
AJ'bcit iiber' dic's~.'n Gegenstand, Math. Ann., l 'd .  48. 
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den Einheitspunkt, d. h. den Punkt, dessen Coordinaten, auf das Hauptte- 
traeder bezogen, alle einander gleich sin& Dann entspricht der Fl/iche: 

a, x~' + a~ x~ ~ + a3 xa ~ + a~ x ;  2 ~ 0 ,  
die Ebens : 

a, X ,  -4-a, X2 "4" a3 X3 -1- a, X ,  = 0 ,  

und die Beziehung zwisehen den Punkten der beiden R~ume driickt sieh 
einfaeh aus wie folgt: 

p X~ ~ x, ~ , 

p X2 --=- x2 , 

p 323 ~ x3 ~ , 

p X~ = xl ~ . 

Die Coordinaten eines Punktes des Raumes (X)  sind proportional den Qua- 
draten der Coordinaten der entspreehenden Punkte im Raume (x). 

(Smgekehrt sind die Coordinaten eines Punktes des Raumes (x) propor- 
tional den Quadratwurzeln aus den Coordinaten des entspreehenden Punktes 
im Raume (X). 

18. Aus dieser Darstellungsform der Verwandtsehaft ist sofort ersicht- 
lieh, dass sinem beliebigen Punkte des Raumes (X) asht Punkte des Rau- 
rues (X) zugeordnet sin& Liegt aber der Punkt in einer Ebene des Haupt- 
tetraeders, so sind ihm nut vier und zwar in derselben Ebene gelegene 
Punkte zugeordnet, ]iegt er auf einer Kante des Haupttetraeders, so sind 
ibm zwei Punktje derselben Kante zugeordnet, und die Eeken des Hauptte- 
traeders endlich entspreehen nur sish selbst. 

19. Die biquadratisehe Raumeurve des Raumes (x), die einer Geraden 
des Raumes (X) entspricht, zerf~llt, wenn diese Gerade eine Kante des Haupt- 
tetraeders trifft, in zwei Kegelsehnitte, die zum Haupttetraeder folgende 
ausgezeiehnete Lags haben. Sis sehneiden sich auf der Tetraederkante in 
zwei Punkten, die die auf der Kante liegenden Eekpunkte harmoniseh 
lrennen, ihrs Ebenen sehneiden sieh darum in dieser Tetraederkante und 
trennen gleichzeitig die in der Kante sieh sehneidenden Ebenen des Tetrae- 
ders harmoniseh. 

20. Geht die gerade Linie des Raumes (X) durch eine Eeke des 
Haupttetraeders T, so zerNllt die entsprechende Curve des Raumes (z) in 
vier Gerade, die alle dureh dieselbe Eeke von T und deren Verbindungs- 
ebenen paarweise durch eine Kante von T gehen. 
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21. Liegt die gerade Linie des Raumes (X) in einer Ebene des ttaupt- 
tetraeders, so entspricht ihr ira Raume (x) ein doppelt zu z~hlender Ke- 
gelschnitt derselben Ebene, fiir den die in der letzteren liegenden Kanten 
und Ecken des Haupttetraeders ein Poldreieek bilden. 

22. Umgekehrt entspricht einer geraden Linie des Raumes (x) ein Kegel- 
schnitt im Raume (X), weleher die ,tier Ebenen des Haupttetraeders beriihrt (*). 

Einem jeden solehen Kegelsehnitt des Raumes (X) entspreehen aber aueh 
immer S assoziirte Gerade des Raumes (x), und wie man zwei Gruppen as- 
soziirter Punkte auf 8 Arten dutch 8 assoziirte Gerade verbinden kann (8), 
so giebt es auch 8 Kegelsehnitte, die dutch zwei gegebene Punkte gehen 
und vier feste Ebenen ber0hren. 

Die in irgend einer Ebene liegenden unter den in Rede stehenden Ke- 
gelschnitten bilden eine Schaar und sind dem Vierseit einbesehrieben, in dem 
die Ebene das Haupttetraeder schneider. Ihnen entsprechen im anderen 
Raume die beiden Regelschaaren der der Ebene zugeordneten Regelfl~che. 
Dureh jeden Punkt der Ebene gehen zwei dieser Kegelschnitte. 

23. Trifft die Gerade im Raume (x) eine Kante des Haupttetraeders, 
so bertihrt der entsprechende Kegetschnitt dieselbe Kante und die zwei Ebenen 
des ttaupttetraeders, die sich in der Oegenkante s chneiden. 

24. Geht die Gerade im Raume (x) dureh eine Eeke des Hauptte- 
traeders, so ist sie in einfaeh unendlich ~ielen Kegeln des Flachengebtisehs (f~ 
enthalten, die einen Bfisehel bilden. Ihr entspricht deswegen im Raume (X) 
eine Gerade, die dutch die gleiche Ecke des Haupttetraeders geht. (Vgl. § 20.) 

25. Ebenso geht dutch eine Gerade des Raumes (x), welche zwei 
Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, ein Btischel Ton Fl~chen des Sy- 
stems (f)3 hindurch. Dieselben haben ausser der vorgelegten noch drei Gerade 
gemein, die mit der ersten ein windschiefes Vierseit bilden, dessen Ecken 
paarweise auf den beiden Gegenkanten des Haupttetraeders liegen. Diesen 
vier Geraden des Raumes (x) entspricht eine Gerade des Raumes (X)~ welche 
dieselben Gegenkanten des Haupttetraeders trifft. 

26. Liegt die Gerade des Raumes (x) in einer Ebene des Haupttetraeders, 
so entspricht ihr im Raume (X) ein Kegelschnitt, der die drei in der Ebene 
liegenden Kanten des Haupttetraeders berfihrt. Demselben Kegelsehnitt ent- 
sprechen noch drei andere Gerade des Raumes (x)~ diese bilden mit der ersten 
zusammen ein Vierseit, dessen Diagonalen Kanten des Tetraeders sind. 

(:~) Rv, Y~,:, Geom. d. L., 3. &., Bd. 3, S. 219. 

Annali di Matematica, tomo I. 14 
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27.  Im allgemeinen Falle ist die Gerade des Raumes (x) auf den ihr 
entsprechenden Kegelschnitt des Raumes (X) Punkt ffir Punkt eindeutig be- 
zogen. In den Spezialf~llen abet, wo ihr wieder eine Gerade entsprieht, fin- 
det diese eindeutige Beziehung nicht mehr start; jedem Punkte der Geraden 
des Raumes (X) entsprechen zwei Punkte der Geraden des Raumes (x), die 
im einen Falle durch eine Ecke und die gegentiberliegende Ebene des Haupt- 
tetraeders~ im anderen Falle dutch zwei Gegenkanten desselben harmonisch 
getrennt werden. 

ZWEITER hBSCHNITT. 

Ueber eine Reihe besonderer Fl~ichen vierter 0rdnung. 

1. Einer beliebigen Fl~che 2. Ordnun.g F 2 im Raume (X)entspricht 
im Raume (x) eine Fl~che 4. Ordnung f4 welche die Eigenschaft hat, 
durch 7 Involutionen in sich selbst iibergefiihrt zu ~erden~ und deren Glei- 
ehung, auf das Haupttetraecler bezogen, nut die Quadrate und vierten Po- 
tenzen der ¥er~tnderlichen enthiilt. Jedem Punkte yon F ~ entsprechen i. A. 
8 assoziirte Punkte yon f~ (I, 18). 

2. Fragen wir nun naeh den Bedingungen~ unter denen diese Ft~iche f '  
einen Knotenpunkt bekommt, ohne dass die Fl~iche F ~ ein Keffel ist, so ist 
dies zuniiehst jedesmal der Fall~ wenn die Fl~iche F ~ durch eine Eeke des 
Haupttetraeders geht. Ihrer Tangentialebene in dieser Eeke entsprieht dann 
der Keget, weleher sich der Fl~iche f4 in dem zugehSrigen Knotenpunkte 
anschmiegt. (Vgl. I, 12.) 

3. Die Ftiiehe f4 bekommt abet immer vier Knotenpunkte, wenn die 
Fl~tehe F ~ eine Ebene des Haupttetraeders T bertihrt. Finder diese Beriih- 
rung auf einer Kante Yon T start, so fallen die Knotenpunkte paarweise, 
und findet sie in einer Eeke yon T start, so fallen sie alle vier zusammen. 

Wenn F ~ n~imlich eine Ebene des Haupttetraeders beriihrt~ so sehneidet 
die Fl~tehe die Ebene in zwei Geraden~ diesen entsprechen im anderen Raume 
zwei Kegelsehnitte derselben Eben% deren Durehschnittspunkte die Knoten- 
punkte yon f4 sind (*). Es sind Knotenpunkte und nicht etwa Bertihrungs- 

(*) Die Fl£che f4 wird l£ngs der beiden Kegelschaitte yon Kegeln 2. O. beriihrt, 
derea Mittelpunkte mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt des Haupttetraeders zusam- 
menfallem 
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punkte schon deshalb, weil diese Ebene des Haupttetraeders Involutionsebene 
einer Involution ist, dutch die die Fl~che f~ in sich iibergeht, und well die 
Schnittlinien der Fl~tche mit zwei auf beiden Seiton der ersten Ebene sehr 
nahe benachbarten assoziirten Ebenen infolge dessen congruente Curven sind. 

4. Beriihrt die Fl~iche F ~ eine Kante des Haupttetraeders, so erhiilt 
die entsprechende f4 zwei KnotenDunkte auf derselben Kante. 

5. Die Fl~iche 4. Ordnung des Raumes (x) hat also nut dann 16 
Knotenpunkte, wenn die entsprechende Fl~tche 2. Ordnung des Raumes (X) 
alle Ebenen des Haupttetraeders bertihrt (3). Diese Knotenpunkt e bilden in 
den Ebenen des Haupttetraeders vier Vierecke, deren Diagonaldreiecke je- 
desmal dutch drei Kanten des Haupttetraeders gebildet werden. Eine solche 
Fli~che heisst nach CAW~EY (*) Tetraedroid. Sie hiingt yon 17 Parametern 
ab, wahrend die allgemeine Ft:~iche 4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten, die 
Kummer'sche Fl~che, yon 18 Parametern abh~ingt, und sie ist die projektive 
Verallgemeinerung der Fresnel'schen Wellenfliiche, bei der aber wie bekannt 
immer nur vier Knotenpunkte reell sind, w~hrend sie bei den Tetraedroiden 
alle reell sein kSnnen. 

6. Die Gleichungsform, welche die Tetraedroide, auf das Hauptte- 
traeder bezogen~ zeigen, ergiebt sich sofort aus der Gestalt, in der die Glei- 
chung einer die vier Ebenen des Coordinatentetraeders beriihrenden quadra- 
tischen Ft~tche erscheint, wenn man yon ihrer Gleichung in Ebenencoor- 
dinaten : 

ausgeht. Die Gleichung des zugehSrigen Tetraedroids tauter dann in Determi- 
nantenform geschrieben : 

0 Xi ~ X~ ~ 

X~ ~ 0 at~ 

x~" a~ 0 

X3 ~ aia a..3 

T4 ~ al~ ae4 

X3 2 X4 ~" 

~.o3 a2 4 ---  O~ 

0 a34 

a34 0 

eine Form, die auch CAYT~EY angiebt. 

(~) S. dessen Aufs£tze Liouville's Journal, Bd. X[ ;  Crellc's Journal, Bd, 65 u. 87. 
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7. Jedem Kegel des Raumes (X), welcher drei Ebenen des Hauptte- 
traeders beriihrt, dessen Spitze somit in einer Ecke desselben liegt, entspre- 
chert im Raume (X) vier Ebenen, die sich alle in derselben Ecke und zwei- 
real paarweise in jeder dutch die Ecke gehenden Ebene des IIaupttetraeders 
schneiden. 

eines solchen Kegels lgsst sich n~imlich in der Form Die Gleichung 
schreiben : 

und analog ffir die anderen Ecken des Haupttetraeders. Aus dieser Glei- 
chungsform ist sofort ersiehtlich, dass dem Kegel die Ebenen entsprechen : 

Ein solcher Kegel wird yon jeder Ebene in einem Kegelschnitte geschnit- 
ten, der drei Ebenen des Haupttetraeders beriihrt. Jedem derartigen Ke- 
gelschnitte entsprechen im anderen Raume wieder Kegelschnitte, und zwar 
vier, einer in jeder der dem Kegel entsprechenden Ebenen. 

8. Die Tangentialkegel Ki, welche sich aus den Ecken des Hauptte- 
traeders an die alle Ebenen des letzteren bertihrende Fl~che F ~ legen lassen, 
beriihren nun drei Ebenen des Haupttetraeders, dasselbe gilt yon ihren Be- 
riihrungskegelschnitten. Die ihnen im Raume (x) entsprechenden Ebenen be- 
riihren die entsprechende Fl/~che f4 ]~ngs Kegelschnitten. 

Das Tetraedroid hat also 16 singul~re Tangentialebenen, die es ]~ngs 
Kegelschnitten beriihren, und yon diesen Ebenen gehen je vier durch eine 
Ecke des Haupttetraeders T, indem sie ein Vierseit bilden, yon dem je zwei 
Gegenkanten in einer Ebene von T liegen. A.usser diesen 16 Kegelschnitten 
enthiilt das Tetraedroid noch 8 andere, nitmlich zwei in jeder Ebene yon T (3). 

Die 6 Kanten eines solchen Vierseits entsprechen den drei Geraden, welche 
eine Ecke des Haupttetraeders mit drei tier vier Beriihrungspunkte yon 1"'-' 
verbinden, jede dieser Kanten enthS.lt zwei Knotenpunkte und jede singul~tre 
Ebene somit 6 Knotenpunkte. 

Diese 6 Knotenpunkte lassen sich ferner paarweise dutch 3 Gerade ver- 
binden, die durch denselben Eckpunkt des Haupttetraeders gehen. Sie bilden 
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also die Eeken eines Brianehon'schen Seehseekes, wiihrend sie gleiehzeitig, 
als auf dem singuli~ren Kegelschnitt in der Ebene gelegen, ein Pascal'sehes 
Sechseek bilden. 

9. Da die 16 Knotenpunkte sieh gleiehm~issig auf die 16 singuliiren 
Ebenen verteilen miissen, so gehen auch dureh jeden Knotenpunkt 6 singu- 
l~tre Ebenen (*) und beriihren alle den Sehmiegungskegel in demselben. Da 
solehe 6 Ebenen aber immer dutch eine centrische Involution in einander 
iibergehen mtissen~ werden sic yon einer beliebigen Ebene in den Seiten eines 
Paseal'schen Seehsecks gesehnitten, das gleiehzeitig ein Brianehon'sches sein 
muss, well die 6 Ebenen denselben Kegel bertihren. 

10. Von den 120 Yerbindungslinien der 16 Knotenpunkte liegen je 6 
in den Ebenen des Haupttetraeders. Yon diesen 24 Linien gehen aueh je 6 
dutch eine Eeke des Haupttetraeders und bilden die Sehnittlinien der (lurch 
diese Eeke gehenden singut~tren Ebenen. 

Die iibrigen 96 Verbindungslinien entsprechen den 12 Kegelsehnitten 
des Raumes (X), welehe die vier Ebenen des Haupttetraeders beriihren und 
davon je zwei in denselben Punkten wie die Fl~tche F *. Dutch diese Ke- 
gelsehnitte gehen aber aueh je zwei der Tangentialkegel I(~, die immer in je 
zwei yon ihnen sich schneiden, und die 96 Verbindungslinien singulitrer Punkte 
sind deshalb auch Schnittlinien je zweier singulitrer Ebenen. 

Die 120 Yerbindungstinien je zweier Knotenpunkte sind mit den 120 
Sehnittlinien je zweier singulitrer Ebenen identisch. 

11. Die Coordinaten der singul~tren Punkte ergeben sich aus dem fol- 
genden Schema : 

Ebene 

x~=O 

x2 =- 0 

X:~- 0 

• T I  == 0 

Xt X2 X3 X4 
- -  w 

0 -+~/a,, --+~/al3 ,-+-Va. 

-4=- Va,3 -+ Va..3 0 -+-+ Va~, 

-+ Va,, -+ Va. -+- o 

(+) Dies l£sst sich ~uch so eekennen: Jeder dee Beriihrungspunkte der Flgehe F 'z 
mit den Ebenen des lI;tuptteteae~ters liegt auf drei (tee Tangentialkegel lfi  aus den Ecken 
des IIaupttetraeders, l)urch jeden dee entsprechenden Knotenpunktc yon /~ gehen daher 
zunS, chst drei Singul£re Ebenen, d;mn abet noeh dvei weitere, die aus den ersteren durch 
eine eenf, risehe Involution hervorgehen. 
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Die Tangentialkegel Ki, welche sieh aus den Ecken des Haupttetraeders an 
die Fl~iche F ~ legen lassen, haben folgende Gleichungen: 

qa~,X, + Va,,X,. + Va.X, = o,  

Va3,X, + Va,,X3 Jr- Va,aX, = O, 

Va~,X, + Va,,X~ + qa,~X, = O, 

qa,~X, + Va,,X~ + qa,~.X5 --= o. 
*l 

Die Coordinaten der singul~tren Ebenen der Ft~tehe f4 lassen sich demnach 
durch folgendes Schema darstellen : 

Punkt 

u I ~ O  

tt~ ~ 0 

if3 ~ 0 

' u 4 ~ O  

o --+ Va~, -+ Va~, ! q ~  

-+ ~/a34 0 --+- ~/a,, 4" ~/a,3 

- + q ~ , - + V a , ,  o +- V~,-~ 

_+Va,3 IVa,~ -+-Va,, 0 

12. Geht eine quadratische Fliiehe F ~ des Raumes (X)dureh eine 
Kante des Haupttetraeders hindurch, so hat die entspreehende Fli~che f4 des 
Raumes (x) dieselbe Kante zur Doppellinie (s. I, 13). 

13. Einem Hyperboloid, welches 4 Kanten des Haupttetraeders ent- 
h~ilt, entspricht daher ein Paar yon Hyperboloiden, welche dieselben Kanten 
mit einander gemein haben. 

14. Einem tIyperboloid F*, welches 3 Kanien des Haupttetraeders 
enth~ilt, entspricht eine biquadratische Regelfi~iche f~, welche dieselben drei 
Kanten zu Doppellinien hat. Die bejden windschiefen unter den drei Kanten 
sind dutch die eine Regelschaar der FIiiche F ~ projektiv auf einander be- 
zogen, diese eindeutige Beziehung geht durch die quadratisehe Yerwandt- 
sehaft in eine zweideutlge fiber (I, 18), und die Geraden der Regelfl~iche f* 
sind diejenigen, welche jeden Punkt einer der beiden windschiefen Doppelli- 
nien mit den beiden entsprechenden Punkten der anderen verbinden. (Vgl. I, 25.) 
Die letzteren beiden Punkte trennen immer zwei Ecken des lIaupttetraeders 
harmoniseh. 

15. Jede tier Ebenen durch die dritte Doppellinie schneidet die Fl~ehe f '  
ausserdem in einem Kegelsehnitte. Diese Kegelschnitte entspreehen, w~thrend 
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die Geraden der Fliiche p der einen Regelschaar yon F ~ entsprechen, paar- 
weise den Geraden der anderen Regelschaar (I, 19). 

16. Diese Kegelschnittschaar der Fl~iche f '  hat eine besondere Lage 
zum Haupttetraeder. Durch jeden Punkt der dritten Doppellinie gehen zwei 
yon ihnen, dieselben habcn noch einen zweiten Punkt dieser Linie gemein, 
der yon dem ersten durch die beiden auf der Linie liegenden Tetraederecken 
harmonisch getrennt ist, und die Ebenen der beiden Kegelschnitte bilden mit 
den in dot Linie sich schneidenden Seitenfliichen des Haupttetraeders vier 
harmonische Ebenen. 

17. Die Regelflitche f4 lasst sieh dutch eine Gleichung yon folgender 
Form darstellen : 

Xi ~ X2 ~ ± X~ ~ X3 ~ ± X,~ ~ X4" : ~  0 .  

18. :Nun entspricht umgekehrt einem Hyperboloid f~ des Raumes (x), 
das drei Kanten des Haupttetraeders enthiilt, im Raume (X)eine Regel- 
fl/iche F ' ,  die dieselben drei Kanten zu Doppellinien hat. Der Gieichung 
dieser Fl~iche l~isst sich folgende Form geben: 

Vx, x, + qx, + qx3x,---o, 

oder rational gemaeht: 

X~ ~ (X,  ~ - -  2 X ,  X3) + X., ~ ( X :  - -  2 X~ X,)  ÷ X ,  X3 (X,  X~ - -  2 X,  X,)  = O. 

Derselben Fl~iehe F* entsprechen vier Hyperboloide des Raumes (x); durch 
jeden Punkt einer der beiden windschiefen unter den drei Kanten des Haupt- 
tetraeders, die auf den vier Regelfl/ichen enthalten sind, geht yon jeder der 
letzteren ein Regelstrahl, diesen vier Strahlen entsprechen zwei Gerade im 
Raume (X), die auf der Fliiche F* liegen (I~ 25). 

19. Die Ebenen des Haupttetraeders, welche eine und keine zweite 
der Doppelgeraden enthalten, bertihren die Fliiche F* ausserdem jede l~ings 
einer anderen Geraden, die dutch eine Ecke des Haupttetraeders geht. Die- 
selbe entspricht der zweiten Geraden, in der die gleiehe Ebene des Haupt- 
tetraeders eines der vier entsprechenden Hyperboloide im Raame (x) schneidet 
(I~ 24). Den zweiten Regelschaaren dieser Hyperboloide entspricht auf der 
Fl~iche F '  eine Schaar yon Kegelschnitten, deren Ebenen dureh die dritte 
Doppelgerade gehen (I, 23). Diese Kegelschnitte der Fliiche F* beriihren 
alte die dr'itte Doppelgerade und ausserdem zwei Ebenen des Haupttetraeders, 
und zwar liegen diese Beriihrung, spunkte in den bereits erw~ihnten Geraden, 
l~ngs denen die beiden Ebenen des Haupttetraeders die Fl~che F 4 berfihren. 
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20. Einem Hyperboloid im Raume (X), welches 2Kanten des Hauptte- 
traeders enth~ilt, entsprieht im Raume (x) eine Fliiche 4. Ordnung mit zwei 
geraden Doppellinien. 

Scheiden sich also die beiden Tetraeclerkanten, so hubert wir eine Fl/i- 
the f4 vor uns, welche zu den biquadratisehen Fliichen mit einer quadrati- 
schen Doppelcurve gehSrt. Beiden Regelschaaren des Hyperboloides entspre- 
then K.egelschnittsehaaren yon f ' .  In denselben sind 16 Gerade enthalten. 
(I~ 20 und 25.) 

Geht das Hyperboloid des Raumes (X) durch zwei Gegenkanten des 
H aupttetraeclers, so erhalten wir als entspreehende Fl~iehe wieder eine bi- 
quadratische Rege]fl~iche, welche sieh yon einer vorhin besprochenen nur da- 
durch unterseheidet, dass die dritte Doppe]gerade und damit die Kegelschnitt- 
schaar wegfitllt. 

21. Einem tlyperboloid, welches nur eine Kante des ttauptte~raeders 
enth~i.lt, entspricht eine Fl~iche 4. Ordnung mit einer geraden Doppellinie. 
Nur der einen Regelsehaar des Hyperboloids entspreehen dann Kegelschnitte, 
deren Ebenen dutch die Doppellinie gehen. Unter ihnen sind vier paar zer- 
fallende. Ftir die genauere Untersuchuna dieser Fliichen ist hier nieht der Ort. 

22. Einen Doppelkegelschnitt hat eine Fltiehe f4 des Raumes (x), die 
einer quadratischen Fl~iehe des Raumes (X) entsl)rieht ~ nur dann, wenn diese 
letztere eine Ebene des Haupttetraeders 1~4ngs einer Geraden berfihrt ([, 21 
und II, 3 am Ende), also ein Kegel K ~ ist, dessen Spitze in der betr. Ebenc 
liegt. 

23. Auf  der Doppelcurve der Fl~iche f~ liegen dann noch vier merk- 
wiirdige Punkte e, die der Spitze des Kegels K ~ entspreehen. Sind diese 
vier Punkte e reell, so besteht f '  aus zwei Stricken, (sodass nur ein Tell der 
Doppelcurve zu reellen Fl~4ehenteilen gehSrt,) und die vier Punkte e sind die 
Enden dieser Stficke. Die Stiicke platten sich naeh den Enden zu unendlieh 
ab~ und in den Punkten e giebt es nur je eine Fliichentangente, diese geht 
durch die gegenfibertiegende Ecke des Haupttetraeders. Projizirt man aus 
dieser Eeke den DoppelkegeIschnitt der Ft~iche durch einen Kege], so sehneidet 
derselbe die Fl~tche noch in einer biquadratischen Raumcurve, fiir die die 
vjer Punkte e Weudeberfihrungspunkte sind. (Vgl. spfiter :IV, 3.) Die Wende- 
beriihrungsebenen in ihneu sind die Ebenen, denen sich die Fl~iche f~ hei ihrer 
Abplattung" u nendlich niihert 

24. Jeder Kegelschnitt auf dem Kegel K ~ bertihrt die eine Ebene des 
Haupttetraeders. Damit er noch zwei andere Ebenen dessetben beriihrt, muss 
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er die zwei Kegelschnitte bertihren, in denen diese Ebenen den Kegel K ~ 
schneiden~ muss seine Ebene also Tangentialebene des Kege]s sein~ der sich 
durch die beiden Kegelschnltte ausser K s noch hindurchlegen lasst. Unter 
diesen Tangentialebenen sind vier, welche auch noch den Kegelschnitt be- 
rtihren, in dem die '~ierte Ebene des ttaupitetraeders den Kegel K ~ schneidet. 

25. Den drei sich so ergebenden Kegelschnittschaaren auf dem Kegel 
K s entsprechen wieder Kegelschnittschaaren auf der zugehSrigen Fl~che f4 (7), 
und zwar gehen dutch jeden Punkt der Fliiche zwei Kegelschnitte jeder 
Schaar. Diese Kegetschnitte liegen paarweise in Ebenen, welche die Fl~tche 
doppelt berfihren. Denn jeder der entsprechenden Kegelschnitte auf K s wird 
aus einer Ecke des }Iaupttetraeders T dutch einen Kegel projizirt, der drei 
Ebenen yon T bertihrt und aus dem Kegcl K 2 noch einen (dieselben drei Ebe- 
nen yon T bertihrenden) Kegelschnitt ausschneidet. 

26. Die Fl~tche f4 enthiilt 32 Gerade, yon denen je 8 einem der 4 
Kegelsehnitte auf K ~ entsprechen, welche alle vier Ebenen des Haupttetrae- 
ders beriihren (I, 22). Da jeder yon diesen Kegelschnitten die tibrigen drei 
in je zwei Punkten schneidet~ trifft auch jede der 32 Geraden 3 x 2--~-6 
andere. 

27. Je zwei Kegelschnitte auf der Ft~che f4 entspreehen ferner den 
Strahlen des Kegels K s, welche eine der drei ihn nicht beriihrenden Kanten 
des Haupttetraeders treffen (I, 19); so erhalten wir 12 einzelne Kegelschnitte 
der Ft~ehe f ' .  Legen wit ferner durch eine der den Kegel bertihrenden Kanten 
des Haupttetraeders eine Eben% die eine Tetraederebene der Gegenkante in 
einer Tangente des Kegels schneider, so entsprechen der Schnittcurve dieser 
Ebene und des Kege]s vier Kegelschnitte auf f '  (*). Auf diese Art erhalten 
wir noch 4 x 6 = 24 einzelne Kegelschnitte der :Fl~che f'. 

28. Den Strahlen des Kegels K ~ entsprechen auf f4 biquadratische 
Raumcurven~ l~ngs denen die Fl~che yon quadratischen Fl~chen bertlhrt wird~ 
die das Haupttetraeder zum Poltetraeder haben. 

29. Wenn die Spitze des Kegels K s auf eine Kante des Haupttetra- 
eders f~tllt, so ~,ereinigen sich die Knotenpankte der entsprechenden Ft~tche f~ 
paarweise auf derselben Kante und werden zu zwei Se]bstbertihrungspunkten. 
Jede Ebene durch diese Kante schneider die Fl~che f4 in zwei Kegel- 

(*') Es ist i~1 der That leieht einzusehen, dass jedem Kegelschnit~ des Raumes (X), der 
eine Kante und ausserdem noch eine Ebene des Haupttetr,~eders berfihr~, vier Kegel- 
schnitte im Raurae (x) entsprechen. 

Annali di Malematica, tomo I. 15 
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schnitten (1~ 19)~ die sich in ihren SchnittpUnkten mit der Kante beriibren. 
Ffiv zwei Ebenen ausser der Ebene des Doppelkegelschnittes fallen diese Kegel- 
schnitte zusammen. 

Diese Kegelschnitte tei]en sich ferner derart in Paare ein, dass f4 1/ings 
den Curven eines Paares yon einer quadratischen Flitehe berfihrt wh'd~ die 
das Haupttetraeder zum Poltetraeder hat. Zu diesen quadratischen Fl'~chen 
gehSrt das Paar der singul/iren Beriihrungsebenen yon f ' ,  die sich in der 
Kante dev Selbstberiihrungspunkte schneiden; dutch die Gegenkante gehen 
die belden ausgezeichneten Tangentialebenen yon f '  in den Selbstberiihrungs- 
punkten. 

30. Beriihrt der Kegel K ~ die Ebene des Haupttetraeders l'~ngs einer 
Kante desselben, so ist die Kante ftir die entspreehende Fl~tehe f~ eine Selbst- 
berfihrungslinie. Alle ihre Ebenen sehnelden aus der F]~tche noeh je einen 
Kegelschnitt aus; alle diese Kegelschnitte gehen durch die beiden singul~iren 
Punkte der Fl/iche hindurch, die der Kegelspitze entsprechen. Die Fl~tche 
hat eine eigenttimiiche Gestalt~ wetche unter Umst~nden einem Wecken ~thn- 
lich sieht. 

31. Einem Kegel D ~ des Raumes (X), der dem Haupttetraeder nm- 
.~chrieben ist~ entsprieht im Raume (x) eine Fl~che vierter Ordnung d', welch% 
wie der Kegel yon einem quadratischen Ebenenbiisehel~ yon einem quadratisehen 
Biischel yon Fl/tchen zweiter Ordnung umhiillt wird. Dieser Biischel besteht 
aus Fliichen eines gew5hntichen (linearen) Biindels im Gebtisch (f)3 und ist 
insofern ein besonderer~ als in ibm die aeht Kegel~ die der allgemeine qua- 
dratische Biisehel enth~tlt, paarweise zusammenfallen; sie entspreehen den 
Tangentialebenen des Kegels D ~ im Raume (X)~ die durch die Eeken des 
Haupttetraeders gehen (I, 12). Jeder dieser Kegel schmiegt sich der Fl/iche 
d 4 in einem Doppelpunkte an, der in eine Ecke des Haupttetraeders f/iltt (2), 
und bertihrt sie l/ings vier Geraden~ die dem dutch die Ecke des Hauptte- 
traeclers gehenden Strahl des Kegels D ~ entspreehen. Den fibrigen Strahlen 
des Kegels entspreehen die biquadratisehen Raumeurven auf dec Fl~iche d', 
I/tngs denen sie yon ihren einhiillenden Fl~ehen beriihrt wird. Der Spitze des 
Kegels entspreehen 8 Knotenpunkte der Fliiehe d4~ so dass die Fl~iehe im 
Ganzen 12 Knotenpunkte hat; diese sind die Ecken dreier Tetraeder~ die efn 
desmisehes System bilden (I~ 6). Die Ft~tche selbst heisst eine desmisehe 
Fl~iche. 

32. Die 16 Geraden~ welehe die Ft/iehe enth/ilt und welehe den Ke- 
gelstrahlen nach den Ecken des Haupttetraeders entsprechen (I~ 20), bilden die 
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Geraden der desmischen Configuration. Auf jeder yon ihnen liegen drei Kno- 
tenpunkte und durch jeden Knotenpunkt gehen vier yon ihnen. Es giebt 
ferner 12 Ebenen, in welchen je vier yon ihnen liegen, diese Ebenen enthalten 
je 6 Knotenpunkte und yon jedem der drei Tetraeder, die das desmisehe 
System bitden, eine Kante; sie sind selbst wieder die Ebenen dreier Te- 
traeder, die ein neues desmisehes System bilden, und zwar bestehen die Kanten 
dieser Tetraeder aus je drei Paaren Gegenkanten der Tetraeder des alten 
Systems. 

33. Die 16 Geraden bilden die Grundeurve tines Biischels yon des. 
misehen Fl~iehen, zu dem aueh die Tetraeder des zweiten desmisehen Systems 
gehSren. Dutch die 4 ent.~l)reehenden Geraden des anderen Raumes geht 
n/imtich ein Biischet von Kegeln 2 0 r d n u n g  hindurch; zu demselben gehSren 
drei Ebenenpaare~ deren jedes ein Paar Gegenkanten des Haupttetraeders 
mit der gemeinsamen Spitze der Kege] verbindet. 

34. Jedes der drei Tetraeder, welehe die Knotenpunkte der desmisehen 
Fliiche bilden~ kann man zum ttaupttetraeder einer quadratischen ¥erwandt- 
sehaft der yon uns betrachteten Art maehen, und immer entspricht der desmi- 
schen Fl/tehe ein q_uadratiseher Kegel, der dem Haupttetraeder der ¥erwandt- 
sehaft umsehrieben ist. 

Die desmisehe Ftitche l~sst sich also aueh auf dreifache Art ats Enve- 
loppe eines quadt'atisehen B[ischels van Fl~tchen 2. 0. erzeugen, die sie l~ings 
biquadratisehen Raumeurven beriihren. Alles folgende gilt ftir jede der drei 

O' Erzeu~,ungsarten. 
35. Die Regelsehaaren der Fi~chen eines der quadratisehen Bfisehel 

bilden zwei Strahlencongruenzen. Well dutch jeden Punkt zwei Fl~ichen des 
Btischels gehn und jede Ebene yon sechs F1/ichen des Biisehels beriihrt wird~ 
sind diese Strahleneongruenzen van der 2. Ordnung und 6. Classe, und zwar 
van der 1. Art (*). Den Regelschaaren~ welehe diese Congruenzen bilden~ ent- 
spreehen im anderen Raume die Sehaaren van Kege]sehnitten~ welche in den 
Tangentialebenen des der desmisehen Fl/iche entspreehenden Kegels liegen 
und die vier Ebenen des Haupttetraeders beriihren (I, 22). Von diesen Ke- 
gelschnitten ist aber sofort ersiehtlieh, dass sie den Kegel D ~ doppelt beriihren, 
die Strahlen der zugehSrigen Congruenzen sind also Doppeltangenten der 
desmischen Fl~iehe, und die letztere ist Brennfl~tehe ftir beide Strahlencon- 
gruenzen. 

(~) S. REYE~ Crelle's Journal~ Bd. 93~ S. 81. 
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36. Es giebt nun aber noch mehr Kegelsehnitt% welehe die Ebenen 
des Haupttetraeders und den Kegel D ~ doppelt beriihren Dies erkennen wir 
mit Htilfe des Satzes: 

Jede Ebene dutch die Spitze eines Kegels schneider diesen und eln ihm 
einbeschriebenes Tetraeder T zusammen in seehs Tangenten eines Kegel- 
schnittes. 

Sehen wir n~imlich den Kegel als Kegel eines tetraedralen Complexes 
mit dem ttaupttetraeder T an, so ist der Kegelschnitt die Complexeurve der 
betr. Ebene. 

Aus diesem Satze folgt abet sofort, dass jeder Kegelsehnitt~ welcher die 
vier Ebenen des Haupttetraeders und eJne Seitenlinie des Kegels D ~ beriihrt~ 
noeh eine Seitenlinie dieses Kegels bertihren muss uad dass ihm somit Dop- 
peltangenten der desmischen F]i~ehe entsprechen miissen. Die Tangenten der 
Schaar biquadratischer Raumcurven auf der desmisehen Fliiche~ die den 
Strahlen des zugehSrigen Kegdts D ~ im Raume (X) entspreehen:, sind also 
Doppeltangenten der desmischen Fl~ehe (*) und bilden die dritte Strahlen- 
congruenz zweiter Ordaung seehster Classe~ yon der d 4 Brennfl~tche ist. 

D R I T T E R  A B S C H I ~ I T T .  

Die Steiner'sche Flfiche. 

1. Einer Ebene des Raumes (x) entspricht im Raume (X), wie bei tier 
allgemeinen quadratisehen Yerwandtschaft (**)~ eine Steiner'sche Fl~iche vierter 
0rdnung dritter Classe~ und zwar ist dies (lie allgemeine, und nieht etwa 
eine dutch die spezietle Verwandtschaft ebenfalls spezialisirte Fliiche. 

Wir erhalten aber so eine Art kanonischer Form der Abbildung dieser 
Fliiehe auf eine Ebene, und dem entspreehend ergeben sich eine Reihe sehr 
einfacher Formeln, die in unmittelbarem Zusammenhang stehen mit den be- 
felts yon KUMMER und CLEBSCU angegebenen einfaehsten analytischen Dar- 
stellungs|brmen der Steiner'sehen Ftiiehe und die wit nicht iibergehen diirfen. 

2. Die Steiner'sehe Fl~ehe hat bekanntlich drei gerade Doppellinien~ 
die sich in einem dreifachen Punkte der Fl~iehe schneiden. Jede ihrer Tan- 

(*) Vgl. J. FEL)~R, M~th. Ann., Bd. 47. 
(*~) REYE 3 Geom. tier Lage, Bd. 3 der 3. Au/l., S. 147. 
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gentialebenen schneider (tie Fliiche in zwei Kegelschnitten. 8ie hat ferner 
vier singul~ire Tangentialebenen, die sie l~ings Kegelsehnitten bei'iihren. Diese 
vier singul~iren Kegelschnitte beriihren nile einander, und zwar liegen die 
Beriihrungspunkte auf den Doppellinien und heissen die Cuspidalpunkte der 
Ft~iche. Allgemein giebt es n~mlich in einem Punkte einer Doppellinie zwei 
Tangentialebenen, diese gehen durch die D@petlinie und fallen fiir den drei- 
fachen Punkt mit den Ebenen zusammen, die die Doppellinie mit je einer 
anderen verbinden. Diese Tangentialebenen in den Punkten einer Doppelhnie 
bilden eine Involution; ftir zwei Punkte auf jeder Doppellinie fallen die zwei 
Tangentiatebenen zusammen, und dies sind die Cuspidalpunkte. (Die Fli~che 
hat also 6 Cuspidalpunkte, einen auf jeder Schnitttlnie zweier singuli~rev 
Tangentialebenen.) 

Auf jeder Doppeltinie giebt es ferner einen Punkt (let' Art, dass die Tan- 
gentialebenen in ihm nieht nut die Tangentialebenen in den Cuspidalpunkten, 
sondern auch die Ebenen, welehe die Doppeltinie mit je einer anderen ver- 
binden, harmoniseh trennen. Dieser Punkt ist dutch die Cuspidalpunkte, die 
auf der Doppellinie liegen, yon dem dreifaehen Punkt der Ft'~ehe harmonisch 
getrennt. Die Ebene, welehe die so auf den Doppellinien gefundenen Punkte 
verbindet, hat ftir die Steiner'sehe Fl~che eine besondere Bedeutung und soll 
ihre Hauptebene genannt werden. Die Kanten des Tetraeders, das die sin- 
gul~tren Ebenen bilden, werden yon der Hauptebene in Punkten ges(/hnitten, 
die yon den Cuspidalpunkten durch je zwei Tetraederecken harmoniseh ' ge- 
trennt sin(]. 

Diese bereits yon C~E.~IoN.~ (*) angegebenen Hauptsi~ize ergeben sich aus 
unserer Abbildung der Fl~tche auf eine Ebene mit Leichtigkeit. 

3. G~hen wit nun dazu iiber, diese Abbildung niiher zu betrachten. 
Sei mit E die Steiner'sehe FlSche und mit ~ die Bildebene bezeichnet. Es 
ist nun niitzlich, folgendes zu beachten. 

Transformiren wit den Raum (x) collinear, derart dass das Hauptte- 
traeder unge~ndevt bleibt, so wird der Raum (X) in der gleichen Weise 
eollinear transformirt. Stetlt sich die eine Transformation durch vier Glei- 
chungen: 

p x ' i ~ a ~ x i ,  i = l ,  2, 3, 4, 

dar, so stel]t sich die andere dar dutch die Gleiehungen: 

p~ X'i = ad Xi~ i~-- 1~ 2~ 3~ 4. 

(*) CrelIe's Jo~trnat, Bd. 63. 
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Hieraus folgt sofort~ dass alle steiner'sehen Fliichen~ welche wir als entspre- 
ehende Gebilde der Ebenen des Raumes (x) erhalten, dutch collineare Trans- 
formationen aus einander hervorgehen, die alle d as Itaupttetraeder unge/indert 
lassen. 

4. Sei nun: 
x,-I" x~ + x 3 q - x 4 = 0  

die Gleiehung der Bildebene ~, so ist die G-leichung der Steiner'schen Fl~tche E: 

Vx, + qx~ + ~/x3 + ~/x, = o , 

und auf diese Form lasst sieh naeh de.m vorigen § die Gleichung der Stei- 
ner'sehen Fl/iehe immer bringen, wenn man ausser dem Coordinatentetraeder 
den Emheitspunkt passend w~thlt. 

~. Die Ebenen des IIaupttetracders sind die singul/tren Tangential- 
ebenen der Fliiche E; die Gleiehungen der Kegelsehnitte, liings denen sic die 
Fl/iche beriihren, ergeben sich, wenn man in der Flttchengleiehung eine der 
Coo,'dinaten ~ 0 setzt. Die Kegelsehnitte bertihren also die Kanten des IIaupt- 
tetraeders, welches das sing@ire Tetraeder tier Steiner'sehen Fl~tche ist, in 
den Punkten, ftir welehe die zwei nieht verschwindenden Coordinaten einander 
gleieh werden. Ziehen wir durch den Einheitspunkt P (den dreifachen Punkt 
der Ft~iche E) die drei Geraden a, b, c, welche je zwei Gegenkanten des 
singularen Tetraeders T treffen, so sind dies die Doppellinien der Fl~tche E 
und ihre Schnittpunkte A,, A,, B,, B~, C,, C~ mit den Tetraederkanten 
die Cuspidalpunkte. 

6. Die singul/tren Kegelschnitte liegen auf einer Fl/iche 2. Ordnung, 
welche die Kanten des }Iaupttetraeders beriihrt und deren Gleichung lautet: 

,I) = 0 
wenn wir setzen: 

~, = X~' + X? + X3 ~ + X,' 

- 2 ( X , X , +  X , X ~ +  X , X , +  X,X~ + X , X ,  + ~; X,). 

Dies ergiebt sich auch sofort daraus, dass die Gleichung der Ft~che E,  
rational gemacht, die Form anniment: 

(P' = 64 X, X, X3 X , .  

7. Die Geraden a 7 by c bestimmen sich durch die Gleichungspaare: 

X,  = X , ,  X~ = X,; X ,  = X3, X ,  = X,  ; X,  = X , ,  X,  = X~. 
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In der Bildebene ~ entsprechen diesen Geraden wieder gerade Linien, die 
dutch fo]gende Gleiehungen dargestellt werdi~n: 

x , - l - z ~ O ,  x ~ x , - - - - 0 ;  x , - ] - z~=O,  x , + x ~ - ~ O ;  x, + x , = 0 ,  x , + x ~ = O .  

Dies sind aber die Velbindungslinien der Punkte, in denen die Ebene 
je zwei Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, oder die Diagonalen des 
Vierseits V, in dem ~ die Ebenen des Haupttetraeders schneider. Den Ecken 
dieses Diagonaldreiecks 5 ent.~pricht al]ein der dreifaehe Punkt P der Fl~iche E, 
und je zwei Punkten auf einer Seite yon A, welche harmoniseh sind zu den 
auf ihr liegenden Ecken des Vierseits V: entsprieht ein einziger Punkt der 
Doppetlinien a, b, c (*)Die  Cuspidalpunkfe A,; A~;... entspreehen den Eeken 
des Vierseits V, und zwar jeder Punkt nut ether Eeke. 

8. Die Bildebene z wird yon den Fl/~ehen des Gebiisches ( f ?  in einem 
linearen System (k) ~ yon Kegelschnitten gesehnitten; diesen entsprechen im 
Raume (X) die rationalen Curven vierter Ordnung, in denen die Steiner'sehe 
Fl~tehe E you den Ebenen des Raumes geschnitten wird und deren Doppel- 
punkte die Durchsehnitte der Ebenen mit den Doppelgeraden der Fl~iche sin(]. 

9. Die zerfallenden Kegelsehnitte in dem System (k) 3 werden yon den 
Flachen des Systems (f)~ ausgesehnitten~ die die Ebene ¢ bertihren. Diesen 
Geradenpaaren entspreehen auf der Steiner'sehen FRiehe Kege~sehnittpaare 
(I, 22), welche den Schnitt je einer Tangentialebene der Flaehe bilden (**). Da 
die zweifaeh unendlieh vielen Kegelsehnitte der Steiner'schen Ffi4ehe sonaeh 
den Geraden der Bildebene entspreehen, ergiebt sich, was auch aus dem 
Vorhergehenden (5) folgt: Alle Kegelsehnitte dec Steiner'sehen Fl~tche beriih- 
ren die vier Ebenen des singulitren Tetraede|s. 

Die doppelt zi~hlenden.Geraden in dem Kegelsehnittsystem (k) 3 Sind die 
Seiten des Vierseits V; sie entsprechen den singutiiren Kegelsehnitten der 
Steiner'schen Fl/~che. 

10. Die Geraden eines Geradenpaares in dem System (k) 3 werden in 
ihrem Schnittpunkte yon zwei l(egelsehnitten ber(ihrt, die dem Vierseit V ein- 
besehrieben sind. Diesen l(egelsehnitten entsprechen auf der Steiner'sehen 
Fliiet~e E biquadratisehe Raumeurven 2. Species, welehe in jedem ihrer Punkte 

(*) R,,:YF,, Geom. der Lage, 3. Bd. der 3. iufl., S. 219. 
(*~) Well in jedem B/ischel des Kegelschrlif~Lsys~,ems (It) a dcei Geradeapa~re enfl~alten 

sind, ergiebt sich sofort,, dass die Steincr'sche FliLche yon der dritten Classe sein muss. 
(R~,:~'r.:, ,~. a. 0., pag. 147.) 



116 Timerding:  Ueber die quadratische Transformation, 

elnen Kegelschnitt yon E dort beriihren, wo seine Ebene die Fl~iche E be- 
riihrt, welche also iiberall auch eine Haupttangente beriihren und mithin 
Itaupttangentencurven der Fl~iche sind~ uncl diese Curven beriihren sonach 
aueh die vier singuliiren Kegelschnitte Ki, wie ihre Bildcurven die Seiten 
des Yierseits V(*). 

11. Dutch jede Seite des Diagonaldreieeks A in der Ebene ~ gehen, 
da sie je zwei Gegenkanten des Haupttetraeders tt'ifft, unendlich viele Fl~ehen 
desGebfisches (f)3. Jede dieser Flii chen schneider ~ ausserdem in einer zweiten 
Geraden, die jedesmal dutch die gegentiberliegende Ecke yon A geht, weil 
die drei Eeken yon h assoziirte Punkte sind. ffeder dieser Geraden entspricht 
auf der Fl~iehe E ein Kegelsehnitt, der dutch den dreifachen Punkt P geht 
und dessert Ebene eine Doppellinie enth/ilt und Tangentialebene der Fl/~ehe 
in dem Punkte der Doppellinie ist, wo diese den Kegelschnitt ausser P 
schneider. Zwei Geraden yon ~, die dutch eine Eeke des Dreieeks h gehen 
und die auf der gegenfiberliegenden Seite liegenden Ecken des Vierseits V 
harmonisch trennen, entsprechen die beiden Kegelschnitte, die dutch denselben 
Punkt einer Doppellinie gehen. Diese Kegelsehnitte fallen in einer Ebene~ 
die eine Doppetlinie mit einev t(ante des singul/iren Tetraeders verbindet, 
zusammen und gehen durch einen Cuspidalpunkt, wenn die entsprechenden 
Geraden in die Verbindungslinie einer Ecke yon A mit einer Eeke yon V 
zusammenfallen. 

12. Der Kfirze halber wollen wit die Tangentialebenen in den Cu- 
spidalpunkten Cuspidalebenen und die in ihnen enthaltenen Kegelschnitte der 
Steiner'sehen Fl/ii~he Cuspidalkegelschnitte del'selben nennen. Die HauI)ttan- 
genten in den Cuspidalpunkten, deren es nut je eine giebt und die als vier- 
punktig beriihrende anzusehen sind, sollen Cuspidaltangenten heissen; sie 
fallen mit den Kanten des singul/iren Tetraeders zusammen. 

Die Cuspidalkegelschnitte sind, wie elnige Ueberlegung zeigt, als die 
Kegelschnitte, welche dutch den Punkt P gehen, zwei Ebenen des singul~tren 
Tetraeders T und die keiner yon diesen angehSrende Kante in dem auf ihr 
liegenden Cuspidalpunkte beriihren, in der That eindeutig bestimmt. 

]3. Jeder Strahl dutch den dreifachen Punkt P schneider die Fl~che 
E ausserdem nut noeh in einem Punkt% so dass die F]~4che eindeutig auf 
den Strahlenbiindel P bezogen ist, der ihre Punkte aus dem Punkte P 
projizirt. Nut flit die Doppellinien a, b, c, die durch den Punkt P gehen, 

(~) R~:YT., a. a. 0., i)ag. 150. 
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und die Strahlen durch P in den Ebenen ~, 3, 7, die je zwei Doppellinien 
verbinden, hSrt diese eindeutige Beziehung auf. 

Der Strahlenbiindel P ist mit den Punkten tier Bildebene s durch eine 
eindeutige quadratische Verwandtschaft verbunden (*). Den Geraden yon 
entsprechen in der That auf tier Steiner'schen Flache Kegelschnitte, welche 
die 8trahlen a, b, c alle treffen, und somit im Bfindel P quadratische Kegel, 
die durch die Geraden a, b, c hindurchgehen. 

14. In dem Bfiudel P sind vier Strahlen besonders ausgezeichnet, 
nitmlich die, welche durch die Ecken des Tetraeders T gehen. Sie bilden eiu 
Vierkant, dessen Gegenebenen sich in a, b, c sehneiden. 8ie seien mit s,, s~, 
s3, s, und die Punkte, in denen sie ausser P die Fl'~che E schneiden, mit 
S',, &, &, S, bezeichnet. Dann ist klar, dass yon den Cuspidalebenen, die 
aus P die Cuspidaltangenten (oder Kanten des singulgren Tetraeders) proji-~ 
ziren, je drei sich in einem der Strahlen s schneiden. Es mfissen sich deshalb 
die in solchen drei Cuspidalebenen liegenden Cuspidalkegelschnitte in einem 
der Punkte S schneiden. ~ennen wit die vier Punkte S die Contracuspidal- 
punkte der Steiner'schen Flitch% so kSnnen wit demnach sagen: 

Je drei Cuspidatkegelschnitt% deren zugehSrige Cuspidaltangenten sich 
in einem Punkte treffen, schneiden sich ausser in dem dreifachen Punkte 
noch in einem Contracuspidalpunkte der Steiner'schen Flaehe. 

15. Es liegen ferner je drei Cuspidalkegelschnitte, deren zugehSrige 
Cuspidaltangenten in einer Ebene liegen, auf einer Fl~iche 2. Ordnung. Die 
vier Flachen, welche wir so erhalten, haben die Gleichungen: 

¢ ----- 4 X, (X~ + X~ + X, - -  X,), 

~ ,=  4 x ;  (x~ + x ,  + x , - -  x,)  , 

~ = 4 x ~ ( x , + x , +  x~--x~) ,  

,I,-~- 4 X, ( X, + X, + X~-- X,) , 

wo ,I, in derselben Bedeutung gebraueht ist wie frtiher (6). Diese Gleichungen 
lassen erkennen, dass jede der vier Flttchen durch einen singulgren Kegd- 
schnitt der Steiner'schen Fl~tche E geht. kusserdem ergiebt sich, dass die 
Tangentialebene einer der vier Fl~chen im Punkte P die Ebene des auf der 
Fl~che liegenden singul~iren Kegelschnittes in einer Geraden der Ebene 

(*) R~.~E, a. a. 0., pag. 151. 
Annali di Matematiea~ t omo  I. 16 
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schneider, deren Gleichung lautet: 

x ,  ,+ x~ + x~ +_.L = o. 

Diese Ebene ist aber offenbar die oben (2) erw~ihnte Hauptebene der 
Steiner'schen Flache. Sie trifft in der That die Geraden a, b, c in Punkten, 
die yore Einheitspunkt P dutch je zwei Cuspidalpunkte harmonisch getrennt 
sind. 

16. Die in Retie stehenden Tangentialebenen der vier quadratischen 
Fl~chen im Punkte P bilden ein Vierseit, dessen Kanten die Tangenten der 
Cuspidalkegelschnitte im Punkte P sind und dessen Diagonaldreikant yon den 
Doppellinien a, b, c gebildet wird. 

17. Die Contracuspidatpunkte haben noch eine Eigenschaft, die her- 
vorzuheben ist. Sie sind niimlich die Beriihrungspunkte derjenigen Tangential- 
ebenen, welche sich dutch die Schnittlinien der Hauptebene u mit den sin- 
gu]~iren Ebenen ausser den letzteren an die Steiner'sche Fl~iche legen ]assen. 

Allgen~in n~mlich ist die Gleichung einer Tangentialebene der Steiner'schen 
Fl~iche: 

X, X~ X~ X4 
+ + + vz,= = o, 

wenn die Z die Coordinaten des BeriihrungsDunktes bezeichnen. Hieraus er- 
kennt man sofort, wenn man z. B. Zl-----Z~ = Z~ setzt, dass die Tangential- 
ebeno die Ebene X, = 0 in derselben Geraden schneider wie die Hauptebene: 

~ + g + ~ + ~ = o .  

18. Die Steiner'sche Fl~iche E ist nicht nut auf die Ebene ~, deren 
Gleichung lautet : 

x, + x~ + x3 + x, = 0 ,  

eindeutig bezogen~ sondern auch auf die assoziirten Ebenen, deren Gleichun- 
gen aus der vorstehenden hervorgehen, wenn man in ihr beliebige Vorzei- 
chen~inderungen vornimmt. 

Diese 8 assoziirten Ebenen sondern sich in der fl'fiher (I, 5) angegebenen 
Weise in Quadrupel. Diese Quadrupel bilden zwei Tetraeder, deren Ecken 8 
assoziirte Punkte sind. Die drei Ecken, welche in ~ liegen, sind aber nichts 
wie die Ecken des Diagonaldreiecks A in dieser Ebene. Ihre Coordinaten 
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sind dutch die Beziehungen festgelegt: 

19. Die Ebenen, 
paarweise enthalten, haben die Gleichungen : 

n~0:  n,~0~ n3~-0 
wenn wir setzen: 

4 n, --~ X~ -~- X~ ~ X3 -- X4 

Aus diesen Gleichungen zusammen mit: 

z, + x~ + z~ + x, = 0 ,  
ergiebt sich aber : 

X l ~  X~ ~ - - X 3  = - - X  4 

welche mit ~ ein Quadrupel bilden und diese ]?unkte 

wie folgt : 

20. Die GrSssen v lassen sich nun als Coordinaten in der Ebene ~, 
bezogen auf das Dreieck h als Fundamentaldreieck, auffassen. Die Ebenen 
des Haupttetraeders treffen ~ dann in den Geraden: 

n,+n~+n~=O, n,--n~-~=O, --n,+~--n~=O, --m--,,+n~-----O. 

Diese Geraden entsprechen also den singul~ren Kegelschnitten der Steiner'schen 
Fl~tche E und bilden das Vierseit IT. Dessen 6 

n|----O, n~+n3----O; n,----O, n~--n~-----O; 

Eckpunkte bestimmen sich 

Sie entsprechen den Cuspidalpunkten der Steiner'schen Fl~ehe. Verbinden wit 
sie mit den gegeniiberliegenden Ecken des Dreiecks 5. 7 so erhalten wir als 

Xe ~ n , - - n ~ w n 8  

xa==- ~ n t  ~ n ~ w n a ~  
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Gleichungen der 6 Geraden die schon in dem vorstehenden System enthal- 
tenen: 

~ - t - ~ = 0 ,  ~,,~-t-~,=O, ~,-}-~-----0; 

~ . ~ - - ~ 3 - ' 0 ~  ~3--~,=0~ ~ l - - ~ 0 .  

Diese 6 Geraden entsprechen den Cuspidalkegelsehnitten. Sie bilden die Seiten 
eines Viereeks Y (*),dessen Ecken durch die Beziehungen bestimmt sind: 

Diese vier Punkte entspreehen den Contraeuspidalpunkten der Steiner'schen 
Fl~iche. 

21. Dem Kegelschnittsystem (k)3, in dem das Fliichensystem (f)~ die 
Ebene ~ sehneidet~ gehSren alle Kegetschnitte an, deren Gleichung yon der 
Form : 

~,(~, + ~ + ~)~ + ~ ( ~ , -  ~--~)~ + ~ (--~,, + ~ - - ~ y  +,~, ( - - ~ , -  ~ + ~ #  = 0 ,  

oder was dasselbe heisst, yon der Form: 

ist. Solten die Geraden : 

~, ~, + ~ ~ + ~ ~.~ = 0, ~, ~, + f~ ~ + ~ ~ = 0 

eln Paar bilden, das dem Kegelsehnittsystem angehSrt, so muss: 

sein. Die Geraden, die dem System angehSrende @eradenpaare bilden, stehen 
also miteinander in einer eindeutigen, quadratisehen Verwandtsehaft, deren 
singul/ires Dreieck das Dreieck 5 ist. Sie sind einander conjugirt bez. aller 
Curven zweiter Classe, die dem Vierseit V der doppelt z/ihlenden Geraden 
des Systems einbeschrieben sind und deren Gleiehungen in Linieneoordinaten, 
bezogen auf das Dreieek A, sich sehreiben : 

indem : 

(*) Die Beziehungen, in denen das Viereck 1" und das Vierseit V zu ein~nder stehen, 
sind ausffihrlich untersucht yon G. KOHN, Abhdlgn. d. Wiener Ahad. Bd. XCI[L 
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22. Die Gteichungen der Ebenen ¢¢, ~, 7, welche je 
raden der Steiner'schen Flgche enthalten, lauten: 

zwei Doppelge- 

L = O ,  ~ = 0 ,  ~ = 0 ,  
wenn man setzt: 

x~ = x , - -  X~ + x ~ - - . L ,  

x ~ = x , - x : - - Y . + Y , .  

Die GrSssen ;~ lassen sich als Coordinaten der Strahlen im Biindel P be- 
trachten. Die Cuspidalebenen haben in diesen Coordinaten die Gleichungen: 

) ~ 2 + ) , ~ = 0 ,  ) , a + ) , , = 0 ,  ) . , + X , = 0 ,  

) . 2 - - ) . s = 0 ,  ~ . a ~ ) , , = 0 ~  ~ . , - - } , ~ = 0 .  

Sie sohneiden sieh zu &den in den 8trahlen, deren Ooordinaten durch die 
Doppelgleichungen bestimmt sind: 

) ' i  = X2 = ~'3 } Xi  : - -  ~2 = - -  X3 ~ - -  X i  = ~J'2 : - -  X3 } _-.a. Xi  = - -  X= : ~ 3 "  

Dies sind die Strahlen s, wetche den Punkt P mit den Ecken des sin- 
gulgren Tetraeders und den Contracuspidalpunkten verbinden. Dureh die 
Gleichungen: 

), + ), + ),a = 0, )., - -  ;q - -  ),~ = 0, -- )., + ;q --  ),a ~--- 0, - -  ~ + ).~ + ).~ = 0~ 

werden die Ebenen dargesteltt, welehe den Punkt P mit den Sehnittlinien 
der Hauptebene 7: und der singulitren Ebenen der Flgche verbinden. 

23. Als analytischer Ausdruck fiir die Verwandtschaft zwisehen dem 
ebenen Punktfeld ~ und dem Strahlenbiindel P ergiebt sich mit Htilfe der 
Coordinaten v und ), die Doppelgleichung: 

Denn die vier Strahlen s i m  Btindel P und die entsprechenden Punkte in der 
Ebene ~ sind bei beiden Coordinatenbestimmungen die Einheitselemente. 

24. Die Kegel im Btindel P, welehe die singularen Kegelsehnitte der 
Fl/~che E enthalten, haben in  den )~ die Gleiehungen: 

- -  ),, ),a + )~a ),, + ),l ),, = 0 ,  

),, ),a - -  ),a ),, + X, ;t~ : 0 ,  

)', ).a + ),a ~,, - -  )-i X, : 0 .  
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Diese Kegel stehen in der Beziehung zu einander, dass sich je zwei yon 
ihnen in einer Kante des Doppelliniendreikants beriihren und in den beiden 
anderen so sehneiden, dass ihre Tangentialebenen in denselben zwei Seiten- 
fi~tchen des Dreikants harmonisch trennen. Diese Tangentialebenen sind nichts 
anderes als die Cuspidalebenen der Steiner'sehen Fliiche. 

25. An die Punktcoordinaten in der Ebene ~ kniipft sich unmittelbar 
die Parameterdarstellung der Steiner'schen Fl~che. Da n~imlich: 

p X, = xd, p X~ = x?, p X~ = x?, p X, = x? , 

so ergiebt sich aus den Gleichungen des {} 17, welche die x durch die 
ausdrticken, sofort (*): 

p-Y,-----( v,--~,--n3)', ( (A) 
o .x'~ = ( . - , ,  + , ,  - ,~)', 

Aus dieser Parameterdarstellung folgg sofort eine andere, indem wir setzen: 

p Y, = 2~2 ~3, 

p G = 2,7, ~,, i (B) 

o Y , = n , ' + ~ ? + ~ ' .  ' 
Es ist dann: 

X,-= Y , +  Y,-I- Y3+ Y, ,  

X % = - - Y , - - L +  Y~+ Y,,  

X 3 = - -  Y, + Y , - -  Y~+ Y,, 

X , =  Y , - -  Y , - -  Y~ + g , ,  
und hieraus : 

4 Y, = X, --  .Y~ -- -¥3 + X,, 

4 y ~ =  x , - - x ,  + x ~ - -  x , ,  

4 Y3----- X, + X,-- X3-- X,, 

4 Y , = X , + X , + X ~ + X , .  

(:~') Diese Darstellung giebt Glebsch a. a. % ebenso die folgende. 
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Die Ebenen Y , ~ O ,  Y ~ = 0 ,  Y 3 ~ 0  sind also die mit ~, /3, 7 bezeich- 
neten, welche je zwei Doppellinien enthalten; die Ebene Y, ~ 0 ist die 
Hauptebene 7: der Fl~iche E. 

26. (A) ist die erste Parameterdarstellung der Steiner'schen Fliiche, 
bezogen auf das singul~ire Tetraeder T, (B) ihre zweite, bezogen auf des 
Tetraeder H der Ebenen a, /3, 7, 7:. Die singuliiren Ebenen haben fiir dieses 
Tetraeder genau dieselben Gleiehungen wie die Ebenen a) /3, 7, 7: fill" des 
singul~ire Tetraeder. Die Beziehungen zwischen den beiden Tetraedern sind 
durchaus wechselseitig, jede Kante des einen wird yon zwei Gegenkanten des 
anderen getroffen und harmoniseh geteilt. 

27. Aus den Gleiehungen (B) ergiebt sich dureh Eliminatien der ~: 

Y,~ Y,' + Y3' Y," + Y,~ Y,j--,- 2 Y, Y. Y:, Y,. 

Dies ist die einfaehste rationale Gleiehungsform der Steiner'sehen Fl~iche, die 
zuerst "con KUMMEa angegeben wurde. 

Die Tangenten in den Doppelpunkten der Curve: 

in der ~r die Fl~iehe E schneidet, sind Sehmiegungsstrahlen der Fl~tche und 
gleichzeitig Tangenten des Kegelschnittes: 

Y,' + YJ + Y~' --~ 0) 

in dem die Ebene n die Ft~che rl)~ 0 schneideL 
28. Diese quadratisehe Fl~che, welehe die Kanten des singul~tren 

Tetraeders T in den Cuspidalpunkten bertihrt, hat niimlich in den Y die 
Gleichung: 

Y,~+ Y~+ Y~- Y:=O, 

sie hat also das Tetraeder H zum Poltetraeder. Da nun, auf ein Tangenten- 
tetraeder bezogen) die Gleiehung einer quadratischen Fl~tehe sich immer in die 
Form (1)~0 bringen l~tsst) wo ~P dieselbe Bedeutung hat wie in § 6) so ergiebt 
sieh beil~tufig : 

Jedes Tangententetraeder einer quadratisehen Fl~tehe steht zu einem 
bestimmten Poltetraeder derselben in der Beziehung, des jede Kante des 
einen Tetraeders "con zwei Gegenkanten des anderen getroffen und harmo- 
niseh geteilt wird. Sechs yon diesen zw51f Treffpunkten sind die Bertihrungs- 
punkte der Tangenten) und zwar gehen die Kanten des Poltetraeders)die 
sie paarweise verbinden, dureh eine Eeke desselben. 
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Es giebt noch ein zweites Tangententetraeder~ welches mit demselben 
Poltetraeder in der gleichen Beziehung steht~ und diese beiden Tangenten- 
tetraeder bilden mit dem Poltetraeder zusammen ein desmisches System. 

Dieser Satz wird zur Trivialitgt, wenn man an die Kugel und einen ihr 
umschriebenen Wfirfel denkt. Die Diagonalen in dessert Seitenflgchen bilden 
zwei gleichseitige Tetraeder~ deren Kanten Tangenten der Kugel sin& 

29. Die Steiner'sche Fl~tche wird in sich transformirt dutch 24 Colli- 
neationen einschliesslich der Idcnti~tt~ die zusammen eine Gruppe bilden. Es 
sind dies die Collineationen~ die den dreifachen Punkt P unvergndert lassen 
und die vier singul~iren Ebenen irgendwie unter einander vertauschen. Sic 
ftihren dann naturgem~tss auch die Doppeltinien~ die durch den Punkt P 
gehen Und je zwei Gegenkanten des Tetraeders T der singul~tren Ebenen 
treffen~ und damit auch die Cuspidalpunkte in einander iiber. Sie fiihren 
weiter die Hauptebene r~ in sieh tiber~ welche als Verbindungsebene der 
vierten harmonischen Punkte anf den Doppellinien zu ihren Cuspidalpunkten 
und dem Punkt P definirt war. 

Sic mtissen ferner die Verbindungslinien des Punktes P mit den Ecken 
des Tetraeders T und damit die Contracuspidalpunkte auf der Steiner~schen 
F1/iche in einander iiberffihren. In den Coordinaten X stellen sic sich dar 
durch beliebige Permutationen dersetben ohne Vorzeichen/inderung~ in den 
Coordinaten Y durch beliebige Vertausehung und geeignete Vorzeichen~tnde- 
rung der drei ersten Y,, Y~ I53. In den Coordinaten ~ der Bildebene 
stellen sie sich ebenfalls dar durch beliebige Vertauschung und Vorzeichen- 
~inderung dieser GrSssen. Die zugeh~)rigen 24 Collineatlonen in der Bild- 
ebene ~ f{ihren sonach, wie es sein muss~ des Vierseit V~ das den singul~ren 
Kegelschnitten der 8teiner'sehen Fliiche E entspricht~ und gleichzeitig das 
Viereck Y, dessert Ecken und 8eiten den Contracuspidalpunkten und Cuspi- 
dalkegelschnitten entsprechen~ in sich fiber. Sic transformiren gleichzeitig das 
Dreieek A in sieh~ dessen Ecken und Seiten dem dreifachen Punkte und den 
Doppellinien der 8teiner'sehen Fl'ache E entsprechen (*). 

30. Bemerkenswert sind die Curven 4. Ordnung auf e und die ent- 
sprechenden Raumcurven 4. Ordnung auf E~ welehe die Ebene und die 
Fliiche einfach iiberdecken und dureh die 24 Collineationen in sich t~bergehen. 

(*) Ueber diese merkwiirdige Gruppe yon 2i Collinea~ionen ist 189~; eine Str~tssburger 
Dissertation yea L. RExxm~ in Ba.yreuth ersehienen~ ill welcher dieselbe ausf~ihrlieh 
behandelt ist. 
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Die Raumcurven werden aus der Steiner'schen Ft~tehe ausgesehnitten dutch 
die quadratischen Fl~chen: 

+ Y :  - 

die in der That alle dureh die 24 Collineationen in sieh fibergeffihrt werden. 
Die entspreehenden Curven i~l der Ebene haben die Gleichunggform: 

Sie zerfallen in dreiz{igige und vierziigige Curven. Eine Curve der ersteren 
Gattung schrumpff seheinbar auf die Eeken des Dreiecks A, eine der letzteren 
Gattung auf die Eeken des Viereeks I' zusammen. Beide Gattungen grenzen 
an einander dureh das Vierseit V, dem die slngulfiren Kegelschnitte der 
Steiner'sehen Fl~iche entspreehen, d. h. dec Sehnitt der ]etzteren mit der 
Fl~tehe cp _--__ 0. 

VIERTER ABSCHNITT. 

Die Raumeurve vierter 0rdnung erster  Art. 

1. Jeder biquadratischen Raumcurve des Raumes (x), welche die 
Schnittlinie zweier Fliichen des Geb[ischs (f)'~ ist, entsprieht ira Raume (X) 
eine gerade Linie (I, 15). 

Ist die Raumcurve die Schnittlinie der Flitehen: 

so ist die entspreehende Gerade g die Sebnittlinie der Ebenen: 

Y. ai X~ =-- O, Y- a'i X i  ~ 0 ,  

und ihre Coordinaten sind: 

a i k  --- a i  a ' k  - -  al~ a ' i  . 

Ebendiese GrSssen, zwisehen denen die identisehe Beziehung statt hat :  

kSnnen wir aueh als Coordinaten der biquadratischen Raumeurve~ bezogen 
auf ihr tIaupttetraeder, bezeiehnen. 

2. Die vier Kegel t;~, ~:~, k~, ~:,, welehe sieh durch die Raumeurve 
hindureh]egen lassen, entsprechen den vier Ebenen I(~, welehe die Gerade 

A n n a l i  d i  M a l e m a t i c a ,  tomo I. 17 
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mit den Ecken des Haupttetraeders verbinden~ und haben deswegen die Olei- 
chungen:  

at.. x2 ~ 4 -  a ~  :c~ ~ ~ al4 x4 ~ == 0 

a21 x~ ~ -4- a.~ x~ ~ ~ a~4 x4; ~ 0 

a3~ x~ ~ ~ a~ xJ -~ a~ x,~ ~ == 0 

x-" ~ 0 ,  a,~ x~ ~ -4- a~ x~ ~ -~- a~.~ 

wobei zu beachten, dass akl---~- aia ist. 
3. Die 16 Wendeberiihrungspunkte pi u der Raumcurve entspreehen 

den 4 Schnittpunkten Pi der Geraden g mit den Ebenen des Itahpttetraeders. 
Ihre Coordinaten ergeben sieh daher aus dem folgenden Schema: 

Ebene 

x~ -~ 0 

x~ ~--- 0 

~ 0  

x4 ~--- 0 

X~ X~ .'g~ X4 

0 +- ~a~, +- ~a4~ +-+- Va23 

+- Va , 0 +- Vct,, +-- Va,  

+-- ~]a~, +- Va,, 0 +_ Va,~ 

+_ +- qa , +- Ca,, 0 

Geraden L i ,  vcelche 
Haupttetraeders ver- 

4. Die Wendebertihungslinien lih entspreehen den 
je einen Punkt Pi mit der gegentiberliegenden Ecke des 
binden. 

5. Die Wendeberfihrungsebenen wi k eutsprechen den l(egeln des anderen 
Raumes, die je drei Ebenen des ttaupttetraeders und eine Ebene K i ,  letztere 
in der zugehSrigen Geraden L i ,  beriihren, und sind die Tangentialebenen der 
Kegel ki  in den auf ihnen liegenden Punkten pi h oder Strahlen li h. Fiir ihre 
Coordinaten ergiebt sieh daher sofort, wenn wir abkiirzend: 

~/al~a34:=a~ ~a,3a4~=a'~ ~la:4a~--~a" 
setzen, das Schema: 

Punkt 

¢~j ~ 0 

~i~ ~--- 0 

tt~ ~ 0 

U4 --~- 0 

0 +- Va,... a +- ~la,~. a' -+- Va,, • a" 
- -  _ _  _ _ _  

+- Va~., . a () +- V"~:~ " a" +- Va.., " a' 

+- Va~, " a' +- q , ~  . a" <) -+ ~a~, . a 

+-+- ~%, . a" .+- Va,~ . a' +- Va,~ . a 0 
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6. Es giebt drei Collineationen, welche die Ebenen eines Tetraeders 
unter sieh vertausehen und gleichzeitig eine Gerade in sieh selbst fiberffihren. 
Dutch sie muss n~tmlieh der Wurf der vier Sehnittpunkte der Geraden mit 
den Ebenen des Tetraeders in sich fibergehen, und dies ist auf 3 hrten 
mSglieh, entspreehend den 3 versehiedenen Arten, auf die sieh 4 Elemente 
paarweise vertausehen lassen (*) Diese drei Collineationen sind geschaarte 
Involutionen, deren Axen je zwei paar Eekpunkte des Tetraeders harmonisch 
trennen. 

Da jeder solchen Transformation des Raumes (X), welche die Ebenen 
des Haupttetraeders vertauseht~ 8 Collineationen im Raume (x) entspreehen~ 
welehe die der Geraden entspreehende biquadratische Raumeurve in sich 
iiberfiihren, so geht die letztere ausser durch die Identitiit und die 7 Involu- 
tionen, die a]le Gruppen assoziirter Punkte in sieh transformiren, dutch 24 
Collineationen, im Ganzen also, die Identiffit einbegriffei b durch 32 Collinea- 
tionen in sieh fiber. 

7. Die drei Involutionen, welche die Gerade g mit den Coordinaten aik 
in sieh fiberfiihren, lassen sich dureh das fotgende Schema ffir die Coordinaten 
X'i des aus Xi entstandenen Punktes darstellen: 

X/I XI2 

I. - -  a,3 a ,  -\'2 - -  a,3 a~, . ~  a3, 

I I .  - -  a , ,  al2 . ~  a~t a~3 X ,  - -  a3, 

III. - -  a , .  a,~ X ,  a.., a~, -Y3 a3, 

Hieraus ergeben sich sofort die zugehSrigen 
mes (x)(**). 

S. Je zwei der drei Involutionen liefern 
dritte~ alle drei eombinirt die Identit~tt. So l~sst 
32 Involutionen im Raume (x)in Untergruppen 

a~ X~ a~t a4~ ~\~ 

a~, X~ a43 a4j X, 

a~l X2 ~ a42 a~3 .¥j 

Transformationen des Rau- 

mit einander combinirt die 
sieh auch die Gruppe der 
teilen, derart dass die zu- 

gehSrigen Gruppen yon 32 Punkten sieh in Paare sondern (lurch eine In- 
volution~ oder in Quadrupel dutch 3 Involutionen, die versehiedenen Transfor- 

(*) Die Doppelpunkte der so auf tier geradcn LiMe cntstehenden projektiven, und 
zwar involutorischen, Verwandtschaften sind jedesmal die Punkte, welche beide Paare,  
ia die sich die 4 Pankte sondern, harmonisch trenaen und somit die Verschwindungspunkte 
der zu einer jene 4 Punkte tiefernden Bia/i, cform geh6rigen Govariante T (GLE~SCH, Bi- 
ndrformen, pag. 142). 

(**) S. HARN~_CK, Math. Ann., Bd. 12, S. 82 Anm. 
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mationen der Geraden in sich entsprechen, oder auch durch die Involutionen, 
welche die friiher besprochenen Quadrupel auf der biquadratischen Raumeurve 
liefern u. s. f. 

9. Den Sehnen der biquadratischen Raumcurve entsprechen die dem 
ttaupttetraeder einbesehriebenen Kegelschnitte, welche die Gerade g doppelt 
schneiden, und insbesondere entsprechen den Tangenten der Raumcurve die 
Kegelschnitte, welche die Gerade g und die Ebenen des tIaupttetraeders 
berfihren. 

Dureh den Beriihrungspunkt P eines dieser Kegelsehnitte kann man in 
derselben Ebene einen anderen ]egen, welcher die Gerade g noch einmal 
schneider und ebenfalls dem Haupttetraeder einbeschrieben ist. Dieser Kegel- 
schnitt entsprieht den Schmiegungsstrahlen der zu P gehSrigen Punkte, d. h. den 
in den Sehmiegungsebenen dieser Punkte liegenden wirkliehen Sehnen. 

10. Eine Schmiegungsebene der biquadratisehen Raumeurve wird, 
wenn w ir zur A bkfirzung setzen: 

0¢~ ~ 6/~ a~3 a j4  ~ ~z~ ~ a ~  (l~s a~4 ~ ~3 ~ a3t  a32 a3~ ~ ~4 ~--- a4~ a ~  a43 

dargestellt dutch folgende Gleichung: 

Z gl  Z i  a X i  == O~ 

wenn die zi die Coordinaten des Schmiegungspunktes bezeiehnen. Diese 
Schmiegungsebene ist abet Tangentialebene der Fl~tehe: 

~.i Z i  ~ X i  ~ ~ O~ 

und dieser Fl~iehe entsprieht im anderen Raume die Ebene: 

die ihrerseits Tangentialebene der Fl~iche: 

Y. ~.i Zi  ~ = 0 

im Punkte (Z)  der Geraden (! ist. Diese F1/~ehe muss somit die Gerade g 
enthatten und ist die einzige Fl~iche, die dutch diese Gerade geht und alas 
Haupttetraeder zum Polteiraeder hat. 

11. Dies kSnnen wir umgekehrt benutzen, um die Ebene des Kegel- 
sehnittes zu bestimmen, welcher im Raume (X) einer Geraden mit den Coor- 
dinaten alk des Raumes (x) entspvieht. Da naeh dem Obigen die Fl~iche des 
Systems (f)~, die diese Gerade enth~tlt, die Gleichung hat: 

Z a i  Xi  ~ ~--- O~ 
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so lautet die Gleichung der Ebene im Raume (X) ,  die den entspreehenden 
Kegelschnitt enth/ilt : 

m 

a~, VX, 

a,~ VX, + a,, V:';~ + a,~ Vx~ 

12. Der Kegelschnitt selbst wird aus der Ebene ausgesehnitten dutch 
jeden der vier Kegel: 

+ a~ VX~ + a,, qx, = o, 

+ a~, 6¥, == O, 

- - -  O .  

Diese Kegel haben abel' ausser dem einen Kegc, lsehnitt zu zweien noch je 
einen anderen gemein, und diesen 6 Kegelsehnitten entspreehen ira Raume (x) 
48 Gerade: diese Geraden verbinden die Punkte paarweise, in denen die 
dam ersten Kegelsehnitt entsprechenden aeht assoziirten Geraden die Ebenen 
des Haupttetraeders sehneiden, und bilden mit diesen aeht assoziirten Geraden 
zusammen die s/~mtlichen Verbindungslinien der 16 Sehnittpunkte, sofern sie 
nieht in den Ebenen des Haupttetraeders tiegen. Dutch jeden der 16 Sehnitt- 
punkte gehen 8 yon diesen.Linien. Jede der 8 ausgezeichneten wird also 
yon 28 der iibfigen Geraden geschnitten, in jedem Schnittpunkt mit einer 
Ebene des Haupttetraeders yon 7. Von den 48 anderen Geraden trifft jede 
16 der fibrigen. 

13. In der Sehneneongruenz der biquadratisehen Raumeurve ist eine 
Reihe yon bemerkenswerten Regelsehaaren, i. A: 8. Grades~ enthalten (*), 
unter denen vier besonders hervorzuheben sind: einmal die Tangentenschaar 
der Curve und sodann die Schaaren derjenigen Sehnen~ welehe zwei Gegen- 
kanten des Haupttetraeders treffen. Die letzteren erftillen je eine Regelfl~ehe 
4. Grades. Diesen Regelfi~tchen sind im Raume (X) die drei Hyperboloide 
zugeordnet, welche die der Raumcurve entsprechende Gerade g mit je einem 
Paar Gegenkanten des ]Iaupttetraeders verbinden. 

14. Der Tangentenfi/iche t s der biquadratisehen Raumcurve entspricht 
die Fl~tehe T ~, welche yon den die Gerade g und die vier Ebenen des Haupt- 
tetraeders T beriihrenden Kegelsehnitten erftillt wird. Diese Fl/iche ist eine 

(~') S. tfA~N~CK, a. a. % S. 77 ft. 
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Plficker'sche Complexfl~iche (*); einer der zugeh~irigen quadratischen Com- 
plexe ist ein tetraedraler mit dem Haupttetraeder T. Sie wird gleichzeitig 
erffillt yon den cubischen Raumcurven, welche die Gerade g beriihren und 
dem Tetraeder T umschriebcn sin& 

15. Sie ist yon der vierten Ordnung und der vierten Classe. Die Cje- 
fade g ist ffir sie eine Schneide. Sic hat ferner acht Knotenpunkte, yon denen 
vier die Ecken des tIaupttetraeders sind und die fibrigen auf g liegen, und 
acht singul~ire Ebenen~ darunter die vier Ebenen des IIaupttetraeders~ die sic 
t~ings Kegelschnitten beriihren. Die fibrigen vier singul~ren Ebenen beriihren 
sie l~ngs Geraden und gehen durch die Gerade g und je eine Ecke des 
Haupttetraeders~ dutch die auch die Beriihrungslinie geht. 

16. Die Fl~iche ist sich selbst reciprok zugeordnet in der polaren Cor- 
relation~ deren Ordnungsfiiiche durch die Gerade g geht und das Hauptte- 
traeder zum Poltetraeder hat. 

17. Die cubischen Raumcurven (C) der Fl~iche sind dutch die Ke- 
gelschnitte (K) der Fl~che und deren Ebenen projektiv auf einander bezogen. 
Umgekehrt sind die Kegelschnitte (K) durch die Raumcurven (C) projektiv 
auf einander bezogen~ indem entsprechende Punkte immer auf derselben 
Curve (C)liegen. Insbesondere entsprechen die Beriihrungspunkte der Ke- 
gelschnitte mit derselben Ebene des Haupttetraeders einander~ die auf einem 
singulfiren Kegelschnitte der Fl~iche liegen. Die Strahlen aus den Bertihrungs- 
punkten der Kegelschnitte (K) mit der Geraden g nach ihren Beriihrungs- 
punkten mit den 4 Ebenen des Haupttetraeders haben constantes Doppel- 
verh~tltnis. 

18. Der tetraedrale Complex~ zu dem die Complexfi~iche T '  gehSrt~ 
hat auch fiir die biquadratische Raumcurve, die der Geraden g entspricht~ 
eine besondere Bedeutung. 

Jedem Punkte P des Raumes kSnnen wir bez. der biquadratischen Raum- 
curve eine Geradc p als Polare zuweisen, die so entsteht: Wir ziehen durch 
den Punkt P die beiden Sehnen an die Raumcurve~ suchen auf ihnen die 
vierten harmonischen l:)unkte zu P und den auf ihnen liegenden Curven- 
punkten und verbinden dieselben dutch eine Gerade~ dies ist dann die IPo- 
late p yon P. Sic ist die Schnittlinie der Polarebenen des Punktes bez. der 
quadratischen Fliichen, die durch die biquadratische Raumcurve gehen. Sind 
nun~ wie oben~ aik die Coordinaten der Raumcurve~ bezogen auf lhr ttaupt- 

{*) Vgl. u. a. Svvrt~, Liniengeomet~'ie~ zu Anfang des 3. Bandes. 
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tetraeder T, xl die Coordinaten des Punktes P~ so sind die Coordinaten der 
Polare p :  

p ik  - ~  aih Y,i Xk 

zwischen denen, wie sofi)rt ersiehtlich 7 in der That die Beziehung: 

stattfindet. Es ist aber ferner: 

, ( r )  
(tt.- (~3a a~3 (Q~ a l 4  ¢"/~,3 

d. h. die Polaren aller Punkte des Raumes bilden einen tetraedralen Com- 
plex F, zu dem auch die Gerade mit den Coordinaten aik, also die Ge- 
rade g~ die Polare des Einheitspunktes ist, gehSrt. Mit diesem Complex F 
ist demnach auch der Complex identisch~ auf den wit dutch die Complex- 
fiache T 4 geftihrt wurden. 

18 a. Die Tangenten der biquadl:atischen Raumcurve sind Strahlen des 
Complexes Fund  die ihnen ira Raume (X) entsprechenden Kegelschnitte sind 
Complexcurven yon F. 

18 b. Den Punkten einer Geraden sind bez. tier biquadratisehen Raum- 
curve als Polaren die Strahlen einer quadratischen Regelsehaar zugeordnet; 
gehSrt die Gerade aber selbst dem Complex F an, so entsprechen ihren Punkten 
die Strahlen des Complexkegels, dessen Spitze der Geraden entspricht. 

18 ~. Den Punkten einer Ebene sind die Sehnen einer cubischen Raum- 
curve zugeordnet~ die dem •aupttetraeder umsehrieben ist, und die Tangenten 
dieser Raumcurve entsprechen den Punkten des Complexkegelschnittes~ der 
in der Ebene liegt. 

19. Diese Complexkegelsehnitte sind niehts anderes als die Kegelsehnitte~ 
welche im Raume (X) den zum Raume (x) gereehneten Strahlen des Com- 
plexes F entsprechen. 

Eine eharakteristische Eigensehaft des tetraedralen Complexes ist es n~m- 
lieh, dass man alle seine Geraden aus einer hervorgehen tassen kann dutch 
die Collineationen~ die sein I-Iaupttetraeder unge~indert lassen. Dutch dieselben 
Collineationen miissen auch alle Complexkegetschnitte aus einem hervorgehen. 
Dureh dieselben Collineationen mfissen aber aueh die Kegelsehnitte~ dio den 
Complexstrahlen in der yon uns betrachteten Punktverwandtschaft entspre- 
chen, in einander tibergehen (vgl. III~ 3), und deshalb, well sie sieh teil- 
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weise mit den Complexkegelsehnitten deeken (18~), ganz mit ihnen zusam- 
menfallen. 

20. Rechnet man nun den Complex F zum Raume (X), so entsprechen 
seinen Strahlen im Raume '(x) dreifach unendlich viele biquadratisehe Raum- 
curven~ die alle aus einer durch die Collineationep, die das Haupttetraeder 
ungeandert lassen~ hervorgehen. Wollen wit den tetraedralen Complex F in 
der oben (18) angegebenen Weise auf den Punktraum beziehen, so kSnnen 
wir irgend eine yon diesen biquadratischen Raumcurven zur Ordnungseurve 
w~ihlen. Denn die Coordinaten plk dieser 0rdnung,~curve mti,~sen, damit sie 
den Complex F liefert~ der Bedingung: 

pt~ p34 ~ p_!3 p4~ __. /m p~3 
(tt~ a,~4 a~3 (t42 a~4 ( (~  

geniigen, d. h. die ihr im Raume (X) entspreehende Gerade muss zum Com- 
plex F gehSren. 

21. Aus diesen Betrachtungen geht hervor, wie sich der Gesamtheit 
der Geraden im Raume, wenn man ein festes Tetraeder 2' annimmt, gleieh- 
artige Mannigfaltigkeiten yon Kegelsehnitten zuordnen~ die alle die Ebenen 
des Tetraeders beriihren, von cubischen Raumeurven, die alle durch die Eeken 
des Tetraeders gehen, und endlieh yon biquadratischen Raumeurven~ die alle 
(]as Tetraeder zum Haupttetraeder haben. Aus allen diesen Mannigfaltigkeiten 
heben sieh solche Complexe heraus, deren siimtliche Curven aus einer (lurch 
die Collineationen hervorgehen, welehe das Tetraeder T unge~indert lassen. 

22. Fragen wir nun nach den Collineationen~ die das Tetraeder T 
und eine yon diesen Curven in sieh iiberfiihren, so ist die Frage bereits beant- 
wortet fiir die Geraden und biquadratischen Raumcurvem Ganz ~ihnlich lautet 
die Antwort auch fiir die Kegelsehnitte und cubischen Raumcurven. Ausser 
der Identit~it ergeben sieh aueh hier drei Involutionen~ welche die vier Punkte, 
die die Curven mit  dem Tetraeder T gemein haben, paarweise vertausehen. 
Bei den biquadratischen Raumcurven nimmt die Antwort deswegen einen 
etwas anderen Charakter an~ well diese Curven nieht mehr rational sind. 

23. Ftir die eubische Raumeurve verdienen die erw~ihnten drei Involu- 
tionen und die Quadrupelanordnung~ welche sie auf der Raumcurve begrfinden~ 
eine kurze Darste]]ung (*). 

(~) Vgh ffir das Folgende W. ST~.Hr. in Crelle's Journal, Bd. 101, S. 83 fro 
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Die eubisehe Raumcurve wird aus den Eeken des 
Tetraeders T dutch 4 Kegel zweiter Ordnung projizirt, 
sich sehreiben lassen wie f~)l~t: 

ihr einbeschriebenen 
deren Gleichungen 

b,~ x3 x~ + b,~ x, x~ + b.  x, x3 ---- O, 

b,, x~ x, + b .  x, x, + b~, x, x, = 0 ,  

b,, x~ x~ + b,, x~ x, + b,~ x, x, -~- 0 ,  
indem : 

blk = - -  bk l .  

24. Aus der Analogie dieser Gleichungen mit denen fiir die Verbin- 
dungsebenen einer Geraden mit den Eeken des Coordinatentetraeders ergiebt 
sich fiir die drei Involutionen, welehe die cubisehe Raumcurve zug]eieh mit 
dem Coordinatentetraeder in sich iiberffihren~ das Schema: 

Xtt ~ X, t8 Xt4 

I. - -  b2s b~ x2 - -  bt3 b .  x~ b~ b4~ x, bai b,~ x~ 

I:[. - -  bs~ bst x3 b~3 b~, x4 - -  b .  bt.. x~ by b~3 z~ 

III .  - -  b4, b~ x4 b~4 b3, x3 b,4 b,, z ,  - -  b,,  b,3 x ,  

25. Durch je zwei Gegenkanten des Tetraeders T und die cubisehe 
Raumcurve geht ein Hyperboloid. Die Gleichungen dieser drei Fl/ichen ergeben 
sich sofort durch Addition je zweier der vier Kegelgleichungen und lauten: 

b,3 x, x, + b~, x, a:~ + b,~ x, z ,  -1- b .  x,  x3 = 0 ,  

b~, x,  x,  + b~, x, x, + b,, x~ x, + b,, x3 x4 = 0 ,  

b,, x, z3 + b,~ z, :r,, + b,, z ,  x~ + b,3 x4 x, = O. 

Diese tiyperboloide haben zu zweien ausser der eubischen Raumcurve eine 
Gerade gemein. 
die folgenden : 

. 

2. 

3. 

Um dicse Formeln 

Die Coordinaten der drei Geraden, die wir so erhalten~ sind 

P,~ p.~, p,3 P~ p ,  p2s 

Annal i  di Matemat ica ,  tomo I. 

zu deuten~ nehmen wir die Gerade mit den Coordinaten: 

b~4 bi, b,~ b~3 b28 b,~ 
18 
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hinzu~ dann bilden diese vier Oeraden ein Quadrupel im Sinne des § 5 im 
ersten &bschnitt und liegen auf einer Ft~tehe 2. Ordnung, deren Gleiehung 
lautet : 

(L) 

indem wir setzen: 

Suehen wir aber die Verbindungsebene der drei :Punkte, welehe aus einem 
beliebigen Punkte dutch die drei Involutionen I, II, III  hervorgehen~ so zeigt 
sich~ dass diese Ebene die Polarebene des Punktes bez. der Fl~iehe (L) ist. 
Die Punktquadrupel des Raumes, welche durch die drei Involutionen in sich 
fibergehen~ bilden also je Bin Poltetraeder der Fl~tehe (L). 

Die yon uns ausffihrlieh behandelte quadratisehe Verwandtsehaft hat~ 
wie bereits erw~thnt, WILH~r~ STAm~ benutzt, um aus der Tangentenfl~tche 
der Raumeurve vierter Ordnung zweiter Art die desmische Fl~tehe 12. Ordnung 
herzuleiten. Es sei uns gestattet~ mit wenigen Worten noch auf diesen Punkt 
zu spreehen zu kommen. 

Die desmische Fl~che 4. Ordnung fanden wit als Enveloppe eines qua- 
dratisehen Btischels yon Fl~ehen 2. Ordnung mit gemeinsamem Poltetrae- 
der (II, 31). Die reziproke Fl~iehe 4. Classe muss datum die Enveloppe einer 
quadratisehen Sehaar yon Fl~tchen 2. Classe sein. Diese Fl~tehen 2. Classe 
haben 8 gemeinsame Tangentia]ebenen und beriihren dieselben in den Punkten 
je eines Kegelsehnittes k. ffeder dieser Kege]schnitte k muss die vier Ebenen des 
Haupttetraeders bertihren. Die 8 singul~iren Fl~ehen der quadratischen Sehaar 
fallen n~tmlich paarweise zusammen und ihre Kegelschnitte liegen in den 
Ebenen des tIaupttetraeders. (Vgl. I, 31.) Die gemeinsamen Tangentialebenen 
tier Fl~tchen der quadratischen Sehaar entspreehen nun, wenn man sie zum 
Raume (x) reehnet~ in unserer Yerwandtsehaft einer Steiner'sehen Fl~iche des 
Raumes (X) (I[I, 1) und die in ihnen liegenden Kegelsehnitte k einer Haupt- 
tangenteneurve K tier Steiner'sehen Fl~tche (II[~ 10). Den Schmiegungsebenen 
dieser biquadratisehen Raumeurve entspreehen ferner die Fl~tchen der qua- 
dratischen Sehaar selbst, und darum der Tangentenfi~tche dieser Raumeurve 
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die desmisehe Flaehe 4. Classe. Die Tangentenfl~iche ist yon der 6. Ordnung 
und die desmische Fl~che yon der 12. Ordnung. 

Betreffs der Eigenschaften der desmisehen Ft~tche~ die sich sonach aus 
den Eigenschaften der Tangentenfl~ehe der bicluadratischen Raumcurve ableiten 
lassen, sei auf die letzten Seiten der Stahl'schen Abhandlung verwiesen. 

Strassburg~ den 13. Mai 1897. 


