Ueber die quadratische Transformation,
durch welche die Ebenen des Raumes
in ein System von Flachen zweiter
Ordnung mit gemeinsamem Poltetrae-
der iibergefiihrt werden.

(Von H. E. Tmerove in Strassburg.)

Nachdem Herr Reve durch seine Abhandlung im 48. Bande der Math.
Annalen die Aufmerksamkeit wieder nachdriicklich auf die bisher sehr ver-
nachlidssigten nicht wechselseitig eindeutigen quadratischen Verwandtschaften
hingelenkt hat, indem er sie insbesondere zu einer ergiebigen Diskussion der
rationalen Flichen benutzte, scheint es an der Zeit zu sein, diejenigen beson-
deren Fille dieser Verwandtschaften aufzusuchen, die auch eine einfache
analytische Behandlung gestatten. Man konnte hierbei zundchst an die um-
gekehrt zweideutigen Transformationen denken, bei denen also die Flidchen
zweiter Ordnung, in die die Ebenen des Raumes iibergehen, entweder alle
denselben Kegelschnitt oder dieselbe Gerade und dieselben zwei Punkte oder
dieselben sechs Punkte gemein haben. Diese Fille erweisen sich auch nicht
als ungeeignet fiir die analytische Behandlung, nur der letzte, der fiir die
synthetische Behandlung der néchstliegende ist, scheint sich in analytischer
Beziehung ganz der ein-vierdeutigen Verwandtschaft, bei der die Flichen
zweiter Ordnung nur die Ecken eines Tetraeders gemein haben, unterzuordnen.

Weitaus einfacher gestaltet sich aber die Darstellung, wenn die quadra-
tischen Flichen alle ein gemeinsames Poltetraeder haben, denn dann driicken
sich die transformirten Coordinaten einfach durch die Quadrate der urspriing-
lichen und diese also umgekehrt durch die Quadratwurzeln jener aus. Diese
Verwandtschaft benutzte Wiarty Svann (im 101. Bande des Crelle’ schen
Journals, S. T3), um aus der Tangentenfliche der biquadratischen Raum-
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curve zweiter Art die desmische Flidche 12. Ordnung herzuleiten, indem er
dem inneren Grunde der von Salmon zufillig gemachten Bemerkung nachging,
dass die erstere Fldche in die letztere {ibergeht, wenn man bei geeigneter
Wahl des Coordinatensystems in ihrer Gleichung die Verdnderlichen durch
deren Quadrate ersetzt. Stahl hat gleichzeitig die in Rede stehende Ver-
wandtschaft kurz charakterisirt, zwar nur soweit, als es fiir sein Problem
ndtig war, aber durch dasselbe nahm er gerade das Schwierigste vorweg.

Am niitzlichsten aber erweist sich die genannte Verwandtschaft fiir die
sog. Steiner’sche Fliche und zwar liegt dies daran, dass sie sofort ihre
einfachste Abbildung auf eine Ebene liefert. So viele bemerkenswerte Eigen-
schaften man auch fiir die Flichen erhilt, die als entsprechende Gebilde an-
derer, insbesondere quadratischer, Fldchen erscheinen, sie lassen doch, so
lange die Beziehung keine eindeutige ist, vor allem die Vollstindigkeit ver-
missen. Wir halten es aber doch fiir keinen Nachteil, wenn auch die Grenzen
deutlich hervortreten, bis zu denen der Nutzen einer bestimmten Methode
reicht. Das Feld, auf dem sich diese besondere quadratische Transformation
als erspriesslich erweist, bleibt immerhin ein sehr weites, und Beachtung
verdient es auch, dass, so einfach die Verwandtschaft selbst, in analytischer
und rein geometrischer Beziehung, ist, so verwickelt und schwierig doch die
Verhiltnisse werden konnen, zu denen sie schliesslich fiihrt, und so ausseror-
dentlich mannigfaltig die Gebiete, in die sie den Weg leitet.

ERSTER ABSCHNITT.

Das Gebiisch der quadratischen Flachen mit gemeinsamem
Poltetraeder.

1. Das Gebiisch der quadratischen Flichen mit gemecinsamem Polte-
traeder ist wohl zuerst von Pamvin in einer sehr reichhaltigen, aber nicht
systematisch geordneten Arbeit (*) untersucht worden. Spiter ist es in einer
Preisschrift von K. Meister behandelt (**). Herr Reve hat ihm im Anhang
zum letzten Band seiner Geometrie der Lage einen Abschnitt gewidmet, in

(¥) Crelle’s Journal, Bd. 63.
(**) Sehlomilel’s Zeitschrift, Bd. 34,
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dem die wesentlichen Eigenschaften zusammengestellt sind. Wir wollen kurz
hervorheben, was fiir unsere Zwecke ndtig ist.

2. Das gemeinsame Poltetraeder der quadratischen Flichen wollen
wir als das Haupttetraeder T' bezeichnen und auf dasselbe homogene Coordi-
naten x,, %,, %;, %, beziehen. Dann stellt sich eine beliebige Fliche f des
Gebiischs, (f)?, durch eine Gleichung von folgender Form dar:

a, x2 4-a, 22+ a2 ezt =0,

Die Flachen des Gebiischs gehen durch die Collineationen, die-das Haupt-
tetraeder ungeéindert lassen, in einander iiber.

3. Durch die 8 assoziirten Schnittpunkte dreier Flichen des Gebiischs
gehen sechs Ebenenpaare des Gebiischs, die je eine Kante des Hauptte-
traeders zur Axe haben. Von den Verbindungslinien je zweier der 8 Punkte
gehen durch jede Ecke des Haupttetraeders vier. Von den ibrigen zwdlf
schneiden sich zwolfmal je zwei auf einer Kante des Haupttetraeders, wih-
rend gleichzeitig ihre Verbindungsebene durch die Gegenkante geht.

4, Fir die 8 assoziirten Punkte sind die Quadrate der Coordinaten
einander gleich und die Coordinaten selbst daher bis auf die Vorzeichen
dieselben. Durch beliebige Aenderung der Vorzeichen erhalten wir somit aus
einem. Punkte die 7 assoziirten. Diese Vorzeicheniinderungen stellen 7 Invo-
lutionen dar. Von denselben sind 4 centrisch und 3 geschaart. Die Ecken
des Haupttetraeders sind die Centren und die gegeniiberliegenden Seitenflii-
chen die zugehtrigen Involutionsebenen der centrischen Involutionen, und
je zwei Gegenkanten des Tetraeders sind die Axen der geschaarten Invo-
Jutionen.

5. Durch die centrischen Involutionen gehen aus einem Punkte eines
Oktupels vier andere hervor, aber dieselben Punkte gehen auch aus irgend
einem der drei noch iibrigen Punkte durch dieselben Involutionen hervor. Die
letzteren drei samt dem ersten Punkte gehen ihrerseits ebenfalls durch die
vier centrischen Involutionen aus irgend einem der iibrigen Punkte hervor.

Das Oktupel der assoziirten Punkte erscheint so in zwei Quadrupel ge-
sondert. Ein Punkt des einen Quadrupels geht durch die vier centrischen
Involutionen in die Punkte des anderen Quadrupels und durch jede dieser
Involutionen geht cin Quadrupel in das andere iiber.

Durch die drei geschaarten Involutionen geht ein Punkt eines Quadrupels

in die drei {ibrigen Punkte desselben Quadrupels iiber und jedes Quadrupel
somit in sich selbst.
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6. Beide Quadrupel sollen einander assoziirt heissen. Die Punkte eines
Quadrupels liegen zu je zweien mit einer beliebigen Kante des Haupttetrae-
ders in zwei Ebenen, die die Eckpunkte der Gegenkante harmonisch trennen,
und "dieselben Ebenen enthalten auch das assoziirte Quadrupel. Auf den Ge-
raden, die die Punkte eines Quadrupels mit einer KEcke des Hauptetraeders
verbinden, liegen auch die Punkte des assoziirten Quadrupels.

Ziwei assoziirte Quadrupel bilden die Ecken zweier Tetraeder, T', und T},
die zu einander vierfach perspektive Lage haben, indem die Projektionscen-
tren mit den Ecken des Haupttetraeders 1" zusammenfallen.

Es miissen aber auch die Geraden, welche einen Punkt eines Quadrupels
mit den Punkten des assoziirten Quadrupels verbinden, durch je einen Eckpunkt
des Haupttetraeders laufen. Es hat also auch jedes der Tetraeder 7, und T
vierfach perspektive Lage zum Haupttetraeder 7', indem die Projektionscen-
tren jedesmal die Ecken des noch iibrigen dritten Tetraeders sind.

Die drei Tetraeder 1, T,, T, befinden sich also in der bekannten des-
mischen Lage (Reye, in den Acta Muthematica, Bd. 1, S. 99).

1. Zwei assoziirte Punktquadrupel bilden die Ecken von zwei Tetrae-
dern, deren Ebhenen zwei assoziirte Ebenenquadrupel bilden. Fiir solche
Ebenenquadrupel gelten genau die reziproken Sidtze wie fiir die analogen
Punktquadrupel.

8. Zwei Gruppen von 8 assoziirten Puunkten lassen sich auf 8 ver-
schiedene Arten so durch 8 Gerade verbinden, dass diese 8 Geraden selbst
assoziirt sind und mit den assoziirten Punkten durch die 7 Involutionen in
einander {ibergehen.

Acht assoziirte Gerade teilen sich in zwei Quadrupel, derart dass die
Geraden des einen Quadrupels der einen Regelschaar und die Geraden des
anderen Quadrupels der anderen Regelschaar eines und desselben Hyperbo-
loids angehoren. Die 16 Punkte, in denen die Geraden des einen Quadrupels
sonach die Geraden des anderen Quadrupels schneiden, verteilen sich zu
vieren auf die Ebenen des Haupttetraeders.

9. Drei Gruppen von § assoziirten Punkten lassen sich auf 64 ver-
schiedene Arten so durch 8 Ebenen, die aus jeder Gruppe einen Punkt
enthalten, verbinden, dass diese 8 Ebenen selbst assoziirt sind.

Insbesondere sind die Tangentialebenen einer Fliche des Gebiischs (/)
in 8 assoziirten Punkten selbst 8 assoziirte Ebenen und lassen sich so in zwei
Quadrupel teilen, dass die Ecken der von beiden Quadrupeln gebildeten Te-
traeder wieder 8 assoziirte Punkte sind.
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10. Von diesen Betrachtungen lassen sich sehr bemerkenswerte An-
wendungen auf die Raumecurve vierter Ordnung erster Art machen. Man
erhilt so alle die Sitze, die H. Scardter in seinem Biichlein iber diese
Curve auf S. 47 fi. entwickelt.

11. Um die Fldchen des Gebiischs (f)? die alle ein gemeinsames Pol-
tetraeder 7' haben, eindeutig auf die Ebenen des Raumes zu beziehen, braucht
man nur von einem belicbigen festen Punkte P beziiglich aller dieser Fliachen
die Polarebenen aufzusuchen (*). Zu jeder Ebene = gehort dann auch nur
eine Fliche des Gebiischs, da die polare Verwandischaft durch das Polte-
traeder 7' und die entsprechenden Elemente P und = eindeutig festgelegt
ist, und damit auch ihre Ordnungsfliiche.

12. Dem Flichensysteme (f)® gehoren vier Biindel von Kegeln an, deren
Scheitel immer eine Ecke des Haupttetracders T ist, withrend die in der Ecke
sich schneidenden Kanten fiir den Kegel ein Poldreikant bilden. Diesen Kegeln
sind die Ebenen zugeordnet, die durch je eine Ecke des Haupttetraeders gehen.

13. Dem Systeme (f)® gehoren sechs Biischel von Ebenenpaaren an,
die mit je zwei Ebenen des Hauptietraeders als Doppelebenen eine Involu-
tion bilden. Diesen Ebenenpaaren sind die Ebenen zugeordnet, die durch je
eine Kante des Haupttetraeders gehen.

14. Dem Systeme (f)® gehdren vier doppelt zihlende Ebenen an: die
Ebenen des Haupttetraeders. Diese Ebenen sind sich selbst zugeordnet.

15. Der Durchsehnittscurve zweier Flichen des Systems (f)* entspricht
allemal die gerade Linie, in der sich die den Flichen entsprechenden Ebenen
schneiden. Acht assoziirten Punkten, in denen sich drei Flichen des Systems
schneiden, entspricht ein einziger Punkt.

16. Den Raum des Systems (f)* wollen wir als den Raum (z) be-
zeichnen, den Raum der den Flichen des Systems entsprechenden Ebenen
als Raum (X), indem wir gleichzeitiz Coordinaten, die sich auf den arsten
Raum beziehen, mit kleinen Buchstaben, und solche, die zum zweiten Raum
gehdren, mit grossen Buchstaben schreiben.

Das Haupttetraeder T' solien beide Réume gemein haben, indem die
Ecken, Sciten und Kanten dieses Tetraeders sich selbst entsprechen.

17. Um nun die Bezichung der Flichen des Systems auf die Ebenen

des Raumes (X)) analytisch auszudriicken, wihlen wir als den festen Punkt

(*) Reve, Geomelrie der Lage, 3. Bd. der 3. Aufl., S. 142, Vgl auch seine letzte
Arbeit Gber diesen Gegenstand, Math, Ann., Bd. 48.
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den Einheitspunkt, d. h. den Punkt, dessen Coordinaten, auf das Hauptte-
traeder bezogen, alle einander gleich sind. Dann entspricht der Fliche :
ar? 4+ a2 4 a2+ a, 20 =0,
die Ebene:
04X‘+a2X2+a3X3+a4 X4=0,

und die Beziehung zwischen den Punkten der beiden Réaume driickt sich
einfach aus wie folgt:

pXi=w2,
PXﬁ"':x;)
FX3=:$327
pX4=:L‘42.

Die Coordinaten eines Punktes des Raumes (X) sind proportional den Qua-
draten der Coordinaten der entsprechenden Punkte im Raume ().

Umgekehrt sind die Coordinaten eines Punktes des Raumes (x) propor-
tional den Quadratwurzeln aus den Coordinaten des entsprechenden Punktes
im Raume (X).

18. Aus dieser Darstellungsform der Verwandtschaft ist sofort ersicht-
lich, dass einem beliebigen Punkte des Raumes (X) acht Punkte des Rau-
mes (X) zugeordnet sind. Liegt aber der Punkt in einer Ebene des Haupt-
tetraeders, so sind ihm nur vier und zwar in derselben Ebene gelegene
Punkte zugeordnet, liegt er auf einer Kante des Haupttetraeders, so sind
ihm zwei Punkte derselben Kante zugeordnet, und die Ecken des Hauptte-
traeders endlich entsprechen nur sich selbst.

19. Die biquadratische Raumcurve des Raumes (z), die einer Geraden
des Raumes (X) entspricht, zerfiillt, wenn diese Gerade eine Kante des Haupt-
tetraeders trifft, in zwei Kegelschnitte, die zum Haupttetracder folgende
ausgezeichnete Lage haben. Sie schneiden sich auf der Tetraederkante in
zwei Punkten, die die auf der Kante liegenden Eckpunkte harmonisch
trennen, ihre Ebenen schuneiden sich darum in dieser Tetraederkante und
trennen gleichzeitig die in der Kante sich schneidenden Ebenen des Tetrae-
ders harmonisch.

20. Geht die gerade Linie des Raumes (X) durch eine Ecke des
Haupttetraeders T, so zerfillt die entsprechende Curve des Raumes (x) in
vier Gerade, die alle durch dieselbe Ecke von T und deren Verbindungs-
ebenen paarweise durch eine Kante von T gehen.



durch welche die Ebenen des Raumes in ein System u. 8. w. 101

21. Liegt die gerade Linie des Raumes (X) in einer Ebene des Haupt-
tetraeders, so entspricht ihr im Raume (z) ein doppelt zu zéhlender Ke-
gelschnitt derselben Ebene, fiir den die in der letzteren liegenden Kanten
und Ecken des Haupttetraeders ein Poldreieck bilden.

22. Umgekehrt entspricht einer geraden Linie des Raumes (z) ein Kegel-
sehnitt im Raume (X)), welcher die vier Ebenen des Haupttetraeders beriihrt (*).

Einem jeden solchen Kegelschnitt des Raumes (X) entsprechen aber auch
immer 8 assoziirte Gerade des Raumes (x), und wie man zwei Gruppen as-
soziirter Punkte auf 8 Arten durch 8 assoziirte Gerade verbinden kann (8),
so giebt es auch 8 Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Punkte gehen
und vier feste Ebenen berihren.

Die in irgend einer Ebene liegenden unter den in Rede stehenden Ke-
gelschnitten bilden eine Schaar und sind dem Vierseit einbeschrieben, in dem
die Ebene das Haupttetraeder schneidet. Ihnen entsprechen im anderen
Raume die beiden Regelschaaren der der Ebene zugeordneten Regelfliche.
Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei dieser Kegelschnitte.

23. Trifft die Gerade im Raume (z) eine Kante des Haupttetraeders,
so beriihrt der entsprechende Kegelschnitt dieselbe Kante und die zwei Ebenen
des Haupttetraeders, die sich in der Gegenkante schneiden.

24. Geht die Gerade im Raume (x) durch eine Ecke des Hauptte-
traeders, so ist sie in einfach unendlich vielen Kegeln des Flichengebiischs (f 2
enthalten, die einen Biischel bilden. Ihr entspricht deswegen im Raume (X)
eine Gerade, die durch die gleiche Ecke des Haupttetraeders geht. (Vgl. § 20.)

25. Ebenso geht durch eine Gerade des Raumes (z), welche zwei
Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, ein Biischel von Flichen des Sy-
stems (f)* hindurch. Dieselben haben ausser der vorgelegten noch drei Gerade
gemein, die mit der ersten ein windschiefes Vierseit bilden, dessen Ecken
paarweise auf den beiden Gegenkanten des Haupttetraeders liegen. Diesen
vier (teraden des Raumes () entspricht eine Gerade des Raumes (X), welche
dieselben Gegenkanten des Haupttetraeders trifft.

126. Liegt die Gerade des Raumes (z) in einer Ebene des Haupttetraeders,
so entspricht ihr im Raume (X)) ein Kegelschnitt, der die drei in der Ebene
liegenden Kanten des Haupttetraeders beriihrt. Demselben Kegelschnitt ent-
sprechen noch drei andere Gerade des Raumes (), diese bilden mit der ersten
zusammen ein Vierseit, dessen Diagonalen Kanten des Tetraeders sind.

{*) Reyn, Geom. d. L., 3. A, Bd. 3, S. 219,

Annali di Matematica, tomo 1. 11
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27. Im allgemeinen Falle ist die Gerade des Raumes () auf den ihr
entsprechenden Kegelschnitt des Raumes (X)) Punkt fiir Punkt eindeutig be-
zogen. In den Spezialfillen aber, wo ihr wieder eine Gerade entspricht, fin-
det diese eindeutige Beziehung nicht mehr statt; jedem Punkte der Geraden
des Raumes (X) entsprechen zwei Punkte der Geraden des Raumes (z), die
im einen Falle durch eine Ecke und die gegeniiberliegende Ebene des Haupt-
tetraeders, im anderen Falle durch zwei Gegenkanten desselben harmonisch
getrennt werden,

ZWEITER ABSCHNITT.
Ueber eine Reihe besonderer Flichen vierter Ordnung.

1. Einer beliebigen Fliche 2. Ordnung F'® im Raume (X) entspricht
im Raume (x) eine Fliche 4. Ordnung f*, welche die Eigenschaft hat,
durch 7 Involutionen in sich selbst iibergefiihrt zu werden, und deren Glei-
chung, auf das Haupttetraeder bezogen, nur die Quadrate und vierten Po-
tenzen der Verinderlichen enthélt. Jedem Punkte von F'* entsprechen i. A.
8 assoziirte Punkte von f* (I, 18).

2. Fragen wir nun nach den Bedingungen, unter denen diess Flidche f4
einen Knotenpunkt bekommt, ohne dass die Fliche F'® ein Kegel ist, so ist
dies zunichst jedesmal der Fall, wenn die Flidche F'* durch eine Ecke des
Haupttetraeders geht. Ihrer Tangentialebene in dieser Ecke entspricht dann
der Kegel, welcher sich der Fliche f* in dem zugehorigen Knotenpunkte
anschmiegt. (Vgl. I, 12))

3. Die Fliche f* bekommt aber immer vier Knotenpunkte, wenn die
Fliche F'* eine Ebene des Haupttetraeders T beriihrt. Findet diese Beriih-
rung auf einer Kante von 7 statt, so fallen die Knotenpunkte paarweise,
und findet sie in einer Ecke von T statt, so fallen sie alle vier zusammen.

Wenn F® nimlich eine Ebene des Haupttetraeders beriihrt, so schneidet
die Fléche die Ebene in zwei Geraden, diesen entsprechen im anderen Raume
awei Kegelschnitte derselben Ebene, dezen Durchschnittspunkte die Knoten-
punkte von f* sind (¥). Es sind Knotenpunkte und nicht etwa Beriihrungs-

(*) Die Flache f* wird lings der beiden Kegelschnitte von Kegeln 2. O. beriihrt,
deren Mittelpunkte mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt des Haupttetraeders zusam-
menfallen.
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punkte schon deshalb, weil diese Ebene des Haupttetraeders Involutionsebene
einer Involution ist, durch die die Fldche f* in sich iibergeht, und weil die
Schnittlinien der Fliche mit zwei auf beiden Seiten der ersten Ebene sehr
nahe benachbarten assoziirten Ebenen infolge dessen congruente Curven sind.

4. Beriihrt die Fliche F* eine Kante des Haupttetraeders, so erhilt
die entsprechende f* zwei Knotenpunkte auf derselben Kante.

5. Die Fldche 4. Ordnung des Raumes (x) hat also nur dann 16
Knotenpunkte, wenn die entsprechende Fléche 2. Ordnung des Raumes (X)
alle Ebenen des Haupttetraeders beriihrt (3). Diese Knotenpunkte bilden in
den Ebenen des Haupttetraeders vier Vierecke, deren Diagonaldreiecke je-
desmal durch drei Kanten des Haupttetraeders gebildet werden. Eine solche
Fliche heisst nach Caviey (*) Tetraedroid. Sie hédngt von 17 Parametern
ab, wihrend die allgemeine Fliche 4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten, die
Kummer’sche Fliche, von 18 Parametern abhéngt, und sie ist die projektive
Verallgemeinerung der Fresnel'schen Wellenfliiche, bei der aber wie bekannt
immer nur vier Knotenpunkte reell sind, wihrend sie bei den Tetraedroiden
alle reell sein kénnen.

6. Die Gleichungsform, welche die Tetraedroide, auf das Hauptte-
traeder bezogen, zeigen, ergiebt sich sofort aus der Gestalt, in der die Glei-
chung einer die vier Ebenen des Coordinatentetraeders berithrenden quadra-
tischen Fliche erscheint, wenn man von ihrer Gleichung in Ebenencoor-
dinaten :

Gyy Uy Uy ~F yg Uy Ug ~f Qo Uy Us ~1 By Uy Uy 4 Qg Uy Uy +- Ao s Uy =0,

ausgeht. Die Gleichung des zugehdrigen Tetraedroids lautet dann in Determi-
nantenform geschrieben :

0 = x° x® x®
z: 0 a, a5 ay -
2 .
20 A 0 G ay = 07
8 Qs G 0 gy |

2 @y Gy ay 0

eine Form, die auch CayLey angiebt.

(*) 8. dessen Aufsitze Liouville's Journal, Bd. XI; Crelle’s Journal, Bd, 65 u. 87.
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7. Jedem Kegel des Raumes (X), welcher drei Ebenen des Hauptte-
traeders beriihrt, dessen Spitze somit in einer Ecke desselben liegt, entspre-
chen im Raume (X) vier Ebenen, die sich alle in derselben Ecke und zwei-
mal paarweise in jeder durch die Ecke gehenden Ebene des Haupttetraeders
schneiden.

Die Gleichung eines solchen Kegels lisst sich ndmlich in der Form
schreiben :

a VX + ao Y Xe + @ Y X; =0,

und analog fiir die anderen Ecken des Haupttetraeders. Aus dieser Glei-
changsform ist sofort ersichtlich, dass dem Kegel die Ebenen entsprechen:

dtx1+¢2372+“3x320,
~——oc‘6l'/‘,+a2502+a3.’113=0,
dgxi—dgxg“l"d:;x;j:o,

Gfgmi—’;—dzxg"’"agxg:o.

Ein solcher Kegel wird von jeder Ebene in einem Kegelschuitte geschnit-
ten, der drei Ebenen des Haupttetraeders beriihrt. Jedem derartigen Ke-
gelschnitte entsprechen im anderen Raume wieder Kegelschnitte, und zwar
vier, einer in jeder der dem Kegel entsprechenden Ebenen.

8. Die Tangentialkegel K;, welche sich aus den Ecken des Hauptte-
tracders an die alle Ebenen des letzteren beriibrende Fliche F* legen lassen,
berithren nun drei Ebenen des Haupttetraeders, dasselbe gilt von ihren Be-
riihrungskegelschnitten. Die ihnen im Raume (z) entsprechenden Ebenen be-
riihren die entsprechende Flidche f* lings Kegelschnitten.

Das Tetraedroid hat also 16 singuldre Tangentialebenen, die es lings
Kegelschnitten beriihren, und von diesen Ebenen gehen je vier durch eine
Ecke des Haupttetraeders T, indem sie ein Vierseit bilden, von dem je zwei
Gegenkanten in einer Ebene von 7' liegen. Ausser diesen 16 Kegelschnitten
enthiilt das Tetraedroid noch 8 andere, ndmlich zwei in jeder Ebene von T (3.

Die 6 Kanten eines solchen Vierseits entsprechen den drei Geraden, welche
eine Ecke des Haupttetraeders mit drei der vier Beriithrungspunkte von I*
verbinden, jede dieser Kanten enthdlt zwei Knotenpunkte und jede singulire
Ebene somit 6 Knotenpunkte.

Diese 6 Knotenpunkte lassen sich ferner paarweise durch 3 Gerade ver-
binden, die durch denselben Eckpunkt des Haupttetraeders gehen. Sie bilden
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also die Ecken eines Brianchon’schen Sechseckes, wihrend sie gleichzeitig,
als auf dem singuldren Kegelschnitt in der Ebene gelegen, ein Pascal’sches
Sechseck bilden.

9. Da die 16 Knotenpunkte sich gleichmiissig auf die 16 singuldren
Ebenen verteilen miissen, so gehen auch durch jeden Kunotenpunkt 6 singu-
live Ebenen (*) und berithren alle den Schmiegungskegel in demselben. Da
solche 6 Ebenen aber immer durch eine centrische Involution in einander
itbergehen miissen, werden sie von einer beliebigen Ebene in den Seiten eines
Pascal’schen Sechsecks geschnitten, das gleichzeitig ein Brianchon’sches sein
muss, weil die 6 Ebenen denselben Kegel beriihren.

10. Von den 120 Verbindungslinien der 16 Knotenpunkte liegen je 6
in den Ebenen des Haupttetraeders. Von diesen 24 Linien gehen auch je 6
durch eine Ecke des Haupttetraeders und bilden die Schnittlinien der durch
diese Ecke gehenden singuliren Ebenen.

Die iibrigen 96 Verbindungslinien entsprechen den 12 Kegelschnitten
des Raumes (X), welche die vier Ebenen des Haupttetraeders berithren und
davon je zwei in denselben Punkten wie die Fliche F3: Durch diese Ke-
gelschnitte gehen aber auch je zwei der Tangentialkegel K3, die immer in je
zwei von ihnen sich schneiden, und die 96 Verbindungslinien singuliirer Punkte
sind deshalb auch Schnittlinien je zweier singulirer Ebenen.

Die 120 Verbindungslinien je zweier Knotenpunkte sind mit den 120
Schnittlinien je zweier singulirer Ebenen identisch.

11. Die Coordinaten der singuliren Punkte ergeben sich aus dem fol-
genden Schema :

Ebene x, %y T 24
, = 0  *+\a, *ya, =*\a,
@, = o, 0 F\an *\ay
Xy == 1) + \/a_—n + Vay, 0 + \/&;
Ty == * \/E[; + \/a-u + \/a—x; 0

(*) Dies lisst sich auch so erkennen: Jeder der Berithrungspunkte der Fliche F2
mit den Khenen des ITaupttetracders liegt anf drei der Tangentialkegel I(; aus den Ecken
des Haupttetraeders, Dureh jeden der entsprechenden Knotenpunkte von f4 gehen daher
zundchst drei singulire Ebenen. dann aber noeh drei weitere, die aus den cersteren durch
eine centrisehe Involution hervorgehen,
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Die Tangentialkegel K;, welche sich aus den Ecken des Haupttetraeders an
die Fliche F'* legen lassen, haben folgende Gleichungen:

VG—JX; + \/auXa + Va23X4 =0 ’

\/034X1 + \(auXa -+ \/anA ={,
V“zaXc + V“qu -+ \/ang =0 y
vaz:sXx + \/“BXQ ’}L V&;—X{s == U.

Die Coordinaten der singl;lé:ren Ebenen der Fliche f+ lassen sich demnach
durch folgendes Schema darstellen :

Punkt ", U U,
4, =0 0  *Vam *Vau =*\ya,
u, =0 *ya, 0 Eya, *ya,
wy = 0 +\a,, *ya, 0 *\a.
uy=0 | *\a, *\a, *ya., O

12. Geht eine quadratische Fliche F'* des Raumes (X) durch eine
Kante des Haupttetraeders hindurch, so hat die entsprechende Fliche f* des
Raumes (z) dieselbe Kante zur Doppellinie (s. I, 13).

13. Einem Hyperboloid, welches 4 Kanten des Haupttetraeders ent-
hélt, entspricht daher ein Paar von Hyperboloiden, welche dieselben Kanten
mit einander gemein haben.

14. Einem Hyperboloid F'®, welches 3 Kanten des Haupttetraeders
enthdlt, entspricht eine biquadratische Regelfldche f*, welche dieselben drei
Kanten zu Doppellinien hat. Die beiden windschiefen unter den drei Kanten
sind durch die eine Regelschaar der Fliche F'? projektiv auf einander be-
zogen, diese eindeutige Beziehung geht durch die quadratische Verwandt-
schaft in eine zweideutige iiber (I, 18), und die Geraden der Regelfliche f*
sind dicjenigen, welche jeden Punkt einer der beiden windschiefen Doppelli-
nien mit den beiden entsprechenden Punkten der anderen verbinden. (Vgl. I, 25.)
Die letzteren beiden Punkte trennen immer zwei Ecken des Haupttetraeders
harmonisch.

15. Jede der Ebenen durch die dritte Doppellinie schneidet die Fliche f*
ausserdem in einem Kegelschnitte. Diese Kegelschnitte entsprechen, wihrend
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die Geraden der Fliche f* der einen Regelschaar von F'® entsprechen, paar-
weise den Geraden der anderen Regelschaar (I, 19).

16. Diese Kegelschnittschaar der Fliche f* hat eine besondere Lage
zum Haupttetraeder. Durch jeden Punkt der dritten Doppellinie gehen zwei
von ihnen, dieselben haben noch einen zweiten Punkt dieser Linie gemein,
der von dem ersten durch die beiden auf der Linie liegenden Tetraederecken
harmonisch getrennt ist, und die Ebenen der beiden Kegelschnitte bilden mit
den in der Linie sich schneidenden Seitenflichen des Haupttetraeders vier
harmonische Ebenen.

17. Die Regelfliiche f* lidsst sich durch eine Gleichung von folgender

Form darstellen:
R A o AN A A AR

18. Nun entspricht umgekehrt einem Hyperboloid f* des Raumes (=),
das drei Kanten des Haupttetraeders enthilt, im Raume (X) eine Regel-
fiiche I'4, die dieselben drei Kanten zu Doppellinien hat. Der Gileichung
dieser Fliche lisst sich folgende Form geben:

VX. Xg + VXg X3 + VX:; X4 = O,
oder rational gemacht :
X2(X;2—2 X, X3) + X2 (X42 —2X, X;) -+ X. X; (Xz X, —2 X, X4) = 0.

Derselben Fliche F'* entsprechen vier Hyperboloide des Raumes (x); durch
jeden Punkt einer der beiden windschiefen unter den drei Kanten des Haupt-
tetraeders, die auf den vier Regelflichen enthalten sind, geht von jeder der
letzteren ein Regelstrahl, diesen vier Strahlen entsprechen zwei Gerade im
Raume (X)), die auf der Fliche F* liegen (I, 25).

19. Die Ebenen des Haupttetraeders, welche eine und keine zweite
der Doppelgeraden enthalten, beriihren die Flache F'* ausserdem jede lings
einer anderen Geraden, die durch eine Ecke des Haupttetraeders geht. Die-
selbe entspricht der zweiten Geraden, in der die gleiche Ebene des Haupt-
tetraeders eines der vier entsprechenden Hyperboloide im Raume (z) schneidet
(I, 24). Den zweiten Regelschaaren dieser Hyperboloide entspricht auf der
Fliche F'4 eine Schaar von Kegelschnitten, deren Ebenen durch die dritte
Doppelgerade gehen (I, 23). Diese Kegelschnitte der Fliche F* beriihren
alle die dritte Doppelgerade und ausserdem zwei Ebenen des Haupttetraeders,
und zwar liegen diese Berithrungspunkte in den bereits erwiihnten Geraden,
lings denen die beiden Ebenen des Haupttetraeders die Fliche F'* beriihren.
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20. Einem Hyperboloid im Raume (X), welches 2 Kanten des Hauptte-
traeders enthilt, entspricht im Raume (z) eine Fliche 4. Ordnung mit zwei
geraden Doppellinien.

Scheiden sich also die beiden Tetraederkanten, so haben wir eine Fld-
che f* vor uns, welche zu den biquadratischen Flichen mit einer quadrati-
schen Doppelcurve gehort. Beiden Regelschaaren des Hyperboloides entspre-
chen Kegelschnittschaaren von f4 In denselben sind 16 Gerade enthalten.
(I, 20 und 25.)

Geht das Hyperboloid des Raumes (X) durch zwei Gegenkanten des
Haupitetraeders, so erhalten wir als entsprechende I'liche wieder eine bi-
quadratische Regelfléiche, welche sich von einer vorhin besprochenen nur da-
durch unterscheidet, dass die dritte Doppelgerade und damit die Kegelschnitt-
schaar wegféllt.

21. Einem Hyperboloid, welches nur eine Kante des Haupttetraeders
enthilt, entspricht eine Flidche 4. Ordnung mit einer geraden Doppellinie.
Nur der einen Regelschaar des Hyperboloids entsprechen dann Kegelschnitte,
deren Ebenen durch die Doppellinie gehen. Unter ihnen sind vier paar zer-
fallende. Fiir die genauere Untersuchung dieser Flichen ist hier nicht der Ort.

22. Einen Doppelkegelschnitt hat eine Fliche f* des Raumes (x), die
einer quadratischen Fldche des Raumes (X)) entspricht, nur dann, wenn dicse
letztere eine Ebene des Haupttetraeders lings einer Geraden berithrt (I, 21
und II, 3 am Ende), also ein Kegel K* ist, dessen Spitze in der betr. Ebenc
liegt.

23. Auf der Doppeleurve der Flache f¢ liegen dann noch vier merk-
wiirdige Punkte e, die der Spitze des Kegels K* entsprechen. Sind diese
vier Punkte e reell, so besteht f* aus zwei Stiicken, (sodass nur ein Teil der
Doppelcurve zu reellen Flichenteilen gehort,) und die vier Punkte e sind die
Enden dieser Stiicke. Die Stiicke platten sich nach den Enden zu unendlich
ab, und in den Punkten e giebt es nur je eine Fldchentangente, diese geht
durch die gegeniiberliegende Ecke des Haupttetraeders. Projizirt man aus
dieser Ecke den Doppelkegelschnitt der Fliche durch einen Kegel, so schneidet
derselbe die Fliche noch in einer biquadratischen Raumcurve, fiir die die
vier Punkte ¢ Wendeberithrungspunkte sind. (Vgl. spéter 1V, 3.) Die Wende-
beriihrungsebenen in ihnen sind die Ebenen, denen sich die Fliche /* bei ihrer
Abplattung unendlich néhert.

24, Jeder Kegelschnitt auf dem Kegel K* beriihrt die eine Ebene des
Haupttetraeders. Damit er noch zwei andere Ebenen desselben beriihrt, muss
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er die zwei Kegelschnitte beriihren, in denen diese Ebenen den Kegel K*
schneiden, muss seine Ebene also Tangentialebene des Kegels sein, der sich
durch die beiden Kegelschnitte ausser K® noch hindurchlegen ldsst. Unter
diesen Tangentialebenen sind vier, welche auch noch den Kegelschnitt be-
rithren, in dem die vierte Ebene des Haupttetraeders den Kegel K*® schneidet.

25. Den drei sich so ergebenden Kegelschnittschaaren auf dem Kegel
K entsprechen wieder Kegelschnittschaaren auf der zugehorigen Fliche f* (7),
und zwar gehen durch jeden Punkt der Fliche zwei Kegelschnitte jeder
Schaar. Diese Kegelschnitte liegen paarweise in Ebenen, welche die Fliche
doppelt beriihren. Denn jeder der entsprechenden Kegelschnitte auf K* wird
aus einer Ecke des Haupttetraeders T' durch einen Kegel projizirt, der drei
Ebenen von T berithrt und aus dem Kegel K® noch einen (dieselben drei Ebe-
nen von T beriihrenden) Kegelschnitt ausschneidet.

26. Die Fldche f* enthdlt 32 Gerade, von denen je 8 einem der 4
Kegelschnitte auf K® entsprechen, welche alle vier Ebenen des Haupttetrae-
ders beriihren (I, 22). Da jeder von diesen Kegelschnitten die {iibrigen drei
in je zwel Punkten schneidet, trifft auch jede der 32 Geraden 3><2==6
andere.

27. Je zwei Kegelschnitte auf der Fliche f* entsprechen ferner den
Strahlen des Kegels K?, welche eine der drei ihn nicht beriihrenden Kanten
des Haupttetraeders treffen (I, 19); so erhalten wir 12 einzelne Kegelschnitte
der Fliche f* Legen wir ferner durch eine der den Kegel beriihrenden Kanten
des Haupttetraeders eine Ebene, die eine Tetraederebene der Gegenkante in
einer Tangente des Kegels schneidet, so entsprechen der Schnittcurve dieser
Ebene und des Kegels vier Kegelschnitte auf f* (¥). Auf diese Art erhalten
wir noch 4 >< 6 = 24 einzelne Kegelschnitte der Fliche f

28. Den Strahlen des Kegels K* entsprechen auf f* biquadratische
Raumcurven, ldngs denen die Fliche von quadratischen Fldchen berithrt wird,
die das Haupttetraeder zum Poltetraeder haben.

29. Wenn die Spitze des Kegels K® auf eine Kante des Haupttetra-
eders fillt, so vereinigen sich die Knotenpunkte der entsprechenden Fliche f*
paarweise auf derselben Kante und werden zu zwei Selbstberiihrungspunkten.
Jede Ebene durch diese Kante schneidet die Flache f4 in zwei Kegel-

(*) Es ist in der That leicht einzusehen, dass jedem Kegelsehnitt des Raumes (X), der
eine Kante und ausserdem noch eine HKhene des Haupttetraeders berithrt, vier Kegel-
schnitte im Raume {z) entsprechen.

Annali di Malematica, tomo I 15
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schnitten (1, 19), die sich in ihren Schnittpunkten mit der Kante beriihren.
Fiir zwei Ebenen ausser der Ebene des Doppelkegelschnittes fallen diese Kegel-
schnitte zusammen.

Diese Kegelschnitte teilen sich ferner derart in Paare ein, dass f* lings
den Curven eines Paares von einer quadratischen Fldche beriihrt wird, die
das Haupttetraeder zum Poltetraeder hat. Zu diesen quadratischen Flichen
gehort das Paar der singuldren Beriihrungsebenen von f4 die sich in der
Kante der Selbstberiihrungspunkte schneiden; durch die Gegenkante gehen
die beiden ausgezeichneten Tangentialebenen von f* in den Selbstberiihrungs-
punkten.

30. Beriihrt der Kegel K* die Ebene des Haupttetraeders lings einer
Kante desselben, so ist die Kante fiir die entsprechende Flidche f* eine Selbst-
beriihrungslinie. Alle ihre Ebenen schneiden aus der Fliche noch je einen
Kegelschnitt aus; alle diese Kegelschnitte gehen durch die beiden singulédren
Punkte der Fliche hindurch, die der. Kegelspitze entsprechen. Die Fliche
hat eine eigentiimliche Gestalt, welche unter Umstinden einem Wecken &hn-
lich sieht.

31. Einem Kegel D* des Raumes (X), der dem Haupttetraeder um-
schrieben ist, entspricht im Raume () eine Fliche vierter Ordnung d*, welche,
wie der Kegel von einem quadratischen Ebenenbiischel, von einem quadratischen
Biischel von Flichen zweiter Ordnung umhiillt wird. Dieser Biischel besteht
aus Flichen eines gewdhnlichen (linearen) Biindels im Gebiisch (f)* und ist
insofern ein besonderer, als in ihm die acht Kegel, die der allgemeine qua-
dratische Biischel enthilt, paarweise zusammenfallen; sie entsprechen den
Tangentialebenen des Kegels D* im Raume (X), die durch die Ecken des
Haupttetraeders gehen (I, 12). Jeder dieser Kegel schmiegt sich der Fliche
d* in einem Doppelpunkte an, der in eine Ecke des Haupttetraeders fillt (2),
und berithrt sie lings vier Geraden, die dem durch die Ecke des Hauptte-
traeders gehenden Strahl des Kegels D* entsprechen. Den {ibrigen Strahlen
des Kegels entsprechen die biquadratischen Raumecurven auf der Fliche d,
lings denen sie von ihren einhiillenden Flachen bertihrt wird, Der Spitze des
Kegels entsprechen 8 Knotenpunkte der Fliche d*, so dass die Fliche im
Ganzen 12 Knotenpunkte hat; diese sind die Ecken dreier Tetraeder, die ¢in
desmisches System bilden (I, 6). Die Flidche selbst heisst eine desmische
Fliche.

32. Die 16 Geraden, welche die Fliche enthilt und welche den Ke-
gelstrahlen nach den Ecken des Haupttetraeders entsprechen (I, 20), bilden die
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Geraden der desmischen Configuration. Auf jeder von ihnen liegen drei Kno-
tenpunkte und durch jeden Knotenpunkt gehen vier von ihnen. Es giebt
ferner 12 Ebenen, in welchen je vier von ihnen licgen, diese Ebenen enthalten
je 6 Knotenpunkte und von jedem der drei Tetraeder, die das desmische
System bilden, eine Kante; sie sind selbst wieder die Ebenen dreier Te-
traeder, die ein neues desmisches System bilden, und zwar bestehen die Kanten
dieser Tetraeder aus je drei Paaren Gegenkanten der Tetraeder des alten
Systems.

33. Die 16 Geraden bilden die Grundcurve eines Biischels von des-
mischen Flichen, zu dem auch die Tetraeder des zweiten desmischen Systems
gehoren. Durch die 4 entsprechenden Geraden des anderen Raumes geht
nidmlich ein Biischel von Kegeln 2 Ordnung hindurch; zu demselben gehoren
drei Ebenenpaare, deren jedes ein Paar (egenkanten des Haupttetraeders
mit der gemeinsamen Spitze der Kegel verbindet.

34. Jedes der drei Tetraeder, welche die Knotenpunkte der desmischen
Fliche bilden, kann man zum Haupttetraeder einer quadratischen Verwandt-
schaft der von uns betrachteten Art machen, und immer entspricht der desmi-
schen Fldche ein quadratischer Kegel, der dem Haupttetraeder der Verwandt-
schaft umschricben ist.

Die desmische Fliche lisst sich also auch auf dreifache Art als Enve-
loppe eines quadratischen Biischels von Flichen 2. 0. erzeugen, die sie lings
biquadratischen Raumcurven beriihren. Alles folgende gilt fiir jede der drei
Erzeugungsarten.

35. Die Regelschaaren der Fldchen eines der quadratischen Biischel
bilden zwei Strahlencongruenzen. Weil durch jeden Punkt zwei Flichen des
Biischels gehn und jede Ebene von sechs Flidchen des Biischels beriihrt wird,
sind diese Strahlencongruenzen von der 2. Ordnung und 6. Classe, und zwar
von der 1. Art (¥). Den Regelschaaren, welche diese Congruenzen bilden, ent-
sprechen im anderen Raume die Schaaren von Kegelschnitten, welche in den
Tangentialebenen des der desmischen Fliche entsprechenden Kegels liegen
und die vier Ebenen des Haupttetraeders beriihren (I, 22). Von diesen Ke-
gelschnitten ist aber sofort ersichtlich, dass sie den Kegel D* doppelt beriihren,
die Strahlen der zugehorigen Congruenzen sind also Doppeltangenten der
desmischen Flidche, und die letztere ist Brennfliche fiir beide Strahlencon-
gruenzen.

{*) S. Reyge, Crelle’s Journal, Bd, 93, S. 8l.
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36. Es giebt nun aber noch mehr Kegelschnitte, welche die Ebenen
des Haupttetraeders und den Kegel D* doppelt berithren Dies erkennen wir
mit Hiilfe des Satzes:

Jede Ebene durch die Spitze eines Kegels schneidet diesen und ein ihm
einbeschriebenes Tetraeder T’ zusammen in sechs Tangenten eines Kegel-
schnittes.

Sehen wir ndmlich den Kegel als Kegel eines tetraedralen Complexes
mit dem Haupttetraeder T' an, so ist der Kegelschnitt die Complexcurve der
betr. Ebene.

Aus diesem Satze folgt aber sofort, dass jeder Kegelschnitt, welcher die
vier Ebenen des Haupttetraeders und eine Seitenlinie des Kegels D? beriihrt,
noch eine Seitenlinie dieses Kegels berithren muss und dass ihm somit Dop-
peltangenten der desmischen Fldche entsprechen miissen. Die Tangenten der
Schaar biquadratischer Raumcurven auf der desmischen Fliche, die den
Strahlen des zugehorigen Kegéls D® im Raume (X) entsprechen), sind also
Doppeltangenten der desmischen Fliche (*) und bilden die dritte Strahlen-
congruenz zweiter Ordnung sechster Classe, von der d* Brennfliche ist.

DRITTER ABSCHNXNITT.
Die Steiner’sche Fliache,

1. Einer Ebene des Raumes (x) entspricht im Raume (X)), wie bei der
allgemeinen quadratischen Verwandtschaft (**), eine Steiner’sche Fliche vierter
Ordnung dritter Classe, und zwar ist dies die allgemeine, und nicht etwa
eine durch die spezielle Verwandtschaft ebenfalls spezialisirte Fliche.

Wir erhalten aber so eine Art kanonischer Form der Abbildung dieser
Fliche auf eine Ebene, und dem entsprechend ergeben sich eine Reihe sehr
cinfacher Formeln, die in unmittelbarem Zusammenhang stehen mit den be-
veits von Kumuer und Crerscn angegebenen einfachsten analytischen Dar-
stellungsformen der Steiner’schen Fliche und die wir nicht iibergehen diirfen.

. Die Steiner’sche Fliche hat bekanntlich drei gerade Doppellinien,
die sich in einem dreifachen Punkte der Fliche schneiden. Jede ihrer Tan-

(*) Vgl J. Fuoer, Math. A, Bd. 47,
(**) Reys, Geom. der Lage, Bd. 3 der 3. Aufl., S. 147.
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gentialebenen schneidet die Fliche in zwei Kegelschnitten. Sie hat ferner
vier singuldre Tangentialebenen, die sie lings Kegelschnitten beriihren. Diese
vier singulidren Kegelschnitte berihren alle einander, und zwar liegen die
Berithrungspunkte auf den Doppellinien und heissen die Cuspidalpunkte der
Flache. Allgemein giebt es nidmlich in einem Punkte einer Dopbpellinie zwei
Tangentialebenen, diese gehen durch die Doppellinie und fallen fiir den drei-
fachen Punkt mit den Ebenen zusammen, die die Doppellinie mit je einer
anderen verbinden. Diese Tangentialebenen in den Punkten einer Doppellinie
bilden eine Involution; fir zwei Punkte auf jeder Doppellinie fallen die zwei
Tangentialebenen zusammen, und dies sind die Cuspidalpunkte. (Die Fliche
hat also 6 Cuspidalpunkte, einen auf jeder Schnittlinie zweier singulédrer
Tangentialebenen.)

Auf jeder Doppellinie giebt es ferner einen Punkt der Art, dass die Tan-
gentialebenen in ihm nicht nur die Tangentialebenen in den Cuspidalpunkten
sondern auch die Ebenen, welche die Doppellinie mit je einer anderen ver-
binden, harmonisch trennen. Dieser Punkt ist durch die Cuspidalpunkte, die
auf der Doppellinie liegen, von dem dreifachen Punkt der Fliche harmonisch
getrennt. Die Ebene, welche die so auf den Doppellinien gefundenen Punkte
verbindet, hat fiir die Steiner’sche Fliche eine besondere Bedeutung und soll
ihre Hauptebene genannt werden. Die Kanten des Tetraeders, das die sin-
guldren Ebenen bilden, werden von der Hauptebene in Punkten geschnitten,
die von den Cuspidalpunkten durch je zwei Tetraederecken harmonisch’ ge-
trennt sind.

Diese bereits von Cremona (*) angegebenen Hauptsitze ergeben sich aus
unserer Abbildung der Fliche auf eine Ebene mit Leichtigkeit.

3. Gehen wir nun dazu iiber, diese Abbildung nidher zn betrachten.
Sei mit E die Steiner'sche Fliche und mit ¢ die Bildebene bezeichnet. Es
ist nun niitzlich, folgendes zu beachten.

Transformiren wir den Raum (z) collinear, derart dass das Hauptte-
traeder ungedindert bleibt, so wird der Raum (X) in der gleichen Weisc
collinear transformirt. Stellt sich die eine Transformation durch vier Glei-
chungen:

px'i———:aixi, i=1, 2, 3, 4,
dar, so stellt sich die andere dar durch die Gleichungen:
e’ X'i=a® X;, =1, 2, 3, 4.

{(*} Crelld's Journal, Bd. 63,
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Hieraus folgt sofort, dass alle Steiner’schen Flichen, welche wir als entspre-
chende Gebilde der Ebenen des Raumes (z) erhalten, durch collineare Trans-
formationen aus einander hervorgehen, die alle das Haupttetraeder ungeédndert
lassen.
4. Sei nun:
4+ 2, + x5+ 2,=0

die Gleichung der Bildebene ¢, so ist die Gleichung der Steiner’schen Fliche E:

und auf diese Form lidsst sich nach dem vorigen § die Gleichung der Stei-
ner'schen Fliche immer bringen, wenn man ausser dem Coordinatentetracder
den Einheitspunkt passend wibit.

4. Die Ebenen des Haupttetraeders sind die singuliren Tangential-
ebenen der Fliche E; die Gleichungen der Kegelschnitte, lings denen sie die
Flache beriihren, ergeben sich, wenn man in der Flichengleichung eine der
Coordinaten = 0 setzt. Die Kegelschnitte berithren also die Kanten des Haupt-
tetraeders, welches das singulire Tetraeder der Steiner'schen Fliche ist, in
den Punkten, fiir welche die zwei nicht verschwindenden Coordinaten einander
gleich werden. Ziehen wir durch den Einheitspunkt P (den dreifachen Punkt
der Fliche E) die drei Geraden a, b, ¢, welche je zwei Gegenkanten des
singuliiren Tetraeders T treffen, so sind dies die Doppellinien der Flache E
und ihre Schnittpunkte A4,, 4., B,, B, C,, C, mit den Tetraederkanten
die Cuspidalpunkte.

6. Die singuliren Kegelschnitte liegen auf einer Flache 2. Ordnung,
welche die Kanten des Haupttetraeders beriihrt und deren Gleichung lautet:

O = ,
wenn wir setzen:

‘1’=X,’+X22+X32+X42
22X X+ XXX X+ XX+ X X+ X X))

Dies ergiebt sich anch sofort daraus, dass die Gleichung der Fliche E,
rational gemacht, die Form anniment:

(1)2 -'_—‘:64: Xi Xg X3 X4 .
7. Die Geraden «, b, ¢ bestimmen sich durch die Gleichungspaare:
X,=Xg, Xs= X;} X1=X37 X4=X2; Xa =X4; X, = X3-
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In der Bildebene ¢ entsprechen diesen Geraden wieder gerade Linien, die
durch folgende Gleichungen dargestellt werden:

-+ 2,=0, 234+ 1,=0; ,+2,=0, o,+}2,=0; ¢, +t ,=0, 2, +2,=0.

Dies sind aber die Verbindungslinien der Punkte, in denen die Ebene ¢
je zwei Gtegenkanten des Haupttetraeders trifft, oder die Diagonalen des
Vierseits ¥, in dem ¢ die Ebenen des Haupttetraeders schneidet. Den Ecken
dieses Diagonaldreiecks A entspricht allein der dreifache Punkt P der Fliche E,
und je zwei Punkten auf einer Seite von A, welche harmonisch sind zu den
auf ihr liegenden Ecken des Vierseits V', entspricht ein einziger Punkt der
Doppellinien g, b, ¢ (*). Die Cuspidalpunkte 4,, 4,;... entsprechen den Ecken
des Vierseits V, und zwar jeder Punkt nur einer Ecke.

8. Die Bildebene ¢ wird von den Flichen des Gebiisches (f,* in einem
linearen System (k)* von Kegelschnitten geschnitten; diesen entsprechen im
Raume (X)) die rationalen Curven vierter Ordnung, in denen die Steiner'sche
Fliche E von den Ebenen des Raumes geschnitten wird. und deren Doppel-
punkte die Durchschnitte der Ebenen mit den Doppelgeraden der Fliche sind.

9. Die zerfallenden Kegelschnitte in dem System (k) werden von den
Flichen des Systems (f)* ausgeschnitten, die die Ebene ¢ beriihren. Diesen
Geradenpaaren entsprechen auf der Steiner’schen Fliche Kegelschnittpaare
(I, 22), welche den Schnitt je einer Tangentialebene der Fliche bilden (**). Da
die zweifach unendlich vielen Kegelschnitte der Steiner’schen Fiiche sonach
den Geraden der Bildebene entsprechen, ergiebt sich, was auch aus dem
Vorhergehenden (5) folgt: Alle Kegelschnitte der Steiner’schen Fliche beriih-
ren die vier Ebencn des singulidren Tetraeders.

Die doppelt zihlenden.Geraden in dem Kegelschnittsystem (k) sind die
Seiten des Vierseits V7 sie entsprechen den singuliren Kegelschnitten der
Steiner’schen Fldche.

10. Die Geraden eines Geradenpaares in dem System (k)* werden in
ihrem Schnittpunkte von zwei Kegelschnitten beriihrt, die dem Vierseit ¥ ein-
beschricben sind. Diesen Kegelschnitten entsprechen auf der Steiner’schen
Fliche E biquadratische Raumecurven 2. Species, welche in jedem ihrer Punkte

(*) Ruyr, Geom. der Lage, 3. Bd. der 3. Aufl., S.219.

(**) Weil in jedem Biaschel des Kegelschnittsystems (k)® drei Geradenpaare enthalten
sind, erziebt sich sofort, dass die Steiner’sche Fliche von der dritten Classe sein muss.
{Reye, a. a. 0., pag. 147))
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einen Kegelschnitt von F dort beriihren, wo seine Ebene die Fliche E be-
rithrt, welche also iiberall auch eine Haupttangente beriihren und mithin
Haupttangentencurven der Fiéche sind, und diese Curven berithren sonach
auch die vier singuliren Kegelschnitte K;, wie ihre Bildcurven die Seiten
des Vierseits V (¥).

11. Durch jede Seite des Diagonaldreiecks A in der Ebene ¢ gehen,
da sie je zwei Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, unendlich viele Flichen
des Gebiisches (f)*. Jede dieser Flidchen schneidet ¢ ausserdem in einer zweiten
Geraden, die jedesmal durch die gegeniiberliegende Ecke von A geht, weil
die drei Ecken von A assoziirte Punkte sind. Jeder dieser Geraden entspricht
auf der Fliche F ein Kegelschnitt, der durch den dreifachen Punkt P geht
und dessen Ebene eine Doppellinie enthdlt und Tangentialebene der Fliche
in dem Punkte der Doppellinie ist, wo diese den Kegelschnitt ausser I
schneidet. Zwei Geraden von ¢, die durch eine Ecke des Dreiecks A gehen
und die auf der gegeniiberliegenden Seite liegenden Ecken des Vierseits V'
harmonisch trennen, entsprechen die beiden Kegelschnitte, die durch denselben
Punkt einer Doppellinie gehen. Diese Kegelschnitte fallen in einer Ebene,
die eine Doppellinie mit einer Kante des singuliren Tetraeders verbindet,
zusammen und gehen durch einen Cuspidalpunkt, wenn die entsprechenden
Geraden in die Verbindungslinie einer Kcke von A mit einer Ecke von V
zusammenfallen.

12. Der Kiirze halber wollen wir die Tangentialebenen in den Cu-
spidalpunkten Cuspidalebenen und die in ihnen enthaltenen Kegelschnitte der
Steiner’schen Flache Cuspidalkegelschnitte derselben nennen. Die Haupttan-
genten in den Cuspidalpunkten, deren es nur je eine giebt und die als vier-
punktig beriihrende anzusehen sind, sollen Cuspidaltangenten heissen; sie
fallen mit den Kanten des singulidren Tetraeders zusammen.

Die Cuspidalkegelschnitte sind, wie einige Ueberlegung zeigt, als die
Kegelschnitte, welche durch den Punkt P gehen, zwei Ebenen des singuldren
Tetraeders T' und die keiner von diesen angehtrende Kante in dem auf ihr
liegenden Cuspidalpunkte beriihren, in der That eindeutig bestimmt.

18. Jeder Strahl durch den dreifachen Punkt P schneidet die Fliche
E ausserdem nur noch in einem Punkte, so dass die Fliche eindeutig auf
den Strahlenbiindel P bezogen ist, der ihre Punkte aus dem Punkte P
projizirt, Nur fir die Doppellinien «, b, ¢, die durch den Punkt P gehen,

(*) Reve, a. a. 0., pag. 150
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und die Strahlen durch P in den Ebenen «, §, y, die je zwei Doppellinien
verbinden, hort diese eindeutige Beziehung auf.

Der Strahlenbiindel P ist mit den Punkten der Bildebene ¢ durch eine
eindeutige quadratische Verwandtschaft verbunden (¥). Den Geraden von ¢
entsprechen in der That auf der Steiner’schen Fldche Kegelschnitte, welche
die Strahlen a, b, ¢ alle treffen, und somit im Biindel P quadratische Kegel,
die durch die Geraden «, b, ¢ hindurchgehen.

14. In dem Biindel P sind vier Strahlen besonders ausgezeichnet,
niimlich die, welche durch die Ecken des Tetraeders 7' gehen. Sie bilden ein
Vierkant, dessen Gegenebenen sich in @, b, ¢ schneiden. Sie seien mit s,, s,
83, 8, und die Punkte, in denen sie ausser P die Fliche E schneiden, mit
Siy S:y S, S. bezeichnet. Dann ist klar, dass von den Cuspidalebenen, die
aus P die Cuspidaltangenten (oder Kanten des singuldren Tetraeders) proji-
ziren, je drei sich in einem der Strahlen s schneiden. Es miissen sich deshalb
die in solchen drei Cuspidalebenen liegenden Cuspidalkegelschnitte in einem
der Punkte S schneiden. Nennen wir die vier Punkte S die Contracuspidal-
punkte der Steiner’schen Fliche, so konnen wir demnach sagen:

Je drei Cuspidalkegelschnitte, deren zugehdrige Cuspidaltangenten sich
in einem Punkte treffen, schneiden sich ausser in dem dreifachen Punkte
noch in einem Contracuspidalpunkte der Steiner’schen Fliche.

15. Es liegen ferner je drei Cuspidalkegelschnitte, deren zugehidrige
Cuspidaltangenten in einer Ebene liegen, auf einer Fliche 2. Ordnung. Die
vier Flichen, welche wir so erhalten, haben die Gleichungen:

b=4 X, (X, X, + X, — X)),
0=4X,(X,+X,+X,—X,),
=4 X, (X, + X, + X.— X,
2=4X,(X, + X, + X, — X)),

wo ® in derselben Bedeutung gebraucht ist wie friiher (6). Diese Gleichungen
lassen erkennen, dass jede der vier Fldchen durch einen singuliren Kegel-
schnitt der Steiner’schen Fliche E geht. Ausserdem ergiebt sich, dass die
Tangentialebene einer der vier Flichen im Punkte P diec Ebene des auf der
Fliche liegenden singuldren Kegelschnittes in einer Geraden der Ebene =

(*) ReYE, a. a. 0., pag. 151.

Annali di Matematica, tomo I, 16
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schneidet, deren Gleichung lautet:
XQ+X2+AX’3+X4:O.

Diese Ebene ist aber offenbar die oben (2) erwihnte Hauptebene der
Steiner’schen Fliche. Sie trifft in der That die Geraden a, b, ¢ in Punkten,
die vom Einheitspunkt P durch je zwei Cuspidalpunkte harmonisch getrennt
sind.

16. Die in Rede stehenden Tangentialebenen der vier quadratischen
Flichen im Punkte P bilden ein Vierseit, dessen Kanten die Tangenten der
Cuspidalkegelschnitte im Punkte P sind und dessen Diagonaldreikant von den
Doppellinien «, b, ¢ gebildet wird.

17. Die Contracuspidalpunkte haben noch eine Eigenschaft, die her-
vorzuheben ist. Sie sind ndmlich die Berithrungspunkte derjenigen Tangential-
ebenen, welche sich durch die Schnittlinien der Hauptebene = mit den sin-
guldren Ebenen ausser den letzteren an die Steiner’sche Fliche legen lassen.

Allgemsin ndmlich ist die Gleichung einer Tangentialebene der Steiner’schen
Flache:

Xg Xe Xs X4
- — e e ==
V7, + J + VZs  Zu

)

wenn die Z die Coordinaten des Berithrungspunktes bezeichnen. Hieraus er-
kennt man sofort, wenn man z. B. Z, = Z, = Z, setzt, dass die Tangential-
ebene die Ebene X, = 0 in derselben Geraden schneidet wie die Hauptebene:

X¢+Xg+X3+X4=O.

18. Die Steiner’sche Fldche E ist nicht nur auf die Ebene ¢, deren
Gleichung lautet :

T+ 242 r, =0,

eindeutig bezogen, sondern auch auf die assoziirten Ebenen, deren Gleichun-
gen aus der vorstehenden hervorgehen, wenn man in ihr beliebige Vorzei-
chenéinderungen vornimmt.

Diese 8 assoziirten Ebenen sondern sich in der frither (I, 5) angegebenen
Weise in Quadrupel. Diese Quadrupel bilden zwei Tetraeder, deren Ecken 8
assoziirte Punkte sind. Die drei Ecken, welche in ¢ liegen, sind aber nichts
wie die Ecken des Diagonaldreiecks A in dieser Ebene. Ihre Coordinaten
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sind durch die Beziehungen festgelegt:

x;== x9=—$3=—-x4,
By= —Ty= Ly=—2,,
x,—_—’—xgz“—x:;: Xy .

19. Die Ebenen, welche mit ¢ ein Quadrupel bilden und diese Punkte
paarweise enthalten, haben die Gleichungen :

771=07 nz=0, 7)3=0,
wenn wir sefzen :
47}.=$,+.’52——x3 — Xy,

4, =2~ Xy + L3 — 24,
4)73'—'—'—%;""332““‘-3:3"1"564.

Aus diesen @leichungen zusammen mit :

55,-1—.’272—}-373—{-324:0,

ergiebt sich aber:

Xy = ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3,
To= =Ny~ Na,
X3 == —ny -+ 02— ns,
Zy=—n—m+ 0.

20. Die Grissen » lassen sich nun als Coordinaten in der Ebene ¢,
bezogen auf das Dreieck A als Fundamentaldreieck, auffassen. Die Ebenen
des Haupttetraeders treffen ¢ dann in den Geraden:

721‘{""12‘{"733:0, 7):—7}2“"733=0; “"‘7h+'42—7)3m0, —'711_712"}”33"—0'

Diese Geraden entsprechen also den singuldren Kegelschnitten der Steiner’schen
Fliche E und bilden das Vierseit V. Dessen 6 Eckpunkte bestimmen sich
wie folgt:

ﬂ4=0, ﬂe+ﬂ3"'—"0; 7)1=07 ﬂz—“ﬂsﬁo;

7}2=0, >73+391=0; >?2=03 Nz = Ny =0§

’)3=O) 7)(+772=0; )73=0, m—n==0.
Sie entsprechen den Cuspidalpunkten der Steiner’schen Fldche. Verbinden wir
sie mit den gegeniiberliegenden Ecken des Dreiecks A, so erhalten wir als
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Gleichungen der 6 Geraden die schon in dem vorstehenden System enthal-
tenen:

ﬂ2+ﬂ3:’0, ﬂ3+ﬂ1=0, m+ne=m0;
e — =0, m—un =0, 9 —n=0.

Diese 6 Geraden entsprechen den Cuspidalkegelschnitten. Sie bilden die Seiten
eines Vierecks Y (*), dessen Ecken durch die Beziehungen bestimmt sind:

Tl Tl PR TR el PR R T TR TR Rl PN Tl e i

Diese vier Punkte entsprechen den Contracuspidalpunkten der Steiner’schen
Fliche.

21. Dem Kegelschnittsystem (k)?, in dem das Flichensystem (f)* die
Ebene ¢ schneidet, gehoren alle Kegelschnitte an, deren Gleichung von der

Form ¢

g (0 19 1) A o (04 — 12— 13)2 s (— e —19)* + s (— o — 9o F-13)* =0,

oder was dasselbe heisst, von der Form:

po (1t A= 12 = 15%) 2 pome s + 2 pons i F 2 pamune =0
ist. Sollen die Geraden :
antaemtasns =0, Bini+ Bane+ Byng=0
ein Paar bilden, das dem Kegelschnittsystem angehort, so muss:

0'-1@1:‘;0‘26224353

sein. Die Geraden, die dem System angehirende Geradenpaare bilden, stehen
also miteinander in einer eindeutigen, quadratischen Verwandtschaft, deren
singuldres Dreieck das Dreieck A ist. Sie sind einander conjugirt bez. aller
Curven zweiter Classe, die dem Vierseit 7 der doppelt zihlenden Geraden
des Systems einbeschrieben sind und deren Gleichungen in Liniencoordinaten,
bezogen auf das Dreieck A, sich schreiben :

o v 4T vt oyt = 0;

indem :

51+02+’53th

(*) Die Beziehungen, in denen das Viereck Y und das Vierseit ¥ zu ecinander stehen,
sind ausfihrlich untersucht von G. Korwn, Abhdign. d. Wiener Akad. Bd. XOCIIL
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22. Die Gleichungen der Ebenen «, 8, y, welche je zwei Doppelge-
raden der Steiner’schen Fldche enthalten, lauten:

)&(--"‘—‘O, 12=0, 13=0,
wenn man setzt: _
)\’=X1+X2—‘Y3'—X4,

)\2=X1*X2+X3—X4,
7\3=X,~X3—X3+X4.

Die Gréssen A lassen sich als Coordinaten der Strahlen im Biindel P be-
trachten. Die Cuspidalebenen haben in diesen Coordinaten die Gleichungen:

dedla=0, l-tr=0, A +li=0,
he—de=0, l—2A =0, A—2%=0.
Sie schneiden sich zu dreien in den Strahlen, deren Coordinaten durch die
Doppelgleichungen bestimmt sind:
D= e ==ty hymm — g == — hgy — A=y == g,y — Ay = hy = gl
Dies sind die Strahlen s, welche den Punkt P mit den Ecken des sin-

guldren Tetraeders und den Contracuspidalpunkten verbinden. Durch die
Gleichungen:

}*1 +)2 +)~3-’———-07 7&,*—}.2-—-7\3=0, “—)q “}“?\2"')\3:’—-_0, "'}q‘i‘lg”*—}q:o,
werden die Ebenen dargestellt, welche den Punkt P mit den Schnittlinien
der Hauptebene = und der singuliren Ebenen der Fliche verbinden.

23. Als analytischer Ausdruck fiir die Verwandtschaft zwischen dem

ebenen Punktfeld ¢ und dem Strahlenbiindel P ergiebt sich mit Hiilfe der
Coordinaten » und A die Doppelgleichung:

M Ay == 1 }2=773 3.

Denn die vier Strahlen s im Biindel P und die entsprechenden Punkte in der
Ebene ¢ sind bei beiden Coordinatenbestimmungen die Einheitselemente.

24. Die Kegel im Biindel P, welche die singuliren Kegelschnitte der
Fliche E enthalten, haben in den A die Gleichungen:

Mo ds ey + M ke =0,
—hedeFh kA2 =0,
hoda — dahy A hp =0,
o de F Aok — A dg =0
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Diese Kegel stehen in der Beziehung zu einander, dass sich je zwei von
ihnen in einer Kante des Doppelliniendreikants beriihren und in den beiden
anderen so schneiden, dass ihre Tangentialebenen in denselben zwei Seiten-
flichen des Dreikants harmonisch trennen. Diese Tangentialebenen sind nichts
anderes als die Cuspidalebenen der Steiner’schen Fliche.

25. An die Punkteoordinaten in der Ebene ¢ kniipft sich unmittelbar
die Parameterdarstellung der Steiner’schen Flidche. Da ndmlich:

pXi=x? pXo=2z' pXi=w’ pXi=2u?,

so ergiebt sich aus den Gleichungen des § 17, welche die z durch die »
ausdriicken, sofort (*):

PXix( n 10 - %),
pXe=( n—n—m),
p Xo=(—n+n —m),
PX4=(—3‘?U"‘>72+773>2- /

Aue dieser Parameterdarstellung folgt sofort eine andere, indem wir setzen:

(4)

PYA=27727737

Y, =2y /

P 2~— N3 N1, ! (B)
PY3°—2774719, \

PY4=)7£2+>722+'432' !
Es ist dann:
4"{;: Y‘—I‘Y2+Y3+Y4,

Xe-_—'—'Y:"‘Yz’f‘ Y3+Y4;
X3="““Y1+Y2_Y3+Y41

Xi= Yi—y2—Y3+Y4)
und hieraus :
42Y(=.X’1—X2“—X3+X4,

4:Y2=X5—'X2+X3_’X4,
4Y3=X1+X2_X3”“"X4,
4:Y4=X|+X2+X3+X4.

{*) Diese Darstellung giebt Glebsch a. a. 0., ebenso die folgende.
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Die Ebenen Y,=0, Y,=0, Y,=0 sind also die mit «, 8, y bezeich-
neten, welche je zwei Doppellinien enthalten; die Ebene Y,=0 ist die
Hauptebene = der Flidche E.

26. (4) st die erste Parameterdarstellung der Steiner’schen Fliiche,
bezogen auf das singuldre Tetraeder T, (B) ihre zweite, bezogen auf das
Tetraeder 1T der Ebenen «, 8, 7, n. Die singuliren Ebenen haben fiir dieses
Tetraeder genau dieselben Gleichungen wie die Ebenen «, 8, v, « fiir das
singuldre Tetraeder. Die Beziehungen zwischen den beiden Tetraedern sind
durchaus wechselseitig, jede KKante des einen wird von zwei Gegenkanten des
anderen getroffen und harmonisch geteilt.

27. Aus den Gleichungen (B) ergiebt sich durch Elimination der »:

Y22Y32+Y3?Yi2+ Y,2Y2?=2Y1 YQK;Yu

Dies ist die einfachste rationale Gleichungsform der Steiner’schen Fliche, die
zuerst von KKumMMER angegeben wurde.
Die Tangenten in den Doppelpunkten der Curve:

VeVt YeYe+ Y Y, =0,

in der = die Fliche F schneidet, sind Schmiegungsstrahlen der Fliche und
gleichzeitig Tangenten des Kegelschnittes:

Y,Q_{_. Y22+ Yggza,

in dem die Ebene n die Flidche ¢® =0 schneidet.

28. Diese quadratische Flache, welche die Kanten des singuliren
Tetraeders T in den Cuspidalpunkten berithrt, hat ndmlich in den Y die
Gleichung:

Y|2+Y22+Y32—' Yfmo,

sie hat algso das Tetraeder IT zum Poltetraeder. Da nun, auf ein Tangenten-
tetraeder bezogen, die Gleichung einer quadratischen Fliche sich immer in die
Form ®==0 bringen lisst, wo ® dieselbe Bedeutung hat wie in § 6, so ergiebt
sich beildufig :

Jedes Tangententetraeder einer quadratischen Fliche steht zu einem
bestimmten Poltetraeder derselben in der Beziehung, das jede Kante des
einen Tetraeders von zwei Gegenkanten des anderen getroffen und harmo-
nisch geteilt wird. Sechs von diesen zwolf Treffpunkten sind die Beriihrungs-
punkte der Tangenten, und zwar gehen die Kanten des Poltetraeders, die
sie paarweise verbinden, durch eine Ecke desselben.
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Es giebt noch ein zweites Tangententetraeder, welches mit demselben
Poltetraeder in der gleichen Beziehung steht, und diese beiden Tangenten-
tetraeder bilden mit dem Poltetraeder zusammen ein desmisches System.

Dieser Satz wird zur Trivialitdt, wenn man an die Kugel und einen ihr
umschriebenen Wiirfel denkt. Die Diagonalen in dessen Seitenflichen bilden
zwei gleichseitige Tetraeder, deren Kanten Tangenten der Kugel sind.

29. Die Steiner’sche Fliche wird in sich transformirt dureh 24 Colli-
neationen einschliesslich der Identitdt, die zusammen eine Gruppe bilden. Es
sind dies die Collineationen, die den dreifachen Punkt P unveriindert lassen
und die vier singuliren Ebenen irgendwie unter einander vertauschen. Sie
fihren dann naturgemiss auch die Doppellinien, die durch den Punkt P
gehen und je zwei Gegenkanten des Tetraeders T der singuliren Ebenen
treffen, und damit auch die Cuspidalpunkte in einander iiber. Sie fiihren
weiter die Hauptebene n in sich iiber, welche als Verbindungsebene der
vierten harmonischen Punkte anf den Doppellinien zu ihren Cuspidalpunkten
und dem Punkt P definirt war.

Sie miissen ferner die Verbindungslinien des Punktes P mit den Ecken
des Tetraeders T' und damit die Contracuspidalpunkte auf der Steiner’schen
Fldache in einander iberfithren. In den Coordinaten X stellen sie sich dar
durch beliebige Permutationen derselben ohne Vorzeichenénderung, in den
Coordinaten Y durch beliebige Vertauschung und geeignete Vorzeicheninde-
rung der drei ersten Y,, Y,, Y,. In den Coordinaten » der Bildebene ¢
stellen sie sich ebenfalls dar durch beliebige Vertauschung und Vorzeichen-
dnderung dieser Grossen. Die zugehorigen 24 Collincationen in der Bild-
ebene ¢ fithren sonach, wie es sein muss, das Vierseit V, das den singuldren
Kegelschnitten der Steiner’schen Fliche E entspricht, und gleichzeitig das
Viereck Y, dessen Ecken und Seiten den Contracuspidalpunkten und Cuspi-
dalkegelschnitten entsprechen, in sich iiber. Sie transformiren gleichzeitig das
Dreieck A in sich, dessen Ecken und Seiten dem dreifachen Punkte und den
Doppellinien der Steiner’schen Fliche E entsprechen (¥).

30. Bemerkenswert sind die Curven 4. Ordnung auf ¢ und die ent-
sprechenden Raumcurven 4. Ordnung auf E, welche die Ebene und die
Fliche einfach tiberdecken und durch die 24 Collineationen in sich iibergehen.

(*) Ueber diese merkwiirdige Gruppe von 24 Collineationen ist 189 cine Strasshurger
Dissertation von L. RexNer in Bayreuth erschienen, in welcher dieselbe ansfithrlich
behandelt ist.
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Die Raumcurven werden aus der Steiner’schen Flidche ausgeschnitten durch
die quadratischen Fldchen :

Y12+ y‘22 + Kag - A Y42 = 0;

die in der That alle durch die 24 Collineationen in sich iibergefiihrt werden.
Die entsprechenden Curven in der Ebene haben die Gleichungsform :

I I T O A L Ti o THE 1S 8

Sie zerfallen in dreizligige und vierziigige Curven. Eine Curve der ersteren
Gattung schrumpft scheinbar auf die Ecken des Dreiecks A, eine der letzteren
Gattung auf die Ecken des Vierecks Y zusammen. Beide Gattungen grenzen
an einander durch das Vierseit ¥, dem die singuliren Iegelschnitte der
Steiner’schen Fliche entsprechen, d. h. der Schnitt der letzteren mit der
Fliache ® = 0.

VIERTER ABSCHNITT.
Die Raumcurve vierter Ordnung erster Art.

{. Jeder biquadratischen Raumcurve des Raumes (z), welche die
Schnittlinie zweier Flichen des Gebiischs (f) ist, entspricht im Raume (X)
eine gerade Linie (I, 15).

Ist die Raumcurve die Schnittlinie der Flichen:

2a; 78 = 0, Sa;rf = 0,
so ist die entsprechende Gerade g die Schnittlinie der Ebenen:
20; X:==0, 20 X;=0,
und ihre Coordinaten sind :
Ay = a3 a’k — (l/i .
Ebendiese Grissen, zwischen denen die identische Beziehung statt hat:
Aye Aoy “*‘ iy Uy + Qyy Ugp == 0,

konnen wir auch als Coordinaten der biquadratischen Raumecurve, bezogen
auf ihr Haupttetraeder, bezeichnen.

2. Die vier Kegel %, k., k., k;, welche sich durch die Raumcurve
hindurchlegen lassen, entsprechen den vier Lbenen K, welche die Gerade

Annali di Malematica, tomo I. 17
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mit den Ecken des Haupttetraeders verbinden, und haben deswegen die Glei-

chungen:-
Ayo T - Ay T -0y 7,0 == 0 ,
Uy Z,° + @y 2 Qg 2 = 0 )
a1 X,° J;" Uae T5° +a,22=0 ,
s 2% = Qe T2° - 045 Z° =0 s
wobel zu beachten, dass az; = — as ist.

3. Die 16 Wendeberiihrungspunkte p/* der Raumcurve entsprechen
den 4 Schnittpunkten P; der Geraden g mit den Ebenen des Haupttetraeders.
Thre Coordinaten ergeben sich daher aus dem folgenden Schema:

Ebene | x, Zs 2y 2
2, =0 0 ko, E e * o
x, = Va0 o, *\a,
, = 0 ., o, 0 Eya,
2, =0 +Ja, Fya, *a, 0

4. Die Wendeberiihungslinien /;* entsprechen den Geraden L;, welche
je einen Punkt P; mit der gegeniiberliegenden Ecke des Haupttetraeders ver-

binden.

5. Die Wendeberithrungsebenen w;* entsprechen den Kegeln des anderen
Raumes, die je drei Ebenen des Haupttetraeders und eine Ebene K, letatere
in der zugehorigen Geraden L;, berithren, und sind die Tangentialebenen der
Kegel k; in den auf ihnen liegenden Punkten p* oder Strahlen 7. Fiir ihre
Coordinaten ergiebt sich daher sofort, wenn wir abkiirzend:

\/?1-4;73: =du, \/6113 Uyp == a/; \/a'u Gy == "

setzen, das Schema :

.Punkt ug Uy

w, =0 0 +Va, -
#, =0 *\ay-a 0

w, = {) + \/‘cZ - - \/EI—: ca
=0 + \;’ZIZ - ch; -a

U,

*Va,-a

* Vay, -

0

+ g -

a

Uy

: i VZJT; . ar:

g af

+ ey - @

0
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6. Bs giebt drei Collineationen, welche die Ebenen eines Tetraeders
unter sich vertauschen und gleichzeitig eine Gerade in sich selbst iitberfithren.
Durch sie muss nimlich der Wurf der vier Schnittpunkte der Geraden mit
den Ebenen des Tetraeders in sich iibergehen, und dies ist auf 3 Arten
moglich, entsprechend den 3 verschiedenen Arten, auf die sich 4 Klemente
paarweise vertauschen lassen (¥*) Diese drei Collineationen sind geschaarte
Involutionen, deren Axen je zwei paar Eckpunkte des Tetraeders harmonisch
trennen.

Da jeder solchen Transformation des Raumes (X), welche die Ebenen
des Haupttetraeders vertauscht, 8 Collineationen im Raume () entsprechen,
welche die der Geraden entsprechende biquadratische Raumcurve in sich
iiberfithren, so geht die letztere ausser durch die Identitit und die 7 Involu-
tionen, die alle Gruppen assoziirter Punkte in sich transformiren, durch 24
Collineationen, im Ganzen also, die Identitét einbegriffen, durch 32 Collinea-
tionen in sich iiber.

7. Die drei Involutionen, welche die Gerade g mit den Coordinaten as
in sich iiberfiihren, lassen sich dureh das folgende Schema fiir die Coordinaten
X'; des aus X; entstandenen Punktes darstellen:

X, X' Xo X

1. — Qs Qg o — Oy Uay Xi TR X4 iy iz Xy
II. — Uy Uy X, oy oy Xy — Oge ey X, i A X,
II1. — @y thyy Xy (o Dy Xy (s A3y Xy — Ay @45 X

Hieraus ergeben sich sofort die zugehorigen Transformationen des Rau-
mes (z) (*¥).

8. Je zwei der drei Involutionen liefern mit einander combinirt die
dritte, alle drei combinirt die Identitdt. So ldsst sich auch die Gruppe der
32 Involutionen im Raume (z) in Untergruppen teilen, derart dass die zu-
gehorigen Gruppen von 32 Punkten sich in Paare sondern durch eine In-
volution, oder in Quadrupel durch 3 Involutionen, die verschiedenen Transfor-

(¥) Die Doppelpunkte der so auf der geraden Linie entstehenden projekiiven, und
zwar involatorischen, Verwandtschaften sind jedesmal die Punkte, welche beide Paare,
in die sich die 4 Punkte sondern, harmonisch trennen und somit die Verschwindungspunkte
der zu einer jene 4 Punkte liefernden Binirform gehorigen Covariante T (CrLesscu, Bi-
ndrformen, pag. 142).

(**) S. Harnack, Math. Ann., Bd. 12, S. 82 Anm.
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mationen der Geraden in sich entsprechen, oder auch durch die Involutionen,
welche die frither besprochenen Quadrupe] auf der biquadratischen Raumcurve
liefern u. s. f.

9. Den Sehnen der biquadratischen Raumcurve entsprechen die dem
Haupttetraeder einbeschriebenen Kegelschnitte, welche die Gerade ¢ doppelt
schneiden, und insbesondere entsprechen den Tangenten der Raumcurve die
Kegelschnitte, welche die Gerade g und die Ebenen des Haupttetraeders
beriihren.

Durch den Berithrungspunkt P eines dieser Kegelschnitte kann man in
derselben Ebene einen anderen legen, welcher die Gerade ¢ noch einmal
schneidet und ebenfalls dem Haupttetraeder einbeschrieben ist. Dieser Kegel-
schnitt entspricht den Schmiegungsstrahlen der zu P gehérigen Punkte, d. h. den
in den Schmiegungsebenen dieser Punkte liegenden wirklichen Sehnen.

10. Eine Schmiegungsebene der biquadratischen Raumecurve wird,
wenn wir zur Abkiirzung setzen:

Oy = Qs Qig Qygy  Gp == (hyy Uy3 Ugyy O3 == Uy Uga Ogs 5 g == Qg1 Uy Oy3 4
dargestellt durch folgende Gleichung:
2ia; 2 @y ==0,

wenn die z; die Coordinaten des Schmiegungspunktes bezeichnen. Diese
Schmiegungsebene ist aber Tangentialebene der Fliche:

2ot at =0,

und dieser Fldche entspricht im anderen Raume die Ebene:

S0 0 X; = 0,
die ihrerseits Tangentialebene der Fliche:
So; 2% =0

im Punkte (Z) der Geraden ¢ ist. Diese Fliche muss somit die Gerade g4
enthalten und ist die einzige Fliche, die durch diese Gerade geht und das
Haupttetraeder zum Poltetraeder hat.

11. Dies konnen wir umgekehrt benutzen, um die Ebene des Kegel-
schnittes zu bestimmen, welcher im Raume (X)) einer Geraden mit den Coor-
dinaten a;x des Raumes (z) entspricht. Da nach dem Obigen die Fldche des
Systems (f)?, die diese Gerade enthilt, die Gleichung hat:

La;xt =0,
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so lautet die Gleichung der Ebene im Raume (X), die den entsprechenden
Kegelschnitt enthélt :

Seag Xj==0.

12. Der Kegelschnitt selbst wird aus der Ebene ausgeschnitten durch
jeden der vier Kegel:

Ayg V!A‘Y:z"f‘am\{x’f‘a“ VEZO,

sy VX +a23\/—)—(3+az4 \/T‘—{.;:O,
s VX, + @0 Y Xe + a5, X, =0,
an VX, an VX + au VX, = 0.

Diese Iiegel haben aber ausser dem einen Kegélschnitt zu zweien noch je
einen anderen gemein, und diesen 6 Kegelschnitten entsprechen im Raume (2)
48 Gerade: diese Geraden verbinden die Punkte paarweise, in denen die
dem ersten Kegelschnitt entsprechenden acht assoziirten Geraden die Ebenen
des Haupttetraeders schneiden, und bilden mit diesen acht assoziirten Geraden
zusammen die séimilichen Verbindungslinien der 16 Schnittpunkte, sofern sie
nicht in den Ebenen des Haupttetraeders liegen. Durch jeden der 16 Schnitt-
punkte gehen 8 von diesen.Linien. Jede der 8 ausgezeichneten wird also
von 28 der iibrigen Geraden geschnitten, in jedem Schnittpunkt mit einer
Ebene des Haupttetraeders von 7. Von den 48 anderen Geraden trifft jede
16 der ibrigen.

18. In der Sehnencongruenz der biquadratischen Raumcurve ist eine
Reihe von bemerkenswerten Regelschaaren, 1. A. 8. Grades, enthalten (*),
unter denen vier besonders hervorzuheben sind: einmal die Tangentenschaar
der Curve und sodann die Schaaren derjenigen Sehnen, welche zwei Gegen-
kanten des Haupttetraeders treffen. Die letzteren erfiillen je eine Regelfiiiche
4. Grades. Diesen Regelflichen sind im Raume (X) die drei Hyperboloide
zugeordnet, welche die der Raumecurve entsprechende Gerade ¢ mit je einem
Paar Gegenkanten des Ilaupttetraeders verbinden.

14. Der Tangentenfliche #* der biquadratischen Raumcurve entspricht
die Fliche T, welche von den die Gerade ¢ und die vier Ebenen des Haupt-
tetraeders 1" beriihrenden Kegelschnitten erfiillt wird. Diese Fliche ist eine

{*) S. IarNack, a. a. 0, S, 77 {1,
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Pliicker’sche Complexfliche (*); einer der zugehtrigen quadratischen Com-
plexe ist ein tetraedraler mit dem Haupttetraeder 7. Sie wird gleichzeitig
erfiillt von den cubischen Raumcurven, welche die Gerade g beriihren und
dem Tetraeder 7' umschrieben sind.

15. Sie ist von der vierten Ordnung und der vierten Classe. Die Ge-
rade g ist fiir sie eine Schneide. Sie hat ferner acht Knotenpunkte, von denen
vier die Ecken des Haupttetraeders sind und die iibrigen auf ¢ liegen, und
acht singuldre Ebenen, darunter die vier Ebenen des Haupttetraeders, die sie
lings Kegelschnitten berithren. Die iibrigen vier singuldren Ebenen berithren
sie lings Geraden und gehen durch die Gerade ¢ und je eine Ecke des
Haupttetraeders, durch die auch die Beriihrungslinie geht.

16. Die Fliche ist sich selbst reciprok zugeordnet in der polaren Cor-
relation, deren Ordnungsfliche durch die Gerade ¢ geht und das Hauptte-
traeder zum Poltetraeder hat.

117. Die cubischen Raumcurven (C) der Fliche sind durch die Ke-
gelschnitte (K') der Fliche und deren Ebenen projektiv auf einander bezogen.
Umgekehrt sind die Kegelschnitte (X) durch die Raumecurven (C) projektiv
auf einander bezogen, indem entsprechende Punkte immer auf derselben
Curve (C) liegen. Insbesondere entsprechen die Berithrungspunkte der Ke-
gelschnitte mit derselben Ebene des Haupttetraeders einander, die auf einem
singuldren Kegelschnitte der Fliche liegen. Die Strahlen aus den Beriihrungs-
punkten der Kegelschnitte (K) mit der Geraden g nach ihren Beriihrungs-
punkten mit den 4 Ebenen des Haupttetraeders haben constantes Doppel-
verhéltnis.

18. Der tetraedrale Complex, zu dem die Complexfliche T'* gehort,
hat auch fiir die biquadratische Raumcurve, die der Geraden g entspricht,
eine besondere Bedeutung.

Jedem Punkte P des Raumes kénnen wir bez. der biquadratischen Raum-
curve eine Gerade p als Polare zuweisen, die so entsteht: Wir ziehen durch
den Punkt P die beiden Sehnen an die Raumcurve, suchen auf ihnen die
vierten harmonischen Punkte zu P und den auf ihnen liegenden Curven-
punkten und verbinden dieselben durch eine Gerade, dies ist dann die Po-
lare p von P. Sie ist die Schnittlinie der Polarebenen des Punktes bez. der
quadratischen Flichen, die durch die biquadratische Raumecurve gehen. Sind
nun, wie oben, ¢ die Coordinaten der Raumcurve, bezogen auf ithr Haupt-

(*} Vgl u. a. SturwM, Liniengeometrie, zu Anfang des 3. Bandes.
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tetraeder T, xz; die Coordinaten des Punktes P, so sind die Coordinaten der
Polare p:
Pik == Qig Ti Tp,

zwischen denen, wie sofort ersichtlich, in der That die Beziehung:
Pz Psa 4 Pis Pae + P Pos = 0,

stattfindet. Eg ist aber ferner:

Pre P — P13 Pae — Prapes , (F)

(2 (134 @i Q42 14 Ueo3

d. h. die Polaren aller Punkte des Raumes bilden einen tetraedralen Com-
plex I', zu dem anch die Gerade mit den Coordinaten aj, also die Ge-
rade ¢, die Polare des Einheitspunktes ist, gehort. Mit diesem Complex T
ist demnach auch der Complex identisch, auf den wir durch die Complex-
fliche T'* gefiihrt wurden.

18%. Die Tangenten der biquadratischen Raumecurve sind Strahlen des
Complexes I und die ihnen im Raume (X') entsprechenden Kegelschnitte sind
Complexcurven von I

18°. Den Punkten einer Geraden sind bez. der biquadratischen Raum-
curve als Polaren die Strahlen einer quadratischen Regelschaar zugeordnet;
gehort die Gerade aber selbst dem Complex I' an, so entsprechen ihren Punkten
die Strahlen des Complexkegels, dessen Spitze der Geraden entspricht.

18c. Den Punkten einer Ebene sind die Sehnen einer cubischen Raum-
curve zugeordnet, die dem Haupttetraeder umschrieben ist, und die Tangenten
dieser Raumcurve entsprechen den Punkten des Complexkegelschnittes, der
in der Ebene legt.

19. Diese Complexkegelschnitte sind nichis anderes als die Kegelschnitte,
welche im Raume (X) den zum Raume (x) gerechneten Strahlen des Com-
plexes I' entsprechen.

Eine charakteristische Eigenschaft des tetraedralen Complexes ist es nim-
lich, dass man alle seine Geraden aus einer hervorgehen lassen kann durch
die Collineationen, die sein Haupttetraeder ungeéindert lassen. Durch dieselben
Collineationen miissen auch alle Complexkegelschnitte aus einem hervorgehen.
Durch dieselben Collineationen miissen aber auch die Kegelschnitte, die den
Complexstrahlen in der von uns betrachteten Punktverwandtschaft entspre-
chen, in einander iibergehen (vgl. III, 3), und deshalb, weil sie sich teil-
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weise mit-den Complexkegelschnitten decken (18%), ganz mit ihnen zusam-
menfallen.

20. Rechnet man nun den Complex I' zum Raume (X)), so entsprechen
seinen Strahlen im Raume (x) dreifach unendlich viele biquadratische Raum-
curven, die alle aus einer durch die Collineationep, die das Haupttetraeder
ungedndert lassen, hervorgehen. Wollen wir den tetraedralen Complex T in
der oben (18) angegebenen Weise auf den Punktraum beziehen, so kénnen
wir irgend eine von diesen biquadratischen Raumcurven zur Ordnungscurve
wihlen. Denn die Coordinaten p;. dieser Ordnungscurve miissen, damit sie
den Complex I liefert, der Bedingung:

12 A4 A1z 42 G4 (152

geniigen, d. h. die ihr im Raume (X) entsprechende Gerade muss zum Com-
plex T gehbren.

21. Aus diesen Betrachtungen geht hervor, wie sich der Gesamtheit
der Greraden im Raume, wenn man ein festes Tetraeder 7' annimmt, gleich-
artige Mannigfaltigkeiten von Kegelschnitten zuordnen, die alle dic Ebenen
des Tetraeders berithren, von cubischen Raumecurven, die alle durch die Ecken
des Tetraeders gehen, und endlich von biquadratischen Raumecurven, die alle
das Tetraeder zum Haupttetraeder haben. Aus allen diesen Mannigfaltigkeiten
heben sich solche Complexe heraus, deren sdmtliche Curven aus einer durch
die Collineationen hervorgehen, welche das Tetraeder T ungeiindert lassen.

22. Fragen wir nun nach den Collineationen, die das Tetraeder T
und eine von diesen Curven in sich iiberfithren, so ist die Frage bereits beant-
wortet fiir die Geraden und biquadratischen Raumcurven. Ganz #hnlich lautet
die Antwort auch fiir die Kegelschnitte und cubischen Raumecurven. Ausser
der Identitit ergeben sich auch hier drei Involutionen, welche die vier Punkte,
die die Curven mit-dem Tetraeder T gemein haben, paarweise vertauschen.
Bei den biquadratischen Raumcurven nimmt die Antwort deswegen einen
etwas anderen Charakter an, weil diese Curven nicht mehr rational sind.

23. Fir die cubische Raumcurve verdienen die erwihnten drei Involu-
tionen und die Quadrupelanordnung, welche sie auf der Raumcurve begriinden,
eine kurze Darstellung (¥).

(*) Vgl. far das Folgende VWV, Stann in Crelle's Journal, Bd. 101, S. 83 ff.
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Die cubische Raumcurve wird aus den Ecken des ihr einbeschriebenen
Tetraeders T durch 4 Kegel zweiter Ordnung projizirt, deren Gleichungen
sich schreiben lassen wie folgt :

b;exa-’lh"I‘bizﬂhxz—l‘bumzxs:(),

by , x4 ‘|“b23$4xn—|‘b24xsxa=0,
bg, w2 x4 + 1/39 1134 :Tf, —l“' b.'“ x‘ Ty == 0 s
by s x3+b42-x3 x, +b43 Ty X =O,
indem :
bip = — bpi.

24. Aus der Analogie dieser Gleichungen mit denen fiir die Verbin-
dungsebenen einer Geraden mit den Ecken des Coordinatentetraeders ergiebt
sich fiir die drei Involutionen, welche die cubische Raumcurve zugleich mit
dem Coordinatentetraeder in sich iiberfiihren, das Schema :

L. . — by by, — bz by 2, by bee 2, bay by, 2
II — by by 25 bsbus —by ba.: 7 by bys 2,
111 — bi bys 2, by by 4 by by — by by 2,

25. Durch je zwei Gegenkanten des Tetraeders T' und die cubische
Raumcurve geht ein Hyperboloid. Die Gleichungen dieser drei Flachen ergeben
sich sofort durch Addition je zweier der vier Kegelgleichungen und lauten :

by, 4 + bau T, X5 + bys . 2, ‘{‘ b2y 5 = O;

bsy %, 5 - b3e 2, x4+bux3x2+bm$3x4=0,

b,y +br 2+ bz bz, =0,
Diese Hyperboloide haben zu zweien ausser der cubischen Raumcurve eine
Gerade gemein. Die Coordinaten der drei Geraden, die wir so erhalten, sind

die folgenden:
Pa_ Pu_ Ps _Pe Pu_ P

].. - b34 - bl? bl? b£3 b23 b“

2. b34 bi? - 642 - bl3 b23 b“
3. b34 b|2 b‘z bi3 - b23 - bu

Um diese Formeln zu deuten, nehmen wir die Gerade mit den Coordinaten:
b34 bli bl? b13 bzs bu

Annali di Matematice, tomo I, 18
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hinzu, dann bilden diese vier Geraden ein Quadrupel im Sinne des § 5 im
ersten Abschnitt und liegen auf einer Fliche 2. Ordnung, deren Gleichung
lautet :

bix?®+ byt 4 by + b =0 y (L)
indem wir setzen:
b; = b34 bn bes y bz = b43 bsa bu 3 bs = bm bz4 bu 9 b4 = bza bi3 bsz .

Suchen wir aber die Verbindungsebene der drei Punkte, welche aus einem
beliebigen Punkte durch die drei Involutionen I, II, IIT hervorgehen, so zeigt
sich, dass diese Ebene die Polarebene des Punktes bez. der Fliche (L) ist.
Die Punktquadrupel des Raumes, welche durch die drei Involutionen in sich
iibergehen, bilden also je ein Poltetraeder der Fliche (L).

Die von uns ausfiihrlich behandelte quadratische Verwandtschaft hat,
wie bereits erwidhnt, WitseLy Stann benutzt, um aus der Tangentenfliche
der Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art die desmische Fldche 12. Ordnung
herzuleiten. Es sei uns gestattet, mit wenigen Worten noch auf diesen Punkt
zu sprechen zu kommen.

Die desmische Fliche 4. Ordnung fanden wir als Enveloppe eines qua-
dratischen Biischels von Fidchen 2. Ordnung mit gemeinsamem Poltetrae-
der (II, 31). Die reziproke Fliche 4. Classe muss darum die Enveloppe einer
quadratischen Schaar von Flidchen 2. Classe sein. Diese Flichen 2. Classe
haben 8 gemeinsame Tangentialebenen und beriihren dieselben in den Punkten
je eines Kegelschnittes k. Jeder dieser Kegelschnitte £ muss die vier Ebenen des
Haupttetraeders beriihren. Die 8 singuldren Flichen der quadratischen Schaar
fallen ndmlich paarweise zusammen und ihre Kegelschnitte liegen in den
Ebenen des Haupttetraeders. (Vgl. I, 31.) Die gemeinsamen Tangentialebenen
der Fldchen der quadratischen Schaar entsprechen nun, wenn man sie zum
Raume () rechnet, in unserer Verwandtschaft einer Steiner’schen Fliche des
Raumes (X) (III, 1) und die in ihnen liegenden Kegelschnitte & einer Haupt-
tangentencurve K der Steiner’schen Fliache (III, 10). Den Schmiegungsebenen
dieser biquadratischen Raumcurve entsprechen ferner die Flichen der qua-
dratischen Schaar selbst, und darum der Tangentenfliche dieser Raumecurve
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die desmische Fliche 4. Classe. Die Tangentenfliche ist von der 6. Ordnung
und die desmische Fldche von der 12. Ordnung.

Betreffs der Eigenschaften der desmischen Fliche, die sich sonach aus
den Eigenschaften der Tangentenfliche der biquadratischen Raumcurve ableiten
lassen, sei auf die letzten Seiten der Stahl'schen Abhandlung verwiesen.

Strassburg, den 13, Mai 1897,



