Sulle relazioni tra diversi integrali definiti
che giovano ad esprimere la soluzione
generale della equazione di Riccati.

(del prof. L. ScHLAFLI, a Berna).

Se nella equazione di RiccaTi, dopo averla ridotta alla forma:
du+17" yidi=ted¢, (1)

dove per le potenze t~*~', {*si devono intendere e—(¢+¥lg @elogt  con uno
ology
~

c

0% s
teh ot L-y=0. @)

stesso valore di logf, si sostituisca u=fe™ » essa si cambierd in
Integrando questa equazione per serie, si trova la funzione:

Ty i i i
¥ — V = ) ?
Fla.t)=2 T+ 1T (ern1) T{a+l) 24.2.-'%><<a+i)(“+2)"- (@-+n)

la quale costituisce un caso particolare della serie ipergeometrica di Gauss
¢ converge per ogni valore finito della ¢; ed allora, indicando con 4, B
due costanti arbitrarie,

y=AF(a,)+Bt~"F(~a,t)

& Uintegrale completo della (2). Infatti, mettendo la (2) sotto la forma:

et1 _Ej__y_ —fu
] (t ol \)"l Y

-,37 Fe,)=F(a+1,0), % [ F(a+1,0] =tF (a,)

Q)IQ}

ed avvertendo cha:

si vedrd che la (2) & soddisfatta si da y=F(a,t), che da y=t"*I'(~¢,{). In con-
seguenza, Uintegrale completo della equazione di Riccatr (1) &
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At F(a+1,0) + BF (-a-1,1)
= T AF(a)) + BroF(-a,0)

ed ha g— per costante d'integrazione.

Applicando un noto metodo per ottenere un integrale definito che sod-
disfaccia alla (2), poniamo:

y= Se_‘m % dm,

dove m dinota una variabile ausiliare ed M una funzione di essa. Ne segue
la condizione:

_ja_?ﬁ (e~™M). dm + f(%’..%‘f- atl_ i)e—‘dem: 0-
Quindi facendo:
am m m?
donde M=m*"e—%, avremo:
e~ Mamete— i)

e perchd svanisca 'eccesso del valore finale di questa espressione sopra il
valore iniziale, basta condurre I’argomento 12 nel piano rappresentativo (¥)
dalla parte orientale dello zero fino ad un punto dell’ orizzonte dove laparte
reale di ¢{m sia positiva, per esempio a quel punto il quale possiede la fase

di "t" - Se per maggior semplicitd supponiamo la parte reale di ¢ esser po-

sitiva, basterd condurre m sull’asse positivo dallo zero fino al levante, e
sard permesso di scrivere:
b -~(£m+%—)

y :S e medm

1]
. " 1
Sia \f=a avente positiva la parte reale, m:-zg—eﬂ; ne verrd:
®  —2ztoshg-tafh
y=x "‘“& e do, (4)
-
() Vedi pag. 109 di questo tomo.
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dove per brevitd poniamo:
ef=coshf+senhd, e f¥=coshf—senhd-
La sostituzione ¢=«* cangia la (2) in:
oy g0,
max2+(2a+l) o 4oy = (3)
Se perd:

7
y:fe” b dm
ne seguird:

0 ¢ om Ra+1)m dlogM\ .. _
555(6 M)dac+5( ) - om e Md?’)’L-O:

at+
e poi M=(m*-4) /2; dunque bisogna scegliere una via d’integrazione tale
at+i
chej.—a%(emm(me—él) /’)- dx si annulli. Non sono da considerarsi che tre punti,

m=cc (l'orizzonte), m=2, m=—~2. Perché il cammino dell'integrazione in-
cominci o finisca nel primo, quel punto dell’ orizzonte deve avere la fase

| . . s :
di ——> 0 distarne meno di un quadrante; e perche esso cammino possa

uscire dal secondo o terzo punto, bisogna che I’esponente a-+% abbia po-
sitiva la sua parte reale. Quando ha luogo quest’ ultimo caso, vi sono tre
vie d’integrazioni possibili (2, ), (=2, ®), (-2, 2); gli integrali y corri-
spondenti soddisfacendo ad una relazione lineare ed omogenea (giacché un
giro completo lungo i lati del triangolo (-2, 2, oc), il quale perd non ne cir-
condi i vertici, da a!l’integrale y il valore nullo). Ma quando la parte reale
di a-+-% & nulla o negativa, & affatto necessario che nella regione opportuna
dell’orizzonte cominci ad un tempo e finisca la via d’integrazione, la quale
deve inoltre girare intorno all’'uno o all’altro dei dei due punti 2 e —2. So-
lamente il caso che a4 sia intero offre difficolta ulteriori.~ Per semplificare
supponiamo x positivo, a—+3 positivo, e consideriamo solamente la via da
~2a2, e quella da -2 al ponente. Per la prima convien porre m=2cos0,
per la seconda m=-2coshd; avremo i due integrali particolari:

y=r;m”%£%dm (B)

0

® 3z coshg 9%a
yzfe senh’ 0.df. (€)

0
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E poiche, se F(a) soddisfa alla (3), vi soddisfa anche a2 F(-a), gli in-
tegrali:
y:x"wgne?”masen“?“@- do , (D)

0

»

y= oc—ﬂ“s e~ 22cshogenh—2¢f . df} , (E)

0

sussistenti nel caso di a<<}, sono anch’essi soluzioni della (3). Pel caso di
x>0, —j<<a <}, conosciamo adunque cinque integrali particolari della (3),
mentre non pitt di due possono essere indipendenti tra loro. Per mettere le
cose in piena luce, tentiamo di ridurre ciascuna di quells cinque forme in-
tegrali (A),..,(E) alla forma normale AF(a,t)+ Bt—*F(-a,t).

I. La forma (A) si rappresenti cosi:
y=w—“(Va+ V_u) , V“ZS e—2wcosha+a0d6 .

0
Giovandosi dello sviluppo:

eao_—_—nfw(%;'a) (2 cosh 6) " 2senh , (a)

=0

donde segue per la differenziazione:

- - a—2n
e“0=2-2n—i%( ":& a)(2008h0) s (b)

e ponendo 2xcoshf=wu, si ottiene:

e - -
V“:E ( )x2n—aj e—*uua—-2n—-1du .

=0 » 2%

Indicando con S, Ulintegrale nel secondo membro, si ha da integrare:

Mzt Ryt
_12_ %_g‘;jm__ 6—2”(2,%)“_2"'—23 2__0 ( :])m (Qw)m-l'a—-ﬁn—l .

Per determinare la costante d’integrazione, possiamo far uso di una scala
di recursione, nota dalla teoria delle funzioni gamma, e, troveremo:

S,{:I‘ (a—Qn) _:z;:—":(m —1 )m (2 w)m-l-a--%.

(
+a-2n)Tim
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Ma:

2n-a —(_jwlle—n) = L
( n )I’(a—2n)-—-(—1) l‘(n—}— 1)“sena‘m ) r(n+i)I‘(n—a+i) ’

epperd:

ok b ] ™
by )2 . 2o F(—a,x?) -
> 0( . )I‘(a 2n)x o+ & F(-0,x%)

Quindi, ponendo per brevita:

2= (9. _q 2a+m—2n Nezzon
A=Y ( 0 )m convergente come X n/s) ,
#=0 -

si ricava:

® e —a o (=" m
senan” F(~a’w2)_ﬂ§=o mAmx '

V=

La somma infinita A, & un caso particolare di quest’altra:

#(aym,0)= "2=“(2"'“)——‘—— (2cosh@)ern—n ,

=\l n Jatm—2n

ciod A,=f(a,m,0), mentre lo sviluppo () somministra:
9 A—m m
é'e'f (a,m,9)=e“0(e5+e"”)m=2i o(l)e(“““""‘zﬂ)o .
Dunque facendo:
S( o)__ls:‘m my\__ 1 w2
GII=a\\ ) aFm—2n ’
i ha:
f(a,m,8)=S(a,m,8)+cost.

Per determinare la costante d’integrazione, bisogna ricorrere ad una scala
di relazione. Si trova (*)

(") Potrei agginngere anche queste relazioni:

fla,m,8)=f(a+-1,m—1,0)+fla—1,m—1,0);
(m2— a®)f(a,m,0) ~bm (m—A)f(a,m—2,0)==e%8(2cosh b)"(m tanh 6 — a} .
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(a+7n)f(a7 7n,6)—2 ’I'ﬂf(a—'l ; m~1 ,6) :’1=°°_:_¢L (27{:;6‘)(2 cosh 0) atm—2n ,

=0 2”—0
ed in forza della (D):
=% (2cosh0)"=(a+m)S(a,m,0) —2m S(a—1,1m—1,9).
Dunque :

f(2,0,0)==S(,0,0), poi f(a,1,0)=5S(a,1,9),

e cosi di seguito; in generale, se m & intero positivo, e 0 positivo, si ha
fla,m,0)=S(a,m,8), cosicche cost.=0. Quindi:

A— A
S m i =" m a
A"‘"—,.z:(,( Z)a +m-—2x “224:0 ( k)aﬁ-—(m—m\)2 ’
¢ funzione dispari di a. Sostituendo:

1 _ (__1)'111, v 4
6+m—2%" 2sehaw )

i(atm—2
giletn—2e gf |
T

nella prima espressione di 4,,, troveremo:

— (=" (" "0 40 -
Am_--g-(m—a%-jomsae.cos B.de,

dunque finalmente :

. ™ —a - 2 1 = 2260889
Va__senawx F( a,x)—senawsoe °0s9 cogaf. df . (c)
Percid la prima forma integrale &:
" —2zcoshg+ag 70— 7 —a ' 2\ .o 21,
Sﬁwe d()_senaw(x F(—a,x*)—x*F(a,x )) (4)

Prima di passare alla discussione delle altre forme, facciamo I'osservazione
che, cambiando @ in —aq, dalla (¢) si desume:

F(a,x?) ::—r—x'“( Sﬂe"’““”cos af.df—senan j g~ Bscoshg—ag dﬂ) , (4)
0 0

espressione convergente per qualunque valore finito di @, purchd la parte

reale di x sia positiva. Ma egli & facile il far sl che questa formola sussista

per ogni valore finito di . Supposto per esempio che la fase ¢ di
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x=r(cos¢p-+isend) decresca da 0 fino a ——g, potremo assumere 0 —=K--i(3

per limite superiore del secondo integrale, allorquando sia x==re— (dino-
tando con K Pinfinito positive). Sard:

—2xcoshf—=—r (K- e k%),

epperd l'integrale conservera lo stesso grado di convergenza, mentre 3 va da

H

0 fino a-g. Figsato finalmente il termine della via d’integrazione in K-+

j po!

i
g

<

questa pud essere condotta da 0 ad i%, poi da zg a dirittura verso K-~

Lungo il primo tratto di via lintegrale & (mutando 0 in ¢6):
j 2
7~ 2ircosp—ie,

zj e "d,

0

.

ref

e lungo il secondo tratto, mutando 6 in %—7+9, abbiamo :

e a6

1]
a7

Inoltre si ha @ —*==r"% * . Prendendo nel primo integrale della espres-

j‘w —2rsen hg— ag—i-‘;it-

sione (4) due intervalli 0<6<% ) % <0<, per mutare nel secondo inter-

tervallo 0 in w—0, avvertendo che:
ia® iaT a7

- . —- e -
e cos(am—ab)—isenan.e® =e *cosaf,

e scrivendo finalmente 2 in luogo di #, troveremo:

F(a,—ocz)r—-%ac‘“(QS”/?cos (2xcos6—-g)cosa&dﬂ-senangwe"me“ha““"de), 6))
7 0 [
T

formola sussistente finche la fase di a & compresa fra ——;i e g-

l.e formole (4) e (5) entrambe giovano in ogni caso ad esprimere F'(a,x?)
per mezzo di integrali assai convergenti.

2
Se per evitare 'uguaglianza dei fattori di (-g-[) » avessimo scritto :

2
t%g—i—(—-%t-i-a—f—i)%y; —y==0 (K=infinito positivo),
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in luogo della (2), avremmo potuto sperimentare anche una seconda soluzione:

—K+ea
d

-
LAy

¢
T

y__,L e (z—1)
la via d’integrazione partendo da 0 e ritornando a (!, dopo un giro attorno
ad 1, ed assunte positive le potenze di z, z—1 nell’istante in cui z diventa
positivo e maggiore di 1. Ma sviluppando la funzione esponenziale e gio-
vandosi delle funzioni gamma, questa soluzione si riduce a 2inK*F(a, ),
senza fornire una espressione integrale libera da K.

II. La formola (B) diventa:

7 N—qn n ”/2
yzg e*%8gen®0.d0—=2Y, ) I—%%S cos®0.sen®*0.d0,

0 0

i

T+l (e+3)
Tn+DT(a4+n+1)

=22 I‘(2n+1)1‘(a+n+1)x2”zr@r(“+%)2

ciod la formola notissima:

T 2wc0s8 2
§e sen  0.d0=T'(1)T(a-+1)F(a, 2?), (B)

0

purche sia a>—1.

III. Posto 2xcoshl=u, la terza forma (C) diventa :

-

2 ” ~— 2 2 a—é’ ﬂ:—;w % a-% B2 retl o 24 Dpprl
y=(0) \ e (—ta) du=y (—1y(" )(2:1:) ettt dy
pr 23

Poi dalla teoria delle funzioni gamma si desume:
M=—en (____;l)m (g$)2a‘§‘m*2n

r2e— 2")”§__or(m+4) "0+ m—2n ’

pel valore dell’ultimo integrale. La sostituzione di questa espressione con-
tribuisce, pel suo primo termine, allo sviluppo della ¥ il gruppo:
= Fla+Hr(2a—2n) ,

- __A\zO)2n—2g
& ,,zz,-o( 12 r(n+1)r(a—n+i)" ~’
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in virth della:

I (Q0—2n)=2%*—1 (g n)r(a—nt1),

r(3)
il coefficiente di a® diventa :
(_Dnr‘(a—i——’g)r(a-—n)__I‘(%)I‘(a—l-%) ' 1 ]
2r(H)r(n+1) — 2senan  Tn+1)THn—a+1)’

e perd il gruppo medesimo ha il valore:

1 1
I‘(?))I‘(a—l— 2 &2 F(~a, 27) -
2sen an

Quanto all’altro gruppo proveniente dal secondo termine (sommatorio) di
quella espressione, esso procede secondo le potenze 1, x, «?,...; il coeffi-

ciente di —-x™ &:

(2 A (0-4)
I‘(m+1)n=0 n_a_?"_/" n
2
(convergente come Yn %%, cosicch® la condizione della convergenza ri-
chiede a>~1)

m (m+ D=
- (_Q)m-—x ' P<01+ ??)P(—a—_i):(—-’l)m—']'%I‘(%)F(a—l—%) sen 5
Tm-+1) I‘(l———;m) I‘(%z—l—tl)I‘(a-l—q—g—!—’l) sen(om+(m+“r)

e si annulla per conseguenza ogniqualvolta m & positivo e dispari. Met—
tendo perd 2n in luogo di m, abbiamo:

IEr(a+3) 1 :
2senant  T{n+1I(n-+a+1)

pel coefficiente di ~x®; donde segue:

r(Pr(e-+1)
- ;senomg F(a,2%) »

pel valore del secondo gruppo. Finalmente si ha:

[Cemmemasenn”0 . dp= " OL L pomrepr g, o) Fig,2], ()

0 2senan
purcheé sia a>-1.
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Il paragone delle (4) e () fornisce la uguaglianza:

® —2zc0shg 2a 1) pe —2zcoshp+an
x“£ e . senh §-df= F(OHI“)X e g ,
0 2F(§)

- -3

della quale non seppi scoprire una dimostrazione diretta, benché sembri
che un integrale doppio, opportunamente costituito, debba condurvi. Ma la
formola (B) & una conseguenza immediata della (C); per convincersene bi-
sogna far retrocedere la fase dixx da 0 fino a-=, e ad un tempo il limite su-
periore dell’integrale (C) dal levante fino a levante-+ix.

Per quanto concerne il metodo qui adoperato per trovar degli integrali
definiti che soddisfacciano ad una equazione differenziale lineare ed omo-
genea con coefficienti lineari, alcuni scrittori, come SriTzer e DIENGER,
sembrano aver creduto ch’esso non sia applicabile a tutti i casi. Ecco un
esempio di tale natura, tratto da Diencer, Calcolo diff. ed int. vol. 1I,
pag. 105 (f):

Alla equazione differenziale lineare ed omogenea del second’ordine:

9_2!!
ox?

(z-a) (2=b) (x—c)

+ [(B+7) (@=b) () -+ ) (w-0) (-0) + (4 6) () (= )] 22
+(@+B+y=1)[a(r-a) +B(@-b)+y (x-c)]]y=0>
soddisfa 1'integrale definito:

O L e G ()

TS

ogni qual volta la via d’integrazione sia idonea ad annullar I’ espressione:
|2 [t-ae-tace=cpit-a) "1t

(inteso che la via d’integrazione sia la stessa in ambedue gli integrali),
senza annullar ad un tempo il valore della y. Ma cid & sempre possibile,
poiché almeno uno dei quattro espomenti a, 8, y,—(a-+QB-+7y) sard positivo
(od avrd positiva la sua parte reale). Se fosse, per esempio, 1" ultimo il solo
positivo, potremmo tracciare la via d’integrazione dal punto « intorno ad
uno de’tre altri a, b, ¢ e ritornare all’x, purch® essa racchiuda quell’unico punto,
ed avremmo in tal modo tre integrali y, legati perd da una relazione lineare
ed omogenea, giacché I'integrale y corrispondente ad un cammino rientrante
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che racchiude tutti e quattro i punti a, b, ¢, ha il valore zero. Che la
stessa variabile o sia limite dell’integrale y, non fa ostacolo alla giustezza

—a

dei soliti ragionamenti, perche ({—zx) e svanisce a questo limite nel
caso supposto.
11 metodo & in difetto solamente quando uno degli esponenti & intero.
Indicando con f, g due funzioni intere, se & proposta la equazione dif-

ferenziale :
Y, (o).
“f (95)?’ i (aw)y“o’

questa sard soddisfatta dall’integrale definito:

J— a:t___z_’ ( o __S‘g_(t_)
y=\e m)dt, ove log T— 0] dt,

ogni qual volta la via d’ integrazione, partendo da od arrivando a {=o0

0 ad una radice della f(f)==0, annulli lag%(e“ T).dt, senza annullare y.
o

Supposto che la g non superi in grado la f, anche se T diventasse infinito

per tutte le radici della f(#)==0, vi sarebbe perd una regione opportuna del-

I'orizzonte per cominciare e terminar la via d’integrazione, la qual via do-

vrebbe allora racchiudere alcuna di dette radici.
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