
Note sur les equations du cinquieme degre .
(par M. MICHAEL ROBERTS a Dublin.)

D An,S mon Memoire insere dans le tome VII des Annali di Matematica,
page 257, j'ai donne une expression par les racines de l'invariant gauche
d'une equation da cinquieme degre, qui est assez compliquee . Dans les
savantes recherches do M. HERMITE on trouve une valour de cette fonction
remarquable par sa -,implicit6 et son elegance . Dans cc qui suit je vais faire
voir comment on pout parvenir a cc resultat, en partant de la definition
de l'invariant dont i1 s'agit, que j'ai donnee pour la premiere fois (voir le
Quarterly Journal n.° 18, mars 1862, page 150) *, savoir qu'il resulte de

l'elimination de x entre 1'equation proposee, rendue homogene, et le co-

variant dont l'origine ost la fonction J . Pour cola remarquons d'abord qu'en
designant par 1, m, n, p quatre quantites quelconques, on a

(2l-n2-n)(2m-l-n)(2n-l-m)- '21-7)a p)(2m-l p)(2p-l-m)+ (2l-np)(2)i-l p)(2p-l-n)

+(21n-n p)(2n-m p)(2p-m-n)+6(1--1-m-np)(l+n-m p)(l+p-m-n) --0 ,

d'ou Yon trouve

Ill } 2mp-n(m+p) 15, 2np-m(n+p) } { 2mn p(m+n) }

+6 ; mp(n-l)d-ln(p-m) } i np(m-l)+lrn(p-n) } np(na-l)+lm(n-p) s=0 .

Observons maintenant qu'en consorvant los notations de mon Memoire,
le covariant dont l'origine est la fonction J pout s'ecrire de la maniere
suivante

(') Cette definition resulte comma corollaire d'un theorcme quo j'ai donne (Qrtarlerly
Journal, vol. v, pag . 19) savoir que, si p, 4. sont deu!. covariants dune forme U, la quan-
tite qui provient de 1'Climination de ?/ enire ]as equations o=0 . ~- 0 est un invariantx
de la forme U.
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ao1 Jl (x-ay)3+J2(x-~y)3+J3(x-7y)3+J4(x-ry) 3+J5(x -Ey)'

et par consequent 1'invariant gauche a pour facteur la quantite

J2(a-19) 3 +J3(a-')3 ±J4(a-8) 3 +J5(a-E) 3 .

Mais en posant

	

a-y=m, a-8=n, a-E p, nous tirons
J2-12np-nz(n+p) ~ 12mp-n(m+p) } { 2mn p(m+n)j ,
J3==121n - p(l +n) } 12 lp- n ( l+p) } 12np- l(n +p) } ,
J4- 1 21m- p(l+m) } 12 lp-m( l+p) t { 2mp- l(m-+-p) } ,
J5=1 21m- n(l --Fm) } 12 In-m( l+n) } 12mn- l(m+n) },

en sorte que J2(a-(3') 3 +J3 (a-y) 3±J4(a-cS)'+J5 (a-E)3 s'exprime par 1, m, n, p
de la maniere suivante

-65)p(n-I)+ ln(p--m) } 1 np(m-I)+ lm(p-n) } 1 np(m-l)+lm(np) }
d'ou, en remettant leurs valeurs par les racines et en posant

f'(a-Y)(a-E)((3_ )±(a-9)(a-cS)(y-E), g=(a-b)(a-E)((~-Y)+(a-/3)(a-%)(cS-E)
h-(a-cS)(a-E)(~~-2)+ (a-9)(a- /)(E- cS)

noun trouvons
J2(a-/J) 3 +J3(a- y') 3--FJ4(a-cS) 3±J5( (4-E)3=-0 fgh ,

cc qui coincide avoc 1'expression do M. HERMITE .

Designons maintenant par Jx3 - 3Jlx2y+3J"xy 2+Jilly 3 le covariant dont
l'origine est J, et noun savors quo l'invariant du douzieme degre quo noun
nommons C a pour expression

C=27(JJ"'-J'J"')2-108(J'2-JJ"")(J'"2--J'Jill) .

Si l' equation donnee a deux racines doubles, ou bien si a=(3, y=8, cc
dernier covariant doviont, en introduisant les valours par les racines des
quantites J, J', J", J'"

U
o3(« Y)3 f 2(--E)3(x-ay)3-2(a-r)3(x-'y)3+(a-y)3(x-Ey)3 f
3000

1

(Je dois observer qu'au lieu de cette formule j'ai donne par inadvertence
mi resultat inexact dans mon Memoire). Pour le cas de deux racines doubles
nous avons

C= ao2;« ~);b(«-a)C(y

23 x5{3
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et pour l'octinvariant fl, 1'expression suivante

fl == Go(a-Y)"(a-E)4(Y-E)4
2'x5 1

et pour l'invariant K :

K= 2(u -Y) 6 (a-E)2 (Y-C)'-

54 '

en sorte que, si 2, ,u, v sont des facteurs numeriques, un invariant du dou-
zieme degre %K3+yKfI+vC s'aneantit pour deux racines doubles si
2112+24,U+v=0, ou bien si l'invariant pout etre mis sons la forme
2 (K 3 - 211 C)+,a(KfI-24 C).

On voit que d'apres les notations de mon Memoire le produit J 1 J2J3J4J5

s'exprime par un invariant du douzieme degre : et nous trouvons la for-
mule suivante

Qa2 J1 J2 3J4J5
=K °-2,x32KI+2 13 X33 C,

510

et la valeur nulle de cot invariant indique 1'existence d'une relation do la
forme

(a-/3) (v- s) + (a-Y) (e9-6) = 0
entre les racines d'une equation du cinquieme degre .

D'apres 1'expression do M. HERMITE, on voit que son invariant s'anean-
tit en supposant deux racines 6-ales, p . e. ~y, si l'on a en meme temps
Tune ou l'autre des conditions

$-E=0, (a---8)((3-E)+(a-E)(~i-b)=0 ;

par consequent l'invariant gauche s'aneantit pour ces deux systemes de
conditions

K2-12SS2,=0
K3- 211 C=0 Ks-210-33C==0

ce qui s'accorde avec des resultats dejA connus .
Nous avons aussi, en nous rappelant les notations de mon Memoire,

ao2N1N2N3NIN5 -K 3-2KSZ-! C ,
10 x 5.10

K2-128SZ =0

et l'aneantissement do cette quantite etablit entre les racines d'une equa-
tion du cinquieme degre une relation de la forme

Annali di Matematica, tomo 1 .
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(a"~)2(a'Y)2(O-E)2--(a-~3)2(a'~) 2(Y"E)2±(a_ )2(a'E)2(Y'~)2+(a-Y) 2(a'$)2(~3'E)2
(a-y)2(a-E)2((3-S)2--(a-S)2(a-E)2((3-Y)2=0 .

On peut mettre le premier membre de cette derni8re equation sous la
forme

2

	

I2+(a-Y)I
IS
+(a S)2 I4+ (a-E) 2 I5

et, en observant que le covariant dont 1'origine est la fonction Ipeut s'ecrire
sous la forme

200 { Ii (x-ay) 2+T2(x-,C3y) 2+I3(x-)Iy) 2+I4(x-8y) 2-I-I5(x-Ey) 2 ~ ,

on deduit que la quantite qui resulte de 1'elimination de
x

entre les equa-
tions

a.ax5 ±5a 1x4 ±1Oa 2 x3 +1Oa 3 x2+5a4x+a"=0

11 (x-a

	

5
(X.)1+12 (x-N) 2+I3 (x Y)2+_ (x-a)2 +1 _F)2=0

est K3 -2KQ+qC : ce qui a ete deja remarque par M. HERMITE .

On trouve aussi que la quantite

81 Ji J2 J3 .I4 J5 - 81 1 1V2 N3 1 , 4 N5

s'annulle pour deux racines doubles .

College de la Trinite 4 Dublin, le 12 avril 4867.
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