Note sur les équations du cinquiéme degré.

(par M. MicuAEL RoBERTs ¢ Dublin.)

DANS mon Mémoire inséré dans le tome VII des Annali di Matematica,
page 257, j'ai donné wune expression par les racines de linvariant gauche
d’'une équation du cinquiéme degré, qui est assez compliquée. Dans les
savantes recherches de M. HermiTE on trouve une valeur de cette fonction
remarquable par sa simplicité et son élégance. Dans ce qui suit je vais faire
voir comment on peut parvenir & ce résultat, en partant de la définition
de l'invariant dont il s’agit, que j'ai donnée pour la premiére fois (voir le
Quarterly Journal n.° 18, mars 1862, page 150)*, savoir qu’il résulte de
I’élimination de ——g— entre ’équation proposée, rendue homogéne, et le co-

variant dont Porigine est la fonction J. Pour cela remarquons d’abord qu’en
désignant par I, m, n, p quatre quantités quelconques, on a

(Rlm-n)(@m-l-n)(2n-lm)- "U-m-p)(2m-1-p)(2p-L-m)—+(21-n-p) (2n-l-p) (2p-1-n)
+(2m-n-p)(Rn-m-p)(2p-m-n)+-6(IH-m-n-p)(I4+-n-m-p)(I4-p-m-n) =0 ,
d’ott I'on trouve
21 {2mp-n(m-+p) {{ 2np-m(n-+p) } { 2mn-p(m-+n) }
—+64 mp(n-1)+-In{ p-m) } { np(m=-1)-+lm(p-n) } {np(m-)+Im(n-p)}=0.
Observons maintenant qu’en conscrvant les notations de mon Mémoire,

le covariant dont lorigine est la fonction J peut s’éerire de la maniére
suivante:

(") Cette définition résulte comme corollaire d’un théoréme que jai donné (Quarierly
Journal, vol. v, pag. 19) savoir que, si ¢, { sont deux covariants d’unc forme U, Ia quan-

tité qui provient de Pélimination de % entre les équations 0=0, U= 0 est un invariant
de la forme U.
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oy} J (-0 T (0-BY)*+T (- y) +J (-0y) + (0 -ey)*},
et par conséquent l'invariant gauche a pour facteur la quantité
Jalo=BY +J(a—y) +J,(a—0)*+ Jy(a—e)® .

Mais en posant a—@3=l, a—y==m, a—d=n, a—es=p, nous tirons
Jy={2np —m(n+p) } { 2mp— n(m-+p) } { 2mn—p(m+n)§,
Jy={20n —p(l +n) {12 lp— n( L+p) }{2np — In+p)t,
J={2lm— p(I4+m) }{2 Ip—m( l4+p) t{ 2mp— Um-+p)},
Ji={2Im—n(l +m) } {2 In—m(l+n)} | 2mn— lm+n)},

en sorte que Jy(a—0G)+J (a—y )P +J (a—08)* +J(a—e)® s’exprime par I, m, n, p

de la manidre suivante

— 6 mp(n—0D)+In(p—m) } { np(m—U)~+ n(p—n) } { np(m—D+Im(n—p) }

d’oli, en remettant leurs valeurs par les racines et en posant

P= (@) (0-6) (B-8)Ha=B) (1-8) (r=4), g==(1-8) a—e)( B+ (w-B) (o7 B-c),
= (=8)(0-2) B+ (o=B) -y )e-9)

nous trouvons
J3{0=B)’ +Ty(0=) 4T (a-0)*+J (a-e)*=—C fyh,
ce qui coincide avee l'expression de M. HeruitE.
Désignons maintenant par Ja’+4-3J7x*y +3J"xy® -+ J"y* le covariant dont

Vorigine est J, et nous savons que l'invariant du douzieme degré que nous
nommons (¢ a pour cxpression

C=21(JT"—JV TV — 4 08(J72 — J Y (T — T J),

Si P'équation donnée a deux racines doubles, ou bien si a=(, y=34, ce
dernier covariant devient, en introduisant les valeurs par les racines des
quantités J,J7, J", J":

*(x-y)*
ST 2 =) (- -2 (o) o~y y)* -+ (o) -y |
(Je dois observer qu’au licu de cctte formule j'ai donné par inadvertence

un résultat inexact dans mon Mémoire). Pour le cas de deux racines doubles
nous avons:

O at®o )8 (a-g)b(y-c)8 .

28 < iz
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et pour l'octinvariant €, 'expression suivante:

Q — 0= 2(x-e)(y-e)*
- 25558

et pour l'invariant K:

fro Key) (;;5)2(’{'5)2 ,
en sorte que, si A, u, v sont des facteurs numériques, un invariant du dou-
ziéme degré AK*+uKQ-+4v( s’anéantit pour deux racines doubles si
M4+ 2'u~+r==0, ou bien si linvariant peut &tre mis sous la forme :
A(K?—-2"C)+u(KQ—2C).

On voit que d’aprés les notations de mon Mémoire le produit J,J,J,J,J;
g’exprime par un invariant du douziéme degré: et nous trouvons la for-
mule suivante:

ot dy JyJy 1, Jy
J

=10

=K —97 <32 K () -2185¢ 33 a,

et la valeur nulle de cet invariant indique l'existence d’une relation de la
forme

(@—B)(y—3) +(a—y)(B—3)=0

entre les racines d'une équation du cinquitme degré.

D’aprés Pexpression de M. HermiTE, on voit que son invariant s’anéan-
tit en supposant deux racines égales, p. e. 8=y, sil’'on a en méme temps
l'une ou l'autre des conditions

b0, (a—d)(B—e)+(a—e)(B—)=10;

par conséquent l'invariant gauche s’anéantit pour ces deux systdmes de
conditions

K2—1280=0 K?—120Q =0 1
K*— ov a:o} K*—2°.3° (=0
ce qui s’accorde avec des résultats déja connus.
Nous avons aussi, en nous rappelant les notations de mon Mémoire,

al?N,N,N,N, N,
S riin =K —2KQ+qC,

et Panéantissement de cette quantité établit entre les racines d'une équa~
tion du cinquiéme degré une relation de la forme:

Annali di Matematica, tomo I. 18



138 M. Roberts: Sur les équations du 5.° degré.

(0rB) oy ) () +(03)"(0-0)"(y-6) ™+ (0-B)* (-2 (y-0) P+ (- ) *(-8)*(B)?
A-(0y)*(-6)*(B-0) "+ (o-8)(0-6)*(B-y)*=0.
On peut mettre le premier membre de cette derniére équation sous la

forme
] (@-8)* L,+(0-7)" I+ (0-0)" I, -+(0~2)* I |
et, en observant que le covariant dont I’origine est la fonction I peut s’écrire

sous la forme :

2
o T ()T (- By Ty -y T )7

on déduit que la quantité qui résulte de I'élimination de»z—entre les équa-

tions :
apx®+5a, x*+10a, 2° +10a,2°+5a, 24+ a,=0

I (o) I, (=) 4T, (y) I (=) - I, ) =0

est K*—2KQ+qC: ce qui a été déja remarqué par M. HErMITE.
On trouve aussi que la quantité

81J,J,J,J,J,—8N,N,N, N, N,
s’annulle pour deux racines doubles.

Collége de Ja Trinité A Dublin, le 12 avril 4867.
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