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Résumé. - On démontre en particulier qu’un variélé riemanienne compacte d ENSTEIN de
dimension quaire el de courbure comprise entre 1 et 1/4 est nécessairement & courbure
constante.

1. Introduction. - Une variété riemannienne est dite d’EINSTEIN si sa
courbure de Riccl est proportionelle 4 sa métrique. Dans le cas ou la sirue-
ture riemannienne est celle associée & une structure kithlérienne, la courbure
de Riccr peut étre exprimée a aide de la forme de KAHLER; en utilisant
alors une méthode due & E. CanaBI ([3]), on montre que si deux structures
ki#hlériennes différentes sur une méme variété analytique complexe compacte
sont toutes deux d’EINSTEIN. aveec une facteur de proportionnalité négatif,
les deux formes de KAHLER sont nécessairement proportionelles (théoréme 1),
On peut se demander si cetie unicité subsiste dans le cas ol les deux fac-
teurs de proportionnalité sont positifs et, plns généralement, dans le cas ol
la structure riemannienne n’esi plus nécessairement celle associée & une
structure kiilhérienne. On donne une réponse positive & cefte derniére question
dans le cas trés particulier d’'une variété de dimension guatre et de courbure
comprise entre 1 et 1/4 (théordme 2).

2. Définitions. - Soit V une variété indéfiniment différentiable, de dimen-
sion supérieure ou égale & deux; soit T(V) (resp. T,) I’espace de ses vecteurs
(resp. vecteurs d’origine pe V). Une structure riemannienne. sur V est la
donnée, sur chaque T,, d’une forme bilinéaire symétrique (notée (,) pour
tout p) qui dépend de p de fagon indéfiniment différentiable et dont la forme
quadratique correspondante (notée | ||} est définie positive. A la structure
riemannienne de V on associe canoniquement son fenseur de courbure qui
est, pour chaque p, une forme bilinéaire antisymétrique sur 7, & valeurs
dans les endomorphisme valeur de cette forme sur la couple (X, Y). La
courbure de V dans un sous-espace & deux dimensions de T,, engendré par
deux vecteurs orthogonanx non nuls X, Y de T,, est le scalaire

(B(X, V)X, )
| XFEY e

p(X, Y) D
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La varieété V est dite & courbure constante si le scalaire k= (X, Y)
ne dépend, ni de X, YeT,, ni de pe V. Il est classique que, si k est stric-
tement posifif, la structure riemannienne de V est alors localement isomorphe
a celle de la sphére de rayon k —(®de 1’espace euclidien B™+' (ol m désigne
la dimension de V ef oli la structure riemannienne de la sphére considérée
est celle induite par le plongement): si & est négatif ou nul, on a un 1ésultat
analogue, ol la sphére est remplacée par l’espace euclidien ou un espace
hyperbolique.

Si Pon fixe X et Y, Papplication Z — —( B(X, Y)Y, Z) est une forme
quadratique sur 7T,; la trace de cette forme quadratique, par rapport & la
norme définie sur 7, par la structure riemannienne, est, en vertu des relations
classiques que satisfait le tenseur de courbure, une forme bilinéaire symétrique
en X, Y, appelée la courbure de Ricci de la structure riemannienne considé-
rée; on notera Ric (X, Y) sa valeur sur le coumple (X, Y). Si {Xii
(¢=1, 2,.., m) est un repére orthonormé de 7,, on aura donc:

@.1) Ric (X;, X)) = 2 o(X:, X)).
e

La variété riemannienne V est dile une varidté & Einstein & il existe un
nombre réel k tel que 'on ait

(2.2) Rie:(X, Y) =k (X, Y), quels que soient X, YeT, et pe V.

(on pourrait exiger seulement d’avoir Ric (X, Y)=k(p)(X, Y, ol p — k(p)
est nne fonction sur V, mais il résulte alors classiquement des propriétes du
tenseur de courbure que la fonction % est constante sur V). Une sphére de
I’ espace euclidien, étant & courbure constante, est évidemment d’EINSTEIN.
Réciproquement, si V est d’EINSTEIN et de dimension 2 ou 3, elle est &
courbure constante: c¢’est évident en dimension 2; en dimension 3, si

{X, Y, Z! est un repére orthonormé quelconque, on a d’aprés les formules
(2.1) et (2.2):

(X, )+ o(X, Z)=0(Y, X)+ (Y, Z2)=p(Z, X)+¢Z Y)=EF

d’od p(X, Y)=Fk/2 L’ étude des variétés d’EINSTEIN ne présente donc
d’intérét qu’en dimension supérieure ou égale 4 quatre.

Une classe assez large de variétés d’ EINSTEIN compactes s’ obtient de la
fagon suivante (LICENEROWwICZ: (4]): soit V= G/H un espace homogéne de
groupes de LIE compacts G et H, muni d’une structure riemannienne prove-
nant d’ une structure riemannienne biinvariante sur @; le groupe H posséde
canoniquement une représentation H dans Despace tangent en un point
quelconque de V (représentation qui peut s’identifier & la restriction de la
représentation adjointe de H au sous-espace orthogonal de 1’algébre de LIk
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de H dins Palgsbre de Lig de G. 8i la représentation H est irréductible,
alors V est d' Einstein avec k »0. Bo effet, la représentation H, laissant
invariantes la forme quadratique définie positive || X1? et la forme quadrati-
que Ric (X. X). est réductible si ces denx formes yuuadratiques ne sont pas
proportionnelles; le fait que & soit strictement positif provient de ce que V
est 4 courbure positive ou nulle (1], p. 287). Dans cette classe, on trouve en
particulier tous les espaces riemanniens symétriques G/H & G simple
et compact.

3. Le cas kidhlérien. - Soit V' une variété analytique complexe; J dési
gnera I'endomorphisme de carré — 1 de T(V) qui définit la structure presque
complexe de V. On sait ce qu'il faut entendre par forme extérieure £ sur V
de type (p, q) (le degré de £ est alors p -+ g): voir, par exemple, [5], p. 205.
La différentielle exterieure df de I est somme d’ une forme de type
(p+ 1, g) (resp. (p, g+ 1)) que Pon note d'Z (resp. d”£). La condition pour
qu une forme extérieure I de degrd deux soit de ¢type (I, 1) est:
X, 1) =E(JX, JY) quels que ~oient X, Y. On en déduit que si une forme
extérieure réelle £ est de type (1, 1), Vexpression E(X, Y) = §(X, JY) est une
forme bilinéaire réelle symilrique sur V, que ’on note Z. Une forme exté-
rienre o sur V est appelée une forme de KAHLER si elle vérifie les trois
conditions snivantes: @) - » est fermée, ¢’ est 4 dire dw = 0; b) - v est réelle
de type (L. 1): ¢)- la forme quadratique que définit la forme bilinéaire
symétrigne o est définie positive. On notera | ', la norme de la structure
riemannienne que définit une forme de KAHLER o, c’est a dire que 'on
pose: | X;,z = (|)(X, JX).

Dans Je ecas kiihlérien, la courbure de Riccr se relie & la forme de
KAHLER de la facon suivante ([5], p. 253 et [3], p. 78-79): sur toute variété
riemanunienne V. on peut définir un élément de volume qui est une forme
extérieure  v. de degré égal & la dimension m de V, en posant:
W(Xp Xo, o, X)) == (det (0 X5, X5 )2 (6, j=1, 2,..., m). Dans le cas d’une
structure riemannienne associée & une forme de KAALER w, comme {X, V|
= (X, JY). en prenant une base orthonormée de la forme :X,, JX,, X,,
JXz, oy X, JX, ¢ (00t n désigne la dimension complexe de V), on voit que
I’élément de volume correspondant. noté n(w), vaut: 7(w) = (1/n)w”. Dans
une carte locale U de V, I’ unique coefficient de 7(w) est une fonction réelle
strictement positive sor U, notée 7(m)y: ce qui permet de définir sur U la
forme extévieure de ftype (1, 1): d'd”"log (n(w)y). Si U, U’ sont deux cartes
locales et j leur jacobien de passage dans U N U, on a v(w)y = jin(w)y, 4’ ot
I'on déduit: d'd” log (y(w)y) = d'd” log (y(w)y) dans UN U, ce qui prouve que
P'on définit ainsi sur 1" toute entidre une forme de type (1, 1) que 1’ on
notera d'd”log (n(w)) (par abus de langage puisque log (v(w)) n’est pas une
fonction sar V). 8i l'on désigne par Ric(w) la courbure de Riccr de la
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structure riemannienne que définit w. il s trouve que l'on a:
(8.1) Ric () = — d'd" log (n(o)).

On a évidemmenst Ric (kw) = Ric (w) pour tout scalaire réel & > 0. La structure
kahlérienne définie par o sera d’EINSTEIN si Ric (w) = k.

Dans [3], E. CALABI a montré que si w et » sont deux formes de KAHLER
cohomologues sur une variété analytique complexe compacte, telles que
Ric (») = Ric (), alors on a nécessairement v = w’.En modifiant trés légére-
ment sa démonstration. on obtiens, pour I’ unicité des structures 4’ RINSTEIN, le

THEOREME 1. — Soit V une variété analytique complexe compacle el w, w’
deux formes de Kdhler sur V, telles que Ric (w) = kv ef Ric () = Ko’ Alors,
il est impossible que kk' <O; et si k<0 et k' <V, cest que v ef v sont
proportionnelles.

En multipliant » et «' respectivement par | k| et |k |, on peut visi-
blement supposer que on a Ric (0) = — v et Ric (0) = o, Ao, d’ aprés
(3.1): v =dd"log (y(w)) et o = == d'd" log (y(v')). Comme le quotlent 7(0) /()
de deux formes extérieures de degré égal a4 la dimension de V est une fon-
ction strictement positive sur V, on peut poser n{w)/y(w)=-¢/, et on es
amené 3 considérer w =t w' = d'd’f. Supposons d’abord que w + o' =d'd"f; en
un point de V ol la fonction f est maxima, la forme bilidaire symétrique
d'd’f est semi-définie négative, ce qui est impossible puisque ® 4+ o' est
définie positive.

Supposons maintenant que w — o' = d'd"f; ce qui montre d’abord que w
et o sont cohomologues, puis " et w™ d’olt [w" = f wn, Mais 7{w)/5(0) =

v
w*/w* = e/, done (o’"(ef— 1) = 0. Supposons la fonctlon { non constamment

nulle; elle atteu:t donc son maximum, strictement positif, en un point pour
lequel on aura w" > ™. Mais, d’aprés [3], p. 87, en un point ol f est maxima,
on doit avoir w* — w” << 0. C’est une contradiction; donc [ est constamment
nulle et I'on a 0w = o',

4. Le cas des variétés riemanniennes de dimension quatre, - Le théoréme
précédent montre 1’ unicité, sur une variété analytique complexe compacte,
des structures k#hlériennes d’EINSTEIN & coefficients négatifs. On peut se
demander si une telle unicité subsiste ou non: d’une part, dans le cas des
coefficients positifs, d’autre part, dans le cas des variétés différentiables
compactes supposées seulement riemanniennes. Nous donnerons seulement une
réponse & la deuxidéme question, dans le cas trés particulier suivant:

TaEOREME 2. — Soit V une variélé riemannienne compacte de dimension
quatre el telle que 1/4 < p(X, Y) < 1, quels que soient X, Y e T(V). Alors, si
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la structure riemannienne de V est d’ Einstein, elle est & courbure constante.

REMARQUES: 1)— d’aprés [2], la condition sur la courbure entraine gue
le revétement universel de 1" est nne sphére. ce que la conclusion du théoréme
entraine aussi,

2)— la démonstration ci-dessous montre facilement que, dans le cas ol
Ion suppose seulement que 1/4 < g(X, Y) <1, soit V est & courbure cou-
stante, soif V a une structure riemannienne isomorphe, localement, & celle,
canonique, de 1’espace projectif complexe P,(C), de dimension complexe égale
4 deux.

8)~ les exemples du n° 2 montrent que, avec 1’ hypothése
0 < p(X, Y)<1, tous les espaces homogénes G/H & G compact et H irré.
ductible, sont d’ EINSTEIN.

LEMME 1. - 8i V est une variélé d’ Einstein de dimension quaire, quelle
que soit la base orthonormée X, Y, Z, T'1, on a o(X, Y) =p(Z, T).

On a en effet, d’aprés les formules (2.2) et (2.2):

oX, Y)+oX, 2) +elX, T)=k oY, X)+o(Y, Z)+ (Y, T)=k
o2, Xy+elZ, V)+elZ T)=k oI, X)+0o(T, Y)+¢T, 2) =t

Si I'on additionne les deux égalités de la premiére ligne et que I’on en
soustrait celles de la deuxiéme ligne, on obtient:

20(X, Y) —2¢(Z, T) =0, ce qu’il fallait démontrer.
Dans ce qui suit, nous employons la notation classique:

Bijxn = — {R(X;, X)Xr. X»). lorsque {X;. X;, Xy, Xu! est un ensem-
hle orthonormé; on posera aussi: g(X;, X;) = ¢y;.

LeMME 2. - Soit V une variélé riemannienne d’ Einstein de dimension
quatre; quel que soit pe V, il existe un repére orthonormé i X,, X,, X,, X, de
T, tel que: 1) — tous les Rijn(i. §, k, h =1, 2, 3, 4) soient nuls & U exception
des suivants: By, = Reg,. Rigs = Ry, By = Rases, Bigs, Biss, Bz (Qui
dotvent satisfaire la relation classique: Ry + Rigs + Ries = 0); 2) — on ait
les inégalités: l R1342 — Rmu I < Pis — L1z, ] Rluz —_ Ruzs ' = P18 = P14, | Ruza
— Ryee | < Pre — P12

Soit P< T, un sous-espace vectoriel de dimension deux de T, tel que
la courbure de 1 dans P soif mawima pour ’ensemble des sous-espaces
vectoriels de dimension deux de T,. Soit P° 1’orthogonal de P dans Tp;
choisissons X, e P, X,e P° tels que g(X,, X,)<¢g(X, Y) quels que soient
XeP et Ye P°. Complétons . X,, X,! en un repére orthonormé ; X, . X,., Xs.
X,! tel que X,e P et X, e P°. Puisque p(X, ¥) <p(X;, Xs) quels que soient
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X, YeT,, on a en particulier: (X, X,;) =p(X;, X;) quel que soit XeT,,
c’est & dire que p;, est une valenr maxima pour la forme quadratique
p(X, X,) én X; on a alors classiquement: Ry = Ry = 0. De méme: Ry, =:
B, = 0. Mais, d’aprés le lemme 1, la courbure dans P°, engendré par X,
et X,, est aussi maxima; on a donc aussi: BF,u = BRape = Russr = Ry = 0.
Comme, . par construction: ¢(X,, X;) <g(X, Y) quels que soient XeP et
Ye P°, en particulier: ¢(X, X;)=p(X,, X;) quel que soit Xe P°, d’olr 'on
déduit: Ry, =0, et, de méme: Ryp = 0. Comme, d’aprés le lemme 1: piz = pg,
on a.de méme: Ry = Ry =0, ce qui achéve la démonstration du 1) du
lemme.

Exprimons maintenant que p(X, Y) = p(X,, X,) quels que soient X, Ye T},
sous la forme: p(aX; -+ bX;, ¢X; - dX,) <pus quels que soient a. b, ¢, d.
Un caleul direct, compte tenu de la conclusion 1) du lemme, montre que
Vinégalité eci-dessus ne peut éire safisfaite que si 1'on a:| R — R
< 013 — p1s. On obtient, de méme, les autres inégalités, en exprimant quel’on
doit avoir: p(aX; + bX;, cXo + dX4) = p12 et p(aXi 4 bX4, ¢X, + dXs) Spus.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. - Elle repose sur la formule (6.8) de [4],
p- 10, qui affirme que, si | X;i(i =1, 2, 3, 4) est un repére orthonormé de

T,, et K(p) la_fonction sur V définie par:
K= kzh z (— Rirjn RintmBinim + RijunRxnim Kimi; + 2 Rixjn Ritjm Rrinm)
] Ky Ryl m

@4k hilm=12 3 4),

on a fKn =< 0. Le théordme résultera bien de cette condifion sur K si nous
v

montrons que, sous les hypothéses du théoréme, on a K(p)= 0 quel que soit
peV et que K(d) = 0 entraine que la courbure au point p est constante.

Utilisons, au point p, le repére orthonormé {X;!(i=1, 2, 3, 4) dont
I existence et les propriétés sont assurées par le lemme 2. Si 1’on pose:
pr2=2a, p1s="0, prs=¢, Russ = &, Rise = 3, Rias = v, un calcul direct montre
que. :

4.1) K8=ab—c)*+blc—a)’ +¢éla— b+ a*(b+c—2a) + §{c+a—2b) + ..,
v + Y@ + b — 2¢) — 6afy — 6bya — 6caf.

Utilisant les inégalités 2) du lemme 2, on trouve:
K/t6=a*b4c—a)+B(c+a—b) + y(a+ b —c) — 4aPy — 4bya - 4eaf.
Comme o + 3 + y = 0, on peut remplacer § par — (z 4 v) et I’on obtient.

K/96 = ay® + c&* + (a + ¢ — b)ay
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forme quadratique en (, y) dont le discriminant est A = (@ — ¢)* 4- b* — 2b(a -+ ¢).
Sous les hypothéses dn théoréme, on a A< 0. En effet, on peut écrire
A= — (0" + )b — (ct/* - a*®?); mais on a: 1/d<a<c<b<1l dou
Pon déduit: b1/2 < a2 - ¢1/2 et btz — ¢z + @2 > b2 — ¢'2= 0, ce qui entratne
bien 4 < 0. On a donc tonjours K=>0 et K =0 entraine a =y = 0. De la
formule (6.8) de [4], on déduit donc que l'on doit avoir a = v =0 en tout
point de V (et aussi § = 0). Mais de la valeur de K fournie par la formule
(4.1), on deduit aussi la nécessité d’avoir a =b=c=1%3 (ot %k est la con-
stante d’ EINSTRIN) en tout point de V. Il en résulte que o(X, Y)) = k, 3 quels
que soient X. YeT(V); car le caleul direct de p(aX; 4 bXe 4 ¢Xs 4 dX,,
a X, + 0X: + ¢ X; + d'X,), compte tenu de ce que les seules valeurs non nulles
des Rixn sont les Ry qui sont tous égaux, conduit & la valeur %/3, indépen-
dante des a, b, ¢, d, o', b, ¢, d'.
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