Limitazioni per soluzioni di equazioni ellittiche.

CarLo Puccr (Genova)

Santo. - Si stabilisce una limitazione punituale per soluzioni di una equagione ellittica, a
coefficienti misurabili, in m variabili. in dipendenza della norma L,, del secondo mem-
bro della equazione. Le ipotesi sono discusse mediante la costruzione di alcuni esempi.

Summary. - We consider an elliptic equation of the second order, with measurable coefficients,
in m variables, not homogeneous; a solution, equal zero on the boundary, is bounded
with the norm L, of the second member of the eguation. Some examples are consiruc-
ted to discuss the hypothesis.

Sia Q un insieme aperto limitato dello spazio euclideo R™ ad m dimen-
sioni. Sia L un operafore uniformemente ellittico:

1, M 2
L=2a;; ——,
i 006,004

con @;; misurabili in 0. Si prova che esiste una costante %, dipendente solo
da O e dalla costante di ellitticita, tale che se ue H2 ()N C(Q) O, fe L.{Q) e

) Lu={f1in Q, u =0 su #Q,

risulta
lu(x)| = k“fULm(m; ® € ().

I/’ interesse della maggiorazione consiste principalmente nel fatto che k&
non dipende dalla eventuale regolaritd dei coefficienti a;. Infatti se i coef-
ficienti soddisfano a certe ipofesi di regolaritd & stato provato che la “solu-
zione” di (*) soddisfa alla limitazione:

() |u@)| <Eallfllipin) , ©EQ, P> o,

() H¥™(Q) & il completamento dello spazio I' delle funzioni v:

mo im m
Ve 02(9’3 ”VHHzfm(Q) = 3/("2‘“}" .Z vi+ 2 Vij)z }ﬁ<+oo,
Q =1 t,7

completamento effettuato secondo la norma [ ||gz,m g, -
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con k, dipendente, oltre che da e dalla costante di ellitticita, da p e da
detta regolarita dei coefficienti. Precisamente cid & stato provato da R. Cac-
cIoPPOLI in [2] per p=2, m = 2, 3 ed a; lipschitziani, da D. Grrco in [3]
per a;; holderiani, da A. KoSELEV in [4] per a; continui, da C. MIRANDA in
[6] per a, € H-™Q). Un esempio dato in {7] mostra che la limifazione (%),
con p < m e k,, dipendente solo da Q e dalla costante di ellitticitd non sus-
siste per soluzioni di (*) se la costante di ellitticith & abbastanza piccola.

Si ricordi che, anche per quanto riguarda questo tipo di limitazioni, il
comportamento delle equazioni ellittiche variazionali & assal diverso. G. STaM-
PACCHIA ha provato in [8] che se u & “soluzione” di

1,27? 0 a o =fin Q, u =0 su Q
i am' 1)axj_ ’ - H

allora soddisfa alla (}) con & dipendente solo da (, da p e dalla costante
di ellitticita.
Una diversa maggiorazione puntuale della soluzione di (¥) mediante una cer-
ta norma integrale di f & data in [7] senza ipotesi di regolarita sui cofficienti.
Nel presente lavoro si oftiene qualche risultato pitt generale di quello
indicato; ad esempio se b;, ¢, fe Lu(Q), ¢c=<0, ue H>"™(Q) N Q) e

Lu+ 2 b; u;dcu=f in Q, u<0 su3Q,

risulta -
u@w) <k || f~llc, @ ),

con k, dipendete solo da Q, ||b; ULm ) e dalla costante di ellitticita.

Per f=10 si rioftiene il principio di massimo giad provato da A.D. ALE-
XANDROV iIn [1] sotto ipotesi pili generali per u.

Nel §1 si premettono alcuni risultati su gli inviluppi convessi di una

funzione e si considera umna particolare trasformazione di  in un insieme
che & imparentato con I'insieme dei valori assunti in  dal gradiente di una
qualsiasi funzione positiva differenziabile in Q ¢ nulla su 3Q. Nel §2 si sta-
biliscono limitazioni nel caso Lu - cu==f; nel §3 si tratta il caso Lu -+
4+ Zbu; 4+ cu=f e la presenza dei b, complica la dimostrazione.
Infine nel §4 si svolgono aleune osservazioni riguardanti I’accuratezza quali-
tativa e quantitativa delle limitazioni stabilite, il principio di massimo forte
ed il primo autovalore per il problema di DIrRICHLET e gli operatori ellittici
considerati.

& 2f-=rf—-if.



C. Pucct: Limitazioni per soluzioni di equazioni -ellittiche 17

§1. - Preliminari su gli inviluppi convessi.

Lie notazioni introdofte in questo paragrafo sono mantenute nei paragrafi
seguenti. (0 & un insieme limitato aperto di punti di B™; Q o ! intersezione di
tutti gli insiemi convessi contenenti (. Indicata con A una costante positiva,
Q[x, A] & Pinsieme dei punti y di R™ tali che

Sy —w)+2>0 per EeQ;

i=1
ciod Qfx, A] ¢ Pinsieme dei gradienti delle funzioni lineari che valgono X
nel punto x e sono positive nella chinsura di Q.

Osserviamo le seguenti proprietd elementari di Q [, A]:

L - Ql=x, A] é aperto e limitaio.
II. - Qfx, A] é oftenuto dall’ insieme Q[x, 1] mediante una omotetia con
centro nell’ origine e rapporto X;

mis OQfx, A] = A" mis Qfx, 1].

II1. - Se Q C A risulia Qx, A} D d[x, A].
Proviamo la seguente proprieta:
1V. - Sia d il diametro di Q ed x® un punio di 3Q; si ha:

2m @Em g e 0 |7 2
! 3d— o — o] >Wd " per x€ .

mis Qlx, 1] >

Basta provare la disuguaglianza nel caso che x° sia un punto di a0 di
minima distanza da x.

Assumiamo « come origine, x° = (3, 0, ..., 0). Il cubo Q= {x: 2 —2d < x,
<3, |x;| < d, t=2,.. m} contiene ( e quindi Q[0, 11D Q[0, 1]; @[0, 1] & il
luogo dei punti y per i quali

min gyi*g',-+1>0.

teg =1

Il minimo & assunto ai vertici di @ e pertanto Q[0, 1} & il luogo dei
punti y per i quali

pdxdy. =+ ... xdy, +1>0, @—2dy, Hdy. =+ ... dy,, + 1> 0;

Q[0, 1] & quindi un poliedro con i vertici su gli assi coordinati, sull’asse x,
i due vertici hanno ascissa 8~! e (5 — 2d)—%, sull’asse x; i dne vertici hanno

Annali di Maltematica 3
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ascissa *=d~', i=2, ..., m. Pertanto

gm gi—m [90 g0t

mis Q[0, 1]= - 2d — | — x|

Per completare la dimostrazione si nota che

2—m e p0 | —1
Qﬁ%2d_m per {m—m"\ﬁd.

Una funzione v si dice convessa in  se fissato comunque x ed y in
per 2€Q e 2 =fw+ (1 — &)y con 0 < ¢ < 1 risulta

(&) = tv(e) + (1 — Hu(y).

Sia u una funzione limitata in Q; nella classe ' delle funzioni v defi-
nite in ©, con v=wu in O e —v convessa in 0, ne esiste una, u, pitt piccola:

uel, u@)<vwx per vel, zeQ.

Diciamo che u & Iinviluppo convesso superiore di #. Indichiamo con Q,
Vinsieme dei punti di Q nei quali u = u.

Se u & differenziabile in ' indichiamo con Vu() 1’insieme dei valori
assunti in Q dal gradiente di . Evidentemente:

Se u ¢ differenziabile in Q, u & differenziabile in Q, e Vu(Q,) = Vu(Q,)-
Proviamo:

V. - Sia u continua in Q, differenziabile in Q ed u <0 su 0Q. Se xe Q
uw@x) >0 si ha:

(1) Qfx, u(x) C Vu(,),
mis Vu(Q,)) L
@) w(w) < m}m

Sia y e Qfx, u(x)] ciod
®) 2 yil— @)+ u@) >0 per Eeq.
Indichiamo con 2, il minimo dei numeri reali A per i quali

)\+£ Y& —x)=u(f) per Eeq.

=1
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Si ha quindi

) ho++ By —w)=u) per EeQ,

=1

e vi & almeno un punto E in O tale che per £=~E sussiste I’uguaglianza.
Se EeQ =i ha

VuE) =1y, E€ Dy,

e quindi y e Vul(Q,) come si vuole dimostrare per provare la (1). Per la (4)
& X =ulx) e per la (3)

Ao+ 2oy —w) >0 per xe Q;

pertanto Ee Q essendo u<<0 su Q.

La (2) & una immediata conseguenza della proposizione II. Notiamo altre
due proposizioni elementari.

VI. - Sia u di classe C*(Q); indicato con H il determinante hessiano di u
risulia

f{H(w)i dx = mis Vu(Q,).

Qu

Infatti ad ogni punto di Vu(Q,) corrisponde uno o pit punti di Q, ed H
& I'jacobiano della trasformazione.

VII. - Sia Q convesso u differenziabile e positiva in Q, e —u sio
convessa in S ; indicato con d(x) la distanza di x da 9Q si ha

. u(x)
| < 2 .
| Vu(e) | < )’ re
Il piano tangente al grafico di % nel punto [x;, .., ®,, %(x)] incontra il

piano 4 =0 in punti aventi distanza da o« maggiore o uguale a dx).

§2 - Una prima limitazione.

Indichiamo con ¢, la classe degli operatori ellittici

i,m
® =8 0@ iy
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con a;; misurabili in Q e
" i, m

9 Zoagx)=1, 3 ayx) A, ,;=a||X|]*, per xe O, e R™,
=1 5§

essendo « una costante positiva. Proviamo il seguente:

LeMMa - Sia Le $,, fe L), ue CXQ) e

(10 Lu=f in Q, <0 su Q.
Si ha
1D u@) < g@)||f~llz, o, € Q,
con
{2 1 o oo, { -
(12) gla) = e msam{mls Qle, 1]} 7m

Se v <0 in Q la (11) & soddisfatta. Se u & maggiore di zero in qualche
punto, £, non e vuoto; consideriamo questo caso.
Indichiamo con &, .., C,, gli autovalori della matrice hessiana di u,
eon la convenzione &, < &, <<...<<(C,,.
Si ha
w
L= 2 aieh
fu==1

con o, misurabili in (Q e

g o; =1, a; =0 in Q (9.

=l
In Q, le funzioni @, sono non positive, pertanto

S 0@ =128 @+ [1— n — o] Q|
si ha inolfre
608 @ [1— (i — 1)a] @y 1™ = mam—[1 — (m — 1@ . Conl,

=1

perché il minimo del rapporto fra il primo ed il secondo membro al variare
dei @, non positivi si ottiene per

oc@l:[lm(m—l)oc] @m; i:l, veu s m—1.

(3) Lia dimostrazions & in [7] pg. 144.
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Siccome H=2¢C, ... @, si ha

[Lu | = m"a™ 1 — (m — L)a] |H| in Q,,
e, siccome Lu <0 in Q,,

=t — o — e [ | Heo)|de < [ |F-@)]" do,
0u Qu
e dal teorema V e IV del paragrafo precedente segue la fesi.
TroremMa 1. - Sia Lef$,, ceL (), lletglly, @ <1(),feL ),
uwe H>"(@)n Q) (),
Lu4cu=fin Q ¢, u=0 su 2Q.

Ne segue

g@) e
{13) ulx) < 1= “c+g'iL,n ) hf H L@, per x€ L.

Proviamo prima il teorema supponendo # =0 su 2Q, uwe C(Q). La fun-
zione u & positiva su Q, e quindi

[(f —ew~[ < |f7]+[ctu] in Q.
Dal lemma precedente

w(@) < g@) |(f —cw)~ ||z, @) per xeQ;

m

pertanto

u(@) < gy If~ ||z, @) + 9@ oTullr @) in @ ()

wm %’

da questa si otfiene
lic*gilz,, @
L—llc*g|lz,, @

lletullL, @) < Wz, @,

e quindi la (13).

(4) 2et=c|e|. _

(%) Se 7@ & lipschitziana H? » Q) C°R) = H? (Q); vedere GAGLIARDO E. Proprieia di
alcune classi di funzioni in pit variabili “Ricerche di Matematica” vol. VII (1958), 102-187.

(6} Lie relagzioni differenziali per funzioni in H2 m(Q) si intendono soddisfatte a meno
di un insieme di misura nulla.

(7) Si pud provare che questa limitazione sussiste nelle ipotesi del teorema prescin-
dendo dalla condizione H"+9HLm(3) < 1.
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Consideriamo ora il caso ue H>™(Q) A C%(() supponendo sempre u =0
su Q. Poniamo

v(w) = u(x) per xeQ, v@)=0 per x¢Q,

1 e —y|? o
Valoe) == 7&;[”(?/) exp ;W§ dy, n=1, 2, ..,
ly—z1< >
h :f exp Mw% dn, w,.(x) = v,(x) — max v,(y);
" wnf—1 vean

Imi<l
tmi<

la successione {#,} converge uniformemente ad u in Q e le successioni
delle derivate prime e seconde convergono in L,,(Q) alle corrispondenti deri-
vate di u (3. Posto

fu= Lu, +cu,,

{f;} converge in L,(Q) ad f~. Siccome u,€ C*Q), u, =<0 su Q per quanto
si & gia provato si ha

gx)
letgllz, o

u,.,(w) = 1 — 1 ” f;,; ULm (Q) s

e passando al limite per » — co si ottiene la limitazione per u.
Consideriamo infine il caso # =<0 su & . Indichiamo con O* l'insieme

dei punti di Q ove u > 0; se Q* & vuoto la (13) sussiste; in caso diverso

u =0 su 0¥ e quindi, per quanto provato, sussiste la (13) relativamente

all’insieme OF. Per la III del §1 la g relativa ad Q* ¢ minore della g re-

lativa ad Q.

TeorEMA II. - Sia Le$,, ¢ ed fe L,(Q); supponiamo HG'*QHme) <1

con g data dalla (12). Se we H2™(Q) n CQ)

Lu+tcu=f in Q, u=0 su 0,
risulta in Q

g(x)
llergle @

m

g(@) 1

C 1—letg lz, @ = u@) =

. Iz, @ -
Si tratta di un immediato corollario del teorema precedente; la limita-
zione si ottiene enunciando il teorema precedente per — u invece che per u.

(?) S.L. SosoLrv, Applications of Functionals Analysis in Mathematical Phisics, <Am.
Math. Soe.», Providence 1963, pg. 86.
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Si noti che per la (12)ela IV del §1 g & limitata in Q. Inoltre g tende
a zero per x tendente ad un punto «® di 9Q; pertanto la limitazione assicura
anche una uniforme continuith della soluzione su parte della frontiera di Q.

83, - La limitazione per 1’equazione completa.

i occorre per il seguito questo riadattamento di un noto lemma di
GRONWALL ().

LeMMA. - Siano 8, ¥, 4., ..., ¥, costanti positive. Se

6 n
b<v, in = ;(Y-}-‘z yi) per h=1, .., v,

st ha

Qv

Vv té

oy = (e —1)ry.

i=1

Poniamo
_ .
gp=e *Py,i=1,.,v,

e sia #;, il massimo degli 2; per ¢ =1, ..., v. Si ha quindi
1o if
—8 8 & o
e e < Sy +2 Ze .
FESS |

Siccome
6, 8 2
lngey"sge”_ewls > 0,
risulta
o 0
zh<(ev-—-ﬁ_1)e J—ﬁy’
0 [ £6

: v—>0 - : y—G
p3 feié(e --1)8 iy Be,
=1 1=1

e quindi il lemma.

TrOREMA 1. - Sia Le$, e siano b;, ¢, feL,(Q), c<0 in Q. Sia d il
diametro di Q e

(14) h = L

T

N

o

1—(m—1)

5, k= d exp. ghm“ 3 b;(m)}—z dw%.
i=1
Q

(%) Vedere ad es. G. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale, I, pg. 30, Zani-
chelli, Bologna 1965.
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Se uwe H2™Q) n CUQ) e

(15) .Lu+”§biui+cu2f in Q, <0 su,
i=1

risulia

(16) u@) < k||~ |z, w, veQ.

~ . .1
Sia B linsieme dei punti aventi una distanza da Q maggiore di 41d e

minore di %d, sia O*=0 B. Sia u una funzione di classe H>"(Q)  C(Q)
soddisfacente alle (15). Posto

p = max u{x),
z€ O

notiamo che se p <0 la (16) & soddisfatta; consideriamo quindi il caso 1> 0.
Indicata con s una costante, 0 < s < p, poniamo

u, () = u{x) — § per xeQ, ufx)=0 per xeB,
,=L per xeq, L1=%A per xebB.
Si ha u,e H>"(Q* N CQ%, u, <0 su 2Q*,
Llung—igibiui—cu in @, Lu,=0 in B.

Indichiamo con I, 0 <<s <y, insieme dei punti di QF ove u, = ic;;
notiamo che I, C Q. L’ operatore L, appartiene alla classe £, relativa all’in-
sieme O* e quindi per il teorema I. del §2

uy@0) < g |(f — I b —ow)~ [z ), € QF,
=1
con

hy . _2
g*(e) = ﬁ%mls Q¥ e, 1]% .
Il diametro di Q* & 2d; per la 1V del §1
. 1
mis O¥e, 11> o a-m,
Si ha cu <0 in I, perche ivi & u > 0, quindi

(1) wie)< 2 a4 3 bwg ),y in 00,

=1
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1d e 9Q* coincide

I punti di O hanno distanza da 0% non inferiore a 3

con 1’insieme dei punti di 2B aventi distanza éd da Q. Per la VII del §1
risulta
| V@) < 2 d-'uw), wel,,
e siccome Vu, = Vu, = Vu in I, si ha
| Vule)] < 2d- ux) per xel;.
Pertanto per la (17)
(18) | Tu@) | < B || (1>+H ,u,llL m% wel,.

Notiamo che I, C I, per 0 <{< s<p e che I,= Q,; indichiamo con
1, Vinsieme dei punti di Q ove u = p. Fissato un intero positivo v esistono
v 4+ 1 costanti &, 8, ..., 8, con p =8 > 8§ > .. >§ =0 tali che, posto

Ey=1,—1, |,
P 1 m "
(19) [{ b¥(x) |2 dw =5 /'{ 2 bf(m)}z de, h=1,
fe=1 ’=1_
E, I,
Posto

Yn = [ [ S bi(m)“i(m)lm du,

frml
By

tenuto conto che Vu =0 in I, si ha

h w m
Xy = [ { Z bi(wyuie)| de;

Jem1

Ish

dalla (18) calcolata per s =s,, moltiplicando primo e secondo membro per

( z bz) ed integrando in Ej si ottiene per le (14), (19)

=1
9 w
<2t oy + E il
avendo posto
(20 Ozhmf[ b )
a i=1
Per il lemma si ha

/ { g bia)ui(x) "

I

2 d.

vl

do= (e — 1)1 7 o

Annali di Matematica 4
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facendo tendere v a -} oo, ricordande che I, =— Q,, =i oftiene

/ { 3 biwyuio)

i=1"

" 9
do = (o" =117 17 o

i@

Dalla (17) per s =0 si ottiene

in Q,

[u(@)]™ = 2-"h™ad™ (|| f~ H}'—fm Sl Hél b"ui”Zm(“u)}

e quindi il teorema & provato, tenuto conto dell’ espressione di § data dalla (20).

TroreEMA II. - Sia Le$,, siano b, ¢, fe L,(Q) e lc|[c+HLm<m <1, con
L dato dalla (14). Se we H2"™O) n 0(Q) e

Lu—;—g bty Fen=17Fin Q, u=20 su 30,

1=1

st ha in Q

k k 3
TI—& (e lz_m o = u@ < T 1= llz, -

Il teorema & una immediata conseguenza del teorema precedente.

TrorEMA IIL - Sia: Le £,; bi,ced fe Lo(Q) ek Hcﬂ]Lm(m <1;peC)
ne H>" Q) n C(Q) ed inolire

KusILu-+ 2 bu+cu=fin Q, u=<o su dQ.
i==1
Indicata con I' la classe delle funzioni v tali che

ve 0Q) N H>™Q), Kv<0in Q, v=¢ su 1Q,

e posto
o) = inf v(x),
vel
si ha in
~ k

u(@) = ¢(%) + 7 Wz, @ -

—klc* HLM (0)
Infatti se vel

Ku—v)=fin Q, u-—v <0 su,
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e per il teorema I

k
we) < va) + 7 G Wz, -

Si ottiene come immediato corollario il seguente principio di massimo,
gid provate da A.D. ALEXANDROV in [13] per una piit generale classe di so-
lazioni .

Siano verificate le ipolesi del teorema III ed inolire sia f=0, ¢=<0,
c< 0. Risulta u=<01in Q.

Infatti in queste ipotesi ¢ < 0 perché la funzione identicamente uguale
a zero appartiene alla classe T.

§4. - Osservazioni su le ipotesi e le limitazioni.

@) Sia Q= {x: |x| <1}, Le,; fissato p, p > 1, ci si chiede se esiste
una costante k tale che per qualunque u, con ue C¥Q) e % =0 su 92, risulti

(21) u(x) < k H Lu HLp Q) in Q.

Per p =m la risposta affermativa & data dal teorema del §2. In [7] &
provato che fissato p, p <m, esiste una costante « e una successione di ope-
ratori L, e di funzioni #, con L,{€,, u,€ CYQ), u, =0 su 2Q, tali che

. #,(0)

lim " = 40

w00 || Linta | 2, () +

Pertanto la limitazione (21) non sussiste per p < se non si aggiungono
altre ipotesi ad esempio relative alla regolaritd dei coefficienti come & fatto
da CaocioppoLl [2], GrEco [3], KosELev [4], C. MiranDa [5], oppure relati-
ve alla costante di ellitticith. In [7] & provato che la limitazione non sussiste
per ¢ < max %1—;, m[l — (m — 1)@}% , ed & formulata la seguente congettura: fis-
"

sato p, p > max %»_— m[l — (m — L)«]{ , esiste nna costante & dipendente solo

da Q, da p e da « tale che per Le§, e per ue Q) con u =0 su 3Q, la
(21) & soddisfatfa.

b) Sia Q= {x: |x| <1}, Le £,; se ue H>™(Q),
(22) Lu=0in Q, u=0 su Q,

si & provato che w=0. Ci si chiede se lo stesso risultato sussiste nell’ipo-
tesi ue H2e () n C°(Q) con p < m invece di p = m. Proviamo che fissato p,
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p < m, esiste un operatore ellittico L ed una funzione u tali che
(23) ue Hao(Q) N 04Q), Lu=0in Q, u =0 su 60, # >0 in Q.
Si fissi infatti la costante o con

wm—p
<ZTF ——
0<a= m——l’a<2(m—-1)’

e si ponga
4 x| @
(2 = b 1 — k') IR
( 4} L 5 “543 + ( ’&%OC) 13'3}2 Bc; 39.’73' 1
1— 2(m— L)a
“21“"‘1961 1— (M - L)at (10);

2

risulta Le £, e la (23) & soddisfatta.

I’ esempio costruito mostra che se ue€ H*¢(Q) n Q) ed & soddisfatta la
(22) pud non essere u =0 se p << m[l — (m — 1)a]; forse se p > m[1 — (m — 1)a]
la (22) implica u = 0. Ricordiamo che nella ipotesi di continuitd dei coeffi-
cienti a; KoSELEV ha provato in [4] che se u e H2r(Q) N, p>1, ed @
soddisfatta la (22) allora « = 0. Risultato analogo & stato provato da C. MIRAN-

m— 2

mim—1)°

¢) La ipotesi b;€ L,,(Q) che appare nei teoremi del §3 non pud essere
sostituita dalla ipotesi b;€ L,/Q) con p << m. Basta considerare il seguente
esempio:

DA per p=2ed a; € H>"™(Q) e da TALENTI in [9] per p =2 ed o >

Q={e|z|<1}], b,-:——mrg%, bie L(Q) per p <m,

m
u=1—wP, Au-+ 2 bu;=0in Q, u =0 su 3Q.
f=1
d) Notiamo che le limitazioni stabilite per % possono essere quantitativa-
mente accurate pure non essendo le migliori possibili per la classe di ope-
ratori e solnzioni presa in esame. Consideriamo il seguente esempio:

-+ o 1—(m—2)a o —
QE{m-]ml<1], u:l—lx! 1—(’”'—1)3" f—_—_.gn“l—-(M—l)alm11-—-(m~1)oc ,

per L dato dalla (24) risulta
Leg,, Lu=fin Q, u=0 su 3Q.

Per il lemma del §2 si ha

1 oo -
o i—_wx:‘m%mimls Qw, 1117w 1 £z, @

() <<

{1*) Notiamo che risulta Myu =20 in & (vedere [7]); partendo da questa equazione ellit-
tica massimante si & costrunifo L ed u.
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risulta

1— (m—2 (1 — (m—Da\L
Hf”L.,n(ﬂ) = Mo 1—_‘—2%_:—1% (wm)m (———%————)—g)m (11)’

mmmau=%g

e pertanto in base alla limitazione stabilita

1 — (m — 2
<l o N7
u0) = 1—(m—1p’
d i uesto caso & u(0)=1 1 -—(m:ﬂgc minore o uguale a 2 e prossimo
ed in g caso ¢ u(0) = em——l)a g y prossi

ad 1 per « piccolo.

e) Dalle limitazioni precedentemente provate segue una forma forte del
principio di massimo.

Supponiamo: € connesso, L € ,, bi € L(Q), ¢ € L,(Q), ¢ =0,
u e H>™(Q) A C°(Q)

Lu-{—% bi; +cu=0 in Q, # <0 su 3Q.

=1
Se # si annulla in un punto di Q ¢ nulla in tutto Q.
Non si da la dimostrazione di questo teorema perché pud essere svolta
a partire dal teorema III del §3 come & fatto per il caso ue C(Q) n C°(Q)
in [6]. Si noti che si & supposto b;e L, /Q) invece b; € L,,(Q). Questa ipotesi
serve per la costruzione della solita supersoluzione; forse il teorema sussiste
nell’ipotesi pit generale b; € L,,(Q).

f) I precedenti teoremi forniscono una limitazione per il primo autova-
lore (**). Si ha ad esempio.

Sia Le £,, ¢ e ze L,(Q), Hc+gHLm(m < 1. Se esiste una costante reale
A e una funzione u, we H>™(Q) N C(Q), u =0, tali che

Lu 4+ 22)u =0 in Q, u =0 su 2Q,
dave essere

A > L—{le*gllz,, @ oppure A< — 1—lletgllz, @

lz*gllz, (o) 779l @

Si tratta di una immediata conseguenza del teorema I del §2; per esso
se || (¢ + Az)*tg “Lm (o) <1sihawu=0. Pertanto deve essere ||(c + )xz)""g“,;mm) =1

(1) w,, &1’ area della superficie di una sfera di raggio 1 in Rm.
(1?) 8i tratia di limitazioni non accurate mumericamente.
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e le limitazioni per A seguono dall’osservare che
(0 4 2e/"g| = [ctgl+2]ztg]  se 1> 0,
e+ 22yrg| <[crgl+12] gl se A< 0.

Aggiunta nelle bozze. ~ Sono venuto a conoscenza durante il congresso
di matematica svoltosi a Mosca di alcune pubblicazioni, riguardanti limita-
zioni del tipo considerato nel presente lavoro, di A.D. ALexaprov [Dokl
Akad. Nank USSR, Ne¢ 5, (1960) pp. 1001-1004; Vestnik Leningrad Univ.,
No 18, (1963), pp. 5-29: Sibirsk Mat. VII, N° 3, (1966) pp. 486-498; Vestnik
Leningrad Univ. No 1 (1966) pp. 5-25 e N° 7 (1966) pp. 5-20] e di BAKEL’ MAN
[Sibirsk Mat. II, (1961) pp. 179-186]. I teoremi del §2 e del §3 sono contenuti
come casi particolari in teoremi provati nelle due ultime ricerche di Arsm-
XANDROYV.
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