
Limitazioni per soluzioni di equazioni ellittiche. 

CARLO PuccI  ( G e n o v a )  

S a n t o .  - Si stabilisce una  l imitazione pun tua le  per soluzioni di u n a  equazione ellittica, a 
coefficienti misurabil i ,  in  m variabiti ,  in  d ipendenza della norma  Lm del secondo mere. 
bro della equazione. Le ipotesi sono discusse mediante la eostruzione di a lcuni  esempi. 

S u m m a r y .  - W e  consider an  elliptic equation of  the second order, w i th  measurable coefficients, 
in m variables, not  homogeneous; a solution~ equal zero on the boundary~ is bounded 
wi th  the norm L m of  the second member of the equation. Some examples are construc- 
ted to discuss the hypothesis. 

Sia fl un insieme aperto limitato dello spazio euclideo R "  ad m dimen- 
sioni. Sia L un opera,ore uniformemente  ell i t t ico: 

L -  ~ aij 
i, j ~C~ ao~j 

con a~j misurabil i  in ft. Si prove che esiste una  costante k, dipendente solo 
da 12 e dalla costante di ellitticiti~, tale c h e s e  u e H~,~(i2)(h C°(~) (1), f e  Lm(g/) e 

(*) L u - - f  in ll, u - - 0  su ~gt, 

r isulta 

lu(x)l <- kilf[1L (a)~ x e ~ .  

L' in te resse  della maggiorazione consiste pr incipalmente  nel fatto che k 
non dipende della eventuale regolarith dei coefficienti  a~j. Infat t i  se i coef- 
ficienti soddisfano a certe ipotesi di regolarit~ b stato provato the  la "solu- 
z ione"  di (*) soddisfa ella l imitazione: 

(*) lu(x)l <--kll!f[iLp:a) , x e ~ ,  p >  -~, 

(~) HZ'm(~) ~ il c o m p l e t a m e n t o  de l lo  spaz io  F de l l e  f u n z i o n i  v: 

v e  C~(~}, ]lv[IH~,m(ll) : l / ( v ~ d  - ~' v i 
a i = l  ~,j 

e o m p l e t a m e n t o  e f f e t t u a t o  s e c o n d o  la  n o r m a  I] lt/-/2, m(~ )  • 
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con k~ dipendent% oltre che da ~2 e dalla costante di ellitticit~, da p e da 
detta regolarith dei coeffieienti. Preeisamente  cib ~ stato provato da R. CAc- 
ClOPI'oLI in [2] per p - - 2 ,  m = 2, 3 ed a~ lipschitziani, da D. GRECo in [31 
per a~ hSlderiani, da A. KOSELEV in [4] per a~ eontinui, da C. MInA~D~ in 
[5] per a~eH~'m(~2). Un esempio dato in [71 mostra c h e l a  limitazione (**), 
con p < m e k~, dipendente solo da ~2 e dalla eostante di ellitticith non sus- 
siste per soluzioni di (*) se la cos~ante di ellittieith ~ abbastanzu piccola. 

Si ricordi che, anche per qdanto r iguardu questo tip0 di limitazioni, il 
eomportamento delle equazioni eIlittiehe variazionali ~ assai diverso. G. S~:A~- 
~'~CC]~I~ ha provato in [8] c h e s e  u ~ " s o h z i o n e "  di 

• i ,  = f in ~, u = 0 su 012, 

Mlora soddisfa alia, (~) con k~ dipendente solo da ~2, da p e dalla costante 
di ellitticit~. 

Una diversa maggiorazione puntuale  della soluzione di (*) mediante una cer- 
ta norma integrale di f ~ data in [7] senza ipotesi di regolarit~ sui cofficienti. 

Nel presente lavoro si ottiene qualche risultato pifi generale di quello 
indicato; ad esempio se b~, c, feL.~(O), c<_0, ueH~,'~(g~)A C°(~) e 

risulta 

L u +  ~ b~ u i + ~ u ~ f  in ~2, u ~ 0  su ~2, 

u(x)<_k~ lif-I]L.~(a) (~), 

con k3 dipendete solo da ~ ,  llb~tlL,~(n) e dalla costante di ellittieith. 
Per  f - - 0  si r iott iene il principio di massimo girl, provato da A.D. ALE- 

XANDRO¥ in [1] s0tto ipotesi pifl gener~li per u .  
:Nel §1 si premettono alcuni risulta,ti su gli inviluppi convessi di una 

funzione e si considera una particolare trasformazione di ~2 in an insieme 
che ~ imparentato con t ' ins ieme dei valori assunti  in ~2 dal gradiente di una  
qualsiasi funzione positiva differenziabile in ~2 e nulla su ~12. Nel §2 si sta- 
biliscono limitazioni nel caso Lu + c u f f ;  nel §3 si t rat ta  il easo Lu + 
+ Z b~u~+cu~f  e la presenz~ dei b~ eomplica la dimostrazione. 
Infine nel §4 si svolgono aleune osservazioni r iguardant i  1' accuratezza quali- 
tativa e quanti tat iva delle limitazioni stabilite, il prineipio di massimo forte 
ed il primo autovalore per iI problema di DIRIC~LET e gli operatori ellittici 
eonsiderati.  

(~) 2 f - = f - l t i .  



C. Pucc~: Limitazioni per soluzioni di equazioni .elIittiche 17 

§1. - P r e l i m i n a r i  s u  g l i  i n v i l u p p i  c o n v e s s i .  

Le notazioni introdotte in questo paragrafo sono mantenute  nei paragrafi  
seguenti.  ~2 ~ un insieme limitato aperto di punti  di R'~; ~, ~ l ' intersezione di 
tutti  gli insiemi convessi eontenenti  Ft. Indica ta  con ~ una costante positiva, 
~2[x, ~,] ~ l ' ins ieme dei punti  y di R m tali che 

m 

y ~ ( ~ , - - x ~ ) - { - k ~ 0  per ~e~2;  

cioi~ ~[x, ~] ~ l ' ins ieme dei gradienti delle funzioni lineari ehe valgono ), 
nel punto x e sono positive nella chiusura  di ~ .  

Osserviamo le seguenti  proprieth elementari  di ~ Ix, ),]: 

I. - ~2[x, )~] ~ aperto e limitato. 

II. - ~2[x, )~] ~ ottenuto dal l ' insieme ~2[x, 1] mediante una  omoletia con 
centre nell 'origine e rapporlo ~ ; 

mis t2[x, )~]----~,n mis Ft[x, 1]. 

I I I . -  Se ~ C A risulta ~2[x, ~] D A [x, ~]. 

Proviamo la seguente proprieth:  

IV. - Sin d il diametro di ~2 ed x ° un  punto di ~ ;  si ha: 

2 "  d ~ -"  Ix - -  ~o1-~ 2m 
mis ~2[x, 1 ] ~  m! 2 d - - ( x - - x .  ° ~m-~. d-'~ per  ~ c e ~ .  

Basra provare la disuguaglianza nel case che x ° sia un punto di ~ di 
minima distanza da x .  

Assumiamo x come origine, x ° ~ (8, 0, ..., 0). I1 cube Q ~ {x: ~ - -  2d ~ xl 
8, l x , [ ~ d ,  i - - 2 , . ,  m} contiene ~2 e quindi ~[0,  1]DQ[0,  1]; Q[0, 1] ~ il 

luogo dei punti  y per  i quail  
~ n  

rain E Y~i -[- 1 ~ 0.  

I1 minimo ~ assunto ai vertici di Q e pertanto Q[O, 1] ~ il luogo dei 
punti  y per  i quali  

Yl ~ ± dy2 ± ... +- dym -F 1 ~ O, (~ - -  2d)yl +---: dy2 ++- ... dym -b 1 ~ 0; 

Q[o, 1] ~ quindi un poliedro con i verfici su gli assi coordinati, su l l ' asse  xt 
i due vertiei hanno ascissa 8-~ e ( 8 -  2d) -~, su l l ' asse  xi i due vertiei hanno 

Anna~i d$ M a t e m a t i v a  3 
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ascissa -----d -~, i - - 2 ,  . . . ,  m .  Per t an to  

mis Q[O, 1 ] - - 2 m ' d ~ - m [ x - - x ° } - ~  
- ~  2 d - - l x - - x o  I 

Per  comple tare  la d imost raz ione  si nora t h e  

d'-"lx__ xol-~ 
~ d  - ~  per  ] x - - x ° l < _ d .  

2 d - - I x - - x ° [  - -  

Una  funzione  v si dice convessa  in ~ se f issato comunque  x ed y in fl 
per ze~2 e z - - - - t x - ] - ( 1 - - t ) y  con 0 < t ~ l  r i su l ta  

v(z) <_ tv(x) ~ (1 - -  t)v(y). 

Sia u una  funzione l imi ta ta  in ~ ;  ne l la  classe F delle funzioni  v defi- 
ni te in ~ ,  con v ~ u  in ~2 e - -v  convessa in ~ ,  ne esiste una,  u ,  pi~ piccola:  

u e F ,  u ( x ) ~ v ( x )  per  v e F ,  x ~ .  

Diciamo che u b l ' i nv i luppo  convesso super iore  di u .  I nd i ch i amo  con 12~, 
l ' i n s i eme  dei punt i  di ~ nei  qual i  u - - u .  

Se u i~ di f ferenziabi le  in ~2 ind ich iamo con Vu(~2) l ' i n s i eme  dei valori  
assunt i  in ~2 dal  g rad ien te  di u .  E v i d e n t e m e n t e :  

Se u ~ di f ferenziabi le  in t2, u ~ d i f ferenziabi le  in gt~, e Vu(t2~) --  Vu(t2~). 

P rov iamo : 

V. - S ia  u cont inua in  ~ ,  differenziabile in  12 ed u <_.0 su ~2. Se x ~ ~2 
e u(x) ~ 0 si ha:  

(l) a[x, u(x)] c Vu(a~), 

(2) 

(3) 

l mis  Vu(~2.) I ~ 
u ( w ) ~  mis ~[x, 1] ~ '  

Sia y e t2[w, u(x)] cio~ 

y , ( ~ ,  - x,) + u(x) > o per ~ e ~. 

Ind ich iamo con ;,o il min imo dei numer i  real i  k per  i qua i l  

k +  Y. Yi (~- -x l ) - -~u(~)  per ~ .  
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(4) 

Si ha quindi 

;%+ ~ y , ( ~ , - - x , ) ~ u ( ~ )  per ~ + f t ,  

e vi ~ almeno un punto 
Se ~e~2 si ha 

in ~ tale che per ~ - - ~  sussiste l 'uguaglianza. 

vu(~) = y, ~E a . ,  

e quindi y e  Vu(g~u) come si vaole dimostrare per prorate la (1). Per la (4) 
),0 ~ u(~) e per la (3) 

k o +  ~ y i ( ~ - - x , ) > O  per x ~ ;  

pertanto ~ e ~  essendo u<.~0 su ~2. 
La (2) ~ una immediata conseguenza della proposizione II. ~otiamo altre 

due proposizioni elementari. 

VI. - Sin  u di classe C ~(~); indicato con H il determinante hessiano di u 
r isul ta  

f lH(w)] dx  ~__ mis Vu(12u). 
~2u 

infatti ad ogni pnnto di Vu(~u) corrisponde nno o pifi punti di ~2u ed H 
l'jacobiano della trasformazione. 

VII. - Sia  ~ convesso u differenziabile e posi t iva in ~2, e - - u  sia 
convessa in ~2 ; indicato con d(x) la dis tanza di x, da ~2 si ha 

I VuCx)]< u(x) 

I1 piano tangente al grafieo di u nel punto [zl, .,., x , , ,  u(x)] incontra il 
piano u - - 0  in punii nventi distanza da x maggiore o uguale a d(x). 

§2 - U n a  p r i m a  l i m i t a z i o n e .  

Indichiamo con £~ la classe degli operatori ellittici 

(8) L---- ~ a~j(x)~x~x~' 
i , j  
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con a u misurab i l i  in ~ e 

(9) a , (x )  = 1, }. au(x  ) ),~ per  x e ~ 2 ,  X e R " ,  

essendo e una  eos tan te  posi t iva.  P rov i amo  il s e g u e n t e :  

(10) 

(11) 

con 

(12) 

LE~)IA - Siet L e ~ , f e L , d a )  , u e C~(~2) e 

S i  ha 

L u  >_ f in  ~2 , u <_ O su of~. 

u(~) ~ g(aa)ilf-IIL (a ,, x e  a ,  

1 : g ( x ) = ~  l - - ( m - - - 1 )  a 

Se u ~ 0 in f~ la (11) 6 soddisfat ta .  Se u 6 maggiore  di zero in qua lche  
punto,  ~ u  non 6 vuoto ;  cons ider iamo questo  caso. 

I nd i ch i amo  con ~ ,  ... ,  ~,~ gli au tova lo r i  del la  ma t r i ee  hess iana  di u ,  
con la eonvenzione  ~1 <_ C~ <--... --<~C~. 

Si ha  

L u  = Y, a ~ i  , 

con 0¢~ misurab i l i  in F~ e 

: q =  1, ~z~__e in ft ("). 
i = 1  

In  t2u le funzioni  ~ i  sono non posi t ive ,  pe r tan to  

$=1 i = l  

si ha  inol t re  

~gt--1 

I:¢ Y. ~ + [1 - - ( m  - -  1)a] ~,~1'~ ~ m ' ~ m - ' [ 1  - - ( m  - -  1):¢] 1Cl .. Cm],  

perch6 il minimo del  rappor to  f r a i l  pr imo ed il seeondo membro  al va r ia re  
dei  Ci non posi t ivi  si o t t iene  per  

~G = [ 1 - -  (m --1)~]  ~,~, i = l ,  ..., m - - 1 .  

(3) I~a dimostrazione 6 in [7] pg. 14~. 
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Siccome H' - (~  ... ~,~ si ha  

] Lu[~ ~ m " a m - ' [ 1  - -  (m - -  1)a] I HI in ~2~, 

e, s iccome Lu<_O in ~ , ,  

m"am-'[ i  - - ( m - -  1)~] ( tH(w) Idx  <~ f If-(x)l ~ dx,  
flu flu 

e dal  t eorema V e IV del paragrafo  p receden te  segue la tesi. 

TEOR]~MA I. - Sia L e 2~, c e L (12), l ie+gilL(a)  < 1(% f e L (n), 
u e H~,'~ (n) n C° (h) ('), 

Ne segue 

(13) u(x) <:_ 

L u + c u > f  in ~2 ¢), u<_O su ~2.  

g(~) 
1 -  [tv+ g[IL to) 

li f -  tl L,(ej per x e n.  

Prov iamo pr ima  il t eorema supponendo u - - 0  su ~ ,  u e C'-'(~). L a  fun- 
zione u i~ posi t iva su ~2u e quindi  

](f --cu)-i  <- If-t + lc+ut in n . .  

Dal l emma  p receden te  

per tan to  

u(x) <_ g(x) II (f - -  cu)-IIL.,(aJ per  x e ~2; 

u(x) <_. g(x) [I f -  IlL., (%) -{- g(x)tlc+ullL(o~ in ~2 (7); 

da ques ta  si o t t iene 

It c+g tlL,,, (~) 
]Ic+ui[L (~)) --< l -- lie+gilL m (a) 

e qu ind i  la (13). 

P) ~c*=c+ic t .  
(5) Se b~ i~ l ipschi tz iana H ~, m~,)) fi C0~) ~ H ~, ,n(~2) ; vedere  GAGLIARDO E. t)ropriet~ di 

alcune classi di funzioni in piit variabili "Ricerche  di Matemat ic~"  vol. V I I  (19581, 102-137. 
(~) Le  rela~ioni differonzial i  per funzioni  in  H2, m(~) si in tendono soddisfatte a meno 

di  un  ins ieme di misura  nul la .  
(7) Si pub provare  the  quosta l imitazione sussiste nelle ipotesi del teorema presein- 

dendo dall~ eondizione ttc+gltLm(n) ~ 1. 
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Consider iamo ora il caso ueH~,~( i2 )A  C°(~) supponendo sempre  u - - 0  
su ~Ft. Pon i amo  

v@)=u(~c) per  w e t 2 ,  v(~c)=0 per  x S g ~ ,  

1 f t n ~ ' x - - Y [ 2  1 v,(x) = ~- v(y) exp C n ~  ~ - ~ l v ~  - 1 dy, n - -  1, 2, . . . ,  

ty--xi< ~ 

h .  = exp (n2t ~ [2 _ i d~, u,,(~) = v.(x) - -  maxye0~ v.(y); 
1 

la success ione {u.} converge u n i f o r me me n t e  ad u in ~q e le successioni  
delle der ivate  pr ime e seeonde convergono in L.,(f~) al le cor r i spondent i  deri- 
r a t e  di u (s). Posto  

f .  --  L u ,  + cu , ,  

I f~} converge in Lm(~2) ad f - .  Siccome u .  e C2(~), u,, <~ 0 su ~2 per  quanto  
si b gi/~ provato  si ha  

g(x) I1 f~- LIL,~ (~), u,(x) < 1 - -  II c+ g []L,~ (~) 

e passando aI l imi te  per  n ~ ~ si o t t iene  la l imi~azione per  u .  
Consider iamo inf ine  il caso u < 0  su ~0. Ind ich iamo  con Ft* l ' i n s i eme  

dei punt i  di ~2 ore  u > O ;  se ~* ~ vuoto la (13) suss is te ;  in caso diverso 
u ~ 0  su ~ *  e quindi ,  per  quanto  provato,  sussis te  la (13) r e l a t ivamente  
a l l ' i n s i eme  ~2". Pe r  la I I I  del §1 l a g  re la t iva  ad ~2" ~ minore  della g re- 
la t iva  ad ~ .  

TEOREMA II.  - Sia L ~ ,  c ed feL,~(~2); supponiamo tlv+g]tL,,(n) < 1 
con g data dalla (12). Se u e  H~,'~(~2) (3 C°~) 

Lu  + cu --  f in F~, u - - O  su ~gt, 
risulta in ~2 

_ g(x) Itf+]{L <~) < u(~) < g(x) IIf-tlL,.(~). 
1--11c.+gilL (~) -- -- 1 - -  ]l v+g tI L,, (a) 

Si t ra t ta  di un  immedia to  corollar io del t eorema p receden te ;  la limita- 
zione si ot t iene enune iando  il teorema precedente  per  - - u  invece che per  u. 

(s) S.L.  SOBOLEV, Applications of Functionals Analysis in Mathematical Phisics, (cAm. 
Math. Soc.,~ Providence 1963, pg. 36; 
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Si noti  che per  la (t2) e la IV del §1 g 6 l imi ta ta  in ~2. Ino l t re  g tende  
a zero per  w t enden te  ad uu  punto  0¢ ° di ~2; pe r tan to  la l imi taz ione  ass i eu ra  
anche  u n a  un i fo rme  cont inu i t~  del ia  soluzione su par te  del la  f ron t i e ra  di ~.  

§3. - L a  l i m l t a z i o n e  p e r  l ' e q u a z l o n e  c o m p l e t a .  

Ci occorre per  il seguito questo r i ada t t amen to  di un  aoto l e m m a  di 
GRO~WALL (~). 

LEI~MA. - Sic~no O, % y~, . . . ,  y~ cos tan t i  positive. Se  

O ~ v ,  y h < ~ (  ' h ) -- ~ "~- ~ Yi per h = l ,  . . . ,  v, 

si ha 
Ov 

y, <_ (e ~-~ - -  1) ~,. 

P o n i a m o  
¢0 

z , = e  ~-Oy~, i = 1 ,  .. . ,  v, 

e sia zh il mass imo degli  z~ per  i - - l ,  . . . ,  v. Si ha  quindi  

hO iO 
e~_--6z h < 0 (  -- v- h ~ - ' 6 )  ? + z h  E e  

r i su l t a  

Siccome 

1-° ° I  ° 1 e e - - 1  > 0 ,  
y 

e quindi  il lemma.  

0 0 / \ 
Zh ~ (e v - - ° - -1 ) e  v--0 "(~ 

o 0 io 

i=1 i~I 

TEORE~tA I. - 8ia L e £ ~  e siano bi, c, feLm(~2),  c<--O in ~2. Sia  d il 

diametro di ~2 e 

1 
i~  k - -  exp. h m (14) h - -  - ~ d x  

*¢ 1 - -  (m --1):¢) ' 2 d  i 

(9) ~ ' edere  ad es. G. SAIqSONE, Equazioni differenziali net carapo reale, I, pg. 30, Zani- 
chelli, Bologna 1965. 



24 C. PuccI: Limitazioni per sohtzioni di equazioni eltittiche 

8e u e / P , ~ ( a )  n C°(d) e 

(15) L u + ' ~  b i u i + c u ~ f  in fl, u__<0 su ~2, 

risulta 

(i6) u(x) <-- k I[ f -  IIL,~ (n), x e Ft. 

1 
Sia B l ' ins ieme dei punti  aventi una distanza da ~ maggiore di ~ d e 

1 
minore di 2 d ,  sia ~2*=f t t 2B .  Sia u una funzione di classe H2,"~(~)(~ C°(~) 

soddis[aeente alle (15). Posto 

it = max u(x), 

notiamo che se bt <_0 la (~6) b soddisfatta; consideriamo quindi il easo I~> 0. 
Indieata  con s una costante, 0 ~ s < ~t, poniamo 

u / m ) = u ( x ) - - s  per a~e~,  u ~ ( x ) = 0  per x e B ,  

1 
L , = L  per xe~2,  L ~ = - - ~  per m e B .  

Si ha u , ~ H  2,'*(~*) A C°(D-*), u , ~ 0  su ~gt*, 

m 

L~u, ~ f - -  ~ b , u ~ -  cu in ~ ,  L~u~----0 in B .  

Indichiamo con I , ,  0 <~ s < it, l ' ins ieme dei punti di F~* ove u8 = u~; 
notiamo che I~ C t2. L 'opera tore  L~ appart iene alla elasse ~ relativa al l ' in .  
sieme gt* e quindi per  il teorema I. del §2 

COn 

u,(a~) <_ g*(x)ll (f  - -  ~ b#** - -  cu)- ilL., ~) ,  x ~ ~* ,  

g*(oc) -- m mis ~2*[x, 1] . 

II diametro di gt* b 2d; per la 1V del §1 

1 d- re .  mis ~2*[a~, 1] > 

(17) 

Si ha cu <_0 in /8 perch~ ivi ~ u > 0, quindi 

u,(x) <_ h "~ 
d l [ ( f+  v~ b#ti)-ttL t/, ) in g~*. 
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1 I punti di ~2 hanno distanza da ~ *  non inferiore a d e ~l~* coincide 

con l ' insieme dei punti di DB aventi dis~anza ~ d da ~ .  Per la VII  del §1 

risulta 

IVu.(x)l < 2 d-~u,(x), ~ceL, 

e siccome V u , - - ~ u , - - ~ T u  in 18 si ha 

I Vu(x)  i < 2d-lug(x) per x e I~. 

Pertanto per la (17) 

(18) I Vu(x)I  m <- h m I1 f-IIE:,(x > + It ~ biui II~(x; , x e L .  

INotiamo che I ~ C I t  per 0 ~ _ t ~  s ~  e che Io- -  ~2u; indichiamo con 
1~ l ' insieme dei punti di ~ ove u - - ~ .  Fissato un intero positivo v esistono 
v + l  eostanti so, sl, ..., s~ con ~ - - S o > S l : ~  ... ~ s ~ - - 0  tail che, posto 
Eh = I , t , - -  l ,h_ , , 

f [  ~b~( )]~ i f [ ' ~ b  )]" (19) . ~ x ~ d x = - v  ~ ~(x 7 d x ,  h = l ,  ..., v.  

E h ~2u--tt~ 

Posto 

y~, - -  f [ i~lb~(x)u~(x)] 'n dx  , 
Eh 

tenuto conto che ~Yu-  0 in li~ si ha 

E yj = (x) d~, 

l s  h 

dalla (18) ealcolata per s = sh, moltiplicando primo 

(,=1 ~ b~)~ ed integrando in Eh si ottiene per le (14), (19) 

+ v't' 
avendo posto 

(20) 

Per il lemma si ha 

e secondo membro 

~0 

per 

A n n a l i  gi M a t e m a t i e a  4 
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facendo t e n d e r e v  a ~ ~ ,  r i cordando  che [~-----gt,,, si o t t iene 

~ u 

Dalla  (17) per  s .= 0 si o t t iene 

I m I m [u(x)]" <~ 2 - " h " d "  {llf-lL,,m)+ lIB,= biui,]L(au >} in ~2, 

e qu ind i  il t eorema ~ provato,  tenuto  conto dell '  espress ione di 0 da ta  dal la  (20). 

TEORE~A II .  - Sia L e  ~ ,  siano hi, c, feLm(~2) e kllc+l[L (a) < 1, con 
k dato dalla (14). Se u'eH2.'+(~2)N C°(~) e 

L u  + ~ b~u~ + cu = f in ~2, u - - 0  su a~ ,  

si ha in 

k k 
,,%o~(n) It f+ iI L,,,(m <- u(x) <_ 1 - k II c+ N/%, (a) tl f -  tt % (~>. 1 k H C +  

I1 teorema ~ una  immed ia t a  conseguenza  del teorema precedente .  

TEOI~Eh~A I I I . -  Sia : L e ~ ; bl , c ed  f e L~,( ~2) e k ]l c+ ]]L (a ) < t ;  ~ e  C°~2) 
u ~ H~,"(~2) (~ C°(~) ed inoltre 

K u ~ L u +  ~ b ~ u ~ + c u ~ f  in ~2, u ~  su ~ 2 .  

Indicata con P la classe delle funz ion i  v [all che 

e posto 

v e C ° ( ~ )  A H2'm(~2), K v ~ O  in ~2, v ~  su ~2, 

~(x) = inf  v(x), 
v e t  

si ha in ~2 

k 
='',vxj "+" 1 - -  k 1/e + tlL,,~ (a) 

U(o~) < 

In fa t t i  se v ~ P 

IIf-I1L°~(~). 

K(u - -  v) ~ f in ~ , u - -  v ~ O su ~ ,  
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e per il teorema I 

k 
u(x) _< v x ) +  1 - -  kll~+tt~ (~) 

Si ottiene come immediate eorollario il seguente prineipio di massimo, 
gi/~ provato da A.D. AI~EXAlgDROV in [13] per una pifi generale elasse di so- 
luzioni u .  

Siano  verificate le ipolesi del teorema I [ I  ed inoltre s ia  f ~ O , ~ ~ 0 . 
c <_ O. R i s u l t a  u ~ 0  in ~ .  

Infat t i  in queste  ipotesi ~ <_ 0 perch~ la funzione ident icamente uguale 
a zero appar t iene alla elasse P.  

§4. - O s s e r v a z i o n i  s u  l e  i p o t e s i  e l e  l i m i t a z l o n i .  

a) Sia I l l - { w :  Ix l ~ 1 } ,  L e ~ ;  fissato p, ~ 1 ,  ci si chiede se esiste 
una costante k tale che per qua lunque  u ,  con u e C~(~)e u - - 0  su ~ ,  r isult i  

(21) u(0c) <_ k IJ L u  llL~ (~) in n .  

Per  p = m la risposta affermat iva i~ data dal teorema del §2. In [7] /~ 
provato che fissat0 9, 9 ~ m ,  esiste una costante 0¢ e una successione di ope- 
ratori L,, e di funzioni u,  con L . ~ e ~ ,  u, ,eC~(~2),  u . - - 0 s u  ~ ,  tall che 

u.(0) 
lim --" -1- ~ .  
~,~ oo tl L , u , ,  tl r~o (a) 

Per tanto la limitazione (21) non sussiste per p ~ m s e  non si aggiungono 
altre ipotesi ad esempio relat ive alia regolarith dei coefficienti  come ~ fatto 
da CACCIOPPOLI [2], GaECO [3], KOSELEV [4], C. MraA:~DA [5], oppure  relati- 
ve alia costante di ellitticith. In [7] b provato ehe  la limitazione non sussiste 

~m m[ 1 _  (m--1)a] t  ed ~ formulata  la seguente eonget tura:  fis- per  p ~ m a x  (~ ,  

1 sato p, 9 > max - - ,  m[1 ~ ( m - - 1 ) ~ ]  , esiste una costante k dipendente solo 

da ~ ,  da ~ e da a tale che per  L E ~  e per u e C ~ ( ~ )  con u = 0  su 0~2, la 
(21) ~ soddisfatta. 

b) Sia 1 2 ~  {w: I w [ ~ l } ,  L e ~ ;  se ueH2, '~(~) ,  

(22) L u - - O  in ~2, u - ' 0  su ~[1, 

si ~ provato che u----0.  Ci si chiede se lo stesso risultato sussiste nel l ' ipo- 
tesi u e H 2 , ~ ( ~ )  (3 Co(~) con ~ ~ m  invece di ~ : m.  Proviamo che fissato ~, 
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< m, esiste un operatore ellittico L c d  una funzione u tall che 

(23)  u~H~,fft2) Q Co((t), L u = O  in ~), u - - O  su ~Ft, u > O  in 12. 

Si fissi infatfi  la costante ~ con 

O < ~ < m - - ~  1 
- m - -  t '  ~ < 2 ( m - l ) '  

e si ponga 

(24) 
1,=[ 

L = Y, ~ j  + (1 - -  m~) xixi] Y 

1 - -  2 ( m  - -  1 ) o ;  

u = 1 - -  I x l * -  ( " -  TM (~o); 

r isulta L ~ ~ e la (23) 6 soddisfatta. 
L 'esempio costruito mostra che se u eH~,,~(~2)(3 C°(~) ed 6 soddisfatta la 

(22) pub non essere u ~- 0 se ~ < m[t --  (m --  1)a]; forse se ~ > m[1 --  (m- -  1)~] 
la (22) impliea u ~ 0. Rieordiamo ehe nella ipotesi di continuit~t dei coeffi. 
cienti ai i KOSE~EV ha provato in [4] che se ueH2, e(F~)A C°(~), ? > 1, ed 
soddisfa~tta la (22) allora u -~ 0, Risultato analogo ~ stato provato da C. H I R A ~ -  

m - -  2 
DA per ~ -- 2 ed aii e H ~,m(~) e da TALENTI in [9] per ~ = 2 ed :¢ > 

m ( m - -  1) " 
c) La ipotesi b~eLm(~2) che appare nei teoremi del §3 non pub essere 

sostituita dalla ipotesi b~eLJ~) con ~ < m. Basra considerare il seguente 
esempio : 

X{ 
n ~ { w : [ x  I<1} ,  b~- - - -m ~-~-~, bleLfln) per ~ < m ,  

u = l - - l m t  ~, Gu-k "~ b~u~-'O in 12, u = O  su ~12. 

d) Notiamo che le limitaaioni stabilite per u possono essere quantitativa- 
mente accurate pure non essendo le migliori possibili per la classe di ope. 
ratori  e soluaioni presa in esame. Consideriamo il seguente esempio: 

a 1-- (m-- 2)a a 

n ~ { x : I x [ < l } ,  u = l - - l x l  ~+*-("-*)~ f = - - m ~ * - ( m - ' ) ~ [ x l  * - ( "*-m-*  

per L dato dalla (24) r isulta 

LeZ~,  L u = f i n  t2, u = O  su o~. 

Per  il lemma del §2 si ha 

u(x) __< ; ~  1 - -  (m - -  1) :¢ V, { mis ~2[a~, 1] 1-,~ H fllL,~ (~), 

(lo) :Notiamo ehe r i su l ta  Mau = 0 in  ~ (vedere  [7]); pa r tendo  da ques ta  equazione  ellit- 
t iea mass iman te  si ~ costrui to  L e d  u .  
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r i su l ta  

1 - -  (m--2) :¢  £ (1 - -  ( m - -  1)~)~ 
l[f{Ir~ (a) - -  m~ 1 - -  (m - -  1):~ (¢o,~),~ m:¢ (:~)' 

mis ~[0, 1 ] - -  ~om , 

e pe r t an to  in base  alla l imitazione s tabi l i ta  

1 - -  (m - -  2)a u(0) _< 
1 - -  ( m  - -  1)~ ' 

1 - -  ( m  - -  2)~ 
ed in ques to  caso ~ u ( 0 ) - - 1  e 1 - - ( m -  1):¢ minore  o ugua le  a 2 e p ross imo 

ad 1 per  :¢ piccolo.  

e) Dal le  l imitazioni  p r e c e d e n t e m e n t e  p r o r a t e  segue  una  forma for te  del 
pr inc ip io  di massimo.  

S u p p o n i a m o :  ~ connesso,  L e ~ ,  bi e L~(~2), c e Lm(~2), c ~-- 0 ,  
u ¢ H 2,''  (~2) N C ° ( ~ )  

L u ~  ~ b ~ u i ~ c u ~ O  in ~2, u ~ 0  su ~ .  

Se u si annu l l a  in an  pun to  di ~2 ~ nu l la  in tut to  ~ .  
Non  si da la d imos t raz ione  di ques to  t eo rema  perch~ pub essere  svolta  

a pa r t i r e  dal t eo rema  I I I  del §3 come ~ fat to  per  il caso u e  C2(~2) A C°(~ 
in [6]. Si noti  ehe si (~ suppos to  b~e L~(~2) invece  b ~  L , , (~ ) .  Ques ta  ipotes i  
serve  per  la cos t ruz ione  del la  sol i ta  supe r so luz ione ;  forse il t eo rema  suss is te  
ne l l ' i po te s i  pifi g(~nerale bi ¢ Lm(~) .  

f)  I p r eceden t i  teoremi  forn iscono una  l imitazione per  il pr imo autova- 
lore (t2). Si ha ad esempio.  

Sia  L e ~ ,  c e zeL,~(~), [~c+gllL (a) < 1. Se esis te  una  cos tan te  reale  
k e una  funzione  u, ueH2,'~(Q) A C°(~), u ~ O, tali che 

d o v e  e s s e r e  

L u + ( c + [ z ) u - O  in ~2, u - - 0  su 0k ,  

)~ ~ 1 - - l [ c + g  [IL~,~ (a) oppure  ~ _ ~ -  1 - -  [I c+g IIL,,,(a) 
]1 z+g I[L,~ (~) ]J z -g  IlL (~) 

Si t ra t ta  di una  immed ia t a  conseguenza  del t eo rema  I del  §2; per  esso 
se [I (c -~ ),z)+g [[L,~ (n) < 1 si h a  u ~ 0 .  Pe r t an to  deve essere  [I (c + ~z)+g][r~,da) ~ 1 

t~t) ¢%. ~ l ' a r e a  del la  superf ic ie  di una  s fera  di raggio  1 in  R '~. 
(i~) Si t ra t ta  di l imitazioni  non accurate  mumer icamen te .  
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e le limitazioni per )~ seguono dal l 'osservare che 

I ( c + k z j + g l ~ l c + g t + k l z + g l  se k ~ 0 ,  

l( c + ~ ) + g  / <- I c+g / + ] ~ ] Iz-g I se ), < 0.  

Aggiunta helle bozze.- Sono venuto a conoscenza durante  il congresso 
di matemat ica  svottosi a )~osca di alcune pubblic~zioni, r iguardant i  limita. 
zioni del tipo considerato net presente lavoro, di A.D. ALEXADnOV [Dokl. 
Akad. Nauk USSR, :No 5, (1960) pp. 1001-1004; Vestnik Leningrad Univ.,  
N o ]3, (1963), pp. 5-29: Sibirsk Mat. VII, ~o 3, (1966) pp. 486-498; Vestnik 
Leningrad Univ. :N ° 1 0966) pp. 5-25 e 5T ° 7 (1966) pp. 5-20] e di BA~:EL'~A~ 
[Sibirsk )Iat. II, (1961) pp. 179.186]. I teoremi del §2 e del §3 sono contenuti  
come casi partieolari  in teoremi provati  nelle due u]time r icerche di ALE- 
XA~DI~OV. 
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