
F u n k t i o n e n  y o n  b e s c h r ~ u k t e r  V a r i a t i o n  in  der  
der  G l e i c h v e r t e i l u n g .  

]Kemoria di EDMUND HLAWKA (a Vienna~ Austria) 

T h e o r i e  

Enrico Bompiani ¢u seinem wissenschaftlichen Jubilt~um 

Zusammenfassung. - Is~ rv eins im s-dimensionalen Einhsitswttrfe| E definierte Funhtion van 
beschr~nkter Variation, ~t, ..., ~. ei#e Folge yon Punkten in E, dann wird der 

~ 4 I 

E I 

abge~ckdtzt 

Wir  betrachten Punk te  x mit den Koordinaten pi(x) (j = 1, ..., s) im s-di-  
mensionalen Einheitswilrfel  E - -  Es : 0 ~ ~i ~ 1(] --  !, ... s) Die Projekt ion yon 
x auf  / ~  ..... ~t(~): 0 ~ ~ ~ 1 (i -- i , ,  . . . ,  i~), ~ = ~( i  =~= i i ,  j -- i .... /), l ~ s, nennen  

wi t  p(t~(x)_.p~Z) ..... iz(x ) Es sei nun to: x~, r~,. . . ,  eine unendl iehe Folge yon 
Punk ten  im E,, 0 ~ <  1 ! i ' - 1 , . . .  s) to,, die endliehe Polge x~,. . . ,  x , ` (n~ l ) .  
Es sei Q -  Q~: ~ i ~ t  < ~ i ( J -  1, . . .s) ein beliebiges Interval l  in E s, n'(Q) die 
Anzah] der  Punkte  yon to,, in Q dann ist v,`(Q, to) - n ' /n  die relative Haufigkeit 
mit welcher  die Punkte  yon to. in Q auftreten.  Wir  sagen nun, die Folge to ist 
gleichverteilt ,  wenn  filr jedes  Q, l i m v ,  exist iert  und 

(1) l i m  v,`(Q, to) - -  ~t(Q) 
n- - - -~  OO 

ist, wo ~(Q) das Volumen yon Q ist. 
Es sei w(x) im Riemannschen  Sinne in tegr ierbar  auf E 

~(w) = f w(z)dx (dx 
E 

= dpt, ..., ~p,), m(,v, to,`) = ~ ~ ~ )  
k=l 

dann hat H. WEYL gezeigt : Ist die Folge to gleichverteilt ,  dann ist ftlr jedes  w 

(2) lira re(w, to,,) -- ~t(w) 

Ftlr  w--XQ(z) (charakterist isehe Funkt ion  yon Q) erhal ten  w i t  (1) zuril~k. 
Man nennt  

D,(to) - -  D(~,) - -  su ~6 ptE v,`(Q, ~)--~(Q)t 



326 E. ]~LAWKA: Funkt ionen yon beschrgnkter Variation, etc. 

die Diskrepanz yon to n und es ist bekannt,  dass (1) genau dann gilt, wenn 

lira D,(o) --- O. 
t l  -.....~ O0 

Es ist nun eine wich~ige Aufgabe in der Theorie der  Gleichvertei lung 
far  mOglichst umfassende Klassen yon Funkt ionen w die Differenz 
m0v, to,) - -  ~(w) mittels der Diskrepanz D(co,) nach oben abzuseh~ttzen. Im Fal le  
s - - 1  wurde  dies yon J. F. Koks~A (~) durchgeftlrt  und zwar unter  der  
Voraussetzung dass w yon heschrt~nkter Variat ion ist, nach dem spezielle 
Funkt ionen  bereits  frBher yon H. BEH~kE (~) behandelt  wurden.  Hier  sell 
nun der  mehr-dimensionale  Fall  behandelt  werdem Dazu muss zunaehst  
auseinandergesetzt  werden,  was unter  Funkt ionen  yon beschrankter  Variat ion 
vers tanden werden  sell 

Es sei Z~Z~(~)  i rgeudeine Zerlegung y o n / ~ ( ~ 1 - - / ~  ..... ~t (l ~ s) in aehseapa  - 
rallele Interval le  q : ~j < ~ _ [~t (J - -  i~, . . . ,  i~), ~ - -  ~ (i =4= i]). Ist  dann f(~) eine 
auf  ~ definierte Funktion,  dann sei 

( I )  
q6Z 

ers t reckt  tiber alle Zerlegungen yon ~ (~). Dabei  ist 

A~)/(q) = E ( - -  1)~(")f(e) 
e e q  

woealle  Eckpunkte  yon q durchlRuft uud z(e) die Auzahl der ~ in den Koor. 
d inaten yon e ist. Is t  nun V~(f) ~ c~ dann heisst f yon beschrRnkter Variat ion 
im Sinne yon VITALI. 

Es sol nun 1 = s Jede  Zer tegang Z yon/~s  bedingt eine Zer teguug Z z aller  
- - l  

E~ .... ~ (0)fat" alle I mit l < / < s .  Ist dana  f(z) auf E ~ und allen /~z yon 
besehr~nkter  Variation, dana  heisst  f auf  E '  yon beschra, nkter  Variat ion im 
Sinne yon HARDY und KRAUSE. Diese Definit ion der  besehrttnkten Variat ion 
wol len wi r  zugrunde legen. 

Wir  wollen nun zeigen (3), w ( ~ ) a u f  den ganzen R ~ periodisch mit der  

Per iode  1 fortgesetzt, 

SATZ 1. - Is t  w(x) yon beschr~tnkter Variation, dann ist 

I 

(t} cMathomatiea B. ,  Zutphen tl, 7.11. 
(t) Vgl. KOKSMA, 1~op~nbiSC~ ~lpproximat~on{r~t; Kap. 7. 
(s) ~rorgetrage n im Institute for Advanced Study November 1959. 
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WO 

8 S 

v( v) = v(E] ,  ..... , , (I);  
l==l i l , . .  ~i l --'~ = 

we K ~ - - M a x  Vz(w) tiber alle E ~. 
Dabei ist t%: x~,. . . ,  x ,  eine ganz betiebige Folge. 

Zum Beweis  yon (3) wollen wir  zunaehst  einige einfaehe Eigensehaften 
Y o n  

h f  : E (--  1)~(e)f(e) 
eGq 

feststellen, we wir  s - " -  1 annehmen wollen. Fftr bel iebige nicht negative ganze 
Zahten m i t m - { - n -  s ist E s das eartesisehe Produk t  yon E ~' nnd E", also q 
das Produk t  yon Interval len q~, q~ aus E "  und E ~. Dann ist sofort klar, 
dass ~ f  : 5q~ (5q,/) : h~(hqf) ,  f(x) = f (x , ,  x~) we z, ~ g '~, x~ ~ E", denn es ist 

Y. ( - -  1)~(e)f(e) - -  Y,, ( - -  1)~(s~)+~, (~ , ) f (e , ,  e , ) .  
el~ q el , e~ 

Es liege nun eine Zerlegung Z des ganzen s-dimensionalen R s in aehsen- 
parallele Interval le  q : ai <: ~i ~ ~i vor, a(x), b(x) Funkt ionen  auf  R 8, welehe 
ausserhalb eines Wtirfels  versehwinden,  dann ist 

(4) Y~ a(O(q))hqb - -  ( - -  1)' Y. b(u(q))Aqa. 
q q 

Dabei bezeiehne stets u(q) den untersten ((Eckpunkt ~ (a~,.. . ,  as) ebenso 
0(q) den obersten ¢Eekpunkt))  (~l~,..., ~s) yon q. 

Ftlr s - -  1 ist (4) riehtig, denn ist Z die Zerlegung des R l in Interval le  
dann ist der obere Eekpunkt  ~ gleieh dern unteren Eekpunkt  £ des naehfol- 
genden Intervalls  and es ist die l inke Seite yon (4) (Abelsehe Umformung) 

Z a(~) (b(~) - -  b(a)) : --  E b(a) (a(~) - -  a(a)). 
q q 

Jetzt  nehmen wir  an, dass (4) im R s-x ( ~ , . . . ,  ~) berei ts  riehtigist,  dann 
kann man jedes  Intervall  q im R s als Produkt  yon Interval len q~ in R 8-x, 
q2 in R ~ auffassen and die l inke Seite yon (4) wird 

E a(O(q,), O(q~))Aq~(Aq~b(q~, q~)) = (-- 1) s-1 Z hq,b'u(qi) , qOAq,a(ql, O(q~)) = 
ql ,  q~ ql ,  q~ 

= ( - - 1 ) s  Y,, b ( u ( q t ) ,  u(q~) )hq~(Aq~a)"  
qa, q~ 
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Es liege nun eine Zer legung Z des E ' :  0 ~ i ~ 1  ( j - - - l , . . . ,  s) 
in Intorvalle  q :  ~1 ~ ~i ~ ~i vor. Die Zerlegung Z bewirkt  auf 
den ~ ¢~) • 0 < ~ < 1 (i - - i i )  , ~ -  1 (i =# ii) Zerlegungefi ~ in Interval le  (1~. 

Die Projekt ionen eines Punktes  z in E" auf einen J~,!~!.i~ bezeichnen wir 

" -p~  ..... fi(z). Es seien nun a(x), b(x) Funkt ionen  auf /~', b(x)-- -0  
wenn  eine Koordinate yon x Null  ist. Dann gilt 

(5) ~. a(O(q))Aab - -  "~ ( - -  1) ~ ~ ~ b(u(q))h(q~a(~ ~) 
z ~o ~(1) ~e2 ~ 

Wo rechts tiber alle (I) Interval le  ~z (1) summier t  ird. 
Beweis:  W i t  e rwei tern  Z zu einer Zerleguug Z des R s und clefinieren 

a(~) = b ( ~ ) - - 0  worm ~ nicht  in L r' dann kSnnen wir  (4) anwenden,  lVlan 
braueht  dabei nu t  j ene  Glieder in (4) bertieksiehtigen, welche yon q in 
stammen, welche entweder  zu Z geh~ren oder mit E Randpunkte  gemeinsam 
haben. Ist ~ ein Quader ~i ~ ~ ~ ~ / w o  0(q) nicht  in Ea dann ist a(0(~)) = 0. 
W e n n  0(q) in ~ s  aber nicht  ~q)  dann ist ein ~ = 0; dann ist aber  b(q) = 0 
ftir alle Eckpunkte  yon q, also ist die Summe links in (4) gleich der l inken 
Sei te  yon (5). Nun bet raehten  wir die rechte Seite in (4)! W e n n  u(q)nicht  in 
/~ so ist b(u(q!) - -  0. Es liege jetzt  u(q) auf dem Rande yon /~ also seien die 
Koordinaten yon u(~/) ftir ein l: 0 ~ ~ < 1 (i = i~, ..., iz), und sonst ~ --" 1 
(i=~=ii). Die Projekt ion yon ~ auf  E l i s t  dann das Interval l  ~ :  ~ < ~ < ~ 
(i = i~, . . . ,  i~), ~ "-  1 (i :# ii). In  A~a(~) - -  21 ( - -  1)~<~)a(e) sind alle Glieder Null, 
w o e  nioht auf  E~ liegt. W e n n  abet  e auf  J~ liegt, dann ist ~ ( e ) - - s - / - J r  ~(~ 
wenn  e(~ ~) - - ~  ein Eckpunkt  yon ~ ist, denn e enthalt  j a  dann ( s - / ) - m a l  
die Koordinate ~ -  1. Damit  ist (5) bewiesen. 

Nun kann der  Bowels yon (3) leicht geftihrt werden.  W i t  wollen noeh 
for  m0v, to.) - -  re(w) setzen. Wir  denken uns die auf  E ~ definierte Funkt ion  w 
auf  den ganzen R ~ periodisch mit der  Periode 1 fortgesetzt, damit  ist ~v auch 
auf  1~ definiert  und es besitzt also ~v auf einen E~ ..... fi (1) den gleichen Wert  

wie auf ~ ~) • Es sei nun  Z eine Zer legung / ~  inInterval le  ~. Es sei 
AU'¢ i l  ~ " "  ~ $1 

G(q) - -  sup w g(q) - -  inf w(x). 
q q 

Ist X~(~)die charakter is t ische Funkt ion  yon q, ~i < ~ i  ~ j d a n n  ist ftir alle 

z in O < ~ j ~ l  
~ Xq(~) = 1 
q 

also ist 

~(~) = m(~)  - -  ~,(~) = l ( ~  ~ x~ )  = ~ ~(~x~) .  
q q 
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Es ist w(x) w*(x) * ---- - -  w~ (x) - -  ( - -  1)*w(0), wo die w* monotou nieht  ab 
nehmend in jedem q und V ( w ) - - V ( w * ) +  V(w*), also genngt  es (3) fiir ein 
w* zu zeigen. Es ist G*(q)--w*(o(q)),  g*(q)--w*(u(q)) .  Es sei 

Es ist 

Nun ist 

f,(x~) = ~, w*(o (q ) )  ×;(~), f , (~ )=  ~ rv*(u(q,) ×;(x). 

v(f,) < v(w.), t(f,) = z f~(oCq))/(×;). 

re(f,) < re(w*) < mCf,) 

Dabei haben wir  benllt~t, das re(f), it(f) l inear  homogene, nieht  negat ive 
Funkt ionale  in f sind, und dass re(l) = it(l) --  1, also flit 0 < f <  1, re(f) ~ 1. 

Es ist also, wenn wir  die analoge lJberlegung fa r  it machen 

(6) I t(,v*) I 3Ma.x  I t(/,) 1 + Y.CG*(q)--a*Cq)Mx;'). 
q 

Es sein nhn  z(z; ~) bei festen ~ die Funkt ion  X=(~), wo Xz die eharakte-  
r ist isehe Funkt ion  des Intervalls  0 ~ ~ ~ x~ (i "- 1, ..., s) wenn alle x~ > 0 
a n d - - 0  wenn ein x~ = 0. Diese Funkt ion  ist auf E 8 definiert .  Es ist, wenn 
q ~ Z ,  Aqz--Xq(~). Dies ist fttr s - - 1  r icht ig,  denn X~(~)--X~(~)----Xq(~) 
(q: a ~ x ~ )  allgemein folgt es dureh vollst~tndige Indukt ion:  Es ist ja ,  
wenn qwiede r  ein Produkt  yon q ~ c E  ~, ~/~ c Es-~ist,  h~z(q,, q ~ ) -  5q~(h~X~,,~ 
--" Aq l )~¢ l , q9 - - "  ~q l ,q~  E B  i s t  a l s o  

(7) ~/~(0(q))t(Xq) = ~, f~(O(q))a~(l(;(.)). 
q q 

Wir  ktinnen jetzt (5) m i t a - - f i ,  b----l(Xffi) anwenden und erhal ten  filr 
die l inke Seite yon (7), (es ist / ( 1 ) =  0) 

(8) ( - -1)  ~ ~ ~ l('X.(~))Aq~f~(q~). 
/=x .~z ql ¢:: ~,z 

Beaehten wir nun, dass /(X-(q))= re(X**)- it(X,~) dem Betrage naeh __< D(ton) 
ist, so folgt sofort, dass (8) dem Betrage nach h0ehstens gleieh der  reehten  
Seite yon (3) ist. Lassen wir jetzt Z eine ausgezeichnete Zerlegung6folge 

darehlaufen,  so folgt die Behauptung;  denn Y,(G(q)--g(q))it(Xq)geht dabei 
gegen 0, da w i m  Riemannsehen Sinne i n t eg r i e rba r  ist. 0 r d n e n  wir  der  Folge 
to,: x I ~,~ die Folge to ~ -z , . . . ,  ,(~, ..... ~p: p~ ..... ~z(xj) (j - -  1, . . . ,  n) zu mit den Diskre- 

panzen D! • ftlr alle l dann sehen wir, dass wi t  die reehte  Seite yon (3) 
ersetzen k~nnen, dureh  die Sehranke  

(3') Y~ ~, D ~. , ..... ,~vT?, .... ,,(,J). 
l i l , . . . , i  l 

Annali di Matemattca 42 
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Nehmen wir an w(x) in E s besitze alle stetigen Ablei tungen 

(9) 

( i , , . . . ,  i z alle voneinander  versehieden), dann folgt sofort, dass (3") gleieh 

(Io) 
l 

~11 . . . .  , t l 

wo dp~(x) - -  d~ , ,  . . . ,  d ~  z ist. Es sind die Formelu  (3), (3') aueh dann anwendbar,  
wenn  w nicht  d i e  Voraussetzungen yon (9) erftlllt, z. B auf  r e ( x , , . . . ,  x , )  

- -  I x , , . . . ,  x ,  [ ,  da I hqw(x) I ~ ( ~ , - - a , ) . . . ( ~ - - : ¢ ~ )  ist. 
Wi t  haben beim Beweis der vorher  abgelei teten Formeln  nur  benfitzt, 

dass re(w), ~(w) nieht  negative, l ineare und homogene Funkt ionale  mit 
r e ( l ) - -~(1)  ist, ~ total stetig mit beschraukter  Diehte. Setzen wir  also 

D -- sup { m(X Q) - -  ~(XQ)) 
Q 

fiber alle Interval le  Q in E so bleibt a lles richtig. 
Ein wieht iger  Spezialfall:  Es sei x(t) eine reelle integrierbare 

definiert  fur 0 ~  t ~= T mit Wer ten  in E ' ,  dann sei 
Funkt ion 

T 

if y re(w) - -  ~ w(x(t))dt, ~t(w) - -  w(~)d~ 

o E s  

und wir kommen zum Fall  der  C-Gleichverteilung. 
Es soil nun eiae /kaweadaag yon (3) gemacht  werden:  Es sei B 

eine quadr ierbare  Menge in E s, ~v aber  nun eine Fank t ion  yon besehrankter  
Variat ion auf  B, d. h. es seien nun alle 

Vz(B, w ) =  sup V(B, w, ~), V(B, w, ~ ) =  sup Z* i '~q'a)~"'~,'~J l 
qcz%) 

beschr~tnkt, wo jetzt  nu t  die q yon ZZ(~) berttcksiehtigt werden,  die ganz in 
B liegen. Dann soll i m(roXs ) -  it(wXB) 1 abgeseht~tzt werden.  Dabei setzen 
wir  voraus, dass B und alle seine Projeet ionen B~ 1 ..... ~z yon jeder  Geraden 
parallel  zu den Koordinatenaohsen in h(Iohstens h Interval len geschnit ten 
wird. Ist  /# konvex, so ist dies mit h = 1 er[illlt. 
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Es sei Z 0 eine Zerlegung yon E 8, in Wtlrfeln mit Kantenlttnge 

1 
p = ~ (r ~ 1, nattlrliohe Zahl). 

Es sol A die Vereiniguugsmenge der Quader, welehe ganz in int B liegen, C 
die Vereinigungsmeuge der Quader, welche einen Punk t  des Randes ~B yon 
B enthalten. Dann ist Funkt ion  v(x ) - -w(x)X~(x)  in E* definiert. Wir  wenden 
nun die frllheren Uberlegungen auf v(:r) ar~, Dann erhalten wir (3) mit v start w. 
Die Summe in (I) fttr s - ~  l, w o Z  aus Z o dutch  Verfeinerung hervorgeht,  
zerlegt sich in 3 Teile, entsprechend den drei Klassen, in welche die q 
yon Z zerfallen: 1. Die q welche nicht in A U C liegen. Die zugehOrigen 
Summanden  sind Null. 2. Die q welche in A liegen. Der Betrag der Summe 
tiber jene  q ist 

(3*) _< Y.* Iaqw(q) l 
q e z  

3. Die q wolche in C liegen. Ist G = sup w, dann ist die Summe tiber jene  q 

8 

2.•N(55 + 2h :s :s F~ ..... ~(B, to) 

wo N die Anzahl der Quader Q yon Zo in C ist, also 

(11) ! racy) - -  ~Cv) I <(4.0NCe) + ~h z )D 

wo ~1 der Ausdruek E 21 V~ ..... ~z(B, w). 
I-~-1 ~i , . . . ,  ~ l 

Wir haben nun m(wXs ) - -  re(v) <~ m(~o(Xs --  XA)) ~ Gm(Xc) 

Nun ist m(Xd = m(Xc) - -  ~(Xd + ~(Xd ~-~(C)D + ~(Xd 

Welter  ist ~(wxB ) - - ~ ( v ) ~  G~(Xc) also ist, da ~(Xc)= N(C)~ B 

I mCw×s) - -  I~(wXs) I ~ GN(C)C 5°D + P') -J- 2hD 5. 

Es ist also nur  notwendig noeh N(C) abzuschlttzen. 
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Die Wttrfel  yon Zo haben die Gestalt  

h_~ < ~, < h~+__ll (i = l, . . . ,  s) 

wo h , , . . . , h ,  nicht negative ganze Zahlen sind. Wir  filgen zur Menge OB 

noch die Menge aller Punkte  ~ i -  (i:#:ij), ~ -  x ~ ( i - - i ~ , . . . ,  iz) hinzu, wenn 

h~ ~ ~ ~ h~ -4- 1 (i ~ ii) e inen Punkt  yon OB enthitlt die Menge: ~i -" x~(i - -  ii), r = r 

wo 0 < l ~ s ,  i , ,  ..., i~ beliebig (1 ---0 die leere ~Ienge). Die so ents tandene 
Menge bezeichnen wi t  mit F. Sie und jede Projektion yon F wird yon 
j eder  Geraden parallel  zu den Achsen in h~chstens 2h Interval len geschnitten,  
denn zu jedem IntervaI1, welehe yon diesen Geraden aus der  Projekt ion 
yon ~B auf  diesen Geraden ausgeschnit ten werden,  kommt hOchstens ein 
Punkt hinzu. Dann ist 

N(C) = z ×~(h,p, ..., h,p) 

nach einer Pormel  yon Davenport  (') 

a--1 

I ~ ( C ~ - ~ ' ~ ( f )  t _<_ Z ( 2 r h ) - ~  ..... ,,(Y). 
~ - - - 0  

Es ist I~(F) --  O, ~a)(17) .= l~Z(B:Z))) also habon wit (dabei ist tt ° = 1 definiert) 

(12) I m(wxs) - -  ~(mX B))~ G Z (2rh)l~] 1 ..... ,~(B)(5'D -[- r--s) + 2hD Z .  

t 

Wir  wahlen jotzt r --- [D-~  
yon (12) 

also, da D < 1, so ist die rechte  Soite 

03) I m(wXs) wdzl < 12 GI~ ~ ( ) ~% ..... h(B) + 2hD 
m = O  ~=I i~, ..., i l 

B 

(~) Journal London 26 (1951) 179-188. 
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und dies wollten wi t  zeigen. Berttoksiehtigt man noeh, dass j a  alle itz~ 1 so 
folgt 

(14) 
Z ~ ,  .... ~l 

B 

Ein wiehtiger Spezialfall ist w = Xs, d a n n i s t  P . -  0 und wi t  erhalten 

f t (15) I~ZB)-- dxl <(12h)'D 7 
B 

und diese Schranke gilt gleichm~tssig far alle B, welehe mit allen ihren 
Projektionen yon jeder achsenparallelen Geraden in hOohstens h Intervallen 
geschnitten werden. 

In den abgeleiteten Formeln kann m ein beliebiges Funkfional sein, 
dagegen muss it(f) - -  / f d x  sein. 


