Funktionen von beschriukter Variation in der Theorie
der Gleichverteilung.

Memoria di EpMyND HLawka (a Vienna, Austria)

Enrico Bompiani zu seinem wissenschaftlichen Jubildwm

Zusammenfassung. - Ist w eine im s-dimensionalen Einheitswiirfel E definierie Funhiion von
beschrinkter Variation, x,,.., ®, eine Folge von Punkien in E, dann wird der

Betrag i{w(xl}+...+w(x“}) - f wdwl durch die Diskrepanz der Folge nach oben
B
abgeschdtzl.

Wir betrachten Punkte z mit den Koordinaten p;z) (=1, ...,8) im s~di-
mensionalen Einheitswirfel E = E*: 0 <§; < 1(j = 1, ...s) Die Projektion von
¢ aut B, u€):0<E<L(@E=4,,..,0), E=E&@E+i,j=1,..0,1<s nennen
wir pi(z) = p‘,?,,_,,,-l(x) Es sei nun w: z,, r,,.., eine unendliche Folge von
Punkten im E,, 0<§<14=1,..s) v, die endliche Folge z,,..., z.n > 1).
Es sei @ = @*: o;<E; <B;j(j=1,..8) ein beliebiges Intervall in E*, »'(Q) die
Anzahl der Punkte von o, in @ dann ist v,(Q, ) = #'/n die relative Hiufigkeit
mit Welcher die Punkte von w, in @ auftreten. Wir sagen nun, die Folge w ist
gleichverteilt, wenn fiir jedes @, limv, existiert und

M ”1_i.n; (@, w) = (@)

ist, wo p(@) das Volumen von @ ist.
Es sei w(z) im Riemannschen Sinne integrierbar anf E

1 ”
ww) = j wz)dz (dz = dp,, ..., Aps), M(w, ©,) = " kZ w(zx)
=1
E

dann hat H. WEYL gezeigt: Ist die Folge v gleichverteilt, dann ist fir jedes w

@ lim m(w, w,) = pww)

bl gl <]

Fiir w = x¢(2) (charakteristische Funktion von @) erhalten wir (1) zuriick.
Man nennt

Dy(w) = Diwa) = sup | (@, ©) — () |
Qe
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die Diskrepanz von o, und es ist bekannt, dass (1) genau dann gilt, wenn

lim Dy(w)=0.

” w00

Es ist nun eine wichtige Aufgabe in der Theorie der Gleichverteilung
fur moglichst umfassende Klassen von Funktionen w die Differenz
m(w, w,)— p(w) mittels der Diskrepanz D(w,) nach oben abzuschitzen. Im Falle
§ =1 wuarde dies von J. F. Koksma (! durchgefiirf und zwar unter der
Voraussetzung dass w von beschriinkter Variation ist, nach dem spezielle
Funktionen bereits frither von H. BeEaENkg (*) behandelt wurden. Hier soll
nun der mehr-dimensionale Fall behandelt werden. Dazu muss zuniichst
auseinandergesetzt Werden, was unter Funktionen von beschrinkter Variation
verstanden werden soll

Es sei Z =ZYE)irgendeine Zerlegung von Ifﬁ(é):lfﬁl,.",;l (! <s) in achsenpa -
rallele Intervalle ¢: ;<& <B; (j=1¢,,m., @), & =& (¢3=1¢;). Ist dann f§) eine
auf E! definierte Funktion, dann sei

I ViE; )= Vil,..,®; fH=sup = | APf]
Z qeZ
erstreckt iiber alle Zerlegungen von E'(E). Dabei ist
APf@) = 2 (— 1<f(e)
e€q

woealle Eckpunkte von ¢ durchliuft und e(e) die Anzahl der « in den Koor-
dinaten von e ist. Ist nun Vi(f) < oo dann heisst f von beschréinkter Variation
im Sinne von VITALIL

Es sei nun ! =g Jede Zerlegang Z von E*bedingt eine Zerlegung Z* aller
E‘lﬁ,,,,;l (0) tir alle ! mit 1<!<s. Ist dann flz) auf F* und allen E' von
beschrinkter Variation, dann heisst f aunf E® von beschrinkter Variation im
Sinne von HarpY und KRAUSE. Diese Definition der beschrinkten Variation
wollen wir zugrunde legen.

Wir wollen nun zeigen (°), w(x) auf den ganzen R* periodisch mit der
Periode 1 fortgesetat,

Sarz 1. - Ist w(z) von beschrinkter Variation, dann ist

@) | M) — pw) | < Viw)D(wy,)

(1} «Mathematica B, Zutphen 11, 7.11.
® Vgl. Koxsua, Diophaniische Approximationen, Kap. 7.
(3) Vorgetragen im Institute for Advanced Study November 1959.
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V=3 = V&, . 0; m<E oK

I==1 4y, ’il 1

wo K; = Max Vi(w) iber alle E.
Dabei ist w,: z,,..., z, eine ganz beliebige Folge.

Zum Beweis von (3) wollen wir zun#chst einige einfache Eigenschaften
von

Af = Z (— 1)9fe)
e€q

feststellen, wo Wir s =/ annehmen wollen. Fur beliebige nicht negative ganze
Zahlen mit m 4+ n =s ist E* das cartesische Produkt von E™ und E*, also ¢
das Produkt von Intervallen ¢,, ¢, aus E™ und E*. Dann ist sofort klar,
dass Auf = Ay, (Ag,f) = DBy f), f(2) = flz,, z,) Wo z, € E™, 2, € E*, denn es ist

3 (— 1Ofle) = 3 (— Lps@rateifie,, e,)

egq €, €

Es liege nun eine Zerlegung Z des ganzen s-dimensionalen R* in achsen-
parallele Intervalle ¢: a; <E;<B; vor, a(z), b(z) Funktionen auf R® welche
ausserhalb eines Wiirfels verschwinden, dann ist

(4) 3 a(0(@)Agh = (— 1y 3 b(u(g)A.a .
q

Dabei bezeichne stets u(g) den untersten «Eckpunkt» («,,..., 2, ebenso
O(g) den obersten <«Eckpunkt» (§,,..., Bs) von gq.

Fir s =1 ist (4) richtig, denn ist Z die Zerlegung des R! in Intervalle
dann ist der obere Eckpunkt f gleich dem unteren Eckpunkt o’ des nachfol-
genden Intervalls und es ist die linke Seite von (4) (Abelsche Umformung)

qE a) BB) — b(a) = — ;1’3 b(a) (a(B) — a(a).

Jetzt nehmen Wwir an, dass (4) im R (§,, ..., &) bereits richtigist, dann
kann man jedes Intervall ¢ im R® als Produkt von Intervallen g, in R,
g, in E' anffassen und die linke Seite von (4) wird

E a’(0<q1}? O{Q2))AQ1(Aq2b(qi 3 QQ)} - (— 1)3.-.1 E qub”“@!,); g2}Aq1a(gi l O(Q?)) =

Qs Ge 1, G

e 1)*q Eq bu(g,), u(Q,))Aq(8q,).
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Es liege nun eine Zerlegung Z des B*: 0<§{<1l (i=1,..,9)
in Intervalle g¢: «; < E < B; vor. Die Zerlegung Z bewirkt auf
den B, W, : 0<E <1 (i =4)), & =1 (i==4;) Zerlegunges Z! in Intervalle ¢’
Die Pro;ektmuen eines Punktes z in E* auf einen Eil, .i1 bezeichnen wir
mit p®(z) = pﬁf’ .i(@). Es seien nun a(z), b(z) Funktionen auf E* bz)=0
wenn eine Koordinate von z Null ist. Dann gilé

®) z aO@AD = E (— 13 2 b(u(q»A‘”am
1==0 o) deZ

wo rechts iiber alle () Intervalle B! (1) summiert ird.

Beweis: Wir erweitern Z zn einer Zerlegung Z des E* und definieren
a(w)=b@)=0 Wwonn « nicht in E* dann konnen Wir (4) anwenden. Man
braucht dabei nur jene Glieder in (4) beriicksichtigen, welche von ¢ in Z
stammen, Welche entweder zu Z gehtren oder mif E Randpunkte gememsam
haben. Ist ¢ ein Quader «; <& <B; Wo O(¢) nicht in E¢, dann ist a(0(g) =
Wenn () in E°, aber nicht u(¢g) dann ist ein B; = 0; dann ist aber b(g) =
fir alle Eckpunkte von g, also ist die Summe links in (4) gleich der hnken
Seite von (5). Nun betrachten wir die rechte Seite in (4)! Wenn u(g) nicht in
E so ist b(u(g)) = 0. Es liege jetzt u(g) auf dem Rande von E also seien die
Koordinaten von wu(g) fir ein I: 0L <l (6="11,..., &) unii sonst a; =1
(¢4=4;). Die Projektion von g auf B ist dann das Intervall ¢ u<bL<Bi
=14, @), =1 (i) In Aga(g) = Z(— 1)9)a(e) sind alle Glieder Null,
wo e nicht anf E! liegt. Wenn aber e auf Et liegt, dann ist e(e) = s — I 4 £(e)
wenn e(g) = ¢ ein Eckpunkt von ¢’ ist, denn e enthilt ja dann (s — J/)-mal
die Koordinate o; = 1. Damit ist (5) bewiesen.

Nun kann der Beweis von (3) leicht gefithrt werden. Wir wollen noch
fir m(w, o,)= mw) setzen. Wir denken uns die auf E* definierte Funktion w
auf den ganzen R® periodisch mit der Periode 1 fortgesetzt damit ist w auch
auf B* definiert und es besitat also w auf einen I}, .. .,4, (1) den gleichen Wert

wie auf Eilff’,),"l Es sei nun Z eine Zerlegung E* inlntervalle q. Es sei

@)= S;xp w g = mf wW(x).

*
Ist x:(i) die charakteristische Funktion von g, «; <§; <B;dann ist fir alle
zin 0 <§<1
I xqz) =1
q

also ist
Iw) = miw) — p(w) = lw % &) =q§5 lwyg )
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Es ist w(z) = w (@) — wi(zx) — (— 1)*0(0), wo die w* monotou nicht ab
nehmend in jedem ¢ und V(w)= V(w) 4 V(w,), also gentigt es (3) fir ein
w* zu zeigen. Es ist G*(q) = w*(0(q)), 9*(q) = w*(u(@). Es sei

@) = Z w*0(Q) Xq @), ful®)= I w*u(g) xq (=)
Es ist

Vf) < Viw*), Uf) = Z f{o(@)xq)-
Nun ist
m(f,) < miw*) < m(f,)

Dabei haben wir bentitzt, das m(f), p(f) linear homogene, nicht negative
Funktionale in f sind, und dass m(1) = pl)=1, also fir 0Sf<1, m(f) < 1.
Es ist also, Wenn wir die analoge Uberlegung fiir p machen

(6) | low*) | < Max | Uf)) | + %(G*@ — gH@nxg)-

Es sein niin 2(z; £) bei festen £ die Funktion %), wo y, die charakte-
ristische Funktion des Intervalls 0<E<a (1=1,.., 8) wenn alle ;>0
und = 0 wenn ein z;= 0. Diese Funktion ist auf E* definiert. Es ist, Wenn
geZ Agz = y4f). Dies ist fiir s = 1 richtig, denn xg(E) — %) = X&)
{g: « <z<P) allgemein folgt es durch vollstindige Induktion: Es ist ja,
wenn g Wieder ein Produkt von ¢, <E', ¢, < E*—tist, A2(q,, ¢,) = Aq (AgeXar, z)
= ApXz, @ = Xa1,q. I8 i8t also

(M >q3 @)y = ;‘3 F00(@)A o(Uxz))-

Wir konnen jetzt (9) mit o =fi, b = l(x,) anwenden und erhalten fiir
die linke Seite von (7), (es ist (1) =0)

©) Z( 'z = Z(Xu(ql))Aqlft(Q )
=1 B qzc:Z
Beachten wir nun, dass {)u(q) = m(X«) — }w) dem Betrage nach < D(w,)
ist, so folgt sofort, dass (8) dem Betrage nach hochstens gleich der rechten
Seite von (3) ist. Lassen Wir jetzt Z eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge

* *
durchlanfen, so folgt die Behauptung; denn Z(G(g) — g(g)) (Xe) geht dabei
gegen 0, da w im Rxemannsehen Smne integrierbar ist. Ordnen wir der Folge
Wyl Z,,..., &y die Folge m,,(,,, it p.l wif2) (J =1, .., ») zu mit den Diskre-

panzen Dj . .,4, ftr alle I dann sehen wir, dass wir dle rechte Seite von (3)

ersetzen kdnnen, durch die Schranke

) 2 Di,,i, Vi),

[ l'z,...,il

Annali di Matematice 42
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Nehmen wir an w(z) in E* besitze alle stetigen Ableitungen

3w
iy veny O

®)

(@, ., i, alle voneinander verschieden), dann folgt sofort, dass (3") gleich

_ Sh(pHx))

10 T XD, :

(10) 2, 3 f f B apre

wo dplz) =d&, ..., d&;z ist. Es sind die Formeln (3), (3") auch dann anwendbar,
wenn w nicht die Voraussetzungen von (9) erfillt, z. B auf w(z,,.., 2.
=]2,., zu], da | Agw(z) | < B, — &) ... (Bs — @) ist.

Wir haben beim Beweis der vorher abgeleitcien Formeln nur beniitzt,
dass m{w), p(w) nicht negative, lineare und homogene Funktionale mit
m(l) = p(1) ist, p total stetig mit beschriukter Dichte. Setzen wir also

D= sgp | mixg) — plxe)

tiber alle Intervalle @ in E so bleibt alles richtig.
Ein wichtiger Spezialfall: Es sei z(f) eine reelle integrierbare Funktion
definiert fiir 0 <¢ < T mit Werten in E°, dann sci

mow) = 7, f o), pm) = [ iz
Es

und wir kommen zum Fall der C-Gleichverteilung.

BEs soll nun eine Anwendung von (3) gemacht werden: Es sei B
eine quadrierbare Menge in E? w aber nun eine Funktion von beschrinkter
Variation auf B, d. h. es seien nun alle

VB, w)= sup V(B, w, E), V(B, w, & =sup Z* |APGw)|

qeZhy)

beschriinkt, Wo jetzt nur die g ven ZHE) berticksichtigt werden, die ganz in
B liegen. Dann soll | m{wys)— pwys) | abgesehatzt werden. Dabei setzen
wir voraus, dass B und alle seine Projectionen B,l, ,i, Yon jeder Geraden
parallel zu den Koordinatenachsen in hdchstens h Intervallen geschnitten
wird. Ist B konvex, so ist dies mit 2 = 1 erfils,
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Es sei Z, eine Zerlegung von E* in Wirfeln mit Kantenlinge

p = =(r 21, nattirliche Zahl).

X i

Es sei 4 die Vereiniguugsmenge der Quader, welche ganz in int B liegen, C
die Vereinigungsmenge der Quader, welche einen Punkt des Randes 3B von
B enthalten. Dann ist Funktion () = w(z)ya(z) in E* definiert. Wir wenden
nun die fritheren Uberlegungen auf v(z) an, Dann erhalten wir (3) mit v statt w.
Die Summe in (I) fur s =1, woZ aus Z, durch Verfeinerung hervorgeht,
zerlegt sich in 3 Teile, entsprechend den drei Klassen, in welche die ¢
von Z zerfallen: 1. Die g welche nicht in AU C liegen. Die zugehbrigen
Summanden sind Null. 2. Die ¢ welche in A liegen. Der Betrag der Summe
tiber jene g ist

(3%) S I* | Agn(g) |

134

8. Die ¢ welche in C liegen. Ist G = supw, dann ist die Summe tiber jene ¢
B

2GN(C) + 2h lz’: 2 V... B, w)

=1 $1yeen sy

wo N die Anzahl der Quader @ von Z, in C ist, also

1n | m(v) — p(v) | S@GN(C) + 2R Z)D

wo Z der Ausdruck Z 2 V. (B, w).

= i} g ey Sl

Wir haben nun m(wyg) — m®) < mn(xs — xa)) < Gm(xc)

Nun ist m(yc) = m(xc) — pXe) + pxo) S NO)D + p(Xo)

Weiter ist p(wys) — p(v) < Guixe) also ist, da p(xc) = N(C)p?
| m(wy ) — wwxs) | < GN(CY5'D 4 ¢*) + 2hD 2.

Es ist also nur notwendig noch N(C) abzuschiitzen.
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Die Wtrfel von Z, haben die Gestalt

wo h,,.., h; nicht negative ganze Zahlen sind. Wir fiigen zur Menge 9B
noch die Menge aller Punkte & = l::f (@==1i;), & =ai=1,,.., 4) hinzu, Wenn

h"j— 1 (i==1i;) einen Punkt von OB enthilt
wo 0<I<s, i,,.., 4 beliebig (! =0 die leere Menge). Die so entstandene
Menge bezeichnen wir mit F. Sie und jede Projektion von F wird von
jeder Geraden parallel zu den Achsen in hochstens 2k Intervallen geschnitten,
denn zu jedem Intervall, welche von diesen Geraden aus der Projektion
von 9B auf diesen Geraden ausgeschnitfen werden, kommi hOchstens ein
Punkt hinzu. Dann ist

die Menge: & = zi(i = i), ;—i—‘g E <

NC= 2 xrhp,.., hp)

Lseres r}

nach einer Formel von Davenport (*)
2—1
| NO) — b)) | < B @riyii,.., o ().
Es ist p(F) =0, p®(F)=p(BY)) also haben wir (dabei ist p° =1 definiert)

(12) | ms) — wwx B)< ez’o(zrhmz,..., JBY6*D + ) + 2D E.

i
Wir wihlen jetzt r =[D-°] also, da D <1, so ist die rechte Seite
von (12)

]
” T==1 %1, 4005 i:

4 g 8
(13) | mwyz) — f wdz| < 126D° 3 @Ryl i(B)+ 2D 3 Z Vi, ., i(Byw)
=0
B

(4) Journal London 26 (1951) 179.183,
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und dies wollten wir zeigen. Berticksichtigi man noch, dass ja alle W' <1 so
folgt

Byes

(14 | mioxe)— [mds | <UBHE+E 2 ViyooriB, m) DV
B

Ein wichtiger Spezialfall ist W = yg, dann ist ¥ =0 und wir erhalten
L
(15) | mie) — [ d | < (12mpD?
B

und diese Schranke gilt gleichmissig fiir alle B, welche mit allen ihren
Projektionen von jeder achsenparallelen Geraden in hbchstens 2 Intervallen
geschnitten wWerden.

In den abgeleiteten Formeln kann m ein beliebiges Funkfional sein,
dagegen muss p(f)=[fdz sein.




