Nuovi metodi e risultati nella geometria
sulle varietd algebriche.

Memoria di BENIAMINO SEGRE (a Roma).

Sunto. - £ dato dall’ultimo capoverso dell’ Introduzione e dai quattro che lo precedono.

INTRODUZIONE

Nel suggestivo rapporto presentato al Congresso Internazionale dei Mate-
matici del 1950, lo Zariskr [1] (!) d& giusto rilievo ai bei risultati oftenuti
da lui e dalla sua Scuola negli ultimi 25 anni, col proseguire ed estendere
sistematicamente quel processo di aritmetizzazione della geometria algebrica
i cui primordi risalgono a Dedekind e Weber. In tale rapporto, mentre si
riconosce ai geometri italiani il merito di aver eretto — sia pure, in una
prima fase, su basi non del tutto compiute — il magnifico edificio della
teoria delle superficie, si afferma in pari tempo che — agli albori del nostro
secolo — la geometria algebrica era giunta ad un punto morto, sl che il
processo di aritmetizzazione si presentava come I’unica via atta a porne i
fondamenti su basi sicure ed a preparare la costruzione della teoria delle
varietd superiori.

Ora, se anche & vero che un’esposizione concisa delle questioni di geo-
metria algebrica fatta coi metfodi algebricc-geometrici — che hanno general-
mente carattere pit sintetico — pud dare talora I’impressione di difetto di
rigore, pare tuttavia che i suddetii apprezzamenti non tengano nel debito
conto I’ampio lavoro di consolidamento dei fondamenti della geometria alge-
brica mnell’ indirizzo classico compinto dal Severi nell’ ultimo ventennio, e
dimentichino del tutto numerosi ed importanti confributi costruttivi in tale
indirizzo alla teoria delle varietd superiori occorsi nell’nltimo cinquantennio.
Basti citare in proposito 1’estensione alle varietd dell’invariante di Zeuthen
(C. Segre, Alexander), I’irregolarita superficiale delle varietd (Castelnuovo ed
Enriques), un complesso di essenziali proprietd fondamentali di geometria sulle
varietd (Severi), la teoria delle varietd abeliane e quasi abeliane (Lefschetz,
Scorza, Rosati, Conforto, Severi), le proprietd di unirazionalitd e razionalitd di
varietd superiori e le applicazioni all’analisi diofantea (Enriques, Fano, Roth,
B. Segre), la teoria delle varietd grassmanniane (Severi, Hodge). Ma sopratutto
occorre ricordare il profondo rinnovamento apportato all’indirizzo classico dalla

() T numeri entro parentesi quadre rinviano alla Bibliografia posta alla fine del
presente lavoro.
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teoria delle serie e dei sistemi d equivalenza, nella quale sono dominanti i
concetti di varietdh e d’intersezioni virtuali, con 1’ introduzione del relativo
simbolo d’intersezione. A questa teoria, creata dal Severi a partire dal 1932,
hanno fra gli altri contribuito Enrigues, Comessatti, B. Segre, J. A. Todd ed
Eger (°): ed appunto alla teoria medesima & dedicato il presente lavoro.

Uno dei risultati salienti in essa gia acquisiti & 1 esistenza — sopra
una qualunque V, algebrica (irriducibile e non singolare) — di %k sistemi
di equivalenza, invarianti di fronte alle frasformazioni birazionali
regolari di V,; tali sistemi furono chiamati i sistemi canonici di V,, e con-
stano di varietd (effettive o virtmali) — in generale fra loro indipendenti —
rispettivamente di dimensione O, 1,..., k— 1 (*). Intersecando fra loro varietd
canoniche di dimensioni opportune si ottengono su V, gruppi di punti appar-
tenenti a serie di equivalenza invarianti, 'ordine delle quali fornisce dunque
degli invarianti birazionali di V,, collegati in parie alla teoria delle
forme differenziali di 1# specie attaccate a V,. Né mancano profondi legami
fra le varietd canoniche e gli integrali armonmici su V,, come risulta da
recenti lavori di CHrr~ [1] e di Hoper [1].

Altre notevoli applicazioni delle nuove teorie geometriche sono quelle
concernenti i problemi d’inlersezione non regolare fra varietd algebriche,
nell’ipotesi ciodé che dell intersezione faccia parte qualche componente di
dimensione maggiore del normale. Si tratta di problemi non facili, ai
quali i1 SEVER1 aveva dedicato nel 1902 un classico lavoro [1] coi metodi
della geometria numerativa, ma a cui per oltre un trentennio non fu arrecato
nessun contributo ulteriore degno di nota; ed & soltanto a partire dal 1934
che, poggiando sulla teoria delle serie e dei sistemi d’equivalenza, quei pro-
blemi furono ripresi ed approfonditi, specialmente nel caso di una varieta
ambiente a tre o guattro dimensioni (*).

(?) Cfr. i lavori dei suddetti antori citati mella Bibliografia, ed inoltre 1’esposizione
d’ assieme di Sever: [6] ed il rapporto di Coxrorro [1}, ove trovansi anche numerose indi.
cazioni bibliografiche ulteriori.

(3) Le V;—; canoniche di V; si definiscono e si presentano come estensioni di quanto
fu fatto da Riemann e Clebsch per k=1 e da Noether ed Enriques per k=2 Il primo caso
essenzialmente nugvo & quello della serie di equivalenza canonica sulle superficie, acquisita
dal SEvERI [3, 4], e che I'Exriquzs [1] ha percid suggerito di chiamare la serie di Severi.
I sistemi canonici delle varie dimensioni furono poi introdotfi sulle varietd tridimensionali
da B. SEGRE [1] e successivamente sulle varieth superiori da Ecer [2-8]e J. A. Toop [2, 7, 8].

(%) Cfr. B. Secere [1, 3], Sever: [10], J. A. Topp {5, 8], ArcmroLp [1], BarkEer [1].
Il Todd, nel primo dei due suoci lavori tfestd citati, riferendosi ai confributi precedenti
sull’argomento cosi si esprime:

« Segre’s work represents an advance on that of his predecessors in three respects.
» First, it applies to intersections on a gemeral V;, whereas previous results had referred
» only to intersections in ordinary space Sy. Secondly, the results are presented in a form
» which is birationally invariant, whereas previous results were of a purely projective cha-
» racter. And finally, while the previous results were purely enumerative, Segre’s results
» are stated in the form of relations of equivalence between curves or sefs of point on Vy».
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Nonostante 1’importanza dei risultati finora conseguiti nei suddetti argo-
menti, si era ben lungi dal possedere una teoria generale delle intersezioni
non regolari: quanto gid si conosceva al riguardo, poteva anzi lasciar. presu-
mere che, per fondare una siffatta teoria, si avessero a dover superare diffi-
coltdh gravissime, sia concettnali che formali. E neppure la teoria delle varieta
canoniche poteva dirsi sistemata in modo del tutto soddisfacente, si che ad
esempio il Hodge — nel lavoro citato — osserva che « the only papers which
> deal with canonical systems treat them in broad outline, and many points
> of detail have still to be investigated, ‘with the result that there are very
» few properties of canonical systems which can be used».

La presente Memoria, non solo arreca numerosi nuovi confributi a quelle
teorie, ma introduce nello studio di esse nuovi metodi — sia concettuali che
formali — che ne cambiano radicalmente 1’aspetto. Tali metodi, pur avendo
le loro radici nell’intuizione geometrica, sono formalmente algebrici e
concettualmente topologici, e potranno presum’ Imente venir applicati
a ocasi molto pitt generali, in guisa p. es. da trasportare dette teorie alle
varietd topologiche differenziabili (il che permetterebbe di giungere alle classi
di omologia di Stiefel-Whitney e di Pontrjagin in modo assai pili semplice di
come oggi non si sappia fare con la teoria delle osiruzioni, e di oftenere per
quelle un vasto assieme di proprietd nuove) Per ragieni di spazio, qui non
ci occuperemo perd di siffatte estensioni (°); ed ometteremo altresi lo studio
dal punto di vista assiomatico di certe nuove strutture algebriche
che qui si presentano, che pure parrebbe degno d’ interesse.

Allo studio algebrico-geometrico di dette strutfure, &,dedicato il primo
dei sette Capifoli in cui il lavoro & diviso. Tali strutture fanno intervenire
_opportune nozioni gruppali (°), e consistono di un’ infinitd di anelli
(gli anelli d’equivalenza di V, e delle varietd contenute in V), i cui elementi
sono convenientemente fra loro collegati mediante operazioni di vari tipi
{fra cui taluno del futto nuovo) e parzialmente ordinati a mezzo della
relazione d’inclusione. Accante all’introduzione di tali operazioni, va segna-
lata la considerazione di certe successioni di varieta e 1 estensione
a queste ultime di un utile formalismo algebrico.

Nel Capitolo 2°, poggiando sulle precedenti nozioni, perveniamo ad asso-
ciare ad ogni varietdh M, di V, una successione covariante d’im-
mersione di sostegno M,, ossia h varieth M,_,, M, ,,.., M, definite
intrinsecamente su M, a meno di un’equivalenza (e riducentisi alle successive

(°) Estensioni che ho proposte ad un mio discepolo, e per le quali si dovra tener conto
della teoria dell’omologia su di una varietd topologica relativa, dovanta a Lefschets
(cfr. p. es. LerscHETZ [1] p. 35 o [2] p. 209).

{*) L’opportunitd d’introdurre nozioni gruppali nello studio dell’equivalenza fra varieta
algebriche trovasi in J. A. Topp [1] ¢ Smver! [7]. La considerazione esplicita dell’ anello
di equivalenza devesi a J. A. Topp [8], il quale vi & pervenuto poggiando, sulle nozioni
di varieta ed intersezioni virtuali secondo Severi, nonchd sul fatto — pure aequisito in
SEVERX [5] — che I'equivalenza sopra una sottovarietd di V, implica !’ equivalenza su V;.
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varietd caratteristiche del sistema lineare | M) |, prese con segni opportuni
nel caso particolare in cui M, sia un’ipersuperficie di V,). Varieta siffatte
gid erano state costruite da ToDD [8] con 'uso delle varietd canoniche di M,
e di Vy; e caratteri numerici d’immersione, di una varietd in un’altra, erano
stati considerati prima ancora dal SevErI [1]. Qui perd raggiungiamo lo
scopo in modo semplice e diretto, poggiante essenzialmente sulla considera-
zione di certe intersezioni non regolari, si da ottenere in pari tempo con
relativa facilith varie proprietd e relazioni funzionali notevoli concernenti
quelle snccessioni covarianti. Mostriamo pure (n. 16) come alle suddette suc-
cessioni covarianti si possa pervenire anche piii rapidamente con mezzi di
carattere topologico, dopo aver applicato a V, una dilatazione di base M,.

L’ utilith e, per cosl dire, la spontaneitd dei concetti e dei metodi
suaccennati si palesa appieno nei due Capitoli successivi, dedicati rispettiva-
mente alla teoria generale delle intersezioni non regolari, ed allo
studio di varie altre questioni funzionali in cui intervengono varietd do-
tate di punti multipli. E persino maggiore si dimostra la portata
delle nozioni precedenti nel Capitolo sesto, ove le varietd canoniche
di V, si ottengono considerando la successione covariante d’immersione della
varietd diagonale del prodotto diretto V, > V, entro il prodottc medesimo.
Lia nuova definizione che cosl si ottiene per le varietd canoniche () & enor-
memente pitt semplice di quelle note fino ad oggi, poggianti su intricate
considerazioni concernenti le varietd jacobiane di certi sistemi lineari d’iper-
superficie, e — a differenza di queste — ha carattere essenzialmente topolo-
gico. Hssa permette di stabilire rapidamente ed in modo sunggestivo tutto un
insieme di proprietd nuove delle varietd canoniche, e di oftenere i legami
che intercorrono fra le varietd covarianti d’immersione e le varietd canoniche.
All’uopo vengono fra l’altro adoperati alcuni risultati — per sé mon privi
d’interesse — concernenti i prodotti diretti di due o pill varietd alge-
briche, ai quali appunto & dedicato il precedente Capitolo 5°.

L’ ultimo capitolo stabilisce i necessari raffronti fra la nuova e le
vecchie definizioni delle varietd canoniche (*), ed espone un certo numero di
esempi scelti in modo da istituire collegamenti espliciti fra le feorie qui
esposte e qualche risultato anteriormente noto. Non insistiamo perd granché
a tale riguardo per ragioni di spazio: in particolare, lasciamo per lo piu al
Lettore il non difficile compito di dedurre dai nostri risultati funzionali
corrispondenti relazioni di carattere numerativo, ritrovando cosi fra
Paltro — sovente sotto forma pilt estesa — varie formule di SEvErI [1, 2, 9],
AupaNese [1], J. A. Topp 3], Topp e MAXWELL {1}. Per lo stesso motivo,

() Per la quale vi era soltanto un precedente, dovuto a ComrssaTTI [1], nel caso estre-
mamente particolare della serie d'equivalenza di Severi: efr. quanto & detto al rignardo pii
oltre, in nota al n. 66.

{3} Cid porge, fra Valtro, il signrificafo funzionale della nota definizione topologica di
Alexander per Vinvariante di Zeuthen-Segre di una V; algebrica (n. 90).
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vien qui omesso d’indagare il comportamento degli enii oftenuti su V, di
fronte alle trasformaszioni birazionali non regolari di V, (dotate ciod di
elementi fondamentali); per uno studio parziale di tale questione, rinviamo
a B. SEGRE [3] ed a J. A, Topp [4, 6].

Un elenco abbastanza particolareggiato dei diversi argomenti trattati nel
presente lavoro vien fornito dall’Indice, posto alla fine; cfr. altresi le due
Note riassuntive di B. SEeRE [8, 9]. Aggiungasi che buona parte dei risultati
qui conseguiti erano gia fin dal 1939 in possesso dell’autore, che 1’8 novem-
bre 1939 ne fece oggetto di una conferenza presso I'Universitd di Cambridge.

CAPITOLO PRIMO
PRELIMINARI

§ I. - L’anello d’equivalenza E, sopra una varieta algebrica V.

1. Nel presente lavoro tratteremo varie questioni di geometria sopra una
varietd algebrica V, nel campo complesso; la. V sard sempre supposta irri-
ducibile, di dimensione v =1 e non singolare (ossia priva di punti multi-
plil. Le sottovarietd algebriche di V verranno denotate con lettere latine
maiuscole; useremo i caratferi tondi nel caso generale di varietd pure
od impure, ed i caratteri ordinari M, N, P, ... (eventualmente muniti di indici
inferiori o superiori} per designare varietd pure, riservando le prime
lettere 4, B, C,... dell’alfabeto per le ipersuperficie (ossia per le varieta
pure di dimensione v — 1) di V. Le dimensioni delle varieth pure M,
N, P,... e gli ordini delle ipersuperficie 4, B, C, ... saranno denotati con
le rispettive lettere latine minuscole m, n, p,... ed a, b, ¢, ....

Una qualunque varieth DI effettiva contenuta in V definisce univo-
camente le proprie componenti irriducibili (in numero finifo), ciascuna
M* delle quali da confarsi in essa con una certa molteplicita p; > 0. Cid si
esprime con I’ uguaglianza

(1) M =2 p, M

e si noti che non resta escluso che una delle M* coincida con la V, e che di
due diverse M* una contenga !’altra. I’insieme delle softovarieta effeitive
di V risulta chinso rispetto all’operazione di somma, e costituisce quindi un
semigruppo abeliano. Da esso si deduce un gruppo abeliano, che
denofteremo con I'y, con 1’ampliarlo mediante 1’ aggiunzione delle varietd
virtuali, differenze fra due varietd effettive di V; gli elementi O di I'y
si rappresentano ancora medianfe somme finite del tipo (1), ove attualmente
i coefficienti p; possono assumere valori interi (£0) qualsiansi, e fra essi si
opera per somma e softrazione in modo del tuito ovvio. In particolare, lo
zero di Ty si designerd — secondo ’uso — col simbolo O e si chiamerd la
varietd nulla di V.
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Il gruppo I'y risulta la somma diretta di v -+ 1 gruppi abeliani, cia-
scuno I% dei quali consta degli elementi puri di data dimensione i
(=0, 1,..., v); in particolare I'y & il gruppo ciclico infinito formato dai
multipli interi (positivi, nulli o negativi) di V. Corrispondentemente, ogni
sottovarieth MU di V pud scriversi in uno ed in un sol modo nella forma

(2) M=M" + M +..+ M

dove M* denota una varietd pura (eventualmente nulla) di dimensione .

2. Preso un qualunque intero m soddisfacente alle limitazioni O<<m<v—1,
consideriamo su V v — m sistemi lineari d’ipersuperficie effettive

{1) |44}, 142, ., |4%—"],

situati in posizione gemnerica. Con c¢id intendiamo significare che,
fuori di eventuali varietd fisse o semifisse (appartenenti cioé alle basi di
quei sistemi), v —m ipersuperficie tratte in modo generico rispettivamente
dai sistemi (1) debbano segarsi semplicemente secondo una varietd pura, M,
di dimensione m. Un insieme di varieth M effettive ottenibili in tal guisa,
completato con i suoi elementi di accumulazione, & cid. che chiamasi un
sistema elementare effettivo; e la mozione si estende subito ai sistemi elemen-
tari virtuali, assamendo virtuali i sistemi lineari d’ipersuperficie (1).

Si dimostra, col SEVERI [6, nn. 40-48], che la totalith dei sistemi elemen-
tari virtuali (ma non quella dei- sistemi elementari effettivi) risulta chiusa di
fronte alle operazioni di somma e di differenza. Cid val quanto dire che le
varietd pure, di dimensione m, esprimibili quali differenze di due varietd di
uno stesso sistema elementare costituiscono un gruppo abeliano, Q% , sotto-
gruppo di I'7. Ogni varietdh pura M di V appariiene ad una ed una sola
classe laterale di Q7 in Iy, data da M+ QY% ; tale classe chiamasi il sisfema
d equivalenza definito da M. Per non moltiplicare troppo le notazioni, noi
designeremo una di quelle classi con la stessa lettera M che denota un suo
rappresentante ; quando cid si prestasse ad ambiguita, un particolare rappre-
sentante della classe M verra indicato col simbolo ( M ). Con tali convenzioni,
un’ ugnaglianza fra classi

(2) M=N (su V)

si traduce nel fatto che un qualunque rappresentante (M ) dell’una ed un
qualungque rappresentante (N) dell’altra appartengono allo stesso sistema

d’ equivalenza, ossia sono — come si suol dire — fra loro equivalenti su V;
in tal caso — secondo Puso — scriveremo che &
(M)=(N) (su V),

e ne seguird 1’uguaglianza m = n fra le relative dimensioni. Qualora i rap-
presentanti delle classi M ed N si designino con queste stesse lettere, la (2)
non esprime naturalmente che i due rappresentanti debbano coincidere, ma
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soltanto che &
M=N (su V);

per significare che tali rappresentanti coincidono, introdurremo il segno =
e scriveremo che &
M=N.

I sistemi d’equivalenza di varietd di data dimensione m, composti per
somma, costitniscono un gruppo abeliano C%, gruppo quoziente di I'y ed QF.
Quale somma diretta dei gruppi ¥, C¥,..., ' e IV si ottiene un gruppo
abeliano, che chiameremo il modulo d’equivalenza di V e denoteremo con Cy;
esso pud anche ottenersi come gruppo quoziente di I'y e della somma diretta
Q% + QY+ ... + Q%' Elementi di Cy sono i sistemi generali d’equivalenza,
ciascuno dei quali risulta univocamente definito da un suo elemento arbi-
trario, o rappresentante, sottovarietd (effettiva o virtmale, pura od impura)
di V; un tal sistema verrd denotato con la stessa lettera OIU che designa un
suo rappresentante, specificando quest’ ultimo con (9I) quando occorra.
Ogni sistema d’ equivalenza 91U si decompone univocamente in una somma
di sistemi d’equivalenza puri, mediante la formula (2,) (°).

OsSERVAZIONE 1% — Le vonsiderazioni precedenti potrebbero venir estese
al caso in cui V sia riducibile, generalizzando cid che & stato fatto dal
SEVERI (6, cap. V] per le curve riducibili. Inoltre la definizione dei gruppi
abeliani I'y, QF, @% si applica senza modificazioni ad una varietd irridu-
cibile V che sia singolare, mnell’ipofesi che ¢l luogo dei punii multipli di
V abbia dimensione inferiore ad m.

OSSERVAZIONE 22, ~ Accanto all’equivalenza dianzi considerata, e che SEVERI
ha chiamato 1 equivalenza razionale, sono stati introdotti altri tipi d’equi-
valenza, detti Vequivalenza. algebrica e equivalenza aritmetica (cfr. SEVER1 [7]).
Tutti gli sviluppi del presente lavoro potrebbero — con lievi modificazioni —
venir trasportati a queste equivalenze; basta perd limitarsi, come noi faremo,
al caso de]l’equivalenza razionale, ponendosi mnel quale i nostri risultati
assumono la massima significativitd funzionale.

3. Se M ed N sono due varietd pure effettive di ¥V (di dimensioni m ed »),
designeremo con {MN) la loro interferenza; & noto che questa & una
varietd algebrica, ogni componente della quale ha dimensione non inferiore ad
m—+n— v, e che — in generale, e nell’ipotesi che sia m +n—v>=0 — cia-
scuna componente di { MN) ha di fatto la dimensione m-+-n—v. Diremo che
M ed N sono in posizione regolore entro V, se valgono le seguenti condizioni:

() Qui ed in seguito, ’indice in basso sta per indicare che ci si riferisce ad una for-
mula di un numevo precedente, (2,) denotando precisamente la formula (2) del n. 1. Si noti
perd che, attualmente, Ia (2,) viene ad assumere significato un po’ diverso da quello che
aveva la (2) nel n. 1, esprimendo ora un legame fra sistemi d’equivalenza {anziché fra curve).
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a) Vinterferenza ( MN ) & una varieta pura P, avente dimensione regolare
1) pP=m+n-—71,
con l'intesa che p < 0 implichi che M ed N non abbiano punti a comune, e
ciod che risulti P=0.

b) se p=0,1e M, N si segano semplicemente lungo P. Con cid inten-
diamo significare, che, preso un punio O generico di P (e ciod di una qua-
lunque componente di P), non solo le ¥V, P, ma anche le M, N, debbano
passare semplicemente per O; inoltre, detti rispettivamente Oy, Op, Oy, Oy
gli spazi lineari tangenti in O alle V, P, M, N, debba Oy risultare lo spazio
conginngente di Ox, Oy, il che — a norma della (1) — val quanto dire che
Ox ed Oy debbano segarsi secondo Op.

La nozione di varieta in posizione regolare entro V, si estende subito
ad un qualunque numero di sottovarietd di V.

Nelle ipotesi suddette, e tenuto conto del n. 2, si vede che, se le varieta
M ed N variano ciascuna in un sistema elementare effetiivo, lo stesso pud
dirsi della P. Il risultato si estende nel modo seguente al caso di varietd pure
M, N variabili entro sistemi d’equivalenza. Si ponga {com’® sempre possibile}

M:ZM,'“EMli', NzZ.Nj-‘EN/jr,
dove le varieta M;, M';,, N;, N';; varino entro sistemi elementari effettivi,
in guisa che per ciascuna coppia (M., N;), (M'y, Ny, (M;, N';), (M';, N';)
valgano le suddette condizioni a) e b). Si vede allora che, comunque si scel-
gano tali varietd, la

P=%(MN,)— (M N)—Z{MN,)+Z(M.Ny)
varia entro un sistema d’equivalenza. La varietd P chiamasi 1 énfersezione
virtuale delle M, N; la sna dimensione p & data dalla (1), e p <0 implica ch’essa

si annulli. Qualora M, N e P si pensino quali elementi del modulo d’equi-
valenza Cy di V, si potrd considerare P come prodotio di M ed N, e scrivere

P = (MN)v,

od anche semplicemente
P=MN

quando non vi sia possibilitd d’equivoco.
La definizione del prodotfo si- estende subito ad elementi
M =3I MY, N=ZN
arbitrari di @y, assumendo
MO = Z M*'N.
Si constata senza difficoltd che tale prodotfo risulta commutativo, associa-

tivo e distributivo rispetto alla somma, sicché Cy acquista mediante esso la
struttura di un anello commmutativo gradualo. Denoteremo con HEy questo
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anello, e lo chiameremo 1 anello d’ equivalenza di V (cfr. Toop (1], [7] § 2);
esso & dotato di unitd, Vunitd di By essendo manifestamente V. L’elevazione
a potenza (con esponente intero positivo o nullo) di un elemento di Hy,
verrd indicata scrivendo I’ esponente in alto a destra entro parentesi
quadre (onde evitare ch’esso possa confondersi con un indice superiore).

4. Prese su V una qualunque sottovarietd (effettiva o virtuale) M ed
una sottovarietd effettiva V' (di dimensione ¢’ << v), diremo che M appartiene
a {od é contenuta in) V' e ehe V' confiene M, e scriveremo che &

(1) McV (od anche V' D M),

se esistono due sottovarietd effettive M,, M, di V' (eventualmente costituite
da multipli di V') tali che si abbia

M, —M,=M (su V).

E si noti che, scrivendo la (1), oltre a quest’ultima condizione intendiamo
significare che la varietdh V' debba essere effettiva. E subito visto che la
relazione espressa dal simbolo CC ha carattere transitivo; inoltre, qualunque
siano le sottovarieth N e V' di T, risulta

(NV)y oV,
e dalla (1) seguono le:
(MN)y (NV)y V.

Si ha poi che, se V' & una softovarietd irriducibile di V, che sia non
singolare od almeno fale che il luogo dei smoi panti multipli abbia dimen-
sione inferiore ad m, e se M, N denotano due sottovarietd di V', dalla

M=N (sw V)
segue la
M=N (su V);

mo, non necessariamente viceversa. La prima parte di questa proposizione si
prova agevolmente tenuto conto del n. 2, stabilendola dapprima nell’ipotesi
che M ed N appartengano ad un medesimo sistema elementare effettivo, e
passando poi al caso generale. La seconda parte si stabilisce senza difficoltd
con esempi (efr. SEVERI [6], n. 45).

Nelle suddette ipotesi per V', ogni classe d’ equivalenza M di V' defi-
nisce quindi una classe d’ equivalenza di V, che si potrd ancora indicare
col simbolo M, soddisfacente alla (1). B subito visto che si ottiene cosi un
omomorfismo di €% in @V, e precisamente un omomorfismo di @V, sul
sottomodulo degli elementi M di % che soddisfano alla (1). Se V' & non sin-
golare tutto cid vale per m =0, 1,..., ¢/, e d& luogo ad un omomorfismo del
modulo d’equivalenza Cy, di V' nell’analogo modulo d’equivalenza Cy di V;

Annali di Motematica 2
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questo, perd, non si estende ad un omomorfismo fra gli anelli di equivalenza
Hy/, By, come si ha ovviamente notando che le varietd (MN)y, ed (MN)y,
nell’ipotesi che siano enftrambe definite e non nulle, risultano di dimensioni
diverse (rispettivamente uguali ad m + n— ¢ e m 4+ n —v).

5. Ci proponiamo ora di stabilire alcune proposizioni relative agli anelli
di V, leganti ciod fra loro I’anello d’equivalenza di V e gli anelli d’equiva.
lenza delle sottovarietd di V. Supporremo sempre che ciascuna delle softo-
varietdh che cosl intervengono sia effettiva e non singolare, od almeno che
sia dotata soltanto di singolaritd di dimensione inferjore a quella delle classi
d’ equivalenza che su essa si considerano.
a). - Se M, N,.., P, B, V' appartengono a V e sussisiono le

1 RV V.

posio per abbreviare

@) M =MV)y, N=@OV)v,.., PP=(PV')y,
risulla

(3) (RMN ... P)y = (BRM'N’ ... P'yy:.

Supposto anzitutto che ciascuna delle varietd che compaiono melle (1),
(2), (8) sia effettiva e non nulla, in virtd delle (2) fra le relative dimensioni
intercedono le relazioni

m—v=m — v, n—v=n0—0,., p—v=p —7,
sicché i due membri della (3) hanno la stessa dimensione virtuale
@) r+m—o)+m—2)+ ..+ (p—v)=r+ (m—0)+ @ —0)+ ..+ (p —)

Se inoltre, entro V, la V' rismlta in posizione regolare rispetto a ciascuna
delle M, N, ..., P, si pud assumere (n. 3):

(5) M =(MV'), N=(NV'),.., P"=(PV');

allora, in base alle (1), il luogo dei punti comuni alle B, M, N,.., P coin-
cide col luogo dei punti comuni alle B, M, N,.., P’, e si ha quindi

(6) (RMN..P)={RM'N'..P').

Supponiamo infine ulteriormente che le varieta E, M, N,.., P risultino fra
loro in posizione regolare entro V, e ciod (n. 3) che (RMN ... P) sia una
varieta pura, avente la dimensione regolare (4), e che lungo essa le B, M, N,..., P
si seghino semplicemente. Allora un generico punto O della (6) & semplice
per ciascuna delle varieta R, M, N,.., P, ed i relativi spazi tangenti Og,
Ou, Oy, ..., Op si segano secondo lo spazio O, tangente in O alla (6). In
virti di quanto si & ammesso al principio di questo numero, il punto O
risulta semplice anche per V', e sia Oy, il relativo spazio tangente. Questo,




B. Ssere: Nuovi metodi ¢ risuliaii nelle geomelria, ecc. i1

a norma delle (1) e delle ipotesi fatte sulle (5), conterrd Op — e quindi pure
O, — e seghera Og, Oy, Op,.., Op rispettivamente secondo gli spazi Og,
Oy Onryeny, Opr tangenti in O alle R, M', N',.., P’; ne comsegue che
I'intersezione di questi ultimi spazi tangenti coincide col suddetto O,, sicche
le R, M, N',..., P’ si segano semplicemente lungo la (6) e sono quindi in
posizione regolare entro V’. Ma allora, nelle ipotesi ammesse, dalla (6) si
deduce appunto la relazione (3).

Il ragionamento precedente mostra pure che, se una delle varietdh M,
N, .., P, M, N',..., P’ si annulla, allora ciascuno dei due membri della (3)
anche si annulla, sicchd la (3) confinua a sussistere.

Dal caso dianzi frattato, di varieta M, N,.., P, M’, N',.., P’ eoffettive
e soggette ad opportune condizioni di genericitd, si passa poi agevolmente al
caso pil generale, notando che sia 'uno che ’altro dei due membri della (3)
dipende linearmente ed omogeneamente -da ciascuna delle MM,
- N, ..., P. D’alfro canto, si pud in ogni caso assumere

(7) M=M —M, N=N,—N,,.., P=P,— P,,

facendo in modo che le condizioni suddette abbiano a valere qualora, per
ogni scelta di 4, j,.., k=1, 2, si sostituiscano in quelle le M,, N;,.., P,
alle M, N,..., P. Per quanto gid stabilito, sussistono allora le

(RM,N; ... Py)y = (RM' N; ... P'3)v+;

e basta combinare linearmente fra loro gneste relazioni in modo opportuno,
tenendo conto delle (7), per dedurne la (3).
Con argomentazioni simili a quelle dianzi impiegate per la a), si stabili-
scono le seguenti proposizioni.
b). = Se valgono le PC MV, Q NC V, aliora risulta:

(8) (PQ)v = (PN)v(@M)v)aen), -
¢). - Se valgono le PV, V'V, PP P, P" C P, allora risulla :
(9) (B"P")pV )y = (P'V)(P"V))pvy,, =

=((P'V)yP")p=(P"V)vP)s.
d). - Se valgono le PCMCNCV, M'CM, N CN, allore risulle :
(10) (PM")uN')y = (P(M'N')n)u -
¢). - Se walgono le PCMcCV, PCP, PPCP, MM, M"CM,

allora risulla :
(11) (P'M)u(P"M"yag)p == (P'P") oM’ M")at)as -

f). - Se valgono le PCMC V, PCNCV, PCP, MCM, NCN,
allora risulta :
(12 (P MNuN')y = ((P'N')yM')xz .
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g). - Se valgono le P= (MN)y, M'CM, M"CM, NNCN, N'CN,
allora risulle :

(13) (M N)o(M"N")v)p = (M M)l N N")n)v

Pilt precisamente, ciascuna delle (8)-(13) pud dapprima venir stabilita
nell’ipotesi che le varietd che in essa compaiono siano effettive e soggette
ad opportune condizioni di genericitd; e si passa poi al caso pil generale
mediante considerazioni analoghe a quelle svolte dianzi relativamente alla (3),
dopo aver constatato che — in virti delle ipotesi ammesse — i vari membri
delle relazioni da stabilire hanno senso a norma delle definizioni dei nn. 3, 4.
Lasciando al Lettore i dettagli delle dimostrazioni, ci limiteremo a verificare
che in ciascuna delle (8)<{13) i due membri hanno la stessa dimensione vir-
tuale, data ordinatamente da:

prq—ov=(p+n—v)+(g+m—v)—(m+n—uv),
(0 + 0" — D)+ 0 —o=(p +¥ = 0) + (" + 0 — ) — (p+0 —v)=
=@ +v—0)+p —p=0"+V —v+p —p
(p+m—m)+n —n=p+(m +n —n)—m,
(p +m —m)+ (' +m —m)—p=(p +p" —p)+ (W +m —m)—m,
(P +m—m)+n—n=p +n —n+m—m,
m' 40— v) -+ (m” + 0 —v)—p=(m +m —m)+ (0 +n" —n)— o

Le prime cinque di queste uguaglianze sono identita d’immediato controllo,
e I’ultima sussiste in forza della p=m + n — v, che snbito discende dalla
relazione P = (MN)y ammessa in g).

Le proposizioni precedenti, e altre consimili, possono venir combinate
fra loro per sostituzione, dando luogo a proposizioni pilt complesse. Al
riguardo si potrebbe porre il problema — di cui perd qui non c¢i occupiamo —
di caratterizzare le varie formule cosl ottenibili, p. es. con I’introdu-
zione di un opportuno simbolismo. Rileviamo ancora che dalle a)-g) si dedu-
cono subito altre proposizioni piti semplici particolarizzando qualcuna delle
varietd che in esse intervengono, come mostrano gli esempi seguenti, a cui
potrebbero facilmente venir aggiunti altri.

Dalla a), assumendo B =V’ e rammentando (n. 3} che V' & I’elemento
unitd dell’ anello My, si deduce che:

a') Definite le M', N', ..., P’ con le (2), risulia

(VVMN ... P)=(M'N' ... P')y..

Se nella a) si suppone compaia una sola, M, delle M, N,.., P, e si
assume questa coineidente con V’, si ottiene che:
a’) Supposto RC M C V, risulta :

(BM)y = (R(MP)v)y.
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Basta poi applicare ripetutamente la a) per vedere che
a”) Supposto M MCV, NN V,.., PCPCV, risulla :

(M'N'... Py ={(..[((MN ... PyyM)uN'ly ... P')p.
Dalla b), fattovi P= @, M = N, segue che:
b) Se PC MV, posto P'= (PM)y, M' = (M¥), risulta:
(PP)y = (PP .
Facendo in ¢) P”"=P, si oftiene la seguente proposizione [contenuta

anche nella a) come caso particolare]:
¢) Se valgono le PP— PV, V'V, risulla :

(P'Vy =(PV)yP)p.
Le ipotesi fatte in d) sono in particolare soddisfatte, ove si assuma:
PCVCV, PCNCV, NCN, M= M = (NV)y.
Allora & ovviamente (PM')yy = P ed inoltre, in virtd della a), (M'N')y = (N'V')y.
La (10) cosl diventa (PN')y—=(P(N'V')y)u, sicch®, scrivendo M ed M’ in
luogo di N ed N', vediamo che
d’) Se valgono le P V'V, PCMC V, M'C M, risulta
(PM')y = (P(M'V") V)(MV’)V‘

§ II. - Successioni di varieta, loro inverse ed alternanti.

6. Su di una varietd algebrica P, irriducibile, non singolare e di dimen-
gione p >0, avremo sovente da considerare delle successioni di elementi
{puri, effettivi o virtuali, ed eventualmente nulli)

(1) P, P,.., P,

del relativo anello di equivalenza Hlp, soddisfacenti alla condizione che le
dimensioni di quegli elementi valgano rispettivamente

p,p—1,.., 0
e che il primo P, di essi coincida con l’unity P di Ep. Una successione
siffatta verrd brevemente denominata una successione di sostegno P, e sard
designata con un simbolo del tipo { P}.
Giova talora di estendere la (1) completandola a destra con un’infinitd
di gzeri, il che conduce ad identificare la pitt generale successione di soste-
gno P con una successione infinito

(2} {P}:PO:P“ sz-“:
i cui elementi P, siano soggetti alle sole condizioni
(3) P =P dimP,=p—i (=1, 2,..),

1
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ove (in conformitd col n. 3} ogni elemenfo di dimensione negativa si assuma
uguale allo zero.

Alla successione | P} si pud poi utilmente coordinare 1 elemento di
Elp somma dei suoi elementi

4 §=P,+P,+ ..+ P,

od anche la serie di potenze formali in un’indeterminata a avente la { P|
quale successione dei coefficienti:

(b} [{P}, ¢l=P,+ Px + Px* +....

Si noti che, in forza delle precedenti convenzioni, quest’ ultima si riduce di
fatto ad un polinomio (di grado <<p) mnella x. Inoltre, in virta delle (4),
{5), manifestamente risulta

§=[{P}, 1];

gicché si ha un isomorfismo fra gli elementi & di lp composti per somma
e moltiplicazione e le relative serie di potenze (D).

Le serie di potenze in un’indeterminata x con i coefficienti in un anello
commutativo dotato di unitd, nell’ipotesi che il loro termine indipendente
dalla x sia I’unith, costituiscono un gruppo moltiplicativo abeliano. E subito
visto che la stessa proprietd sussiste se l’anello & graduato, e si suppone
inoltre che i suddetti coefficienti siano omogenei ed abbiano gradi in pro-
gressione aritmetica di ragione fissa. Ne discende che:

Qli elementi (4) di Bp soddisfacenti alle (3), composti molliplicativamente,
costituiscono un gruppo abeliano, isomorfo a quello formato dalle corrispon-
denti serie di potenze (D).

Dunque, date due successioni { P}, { P’} aventi lo stesso sostegno P,
se 8 e & denotano gli elementi di Flp che ad esse restano coordinati a
norma della (4), il prodotto (88)r di questi risulta coordinato ad una nuova
successione di sostegno P, che chiameremo il prodofto di quelle due in Hp
e denoteremo con { P}.{P'}. Cid equivale ad assmmere

[{P}-{P'}, @] =[{ P}, «]- [{ P}, «].
Si ottiene cosl che

Le successioni di dato sosltegno, composte moltiplicativamente nel wmodo
.suddetto, costituiscono un gruppo abeliano (isomorfo a quelli considerati mnel
precedente enunciato).

Ne consegue che un’arbitraria successione | P} di sostegno P ammette
in HMp un’inversa | P}—!, avente ancora il sostegno P, che denoteremo per
comodita con
(6) {Pl=P, P, P,,..,
tale che
g [t P}, l=[{ P}, "
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E chiaro che in ogni caso risulta

(8) {Py={P}| (ossia (P,=P, per i=0, 1, 2,..);
e che dalla
9 {P}-{P}={P"}

si traggono le
{100  {Pi{={P'}.{P"}, {P}\={P}.{P"}, {P"}={P}.{P}.

Inoltre, se

(11) §=P +P +..+P,
¢ Velemento di Elp coordinato alla successione (6), si ha manifestamente:
(12) (88)p = P.

Sarad utile talvolta di associare alla successione (2) la
{P{=P,, —P,, P,, —P,, ...,
che chiameremo 1’ allernante di quella, assumendo dunque
(13) P, = (— 1)'P; E=0,1, 2 ...
In base alla (5) ed a cid che precede, ne consegue che &
e si constatano subito le identita :

(16) {P{={P|, {P{=1|P}, {P|-{P|={P}.{P}.
7. In virth del numero precedente, la (9,) equivale alle relazioni esplicite

(1) P"” = E PJ.PI.._j
§=0
nelle quali & sottinteso che ciascuno dei prodotti che compaiono a secondo
membro dev’essere calcolato su P (operando ciod nell’anello Elp). Sulle (1).
si constata subito direttamente che, siccome le P;, P’; soddisfano alle (3,), lo
stesso accade per le P”,; e si vede inolire che P”; dipende soltanto dalle
P,, P,.., P, e dalle Py, P,.., P';, eppertanto, se ¢ < p, non da tufti gli
elementi delle successioni | P} e { P'}.
Parimenti, la definizione data nel n. 6 per la successione (6) si traduce
con le ‘
5 p.p. _ P se ¢=0
@) ZPP-1=10 s i>0
la prima delle quali esprime semplicemente che &

(3) B,=P,=P.

=0, 1, 2,..).
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Le i equazioni (2) successive, sono lineari non omogenee nelle P,, P,, ..., P;,
col relativo determinante dei coefficienti uguale all’unitd di Ep; da esse si
trae subito che &:

P, P O 0 .0
i P, P, P O 0
4) Pi=(—-1)p, P, P, P ..0 =1,

.................

ossia, ponendo qui successivamente ¢ =1, 2, 3, 4, ... e sviluppando,

Piz_Pu P2=(P1[2])P_P2) Ps='“(PJ[S])P'*'Q(PiPz)P_Pa’
P, = (P") — 3(P,®IP,)p + 2(P,P,)p + (P,)p— P, ....

Le (3), {4) mostrano che P, dipende soltanto dalle P,, P,,..., P; e che, poi-
che le P; soddisfano alle (3,), lo stesso & delle P,. Meno immediato sarebbe
da quelle dedurre la (8;) o che ciascuna delle (10,) equivale alla (9;). Un’altra
riprova dell’utilitd delle considerazioni del n. 6 vien fornita dall’esempio che
ora daremo, e di cui avremo poi ripetutamente a servirci nel seguito.

Sulla varietd V, fissiamo un qualunque numero s (= 1) d’ipersuperficie 4

arbitrarie (effettive o virtunali):
(5) 41, 42 .., 45,

e definiamo la successione } V} delle

(6) V= V(4) = V#4) = V(4 4%.., 49 (t=0,1, 2,.)
assumendo
y [V, 2= Il (1+4%),

dove a secondo membro i prodotti vanno eseguiti. su V ed 1 denota I’ unita
dell’ anello 2, ossia V. Dalle (5,), {7) si trae che &

(®) Vi(d) =7,

che, quando 7 soddisfa alle i=1, i<<v, i<<s, lo V{(4) uguaglia la somma
di tutti i prodotti delle A prese ad i ad i senza ripetizione (ed & quindi una
varietd pura di dimensione v — 4), infine che risulta

Vi{d}=10 se 2> v, od anche se ¢ > s.

Ne consegue che le (6) costituiscono una successione { V} di sostegno V, a
norma della definizione del n. 6.
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Allo scopo di determinare la successione inversa | Vi, osserviamo che
dalla (7) si deduce:

(V] —a =1 (1 — ) =

1

=

(1 4+ Ao+ (AME? 4 (AP + ...).
)

L =

Avato riguardo alle (7,), {14,), {15,), ne consegue che &

V4=V
e che, se i=1, V,(4) uguaglia la somma di tuiti i prodotii delle A prese con
ripetizione ad i ad i (talch® risulta V,(4)==0 per i > v). Cid fornisce subito
I’ espressione esplicita delle V,(4), essendo, in virth della (13)),

(4) = (— 1)*V(4).

8. Nella solita varieth ambiente V, consideriamo due varietd irriducibili
P e P’, situate in posizione regolare (n. 3) e segantisi lungo una varietd
irriducibile P” (di dimensione p” =p + p' — v = 0), talché risultera P’ = (PP')y.
Prese due qualunque successioni

(1) ‘{Pi=P,, P, P,,.., {Py=P,, P, P,,..
di sostegni P e P’, possiamo ad esse coordinare una terza successione
{2) \P"{=P",, P",, P",, ..,

di sostegno P”, definendo le P”, mediante le (1,), con la convenzione che
ciascuno dei prodotti che ivi compaiono a secondo membro debba ora venir
calcolato su V. Diremo che la successione (2) & il prodotio delle (1) su V, ed
esprimeremo tale relazione fra le successioni (1} e (2) mediante la (9,) od anche,
per maggior chiarezza, con la

3) tP =1 P11 P i)y
Detto prodotto si definirda anche nel caso escluso in cui sia p” <0, assu-

mendolo allora uguale allo zero.

La (3) equivale manifestamente alla

‘é’” — (3 . gl}y,

dove 8, & e & sono gli elementi di #, (dotati anche ordinatamente di rap-
presentanti in Elp, Bp ed Elp.) coordinati rispettivamente alle successioni (1)
e (2) giusta il n. 6. I1 prodotto dianzi definito & pertanto commutativo ed
associativo, sieché:

Le successioni aventi per sostegni le varie sotfovarielt di una data varieta V
costituiscono un semigruppo abeliano moltiplicativo, avente lao successione

V, 0, 0,... come elemenlo unitd. Quest' ultima verrd pertanto denominata la
successione unitaria di H, .

Annali di Matematicn
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Ne consegue che, nel suddetto semigruppo, le successioni che ammettono
un’ inversa sono quelle di sostegno V. L’inversa di una successione | V! sif-
fatta ha ancora V per sostegno, e non differisce dall’inversa | Vi di | Vi
definita in #; giusta i nn. 6, 7. 8i vede inoltre che, nelle condizioni attuali,
se (e soltanio se) il sostegno P’ della seconda successione (1) coincide con la
varieta, ambiente V, la (3) equivale alla

IPy=(1P' 11 P"1)p.

Piu in generale, due successioni aventi per sostegni due sottovarietd
di V, possono venir moltiplicate fra loro su di una sottovarieta
di V che contenga quei sostegni; e per prodotti siffatti valgono relazioni
analoghe a talune di quelle stabilite nel n. 5 per prodotti fra sottovarieta di V.
~ Cosl, ad esempio, come estensione della d) del n. 5 si ha che:

Prese in V due sottovarieta M, N e tre successioni | Pi{, {M'{, | N'| di
sostegni P, M', N' soddisfacenti alle
(4) PCMcCNCV, Mc M, N C N,
sussiste U uguaglianza :
(5) ((VP1e (M e | Ny = (P ( ML LN o

Per dimostrarlo, osserviamo che le (4) implicano le
P MCNCYV, M, M, N,CN
per ogni scelta delle j, h, k=0, 1, 2, .... Pertanto, in forza della (10,) risulta
(6) (P M)V o) v = (PAM W N ) -

I due membri della (5) sono pertanto due successioni aventi lo
stesso sostegno, i loro sostegni essendo precisamente dati dai due
membri della relazione fornita dalla (6) per j = h = k.= 0. Per stabilire la (),
basta allora far vedere che, per ogni ¢=1, 1’(¢ + 1)m° elemento di una di
quelle successioni coincide con 1 (i + 1)m° elemento dell’ altra. Ebbene, &
subito visto che si raggiunge questo scopo sommando a membro a membro
le relazioni (6) provenienti dai valori di j§, h, k che soddisfano alle

j+h+k=i j=0,h=0k=0.

Con argomentazione simile a quella svolta or ora, dalla e) del n. b si
deduce che:

Se P MC 7V, prese comungue due successioni | P'1, | P"| di sostegno P
e due successioni { M'y, | M" di sostegno M, risulla :

O AP oy M D (VP M ), = (VP - TP e (VM MY ) -

In particolare, se assmmiamo |P" =} Py, \M" =M1, i prodotti
(1P'{«{P"{)p e ({M1+{M"| )y riduconsi alle successioni unitarie di Hp
ed #y, onde U'ultima relazione mostra che:
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Se | Py, | M’} sono due qualunque successioni fali che il sostegno P
della prima appartenga al sostegno M della seconda, il prodotto (1 P'1« M | )u
¢ una successione di sostegno P, la cui inversa in Ep vale:

e ~ -
(1P i M y=(IP- 1M )u.

Pift in generale, basandosi sulla g) del n. b, si vede che:
Se P = (MN)y, prese comunque due successioni | M'y, | M" di sostegno M

e due successioni | N' 1, \N" | di sostegno N, risulta:
(TM I N )y (VM- AN ), = (VM A M  )ar e (RN 1 ENT )
Pertanto :
Se {Mi, N, 1P| sono tre successioni di sosteyni M, N, P, aventi
rispettivamente | M i, { Ni, | P! come inverse in By, By, HEp,

dolla \ Pl = (1M -\ N1)y, segue la ;Pi:(iﬂ!-:ﬁ;)y;
e questo risultato si estende subito al prodotto di un qualurique numero di
successiond.

Notiamo infine che, applicando il n. b, a), si ottiene che:

Se | M} ed | Nt denotano due successioni qualsionsi coi sostegni M ed N
appartenenti a V, risulia

§ IIL. - Un’operazione a tre o piu termini fra elementi di #,.
9. Consideriamo in V tre sottovarieta P, M, N, la prima delle quali sia

non singolare, e supponiamo che le loro dimensioni soddisfino alle

(1) p=m-+n—v=0.

Se le M, N passano semplicemente e-in modo generico per P, la loro inter-
ferenza { MN ) viene ad essere costituita da P e da una residua varieta

@) Q=(MN)— P,
di dimensione regolare
3) qg=m-+n—2,

lungo la quale le M, N si segano semplicemente. Allora diremo che @ & il
prodotio simbolico di M ed N eniro V, relativo a-P, e scriveremo che &

(4) Q = (MNYy.

Pit generalmente, se s (=2) varietd M', M’ .., M*® passano in modo
generico per P, e se &:
(5) p=m +m + ..+ m— (s — 1jp =0,

Vintersezione delle M residua a P consta di una varietd ¢ di dimensione
regolare

) g=m"-+m +..+m — (s — 1jp,
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la quale si dird il prodotio simbolico delle M eniro V, relativo a P, e si desi-
gnera col simbolo

(7) Q= (M'M?.. M%)5.

11 prodotto si definird anche nel caso escluso in cui sia ¢ <0, assumendolo
allora ugunale allo zero.

E chiaro che un tal prodotto risulta commutativo, ma non necessa-
riamente associativo, rispetto ai fattori M', M? .., M° Qualora la dimen-
sione p di P wuguagli il numero ¢ definito dalla (6), le M*, M3 .., M* sono
in posizione regolare entro V (n. 3), e si segano semplicemente lungo la
varietd pura P -+ . Tenuto conto della (7) e del n. 3, si ha quindi che, se
p=q, risulia:

®) (MM* .. MoV = (MM .. M%)y — P,

10. Ci proponiamo ora di dimostrare il seguente

TEOREMA. - Se le variela P, M', M2, .., M, dionzi considerate, variano
su V entro a sistemi di equivalenza, lo stesso accade del prodotto simbolico (7).
Questo pud conseguentemente venir altresi comsideralo come una classe di
equivalenza, univocamente determinata dalle classi di equivalenza P, M',
M2, ..., M, soddisfacenti alle condizioni P M* e (,).

11 teorema & evidente se p ==¢q, essendo allora una conseguenza imme-
diata della (8,). Basterd dunque dimostrario nell’ipotesi che sia

(1) p>q.

Si ha anzitatto che, se si tien fisso P e si fanno variare le varietd
M', M?, .., M* per P entro a sistemi elementari (n. 2), anche la varietd @
data dalla (7,) varia entro ad un sistema elementare. Da qui, tenuto conto
del n. 2, si deduce la parte del teorema che concerne la variabilith delle
MY, M?, .., M*. Allo scopo di estendere il risultato al caso in cui si faccia
variare I’, premettiamo alcune osservazioni che ci verranno utili anche
pilt tardi.

a) Supponiamo che un certo numero r (<s) di fattori del prodotto
simbolico (7,) si spezzino nella P ed in una varietd residua, ancora di dimen-
sione p; si abbia ad esempio

Mt= Nt + P (mt = nt = p) per i=1, 2, ..., r.
Allora su V risulta
(2) (MM? ... M35 = (N'N* .. N7) - (M7 Mo

Questa formula & invero ovvia per r==1, in base ai nn. 3, 9; e la si dimo-
stra subito per r > 1, procedendo per induzione rispetto ad r. Rileviamo il
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caso r =g, in cui la (2) riducesi alla
(8) (M'M:..M%,=(N'N*..N%)y=(M'— P)M: — P)...(M* — P))y;

od & chiaro che, nelle ipotesi attuali, il suddetto teorema si legge senz’altro
sulla (3).

b) Date in V s+ 1 varietda V', M', ..., M* supponiamo che la prima
sia in posizione regolare rispetto a ciascuna delle altre, e le incontri quindi
secondo varietd

(4) M= (MV) =1, 2,..,5)
aventi dimensioni regolari
(5) m't=m'+ v — o

E chiaro che ogni punto comune alle V', M*,..., M* & pure comune alle M"!,
M, ..., M, e viceversa. Inoltre, se le M e la T’ sono varietd di V passanti
H 4 ’ ) A
in modo generico per P, le M’ risultano varietd di V'’ passanti in modo
generico per P, le une e le alire avendo una medesima intersezione semplice
residua, @, di dimensione
8 8
v+ D mt—sv= 32 mt—(s-—1)v;
=1

gzl fe=

e si noti che — supposto valga la (1) — dev’essere s =2, poich® altrimenti
(ossia se s = 1) la variety ( M"*M™ .. M's) sarebbe pura, e non potrebbe quindi
coincidere con la P + @. In virtd del n. 9, su V sussiste pertanto ’equivalenza:

(6) (VM* ... M%) = (M"*M" ... M%)},

Siamo ora in grado di completare la dimostrazione del teorema enunciato
in principio, procedendo per induzione rispetto al carattere m=9»—p, il
quale deve manifestamente essere positivo. Se n =1, e cio® se p=v—1,
la P & un’ipersuperficie di V; sicch® ciascuna delle M — dovendo conte-
nere P — si spezza in P ed in un’ipersuperficie residua, ed il teorema &
vero in forza di a). Pilt generalmente, se ciascuna delle m' uguaglia p il
teorema sussiste in virta di a), sicchd basterd limitarci al caso in cui almeno
una delle m! superi p.

Se n>1 ed m' > p, possiamo ammettere il teorema per valori inferiori
del carattere m ed applicare b). La (6), attualmente, con ovvio cambiamento
di notazioni, si scrive nella forma

(MiM* ... Mo)5 = (M" ... M")5;

ed il prodotto simbolico che qui figura a secondo membro ha il carattere
' =m' — p < w. Ne discende che la varietd @ a primo membro varia in un
sistema d’equivalenza, non soltanto se si fanno variare le varieta M*! M: ...,
M? per P entro a sistemi d’equivalenza su V, ma pure se si fa variare la P
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entro a un sistema d’equivalenza su M'. Si ha quindi il teorema, dopo aver
osservato che ogni varietd equivalente a I pud ottenersi applicando alterna-
tamente un convenlenfe numero di volte le due operazioni di far variare
la P entro ad un sistema &’ equivalenza su M' e di far variare M', attorno
ad una varietd equivalente a I cosl ottenuta, entro ad un sistema d’equiva-
lenza su V.

11. La moltiplicazione simbolica (7) di due o piu sottovarietd
M, M?% .., M* di V, relativa ad una sottovarieta P di V, & un’operazione
che a priori non ha nulla a che vedere con le operazioni dell’anello d’equi-
valenza Zl,. Nel caso banale in cui, con le notazioni del n. 9, sia p=¢, v’&
tuttavia un semplice legame fra quella moltiplicazione e le operazioni di E,,
espresso dalla (8,). Estenderemo in seguito siffatto risultato al caso non
banale in cui si abbia p > ¢, facendo intervenire certe varietd, opportuna-
mente definite, covarianti delle singole M', M* .., M*, P in V. Tenuto
conto del n. 9 e del teorema del n. 10, !’espressione a cui cosi perverremo
per la differenza

(1) (M*M? ... M%), — (M*M* ... M%),

la quale & una varietd (virtuale) pura, di dimensione ¢, definita a meno di
un’equivalenza, potrd dirsi 1’ equivalenza funzionale di P nell intersezione
delle varietdh M', M* ..., M* passanti semplicemente per quella.

Si ottiene una varietda @ equivalente alla (1), quale intersezione residua
a Q di varietyh M't, M, .., M'® rispettivamente equivalenti alle M*, M?, ..,
M* e passanti genericamente per ¢, B chiaro che, se le M’ M .., M'*
variano tendendo alle M*', M? .., M* la suddetta varietdh ¢ varia mante-
nendosi equivalente alla (1) e tendendo ad una sottovarietd di />. Pertanto:

La varieta virtuale (1) appoartiene ad Ep, ossia pud dirsi virtualmenle
contenuta in P.

Nonostante cid che si & detto al principio del presente numero, possiamo
osservare che v’® una certa analogia fra i prodotti in Zl; e le moltiplicazioni
simboliche di cui al mn. 9. Questa analogia, giustificata  dal teorema che
daremo in nota nel numero successivo, rende conto del perché da taluno dei
risultati del n. 5, ove compaiono soltanto operazioni in E;,, possano trarsi
uno o pitt risultati consimili inerenti alle moltiplicazioni simboliche. Cosi,
ad esempio, la (6,) — stabilita in &) al n. 10 — pud venire considerata
come un’estensione della proposizione data in a’) nel n. 5. Un altro modo di
estendere tale proposizione & quello espresso dalla

@) (V. (MJ.M‘Z MS}II;)V: (M"M"* ... M;s)i;’,’

dove le notazioni sono le stesse del n. 10, b) e si & posto P’ = (I’V')p.
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Per dimostrare la (2), & lecito supporre le M', M?, ..., M* passanti in
modo generico per P, e le P, V' situate in posizione regolare entro V; si
possono inoltre assumere le M'* definite dalle (4,,), ¢ P’ coincidente con { PV").
Allora & chiaro che 1’intersezione delle MY, M3, ..., M* residua a P, vien
segata da V' secondo l’interseziome delle M, M, ..., M, residua a P’
Poich®, in forza delle (5,), i due membri della (2) hanno la stessa dimen-
sione virtnale

VA4 (mt - At — (s — 1)o) — v =m"t +mE A — (s — 1),

cosl, tenuto conto dei nn. 3, 9, ne consegue la (2). Si sarebbe potuto raggiunger lo
seopo pit rapidamente, applicando il teorema dato nella nota ('!) al seguente n. 12.

12. Conservando le notazioni del primo capoverso del n. 9, dimostriamo che
Le due varieta P e ), ivi considerale, sono appoggiate I'una oll alira
lungo una varietd pura (eventualmente nulla):

(1) R=(rg),
di dimensione r = q — 1.

A tal fine, trasformiamo birazionalmente V in una varietd V' (di dimen-
sione v), mediante una dilatazione di base P (!*). Con cid P mutasi
in un’ipersuperficie P’ non singolare di V'; ed alle M, N corrispondono su
V' due sottovarietd M’, N, ancora di dimensioni m, n, che non giacciono
nell’ipersuperficie P’ e quindi incontrano questa lungo varieta M',, N’
aventi rispettivamente le dimensioni m — 1, n — 1. Osserviamo ora che, a
norma della (2,), alla varieta @ di V viene a corrispondere sii V' una varieta
pura ¢, di dimensione g, intersezione semplice delle M’', N’ (*!). La ¢ non
appartiene all’ipersnperficie P’ e quindi incontra quest’ultima lungo una
varietd, pura R, di dimensione ¢ — 1, soddisfacente manifestamente alla:

) E=(PQ)=(MN,)
In virti della (1), questa E' viene mutata nella B dalla corrispondenza fra V’
e V (la quale opera univocamente senza eccezioni nel passaggio da V' a V};

pertanto il risultato da stabilire ne seguird, dopo aver dimostrato che il rife-
rimento subordinato fra R ed R’ da quella corrispondenza & birazionale.

{*°) Relativamente a siffatte trasformazioni, ved. B. Srere [6], § 1.

(*1) Poichd @' =(M'N'}y,, cosl (n. 3) @ varia su V' entro ad un sistema d’squivalenza
se lo stesso & di M’ ed N'. Ritornando a V, da qui si deduce una nudva dimostrazione del
fatto (n. 10) che, al variare di M ed N per P entro a sistemi d’equivalenza su V, anche @
varia in un sistema d’'equivalenza. Si noti che I"argomentazione del testo prova, pili gene-
ralmente, che:

Una dilatazione di Vin V', di base P, muta ogni varietdq (M M?2..M -S‘)f; in una varieto
del tipo (MM ... M's)y,, dove le M’ hanno un opportuno comportamento rispetto alla va-
rietd P' in cui P si dilata passando da V a V' (su cid, cfr. quanto specificato nel testo al
capoverso successivo, ed anche il n. 16).
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Ricordiamo, a questo scopo, che si pud prendere un modello proiettivo
di V', su cui l'ipersuperficie P’ risulti luogo di oo spazi lineari O, di
dimensione v —p — 1, ciascuno trasformato di un punto O di P. Il generico
di tali spazi O sega le M’, N’ secondo spazi lineari O'y,, O'y,, i quali cor-
rispondono agli intorni del punto O sulle M, N, ed hanno rispettivamente le
dimensioni m —p — 1, » — p— 1. Ora & chiaro che i luoghi degli co® spazi
Oy, O sono le snddette varieth M',, N',. Inoltre, mentre per un generico
O questi due spazi snbordinati di O sono sghembi fra loro, d’accordo col
fatto che in virth della (1,) risulta

m+p—1)+m—p—1)—@v—p—1) <O,

avuto rignardo alla genericith della varietdh M ed N per P si ha che due di
detti spazi che & incontrino hanno generalmente un- sol punto a comune.
D’ altro canto, tenuto conto della (2), si vede che Oy ed O'y. hanno punti a
comune (necessariamente situati su R') se, e soltanto se, O giace su R, nel
qual caso tali punti sono precisamente i trasformati di O nel riferimento
fra B ed R. Ne consegue che ad un generico punto O di B corrispunde un
sol punto su R/, e cid prova 1'asserto.

Mostreremo che:

Se le varieta M, N, PP descrivono su V dei sistemi d’equivalenza, in guisa
che M ed N continuino a passare per. P, anche la wvarietd B — di cui al
precedente enuncialo — varia su V eniro ad un sislema d’equivalenza.

Scegliamo comunque in V una generica ipersuperficie V' passante sem-
plicemente per P, e quindi pure per BE. La V' non conterrd alcuna compo-
nente della varietdh @ definita dalla (2,), e segherd @ lungo una varietd pura,
di dimensione regolare ¢ — 1 =1, composta della B e di un’ ulteriore
varieta B,. B chiaro che B, risulta Pintersezione delle M, N, V' residua a P,
in guisa che si pud sorivere:

R = (MNV)y, (QV)y=R-+R,.
Ne consegue la
3) R =(QV)y — (MNV')y,

per ogni scelta di V’ soggetta alle condizioni indicate. E dalla (3) si trae
subito quanto asserito, poggiando sui nn. 3, 10.

I precedenti risultati, concernenti la varietd (1) relativa ad un prodotto
simbolico (4, di due fattori, si trasportano senza difficolth all’ analoga
varietd, definibile ancora con la (1), relativa ad un prodotto simbolico (7,)
di un qualunque numero di fattori. In seguito potremo dunque valerci di
tale estensione.
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CAPITOLO SECONDO
VARIETA COVARIANTI D’IMMERSIONE DI UNA VARIETA IN UN’ALTRA

8§ I. - La successione covariante di dato sostegno.

13. Fissata una qualunque sottovarietd P irriducibile e non singolare di V
(0 < p <), scegliamo un intero (positivo) s, variabile nell’intervallo

(1 vV—pES<Y,

in corrispondenza al quale assumiamo

2 =84+ pP— 0=t=<p)
Prese inoltre in V comunque s ipersuperficie passanti genericamente per P:
3 AL, 4., A8,

poniamo V5=V e denotiamo con Vi = V;(4) la somma dei prodotti delle (3)
combinate ad ¢ ad ¢ senza ripetizione (¢ =1, 2, ..., s}. Possiamo allora defi-
nire le varietd Pyp,; col porre:

t
(4) (At42 ... A%, — (4142 ... As)I};x 3 PV,ina—i(A)-
=0
Pin precisamente, tenuto conto della (8,), 1’equazione fornita dalla {4)
per 8 = v -—p porge
(5) Pyo=P.

Inoltre le equazioni date dalle (4) per s=v—p-+1, v —p+ 2, .., v deter-
minano successivamente — e in modo unico — le varietd I’y,y, Py, ..., Py,
quali elementi di B, ; ed anzi, poich® (n: 11) il primo membro della (4) @
una varietd pura di dimensione ¢ =% — s =p —{ contenuta in P, cosi Py ;
risulta nel modo anzidetto wna varietd pura di dimensione p-— i, apparte-
nente a P. Con la terminologia del n. 6, possiamo dunque dire che le (4)
definiscono una successione

(6) { Pyl=Py,0, Py,1, Py,a,..
di sostegno P.

Cosl, ad esempio, nel caso particolare in cui si assumano le (3) equiva-
lenti ad una stessa ipersuperficie 4 di V, posto per abbreviare

: s ' § 8-} p—2
Dyspo = (A4 o 4%)y — (4142 .. A’)Ilj-m(s n @)(PA! _—

Annali di Matematica 4



26 B. Sseru: Nuovi metodi ¢ risultati nella geometria, ece.

{talché D,,, , ® una varietdh pura di dimensione v —s appartenente a P),
risulta :

14 0 0 wD,

(”—f+2)A v 0 .. D,
Py = (””§+3)Alﬂl (”"‘f*“ 3)A 14 .. D,

v—p+1 1] CRE 2 s AP v—p i\ .

A priori la successione (6), oltre che da P e V, dipende dalla scelta
delle ipersuperficie (3). B assai notevole che, come dimostreremo nel numero
successivo, essa risulla invece indipendente da tale scelta. La (6) costituisce
pertanto una successione covariante d’immersione di P in V, la covarianza
sussistendo sia di fronte alle trasformazioni birazionali senza eccezioni della V,
che alla variazione di P su V entro ad un sistema d’equivalenza. Quando
non vi sia luogo ad equivoco, chiameremo tale successione brevemente la
successione covarionte relativa a P (o di sostegno P) e adotteremo per essa la
notazione

{P{=PrP, P, P,,..
gia usata in senso pit lato nel n. 6, per designare una successione qualsiasi
di sostegno P.

Altre possibili definizioni per la suddetta successione covariante | Py !

risulteranno dai nn. 16" e 24,

14. Dimostreremo dapprima il fatto asserito nel penultimo capoverso, per
il caso in cui P sia un’ipersuperficie di V (p =v— 1). Allora occorre
definire le ipersuperficie (3,,) con equazioni del tipo:

At=P+ B (=1, 2 .., s),

dove anche le B sono ipersuperficie; sicché, avuto riguardo al n. 10, a) ed
al n. 13, otteniamo f{=s — 1 ed inoltre

(4142 ... A%5 = (B'B* ... BY)y = (4* — P4* — D) . (4* — Py =
(A Ay — 3 (— (P TS ().

1=0

Poich®, come §'& visto, la successione (6,,) resta definita univocamente dalle
(4,,), il confronto delle (4,,) con le precedenti equazioni porge le uguaglianze

n Py, = (— 1){(Pl+1),, (p=v—1);

e si noti che queste sussistono per tutti i valori i=0, 1, 2,... (anche per
i=w), in virtu delle convenzioni fatte nei nn. 3, 6.



B. Seere: Nuovi metodi e risultati nelle geomeiria, ecc. 27

L/’ intento prefissoci & cosl raggiunto per p =wv — 1, in quanto & ovvio
che i secondi membri delle (1) non dipendono dalle 4. Le (1) — tenuto anche
conto del n. 7 — mostrano pitt precisamente che, chiamando (secondo 1’ uso)
i~ma varietd caratieristica di una qualunque varieth P di V la potenza
(i +-1)-ma di P come elemento di H,

La successione covarianie relativa ad un’ ipersuperficie P di V non é che
U alternante della successione delle varietd caratieristiche di P in V, ed ha
quindi come inversa (n. 7) la successione P, P, 0, O, ....

15. Possiamo ora stabilire in tutfa generality che, come asseritc alla
fine del n. 13,

La variety Py ¢, definita nel n. 13 per t =0, 1, 2, ..., non dipende dolla
scelta delle ipersuperficie (3,,), e quindi dipende soltanto da P, V e dall’indice t.

Questo risultato vale sempre senz’altro per ¢{=0, in forza della (5,,).
Esso inolére, in virth del n. 14, sussiste per ogni valore di ¢ nell’ipotesi che
il carattere
{1) =P — P
della coppia P, V raggiunga il valore minimo = = 1. Potremo quindi assu-
mere per i caratteri =, ¢ valori soddisfacenti alle m =2, t=>1, onde la (2,,)
fornisce s=3; inoltre, procedendo per doppia induzione completa rispetto
a f, m, ammetteremo la validitd del teorema enunciato per i valori inferiori
dell’ indice ¢ e per quel valore di =, come pure per i valori inferiori di =
e i arbitrario. Allora la (4,,) definisce Py,; come funzione simmetrica
delle 4: sicch® P'asserfo seguird subito ove si mostri che P, ; non dipende
da una almeno delle 4.

Scegliamo una delle (3,;), p. es. I'ultima, e, per semplicitd di scrittura,
poniamo

2 V' = 4°, (417" = 4" (i=1, 2,.., s—1)
Allora manifestamente risulta:

Vi4)= Vi (4) + V'Vi(4) (i=0,1,2.),
ove si convenga di assumere
(3) V_,(4)=0.

Inoltre, dal n. B, a), a') e dal n. 10, b) rispettivamente discendono le:
(Py,i Vi (A)y= Py - V" (4))yr,
(Ar4F .. %)y = (A" A" ... Ay,
(A4 ... Ao = (44" ... A5,
Dunque la (4,,) riducesi alla seguente equivalenza su V':

i e i .
(A1A"? . A Y — (AMA? LAY = B Py VA + I (V'Py, D Vil d).

=0 i=
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Avuto riguardo alla (3), nell’ultima sommatoria basta far variare Vindice ¢
da 0 a ¢t —1; pertanto, scrivendo in essa ¢ — 1 in luogo di ¢ ed assumendo
per definizione

4) Py _1=0,

P ultima relazione diventa :

1
(B) (APA? . ATy — (A7 Ay = B [Py + (VPyi) ] VS (A).

i=0
D’ altro canto, il carattere (1) relativo alla coppia P, V' vale
v=v—p=—1)—pIw;
sieche, in relazione ad essa ed alle s —s — 1 ipersuperficie
A%, A%, ., A0

di V', le quali — a norma delle (2) — contengono P genericamente, per
I’ ammessa induzione avremo

124 ;
(6) (414" A7y — (414" A0 = 3 Py VS d) (su V),

dove le Py,; dipendono soltanto da P, V' ed & inoltre
= 4+p—V=@—1)+p—(v—1)=1"

Basta quindi confrontare le (), (6) per vedere che risulta :

12
(7) 3 [Prs + (VPyic)y — Pr Vi55(4) =0 (su V')

i=0

Osserviamo ora che 1’espressione che compare nella (7) entro parentesi
quadre & identicamente nulla per ¢ =0, in forza delle (5,), (4). Proveremo

per induzione ch’essa si annulla per tutti i valori di ¢, e cio® che — su V',
e percid anche su V — si ha
{8) PV,i = PVI, i— (V’PV’ i—-l)V {11 = O, 1, 2, ).

Al uopo basta mostrare che la (8) sussiste per ¢ =1, nell’ipotesi ch’essa
valga per ¢==0, 1,.., t—1; ora questo segue subito dalla (7), dopo aver
rammentato che Vés"1(A'): V' & 1 elemento unitd dell’anello d’equivalenza
di V. Si ha pertanto:

Py,t=Py,s — (V' Py,i)r;
sicche®, nelle ipotesi attuali. Py,, viene a dipendere al pilt da P, Ve V', ed

& quindi indipendente da A4'; per quanto gia osservato, cid & sufficiente per
stabilire I’ asserto.
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8i noti da ultimo che le equazioni (8) determinano univocamenfe le P
in funzione delle Py, equivalendo esse precisamente alle

©) Pyi= 3 (— 1)i~4(Py, , Vi~1), (=0, 1, 2,.).
=0

Di piti, a norma di ¢id che precede, i secondi membri di queste equazioni
risultano indipendenti da V' (che & una qualunque ipersuperficie di V
passante per P).

§ I1. - Prime applicazioni ed esempi.

16. Una prima applicazione dei precedenti concetti e risultati, la quale
sard poi largamente generalizzata, vien fornita dal teorema:

Se s (z=v — p)} ipersuperficie A*, 4*,..., 4° di V passano genericamenis
per P e si segano wulleriormenle secondo wuna varietd @, di dimensione
g=v—s8>0, allora Q si appoggia a P lungo una variets, B (di dimensione
r=q — 1) data dall’equivalenza

N H-.l 8
(1) B= ,‘_‘-}0 Py, Vi_ipa(4),

ove t—=8 +p — .
In virth del n. 12, presa una generica ipersuperficie V' di V passante
per P, risulta:

@) R=(QV"), — (4'4 ... 4*'V')}.
Inoltre, in base alla definizione del simbolo (7,), la (4,;) porge
Q=4'4"..4%)y— ;é, Py, Vi_i{4).
Infine, applicando ancora la (4}, si oftiene:
(A4 .. AV, = (4142 ... A5 V') — EPV, {Vii(4) + V'VE(4)).

Basta allora eliminare @ ed {4%4°%.. A*V")y fra queste tre equazioni, ricor-
dando la (3,,), per dedurne la (1).

16'. Ci proponiamo ora di dare una nuova definizione, di carattere
tfopologico, della successione covariante d’immersione | Py} di P in V.
Se p=wv—1, la definizione fornita dalla (1, ha gia il requisito voluto:
mostreremo come, nell’ipotesi in cui sia p << v — 1, ci si possa sostanzialmente
ricondurre al caso p==v — 1 (trattato appunto nel n. 14), sostituendo a V la
varieth V' che si deduce dalla V applicandole una dilatazione D di
base P. K chiaro anzitutto che quest'ultimo concetto & di natura topologica :
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invero [cfr. loe. eit. in (*°}], 1a suddetta varieta V' (di dimensione v) si pud pensare
ricavata da V col tagliarla lungo P e col chiudere la varieta aperta V — P,
cosi ottenuta, mediante la varietd fibrata P’ (di dimensione v — 1) avente per
base P e per fibre degli spazi proiettivi complessi O/, di dimensione

1) o=v—p—1

Incominciamo con 1’osservare che un’ipersuperficie A di V, che non
passi per P, viene trasformata da D in un’ipersuperficie A’ segante P’ secondo
una varietd fibrata, composta con le fibre O anzidette; si ha pertanto:

2) (4'0)ys = O.

Se 4, variando su V entro ad un sistema d’equivalenza, tende ad una posi-
zione limite passante genericamente per P, la 4’ varia pure su V' entro ad
un sistema d’equivalenza e, al limite, si spezza in P’ ed in uwn’ipersuperficie
B’ residua, la quale sega le fibre O’ di P’ secondo varietd O isomorfe a loro
iperpiani (n. 12). Si ha cosi:

(3) A = Pl -+ B’, (B,O,)V' — 5
ed inoltre, tenuto conto della (1), la varieta
4) (0o

si riduce ad an sol punto di O (contato semplicemente).
Dalle (2), (3) si trae I’ equivalenza

) (OP)y:=~—0;

e poichd il secondo membro della (5) & una varietd (virtnale) non effet-
tiva, ne consegue che

La varietds caratteristica (P™®)y, di P' in V' ed anche, pii generalmente,
ciascuna delle (PU+Y) ammettono come rappresentanti delle sottovarietss (virtuali)
di P composte di (coP—) fibre O'. Si ha dunque (Pt+1),, =0 per tuiti i valori
di ¢ > p.

Se M & una qualunque varietd di P’, denoteremo con [M]* il luogo delle
fibre O’ di P’ passanti per i vari punti di M, ossia la varietd che si ricava
da M quando le si applichino successivamente le trasformazioni D-* e D.
Ricordando cid che dianzi si & detto relativamente alla (4), ed usufruendo
della (5), si vede che — per k> 0 — risulta

(6) [Py = (— 1)(PTE Yy
Cid premesso, rifacciamoci alle considerazioni del n. 16, e siano

(7) A¥ =P + BY =1, 2.., 9
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le ipersuperficie di V' trasformate delle Af, ed R’ la varietdh di P’ (fibrata
con le O) trasformata di B mediante D. Allora, con ovvi significati per i
simboli, dalla (1,,) si trae I’equivalenza

41 ,
(8) B =2 (P, ) ViZia(4).
D’altro canto, le (2,,), (1) porgono
s§—o=1-+1;
sicche in virtit del n. 12, e tenuto conto delle (7), (6), si vede che &:

R = [(P’BYBY .. B¥)y}* = [P(AY — P)(4* — P)...(4* — P} =
-+1 .
= 3 (= Py PV a(4) =

=0
t41 . ,
e (—- 1)‘(P'["1'1])V/Vtii_H(A’).
=0
Basta quindi confrontare I’ulfimo valore di B’ con quello fornito dalla (8),
per dedurre 1’equivalenza

41
©) 2 [Py, if — (= DT ] Vilipn(4) =0,
L’ espressione che figura nella (9) entro parentesi quadre & nulla per ¢ =20;
sicch®, procedendo per induzione rispetto ad ¢ ed. utilizzando appunto la (9)
(valida per £=0, 1, 2, ...}, si deduce ch’essa si annulla pure per ¢ =1, 2, 3, ....
Risulta dunque

(Py,f = (— DHPTH),,
talcheé:

Data una vorietd P immersa in V (p<v—1), si trasformi V in V'
mediante uno dilatazione D di base P; e sia P’ Dipersuperficie di V' mnella
quale D dilata la P. La successione covariante d'immersione di P in V non é
allora altro che lao frasformaia, mediante D, dell’allernonie della successione
caratteristica dell’ ipersuperficie P' in V.

Come corollario immediato, da qui si oftiene una nuova dimostrazione
della proprietd enunciata nel penultimo capoverso del n. 13 (e gia altrimenti
stabilita nei nn. 14, 15).

17, Un altro esempio, che poi generalizzeremo, & dato dal seguente teorema.
Le varield covarianti d’immersione d’una P che sia inlersezione regolare
e semplice di s ipersuperficie A', A% ..., A* di V (s=v—p = 1), si esprimono
con le
(1) Py,;=P. Vi(4),

dove le V; si calcolano nel modo indicato alla fine del n. 7.
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Nell’ipotesi che sia s==1, questo teorema riducesi a quello del n. 14;
potremo quindi supporre s =2 ed ammettere il teorema nel caso di s—1
ipersuperficie. Definite le V', A'* mediante le (2,;), in virti del n. 3, a)
abbiamo:

P=(4'4% ... 4)y = (44" ... A" )y,
onde )’ ammessa induzione fornisce:
Py j=(P- V{4)v.

Basta allora applicare la (9,,), e ricordare il n. 5, a) ed i nn. 6, 7, per
dedurre che &:

[3

Pyi= 2 (— I~ - V). - VN =

F==0
= 3 (— 1P Vi )y VI =
]':0
=P (=1 S Vi 4) . V=P (— 1)T{(4) = P Tya).

=0

T.a successione covariante | Py} della P suddetta, ammette in Hp uan’in-
versa ) Pyl (n. 6). Per determinare gli elementi Py, ; di quest’ ultima, molti-
plichiamo ambo i membri della (1) per V;_;(4), e sommiamo per ¢ =0, 1,...,§
Avuto riguardo al n. 5, a), otteniamo cosi le relazioni

4 7, Loe | Psej=0.
¥ PV = . =P« 2 (Vid) Vii(4) = -
i;JPm.IW@AAM> ﬁJPmﬂGJAMr P hwvuu Vi—i(4) 10 se >0,
dalle quali discende (n. 7) che é:

2) Py i=P- Vi{4).

y

§ III. - Relazioni fra successioni covarianti.

18. Completiamo la definizione data nel § 1 per la successione {Py|
covariante d’ immersione di P in V, ponendola uguale alla successione uni-
taria di Bp nell’ipotesi in cui V coincida con P, ossia assumendo:

(1) {Ppl=P, 0, 0,...

Possiamo allora dimosfrare il
TEOREMA DELL’ APPARTENENZA. -~ Fra le successioni covarianii relative a
tre variety, P, M, V tali che sia

(2 PCMCV,
intercede la relazione
(3) (Pyi=({Pu}-!My|lu.
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Osserviamo anzitutto che, in forza della (1), la (3) & ovviamente verificata
nell’ipotesi che M coincida con P o con V. Possiamo dunque limitarci al
caso in cui le (2) valgano in semso stretio, e cosl risnlti

p<m<o
Inoltre, in virti della seconda proposizione in corsivo del n. 8, l1a (3) equi-
vale alla .
(4) {Py|=({Pvi-| Mvi)u.
Ora, nell’ipotesi che M sia un’ipersuperficie di V, e cioé se
m=v—1,
la (2,,) fornisce:

Mv,():M. MV,1:(M[2])V, Mv,izo se i22;
sicche, avuto riguardo ai nn. 7 e b, a), e tenuta presente la (4,), la (4) si
traduce nelle

PM,,':“—'PV,@‘-!- (PV’,;_1M)V (’&20, 1, 2, ),
le quali attualmente di fatto sussistono, in forza delle (8,,).
Introdotto per una terna (2} il carattere

T =1 —m,
abbiamo pertanto che il teorema dell’appartenenza sussiste se == 1. Pos.
siamo quindi supporre m =2, e procedere per induzione rispetio a © ammet-
tendo il teorema per terne aventi quel carattere inferiore a =n. Scelto un
qualunque intero » intermedio fra m e v, fissiamo comunque in V una va-
rieth N — di dimensione # — passante genericamente per M. Potremo allora
applicare il teorema dell’appartenenza a ciascuna delle terne
PCNCV, PCMCN, MCNCV,
il che fornisce le

1 Pyi=(Pni-INvily, {Pni=(iPul-i{Myi)sr, | Mvi={(iMyi-iNvin.

Se infine eliminiamo ; Py! fra le prime due di queste relazioni, e poi suc-
cessivamente applichiamo la (5,) e I'ultima di tali relazioni, otteniamo preci-
samente la (3).

Il teorema dell’appartenenza & cosi stabilito. In virti della terz ultima
proposizione del n. 8, dalle (3), (4) si traggono le

B (Pri=(Put- | My, 6)  1Pui={(i{Pri-iMy|)u.

E superfluo aggiungere che, avuto riguardo ai nn. 6, 7, ciascuna delle
{8)-(6) equivale a p relazioni non banali fra le varietd delle successioni
covarianti che in esse figurano. Cosi, p. es., la (3) si traduce con le:

Py, ;= '30 (Pu, i Mv, ij)ar €=1,2,.., p).
?—“.’2
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19. Ci proponiamo ora di dimostrare il

TEOREMA DELLA SEZIONE. — Se due softovarields P, V' di V si segano
regolarmente lungo uwna varietd irriducibile e now singolare, P', la sezione con
V' della successione covariante di P in V coincide con la successione covariante

di P in V',
Si tratta di far vedere che dalla
{1 P =(PV)y
seguono le
(2) Py, i=(Pv,:V)v (i=0,1, 2 ...

Ora & chiaro, tenuto conto della (5,,), che la (2) sussiste per ¢ =0, riducen-
dosi allora alla (1); la (2) & inoltre banale se i > p', ove — a norma delle
solite convenzioni - P’ denoti la dimensione di P/, riducendosi in tal caso
all’ uguaglianza 0 =0. Basterd dunque, per induzione, provare che la (2) &
verificata per un valore ¢ dell’indice ¢ fissato comunque nell’intervallo

l<i<yp),

supponendone gid acquisita la validita per ¢=0, 1,.., £ — 1. In corrispon-
denza ad un ¢ siffatto, la (2,,) fornisce per s un valore (s=¢+ v —p) che
manifestamente soddisfa alle (1,,); sicche, scelte genericamente s ipersuperfi-
cie (3,,) di V passauti per P, potremo applicare la (4,,). Posto per abbreviare

3) A= (4*V)y G=1,2 .., s),

se moltiplichiamo ambo i membri della (4,,) per V', servendoci dei nn. b, a')
ed 11, otteniamo
t
(A1A" ... A%y — (A"A7 . Ao = 2 (Pr, Vi)V )y =
=0
t 1,
= % [{Pv, ;V’}VVtii(A')}V: .

=0
D’ altro canto, poiché — a norma della (1) — risulta p’' = p + v' — v, cosi
quel valore di s soddisfa alle relazioni
’U’—'plésﬁ'v,, :s_*_p/_/v,"
analoghe alle (1,,), (2,,). Avuto riguardo alle (1), (3), su V' (e quindi pure su V)

vale pertanto I’ equivalenza

t ¢ ! 3 ’
(A4 ... A%y — (AA2 . A%y = 3 (Pyr, Vil Ay,

i==0

che si deduce dalla (4,,) accentnando tutte le lettere. Basta ora confrontare le
ultime due equivalenze, tenendo conto dell’ammessa induzione, per dedurne la

t ’ fs ’ 1 "
0= —.20 {(PV:,; —_ (PV, iV’)v)Vt_i(A )}V’ = Pyt — (PV, TV )V‘
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La (2) & cosi dimostrata per ¢ =1{, e quindi per ogni valore di 4. Appli-
cando ad essa un’argomentazione analoga a quella che, alla fine del n. 17,
ci ha permesso di derivare le (2,,) dalle (1,,), si ottiene che dalle (1) seguono le

(4) ﬁ'vr,i = (?V, ;V’)V (’& = O, 1, 2, ...}.

20. Stabiliremo infine il

TEOREMA DEL PRODOTTO. — La successione covarianle in V del prodotio
di due o pin sottovarieta di V, coincide col prodotlo in Ey delle successions
covarianti relative ai singoli fatiori.

Incominciamo dal caso in cui il prodotto abbia due fattori. Si tratta
allord di- dimostrare che la P = MN implica la {Pl=|M}.| N}, ossia
— pil specificamente — che dalla

(1) P = (MN)y

segue la

(2) {Pyl=({My}+{Nyly.

All’uopo si osservi che (n. 4 — in virtd della (1) — valgono le (2,,), e

quindi pure la (3,,):
|\ Pyl =(IPul~i My\)u.
Inoltre, in base al teorema della sezione (n. 19), dalla (1) si trae la
| Pyt = (I Ny M)y.
Risulta pertanto
FPy = (1 Myt (| Nyt M)p)a;

e da qui si deduce subito la (2), applicando la proposizione finale del n. 8.
Dimostreremo ora per induzione il teorema nel caso di un prodotto

(3) Q= (M'M*... M*)y

di s =3 fattori, supponendolo gid acquisito per prodotti di s — 1 fattori.
Posto

(4) N = (M*.. M%)y,
avremo dungue
(5) INy = (1 Myt Myt )y

D’ altronde le (3), (4) porgono :
Q= (M'N)v;
sicche, per il caso del teorema gid acquisito, risulta

6 [Qvi=(IMy!l-|Nvi)y.
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Non v’'& quindi che da eliminare | Ny} fra le (5), (6), per ottenere la formula
richiesta:

(7) FQui= (1 Mytey Myl Myt)y.

Rileviamo poi che basta applicare la penultima proposizione del n. 8
alle (2), (7), per dedurre che:

Le (1), (3) rispettivamente implicano le
® i Pyi=(idy!-iNvi)v, 9 1 Pyi=(1 Myl Myi..! Miyi)y.
Questo risultato permette, fra I’altro, di riottenere la proposizione del n. 17

come conseguenza immediata di quella del n. 14.

§ IV. - Dipendenze fra varieta di una successione covariante.

21. Siano P una varietd irriducibile non singolare (di dimensione p) e
V'’ un’ipersuperficie di V, tali che

(1) PV cV.
Posto per abbreviare
(2) P = (PV')y, 3) W= (VE)y,
dalle (1), (2) discende (n. 4) che &:
4) PCWCV;
inoltre dalla (3), poggiando sul n. 17, si traggono le:
(5) Wy, » = (— 1){h + 1) WVT)y (h=0, 1, 2, ...
Ci proponiamo di dimostrare che,
Con le precedenti notazioni, risulia :
6) Py i=Py,i+Pwia (=0, 1, 2..).
Osserviamo anzitutto che, poiché — a norma della (2) — P’ ha dimen-

sione p ==p — 1, cosi ciascuna delle varietd che compaiono nella (6) ha la
dimensione p — 4. Lia (6) & quindi soddisfatta (e banale) se ¢>>p, e lo & pure
per i =0, in forza delle (6,,), (4,,); basterd dunque dimostrarla nell’ipotesi
che sia =1, 2,.., p. A tal uopo, applichiamo alla terna (1) il teorema del-
)’ appartenenza sotto la forma espressa dalla seconda delle (D,;) (nella quale
ora va scritto V' in luogo di M}, cid che fornisce le:

Pyi,i= _20 Py, ; Vv, i)y
jom

Poicheé — in virft del n. 14 — si ha
VIV, i—j == (——- 1)‘."‘7(V/ V’[’i‘f])v,
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cosl, tenuto conto del n. 5, a), I’ultima relazione diventa
Py ;= 'zi',o (— L)i~i(Py, ; VE-)y,
ossia : "~
(7) Py,i= Py, i+ ]E; (— 14 (Py, ; Vi=1l)y.
Applicando quindi alla terna (4) il teorema dell’appartenenza, ancora
sotto la forma suddetfta, ofteniamo

3 -1
P'w,i—1= 2 (P'y,i Wy, i—j—1)w.
]:

E questa relazione, avuto riguardo alle (5) ed al n. 5, a), pud scriversi nella

forma :
~ i1 s e . ~, i i
©) Pw,ioi=— I (= 1793 —j)(fv, ; VIl
7:
Infine dalla (2), usufruendo del teorema del prodotto sotto la forma (8,,),
si traggono le

. i 8
Py,;= 2 Py, -aV'v,nlv,

© Ci()é, essendo (n' 14}' ! V,V§ = V,; V'[g]y O, O} ey le
Py =Py, ;V)y + Py, V).

Sostituendo nella (8), dopo facili riduzioni si ottiene
it N
Pw,im1= — I (— 1f=1(Py, ; VTi-7),,
=0
Basta quindi sommare a membro a membro questa relazione con la (7) per
ricavare la (6).

22. Se PV, le varieta Py, ; risultano — come vedremo — fra loro
legate in H, non appena la dimensione p di P sia abbastanza grande rispetto
alla dimensione v di V. Cosl, ad esempio se P & un’ipersuperficie di V, in
base al n. 14 risulta:

Pya=(P)y, Ppi=0 per i=2 (p=v—1).
Ci proponiamo, pitt generalmente, di dimostrare che:
Nell’ ipotesi che sia p > v/2, st ha
1) Py,i=0

per ogni i soddisfacente alle
(2) v—p <i<p.
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Introdotto all’nopo il carattere
= V—pP

relativo alla coppia P, V (con PCCV), abbiamo intanto, in virtd di cid che precede,
che il risultato enunciato sussiste se = — 1. Possiamo quindi supporre © =2,
ed ammettere induttivamente quel risultato per valori di deito carattere infe-
riori a m. Scelta genericamente in V un’ipersuperficie V' passante per P,
definiamo le varietd P, W mediante le (2,,), (3,,) (talché P'CC W), ed osser-
viamo che la coppia da queste formata ha il carattere

N=w—p =w—2)—p—=v—p—1<m
Ne consegue che, per ogni ¢ che soddisfi alle w— p' <i—1<yp, e ciod
alle (2), risulta
3) Pw,iq=0.
Ragionando similmente sulla coppia P, V' (con PC V', e col carattere
w, =1V —p={(v— 1) — p < nj, vediamo che dev’ essere

4) P pri=0
per ogni ¢ soddisfacente alle
(9) v—p—1<i<p,

e quindi @ forfiori per ogni ¢ che soddisfi alle (2).
Per ogni ¢ siffatto sussistono quindi le (3), (4), dalle quali si ricava tosto
la (1) applicando la (6,,).

23. Proveremo da ultimo che :
Conservando le nolazioni del numero precedente, la prima varield caraile-
ristica di P in V equivale alla Py, . p, 0ssia sempre risulle

1) Py, op = (PP)y.

La (1) & soddisfatta in modo banale se p=wv, ed anche se v>2p in
quanto allora la dimensione virtnale 2p — v di ciascuno dei suoi due membri
risulta negativa. Basterd dunque stabilirla nell’ipotesi.che sia

l=v—p=<p.

In virtah del primo capoverso del n. 22, e con le notazioni del n. 22,
la (1) sussiste se il carattere ®m=v — p ha il valore 1. Potremo quindi sup-
porre ®=2 e, procedendo per induzione completa, applicare il risultato
enunciato alla coppia P/, W (la quale ha quel carattere espresso da =’ =1v —
— p — 1 < n). Otteniamo cosl intanto :

2) Pw,op—t = (PP)w.
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Osserviamo, in secondo luogo, che per ¢=—=v — p sono soddisfatte le (5,,)
e quindi pure (n. 22, la (4,,). Pertanto dalla (6,,) si trae la:

(3) i)V, o—p == i)/W, o—p—1 ¢
Da ultimo, avuato riguardo alle {1,,), (2,,), (8,,) ed applicando il n. 5, b'),
otteniamo (PR = (PR,

Basta allora sommare questa relazione a membro a membro con le (2), (3),
per dedurne la (1).

§ V. - Costruzione di varieta covarianti
operando entro anelli di V.

23. Le varietdh Py, ; — covarianti d’immersione di P in V — sono state
introdotte nel n. 13 poggiando sulla (4,,), e quindi mediante un procedimento
che fa intervenire le operazioni su V, a tre o pil termini, considerate nel
§ IIT del Capitolo primo. I/ altra definizione possibile ottenuta nel n. 16
per le Py, ; non presenta pili questo inconvemiente, ma esige operazioni
sopra un’altra varietd V' (dedotta da V con una dilatazione di base P).
Nel presente paragrafo mostreremo che, per costruire le Py ;= P;, basta
effettuare opportune operazioni entro gli amelli di V. Cid permetterebbe di
definire le Py,; anche per varietd P singolari o spezzate; ma non ci intrat-
terremo qui su tali applicazioni.

Vedremo poi, nel Capitolo successivo, come sia possibile di esprimere le
suddette operazioni a tre o pil termini facendo intervenire le varietd covarianti
delle sottovariety di V fra cui esse operano; cid permettera — in ultima
analisi — di ridurre tali operazioni ad operazioni entro gli amelli di V.
Avremo cosi modo di risolvere nel senso piii largo, sia funzionalmente che
numerativamente, vari problemi (regolari od irregolari) d’intersezione sopra V.

24. Avuto riguardo alla (5,,), potremo stabilire quanto enunciato nel primo
capoverso del n. 23, supponendo 4 > 0 e procedendo per induzione rispetto ad .
Ammetteremo quindi di aver gid determinate sulle P di V le varietd covarianti
Py, Py, Piy; o da queste, giusta il n. 7, si potranno subito dedurre le
P,, f,,..., P,_, mediante operazioni dell’anello p. Si tratta ora di costruire
P, operando entro gli anelli di V. All’uopo distinguiamo tre casi, secondo-
ché i risulta ugunale, maggiore o minore della differenza v — p: ed osserviamo
che, in ogni caso, & lecito supporre ¢<Cp, poiché altrimenti si ha P,=0 e
non v’ & aliro da aggiungere.

1) Se ¢=v—p < p, possiamo applicare la (1,,), in virta della quale
la formula data dalla (2,) per tale valore di ¢ fornisce la:

Vol ~
Pv—p = (P{Q})V"“ 751 (Pij—~p~j)P;

che porge per P, =P,_, una costruzione del tipo voluto.
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2) Se v —p <i<p, possiamo applicare la (1,,), valida per quell’i e
per tutti i valori di ¢ soddisfacenti alle (2,,). Tenuto conto di cid, dalla (2))
si trae la:

v—p ~
Pi jemeges .21 (P;—ij)Py
j=

la quale porge per P, una costruzione del tipo richiesto.
3) Se ¢ <v— p, il numero

Sz —p — )
risulta positivo. Prese in V ad arbitrio s ipersuperficie
Aty A% ..., A°
passanti genericamente per P, la loro intersezione & una varietd

M= (A*4* ... 4%y,
di dimensione
M= — 8 =p -+ ¢,

passante semplicemente per P. La varieth P presenta il caso 1) relativamente
ad M, sicché — a norma di quanto ottenuto in 1) — & lecito supporre di
aver determinato la varieth covariante d’immersione Py ;. Se ora appli-
chiamo alla terna PC M TV il teorema dell’ appartenenza nella forma
espressa dalla (4,,), determinandovi { My} in base al n. 16, otteniamo :

Pi=Py,i— 2 (PiyVild)y.
=

Questa formula porge per P, una costruzione del tipo voluto: si potrebbe
dimostrare direttamente che la varietd P, da essa definita non dipende dalla
scelta delle ipersuperficie 4, il che perd & gia chiaro a priori in base al
§ 1 del presente Capitolo.

25. Lie considerazioni dei due numeri precedenti suggeriscono il pro-
blema generale che ora enunceremo.

Siano date in V due o piut varietd M', M?, ..., M°, dalle quali si deduca
una varieth N operando fra esse in modo determinato entro gli anelli Hy
ed A, ; si tratta di esprimere le varield covarianti &’ immersione di N in V,
in funzione delle varietd, covarianti delle M, mostrando come le prime possano
ottenersi dalle seconde operando fra esse entro gli anelli suddelti.

Esempi in proposito abbiamo gia dati nei nn. 17-20, trattando questioni
abbastanza generali del tipo indicato, per le quali la risposta si presenta re-
lativamente semplice dal punto di vista formale. Una frattazione esauriente
di quel problema porterebbe perd a difficoltd algoritmiche assai gravi, come
gid apparird dal caso elementare — a cui ci limiteremo — in cui le M siano



B. SeGrE: Nuovi metodi e risultati nella geometria, ecc. 41

ipersuperficie di Ved Nsialaloro somma; vedremo infatti che in tal
caso il problema indicato si risolve effettuando soltanto vperazioni in Ey, ma
che la determinazione esplicita di queste non & esente da complicazioni formali.

Incominciamo all’uopo col richiamare i risultati del n. 17. Se A4,
42 ..., A° sono s ipersuperficie di V, e se P= A'4*... 4* denota il loro pro-
dotto in E (di dimensione p =v — s =0), la successione covariante di P in
V ha come alternante quella formata dalle varieta

(1) P.=pP.V¢ (=01, 2.,

~ =~ —1
dove (n. 7) V,=V e (per ¢ =1) V;® denota la somma di tutti gli s+ )
prodotti delle 4', 4% ..., 4° prese con ripetizione ad ¢ ad 4. Questo risultato
conserva la sua validitd nel caso in cui fra le 4 vi siano delle equivalenze,
e pud quindi venir utilizzato per determinare, pilt generalmente, le varietd

M, relative ad un qualunque monomio M del tipo

(2) M = (AN A2k, (47)0 %, =0, k,=0,.., &, =0).
In vista di future applicazioni, osserviamo che, in base alla definizione

delle V%, risulta

It

,:g = f?ig-& - As ﬁi_l (T:is_], :O).
Dalla (1) si ha quindi che

Se B denola una qualunque ipersuperficie di V ed inollre, come dianzi,
assumiamo P = A*4? ... 4%, allora:

3 (BP), = B(P, + {B_P),_,),

ov' ¢ soflinteso che lufti ¢ prodotti vanno effeliuali su V.

Riferendoci ancora al monomio M dato dalla (2), e denotandone con
kE=k +Fk,+..+Ek; il grado (talch® M risulta una varietd di dimensione v —Fk,
uguale allo zero di El, se & > v), sard comodo per il seguito porre

(4} {M}hg =E{ri—k+u

dove il secondo membro si calcola nel modo anzidetto, ed & quindi una va-
rietd di dimensione v — ¢ — 1, da porsi uguale allo zero di E, se é==v o se
k> i4-1. Pit in generale, consideriamo una qualunque serie formale
di potenze nelle 4 (a coefficienti ¢ interi):

flA) = Z (AR A*)E |, (A%)F) = T c M,
la quale potrd perd sempre venir ridotta ad un polinomio (non necessaria-
mente omogeneo) nelle 4, col sopprimere tutti i monomi di grado % > v,

d’accordo col fatto che ciascuno di questi, come elemento di B, risulta ugunale
allo zero (n. 3). Assumeremo allora, per definizione,

/() == M1, (=0, 1., v—1),

Annali di Matematico [
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il che val quanto dire che conveniamo che l'operazione []ys) sia distributiva
rispetto alla somma e fale che risulfi

(620}, 5y = oM}y

Si noti che il secondo membro della penultima equazione risulta in ogni
cago un polinomio omogeneo di grado 7+ 1 nelle 4, rappresentante
una varieth pura — di dimensione v —i—1 — di V.

Cid premesso, siamo in gradoe di scrivere la formula rispondente alla
questione propostaci. Consideriamo le funzioni simmetriche elementari delle 4:

) V,=2Z A'4*... 4! i=1, 2,..., 8),

e denotiamo con f(4) la serie formale di potenze nelle 4 (a coefficienti interi
non negativi) che si ottiene sviluppando in serie la funzione razionale delle
A data dal secondo membro della

| _ V, +2V,+..+s8V,
8) f(A)_I,_,VQ_ZVS——-...“"(S—1)V3'

Proveremo che le varieta covarianti dell’ ipersuperficie C somma delle A :
(7) Ce= A" 4 A® + ... + A5,

prese con segno opportuno, si esprimono come somme di varietd covarionti di
prodotti delle A, mediante la formula

(8) Ci=[f(4)]j, (i=0,1,2 ..

A questo risultato si pud dare forma piu semplice ed esplicita, facendo
intervenire anche a secondo membro 1’ ipersuperficie (. Si ottiene cosi, come
vedremo, la formula:

65 = E Eii -+ 2 2 (M),_l + e + S(Ai »ee As)i_s.g_‘ +

9 Lo (e o
& 2 (OAAY; o+ 23 (CATLAY), g 4 oo 4 (s — 1)(CAT T A),

dove le somme a secondo membro vanno estese alle combinazioni semplici
delle 4 ad una ad una, a due a due, ecc.

Gteneralizzeremo inoltre la (8) nel modo seguente. Consideriamo un qua-
lunque monomio @ di grado k, del tipo (2), i cui fattori possano anche essere
ipersuperficie distinte dalle A4, e denotiamo con r un intero non negativo
arbitrario. Proveremo allora la formula

(10) (@(—f_{’j), = {9 f(A}[ﬂ]g #1 ove i =Fi+h4+r—1;

si noti che questa include di fatto la (8) per h==0, r =1, e si riduce {con
altre notazioni) alla (4) per r =0.
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26. Ci proponiamo anzitutto di stabilire i rismltati precedentemente enun-
ciati, nel caso pil semplice s = 2. Aftualmente la (7,,) si riduce a

(1) C= 4"+ 4,
e la {9) diventa:
(2) Cp == A% 4+ A%+ A 4%);_, + (CA*' 4%, i=0,1, 2.,

dove, naturalmente, i termini con indice negativo vanno posti uguali allo
zero. La (2) & pertanto soddisfatta per ¢ = 0, riducendosi allora alla (1). Bastera,
dunque provarla supponendo % >0 ed ammettendo, per induzione, di aver
gia dimostrato 'eguaglianza

3) Ci_y = AY_ + A%, 4+ A ' A)i_, + (CA*4Y_,.

All’uopo non v’ & che da osservare come la (2) si ottenga moltiplicando fra
loro a membro a membro le (1), (3}, tenendo presente che, in forza della (3,,),
risulta :

C.Ci_y= G, 4 A =AY, A AY = A%,
AV A+ A (AT = (AP A, AT AN - 4P (A4 = (A4,
C((A* L)y + (CA L) g) = (CATA)i .
In secondo luogo, estenderemo la (2) nel modo seguente. Consideriamo
in V un qualunque numero b >0 d’ ipersuperficie B*, B ..., B* e poniamo
(4) Q=(B'B* ... BY)y,

falchd @ sard una varietd di dimensione v — A, da assumersi coincidente con
V per h = 0. Proveremo che &:

() (CQ)i = (A' Q)i+ (A7 Q)i + 2AA A7 Q)i + (CA°4°Q)is,
con la solita convenzione per i simboli ad indice negativo.

A tal fine, osserviamo che la (5} si riduce alla (2) se 2 =0 e che, per
t=0 ed 72 qualunque, essa coincide con 1’equazione che si ricava dalla (1)
moltiplicandone i due membri per @. Potremo dunque supporre h=>1, i =1 e
procedere per doppia induzione rispetto ad h ed 4. Posto per abbreviare

P=(P'B*..B"™')y, B'=B8,

talch® la (4) pud anche scriversi nella forma

(6) @ = BP,
basterd dunque stabilire la (5) nell’ipotesi di aver gid dimostrate le:
) (CP); = (4'P) + (4*P); + 2(4A'4*P)i_, + (CA'A°P);_,,

(8) (0Qies = (4'Qiy + (£°Qhioy + AL A*Q)iy + (CAA Q)i ;.
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Ora infatti, avuto riguardo alle (6), (3,5), si ottiene la (5) col sommare a
membro a membro le (7), (8) — riunendo i termini che in esse appaiono
soritti in colonna — e moltiplicare quindi per B ambo i membri dell’ equa-
zione risultante.

La (5) ¢ cost dimostrata. Essa, in particolare, fornisce le:

(CA L)y = (A(A Aims + (LA Ay + 24 ANATAY))i_g + (OLA LDy,

(CTATARN Y (A E TN+ (A ALV, + 2 AA DAY oo+ (CTAT AT,

E si noti che, in virti della convenzione richiamata concernente i termini ad
indice negativo, la successione delle formule cosl ottenute che non si riducano
all’uguaglianza banale 0 =0 risulta finita Sommando queste formule e
la (2) fra loro a membro a membro, e sopprimendo i termini che vengono a
comparire due volte a desira ed a sinistra del segno di nguaglianza, si ottiene
una relazione che, con le notazioni del n. 2b, pud essere scrifta in modo
compatto sotto la forma:

9 0= A+ A - 2447

o) =[]

La frazione che qui figura entro parentesi quadre & cid che diventa la fun-
zione f(4), definita dalla (6,,), nel presente caso s=2. Pertanto la (9) dimo-
stra la (8,,) per s = 2.

27. Proveremo ora come, in ogni caso, dalla (8,,) possa dedursi la (10,,):
poiché (n. 26) la (8,) & gia stata stabilita per s =2, cosit anche la (10,,) ne
seguird per s=2.

Scriviamo la f(4), come nel n. 25, sotto la forma:

(1) f(4) =3 cM,

dove ¢ denoti un intero ed M sia un monomio di grado %k nelle 4 con coeffi-
ciente unitario. Allora la (8,,) non & che un modo compatto per esprimere la:

{2) Ci=20cM; pyi-

Orbene, allo stesso modo come nel n. 26 abbiamo dedotto la (5,,) dalla (2,)
|mediante doppia induzione rispetto agli interi ¢ e h, e facendo uso della (3,,)],
cosi dalla (2) segue la

(3) (Qﬁ)z =X O{Q—J_W)i-lu—i s

dove § demoti un qualunque monomio (4,,), di grado k. Poiché il monomio
QM & di grado h + k, cosi, a norma delle convenzioni fatte nel n. 25, risulta

(QM)i_nss = [QM] ;.
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dove, per abbreviare, si & posto

¢ =14+ h.
Avuto riguardo alla (1), si ha pertanto che la (3) equivale alla

(QC) =19 f(A).y;

sicch® & dimostrato che, nell’ipotesi in cui r =1 ed & sia qualunque, la (10,,)
risulta di fatto una conseguenza della (8,,).

Proveremo quanto asserifo al prinecipio di questo numero anche per r> 1,
procedendo per induzione rispetto ad r, e quindi ammettendo che valga la
formula fornita dalla (10,,) col porvi r— 1 in luogo di ». Elevando la serie
formale di potenze (1) alla potenza (r — 1)-ma, si ottenga la

fl4) =2cM,
ove ¢ denoti un intero ed M’ sia un monomio di grado % nelle A" con
coefficiente unitario; sard allora
4 F(4)) = f(4) - [(4) =3 S e MM

Cid premesso, per 'ammessa induzione, tenuto conto della (4,,), e rilevato

che 8 ¢ +(h+ 1)+ (r—1)—1=47, abbiamo:
(@ CF); = (QC - CU—1); =[QC - f(4)};,,; =
-3 C,[QM,C_h ol =2 O’(QM,G)iIW(h+kl+1)+1.

D’altro canto, posto per abbreviare

esh

)

b=t —h— K =i — K +r—1,

in forza della (1) e della formula che si deduce dalla (10,,) ponendovi rispet-
tivamente 1, ¢, QM’ in luogo di 7, ¢, @, formula che sussiste in virtd del
caso (r=1) gia stabilito, risulta:

(@M~ 0), = [QM' - f(A)],| = = [ QMM')

Basta quindi sostituire nella (5), e ricordare la (4), per ottenere la (10,,).

i}

28. Avendo dianzi (nei nn. 26, 27) dimostrato i risultati enunciati nel
n. 25 nell’ipotesi che si abbia s =2, non ci resta che da stabilirli per s = 3.
All'nopo procederemo per induzione rispettc ad s, ammettendo quei risultati
{oltre che per s==2) nel caso che in essi si sostifuisca s con s — 1; e basterd
provare le (8,.), (9,;), poiché gid sappiamo (n. 27) che la (10,,) & conseguenza
della (8,,).

Consideriamo in V le s — 1 ipersuperficie

(1) A=A+ 42, A% AL, A7,
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aventi ancora per somma C, e denotiamo con V'; (=1, 2,..., s — 1) la loro
funzione simmetrica elementare di grado j e con V, /=12, ..,8—2) Pana-
loga funzione simmetrica delle

(2) 4%, A4 ..., 4
Allora, posto V; =V, V;.; =0, risulta manifestamente
3) Vi=AVi 1+ V} G=1, 2,..., s —1)

In virtd del’ammessa induzione, possiamo applicare la (8,,) alle s — 1 iper-
superficie (1), il che fornisce

(4) C;i= (4 (=0, 1, 2,..),
dove f'(4') sta per indicare la serie formale di potenze delle (1) definita dalla

] AN V14+2V’2 + "'+(8~1)V,‘_'
(5) P ==y v, . —s =V,

Piu precisamente, posto
{6) fI(AI) — E CIQAI[,'],

dove ¢/, r sono interi non negativi e @ designa un prodotto di potenze delle
sole ipersuperficie (2), il cui grado denotiamo con %, la (4) non & che un modo
compatto di scrivere la:

O_i =2 d[QAI[T]]{ il
ossia, in forza della (4,,), la:
(7) Ci =3 (QAM)ip—ri1.

D’altro canto, avuto riguardo alla prima delle (1), ed applicando la (10,)
con s = 2, vediamo che &

(QA [ﬂ) —h—r1 = [Q g(A)[r]]{ il
dove g(4) sta per indicare la serie di potenze di A, A® definita da

A + AP 240 47
1— At4%

(8) gld)=
Pertanto la (7), tenuto conto della (6), fornisce
Ci=2 ¢1Q g4, = [2¢Q g, = I,

ossia vale la (8), dove f(4) & la serie formale di potenze delle 4 definita dalla

f(4) = f"(g(4))-
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Tutto sta ora nel verificare che quest’nltima coincide con quella data dalla (6,,);
cid si effettna con facili caleoli algebrici, poggiando sulle (5), (8) ed utilizzando,
oltre alle (3), le identitd:

Vy= V4 (A + A) Vi + A4V,

valide ovviamente per j=1, 2,.., s (ove si assuma V*; = VS =0).

Stabilita cosl in tufta generalitad la (8,,), e quindi pure la (10,,), non ci
resta che da dimostrare la (9,) (per s> 2). A tal uopo, consideriamo i
polinomi nelle 4:

9) Pod) =V, +2V,+ 3V, + .. +8V,, Y4)=V,+2V,+ ..+ (s— 1}V,

{fra i quali passa la relazione ¢(4) — $(4)= TV, 4 V, 4+ ...+ V), e seriviamo
pitt esplicitamente il secondo di essi sotto la forma

(10) b(d) =2 dg,

dove d & un intero e @ denota un prodotto di potenze delle 4, il cui grado
indichiamo con h. Allora la (6,,) fornisce

— o4
fld) = T—9)’

sicché risulta identicamente :

f(A) = 9(4) + b(A)f(4).

Pertanto dalla (8,;), avuto riguardo alla (10) ed alle convenzioni del n. 25,
deduciamo

Co=[o(A))j;; + [$(4) F(4)]}; = [o(A)]}; + Zd[Q f14)),,.

Da qui, poggiando sulle (10,.), (4, ed applicando ancora una volta la (10),
traiamo :

C; — [‘P(A)]gis =2 -d(Q_G)i a=2 d[QO]m =[( dQ)C’]“} =
= [Od(4)]};-
Risulta dunque:
Co=[9(d) + CY(4)) ;5

e quest’ equazione, tenuto conto delle (9), (4,), non & che un modo compatto
di secrivere la (9,,).

29. In relazione ai risultati precedentemente ottenuti, faremo ora un’ ul-
teriore estensione ed una verifica.

Consideriamo anzitutto su V un qualunque numero ¢ (=1) di serie
d’ ipersuperficie
An, 4= Al t=1, 2 ..,9,
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e poniamo
Vi=1X gu4%,, Ak (=1, 2, .., 8),

Ol — AU . AR T Alsl,

Vi 427! + ... 4-5, Vi,
Fi(4) = Sttt M S
[ — VI3Vl — .. — (s, — 1) V5,

Allora, se ¢ & un qualunque monomio (4, di grado h ed r , r,,.., r, deno-
tano interi non negativi arbitrari, risulta:

(1) (Qailﬁlcg[rs] . Cz{rd)i — [Q f’(A)["l] fE(A)['”ﬂ‘] fl(A)[r‘]];,',; ,
dove, per abbreviare, si & posto
t=t+h+r +r,+..+r,—1L

Infatti la (1) si riduce alla (10,,) per £=1; e, per #> 1, la si dimostra
subito induttivamente poggiando sulla (10,,) medesima.
Vediamo, in secondo luogo, come si possa verificare direttamente la (8,,)
nell’ ipotesi semplificatrice che si abbia
A=Al = . =A" = A,
e quindi
C =sA.

La (1,,) mostra intanto che, se P = All, risulta

P; == (A¥); = (s i I)A[’+il.
(2

In particolare, e d’accordo col n. 14, si ha quindi A; = AW+Y, eppertanto:
2 C; = (s A)fi+11 = git1AU+1,
Inoltre la (4,,) fornisce

)

(Alk]]m = (m)i—«k»}-l = (k I)A[H-u:

Osserviamo poscia che la (B,,) attualmente fornisce V,—:(j\)A["l, sicch®
la (6,,) diventa:

s
2

- (§)4m—2(3)am — . — (s — 1A

sA + 2( )Am 4 3(§)At31 o SAD

f4) =
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Ora, argomentando ad esempio per induzione rispetto ad ¢, si stabiliscono

agevolmente le identitd
A8\ o e S s 1y oy
z(z) = sfs— 1)~ —s 2 (i— 2)(@. i 1)(3 1y (=i<s)

dove la somma a secondo membro va soppressa per ¢=1, 2; in virtd di
queste, I’ ultima relazione si riduce alla

(3) f(A) = sA + s(s — 1) AP 4 s(s — 1)PABT 4 s(s — 1)3 401 ...
Da qui si trae che, per ¢ =90, 1, 2,..., risulta:

[f(A)]h‘ = S[A]“} -+ 8(8 — 1)[14.[2]]{” -+ S(S‘—— 1)2[A[3]];” b ]

= SP + <31>(S — 1) + (g)(s — 1) + ...}AI‘HH =
= §[1 + (8 — )AL+ = gL ALH,

Basta quindi confrontare con la (2), per dedurne la (8,,).

30. Ci proponiamo da ultimo di dimostrare che:
La successione covariante di un’ipersuperficie B, che sia differenza di due
date ipersuperficie C, 4 di V, si calcola con la formula

(1) Ei:[g(A) C)]U;’

nella quale g(A, C) denota la serie formale di potenze di A, C definita dalla
funszione razionale

@) C— A4

94, O)= 15770

Poiché €= A + B, risulta C; =[f(4, B)};;| (n. 25), dove

3 __A-+B+2AB
© fld, By == ——p—
Scritta la {2) come serie di potenze :

(4) g4, 0) =3 cAWQIn,

avuto riguardo alle (4,,), (10,,) risulta
(94, OV, = B AWV ) = 3 o AFICH;_y_, . =
= I c[AWf(4, B, =[g(4, f(4, B)),,,-

Ne consegue la (1), osservando che le (2), (3) implicano la g(4, f(4, B)=B
e che d’altro eanto, ancora per la (4,,), si ha By = B;.

Annali di Motematico
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Passiamo a dare forma espliecita all’equivalenza (1) dianzi stabilita.
Anzitutto, avuto riguardo alla (2), con facile calcolo si vede che nel secondo
membro della (4) la somma va estesa a tutte le coppie di interi i, r non

negativi soddisfacenti alla
r<h+1,

esclusa la coppia h =0, r =0, e che il coefficiente ¢ vale

(}Zf-—;—l- 1>+4(h-?+ 1)}

. . . fo
dove un simbolo combinatorio (b) va posto uguale allo zero se a <0, o se

¢ = (— 1)ngr—r—1

b<0, o seb>a Con tali precisazioni circa la serie di potenze (4), e posto

per abbreviare:
j=ti—h—r+1,

dalla (1) — avuto riguardo ai nn. 25, 17 — si ricava
Bi= X ¢(APICW), =
rech4-1

— 3 cAthlatrlé(

h+1— 1)(2 — - Z)A[’]OU"].
r<ht1 1=0 I

! j—
L’ espressione di B; cosl ottenuta, risulta una forma di grado ¢ +1, a

coefficienti numerici, nelle 4, C. Essa potrebbe venir raffrontata con quella
che si desume dalla B= C — A in base al n. 14, e cioé con la:

R ;

Bi= 3 (—1f (’ + I)Atzlcli-m],

1=0 !

deducendone delle identita che, per brevita, omettiamo di scrivere esplicitamente.

CAPITOLO TERZO
ALCUNI PROBLEMI D’INTERSEZIONE

§ I. - Equivalenza funzionale di una varieta
nell’intersezione di due o piu altre.

31. Prese in V tre varieth M, N, P, per le quali conserviamo le notazioni
e le ipotesi del primo capoverso del n. 9, ci proponiamo di deferminare
v equivalenza funzionale E di P nell’ inlersezione di M ed N, ossia (n. 11) di
esprimere la differenza
(1) E=(MN), — (MN)}
operando opportunamente — entro anelli di V — sulle varietd covarianti
delle M, N, P.
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A questo scopo, premettiamo alcune considerazioni sulla successione
{ P, di sostegno P, definita ponendo:

(2) PP = (1 Pyl t My )t Nyt
Si vede anzitutto ch’essa dipende in modo simmetrico dalM ed N, risultando
3) [Pt =((I1Ppt NpyywiMpyu

in base al n. 5, f). Inoltre, applicando alle P McCV, PCNCV il teo-
rema dell’ appartenenza nella forma (4,), le (2), (3) forniscono:

4 { P = (1 Pyl i Npi)v=({Pn! ! Myi)y.

La dipendenza simmetrica di | P°{ da M ed N risulta anche direttamente
dalla formula
() [Pl =(iPulPyliPyi)p,
che ora dimostreremo.
A tal fine notiamo che, in virtt della (7,), risulta

(1Pt I Myl Prt)e =((1 Pyt 1Pyt My = (Pt Myt )y.
Pertanto, avuto riguardo alla (4,,) ed all’ultima proposizione del n. 8, si ottiene:
(1 Pyt I Pyl i Pypl)p = ((V Pyt A Myt ! Pyt {Pyt)e = (P My )yt Pyllp =

=({ Pxt Byt
e da qui, in base alla (4), segue la ().
Osserviamo poi che, in virtu delle (1,), (3,), !’intero
(6) l=p—q=p+4+v—m—n
risulta non negativo. Si risponde allora alla questione postaci in principio

col seguente

TeOREMA. - L’equivalenza funzionale (1) di P nell intersezione di M
ed N in V si esprime con la
(") E=p,
la successione | P essendo quella dianzi definita ¢ { essendo dato dalla (6) (%)

Avuto riguardo alle (1)-(5), la (7) pud scriversi in modo pia esplicito
sotto una qualunque delle forme:

¢ 5 N -
(UN)y — (MN)y = 2 3 (P, 38y, i oy, iy =

=0

.
-3

-

8) = _20 (P, iy, t—i)y ==
f=
£ i—i -
= I I (Pu,iPn, iPv,t-ij)p,
=0 j=0
(**) In base a risultati che verranno stabiliti nel Cap. 7% si potrebbe dimostrare che
la formula formita dal precedente teorema quande in particolare vi si facela p—=m — 1
(e quindi {=v — » —1) coincide con la (7.02) in Topp [8}.
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e sotto quelle che si deducono dalle prime due con lo scambio di M ed N.
Rileviamo che, tenuto conto dei nn. 6, 9 e della (6), ciascuno dei membri
delle (7), (8) ha la dimensione p—f=¢q, e si riduce a P per {=0. Cid
intanto dimostra il suddetto teorema nell’ ipotesi che sia ¢ = 0.

Osservato che gli interi m ed » sono inferiori a v e che nessuno di essi
pud risaltare inferiore a p, procederemo alla dimostrazione di quel teorema
distinguendo i quattro casi seguenti:

19 p=m; 20 m=—ov—1, p< m;
3°: n<v—1, p=m—1; 4o p<cov—1, p<m—1,

32. Nel primo dei casi dianzi indicati si ha P = M; cid implica (n. 9)
che la varieta

Q= (MNY;
si riduca allo zero e che (n. 18) la successione | Py!{=1My! non sia altro
che 1a M, 0, 0, .... Poichdé la (6,) ora fornisce {=v —mn, cosi la relazione

(8,,) da stabilire diventa :
(MN)y = (MNv, on)n-
In virtd del n. 23, Pultima relazione equivale alla
(MN)y = (M(N®)y)y;

e questa ¢ certamente soddisfatta, in forza delle M = PC N (n. 5, a").

Nel secondo dei quattro casi contemplati alla fine del n. 31, N & una
ipersuperficie di V non contenente M. Pertanto le due componenti P e @
dell’ interferenza { MN) di M e N hanno entrambe la dimensione m — 1.
Si ha quindi p = ¢, ossia { =0, ed il teorema da dimostrare sussiste in base
al penultimo capoverso del n. 31.

33. Nel terzo caso, procederemo per induzione rispetto al carattere
v — n relativo al prodotto simbolico (MN J% (il quale risulta ora > 1). Poichs,
in base ai casi 1° e 2° trattati nel numero precedente, il teorema del n. 31
vale per il valore 1 di tale carattere, cosl potremo ammettere che il teorema
stesso sussista per prodotti simbolici aventi il carattere v — n — 1. Prendiamo
in V un’ipersuperficie V' passante genericamente per N: questa ta-
gliera la M lungo P e, ulteriormente, lungo una varietd M’ di dimensione
m =m — 1 =p. B chiaro che quest'ultima passerd per @, e seghera N (sem-
plicemente) lungo @ e, nlteriormente, lungo una varietda P’ appartenente a P,
luogo dei punti comuni ad M’, P. Poich¢ M’ e P sono due ipersuperficie di
M prive di componenti comuni, cosi P’ avrd la dimensione p'=m —2=p —1
e risulterd
(1) P ={MP)=(MP)u,
(2) Pt M ={MV')=(MV'y.
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Inoltre €, non soltanto & la componente regolare dell’intersezione di M, N
in V residua a P, ma & anche ! intersezione regolare di M', N in V' residua
a P, sicchs:
(3) (MNY; = (M'N)..
Poichd per quest’ultimo prodotto simbolico il suddetto carattere vale
v —n=v—mn—1, mentre la (6,,) ora fornisce:
f=p' +0 —m —n=t—1,
cosl per ’ammessa induzione avremo :
. il -
(4) (M'N)y, — (M'N)y: = 2 (Pasi Ny, i)
o
In virtit della (1) e del teorema della sezione (n. 19), si ha inoltre
P’M’,i —_— (PM’ f,M’)M .
Da qui, tenuto conto della (2) e del n. 5, a), discende
Py, i = (P, i MV") )y — (Puy, Py =
= (Pu,iV')y — (Pu,iP)u;
e poiché (n. 14): Py, ; = (— 1){P¥+)y, ne consegue
{B) Py i=(Pu,i V)y + Py, it1.

Se si applica alla terna NC V' V il teorema dell’ appartenenza nella
forma (5,,), si ottiene

P =N Vv by
Avuto riguardo al n. 14 ed al n. 5, a), si ha dunque:
(6) NV,i‘—:ﬁVr,i-i*{ﬁyr, i—lV,}V-
Osservato che, in forza delle (6,,), p =m — 1, attualmente risulta :
v —n =1,

basta applicare successivamente il n. b, a), la (2}, ed i nu. 5 a”), 23, per de-
durre la catena di uguaglianze

(MN)Vz ((MV’)VN)V/ e (PN}V/ -+ (M,N)V: =
= (P(N®) )y + (M'N)y: = (PNy,, )y + (M'N)y..

Sommando a membro a membro la (4) con la relazione che da qui si ottiene

€

uguagliando il primo e l'ultimo membro, e quindi applicando le (3), (5) ed il
n. B, ¢), si ricava:
t=1

(MN)y — (MN)y = (PNy, )y + Eo (P'arr, iy, 1ialy =

" t—1 - t—1 .
= (PNV/, t)N B 'ZO (Pm, i(NVI’ f—ie1 V/) V)N -+ Z (PM, i—l—lNV’, t—i—l)N'
Fred

=0
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Nella prima delle due sommatorie scritte per ultime, & lecito far andare
I’indice ¢ da 0 a {, essendo Ny, _; =0 (n. 15); inolire, poiché P =Py, la
somma dei rimanenti termini dell’nltima riga, ove si assuma ¢ -+ 1 come nuovo

indice di sommazione, diventa
¢

2 (Py,iNyr, -

=0
Facendo infine di quell’nltima riga un’unica somma rispetto ad ¢ variante da
da O a £, ed applicando la (6), si ha subito la formula (8;,) che si voleva
stabilire.

34. Nell’ultimo dei quattro casi considerati alla fine del n. 31, proce-
deremo per induzione rispetto al carattere m — p del prodotto simbolico (MN )5
(il quale, attnalmente, risulta > 1). Scelta in V, come dianzi, un’ ipersuperficie
V' passante per N, denotiamo con M’ la varietd pura di dimensione m'=m — 1,
intersezione di M e V'. Poich® dalle nostre ipotesi risulta m' > p, cosi ora M,

pur passando (semplicemente) per P, non contiene piit la P quale componente.
Pertanto, accanto alla

(1) M =(MV)=(MV)y,
attualmente si ha che & (M'N)==P + Q, e quindi (n. 9):
(2) (MN)y = (M'N)y: .

Dalla (1) discende inoltre (n. 5, aj) la:

3) (MN)y = (M'N)y.

Siccome il carattere suddetto nel caso del prodotto simbolico (M'N)%, vale

m — p=(m— p)—1,
cosl — per 'ammessa induzione — & lecito applicare il teorema del n. 3l

all’equivalenza funzionale di P nell’ intersezione di M’ ed N in V'. Per tale
intersezione, il carattere analogo a (6,,) & dato da

f=p+v—m —n=l{
e si ha quindi
£ oy
4 (M'N)y: — (M'Nyy = 3 (Py, My, i)

=0

Infine, se si rammenta il teorema della sezione nella forma (4, ), si vede che &
My ei=(My,V)y.

Sostituendo nella (4), ed usufruendo delle (1), (2}, (3) e del n. 5, d'), si ottiene
senz’altro il risultato che ci eravamo proposti di stabilire (n. 31), sotto la forma:

t ~
(MN), — (MN)IP; = Eo (Pn, iMy, t—i)n-
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35. Generalizzeremo ora il risultato del n. 31 riferendoci ad s (=2)
varieta M*', M? .., M*® di V, intersecantisi (regolarmente o noj lungo una
varietd P, per le quali adottiamo le notazioni e le ipotesi del n. 9. A tal uopo,
consideriamo la successione | P*} — di sostegno P — definita dalla:

(1) ;POZ=(-"{(§PV§ %E{;”Ml{ﬂ?fﬁ}mz.-,iﬂ;”bls-

Mediante considerazioni analoghe a quelle svolte nel n. 31 per la (2,,), si
constata 1’indipendenza di questa successione dall’ordine in cui vi figurano
le M, e si perviene di fatto a scrivere la (1) sotto la seguente forma,
simmetrica rispetto alle M:

(2) fP i={(iPyls [ Paat e | Pys oo §13V§[3—1]}p (*3).
Designamo inoltre con ¢ 1’intero non negativo
(3) t=p—q=p—+(8— 1jp— (m'+m? 4 ..+ m)

Possiamo allora enuneiare il
TEOREMA. - L’equivalenza funzionale E di P mnell intersezione delle M*,
M, .., M*® in V si esprime con lo

@ E=(M'M' .. M)y — Q= P},
dove | P°| e t son date dalle (1)~(3), il che val quanio dire che risulto :

(MM ... M%), — (M*M* ... M*)y =
!'\ tﬁ ! 4 e 172 78
5 =2, .5 Zo T (I PraMy i My,oidits o My, 1-ius =

=0 fo=f; fg—i, fsmig.q
t ot ¢ N . .
::E E Z .. 2 (PM‘l, ;‘PMz,ez_,-l o PMS, i;uis”.;PV,iu-l—i;--'PV, izs—:—izs—sPV, g_._;“___,)}:.
#==0 fg=t dg==f; dps - o==igs—3
Questo teorema si riduce a quello del n. 31 per s=2. Potremo quindi
supporre s >3, ed ammettere la validita del teorema per !’ intersezione di
8 — 1 varietd. Scriviamo per comodita :

M=V, MY=(MIV)y

!

(6 . .
) m =, mIy =m! - v — v

=1 2,.., s—1)

ed osserviamo che, in virtd del n. 5, a’) e del n. 10, b), risulta:
(M'M? . MPyy= (M"M" ... M"*~Yy:, (M M?..M%)y=(M"M".. M*—%,.
Da queste relazioni, sottraendole a membro a membro, si deduce che I’ equi-

valenza funzionale E cercata uguaglia quella di P nell’intersezione delle

(*3) I’ equivalenza fra la (1) e la (2) verra altrimenti controllata nel n. 74.
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M't, M® .., M* ! in V. A norma dell’ammessa induzione si ha gquindi
7 E=Py,

dove si definisca la successiome | P° (di sostegno P) mediante la

8) PP = (n[(L Py b VB Yo | DI Jagie ooV BEETT  Yagsa

ed inoltre, avuto riguardo alle (3), (6}, si assuma

(9) H=p4(s—20 —m* +m* + .. +m*") =1

D’ altro canto, in virtlt dei teoremi dell’appartenenza (n. 18) e della
sezione (n. 19}, risulta:

[ Pyil=(1 Pyt Vyl)p = (I Prt !l My ! )ne,
| Moy = ({ My« V)y=(1'"Mb - M)y (j=1,2, .., s—1).

Basta quindi sostituire nella (8), applicare ripetutamente il n. 5, d), e ricor-
dare la simmetria della (1) rispetto alle M, per dedurre che &:

g P/O } . I PO s.
Da qui segue subito la (4}, in base alle (7}, (9).

§ II. - Intersezioni residue e varieta d’appoggio.

36. Se & nota una componente pura P dell’intersezione di due varietd
M, N di V (la quale, come tale, possa avere dimensione p regolare od irre-
golare), e nell’ipotesi che M ed N passino in modo gemerico (e quindi sempli-
cemente) per P, 1'intersezione di M ed N consta di P — contata semplice-
mente — e di una residua varietd

Q=(MN)—P,

di dimensione ¢ regolare, la cui classe d’equivalenza & stata designata (n. 9) con
Q=(MN)7.

Per determinare — in funzione delle sole M, N, P e loro varietd covarianti —
tale intersezione residua @, basta ricorrere al teorema del n. 31, il che fornisce:

Q = (MN)y — P; ,

dove t si esprime con la (6,,) e P; & dato da una qualunque delle somme
che compaiono nella (8,,).

Pilt in generale, a norma dei nn. 9, 35, Vinfersezione @ di date varietd
MY, M .., M* di V residua ad una varieth nota P ad esse comune, nel
Vipotesi che la dimensione ¢ di @ sia regolare, mentre P abbia dimensione
p (= q) arbitraria, vien definita funzionalmenie — wmedianie le sole M, P e
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loro varietds covarianti — dall’ equivalenza
Q= (M'M*... M%)y, — P} ;
ora, in questa, ¢ si esprime con la (3,), e P; & dato dal secondo o terzo

membro della (5,,).

37. In base al n. 12, le varieth P e @ dianzi considerate si appoggiano
mutuamente lungo una varietdh pura R, di dimensione ¢— 1, questa varietd
essendo generalmente non nulla se ¢ = 1. Dimostreremo al riguardo il seguente

TEOREMA. ~ Se g=1 (e quindi p =i+ 1), la suddetla varietd d appog-
gio R si esprime in funzione delle M, P mediante U equivalenza

(1) R= P°r+i ’

dove le notazioni sono quelle richiamate nel n. 36.
Riferendoci al caso dell intersezione di un qualunque numero s (= 2)
di varietdy M', M* .., M® di V, e ciod supposto

(MM ..M )=P + ¢,
in base alla fine del n. 12 risulta:
@) R=(QV)y— (MM .. M* V)5,

dove V' denota un’ipersuperficie di V passante per P, scelta ivi in modo
arbitrario purché generico.

D’ altro canto, applicando due volte il risultato finale del n. 36, abbiamo:

(QV')y = (M'M* ... M* V') —

(3) L3 t t b | el 7
_._..i §0 ;,f%i 45-: (e (PV, WMy, i) 2 .. My, t—isms V)
(MM ... MV = (M'ME ... M° V') —
(4) t;_}‘—l 41 L1 4] ~ .
- v D E ALdPr oMy i) My i iV i)y -

=0 fp=mfy  dsmis g ds4gm0ds
Ora & (n. 14):
[V =V, (v, 0,0,..;
sicch® i termini non nulli della sommatoria che figura nella (4) sono soltanto
quelli che provengono dai valori £4-1 e ¢ dell'indice 4,,,. In forza della (1,),
la somma dei primi vale precisamente P°,,. Nel fare la somma

dei secondi (/,,, ={), si possono omettere i termini che provengono dal
valore {-4-1 dell’indice 7,, in quanto in essi compare il fattore

9 8
My, i —is=My, 1 =0;

Annali di Matemuatica
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similmente, essendo per i termini che restano ¢; < ¢, basta limitarci a quelli
gon 4,_, == {, in quanto nei rimanenti ({,_, =¢ + 1} compare il fattore nullo
M:Zh_.; e cosi via. La (4) equivale dunque alla:

—i3—1 3

(M*M? ... M*V')y = (M*M? ... M*V')y — P*, ., —
[ t t - ~ o
— Z E E ([ (PV, ilM[lr, 1'.—1'1) ‘MV, t_is]Ms'( V'[Q])V)Vr ;

0=0 dp==iy ~ ds=is—1

()

e Vultima sommatoria risulta uguale a quella che compare nella (3), in forza
del n. 5, a”).

Si ottiene quindi subito la formula (1) da stabilire, sottraendo a membro
a membro le (3), () ed applicando la (2).

§ IiI. - Successioni covarianti di alcune delle varieta
dianzl considerate.

38. Oon le notazioni del paragrafo precedente, possiamo proporei di de-
terminare le varietd covarianti delle @, B in funzione delle M, P e loro
varietd covarianti. La questione presenta notevoli difficolta algoritmiche, e
ci limiteremo a trattarla in qualche caso particolare.

Il caso pit semplice si ha quando manchi la P, e quindi risulti

(1) Q= (M'M* ... M%)y.

Allora manca la R, e le varieth covarianti Qv,; son date dalla (7,,) (teorema
del prodotto). Tenuto anche conto del n. 5, ™), si ha cosl che la (1) implica le:

@) 1 Qul=(t Myi- I MY MY y=(.[(@! My o+ | M as o} MY age.

39. Pagssiamo ora ad esaminare il caso in cui P abbia dimensione regolare,
e cioé risulti

e sia inoltre ¢ =1, Allora R & un’dpersuperficie tanto di P che di @, data
da (n. 37):

11 1 ~ - .

R — P(l) = 2 = .o ).‘4 (...[(PV,51M1V, iz....il)Ml IM%/', g~ ’ig]Mz vee M‘%f’ 1_.»5_,)M5.
=0i=h dyien

Poiché mell’ultima sowma gli indici 4,, 4, —4,, ¢, —4,, ..., 1 — ¢, sono numeri
interi non megativi aventi per somma 1, cosi quella somma conterrd comples-
sivamente s + 1 termini, corrispondenti a valori di quegli indiei tufti nulli
tranne uno uguale all’unitd. Tenuto presente che & (nn. 6, 7):

Py, o= P, Mlv,o"—:Mly Mlv,t‘-—“—‘"‘*MlV,l (I=1, 2,.., s),
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risulta pertanto

1
(1) R=Py:1— 2 (PMY, )an: -

La (1) permette di esprimere in funzione delle P, M, P, M, e con sole
operazioni negli anelli BMp, My, Hy, ciascuna delle (BF)p, e quindi pure
ciascuna delle Rp ; tenuto conto che & (n. 14):

RP,i == ("‘ l)i(R[H_l])P (1’ =0, 1, 2, )

Da qui si deducono subito le Ry, ;, poich® (n. 18) dalle B PC V segue che
8V Byl = (! Rp!tlPyi)p, sicche:

Ry,i= 3 (— Di{(BHePy, i ).
j=

Allo scopo di determinare le Qv,; in funzione delle M, P e loro varieta
covarianti, fissiamo un qualunque intero % compreso fra 1 e g, e consideriamo
in V k ipersuperficie
(2) Aty A% .., AR

passanti genericamente per @. La A! segherd P lungo la E e, ul-
teriormente, lungo una varieta P, di dimensione p —1=1r, e si avra:

3) Pt=(PA)y— R (i=1, 2., k).

Nell’ ipotesi che sia k<< v - g, il che non & limitativo per k (=< q) se si
suppone v = 2q, le A' si’ segano lungo una varieth M, passante per @, di
dimensione regolare v — k. Risulta allora:

) M= (A'4 ... A%y,
() (M*M? ... MEM ) = Q + H,

dove H denota la varietd intersezione delle M, .., M*, M residua a Q; questa
ha dimensione regolare :

m m 4. 4mf (0 — k) —sv=q—k,

e soddisfa manifestamente (n. 9) all’equivalenza

(6) H=(M'M* ... M"M)}
ed inoltre alla:
(7) H=(P"P"..P"p.

In virti del n. 35, dalle (B), (6) si trae che &:

(M*M? ... M*M)y = H +
kE k k I ~ ~ 5 o .
—+ Z .. X X [( [(QV, i MV’ ig—-il’MlM v, ig-—ig]M* s MV, i_is)MgLMV’ k—i]M f

=0 dg=f) igm=ds—m i=is

(8)
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Ora la (4) fornisce senz’ altro (n. 17):
(9) ii’v,,;g_.i = (ﬁ{{‘- V};_i(A§}V (?’ :Oa 19 wev s k}?
dove Vi i(A4) indica la funzione simmetrica elementare di grado % -— ¢ delle

ipersuperficie (2) di V. D’altro canto dalla (7), poggiando sulle (3) e sul n. 5, aj,
si deduce:

k
(10) H= 3 (— V(R Ve A)v.
Se dunque sostituiamo in (8) ad M, H, My, r_; le espressioni fornite dalle (4),
(10), (9), utilizzando il n. 5, ¢), e poi riduciamo i termini contenenti a fattore
Vx{d), i quali compaiono nei due membri con uguali coefficienti:

(M*M? ... M*)y=P + @,

ricaviamo un’uguaglianza del tipo:

k
(11) 3 (Vei4)y =0,

==
dove, per abbreviare, abbiamo posto:

i

(12) Ty = (— 1i(Rp + 2 2. T (w((Qv,aMV,oidanMV, imiJar o My, ii)ats-

H=0 dg=fy fs—=fs—q

Se — nelle considerazioni precedenti — si assume (come @& lecito) k=1,
la (11) si riduce a I', = 0; vogliamo dimostrare che &
(13) I'i'=20 peri=1, 2,..., q.

Ed invero, ammesso di aver stabilita la (13) per i=1, 2,..., kK —1, la si ha
subito per i =k in forza della (11). Le (13) sono cosi dimosfrate. Avuto ri-
guardo alle (12), esse esprimono che &:

(14) 1@ = (! Quil My )ant MY lags ot M5 1) aae,
dove | @° | designi la successione di sostegno @D R data da:
(15) 1Q° 1 =@, B, — (BP)p, (B¥)p, — (BY)p, ...

Applicando ripetutamente la seconda proposizione del n. 8, dalla (14) si
trae la

(16) Qv = (o [() Q1 My ) )ap ot M3 Lag o | MY e

Se consideriamo la successione | P’} di sostegno P formata dalle

(17) P} = (— 1){(B)» E=0,1, 2,..),
e definiamo N assumendo

(18) N=P+ Q= (M'M*.. M)y,

in base alla (15) — con ovvia notazione — risulta

QU i=—1P° 4N,
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Sostituendo quest’espressione di | Q" nella (16), e ricordando le (17}, (18),
(2,5), vediamo che,
Nelle ipotesi ammesse, le varietd Qy, ; cercate sono fornite dalla

PQuli={Nvi— (wf({ POV My )an o | ME Y age e | MY )i,

e ciod st esprimono (per ¢ =20, 1, 2,..) con le equivalenze:

i i
1 2 ]
Qui=2 X .. T (My, oMy, ..My iz ) —
1'1=0 iz=i1 f‘«s«..q:ia—z
3 i i 1 2 s
J : :
— 3 X .. 2 (1AL C(BW)e Miy—i)m Mi—iJaz oo Mi_i)ue.
5=0 iy=i; dsmmts g
Cosl ad esempio, per ¢ =1, la prima somma — avuto rigunardo al n. 38 —

diventa

Ny, 1= El (NMy, )ar;

e la seconda somma si spezza nelle due somme parziali dei termini prove-
nienti dai valori O ed 1 dell’indice 7,, le quali rispettivamente valgono

S (PMY, Jut ¢ —R.
I=1
Tenuto conto delle (1), (18) e del n. 5, ¢’), abbiamo dunque:

Q1= 3 (M'.. M-\ MY MM M)y + Py, ‘_"235‘1 (PMY, azs .
A questa stessa equivalenza si sarebbe anche potuto giungere pilt rapidamente,
sottraendo a membro a membro dalla (1) la relazione che da essa si deduce con
la sostituzione lecita delle P, Py, { con le @, @y, 1, e poi usufruendo della (18).
Osserviamo da ultimo che, avendo dianzi determinate le successioni co-
varianti | Byl e | @, 1, se ne pud trarre la | Bg!, espressa con la

(19) {Roi={(1By)-1@Quie,

la quale subito segue da BRC QC V in base al teorema dell’appartenenza
(n. 18). Ancora pit semplicemente si ha che, poich¢ R & un’ipersuperficie
di @, in virth del n. 14 risulta

(20) Rq,i=(—1}(RBF+)q ¢=0,1,2,..);

e questa fornisce le Rg; quando si tenga conto della (1). Si noti perd che
tanto la (19) che le (20) fanno intervenire delle operazioni sopra la variety @,
la quale non & stata direttamente assegnata. Nel numero succes-
givo determineremo | Ry ! sotto ipotesi pitt generali, in funzione umicamente
delle M, P e loro varietd covarianti, in modo da dover effettuare su queste
soltanto operazioni entro gli anelli My, Hp, .
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40. Riferendoci ancora alle s (= 2) varietd M*', M .., M*° situate in V
come nei nn. 9, 35, passiamo a considerare il caso generale in cui il
numero ¢ dato dalla (35) sia un intero (non negativo) qualsiasi. Proveremo che:

Per ogni k soddisfacente alle 0 <<k <<v — p— 1 vale I’ equivalenza:

{1) By x = Ptg-{»k-;-’ ,

dove t & U'infero suddetio e | P°| denota la successione di sostegno I’ definita
dalla (1),

Osserviamo anzitutto che i due membri della (1) hanno la stessa di-
mensione
F—k=p—(Ft+k+1),

in forza della (3;;) e della r ==¢q — 1 (n. 12). Bastera quindi stabilire la (1) per
i valori di k£ in corrispondenza ai quali tale dimensione riesce non negativa,
e ciod per k<< r. Inoltre, poiche (n. 6) Ry o = R, cosi la (1) sussiste per k=20
in conseguenza del n. 37. Potremo quindi, supposto 1 <k<7r, k<v—p — 1,
dimostrare la (1) ammettendo per induzione che valgano le

(2) RQ, 0= Pom—u RQ, 1 == P0t+2; reey RQ,k-—a =P’ -

E rileviamo che anche ora sussistono le (20,,), giusta quanto si & detto alla
fine del n. 39.
Scegliamo in V genericamente k <+ 1 ipersuperficie

3) A4, A2, ..., A+

passanti per P. Poiché v —k —1=p, cosl le (3) s’ intersecano regolar-
mente lungo una varietd
{4) M= (A'A*.. Ay,

(di dimensione v — k — 1), passante semplicemente per P. Inoltre, ciascuna
delle (3) incontra @ secondo R e, ulteriormente, lungo una varietd di dimen-
sione ¢ — 1 =17v:

(5) Q' = (QAi)y — R i=1,2 .,k+1)
Le (5) sono % + 1 ipersuperficie di ¢, la cui intersezione
6) ¢ =(0'¢".. "+

& una varietd pura di dimensione ¢ =q—%k—1=r—£k=0; ed & chiaro
che questa non & altro che 1’ intersezione delle s+ 1 varieta M', M*, .., M*, M
residua a P. Relativamente ad essa, il numero ¢ analogo a (3,5} vale
(7 f=p—q¢=p—q+Ek+1=t+k+1;
onde, applicando il teorema del n. 35, otteniamo:
(MM ... M)y — & =

® _ & ¢ ot ” o ., _—

== u X2 .. X -t [( ves [(PV, ilMV, 1:2—-’51)M1MV, ig—iz]M:’ MV, i_.is)Ms MV, t’—z]M .

37=0 f5=1; bs=dy.y =iy
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Si ricordi ora che, in virti della (4), risulta (n. 17):
9) iy, o= - Vi(4))y (=0,1,2,..),

dove V, =V e Vy4) per j=1,.2,..., k41 denota la funzione simmetrica
elementare di grado j delle (3), mentre & V; =0 per j > k 4- 1. Avuto riguardo
alla (7), si ba quindi che ciascuno dei termini provenienti dal secondo membro
della (8) per ¢ =0,1,..., £ — 1 vale zero, sicché nella (8) basta far assumere
ad ¢ i valori interi da ¢ a £ ={¢ -+ %k + 1 (corrispondente ai quali { —¢ de-
cresce da k + 1 allo zero). Poiché gli indici nella somma maultipla che com-
pare in (8) soddisfano alle

Sy <<y << .o,

cosl, fissato in quella D'indice ¢ uguale ad uno dei suddetti valori, occorre
limitare superiormente a tale valore la variabilitd degli altri indici. Pertanto,
tenuto conto delle (4}, (9, del n. 5, ¢/} e della (1,), posto i =t 4, la (8) pud
scriversi nella forma:

k-1
(10) M M Vsl Ay — @ = 3 (P Vasal A

Esprimiamo da ultimo nella (6) le Q* mediante le (5). Avuto riguardo
alle (4), (20,,) e rammentando che & RC @, otteniamo cosi:

k41

(11) & =(Q+ Virild)y — 2, (Boi=1Vi—jri(A))y-

Basta allora sostituire quest’espressione di ¢ nella (10}, ed usufruire delle (4),
{2), per dedurre la (1).

Poiché EC QC V, e tenuto conto del teorema dell’appartenenza (n. 18),
note cosl le R x se ne possono subito derivare le Ey, r, non appena si cono-
scano le @y ;.

OsSERVAZIONE. - Il procedimento che festd ci ha condotti a stabilire la (1),
pud venir semplificato col sostituire al teorema del n. 37 ed al metodo d’in-
duzione completa un principio d'identitd fro polinomi in Hy, nel modo
seguente. All’uopo si osservi che l'eliminazione di @ fra le (10), (11)
fornisce un’ nguaglianza esprimente 1’identitd fra due polinomi, di
grado k -+ 1 nelle A. Tenuto conto della latitudine con cui possono venir
scelte le A (che sono ipersuperficie arbitrarie di V passanti per P), se
ne pud trarre 1’nguaglianza fra i coefficienti dei monomi simili nelle 4, cid
che appunto porge la (1), assieme alle (2) ed alla (1,,). La (1), precisamente,
si ottiene uguagliando fra loro i termini di quei polinomi indipendenti
dalle 4, ed & quindi cid che diventa 1’identitd suddetta quando vi si assuma
ciascuna delle 4 virtualmente nulla.

Un’analoga osservazione potrebbe altresi farsi relativamente agli sviluppi
dei nn. 14, 15, 19, 39.
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41. 11 problema di deferminare le Qv,; in funzione soltanto delle A/, N, P
e loro varietd covarianti, al quale dianzi oi siamo ricondotti, presenta serie
difficoltd nel caso generale. Hsso & gia stato da noi risolio nell’ipofesi che sia
P =0 (v. 38) oppure {=0 (n. 39), ed ora lo risolveremo nel caso in cui @
sia intersezione regolare di due date varietd M, N di V residua ad uno varietd
nota P ad esse comune, supponendo :

1 m qualunque (3 <<m <<v— 1), n=v—2, p=q+1,
e quindi:
(2) g=m+n—v=m—2, p=m—1, t=p—q=1

A tal wopo, scegliamo in V una generica ipersuperficie A passante
per N; questa segherad la M secondo P e, ulteriormente, lungo una varietd
pura, K, di dimensione

(3) E=m-—1=>p.

Posto per abbreviare

(4) P'=(AM)y,

le P, K, P’ saranno tre ipersuperficie di M, ivi legate dall’equivalenza

() K=P —P (su M).

La K suddetta e la N sono manifestamente due varietd di V aventi a
comune la @, lungo cui esse si intersecano regolarmente, essendo in virth
delle {1)~(3):

g=k+n—(v—1).
1’ intersezione residua delle K, N entro 4 & una varietd pura di dimensione g.
che denoteremo con H, la quale coincide con la varietd comune alle iper-
superficie P e K di M. Risulta pertanto

ed inolfre

7 Q=H —H,
dove, per abbreviare, abbiamo posto

8) H' = (KN)a

Poiché @ K M, in forza del teorema dell’appartenenza (n. 18} si ha:
i
(9) Qu, i = _7-30 (O, 1 Km, i)k
7:

Inoltre, in virtd del n. 14 valgomo le
Qat, 1= (— V(@0 W, Kagyimg = (— 1P=1(K =g,

Sostituendo nella (9), ed usufruendo del n. 5, ¢'), otteniamo:

(10) Qi = (— 1 2 (QUH)x (K67 ar)ar
#=0
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Applicando il teorema dell’appartenenza alle varieta N, 4, V (di rispettive
dimensioni v — 2, v — 1, v), abbiamo:

§NA§2(§NV§°§4§V§)A.

Inoltre, omettendo qui e nel seguito 1’indice V in basso per le moltiplicazioni
da effettnarsi in E,, ancora in base al n. 14 risulta

Na = (— 1N, 1Ay1=4, 48,0, 0,....
Si ha quindi
(1) (— 1PV = Ny, 1= Ny, 1 + Ny, 11 4.

Notiamo poi che, in virtu della (6), e tenuto conto della K M e del n. 5, a')
e della (B), risulta:

(HU+g = (K PU+1) gy = (P'PU+1Y) gy — (P2 ;
basta dunque valersi della (4) e del n. 5, a), per vedere che &:
(12) C (HUH)g = (Pli+1)ae A — (PU+2)y,

Se b =0, ¢ >0 denotano due interi qualsiansi, avuto riguardo alla (6), alla
H' C K, ed al n. b, a), si perviene alla:

(13) (HOH ) = (PO (H' ©g)y.
D’altro canto, tenendo conto delle (8), (5) ed usufruendo del n. b, a), si ricava:
(H')g = (KNI)y = (P'Nl), — (PNTel) 4.
E siccome, in forza delle (4), (11) e del n. 5, a), si ha:
(PN g = M(NE) 4 = (— 1)*"M(Ny, ot + Ny, c—24),

(PN[O])A == (P(N[C‘H])A)N = (--- I)C(PNV, c)N -+ ("— 1)c(PNV, c-—l)NA»
cosl risulta:

(14) (= 1) YHE)x = MNy, oy + MNy, o 24 + (PNy, )y + (PNy, c_)nA.

Osserviamo infine che, in virtu della (7), si ha

L
(— I (QUAY g == 3 (— 1)e—1(Hl~+1 H'ld);
o==0
e da qui, in base alle (12}, {13), (14), si deduce:
3! j—l:l ] 1
(— DP(QUAN g = 2 (PU- ) (N, ooy =4 Ny, c_24) +-

c=1

i . j41
+ I ((PNy, dNPU—F )y 4 X ((PNy, o—t)NPU—H1) 04 +

e=1 =1
+ (P, — (P4,

Annali di Matematica 9
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Inoltre dalla (B), avufo riguardo alla (4), si trae
®iy =% (— 1’ 7 jpmpani-n.
1=0

Basta gquindi sostituire i valori cosl ottenuti per (QU+Y)x e (KU—7l)y nella (10),
per dedurre un’espressione del tipo voluto perla @y ;. Tale espressione
risulta indipendente da A, in conformitd con I’ osservazione finale del n. 40;
fatte le debife riduzioni, e scritto ¢ 4- 1 in luogo di ¢, si perviene alla formula:

Qum, i = (3 + 1)(PE) -+
(15 : ) o
) + cz*o (i — ¢ + D[Py Ny, )y + (PNy, e )PP,

la quale rimane cosl stabilita per 1 =0, 1, 2, ....
Possiamo agevolmente controllare la (15) nel caso pilt semplice i =0, in
cui essa si riduce alla

(16) Q = (PP + (MN)y + (PNy, 1)y,
mostrando come questa attualmente non differisca dalla formula
(17) Q= (MN)y — Py,1 — (PMy, jss— (PNy, 1)y
fornita dai nn. 35, 36. Si ha intanto (n. 7):

Ny,1= — Nv,;

inoltre, in virti del n. 14, ed applicando alle PCC M C V il teorema del
I’ appartenenza nella forma (4,,), otteniamo

(PP = — Pag,1 = — Py, 1 — (PMv, )u;
sicch® la {16) equivale effettivamente alla (17).

La questione propostaci al principio del presente numero si risolve
ormai in modo immediato. In virth delle Q C MV, si ha infatii (n. 18):

Qv,i= Z (Qus, i My, i)
4=

e basta esprimere qui le @y ; mediante le (15), per ottenere le @y, ; deter-
minate nel modo veoluto.
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CAPITOLO QUARTO
ESTENSIONI A VARIETA SINGOLARI

§ I. - Intersezione di due o piu ipersuperficie,
residua ad una loro varieta multipla.

i2. Per ragioni di semplicita, le sottovarietd di V considerate finora sono
tutte state supposte (virtualmentej prive di punti multipli. Oi si pud doman-
dare in qual modo occorra modificare gli sviluppi precedenti qualora si lasci
cadere quest ipotesi. Una risposta esauriente a tale domanda esigerebbe un
ampio complesso di ricerche, il cui compimento ¢i farebbe uscire dai confini
segnati al presente lavoro. Ci limiteremo percido a trattare qualche problema
particolare in cui intervengono varietd singolari, il che basterd per mostrare
quali accorgimenti tecnici convenga wusare per affrontare simili questioni
nel nuove indirizzo.

Premettiamo un’utile convenzione algoritmica. Fissata una va-
rieth P non singolare di V, sappiamo (n. 13) come su essa si definisca la
varietd covariante d’immersione Py, ;, di dimensione p—i¢ (i =0, 1, 2,...).
Ebbene, in conformitd con gli sviluppi del n. 16', & utile talvolta considerare
questa Py,; come una polenza simbolica di P in V, di esponente

(1) j=v—p+1i;
pitt precisamente, assumeremo per definizione
2) (Pl = Pv,s,
per tutte le coppie di interi ¢, j soddisfacenti alla (1). E poich® i soli valori

dell’indice ¢ per cui la Py, ; non sia identicamente nulla sono quelli soddi-
sfacenti alle limitazioni 0 <C¢<p, cosl risulterd:

3) [Pfr=0 tanto se j < v — p quanto se j > v.

Riferiamoci ora ad un polinomio simbolico in P, in cui i coeffi.
cienti siano varietd M7 (virtuali) arbitrarie di V:

(4 f(P)= % PP,
ji=06
Porremo per definizione
) [F(Ply = F(P) = £ wiPY,
Fa==

ossia in virti delle (1), (2), (3), [f(P)ly =0 se n <v — p, ed altrimenti

(Bl = 2 (MWPysip gy

j=v—p
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& quindi chiaro che, se i coefficienti M7 di f(P) sono varietd pure di dimen-
sione 7 +- § (con r ccstante), la [f(P)], risulta una varieta pura di dimensione r.

Come conseguenza immediata della precedente definizione, si ha che
U operazione [...] é distributiva rispetio alla sommma, e cioé risulta

[F(8) + g(PYly =[f(P)ly + [9D)]y-

Inoltre, con le convenzioni testé introdotte, la formula fondamentale (4,,),
che (nel n. 13) ci ha permesso di definire le varietd Py ;, si riduce sim-
bolicamente alla
) (4142 ... A%)y — (A'42 ... A9, =

= [(4' + P)(4® + P)...(4° + P)]y;

qui, naturalmente, & inteso che il secondo membro abbia a calcolarsi scrivendo
anzitutto 1’ espressione entro parentesi quadre come un polinomio in P della
forma (4), e poi applicando la (5).

43. Sieno M!, M?,..., M* s (=2) varietd di V passanti con daie moltepli-
cita k,, k,, ..., k, per una varietd irriducibile e non singolare P. Supporremo
(come mel n. 9) che le dimensioni della varieta M, P, V soddisfino alle

{1) p=m+m + . +m—(s—1jv=0;

ammetteremo inoltre che le M' contengano P con le assegnate moltepli-
citd k; (= 1), senza presentare lungo P ulteriori particolaritd. Allora le
M!, M ..., M’ si segano secondo la P (contata un certo numero di volte) ed
inoltre lungo una varietd pura, @, di dimensione
¢ =m" +m 4 .. +m — (s — L.

Con argomentazioni consimili a quelle impiegate per dimosirare il teorema
del n. 10, ed anche usufruendo con ovvie varianti del n. 16" e di cid che
§’8 detto in nota nel n, 12, si prova che

Se le suddette variets M', M? .., M°, P variano su V eniro a sistemi
d’ equivalenza, in modo che le M* continuino a passare genericamente per P
con le molteplicita k;, anche Uintersezione Q delle M residua a P varia entro ad
un sistema d’ equivalenza.

Quest’ ultimo sistema d’equivalenza verrd denotato con

MME ... MSP

@) Q“(ki k, .. k)

B chiaro allora (u. 11) che !’ equivalenza funzionale E di P nell’ intersezione
delle M!, M2, ..., M*, quando queste abbiano a contenere genericamente P con

v

le molteplicita assegnate k,, k,, ..., k,, si esprime mediante la
MM .. MNP

3 E= (MM . M ——( ) .

@) ‘ v —\kk, k),



B. Ssore: Nuovi metodi e risultati nelle geometria, ecc. 69

44, Risponderemo alla questione di determinare la varietd di cui & detto
nel titolo del presente paragrafo, dimostrando che:

Lequivalenza funzionale E di wno varield P nell’intersezione di s (=v—p)
ipersuperficie A', A% .., A® di V, quando guesfe siano soggelie a contenere
genericamente P con date molleplicita k,, k,, ..., k,, vale:

(1) E =[(A' 4+ EP)A* + EP) ... (A + EP)]y.

I1 secondo membro di quest’equazione va calcolato in base alle conven-
zioni del n. 42, ed & pertanto una varietd pura di dimensione v — s apparte-
nente a P, ivi definita (a meno di un’equivalenza) non appena — oltre alle 4 —
si conoscano le varietd covarianti Py, ;; e si noti che I’ammessa limitazione
§=v —p non & che la forma attuale della (1,,). Nel caso particolare di pas-
saggi tutti semplici, e ciod se k, =k, =..=k =1, la (1) si riduce
manifestamente alla (6,,), ed & quindi valida per definizione delle Py ;.

AlP nopo di stabilire la (1) negli altri casi, in virth del n. 16’ & lecito
assumere
(2) 4! = B* + B® 4 ...+ Bt (t=1, 2,..,s)

dove le B sono ipersuperficie (virtuali) di V, passanti per P semplice-
mente ed in modo generico. Risulta allora (n. 3):
(3) (A*A% ... A%)p = Z (BY1BY: . . By,

()
dove la somma va estesa a tutfi i complessi (j)=(j,, j;,..., §;) che si otten-
gono dando a j§; i valori 1, 2,..., k; (per ¢ =1, 2,..., s). Inoltre, dalle (2) e
dalla definizione data nel n. 43 per il simbolo (2,,), si trae:

AMA7 .. AT Pm h L 2 245\ L
@ QJQWML”QBJB .. B

Basta quindi sottrarre le (3), (1) a membro a membro ed applicare le (3
{6,,), per dedarre I’equivalenza:

E=23[(B* + P)(B% + P)... (B + P)],.
5

ish

In virth del n. 42, e poggiando sulle (2), ne consegue:
B = (3 (BY -+ P)(B% + P) . (B + P))jy =
7
=[(A* -+ B, P)(4* + ,P) ... (4° 4+ E,P)]p.

45. Osserviamo infine come si possa estendere il significato delle (2,,),
(3,;) al caso in cui qualcuno degli interi k¥ che ivi figurano sia nullo,
assumendo ad esempio

(M‘ZW M‘)l’_.__= u . (M” M’)P_

0k, ..k ) E, ...k, ]v
_ (M M) .. (MWL) \ Py
=

Ml
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Con cid, avuto anche riguardo al teorema della seziome (n. 19), & subito
visto che:

Il teorema del n. 44 conserva lo sua validitad wnell’ipotesi che taluna delle
molleplicita k sia uguale allo zero.

§ II. - 11 lauogo del punti doppi impropri
d’una varieta subordinata di V.

46. Sia P una varietd irriducibile di V, di dimensione abbastanza
elevata rispetto a quella di V, e precisamente tale che si abbia

(1) 2p =w.

Si vede allora che, se si vuole che P — come varietd del proprio ordine
appartenente a V — risulti a moduli generali; occorre supporre che P
contenga dei punti doppi impropri, costituenti una varietd algebrica pura D,
di dimensione

(2) ad=2p —v (*).

Cid accade p. es. quando, V essendo uno spazio lineare §,, si ammette che
P possegga cosidette singolaritad ordinarie (del tipo ciodé di quelle che
acquista la proiezione di una varietda P* non singolare di S,,,,, quando si
proietti P* genericamente su di un S, subordinato di 8,,,,).

Supponiamo dunque che P contenga un luogo D siffatto di punti doppi
impropri, la cui dimensione d soddisfi alla {2), e che ogni punto di P non
appartenente a D sia semplice per P. Cid non significa naturalmente che P
non possa contenere singolaritd di tipo pilt elevato; ma soltanto che il luogo
di queste ultime (se esistono) abbia a costituire un certo numero di sottovarieta
di D, ond’esso verrd ad avere dimensione inferiore a d. Pertanto il generico
punto di D risulta un punto doppio improprio di P del tipo piit generale,
sicch® — dal punto di vista della geometria sopra la varieth P — esso deve
considerarsi come la sovrapposizione di due punti semplici di P. Corrisponden-
temente, D — pensata quale varieth sopra P — dovra valutarsi, su V, come
equivalente al doppio della varietd algebrica semplice luogo dei suoi punti;
per evitare equivoei, questa varieta di V verrd denotata con (D), e potremo
cosl scrivere l'equivalenza:

3) D = 2(D) (su V).

Indicheremo poi con (P) la varietd P in cui il luogo singolare D si con-
sideri come virtualmente inesistente. Cosi, ad esempio, se in un sistema di
equivalenza contenente totalmente P esiste qualche varieth priva di punti
multipli, ognuna di queste pud venir assunta come un rappresentante di
(P), ed in tal caso P pud ottenersi come posizione limite della varietd non

(14 Cfr. Smver: [1], § 2.
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singolare (P). In ogni caso, varrd ovviamente I'equivalenza
) P=(p) (su V).

Un’ ipersuperficie 4 di V passante genericamente per P viene necessa-
riamente ad acquistare D come luogo di punti doppt ordinari. Denoteremo
similmente con (4) 1'ipersuperficie 4 considerata come virtualmente priva di
punti multipli, e quindi passante virtualmente con molteplicita 1 anche per D.

Con le suddette locuzioni, ed avuto riguardo al n. 13, si ha senz’altro
cid che deve intendersi per le varietd covarianti Py,; e (P)y,; rispettivamente
di P e (P)in V. Ed & chiaro che, fintantoch® la dimeusione p — ¢ di queste
varietd si mantiene superiore alla dimensione d di D, il procedimento del
n. 13 non subisce alterazioni per effetto della varietd doppia D di P. Poiche,
in forza della (2), la limitazione p — ¢ > d equivale alla ¢<<v—p — 1, cosl
intanto su P risulta
(5 Py i={Plv, peri=0,1,..., v—p—1.

Si ha inoltre che la (5) [la quale si riduce per ¢ =0 alla (4)] dovra ge-
neralmente cessare di sussistere a partire dal valore ¢ = v — p dell’indice ¢;
vedremo nel numero successivo com’essa debba venir modificata per ¢ =v — p (*®).
Ora aggiungiamo soltanto che, in forza del n. 7, dalle (5) discendono imme-
diatamente le

(6) Py,i= (P)v,: per t=0, 1,..., v—p—1.

47. Per rispondere alla questione posta or ora, introduciamo !’ intero
§ == 20 — 2p,

ed osserviamo ch'esso soddisfa alle limitazioni (1,,), in forza della (1,,); cor-
rispondentemente, il numero ¢ definito dalla (2,,) vale:

(1) =v—p.
Possiamo cosl considerare s generiche ipersuperficie
A4, A% .., A°
di V passanti per P: Vintersezione ¢ di queste residua a P ha dimensione
q=v—s8s=2p—v=d,
e — giusta i nn. 9, 46 — pud venir demotata con (4'4*... 4°)y. L’analoga
varietd (4'4*% ... 4°)7), che si ottiene in simil guisa a partire dalla P conside-

rata come virtualmenie priva di punti multipli, risulta equiva-
lente alla somma di @ con la varietd D (n. 46), ossia

(2) (442 ... A9 = (414 ... A5 + D.
(%) L’analoga questione per i valori dell’indice ¢ > v-—p & assai pill complessa, por-

tando a dover considerare i vari luoghi dei punti di D ove P possiede una singolarita di
tipo pin elevato di quella che P ammette nel generico punto di D.
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In base ai nn. 13, 46, valgono tanto la (4,;) quanto la relazione che da
essa si ottiene scrivendo dappertutto (P) in luogo di P, e quindi (P)y,; in luogo
di Py,;. Basta quindi softrarre queste due relazioni a membro a membro, e
ricordare le (1), (2), (5,,), per oftenere la richiesta equivalenza :

G) Py, op = (P)y,0—p + D

48. Possiamo dare all’ultima relazione forma piit significativa, osservando
che, sottraendo a membro a membro le equivalenze

T PrepBri=0 T Pl piPlri=0,
fornite dal n. 7, ed applicando le (5,,), (6,,), otteniamo:
Py,op+ Prop=_P)y,0p+ (P)r,0-p-
In virtit di quest’ ultima, la (3,,) diventa:
D= (P)y,0-p — Py, 0—p-
Infine, poiché in base al n. 23 risulta
(P y, op = (PO,
perveniamo cosl all’equivalenza
(1) D= (P¥)y — Py,o—p,

esprimente il luogo dei punti doppi impropri di P come differenza fra la prima
varieta caratleristica di P in V e la variets covariante Py, o p (*°).

Tale differenza & nulla se P non possiede punti multipli, ed allora
si ricade nel teorema del n. 23. Si rilevi poi che le (3,,), (1} possono pensarsi
come equivalenze su P, mnel qual caso la varietad doppia D dev’essere intesa
nel modo specificato nel n. 46; mentre invece, qualora si vogliano oftenere
delle equivalenze su V, converrd esprimere in esse D mediante la (3,).

§ III. - Sul luogo dei punti singolari imposti ad una varieta
dal passaggio per un’altra,

49. Assegnata in V una varietd irriducibile P, si consideri una qualunque
sottovarieta M di V passante per P, la cui dimensione m soddisfi alle limitazioni

(1) p<m=<2p—1 (m < v)

(46) In base a risultati che verranno stabiliti mel Cap. 7° si potrebbe dimostrare la
sostanziale equivalenza fra la formula (1) del testo e la (7.01) in Topn [8]. Casi particolari
della formula suddetta erano stati precedentemente ottenuti da Tuurrex [1], B. Szcre [4],
Yoxarr [1}
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(implicanti la p = 2). Se, essendo 2p =>wv, P ammette un luogo D di punti
doppi impropri avente dimensione regolare (n. 46):

(2) d=2p —v,

anche M dovra passare doppiamente per D; il luogo D viene naturalmente a
mancare quando P sia priva di punti multipli, il che sempre supporremo che
accada se 2p < v, K interessante rilevare che in ogni caso, in forza delle (1),
M viene generalmente a dover avere su P dei punti multipli fuori di D, e cios
in punti semplieci di P. Mostreremo infatti, con un conto di costanti, che:

Se valgono le (1), la varieta M — in conseguenza del suo passaggio per P —
deve generalmente acquistare un luogo A di punti doppi, conlenulo sempli-
cemente in P ed avente dimensione

(3) =2 —m—1 ().

All’uopo trasformiamo V in una varietd V* di ugual dimensione, mediante
una dilatazione di base P ('®). Questa muterd i punti O di una conveniente
porzione p-dimensionale di P in oo? spazi lineari, 0% di dimensione v —p — 1.
Ciascuno di questi ultimi potrd venir considerato come luogo del punto

X = X @t 4 A7+ . Ay 272,
dove le A sono parametri ed «!, «’, ..., °~7 denotano v — p punti indipendenti
di 0% funzioni analitiche regolari di p parametri p,, p,, .., 1,, fissanti la
posizione di O entro quella porzione di P.

Detta M* la varietd trasformata di A, il fatto che M passi semplicemente
per O si traduce in cid che M* incontra O* lungo uno spazio lineare subor-
dinato, di dimensione m — p — 1. Quest’ultimo potra quindi venire rappresen-
tato con un sistema di v —m equazioni lineari indipendenti nelle 1, , 2,, ..., Ao—ps
a coelficienti funzioni analitiche dei parametri p,, u,, .., p,. Scrivendo che
la matrice di tali coefficienti ha rango inferiore a v—m, si vengono ad
imporre alle p

V—p—@W—m—1)=m—p+1

condizioni distinte; siccheé, in generale, vi saranno oco?~m—p+1 — ocd valori
delle p che le soddisfano. Questi proverranno da punti generalmente semplici
di P, per cascuno dei quali la M dovrd passare (almeno) doppiamente. 11 luogo
A — necessariamente algebrico — costituito dai punti semplici di P doppi
per M e dai loro punti di accumulazione, dovrd dunque avere di fatto la di-
mensione (3).

Abbiamo gia osservato che, se 2p >, la varietd P — pur essendo in un
certo senso generica — pud ammettere un luogo D di punti doppi impropri,

(*7) Questo risultato trovasi gia stabilito in SEVERI [1], § 8, nell'ipotesi che V sia uno
spazio lineare e che tanto P quanto. M risultino intersezioni complete di forme.
(#%) Ofr. B. Seare [6], § 1.

Annali di Matemotico 10
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avente la dimensione (2), il quale allora risulterd anche doppio per 3. Rile-
viamo che, in base alle (2}, (3), se M é un’ipersuperficie di V (m=v—1), D
ha lo stessa dimensione & di A; wegli altri casi {m <v— 1}, D ha sempre
dimensione inferiore o 3. Poichd la varietd dei punti multipli di M, ginsta
quanto precede, dev’ essere generalmente pura, cosi

Se 2p = v, U eventuale varietd doppia impropria D di P apparliene gene-
ralmente a A; le cose vanno perd diversamente se M é uw’ ipersuperﬁcie di V,
nel qual caso le due varieta D e A hanno ugual dimensione e risultano in
generale distinte.

50. A complemento delle precedenti considerazioni, dimostreremo ora il
TEOREMA. - Se valgono le (1,,) ed é inolire m = v — 1, la varieta A di cui
al n. 49 — come varieta semplice di P — wvien fornita dall’ equivalenza

(1 A:PM,m—p-‘rl-
Nellipotesi che invece si abbia 2p > m=v — 1, la (1) dev’esser sostituita dalla
@) A=Py0p—D,

dove D denota il luogo dai punti doppi émpropri di P (da pensarsi ciascuno
come la sovrapposizione di due punti di P) e pud quindi venir espresso me-
diante lo (1)

Introduciamo una varietd U di dimensione % = m + 1, che dovra inten-
dersi coincidente con V nel secondo dei due casi contemplati nel teorema,
mentre invece, nel primo caso, U sard una generica sottovarietd di V avente
dimensione m 4 1 e passante per M. A norma del n. 49, la U potrad avere su P
un luogo singolare, di dimensione 2p — m — 2; tuttavia, poiché questo numero
risulta inferiore al numero & espresso dalla (3,,), cosl una siffatta singola-
rita non dard alcun disturbo nello studio del luogo A (di dimensione 3), ossia
— agli effetti di tale studio — potremo supporre la U wirtualmente priva di
punti multipli.

Sia P* una variety equivalente a P ed appartenente ad M. In base
ai nn. 48, 49, M dovra avere un luogo A* di punti doppi impropri in punti
generalmente semplici di P* ed inoltre, nel secondoe dei due casi suddetti,
P* dovra avere un luogo D* di punti doppi impropri, pure doppi per M;
poiché M non ha generalmente punti singolari fuori di P. cosl'A* e D* deb-
bono rispettivamente coincidere con A e D, ossia P* deve passare semplicemente
per A e doppiamente per D. Consideriamo. poi in U una varietd P’ equivalente
a P e mon giacente in M, e denotiamo con M’ una varieta di U equivalente ad
M e passante per P’. La varietda M’ possiederd un luogo A’ di punti doppi
in punti generalmente semplici di P, e (nel secondo di quei due casi} un
luogo I’ di punti doppi tanto per essa che per P. E chiaro che, quando M’
— variando su U entro ad un sistema d’equivalenza — tende ad M, le varieta
A, I’ tendono rispettivamente alle A, D; sicché, per una nota proprietd in-



-1
Ot

B. Sgere: Nuovi metodi e risultati nella geometria, cce.

finitesimale, pud dirsi che la varieth M’ — quand’é infinifamente prossima
alla M — passa semplicemente per le A, D.
In virth del n. B, b) e ¢), fra le anzidette varietd intercedono le relazioni

(PP} = (PM)olP M)oharaery,
((PP*) M’ = (PH)o(P*M )ohpase
ogni membro delle quali & una varietd di dimensione &; ne consegue la
(3) (PP')=({PP*)1).
Effettuiamo ora un passaggio al limite, facendo tendere P* ¢ P’ a P, ed M’
ad M. Si ha intanto
lim { PP') = (P®)y,  lim{ PP*) = (P2),,.

Relativamente al secondo limite, va perd rilevato che, mentre la{ PP*) passa
semplicemente per A e — se m =v — 1 — anche per D, la varietd (P!}, deve
ritenersi virtualmente non passante per le A, D, in quanto queste sono
varieta doppie di M. Se ne trae che &

lim ({ PP*) M' ) == (P®) M)y + A + D,

ove — a norma di cid che precede — il termine in D va soppresso se
m <v—1. Dalla (3} si ha quindi Pequivalenza
(4) A = (PPl)g — (PP)yM)y — D,

con la medesima convenzione relativamente a D.

Poiché le varietd singolari di M ed U hanno dimensioni rispettivamente
inferiori a quelle delle prime varietd caratteristiche di P in M ed U, cosi
possiamo applicare il teorema del n. 23, deducendo per queste le equivalenze

(5) (PRl = Py, m-pr1, (PP = Prymp.

Per analoghi motivi & lecito applicare al caso attuale la (5,) ed il teorema
del n. 14, il che fornisce

m-—l‘)—}-l

PU, Mep-t = _>-‘0 (PM, m—p—i+1MU, i)M = PM, m—p-1 —+ (PM, m——_pM)U-
=
In base a questa ed alle (5), la (4) conduce senz’altro alle formule (1) e (2) che
dovevano stabilire.

51. I risultati del n. 50 possono venir posti sotto forma equivalente, ma
pit comoda per le applicazioni, utilizzando il n. 48 e la. (6 ). Quest’ultima porge :
moptl

Pt m—p1 = .ZO (Pv, m—p—it1Mv, Jar;
i=
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sicche, per m = v — 1, risulta :

~ ~ P—p
PM,v p = PV, v—p + '§1 (PV, v—p—iMV, i)M-
Usufruendo allora della (1,,), si vede che:
La varieta A, di cui il n. 50, se m < v — 1 ¢ data dallo
m—p-1
{1) A= 2 (Pv,mp-itiMv, iu,

=0

menlre se m = v — 1 8i esprime con la

@) A=2Py, ,— (P¥)y+ 3 (Py, oy iMy, iy

’4
=1

CAPITOLO QUINTO
SU1 PRODOTTI DIRETTI DI DUE O PIU VARIETA ALGEBRICHE

§ L. - Definizioni e prime proprieta.

52. Si perviene, come mostreremo, a dare una portata assai pill ampia
a vari dei precedenti risultati ed a trarre da essi conseguenze d’un nuovo
tipo, con Yuso delle cosidette varietd prodotto. Per chiarezza esporremo
nel presente Capitolo le proprieta di tali varietd che ci occorrerrano in seguito,
pur avvertendo che varie di esse possono considerarsi come note ('°).

Date s (= 2) varietd algebriche (semplici) qualsiansi:

(1) vy Ve, VR,

si pud costruire — p. es. nel modo che indichiamo piii sotto — una varietd
algebrica, V, luogo di un punto « che corrisponda algebricamente e biunivo-
camente alle s-ple ordinate di punti ', % ..., x° tratti rispettivamente dalle
V', V3 .., V5. La varieta V risulta determinata a meno di una trasformazione
birazionale senza eccezioni, e si chiama il prodotfo diretto (taluni usano invece
V' attributo di fopologico), o anche semplicemente il prodotto, delle variets (1).
La relazione fra la V e queste ultime e quella fra il punto x e la corrispon-
dente s-pla x', 2% ... «* si usano esprimere simbolicamente con le scritture:

(2) V=X VXXXV (3) T = X' DX x> o X .

(*%) Per talune di esse ed altre proprietd, cfr. SEver1 [8], HopGe e PEp0E [1] Cap. X1
e XII, GarTa [1]. Nel primo e nel terzo di questi lavori trovansi anche indicazioni biblio-
grafiche ulteriori sull’argomento.
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53. I1 pit semplice modello proiettivo del prodotto di s spazi lineari
Se,, Se,, e, Se, fu assegnato da CORRADO SEGRE come segue. Si introducano
in 8;, coordinate proiettive omogenee di punto

(1) @y, X,y T, (=1, 2, .., )
e si consideri uno spazio lineare S,;, di dimensione
d= (cl + 1)(02 + 1) (G_, + 1) - 1’

nel quale le coordinate proiettive omogenee vengano denotate da simboli
®jj,.5s» che dipendano da s indici j; assumenti i valori j; =0, 1,...; ¢
(=1, 2,..., s). Allora la varieta di Segre

2) T = 85X e, oo X S5,

¢ la varietdh rappresentata parametricamente in S; dalle equazioni

¢ 2 . .

3) B s == D05 von By (ji=0, 1,.., ¢; =1, 2,..., s).

Si dimostra facilmente che T & una varietd irriducibile, anzi birazionale, di
dimensione ¢, + ¢, + ... 4- ¢, ed ordine

(e, + €, + oo 6,)!
c le,lo.cg!

,

mutata in s da un groppo transitivo di omografie, imagini delle s-ple di
sostituzioni lineari invertibili sulle s serie di variabili (1). Da qui segue che
T risulta priva di punti multipli. Una dimostrazione di quest’ultimo fatto, e
di taluno di quelli precedentemente enunciati, pud venir presentata cosi.

Sia z un qualunque punto di 7, proveniente dalla s-pla di punti
x!, x, ..., o degli spazmi S,, S, ... S:,. Disponendo, se necessario, di oppor-
tune sostituzioni lineari sulle (1), possiamo ridurci ad avere in quei punti,
e quindi altresi in certi loro intorni,
(4) X, =0, =..=x =1, eppertanto .., = 1.
Allora le d coordinate «;,,.;, aventi le § non tutte nulle sono coordinate
proiettive non omogenee di punto in §;, conservantisi finite in un intorno
del punto « su T; e precisamente, a norma delle (3), ¢, +¢, + .. +¢, di
quelle %;;,.;, nguagliano rispettivamente i parametri non omogenei

1 i, 2 2, . s 8
Lyyeey Loyy Lyyeery Lo ;3 seny Lyyoensy wcs,

e le altre sono dei polinomi in questi ultimi. Cid dimostra che x= &
punto semplice di T, e che T ha di fatto dimensione ¢, + ¢, + ... + ¢,.
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b4. Possiamo ora costruire — come mostreremo — un modello pro-

iettivo della pilt generale varietd prodotto (2,,). Introdotte nello spazio Sii
ambiente di V! coordinate proiettive omogenee (1 ,), si consideri la varieta
di Segre (2,,) rappresentata dalle (3,,). Il modello in questione & il luogo
descritto dal punto
(1) x = X' X ..
di quest’ultima, quando ', «% ..., ° descrivano rispettivamente le varieta
VY, V.., Ve Cid val quanto dire che le equazioni di V si ottengono aggre-
gando alle (3} le equazioni nelle u; che rappresentano V* nello spazio ;Sii
(per i=1, 2,..., s).

Si vede facilmente che, se le V*, V* ..., V*® sono varietd pure, di dimen-
sioni »', v°, ..., v°, anche la V risulta pure, di dimensione v = v! -+ v* + ... + ¢}
e che V & drriducibile e non singolare se, e soltanto se, rispettivamente &
tale ciascuna delle V! V2 ..., V* Ad esempio, il fatto che il punto (1) risulta
semplice per V nell’ipotesi che le V', V* ..., V* abbiano un punto semplice
rispettivamente in ', «*, ..., «°, si dimosira nel modo seguente.

Si pud intanto supporre, come nel n. 53, che entro opportuni inforni dei
punti x!, x?, .., «°, x sulle V!, V3 .., V* V valgano le (4,,). Allora I’ipotesi
ammessa si traduce in cid che, in un intorno del punto ! sulla V?, certe
v! fra le coordinate non omogenee x,,.., @', possano venir assunte come
parametri uniformizzanti. Ma allora, tenuto conto del n. 53, si trae
subito che, in un intorno del punto x su V, certe v=0v'+ ¢* + ..+ ¢° Ira
le coordinate non omogenee & ; fungono da parametri uniformiz-
zanti; e tanto basta per poter asserire che il punto x & semplice per V,
e che la dimensione di V nell’intorno del punto = vale v.

55. Conservando le notazioni dei nn. 52, 54, supporremo le V! pure e
non singolari, sicch® tale risulterd altresi la V. Presa una qualunque
sottovarietdh M di V¢, definiamo la sottovarietdh M'* di V assumendo

(1) M= V> XV XM XV L Ve (=1, 2,.., s);

in base al n. 54, la (1) ¢ pura e priva di componenti multiple
se tale & M, ed ha in ogni caso la dimensione

't == ot 4 o -0 om0 e v 4 it — ol

In particolare, se M* & un’ipersuperficie di V¢, anche M'* risulta un’ipersu-
perficie di V; inoltre & subito visto che, se M! descrive su V' un sistema
lineare, anche M’ varia su V entro ad un sistema lineare. Da qui, tenuto conto
del n. 2, si deduce pilt generalmente che:

Se Mi descrive su Vi un sistema elementare effettivo od un sistema d’equi-
valenza, anche M't varia su V rispettivamente entro ad un sistema elementare
effettivo o ad un sistema & equivalenza.
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Dalla definizione delle varieta (1) si ha poi subito che ’interferenza delle
varietd

2) MY M., M

non & altro che il luogo dei punti giacenti sulla sottovarieth di V che — a
norma del n. 52 — pud venir denotata col simbolo

(3 MM . X M

e si noti che quest’ultima, come interferenza delle sottovarietd (2) di V, ha
dimensione regolare :

m 4 m L mt = A+ — (5 — 1o

Con argomentazione analoga a quella accennata alla fine del n. 54, si prova
inoltre che, nell’ipotesi che ciascuna delle M' sia effettiva e priva di compo-
nenti multiple, le (2) si segano semplicemente lungo la (3). Tenuto conto
del n. 3, ne consegue che &

(4) (MM o M)y = M > M2 X< o XK M

e la validitd della (4) si estende subito al caso di varieth M dotate di com-
ponenti multiple od anche virtuali, purch® in tali ipotesi si dia un’ovvia
definizione per il secondo membre della (4). Ne discende che:

Quando le varietd (effettive o virtuali) M*, M?, ..., M* descrivono sulle V',
V2, .., V¢ det sistemi d’equivalenza, anche il prodotto diretto delle prime varia
sul prodotto delle seconde eniro ad un sistema d equivalenza.

§ II. - Riduzione del problema dell’intersezione con 1’uso
della varieta diagonale di un prodotto.

56. Approfondiamo ora lo studio della varietd di Segre (2,,), nell’ipotesi
ch’essa sia il prodotto di s spazi aventi la stessa dimensione

C, =0, =..=(; == C.

In tal ecaso, questi spazi possono pensarsi come altrettante copie di un
medesimo S,, con l'intesa che punti !, % .., x* di S;, SZ,, oy S imagini
di uno stesso punto di S, abbiano le rispettive coordinate {1,,) fra loro uguali
(o proporzionali). Diremo che siffatti punti z', «°, ..., x* sono fra loro coniu-
gati. La varietd luogo dei punti & =a' X #* X ..>X«* di T che corrispon-
dono alle co® s-ple di punti coniugati, chiamasi la wvarieta diagonale di T,
e verra denotfata col simbolo T4,
Questa varietd si rappresenta con le (3,,) in cui si faccia

(1) X = ] = ... = 1 (j=0,1,.., o),
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ed & quindi una varieia di Veronese generalizzata, di dimensione ¢ ed ordine s¢,
riferita birazionalmente ad S,. Si ha inoltre che questa T'* appar-
tiene ad un S, subordinato dello spazio S; di appartenenza di T, ove

d=(c+ 1) —1, y:(cjs)—I;
ed & subito visto che T4 & la completa interferenza di T con &, senza perd
generalmente risultare intersemione regolare di T ed S, in S;, avendosi

8 +y—d <c¢ non appena sia ¢>1, 82>2 oppure c=1, s> 2

(e ciod escluso soltanto il caso ¢ =1, s = 2). Proveremo tuttavia che:

Preso un qualunque punto ¢ della varietds diagonale T3, si puo deferminare
uno spazio S,y .., subordinato di Sy (passante per S.), per modo che — nel-
Vintorno di « — toale Sy, ._., tncontri T regolarmente e semplicemente lungo TA.

Supposto, come non & restrittivo (n. 63), che il punto a abbia diversa da
zero la coordinata .o, si potrd ammettere che in un intorno di a valgano
le (4,,). Allora le ¢{s — 1) equazioni lineari indipendenti fornite dalle

2 2500...0 == 20...070...0 5

ove l’indice j assuma i valori 1, 2, .., ¢ ed a secondo membro si attribuisca
ad esso uno qualunque degli s — | posti che seguono il primo, rappresentano
un Sy,c_.s subordinato di S,. B subito visto che questo S,,,_., nell’intorno
di « incontra T precisamente lungo T4; ed invero dalle (2), tenuto conto
delle (3,,), (4;,), seguono le (1). B poi chiaro che T3, come interferenza di T
ed S c—cs it Sy, ha dimensione regolare

cs+{d+c—cs)—d=c

Inoltre T2 risulta intersezione semplice di T ed Sy ¢ s, in quanto (n. 53)
le cs coordinate «;,,.; che figurano nelle (2) sono parametri uniformizzanti
relativamente all’intorno del punto x su T.

57. Data una qualunque varietd algebrica irriducibile, di cui V' sia un
modello proiettivo non singolare appartenente ad uno spazio lineare S,
(L<<w, <c¢), si considerino s (=2} copie S;==8.. 8,.., S§ di questo
spazio, ciascuna assieme con la relativa copia Vi Ve L., V¢ di quella varieth.
Si potra allora, giusta il n. 54, costruire la varieta
(1) Ve Vi Vi XX VY
come varieth subordinata alla variethd di Segre

T =8t > 8 > . XX SE.

La varietd V, cosl definita, si dird ottenuta facendo il prodofio (diretto) della
V't s volte per se siessa.
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Il luogo dei punti =o' Xw*>X ..>Xx* di V che corrispondono alle
oo s-ple di punti coniugati di V!, V% .., V* (e cic® di punti imagini,
sulle varie copie di V!, di uno stesso punto di V'), & una varietd algebrica
birazionalmente idenfica a V’ ed ha quindila dimensione ¢'. Questa
varietd chiamasi la varieta diagonale di V, e verrd denotata col simbolo V4.

Dalle precedenti definizioni delle V, V4, T, T4 si ha che le (1,,) rappre-
sentano tanto T2 sopra T quanto V2 sopra V, sicch® risulta:

{2) VA= (VTA),

Va rilevato che, tuttavia, lJa V4 non risulta mai intersezione rego-
lare delle V, T2 in T': ed invero, poiché attualmente si ha v' = v* =... = v",
le quaitro varietd testé nominate hanno ora ordinatamente le dimensioni

v, sv, ¢, sc,

ed & v' + sv' — sc < ¢, essendo s > 2, ¢! < ¢. Dimostreremo perd che:

La varietd VA risulta priva di punti multipli, ed é intersezione semplice
(non regolare) di V e T2 su T. Pin precisamente, denolando con x un qua-
lungue punto di V2, lo varieta V4 — in un intorno di x — pud ottenersi
come intersezione semplice ¢ regolare di V con un opportuno spazio Sz, ,m_m
giacente nell’ S, di appartenenza di T e passante per lo spazio S, di apparte-
nenza di TA.

1l punto ' di V', che corrisponde al punto « suddetto di V4, & punto
semplice di V'; si potranno quindi scegliere in S, coordinate a,, «,, ..., a}
tali che — in quel punto »' — e quindi pure in un intorno di esso in S, —
sia , =1, e le a,, w,,.., x, risultino inoltre parametri uniformizzanti
in un intorno di x' su V'. Allora negli intorni dei punti «', «?,..., * coniu-

. . i 2 8 N . . . :
gati ad «' in S;, S;, ..., S;, ed in un intorno di « in S;, potranno supporsi
valide le {4_).

Consideriamo le equazioni

3) 2400...0 == X0,..040...0 5

ove lindice j assuma i valori 1, 2,..., ¢v* ed a secondo membro si attribuisca
ad esso uno qualunque degli s — 1 posti che seguono il primo. Si hanno cosi
in tufto v'(s — 1) equazioni lineari indipendenti, rappresentanti un Sz, p_,»
di S;. Da esse, tenuto conto delle (3,,), (4,,), si traggono subito le

f VS-S — } — .
4 X, =) == per j =0, 1,..., v*;

e queste relazioni valgono pure per j=v'-1, v' 4+ 2,..., ¢ negli intorni
di o, a°,..., & sn V', V* .., V% in conseguenza delle equazioni di tali
intorni. Poiché — in un intorno di  su V — valgono queste ultime equa-
zioni e le (3,,), mentre d’altro canto le (1,,) sono le equazioni di VA su V,
cosl — nel suddetto intorno — V4 risulta I’intersezione di V con lo spazio
rappresentato dalle (3).

Annali di Matematico 11
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Tale infersezione & regolare, essendo
vi=8v' + (d+v' —sv'j—d;

essa & inoltre semplice, onde il punto x & semplice per V4, in quanto
le sv' coordinate x;,. ;, che figurano nelle (3), essendo rispettivamente ugunali
ai parametri »! che compaiono nelle (4), risultano parametri uniformizzanti
relativamente all’intorno del punto x su V.

Osserviamo da ultimo che, in virtl del n. 9 e del precedente teorema,
la {2) fornisce 1’ equivalenza

(5) (VTHE* =0,

la quale risulta non banale non appena si supponga v' 2(1 —:91)0.

58. Siano M', M*,.., M* s varieth di V' incontrantisi regolarmente e
semplicemente lunge una varietd pura, @', di dimensione

(1) g=m' 4+ m? + ..+ m’ — (s — ' =0.

Prendiamo s copie V', V2, .., V¢ distinte di V' e, per non moltiplicare inu-
tilmente le notazioni, denotiamo ancora con M', M*,.., M® le copie delle
M, M, ..., M® ordinatamente sulle V', V¢ ..., V?® Costruiamo, come nel n. 57,
la varietd V prodotto della V' s volte per se stessa e, entro questa, conside-
riamo il prodofto diretto

@) M= M MK o 3 M

Sulla V, vi & inoltre luogo a cousiderare la varieta diagonale VA, birazio-
nalmente identica a V* (n. B7); e sia @ la varietd (di dimensione ¢} che cor-
risponde a @' nel riferimento birazionale seunza eccezioni fra V' e VA Ci
proponiamo di dimostrare che:

Lo wvarieta @ risulta Uintersezione, regolare e semplice, delle varietdc M
e VA entro V.

K anzitutto chiaro, dalle precedenti definizioni, che ¢ & I’interferenza
delle M, V4, e ciod:

Q={Mvs).
Poiche la dimensione g di @ si esprime con la (1), quella di ¥ — a norma
della (1), e tenuto conto del n. b4 — vale m' + m*® + ... + w’, mentre V4 ¢ V

hanno le dimensioni ' ed sv', cosl @ & intersezione regolare di M e V4 in V.

Sia a' un qualunque punto semplice di V*, semplice per @' e per cia-
scuna delle M* nel quale le M', M* ..., M*® §’incontrino semplicemente (il che
significa che gli spazi tangenti in «* alle M‘, M*..., M* hanno per interse-
zione lo spazio tangente in «' a @'). Detti «* ..., «° i punti coningati di o«
sulle V2, ..., V°, i quali apparterranno quindi ordinatamente alle M? ..., M°,
si potranno allora, negli spazi Sé di appartenenza delle M' (i=1, 2,..., s),
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i

introdurre coordinate w,, «,,.., @, tali che, in un intorno del punto x!, si
abbia @, = 1 ed ivi inoltre le

i i
Tyy Xgy ey Lot
i i . i .

Ly oo Xy Lt (5—2) g1 oo Lt pmli—(i-1)g
risultino parametri uniformizzanti ordinatamente su VY M' Ne consegue che
nel punto x = ' >} 2* ... X &* pud assumersi @« o==1, ed inoltre — in un
intorno di questo punto sulle varieta V, M, V2, ¢ — possono fungere rispet-
tivamente da parametri uniformizzanti :

le cv* coordinate xo..50..0 =1 2,.., v');

le m' +m® + ... + m® coordinate xo..05..0, ove U'indice j sia all’i-mo
posto (i=1, 2,..., s) ed assuma gli m! valori 1, 2,..., q, m* -+ ... 4+ m!~* —
—({E—2)g+1,.., m'+..+m'— ({—1)g;

le v' coordinate a.¢. 0, ®2.0, ., Tpo.0;

le ¢ coordinate ..o, 2.0, -, ®g..0-

Cid implica che, entro lo spazio tangente nel punto x a V, gli spazi ivi
tangenti alle M, V4 ¢'incontrino regolarmente, secondo lo spazio tangente
in @ a Q; e ¢id completa la dimostrazione dell’asserto.

Dalla proposizione test® stabilita, scrivendo M in luogo di M' ed assu-
mendo in particolare M* = V2, ..., M* = V¥, si ricava che:

Nel riferimento birazionale che intercede fra una data varietda V' e la
varietd, diagonale V2 della varieta V, prodotto della V' s wvolte per se siessa,
ad una qualungue sottovariets, M di V' corrisponde lo varietd M2 = (M'VA)y,
ove M =M > V2> ... V&,

59. Con argomentazioni del tutto analoghe a quelle del numero prece-
dente, si vede che, pill gemeralmente, se le varieta M', M?, .., M* di V'
s’incontrano semplicemente lango due variety pure @' e P!, la prima di
dimensione regolare ¢ e la seconda di dimensione p (= g¢), allora

Le varielo M e V3 s'incontrano semplicemente entro V lungo le varietq Q
e P imagini delle Q' e P' nel riferimento birazionale fra V' e VA,

Questo risultato pud naturalmente venire sfruttato anche localmente,
il che permette di ricondurre lo studio del comportamento delle M*, M?, ..., M*
nell’intorno di un punto a!' ad esse comune, allo studio del comportamento
delle M, VA nell'intorno del punto omologo « = ! > x* X ... X x°. Ma allora,
per quest’ultimo stadio, la VA pud venir sostituita con uno spazio lineare
Sgivi—swr, in virti del n. 57. L’ uso delle varietd prodotto nei problemi d’in-
tersezione entro una data varieth ambiente non singolare (*°), offre quindi il

{**t Esso trovasi gid in B. Seare [5], ¢ prima ancora parzialmente in Zeuthen, C. Segre,
Severi, ¢ fu quindi sfruttato in modo sistematico da WeiL [1] e da altri Autori; efr. spe.
cialmente SEvERI [11].
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vantaggio di sostitnire ad un qualunque numero s di varieta da intersecare
dne sole varietd, una delle quali & anzi fissa e non singolare,
e pud addirittura supporsi essere uno spazio lineare quando ci si limifi
a questioni di carattere locale.

Aggiungasi che, tenuto conto dei nn. 3, 9, 55, e con le notazioni prece-
denti, da quanto sopra si trae che
la Q' = (M'M* ... M*)y: equivale alla Q= (MV3)y,
lo Q'= (M'M?... M)y equivale alla Q = (MVA)y.

Cosl, ad esempio, Iam{ﬁm) appare in tal guisa una conseguenza dell’ovvia
relazione (V'V*'.. V')s = 0.

§ III. - Successioni ed intersezioni di sottovarieta prodotti
entro una varieta prodotto.

60. Date s (= 2) varieta irriducibili e non singolari V', V3 .., V¥ si
considerino sulla V¢ due varietdy pure M, N' qualsiansi, e si ponga:

(1) Pi=(MiNi)V¢ (i: i, 2,..., 8).
Allora, a norma del n. 55, sulla varieta
(2) V=Vixx V.. XX V*

restano definite le
) M=M>M>X..XM, N=NXXN>.. XN,
®) P=P! X P' X .. P
Vogliamo dimostrare che

Dalle (1), (2}, (3) segue la

A tal uopo, consideriamo su V le varieth M'* determinate in funzione
delle M¢ mediante le (1,,), e le varieta N'i, P'* similmente definite dalle N, P
Incominciamo col provare che

In forza della (1), vale U equivalenza

(5) Pi={(M"N)y.

Bastera stabilire questo risultato nell’ipotesi in cui M* ed N’ siano varieta
effettive di Vi segantisi regolarmente e semplicemente lungo la P? poiché
da qui si deduce il rismltato nel caso generale per somma e softrazione,
usufruendo della proposizione finale del n. 55. Ora, nell’ipotesi suddetta, si
ha manifestamente
(61 Pi== [ MiN");

e le Mi N ¢ incontrano regolarmente in V lungo P, poiche, posto

E=2" 4. + 0 0it  L0



B. SeGrE: Nuovi metodi e risultati nella geometria, ece. 85

risulta m  =mi + &k, nwi=n+k pi=p +k v=1v +k sicche dalla
pt=mt + nt — o' segue la p* =m' +n'* — v. Con argomentazioni analoghe a
quelle svolte in casi consimili nel paragrafo precedente, si vede poi subito
che M* ed N" si segano semplicemente lungo P’ Dalla (6) segue allora
senz altro la (B).

Cid premesso, basta applicare ripetutamente la (4,,), assieme alle (1), (2),
{3), (D), per vedere che &

P=P'XP*X}.XP=(P'P*.. P)y=
={((U"NY(M*N?)y .. M*N") )y =
= (M"M*..M?)y-(N'N"*.. Ny =
=((M' X M X oo X M) (N X N* X ... XX N¥))y == (MN)y,
donde la (4).
Il risultato testé ottenuto si estende immediatamente al caso in ecui

sulle V¢ si consideri uuwo stesso numero, anche maggiore di due, di varieta
Mi, Nt .., Ri. Si perviene cosi all’equivalenza ;

(M'N* ... By X (MN? oo B?) e X< oo X (MPN? o ROy =
= (M 3 M2 oo XXM« (V4K N2 3K XK NF) e (RYX R XX o XK By

61. Data sopra ciascuna delle V¢ una successione
i i i i
(1) F Vi =V, Vi, Vi,

di sostegno V* possiamo considerare sul prodotto V= V'>X V*x..X V*
dei relativi sostegni le varietd pure, di dimensione v — j, definite dalle formule

(2) V; =3 Vi, X Vi, < . X Vi, (G=0,1,2..,
dove — per j fissato — la somma sia estesa a tutte le soluzioni in interi h
delle

3) j=h,+h, +..4+bh,, h,=0, b,=0, ..., by =0.

E subito visto che le (2) costituiscono alla loro volta una successione V1,
di sostegno V; chiameremo questa il prodotio diretto delle (1}, e scriveremo
che &:

4 FVI=iVIXI VXX V.

Semplificheremo questa scrittura ponendo in essa V¢ in luogo di | V¢, mel
caso particolare in cui la successione (1) si riduca alla

tVil=7%4 0, 0, ...;

questa notazione & in accordo col fatto che, allora, nella somma (2) basta
limitarsi ai termini provenienti dal valore zero dell’indice k;, sicché in ogni
termine di fale somma compare V¢ come i-mo fattore.
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Dalla (2), avato riguardo alla (3) ed al n. 6, segue subito che:

L’alternante del prodotio diretto di due o pitt successioni, non é altro che
it prodotio direffo delle successioni alternanii di quesie ultime.

Si considerino ora su ciascuna delle suddette varietd V¢ due succes-

sioni | V¢, 1 V"| che I’ammettano come sostegno, e si ponga
{B) PV = (1 Vet V73 ) t=12.., s
Ci proponiamo di mostrare che

Definite le { V1, | V', | V" con la (3) e con le analoghe relazioni

PV =1V P2 XAV, V= VPP X XX 77,

in forza delle () risulio:
{6) TV Ii=({ VItV ).

Dalle (2), (D) si trae infatti che &:

V=2 (Viv, Vi o X (Vioy Vi X XX (Vie, Vi )y

dove la somma dev’essere estesa a tutte le >0 per cui siano soddisfatte
le (3) e le
Wy+h" =h, Wy+h's=hy..,ky+h" =h,.

In virth del n. 60, ne consegue:

Vi = SV, XX Vi, 5< oo X Vi) + (View, XX Vi, X oo X Vil Vv
e si osservi che gli indici in quest’ultima somma debbono assumere tutti e
gsoli i valori inferi h > 0 soddisfacenti alle

W, AWyt -Wo=h, B\ -y b+ Wy=]—Fk,

ove a k si diano i valori 0, 1,..., 7. Avuto rignardo al n. 7 ed alle precedenti
definizioni, si ha quindi la (6). _
Assunto in particolare | V"¢ | =1V}, le (5), (4) forniscono le

(Vii=7V500,., I1VIi=700,..

11 precedente teorema mostra allora che:

L’ inversa della successione prodotto diretio di due o pid successioni, coin-
cide col prodotto diretto delle inverse di queste ultime.

Aggiungasi che il suddetto teorema si estende subito induttivamente al
caso in cui, su ciascuna delle V¥ si consideri — in un certo ordine — uno
stesso numero (=2) arbitrario di successioni; sicchd: il prodotio diretto
delle intersezioni. di queste, uguaglia U intersezione dei prodotii diretti delle
successiont aventi in quell ordive uno stesso posto.
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62. Date due varietd V, W non singolari, consideriamone il prodotto
V=VXW;

allora, detta M una qualunque sottovarietd di V, denotiame con M Ila
varietd di V' definita dalla

M=M>X<W.

Con tali notazioni, la prima proposizione del n. 60 fornisce in . particolare
T ugunaglianza
MM MYy = (MYMP ... M%)y,

Pitt generalmente, avuto riguardo alla definizione del n. 9, si vede senza
difficoltd che &
(MM ... MO)F) = (MY ... M™)%).

Cid premesso, rifacciamoci alle considerazionmi del n. 13 relative alle
varietd P, A, A% .., A7 di V, ed osserviamo che considerazioni analoghe
possono svolgersi per le corrispondenti varieta P, 4Y, 4%, .., 4¥ di V. Pia
precisamente, poiché v =wv + w, p =p + w, se valgono le (1,;), (2,5) si ha
conseguentemente

VvV —p sV —mw, t=s4+p — O<t<pop —w;

inoltre le A’ sono ipersuperficie di V' per le quali, con le notazioni del
n. 13, risulta:
Vid) = [V4)].
Perianto, uguagliando i prodotti direfti per W dei due membri della (4,,) ed
applieando il primo capoverso del presente numero, ofteniamo
'/ 4 ’
(AVAY ... Ay — (AYAY ... A")y, = T (Py, ) Viu(d').
4=

Basta ora confrontare le relazioni che cosi si hanno per {=0, 1,..., p (e cioe
per.s=v —p, v —p + 1,..., v}, ordinatamente con le relazioni

(1) (AVAY ... A%y — (AV4Y ... A7)y = éo Py, iViid)

del pari fornite dal n. 13, per dedurre le -

2) Py i={(Py,f per i=0, 1,..., p.
Rileviamo infine che la (1) sussiste anche per s=wv+1, v+ 2,.., ¢

(e quindi per f=p + 1, p+2, .., p), purchd le 4’ stiano ivi per indicare s
ipersuperficie di V' passanti genericamente per P'; e, come tali, possono
assumersi le 4°>< W, dove le A’ siano s ipersuperficie di V passanti generi.
camente per P. Corrispondentemente risulta

(AYAY ... A%y, =0,  (AVAY ... A5 =0,
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sicch® le  equazioni date dalla (1) per i suddetti valori di s e ¢ forniscono le:

pth
(3) 2 Py, Vah-{4)=0 per h=1, 2, ..., m.
$=0
Ora ciascuna delle varietdy (Py,;Viih_i4))y ha dimensione virtuale — h < 0,
ed & quindi nulla. In virti del primo capoverso del presente numero e
delle (2), i singoli termini delle somme a primo membro nelle (3) risultano
nulli per ¢ =0, 1,..., p. Le (3) riduconsi pertanto alle

pth
S Py Vih {A)=0 per h=1, 2, ..., w,
d=p4-1

le quali successivamente porgono le
4) Py ;=0 peri=p+1, p+ 2, .., p.

Queste mostrano che le (2) sussistono anche per tutti i valori di ¢ maggiori
di p, onde le {2), (4) si compendiano con la

{ P'lyii={Prl,
ossia, sotto forma piu esplicita, con la

(5) HP X Wlraw | = { Py i XX W.

63. Dimostreremo ora che

Date s (=2) varieto irriducibili e non singolari Vi, e scelia comunque
ordinatamente in ciascuna di esse una varietad irriducibile e non singolare
M' =1, 2,..,8), il prodotto M = M'>} M*>X..X M ¢ una sotiovarield
della V=V > VX ..XV:, per la quale risulia

{1 [ Myt = My 5<{ M1 3< oo X< | Me 1.

A tal wopo, consideriamo su V le varieta M'* definite dalle (1,,), e ram-
mentiamo che vale la (4,,). In forza del teorema del prodotto (n. 20), abbiamo
quindi:

2 Myt = (M XM X X M)yl = (1 Myt M3 | M5 )y
D’ altra parte, avuto riguardo alle (1,,), e tenuto conto della (5,,), si ha:
M= VKL XK VI MY X T L X
Basta dunque sostituire nella (2) queste espressioni in luogo delle | MY
applicare il n. 61 ed osservare che &
( } M‘Vf H Vvt ... V‘)V{ ==} MV; H N

per dedurre la (1).
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CAPITOLO SESTO
LE SUCCESSIONI CANONICHE SULLE VARIETA ALGEBRICHE

§ I. - Successioni invarianti di dato sostegno.

64, Data una qualunque varietd algebrica V', irriducibile e non singolare,
si consideri il prodotto di V' per se stessa:

(1) V=V'XV

{dove V* denofi una copia di V'), e — su questo — la varieta diagonale, V**
(n. 57). B chiaro che, se si sostituisce a V! una varietdh V' ad essa riferita in
una corrispondenza birazionale © che sia regolare (e cioé senza eccezioni),
anche la (1) e 'analoga varieta
V=VixV

vengono a corrispondersi in una trasformazione regolare, T'; e questa muta
la V' nella varieth diagonale V* di V. In virta del § I del Cap. 20, la T
muta conseguentemente la successione covariante 4’ immersione | Vy |
nella | V5 }.

Rileviamo ora che la corrispondenza subordinata da 7 fra V'* e V** non
& che il prodotto 28Q-', dove @, @ denotino le trasformazioni birazionali
senza eccezioni intercedenti — giusta il n. 57 — fra le V'*, V* ¢ le V', V.,
Ne consegue che le Q, Q debbono trasformare le 1 VYL, 3V1V?§ in due suc-
cessioni- { V' {, | V|, rispettivamente di sostegni V' e V', le quali risultano
mutate 'una nell’altra dalla trasformazione birazionale 0 fra V' e V.. Pertanto:

La successione | V', dianei costruita su V' come trasformata di | Vy |

mediante Q, risulla invariante di fronle alle trasformazioni birazionali rego-
lari di V'

65. Si possono subito ottenere su V* altre successioni covarianti, operando
in uno dei due modi seguenti.

Un primo modo & quello di considerare un qualunque numero s (= 2)
di copie V', V%, ..., V* di V', e di riferirsi alla varieta diagonale V4 del pro-
dotto diretto
(1) V=V V.. XV
Fra V4 e V' intercede una trasformazione birazionale regolare, Q, la quale
muta la successione covariante d’immersione IVAvj in una suaccessione
invariante di sostegno V', che denoteremo con iV‘si . Oid si vede me-
diante considerazioni perfettamente analoghe a quelle del n. 64; ed & chiaro
che, con le notazioni ivi introdotte, risulta

2) PV b= {7

Annaii di Matematica 12
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Un secondo modo si ottiene moltiplicando fra loro in . le suc-
cessioni dianzi ottenute, il che conduce — fra 1’altro — alle successioni
invarianti

i v 5[2]_—:(}‘7‘%'%-;”}}1;'1, t V! ff31={§Vii'§Vit-§Vi§)m, eece. .

Dimostreremo che :
Le successioni invarianti suddelte sono legate fra loro ed alla | V' del
n. 64 in modo estremamente semplice, risultando precisamente

(3) | Vi b= 10,

Poiche se s =2 la (3) si riduce alla (2), basterd stabilire la (3) nell’ipo-
tesi che sia s=3. A tal uopo, denotando come dianzi con V** la varietd
diagonale di 7' > V?, poniamo

(4) V= V23 VX< .. XV,

ed introduciamo dei simboli V', V'! aventi (per i=3, ..., §) significati ana-
loghi a quelli test® specificati per ¢ = 2. Fra V'* e V' intercede una trasfor-
mazione birazionale regolare, che denoteremo con Q@#, la quale — giusta il
n. 64 — muta la successione | Vlyf;axv,-; nella { V' .

Avendo. dianzi indicato con Q la corrispondenza iirazionale V4 e V', ne
consegue che fra V' e V4 intercede la corrispondenza birazionale QWQ-*,
E si vede facilmente, riferendoci, per semplicitdy di scrittura, al caso =2,
che I’intersezione — entro ¥V — di V2 con la successione

(5) [ Viiscers | X V2 o XV

non & altro che la trasformata della §V§;';><yz§ mediante la QEQ—! Tale
intersezione, che denoleremo con {V‘fgiz, viene dunque {rasformata da Q
nella, | V'i; e si pud qui — con ovvio significato dei simboli — invece del-
Pindice 2 porre uno qualunque dei numeri 3, ..., s.

Cid premesso, in virth della definizione delle varietd diagonali (n. 56) e
mediante argomentazioni consimili a quelle svolte nel § II del Cap. 5°, si
oftiene 1’ equivalenza :

VA = (VRVE V).
Da qui, in forza del teorema del prodotto (n. 20), si trae la
VA = (1T AV e VR D
ed a questa relazione, tenuto conto del n. 5, a’) e del n. 8, si pud dare la forma:

(6) VS = (1 VY P8 (1 VR (V8 (1T L 7)),
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D’altro canto, poggiando sulle (1}, (4), (5s), si vede che &
LV = Vi I XX VO X VP
sicchs, in virtd di quanto si & detto dianzi sulla (5), risulta

(VF Ty =178, 1,
e, parimenti,

(L VRV =17}, ) per i =3, ..., s.
Cosi la (6) fornisce I’ equivalenza
FVR = (1P b LV b E V] A

basta quindi trasformare i due membri di questa mediante la Q, per dedurne
la (3).

§ II. - Successioni canoniche e successioni covarianti
d’immersione.

66. Nel paragrafo precedente abbiamo ottenuto vari modi per costruire
delle successioni invarianti sopra una data varietd algebrica irridmcibile e
non singolare, che allora chiamavamo V', ma che ora designeremo con V, ed
abbiamo anche mostrato come ciascuna di tali sucecessioni possa esprimersi
in funzione della |V}, definita quale la successione covariante d’ iminersione
di V pensata come varietd diagonale entro la varietd, prodotto V> V. La con-
siderazione della | V| riescirebbe priva di utilitd qualora questa successione si
riducesse alla ¥, O, 0,...; ma cosi non & per varieta V generiche di dimensione
positiva, come risulterd da quanto diremo in seguito.

Nel presente numero, indicheremo fra 1’altro due casi particolari notevoli,
costituenti i soli esempi nel presente ordine d’idee conosciuti prima della
pubblicazione del lavoro di B. SEGRE [9]. Questi esempi wmostrano gia 1’ oppor-
tunitd di sosfituire alla considerazione della suddetta successione invariante
! Vi, quella dell’inversa della sua alternante. Porremo dunque

(1) PVE =TV,

e chiameremo | V*| la successione canonica della varietd V; corrispondentemente
avremo da considerare su V la varietd invariante V{* (peri =1, 2,..., v), che
sard una varietd pura (virtuale} di dimensione v — ¢, definita da V a meno
di un’equivalenza, da chiamarsi la i-ma varield canonica, od anche la varieta
canonica di dimensione v — ¢ o d’indice ¢, relativa a V (rispettivamente dper-
superficie canonica o gruppo canonico di V, se i =1 od 7= ).

In particolare, per ¢ =w, la (1) fornisce

Vi =(— 1P Vy={(—1)* Vv, 6+
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E poicheé V>< V ha dimensione 2v, cosl — in base al teorema generale del
n. 23 — da qui consegue la

Ve = (—1)° (V) sy

Pertanto, con le definizioni dianzi adottate,

Un gruppo cononico della varieta V, preso col proprio segno o muialo di
segno secondoché la dimensione v di V é pari o dispari, risuile equivalente
ad un gruppo caratteristico della V pensala come variela diagonale entro la
varietd VXX V.

Nei casi v =1 e v == 2, questo risultato si ricollega alle proprietd cono-
sciute a cui alludevamo in principio, e sulle quali avremo poi occasione di
di ritornare (n. 90). E precisamente, se V & una curva di genere p, il
confronto di quel risultato col significato funzionale del principio di corri-
spondenza per le corrispondenze a valenza sopra una curva algebrica (*)
mostra che:

La nozione di gruppo canonico V{ di una curva V, secondo la nosira
definizione, coincide con quella di gruppo canonico di V wnel senso classico
(sicché Vi consta di 2p — 2 punti, se p ¢ il genere di V).

Se V & una superficie, di cui I denoti "invariante di Zeu-
then-Segre, basta rammentare il significato topologico della serie di Se-
veri (**), per dedurre dal primo enunciato del presente numero che

La nozione di gruppo canonico Vi di una superficie V, secondo la nostra
definizione, coincide con quella di gruppo (di I + 4 punti) della serie di equi-
valenza di Severi. (**).

67. Il legame intercedente fra varietd canomniche e varietd co-
varianti d’immersione pud venire svincolato dalla considerazione delle
varietd diagonali, come prova il seguente

TEOREMA. ~ Se P ¢ V sono due varietq irriducibili, lo prima delle quali
appartenga alla seconda, sussiste la

(0 | P )= (I Ppl-1V*1)y,

dove (secondo le convenzioni dei nn. 6, 66) | P* |, 1 V* | indicano le successioni
canoniche di P, V, e | Pyl denota U alternante della successione covarianie
& immersione di P in V.

{#t) Cfr. al riguardo Smver1 [6], n. 141

(?2) Tale significato topologico & di Commssarrr [1], il quale si & perd limitato a trat-
teggiarne una dimostrazione. Dimostrazioni compiute di altro tipo, furono poi date dal
SwmvErI [6], nn. 145, 154.

(23) Nuove. dimostrazioni degli ultimi due enunciati, si avranno come casi particolari
dal § IIX del Capitolo settimo.
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Identifichiamo, com’?® lecito le V, P con le varietd diagonali dei prodotti

(2) V=VXxXV, P =PxP
Risulterad allora
(3) PCvcy, PcrPcv,;

ed inoltre, a norma della {1,), si avrd:
@ V=1Vl PR =] Pl

In forza del teorema dell’appartenenza (n. 18), dalle (3) si traggono le:
(5) | Pr-t=(1Pyl-1Vylly, 1 Puli=(Pp i<} Pyilp.
D’aliro canto, in base alla (2) ed al n. 63, risulta ;

(6) Py,

VPX Plyxy =Py | Ppi{.

Basta quindi confrontare fra loro le () e servirsi delle (2), (4), (6), per otte-
nere |’equivalenza

(7) (JPyl -\ V* )y = (1 P* [ (1 Pyl | Pyl )osce-

Notiamo ora che tanto un membro che l’altro della (7) risulta una sue-
cessione appartenente alla varietdh P ><V. Ha quindi senso prendere i prodotti
— entro questa varietd — di quei due membri per la successione
{ Py} >< V. Cosi facendo, e tenendo conto della proposizione finale del n. 58,
il primo membro della (7) si riduce a:

®) (1 Pyl 1 Py e | V* )y = (P 7% ).
Il secondo membro invece, in virti del n. 5, a) e del n 8, diventa
©) [ P* L (1 Py X Py t) < (() Py { X VUP X P)pscrlpyrs

e poichs, in virtd del n. 60, si ha
() Py I X VP X P)lescyr=(} Py{ P)p X< (VP)y =} Py { < P,
(1 Prix)Pyl)« (1 Py X Pllewp=(} Py - | Pyl)p><X (1 Pyl P)p=P X} P,|.

cosl, usufruendo ancora della proposizione finale del n. 58, vediamo che la (9)
pud anche seriversi nella forma

(1 P*{ « (P} Py o =1 P*| - | Py )p.

In virth di cid che precede, questa successione deve ugunagliare la (8). Si ha
pertanto

(10) (PeiV*{)y=(1P*{-{Py|)e.
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Si rilevi infine che ognuno dei due membri della (10) & una successione

di sostegno P. Moltiplicando ciascuno di essi per | P*} — entro P — ed
applicando la (5,), me deduciamo la
(1) (1 P*{-} V*{)y =} Pr{.

Ne consegue la (1), con 1l’uguagliare fra loro le successioni alternanti (n. 6)
dei due membri della (11}, e moltiplicare poi — enfro V — idue membri
della relazione cosl ottenuta per | V*}.

§ III. - Successioni canoniche nei prodotti diretti.

68. Ci proponiamo di stabilire il seguente

TREOREMA. - Sappiamo che una qualunque varietd algebrica V, irriducibile
e non singolare, pud venir identificata con la varietd diagonale della varietcs W
che si ottiene facendo il prodotio diretto di V un arbitrario numero s (= 2) di
volte per se stessa (n. 57). Ebbene, la successione canonica di W sega su lale
varields diagonale la pofenza s-ma dello successione canonica o quesia relativa.

Dalla V W si trae infatti anzitutto, in virtu del n. 67, la

1 [V = (1 Vwll W* ).
D’altro canto, in base ai nn. 65, 66, risulta

[ Vo | = | P (o1,
eppertanto :
(2) |V BT = | Vi |

Sia i due membri della (1) che quelli della (2) sono successioni aventi per
sostegno la varietd diagona'e V di' W. Basta quindi moltiplicare a membro
a membro le (1), (2) — entro a V — per dedurne I’equivalenza

P VRS = (V « | W¥1)w;
e questa prova !’ asserfo.
69. Dimostremo ora che
La successione canonica di un qualungue prodotto diretio
s W=MXNx<..XP
viene fornita dall’equivalenza
(2) P WH = M XENT XX PR
Posto per abbreviare

W =WXW, M =MXM, N=NXN,.., P=PxP,
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la (1) fornisce
W=MX>}XNX.XPFP,

ele W, M, N,.., P — legate dalla (1) — possono venir ordinatamente iden-
tificate con le varietd diagonali delle W', M’, N',..., P’. 1l teorema del n. 63
allora porge:

| Wipr | = Mpp | X} Ny 1< X Pri s
Inoltre, in virti del n. 66, valgono le
| Ware | =1 W*, | My | = | M, ey | Por (=) PP
Ne consegue che &
LW (= | M [ N X X PP

Basta quindi unguagliare le inverse delle alternanti delle due successioni
— di sostegno W — costituenti i due membri di questa relazione, facendo
uso del n. 61, per ricavare la (2).

E interessante rilevare come il teorema del n. 68 possa anche dedursi
quale semplice corollario del teorema testd stabilito. A tal uopo si definisca
come dianzi la varieta W con la (1), supponendo perd che le M, N,.., P
siano s copie di una stessa varietd V; ne seguird cosl la (2). Si seghino
allora i due membri di questa relazione con la varieta diagonale di W:
cid fornisce senz altro il teorema del n. 68, quando si faccia uso del n. 58.

§ IV. - Teoremi d’aggiunzione ed altre conseguenze.

70. Sia P una sottovarietd irriducibile e non singolare di V, interse-
zione completa di s=wv—p ipersuperficie 4', 4%, ..., 4* di V. Sappiamo
che allora (nn. 17, 7) risulta

Py,;=P. Il77'(/1),

dove V,(4) denota la somma di tutti i prodotti delle 4 prese con ripeti-
zione a j a j. Il teor. del n. 67 porge quindi senz altro che:

La i-ma varietd canonica della suddetia wvariels, P = (A*A*... A%y si
esprime mediante 1’ equivalenza

(1) Pt =P. 3 V{AVE, (=0, 1, 2,..),
j=0

dove le V* sono le varieta canowniche di V e %7,-(14) uguaglio lo somma di tulti
i prodotti delle A prese a j a j con ripetizione.



96 B. Spere: Nuovi metodi e risultati nelle geometria, ecc.

In particolare, se P= A ¢é un'ipersuperficie di V, utilizzando la (1) prima
per il valore ¢ > 0 dell’indice e poi per il valore ¢ — 1, si ottiene:

i i—1
@) Al = 4. jzo ANVE ;= A (V] + 4- EQAWVZ_;__Q =

== A . (V,* —+ A;t..1).
Le varieta 4,,, definite a meno di un’equivalenza dalla
3) A‘ il = v o4+ Ai*q =1, 2, .,

sono varieth pure di dimensione v —i4, associate covariantivamente
ad A entro a V, e le diremo le i-me varield aggiunie ad A in V. Allora
le {2), (3) forniscono il teorema dell’ aggiunzione generalizzato :

(4:) A:‘ = (A . A‘ i §)V,

enunciabile dicendo che su di un’ipersuperficie A non singolare di V, le i-me
varields aggiunte di A segamo varieta canowiche d’indice i.

Un’ ipersuperficie aggiunta di A in V nel senso classico (ottenibile
p. es. sottraendo vA dal sistema lineare jacobiano di |4|). verra denotata
secondo l'uso con A’; indicheremo poi con X(V), X(4), ecc., un’ipersuperficie
canonica (virtuale ed impura) di V, 4, ecc., nel senso classico. B ben noto
che, se il sistema lineare | 4 | soddisfa ad opportune condizioni di genericita,
Paggiunto | A"} pud venir caratterizzato mediante la proprietd di segare
sulla generica A ipersuperficie canoniche (classiche}:

{B) X(4) = (44")v;
e che vale inoltre il teorema dell’aggiunzione, esprimibile nella forma:

(6) A= A +- X(V),
equivalente alla

(A+Bf=A +B=A4+FB.
Ebbene, dimostreremo che:

Le nozioni classiche dianzi richiamate coincidono con casi particolari di
quelle precedentemente poste nel presenle numero, risultando precisamente (per
ogni wariets V irriducibile e non singolare di dimensione v >0, e per ogni
ipersuperficie A non singolare di V) :

(7) X(V)=V{ (8) A= Ap .

In virti del penultimo teorema del n. 66, la (7) sussiste se V & una
curva, e ciod per v=1. Basterd dunque dimosirare la {(7) nell’ipofesi che
sia v > 2, ammettendo indnttivamente ch'essa valga per varietd di dimensione

v — 1, talche si avrd
X(A) = Af.
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Ora, in virti di quest’ultima relazione, le (4), () mostrano che le ipersuper-
ficie A" ed 4y,, di V segano la generica A lungo variethd equivalenti; esse
debbono dunque risultare fra loro equivalenti, a norma di un noto criterio
d’equivalenza di Severi, il che dimostra la (8). Siccome la (3) per ¢ =1 ridu-
cesi alla

A§1§:Vik +A,

cosl basta raffrontare questa relazione con la (6), e tener conto della (8), per
dedurre la (7).

71. Poich® la successione covariante d’immersione di una varietd in
un’altra pud venir espressa mediante le successioni canoniche inerenti alle
due varieta (n. 67), cosi i risultati ottenuti precedentemente sulle succes-
sioni covarianti d’immersione possono agevolmente venir trasformati
in guisa da far comparire dappertutto in vece di quelle soltanto delle suc-
cessioni canoniche. Tn successivi numeri del presente paragrafo daremo
vari esempi in proposito; altri esempi consimili potrebbero venir oitenuti dal
Lettore senza difficolta.

Ora incominciamo col mostrare come, poggiando sul n. 67, si possa
_ giungere assai rapidamente al teorema dell’appartenenza, gia stabi-
lito in modo diretto ma meno immediato nel n. 18; il che costituira un

opportuno controllo. A tal uopo, supponiamo che valgano le (2,); a norma
della (11,,) ne conseguono le

VPul= (1 P*{ ) M* )y, | Myi=({H* - T*])y.

Avato anche riguardo alle (5y), {11,,), da qui si trae che 2:

(3 Pyt ) My y=((1 P* - ) M* [« M* e s VE )= (| P*L ) VR =) Pyl

e cid appunto dimostra la (3,).

72. Prese in V due sottovarieta P e V', poniamo per abbreviare :
P ={(PVyy, {P¥ | =({ P*} V).
Allora, poggiando sulla (1,,) e sul teorema della sezione (n. 19), otteniamo :
{P¥ = ({ Py iV -\ V* )= (1 P’y |- { 7¥})p.

Basta quindi applicare la (11;,), per dedurre la seguente modificazione intrin-
seca di quel teorema della sezione:

(1) [P =(({ P} (V¥ ) | V).

La (1) potrebbe anche venir stabilita come corollario della formula (3}, a
cui giungeremo pilt sotto con opportuna modifica del teorema del pro-
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dotto (n. 20). In base a quest’ ultimo, assunto:

(2) B = (MN ... P)y,
risulta :
{Byt=({My]-{Nyt..{Priv.

In virtd della (11;), si ha quindi

RV = (1) {7 1) (LR 7y (1P 7% )by
da qui, prendendo le alternanti dei due membri, moltiplicando ambo i membri
per { V*| e ricordando la (2}, otteniamo la
(3) VMN o PYpt=({ M*} - [ N* | .. | P*} - { 7* BT,
dove ¢ denota il numero delle varietd M, N, ..., P di ¥V che cosl intervengono.

Nel caso particolare in cui ciascuna delle M, N, .., P sia un’ipersu-
perficie di V la (8) si riduce alla (1,,), com’® subito visto applicando le (2;,).

78. Rifacciamoci ora alle considerazioni del n. 25. Se C denota un’iper-
superficie non singolare di V, soddisfacente alla (7,), a norma della (1)
risulta

1o
H CFf=Z C{Vﬁ,;;
i=0
@’ altro canto, C; si esprime con la (8,), ossia — sotto forma pin esplicita —
mediante la
(2) Ci=2 oM, = % Oﬂi—-k—{—i ;
(M) M)

dove i coefficienti ¢ sono interi positivi e le M sono monomi nelle 4 del
tipo (2s5), di cui k denoti il grado, tali che

(3) fldy=2%2cM
M)
costituisca lo sviluppo in serie di potenze delle 4 della funzione razionale (6,;).
Dalle (1), (2) si trae:

1 —k+1_
Cf=23c¢ 3 M V*-:Z}GE’DJTM-V* i1}
[ ~ fmk1 Y i J Y l=R—jd1
My =0 My j=0

1

sicch®, ancora in forza della (1), risulta

4 Ol* =X CMz’f_k_H (f= 0, 1, 2, e e
(4)
M)

E si noti che il primo membro e ciascuno degli addendi a secondo membro
nella (4) hanno di fatto la stessa dimensione v — 1 — 1. Questa condi-
zione basta per determinare gli indici inferiori a secondo membro, una volta
che sia fissato lindice I a primo membro, cid che permette — con ovvio
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significato dei simboli — di scrivere la (4) sotto la seguente forma compaftta:
PC*t=Z o{ M*{,
(M)

od anche, avuto riguardo alla (3), nella forma
(5) fC* L= { fl4)*}.

La () fornisce o successione canonica di un’épersuperficie C di V che
equivalga alle somma di s ipersuperficie A', 4% .., A° assegnate; pii preci-
samente, mediante la (), ogni varietd di quella successione si esprime come
una combinazione lineare — a coefficienti interi non negativi — delle varietd
canoniche di ugual dimensione inerenti alle 4 ed alle varietd ottenute inter-
secando le A ripetufamente fra loro. Cosl, ad esempio, tenuto conto della
(9¢5), si ha subito che

L’ ipersuperficie canonica di C = A' + 4* + ... + 4A° si esprime con la

Cr = 3 (4% + 22 (4:49),
lo varietd canonica d indice due di C é data dalla
CF =3 (43 + 22 (AP4)] + 32 (Ai474%) + £ (04 47),

ecc., dove le somme vanno estese alle combinazioni semplici dei numeri 1, 2, ..., s,
di classe uguale al rispettivo grado nelle 4. (*)

Inoltre, poggiando su quanto precede e sulla (3,,), si vede che:

Lo varietd canowica d’indice i del wmultiplo secondo s di un’ ipersuperficie
A si esprime con U equivalenza :

(sA)F = sLAF + ss — 1) (AE, + s(s — 1) (AT 5 1 s(s — 1)° (A7 5 4 ...

I risultati precedenti rientrano come casi particolari in altri, otte-
nibili similmente senza difficoltdh dal n. 29. Di piti, servendosi del n. 30, si
pud del pari ricavare in modo immediato la successione canonica della dif-
ferenza di due date ipersuperficie. Osserviamo infine che, poggiando sui
successivi nn. 79, 87, dalle proposizioni suindicate se ne possono agevolmente
ricavare altre consimili concernenti le warieit jacobiane gemeralizzate di un
gistema lineare che sia somma o differenza di due o piu altri.

74. Riprendiamo ora le considerazioni del Capitolo terzo, dal nostro nuovo
punto di vista. Con le notazioni del n. 35, e tenuto conto del n. 67, vediamo
subifo che le (1), (25;) definiscono una medesima successione | P°};
ed invero, sia dall’una che dall’altra di tali relazioni, esprimendo dappertutto

(*} Avuto riguardo ai risultati che verranmo poi stabiliti nei nn, 89, 94, la proposizione
testé ottenuta fornisce varie estensioni della classica formula di Noether per il genere
di una curva comunque spezzata, assieme ai relativi significati funzionali. Per il
caso particolare in cui sia § =2, efr. la formula (1.2) in MacprERsON [1].
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le successioni covarianti &’ immersione che vi compaiono — in funzione delle
succesgioni canoniche — mediante la (11,,), si perviene alla:

(1) VPO = (e (1P L LM% | Ypgr e | M5 L g+ | 7 411

Non v’'® ora che da rifarsi ai nn. 85, 37,40 e da applicare la (1,,), per
ottenere il seguente

TEOREMA. - Se M*, M?* ..., M* sono s (== 2) varietd di V passanti sempli-
cemente ed in modo generico per una varieta P nown singolare, e si suppone

t=p+(s —ljo—(m' +m* +- .. + m*) =0,

allora U equivalenza funzionale di P nell intersezione delle M', M*, .., M* in V
¢ data dalla variets P? d'indice t della successione (1), it che val quanto dire
che U infersezione Q delle M', M?, ..., M® residua a P si esprime con la:

Q= (M'M?... M*), — P}.
Quest’ intersezione Q residua, ha dimensione g=p — 1 e, se ¢ >0, si ap-
poggia a P lungo una varicta B — di dimensione ¢ — 1 — la quale soddisfa

all’ equivalenza
R == P ?.‘_[ .

Pinv generalinente, per ogni intero k soddisfacente alle 0 <k<v—p—1,
risulta :
R, 1= (— DMB¥H)q = Pliiyi

dove I’ ultimo membro viene fornito intrinsecamente dalla (1).

75. Modificando le (1,5, (24,) con Y usufruire della (11}, vediamo che:

Se P ¢ una sottovarietd di V, dotate di un luoge D di punti doppi
impropri di dimensione regolare d=2p—v=0, fale luogo si esprime
su P mediante U equivalenza

V=P .
(1) D = (P®)y — (— 1)o-? _20 (P! Vop-ilv-

Qualunque sia P, una varietd M di V la cui dimensione wm soddisfi alle
p<m=2p—1, m < v, e che passi genericamente per P, acquista di conse-
guenza su P un luogo A di punti doppi (gemeralmente semplici per Pj, di
dimensione 8§ = 2p — m — 1, espresso dalla

A == (— qm-rt m}%’:l(f’ T Mos—p—it1)t
oppure dolla -

A=(— 1)v-—p:§z’ (B ME iy~ D
nell’ ipotesi che M sia un ipersuperficie di V (m =v —1j e che P possegga un
luogo D di puntt doppi impropri [il quale allora viene fornito dalla (1)].
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§ V. - Ampliamenti canonici entro un anello d’equivalenza.

76. Dette P e V due qualunque varietd non singolari di cui la prima
appartenga alla seconda, e tali che fra le loro dimensioni interceda la rela-
zione v << 2p, avuto riguardo ai nn. 22, 23 ed alla (11,,) risulta che:

Le wvarietd, canoniche di due wvarieto, P, V, per le quali PCV, v < 2p,
sono fra loro legate dalle equivalenze:

S oprpx |0 se v—p<i<p,
w ZETVEY = yreapey, s i=v—p.
Possiamo facilmente — come controllo — verificare questo risultato nel

caso particolare in cui P sia la completa intersezione di s =v — p =1 iper-
superficie di V:
P =(A'4%... 4%y.

In tale ipotesi, la (1,,) fornisce:
Tk ] 7 ¥
Pj =P X (—1)'Vy4) Vi,
1=0

dove le V,(4) sono le funzioni simmetriche elementari delle A (definite in
modo preciso nel n. 7). Ne consegue che @

i ~ .

3 (B VE )y = (— 1P Vid);

7=
e queste implicano le (1), essendo (n. 7): Vi(4)=0 se i>s e V,(4)=P,

77. Se 4 denota un’ipersuperficie virtuale di V, da considerarsi virtual.
mente non singolare, possiamo estendere la portata della (2,,) e definire in
ogni caso le varietd canoniche d’indice ¢ di A, assumendo

i
A = A4 3% AV} ;.
=0
Pia generalmente, servendosi della (1,,), si possono definire le warietd cano-
niche dei diversi indici di un’ intersezione completa (virtuale) :

P=(4'4* .. A%).

Da qui, tenuto anche conto del n. 73, si perviene a definire le varietd cano-
niche inerenti ad una qualunque sottovarietd virtuale di V (virtualmente priva
di punti multipli). In particolare, acquista senso in ogni caso di parlare delle
varietd canowiche di wvarield, canoniche di V, e sia queste varietd che le
loro intersezioni hanno manifesto significato invariante. Ne consegue che il
numero dei punti costituenti una siffatta varietd, nell’ipotesi ch’essa sia di
dimensione nulla, risulta un invariante birazionale di V. Ritorneremo pi
ampiamente nei nn. 94, 95 su questa osservazione.
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Si consideri ora un qualunque numero di varietd M, N,.. di V, ed il
sottoanello JB di Ely da esse determinato. L’insieme delle varieta cano-
niche inerenti alle singole varietd di JB & un”ampliamento 3B* di 3B, a cui
appartengono le varieta M, N, M, Ny,.., il quale si dird I’ampliamento
canonico di JB. Relativamente ad esso possono porsi varie importanti questioni,
come quelle di decidere se e quando J8* sia ancora un anello, o di dare
condizioni affinch® IB* coincida con 8. In tale studio, dovranno giocare in
modo essenziale i risultati dei nn. 72, 73; ma non ci soffermiamo su esso,
per non rendere eccessiva la mole del presente lavoro.

Ci limitiamo ad osservare in proposito che, in base alle ricerche di
B. SEerE [1] (p. 512), pud dirsi che U’anello determinato dalle varietd cano-
niche di una varietd V. o due o tre dimensioni, risulta chiuso di fronte agli
ampliomenti canonici. Senza voler trattare qui la questione generale per una
varietd V di dimensione qualunque, daremo ora qualche esempio al riguardo.

Denotando X = V{ un’ ipersuperficie canonica di ¥ (n. 70), consideriamo
una varietd caratteristica P d’indice qualsiasi del sistema canonico | X|:

(1) P = (X)), l<ss<v-—1)

A norma della (1,,), le varietdh canoniche di questa si esprimono con le

@) ¥=P. % (3 i 1)va.-*_,~ O<i<v—s)
jmﬂ

ed appartengono quindi tutte all’ ampliamento canonico dell’anello di base V.

In particolare, per ¢ =1, la (2) — tenuto conto della (1) — fornisce la:

{3) Pl = (s + 1) Xls+1;

e questa si riduee alla P{ = vX[ se s=v— 1, nel qual caso — in base

alla {1) — P & una curva caratteristica del sistema canonico. Dauque:

Sopra una varieta di dimensione v, un gruppo canonico della curva carat-
teristica del sistema lLneare delle ipersuperficie canoniche, equivale a v volle
un gruppo caratieristico di questo stesso sistema lineare (*°).

78. Si ottengono subito altri risultati nell’indirizzo accennato nel numero
precedente, assumendo — com’é lecito — nella (1,):

P=v} (0 << 28 << v).

(25) Ofr. B. SeerE [2], n. 3. Dal punto di vista numerativo, il risultato funzionale ultimo
ottenuto fornisce I’uguaglianza 2(R, — 1) == vQ,, mostrante che per v dispari il grado 2, del
sistema lineare canonico dev’esser pari; quesia uguaglianza comprende, per v=2, 8, note
formule di Noether e di Pannelli. Risultati numerativi in un ordine d’idee consimile, furono
poi ottenuti da Topp e MaxwerL {1].
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In tal guisa risulta: p—=v—s, ond’é v <<2p, e la (1,,) diventa:

0 ge s§<<i<v—8,

i "*— _ ‘
(1) ,__2.0 (V)] Viilv = | (—1p(73®)y se i=s.

Le (1) porgono vari legami fra le varieta canoniche di V e le varietd
canoniche di tali varietdr canoniche. Cosl, ad esempio, assumiamo v =3, s =1,
i =2, e poniamo come dianzi

X =T
In virth del n. 5 valgono le:

Xr=—xt, X=X"x—X
inoltre dalle (1,,), (3,,) si trae
X! =2xm.
Pertanto, dopo facili riduzioni, la (1) fornisce I’equivalenza
X2 = X (Vs + 2X1),

la quale mostra che una varield canonica d'indice 2 di un’ipersuperficie cano-
nica X di V pud venir segata su X dalla somma di una variela canonico
d’tndice 2 di V col doppio d’una prima varietd caratieristica di | X| (*%).

CAPITOLO SETTIMO
RAFFRONTI ED ESEMPI

§ 1. - Varieta canoniche nel senso classico e varieta jacobiane.

79. Sia A una qualunque ipersuperficie abbastanza generale
di V {*"): ad esempio, la sezione di V con una forma del suo spazio ambiente.
Allora, se h denota un inftero ¢ualsiasi soddisfacente alle limitazioni
0<h<wv—1, un generico sistema lineare oo"*! appartenente totalmente
ad | 4| ammette una varietd jacobiana, che denoteremo con J*(4), la quale
¢ una varietd pura di dimensione h, definita da 4 a meno di un’equiva-
lenza (**). Una siffatta varietd pud venir espressa funzionalmente con 1’uso
delle- varietd canoniche — intese nel senso classico — al modo seguente (*°).

Presa una qualunque varietdh W (irriducibile e non singolare), denote-
remo con X" W) una sua varietdh canonica nel senso classico, di

(3¢} Per v =38, cfr. B. Srare [1], formula [82].

®7) 1l significato preciso di questa locuzione, viene implicitamente fornito dal periodo
seguente del testo.

(*%) Cid si prova generalizzando gli sviluppi dati per v =238 in B. Szerz [1], nn. 28, 26.

(%) Cfr. Beer [3], n. 20, J. A. Toop [7], n. 9.
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dimensione k< w, e porremo

1 XMW)y=0 se h > w, oppure se h < 0.
In particolare, in ogni caso risulta

B Xo(W) = W.

Vale allora !’ equivalenza

{3) JHA) = XM{A + V)irt2) (h=0,1, 2,..,
che & una forma compatta per scrivere la

4) Jn(4) m;;:é: (h N 2) X AW) (41 = 1 = V).

Per b = 0, 1a (3) [ossia la (4)] si scrive:
JNA) = X(V) + 2X°(4) + X (A1),

e porge un’equivalenza su V legante il gruppo jacobiano di un generico
fascio d’ipersuperficie A ai gruppi canonici di V, di A ¢ di una varietd
caratteristica (A4®)y. Pertanto, detti ordinatamente 8, K,, K,_,, K,_; i
numeri dei punti di tali groppi, vale la relazione

{5) 3 = Kv -+ ZKv-—x + Ku-—z .

Se V & una curva di genere p (v=1), 4 & un gruppo di un certo
numero ¢ di punti di V e, in base alle (1), (2), risulta

K, ,=a, K, .=0.
Pertanto la (D) fornisce
K =8%—20=2p—2.
Se V & una superficie (v=2, di cui I, denoti Vinvariante di Zeu-

then-Segre, A & una curva, di cui o e p rispettivamente siano il grado ed il
genere. Attualmenie si ha

K =2p—2 K, =a,
sicché la (5) porge:
K=8—4p—0a+4=1I+4
Pitt in generale, se v=>2 ed I, denota 1 invariante di Zeuthen—Segre

di V, tenuto conto della definizione di questo invariante (cfr. C. SEGRE [1)),
dalla (B) si ricava senz alfro:

(6) K,=1I,+ (— 1)"20.
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80. Ci proponiamo ora di dimostrare il seguente
TEOREMA. - Iissali comungue due interi h, s soddisfacenti alle

1) O<h<v—1, §>v—h,

e scelte ad arbilrio su V s ipersuperficie (abbastanza generali) A,, A,, .., 4,,
risulta :
@) XMV) =D JMA4;) — Z JMA; + A;) +Z JMAi + A;+ 4) —

— e (= 1IMA, + A, + - Ay,

dove le sommie vanno rispettivamente estese a futte le combinazioni semplici
delle A ad 1 ad 1, a 2 a 2, a 3 a 3, ecc..
Consideriamo il polinomio nelle 4:

3) f(A) =3 (1 + Ai)'”’2 —2 (1 4+ A; 4~ Aj)'”'2 4+ X (1 + A; + Aj + AT —
( — (= 1L+ 4, + 4, 4 AP

e scriviamolo, dopo aver sviluppato e ridotto i termini simili, nella forma
(4) f(4) = ¢, + S cAf1AF .. AF = ¢, 4- 2P,
dove le ¢,, ¢ sono costanti numeriche, ¢, ¢, .., ¢, denota una combinazione

di n fra i numeri 1, 2,..., s (1 <<n<s), e gli esponenti k; sono interi posi-
tivi. In virtd della (4,,), il secondo membro della (2) vale:

{5) e, XMV) + Z cXMP).
Ora, il confronto delle (3), 4) da subito:

6) 6, = (‘i)-(;)+(§)- +(—1)f—*(§)= 1.

Ivoltre. posfo per abbreviare

(7 E=k +k, + . +Fk, (ks = 1),
si ha:

& n<k<h+2,

e

(9) P = (A4 . 4,

risulta una varietd pura di dimensione
p =v— k.

In virth della (1,,), se si vuole che non valga equivalenza X P) =0 occorre
supporre che si abbia b << p, e ciod:

k<v—h.
In quest’ipotesi, dalle (8), (1) si trae:
(10 l<=n<k<s.

Annali di Matematico
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Allo scopo di determinare con quale coefficiente ¢ compare nella (4) il
monomio P fornito dalla (9), osserviamo che — fissato questo momomio
(e quindi fissate le 4, k, #) in modo che valgano le (7), (8), (10) — il monomio
stesso si ottiene unicamente dallo sviluppo di quegli addendi della (3) che
sono della forma

(— 1™l 4 4;, + 44, + .. + Ain + A A e - Ai1 LESH

Ppt g i

dove m denoti un qualunque intero soddisfacente alle » << m < s, ed
Tyats s bm sia una combinazione arbitraria di classe m —n degli s—n

numeri 1, 2, ..., s distinti da 4,, ¢,,..., ¢,. Risanlta pertanto:
3 s—n (h+ 2)!
_— 2“ — 1 14 —=0.
o=21—1) (m—n)ila{Ik?!...kﬁ!(h—;—?—k}! 0

Avuto anche riguardo alla (6), la (5) equivale quindi alla X™V), cid che
prova la (2).

81. Applicando il teorema del numero precedente nell’ipotesi che si assuma
A, =4, = 4,=A4,

per ogni s >v —h e per ogni ipersuperficie A abbastanza generale di V
otteniamo :

M xm =
Se ora softraiamo la (1) a membro a membro dalla relazione che da essa si
deduce ponendovi §+ 1 in luogo di s, vediamo che:

Per ogni ipersuperficie A (abbastanza generale) di V e per ogni s > v — h,
sussistono le equivalenze :

@) 3

B}

(— 1)i(:)Jh((j +14)=0 (h=0,1, 2,.., v—1).

/

In secondo luogo, denotiamo con C un’altra ipersuperficie effettiva (suffi-
cientemente generale) di V, ed applichiamo la (2,,) facendovi

A=A, =..=4,_,=2A4, A, = C.
Otteniamo cosi I’ equivalenza :
s 1 . 8§ — 1 g—1 18 — 1‘ .
(3) XMV)= 2 (— 1)"“( ; >Jh(iA) + ZO{— 1)'( i )J"(zA -+ C).
[ ] =

Basta quindi sottrarre la (3) a membro a membro dalla (1) per dedurre la
s—1 X — §—1 /g — 1 .
) 3 (— 1)@(8 ) 1)J“((a’+ Do) =3 (— 1)@(8 ;' |oid o)

i=0 =)

valida per ogni s >> v — h, nell’ipotesi che A e C siano abbastanza generali.
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Confrontando la (3) con la relazione che da essa si deduce scrivendovi A
e C' in luogo di 4 e C, ofteniamo
st s —1
2 (" 7wty — i =
=1

(5)

— 5 1y (3 - 1) (M4 + O) — TG4 + C).

=0
Dalla (4), ponendovi s+ 1 in luogo di s ed utilizzando la (2), ricaviamo la

S (— l)i(:)J”(iA +0)=0;

f==0
questa relazione vale anche se si pone C— 4 in luogo di C, sicch®, scrivendo
in pari tempo ¢+ 1 in lnogo di ¢, risulta:

0="% (- 1)1'( s )(J"(iA 4 C) — JHid + O
i=—1 i-+1 '

Sottraendo questa relazione a membro a membro dalla (5}, otteniamo la:

T (— 1)“(8 ~ Dgnid) — iay) =
$=1 j
s—1 (8 -1 . . o /
=2 U e — D4+ 0= (e — )4+ O

e si noti che il fermine dell’ ultima somma che proviene dal valore O dell’in
dice i va a zero, se i suppone C — A =0 — A

82. La (2,,) permette di definire la varietd jacobiana (virtuale) J"(B), per
ogni ipersuperficie B di V (anche virtuale). A fal uopo, consideriamo un
intero {=v — h e scegliamo su V, com’® certamente possibile, un’ipersuper-
ficie A4 tale che — secondo l’accezione elementare richiamata nel n. 79 —
abbia senso considerare le varietd jacobiane J* relative a ciascuno dei
sistemi lineari

141, 124],.., [tA], |4+ B|, |24+ B|, ..., | tA + B|
(ognuno dei quali dovrd dunque in particolare risultare effeitivo ed almeno
oot+!), Se ora applichiamo la (2,,) assumendovi
s=1t+1, A=A, =.=4,_ , =4, A, =B,

otteniamo una formula ove ogni addendo ha un preciso significato, tranne
JMB}). Da essa traiamo:

¢

(1) JHB)=X"V)+ I (— 1)‘(2),'&7"{,3'/1) — J"i4d + B));
i=1

ed & lecito assunmere la (1) come definizione di J*B), purché si dimostri

che il secondo membro della (1) non dipende né da ¢ (=v-—h) né da A.



108 B. Swere: Nuovi metodi e risultati nclla geometria, ecc.

Ora, per provare che il secondo membro della (1} non dipende da ¢,
basta assicurarsi ch’esso equivale all’espressione che se ne deduce serivendovi
s=1+ 1 in luogo di £, e ciod che risulta:

¢
@ 2 (- I)"(i){J"{(z’ + 1)4) — J"((E + 1)4 + B) = 0.
AlPuopo non v'é che da osservare che, posto C=4 + B, si pud sempre
sapporre — con opportuna scelta di A — che C sia effettiva ed abbastanza
generale ; con cid la (2) certamente sussiste, in forza della (4,,). '

Per dimostrare che il secondo membro della (1) non dipende da 4, occorre
stabilire ch’esso uguaglio l'espressione che se ne deduce assumendovi, in luogo
della A, un’ analoga ipersuperficie A’ di V. Posto come dianzi C = 4 + B e,
similmente, C' = A’ + B, talché risulta ¢ — A4 = 0'— 4’, & lecito supporre
che le ipersuperficie 4, A', C, (' siano abbastanza generali in guisa che
valga il risultato finale del n. 81; e questo appunto prova quanto teste
asserifo.

Dalla suddetta definizione (1} della varietd jacobiana virtuale J*{Bj,
segue subito in particolare (per B = 0) la notevole equivalenza :

3) JH0) = X (V).

83. Una nuova interessante definizione possibile per le varieta
canoniche X*(V) vien fornita dalla (2,,). In base al n. 79, si ha intanto
che il secondo membro di questa relazione varia entro ad un sistema d’equiva-
lenza, comunque varino le 8 (> v — h) ipersuperficie 4, 4,,.., 4, entro a
sistemi lineari. Affinche® si possa asserire che quel sistema d’equivalenza & un
sistema invariante. di V, basta provare ch’esso non muta se si cangiano
arbitrariamente le ipersuperficie 4,, 4,,...,4 , il che risulta senz’altro vero,
non appena si sappia che tale proprieta ha luogo quando si tengano fisse
s — 1 di quelle ipersuperficie e si muli la rimanente ad arbitrio.

Posto { =s — 1, talch® dovrd supporsi

1) t=v—h,

sard dunque sufficiente mostrare che il secondo membro della (24} si maun-
tiene equivalente a se stesso quando vi si assuma

A=A oppure A;,= A4 (con 4, A’ ipersuperficie arbitrarie di V),
lasciando invece inalterate le altre A; (i =1, 2, ..., #). Cid val quanto dire che:
Nell’ipotesi che valga la (1), il sistema d’ equivalenza determinato dalla

JMA) — D JHA + A) + 2 JIMA + Ai -+ Ay) —
— e (= 1A+ A, + A, 4+ 4
(dove le somme vanno rispeltivamente estese a tulle le combinazioni semplict
degli indici 1, 2,..., t ad 1 ad 1, a 2 a 2, ecc.), risulta indipendente da A.

(2)
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Non e¢i tratterremo a dare una dimostrazione diretta di questo fatto,
indipendente cio® dalla (2,,), cid che porterebbe a stabilire ex novo la (2,;,),
e quindi pare le formule (3,,), (4,,) (di Eger e Todd) da cui eravamo partiti.
Ci limiteremo invece ad osservare che, poichs il fatto testd asserito certamente
sussiste, in forza della (2,,), cosl per valutare 'espressione (2) si potra in essa
particolarizzare 4 ad arbitrio, facendovi ad esempio (n. 82} A =0. In tal
guisa, usufruendo delle (2,,), (3;,) si ottiene che:

Se t >v—h, comunque si scelgano su V le § + 1 ipersuperficie A, A4,,
A,, .., 4, la varieta (2) risulta equivalente allo zero.

§ II. - Le varieta canoniche megli spazi lineari.

84. Esaminiamo ora particolareggiatamente il caso, specialmente impor-
tante per le applicazioni, in cui la varietd ambiente V sia uno spazio
proiettivo (complesso) [v], di dimensione v. Denoteremo secondo 1’ uso
con (] uno spazio saubordinato di [v], di dimensione ¢ (0 <4< v); inoltre, in
conformitd coi nn. 66, 79, le varietd canoniche di [v] secondo la nostra
definizione e nel senso classico si designeranno rispettivamente con [v] e
con X*([v]) (queste avendo ordinatamente dimensione v —¢ ed A). Vogliamo
dimostrare che, per gli spazi proiettivi v’é identita fra le due definizioni delle
varield canoniche, risultando

(n W) = X"([v)) se h=v—i.
Incominciamo con l'osservare che, poiché — notoriamente (*°) — la totalita

delle varieth effettive di ordine e dimensione dati, di un [v], & contenuta

totalmente in un unico sistema elementare di varietd virtuali dello stesso

ordine e della stessa dimensione, cosi, detta M una qualunque varietd pura

confennta in [v], di ordine p e dimensione m, risulta {(in [v)):

M.v—m]=yp-[0] M =p - [m)]

Ne consegue che per stabilire la (1), basta provare che é

2) ofv, %) = f(v, k) se h=v—i,

dove (v, ¢} ed fiv, h) denotino rispettivamente I’ ordine di [v} e di X"(v)),

e ciod ove le o, f si definiscano ponendo :

(3) [0 =olv, - [v—1,  X™[)={lv, b)- [}

85. Se A denota un’ipersuperficie di V = [v], d’ordine @ =2, in base al
n. 79 ed a proprietd elementari di geometria proiettiva, la jaccbiana J*(4)
ha (dimensione % ed) ordine

[SH

{3%) Cfr. Sever1 [6], n. 43.
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Pertanto, con le notazioni del n. 84, identificando nelle ipotesi attuali gli
ordini dei due membri della (1,,) otteniamo

v—i—-l‘)s s

f(v, b) =(h 1 )(1)(0» —1)pr— (82 (20 — 1)*- —I—(';)(Sa — qpe-n —

— e+ (— 1) sa — 1}”'*“& ,

dove s denoti un qualunque intero >v—n
L’ espressione qui scritta entro graffe & un polinomio in a:

v~h —_—
(=15 (= (" "t

=0

dove, per abbreviare, si & posto:
(S _ 98 S\ g
ks‘,z —(1) 2 (2) + 3 <3) vee -} ( 1) 8 (8) .

ky o= 1,
ko i = 8(ks,i—1 — Kg—1,i-1) per i=1,

Si ha quindi:

onde si trae induttivamente

O=ls1=kss=lsys=...
Risulta pertanto

. (L {\o—-n P41 3
(1 o, === () 1) 0
sicché la seconda delle (3,,) fornisce:

n o ( {yo—h V41 .
@) X = (— 1= () ¥ )
Posto per abbreviare

(3) i=v—h,  X"[v) =[v);,
la (2) pud venire scritta nella forma
@ k=T ) -1

e mostra che le [v],=[v], [¢],, [v],,.. formano una successione di so-
stegno [v] (n. 6). Consideriamo la successione di sostegno [v] formata dalle
varieta :

() o]y =(” 7’) v — ] (=0, 1, 2,..);

(1) In particolare: f(v, 0) == ( ~ 1)?(v +- 1}; sicch®d, in base alla (64}, si vede che linva-
riante di ZEUTHEN-BEGRE di uno spazio proiettivo di dimensione v vale (— 1)*—*(v —1).
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vogliamo mostrare ch’essa & "inversa della precedente, il che (nn. 7, 84)
equivale a dire che, posto

k v+ Nv4+-k—1
o boe= 20 TCTETY),
risulta
(7) $o e =0 per k>0.

A tal uopo osserviamo che la (6) porge:
bpo=1 se v>0, Po,x=0 se k>0,
q)v, kE— ‘;’v—l,k = %,;c_I — Q)v_i,;c_1 .

Per induozione rispetto a k& ne consegue che, se k>0, »>0, risulta

Yok — Yo—1,x =0; e da qui si deduce tosto la (7), procedendo per induzione
rispetto a v.

(8)

86. Avufo riguardo alle (1), (3,,), per stabilire la (2,,) basta mostrare
che — per i=1, 2,.., v — valgono le:

v+1 .
(1) o == 10" 7 fo—als
relazioni, queste, che, avato riguardo a cid che si & detto nel n. 85 circa
le {5,,), equivalgono alle
~ v+ i .

@ o =("7") o1
A tal uopo, procederemo per induzione completa rispetto alla differenza v — i.

Quando questa differenza & zero, la (1) diventa

3) (— Dol = (v + 1) - [0},

e quindi esprime che il primo membro della (3) & un gruppo di v+ 1 punti
di [v]. Ora, a norma del n. 66, il numero dei punti di tale gruppo uguaglia
il grado della varietd diagonale sul prodotto [v]><[v]. D’altro canto, questa
varietd diagonale appartiene ad un sistema continuno di varietd v-dimensio-
nali di quel prodotto, rappresentative delle omografie di [v] in s&; e poiche
la generica di queste omografie ammette v+ 1 punti uniti (semplici e
distinti), ne consegue che quel grado vale proprio v 4- 1, ¢id che dimostra la 3).

Supponiamo ora che la differenza v — ¢ abbia un valore positivo (onde
sard v=2); e — ragionando per induzione completa — ammettiamo di aver
gia stabilita la (1) per tutti i valori di v ed ¢ in corrispondenza ai quali la

differenza v —7 assume un valore inferiore al suddetto. Sara dunque in
particolare :

4 v — 1} =(— 1}5(?)-[19 —j—1] perj=0,1,.., 4
) of = (=" T =i perj=0,1,.., i1
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Avuto riguardo a cid che si & osservato nel primo capoverso del presente
numero, e tenuto conto del n. 7, si ha che le (5) implicano le

6) i = (") =il peri=0, L it

e che, in forza delle (5) o {6), le (1) e (2} sono fra loro equivalenti. Denotats
quindi con X U ordine della [0, posto ciod:

() [} =« [v—4l,
per dimostrare la (2), e quindi la (1), basta provare che &
(8 A= (’” + “) )

4

Al nopo rileviamo anmzitutto che, in forza della (1,), la successione
covariante d’immersione di un iperpiano [v — 1] di [v] in questo spazio &
quella costituita dalle varieta

(—1)efo—k—1] k=0, 1, 2,..).

D’altro canto, in forza della (11,,), I’ alternante di tale successione equi-
vale alla N

flo— 171 {lol L,
gicchd dev’ essere

(9) {'U - 1];:—7' [/U]Y* = [’U —k— 1] (k = 07 11 27 ok

0

| DM

i
Se & < 4, possiamo esprimere le varietd canoniche che compaiono nella (9)
mediante le {4), (6), il che conduce all’identita algebrica
k { v \v+g
10 (-1 k“?( ) =1y
1o R N V) )=1s
questa pud venire stabilita direttamente senza difficoltdh (**), e vale anche

naturalmente per k=i. Se ora facciamo mnella (9) k=1¢, ed esprimiamo le
varietd canoniche che compaiono nella relazione risultante mediante le (4),

(6) e (7), otteniamo: . .

T (—1) a( v )(” '*."J) +A=1

7=0 t—JNJ
Se quindi confrontiamo quest’ uguaglianza eon quella fornita per k=1 dal-
la (10), ne deduciamo la (8); e cid completa la dimostrazione di quanto asse-
rito nel n. 84,

(*2) All'uopo. denotato il primo membro della (10) con w,,, si osservi che & m, , =1
e che, per k> 0, risulta:
Qo =Wy, & Wy, k—1>
dove ,,; si definisca con la (6g). Ma allora la (7g) prova che &

mv, k:’(g)m k1 —_-mv, Jp—p T m:‘”v,o: 1.

onde segue la (10).
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& II1. - Identita fra la nuova e la vecchia definizione
delle varieta canoniche.

87. Nel presente paragrafo, estenderemo a varietd qualunque il risultato
enunciato nel n. 84 per gli spazi proiettivi. A tal uopo, sard opportuno modi-
ficare leggermente la motazione delle varietd canoniche introdotta nel n. 79,
denotando ora con *W; una varietdh canonica di W di dimensione w — 4,
intesa nel senso classico; assumiamo ciod:

& “71'» —_ Xw—i{ W)_

Si tratterd quindi di dimostrare che

Per ogni varietd irviducibile e non singolare W, le due successioni cano-
niche | W*} e {*W | coincidono.

Si noti che questo risultato & gid acquisito nel caso che W sia un qua-
lonque spazio proiettivo, in base al paragrafo precedente.

88, Incominciamo col far vedere che, analogamente alla (11,,),
Se P denota una gqualungue sottovarietd di V (P e V essendo virtual-
wmente prive di punii mullipli), la successione covariante d’ immersione di P

tn V si esprime in funzione delle successioni cononiche classiche di P e di V
mediante la :

(1) i Pyl =({*Pt- 1"V v,
La formula (1) da stabilire equivale chiaramente alla
(2 {*P} = ({ Py |*V hv;
e questa non © che un modo compatto di scrivere le:
(3) *P, = % (— )Py, Vi, (=0, 1, 2,..).
=0

Si noti poi che, in forza delle (5,,). {2,,), la (3) certamente sussiste per i = 0.

Incominciamo dal caso in cui P sia un’ipersuperficie di V, e ciod
supponiamo risulti v —p=1; allora vale la (1 ), onde la {3) riducesi alla
(4) P, = 5 PUHIL*y,_ .

i=0

Questa essendo ovviamente soddisfatta per =0, potremo supporre i=1 e
procedere per induzione rispetto ad 4, ammettendo quindi che sia

i
*Pp_ = X PUl.*y,_,.
j=1

Annali di Matematico
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In base al teorema dell’aggiunzione generalizzato (*), si ha inoltre:
*.P,' =P. (*P,;_1 -+ *Vi).

Basta cosi eliminare *P;_ fra le ultime due relazioni, per dedurne la (4).

Passiamo al caso id cui la differenza v — p abbia un valore supe-
riore all’unitd. Procederemo allora per induzione rispetto a tale diffe-
renza, ammettendo il teorema per varietd le cui dimensioni abbiano una tal
differenza inferiore a v — p. Scelta in ¥V una softovarietd irriducibile M
(virtualmente priva di punti multipli) che passi per P, possiamo quindi appli-
care la (1) a PC M ed a MV, cid che fornisce le

() Pagt = (1¥P 1 1% 1)y, I Myl = (14 1 *T 1)y

D’altro canto, in virth del teorema dell’appartenenza (n. 18), vale la (3,,).
Esprimendo in quest’ ultima relazione | Pyt, | My | mediante le (5) ed appli-
cando la () ofteniamo:

PPyl =((1*P1- 1 *M 1 )a - (
= (VP (U g BV )y =
:([*Pf'z*vf)v.

Rk =R

2

donde segue la (1).

89, Riferiamoci ora ad una qualunque varietd P, irriducibile e non sin-
golare, e denotiamo con V uno spaszio lineare che la contenga. In virtu del
n. 84, si ha conseguentemente

(1) PV =T

inoltre, in forza dei nn. 67, 88, sussistono le (1,,), (2;). Basta quindi confron-
tare queste due relazioni fra loro, tenendo presente la (1), per vedere che &:

$P*§::;*PE.

B cid dimostra il teorema del n. 87.

90. Tenuto conto del n. 66, si vede subito come il risultato stabilito nei
nn. 87.89 fornisca in particolare nuove dimostrazioni per il principio di corri-
spondenza per le corrispondenze a valenza sopra una curva algebrica, assieme
al relativo significato funzionale, nonch® per il teorema (ivi citato) che asse-
ona il significato topologico della serie di Severt di una superficie. Vale infatti
il primo teorema del n. 66, ove i gruppi canonici di V possono ormai venir
intesi nel senso classico; in virtd del n. 79, il numero dei punti di tali
gruppi & quindi quello fornito dalla (6,,).

(#%) Cfr. BEeer [3), n. 22, Topp [7], n. 8 e TooD [8]; n. 33.
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Basta ora combinare quest'ultimo risultato con la ben nota proprietd
topologica (*') secondo cui I’indice di Kronecker della varietd diago-
nale di 7>V con se stessa sopra VXXV (e ciod il grado di tale varieta
diagonale in ¥ > V) uguaglia la caratteristica di BEulero-Poincaré (della rie-
manniana, a 2v dimensioni) di V, per ottenere il teorema di ALEXANDER [1],
affermante che:

Lo caratteristica di Eulero-Poincaré di una varietd algebrica trriducibile
non singolare V, avente la dimensione v e Uinvariante di Zeuthen-Segre I,,
vale (— 1)°1, -+ 2v. In altri termini, sussiste I’ uguaglionzo

—1

(1) B = I, 42— 1)’v — 1) + 2‘}:1 1R,
dove R; (per i =1, 2, ..., v) denota il numero di Betli di dimensione i relativo
alla riemanniona (a 2v dimensiont) di V.

La (1) mostra che R, ed I, hanno in ogni caso la stessa parita, E
poiché, notoriamente (**), R, risulta pari se v & dispari, cosl (cfr. B. SEGRE [2)):

L’ invariante di Zeuthen-Segre e I ordine della serie di equivalenza cano-
nica di ogni variela algebrica di dimensione dispari, sono sempre numers pori.

§ IV. - I sistemi canonici sulle intersezioni complete.

91. Detti V =[v] uno spazio proiettivo di dimensione v, ed 4 =[v — 1]
un suo iperpiano, in virtlt dei nn. 84, 86 risulta:

(1) Vit = (— 1) (v j 1)A[*'1, 2) V= (” :‘ 1’),1[1'],
3) AF = (— 1) G)A[i-l—ll.

D’altro canto, se C denota una forma di V, d’ordine ¢, 8i ha

4) C=c4,

ed inoltre la (2,,) porge:

) CF = 3 CUHIVE ;.

E=)
Da qui, avuto riguardo alle (1), (4), consegue che &
(6) CFf = yld) » A1),
dove y{i), e ciod U'ordine della varieta canonica d’indice i di una forma C
d’ ordine ¢ in [v], é dato da

7) i) = % (— 1)~ (“; * %) o+ (=0, 1,.., v — 1).

=0 -

(®4) Cfr. per esempio LErscHETZ [1], p. 272.
(3%) Ved. ad esempio Lerscasrz [1], p. 218,
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Allo stesso risultato si pud dare forma un po’ diversa, ricorrendo al n. 73.
In virth delle (4), (6,,), se si considera la funzione razionale di 4:

cA + 2 (G)Am ~+ 3 (6 ABl 4 L ¢4l
£4) 2 3
¢ ¢ ’
— 21 L] - Y 7 . c
1 (2>A 2 (3>A{ e — (€ — 1}Al]

con le notazioni del n. 73 risulta

FO* = {4 5
e c¢id significa che, se

f(4) = Z ¢ A™
k

& lo sviluppo di f(4) in serie di potenze di 4, risulta:

v—k+ 13

. Al
i—k4 AT

Gz* =2 Gk(AIk]),'*_k_H = (——— l}i"k'i"l(
k x

11 confronto con la (6) porge quindi

. ; —k+1
® CER T e Ry

scrivendo che quest’espressione coincide con quella fornita dalla (7) si otten-
gono delle notevoli identitd algebriche, che potrebbero nataralmente
anche venir verificate direttamente.

Notiamo che, in base alle (6,,), (7), risulta in particolare che la generica
forma d’ordine ¢ di (v} ha U invariante di Zeuthen-Segre :

{c — 1)7+,

T= (v — 1) 4+ (— 1)"2v — 1) = (— 1)’-’(7; + % — 3)+§

92 Se M, N, .., P denotano s (=2) varietd di V, che si incontrino rego-

larmente lungo la varieta

R=(MN..P)y,

di dimensione r =m -+ % 4 ... +p — {8 — 1)v > 0, per determinare la succes-

sione canonica di quest’nltima basta applicare la formula (3,,). In tale formula

compare la successione | V*lis-1 fornita dalla (2,,) nell’ipotesi che sia

V =[v]. Piu precisamente, avuto riguardo alla (2,,) ed al n. 6, si ha allora:
Yz (” : z’)(”:f;%) (” Zj’:**) . Al

kY k)
ove la somma dev’essere estesa a tutte le (s — 1)-ple 4,, i,, ..., 4,_, soddisfa.
centi alle

i byt i =1, i, =0, i,=0,.., i,_, =0.
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Risulta pertanto:

(=, VE T = (s — o + 1) - 4,

R e AT R S (RS AP LR

I caleoli possono venir condotti in modo pitt semplice, osservando che la

serie di potenze formali coordinata (n. 6) alla successione (1,,} vale:
(1) (17, @)= (1 — Ax)**".
Pertanto, la serie di potenze coordinata alla { V* (=—1 vale:
[ V* jfs—11, x] = (1 — Aw)—(s—))(u+1);
e da qui, sviluppando il secondo membro con la serie binomiale, si ricavano
altre espressioni per le | V¥ |[s—1,

Rileviamo infine che, in base alle (1), (B,,), la serie di potenze coordinata
alla successione canonica | C*{, dove C denoti una qualunque ipersuperficie
(4,,} di [v], vale:

[1C*t, 2] = CO(1 — Auw)®**{1 — cAx)~ .
Questa relazione porge — per le funzioni y(¢) definite nel n. 91 — espressioni
diverse dalle (ma equivalenti alle) (7,,), (8,,).

93. Le considerazioni del numero precedente si semplificano, nel caso
particolare in cui oi si riferisca ad una varieta

(1) P=(4'4*... A%}y,

di dimensione p=v — 8 >0, che sia 1 intersezione completa di s forme
4', A% .., A° di V=x[v]. In tale ipotesi valgono le (1,,); sicche, usufruendo
delle (1,,), (1,,), risulta che:

La serie di potenze formali coordinata alla successione canowica della
varieter (1) suddetio, vale

[1P*}, o] =P(1 — dw)?** II (1 — AMw)™"' =
h=1
@) )
= P{1 — Ax)*** Il (1 —a,de)*,
=1
denotando con A un iperpiano di V e con a, I ordine di A™.
Questa proposizione (*°), formisce senz altro le varietd canoniche di P
delle diverse dimensioni. Si ottiene cosi ad esempio subito che:
Le ipersuperficie canoniche della (1) sono quelle segate su essa dalle forme
di V=1[v dordine a, +a, + .. +a, —v—1 7).

(¢) Inecludente un risultato di Ecer {3}, n. 31.
(3) Per una dimostrazione elementare di questa proposizione nel caso particolare che
P sia una superficie (p =2), cfr. GopEavx [1].
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Pit in generale, per le P vale il seguente risultato. Denotiamo con «;
la somma di tuili i prodotii delle a,, a,,..., a, prese con ripetizione ad i ad i.
Allora la (2) mostra che:

Le varieta canoniche Py d’indice i della varieta P, definita dalla (1),
vengono ivi segale da varieia di V aventi dimensione v— 14, il cui ordine
risulta un polinomio di grade i nelle a,, a,, .., a;, avenle la somma o; sud-
detta come parte omogenea di grado i.

94 Riferendoci ad una qualunque varieth P di dimensione p, che
sia irriducibile e non singolare, denotiamo con ¢, 4,,.., 4, una partizione
di p, ossia un qualsiasi insieme di un certo numero 7 di numeri naturali
(1 < h < p), considerati a prescindere dall’ ordine, che soddisfino alla

i, + L .. i, =P,
Allora & chiaro che

(1) (PP} .. PY)p

risnlta un gruppo di punti, definente su P una serie di equivalenza inva-
rianie; pertanto il numero dei punti di tale gruppo, che denoteremo
col simbolo

(2 (2,4, ... %],

sard un infero (E 0) invariante di fronte alle trasformazioni birazionali
regolari di P. _
Detto n(p) il numero delle partizioni distinte di p, talché si ha

) =1, =2 =2 =B) =3 4 =5 =b=7 =6)=11, =) =15..,

si ottengono su P in tal guisa w(p) serie di equivalenza (1) invarianti, e
quindi altrettanti invarianti birazionali (2) di P. Ci proponiamo di dimostrare
il seguente

TEOREMA. - Tanto le n(p) serie di equivalenza invarianti (1), quanto ¢ w(p)
invarianti birazionali (2), risultano fra loro linearmente indipendenti,

con cid intendendo significare che tanto una relazione del tipo

{3) ? 64142‘,,5,'(P;P§ P{,’;}P =0

quanto una relazione del fipo
(4) 2 i,y - Bnlp = 0,
1

dove Ci,.i, sia un intero dipendente eventualmente dalla partizione 4, %, ..., %
ma non da P, pud sussistere soltanto per valori tutti nulli delle c.

Poiché la (3} implica la (4), cosi manifestamente basterd stabilire la
seconda parte del teorema. Supponiamo dunque che valga la (4) per ogni P;
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ed applichiamo in particolare la (4) alla varietdh P definita dalla (1), per la
quale conserviamo le notazioni del n. 93, facendo in pitt V'ipotesi che sia

) s=p (e ciod v=2p).

In base al risultato finale del n. 93, il primo membro della (4) & un poli-
nomio di grado s+-p=wv nelle a,, a,,.., a;, in quanto i coefficienti ¢
non possono dipendere dalle @, il quale contiene a fattore il prodotto a,a, ... a,.
Soppresso tale fattore ed ugunagliato a zero la parte omogenea di grado mas-
simo nelle @ che cosl si ottiene, si giunge alla relazione omogenea di grado p
nelle a:

(6) L Cisiy i iy Oy v gy, = 0,

1
la gquale — nelle nostre ipotesi — dev’ essere identicamente soddi-
sfatta.

Si osservi ora che, in virtt della (5), le «,, «,,.., @, sono p funzioni
delle a,, a,,.., @ fra loro algebricamente indipendenti. Ne con-
segue che la (6) implica I’annullarsi di tutte le ¢, onde I'asserto (*%).

95. Su di una varieta P immersa in un’altra varietd V (non necessaria-
mente lineare) vi & luogo a considerare la successione canonica | P*1,
assieme alla successione covariante d’immersione { Py | (n. 13); ebbene, in
virti della (11,,) e del numero precedente, queste due successioni sono fra
loro indipendenti. Mediante le intersezioni delle varietdy di tali succes-
sioni si pud determinare su P un certo numero, x(p), di serie di equivalenza
covarianti (o, in particolare, invarianti) fra loro linearmente indipen-
denti. Pill precisamente, in corrispondenza ad ogni partizione i, i,, .., i,
del numero p si ottengono diverse serie di equivalenza siffatte, date dalla (1,,)
e dalle serie di equivalenza che si deducono dalla (1,,) scrivendo in questa
espressione’ al posto di uno o pit dei fattori Py il corrispondente Py ;. Gli
ordini delle %(p) serie di equivalenza suddette constituiscono altrettanti
covarianti (o, in particolare, invarianti) numerici d’immersione di P in V,
fra loro linearmente indipendenti.

E tacile vedere che si ha:

x()=2, x(2)=5, x3) =10, xM4)=20, x(5)=36,..(*).

(*®) Un’argomentazione del tipo di quella testd wsata, trovasi gia in B. Srare [7).
(3%) 11 fatto che una superficie (entro ad una varietd a guattro dimensioni) ammette

cinque serie d’equivalenza covarianti fra loro indipendenti, trovasi gia stabilito in B. Se-
GrE [7].
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§ V. - Alcuni complementi ed esempi.

96. Sia P una varietd algebrica, irriducibile e non singolare, apparte-
nente ad uno spazio proiettivo V; e supponiamo che le dimensioni p, v di
P, V soddisfino alla disugnaglianza

{1 2p < 0.

Denoteremo con p, I’ ordine di P e, pilt generalmente, con p, (per k= 1.
2,..., p) Yordine della varietd covariante d’immersione di P in V d’in-
dice k, Py, (la quale ha dimensione p — k). L’ordine di P verrd anche indi-
cato col simbolo w,, in quanto designeremo pilt generalmente con =, la
classe k-ma di P (e ciod Vordine della varietd {p — k)-dimensionale luogo
dei punti di contatio dei [p] tangenti a P che si appoggiano ad un dato
[v —p + k — 2] secondo un [k — 1]). Ci proponiamo di dimostrare che:

I suddetti caratleri p, si esprimono in funszione delle classi w, con le formule

kfv—p+k—1
@ po=—tr (TR T e k=0 4,

A tal uwopo, consideriamo v ipersuperficie 4!, 4%,..., A® generiche di V
p H p b4 2 b g

passanti per P; esse si segano in un grappo ¢ di punti fornito dalla rela-

zione (4,), la quale attualmente si scrive

(A4 . A%y — Q= 3 Py Vo_{A).
i:0

II' numero ¢ dei punti del gruppo @ & quindi dato da:

P
(3) g =0,0,..0,— X DpSp_p-
k:g
dove a@,, a,,..., &y, denotino gli- ordini delle A', A* ... A% s,=1 e, per

h=1, s, designi la somma dei prodotti delle o prese ad h ad h senza
ripetizione.

D’altro canto, se indichiamo con s, 1’ espressione che si deduce dalla
suddetta s, sostituendo in essa ciascuna a; con a; — 1, quel numero ¢
— nell’ipotesi ammessa che valga la (1) — pud anche venir espresso con
la formula (*°):

) G =00, Oy — [T, + (T, — T )y a4 (T — T -+ o T, )8, -
‘ +(m, — ®, 4= .. = wy)s L
Osserviamo ora che, dalla definizione delle s, &, seguono le
2 ,
‘ (U —h -1
o' = 2 (— 1)1( ; )s,,—,-,
=0 ?

{49) Cfr. Severx [1], n. 35.
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talch® la (4) pud anche venire scritta nella forma:
»

p K v—p+k
— —_ 3 — Y +htr .
q=0,a, .0, A ki_ hif( 1) ( b [T

Si verifica facilmente 1’ identita

k v—p+K (’u—-p+k——1)
(=1 =(—1) . ,
k=3'( ) ( kE—h ) (=1 k—j
mediante la quale l'ultima relazione si riduce alla

_ & & (v —~p-+k—1
a,..0,— 5 X (—1) k—j

p K —p 4 k—

=, oy — 5 2(—3%” g:; 1%ﬁww

k=0 j=0
Basta dunque sottrarre questa a membro a membro dalla (3), per dedurre la

L Ekw—p+k—1
Elo—(—1p 2 (PTETE T
k=0 i=0 —J

q = a] )sp—kﬂj i

== k=j

Sp k=0'

Ora, mentre le espressioni qui scritte entro parentesi quadre non dipendono
dalle a,, a,..., a,, le 8,=1, s,,..., 8, sono p funzioni delle a fra loro fun-
zionalmente indipendenti. Stante 1’arbitrarietd delle @, ne segue che ciascuna
di quelle espressioni deve annullarsi, ¢id che fornisce appunto le {2).

Le relazioni (2), cosi stabilite, danno rispettivamente per k=0, 1,... le

Dy =T,, —‘pl—_:(v_"p)no"‘r“ﬂp---;

la prima delle quali era evidente a priori. La seconda, nell’ipotesi che P
sia una curva {p==1) di genere =, pud anche venir scritta nella forma

(5) —p, = (v 4 U)zm, + 2n —2,

essendo allora =, ==2 (r, 4- = — 1} in virth della formula di Riemann per il
genere. K chiaro come le {2), risolte rispetto alle =;, forniscano le classi =;
in funzione dei caratteri d’immersione p,.

97. Applicheremo cid che precede alla delerminazione del genere n della
curva P secondo cui si segano due varietsh M, N (di dimensioni m, n) gene-
ricamente situate in V = [v], quando sia

L m-n=v-+1,

supponendo di conoscere gli ordini m,, n, ed i generi sezionali p, v delle M, N.

All’ wopo osserviamo che, in virti del teorema del prodotto (n. 20),
dalla P = (MN)y segue la

@) P, = MN, + M N.

Annali di Matematicn 14
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In base alla (5,,), la varietd P, ha I’ ordine
- “’U + 1)m‘n'”'o + 2 — 2]

Del pari, la (5,,) combinata col teorema della sezione (n. 19) fornisce per gli
ordini delle M,, N, rispettivamente i valori

—[(n + 1)y + 2p — 2], — [(m + U)n, + 2v — 2].

]
Basta quindi uguagliare gli ordini dei due membri della (2), usufruendo
della (1), per ricavare la formula richiesta (*'):

= (m, — L){n, — 1) + m,y 4+ 0.

98. Riferendoci di nuovo alla varietd generale P di cui al n. 96, si voglia
determinare il numero ¢ dei punti del gruppo intersezione residua di v forme
A', A% .., A® che passino genericamente per P con date wmolteplicita k ,
k,,..., k,. Questo problema & stato trattato dal SEVERI ([1], n. 38), nell’ipo-
tesi che le molteplicith % assumano soltanto il valore 1 od il valore 2; e
tale Autore (in [1], n. 89) si arresta quindi di fronte al caso generale, rile-
vando che «le espressioni che (per esso) si otterrebbero sarebbero algebrica-
> mente assai complicate ». Qui siamo in grado di dare ¢ in forma esplicita
per valori arbitrari delle %k, come conseguenza numerativa di una particola-
rizzazione dei risultati funzionali conseguiti nel n. 45.

Piti precisamente, con le notazioni del n. 96, dalla (1,,) si ricava sen-
7’ altro che &:

L
1) c=a,0, ...av-—zip,r,,_,,
dove r,_, denoti la somma dei <;J) prodotti del tipo

Eiks, o Es Qi gy oee By

ottenibili assumendo per ¢,, ,,.., é una combinazione di classe I dei nu-
meri 1, 2,.., v e per j,, f,,-; jo—; la combinazione complementare.

Nella (1), volendo, si possono far comparire — in luogo dei caratteri p, —
le classi n;, servendosi delle (2,,). Ed & poi facile verificare come il risultato
cosl ottenuto collimi con quello di Severi, nel caso — gia da lui studiato —
in cui parte delle k abbiano il valore 1 e le altre assumano il valore 2.

99. Sulla varieta P vi & anche luogo a considerare la successione cano—
nica | P¥*| e l'inversa { P*, Qi questa; denoteremo rlspettlvamente con p}, pi*

gli ordini delle relative varieta P, P} (sicch® sard p) = pf = p,)

(#) Cfr., Lownen1 |1}, u. 2.
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Senza fare ora nessuna restrizione circa la dimensione v dello spazio V

di appartenenza di P, possiamo applicare le (1,,), (11,,) a P e V, ottenendo
cosl le equivalenze:

i ~ i

P,*::. = (— I}jPV’,'Vf_j, PV,,':: = P;Vf_j.

7‘=0 =0
Detti quindi p;, p; gli ordini delle Py, i, Py i, e tenuto conto del n. 86,
da qui si ricavano senz’ altro le relazioni numerative

. 1 ~ : (V- 1y
i ::__vz:("'f*”.) ’ 2 ,-:z._p(. o
(1) pe=(=1F B )P @ p=Z(=1P e
Queste possono venir risolte rispetto alle p, p*, poggiando sulle proprieta
delle fanzioni (6,,) espresse dalle (7.}, (8,,); in tal guisa si ricavano le:

CE v —g\ ~x L v+t — A\~
i=(— 12 (0T T s 4 pr=3 (=" T Ty,
B m=E=0EC )19; @ =X }( iy )py

E inoltre chiaro, in base ai nn. 6, 7, che per %> 0 valgono le identita:
: ~ d * ok
Z ppiy =0, Z pipi; =0,
=0 §==0
le quali risultano fra loro equivalenti in forza delle (1), (4) [0 delle (2), (3)].

100. Sulla P, appartenente a V ={[v], considereremo le varietdh M;, N;
di dimensione p — 4, rispettivamente luoghi dei punti di P relativamente ai
quali lo spazio [p] tangente a P risulta appoggiato ad un dato [v —p + i — 2]
secondo un [¢{ — 1], oppure risulta appoggiato (generalmente in un punto) ad
un dato [v —p —¢]. La varietdh M; & definita per ¢ =0, 1,..., p, ed ha per
ordine I’ i-ma classe =n; di P (n. 96). La varietd N; & definita per
i=0,1,.., p se v=2p, od altrimenti soltanto per 4=0, 1,..., v — p; il suo
ordine, w;, & quello che — con SEVERI [l] — chiamasi il ceto ¢-mo di P.

Detto A4 un iperpiano di [v], le suddette varieth M, IV si esprimono con
le equivalenze (**):

M; = > (P-w;—}A— ])P,-"LjAm, N; = > (p + @)fj;e_jA[ﬂ’
= =

dalle quali si deducono le relazioni numerative:

Lp—i+ji+1 : i [P\~
W om=3E T @ =5 1 (P
=0 J / §=0 J

(#?) Cfr. J. A. Topop [8], formule (311) e (3.12).
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e queste a loro volta forniscono le:

i p—ij 1 ey . ;
® o= e W B =3 (P e

=0

Si ottengono immediatamente equazioni equivalenti alle (2,,), eliminando
le p* fra le (3,,) e le (3).

101. Applicheremo da ultimo le formule precedenti, per compiere qualche
verifica numerativa dei risultati funzionali conseguiti nei nn. 48, 50. Per
semplicitd algoritmica ci riferiremo ad un ecaso estremamente particolare,
supponendo (con le notazioni di tali numeri}:

V =[v], p=v—2=2, m=7v—1.

Pertanto, P sard una varietd di dimensione p appartenente ad uno spazio
di dimensione

a8 v=p + 2,

ed M sard un’ipersuperficie di questo spazio costretta a passare per P, I'or-
dine della quale verra designato con .
La varietdh P ammetterd allora un luoge D di punti doppi impropri

(n. 46), di dimensione
d=uv—4

il cui ordine denoteremo con d,. Inoltre M, fuori di D, avrd su P un luogo A
di punti doppi, di dimensione (n. 49)
=v —4,

il cui ordine sara similmente indiecato con 3,.
Dalle (1,), (2,,), avato anche riguardo alla (1,,) ed a cid che s’& detto
alla fine del n. 48, si ricavano senw altro le

1 i~
(2) do":épz_‘zpz;
(3) 80 == 21;3 “.pz —17,}1 +pop’2 .

Ora le (2,,,), tenuto conto della (1), attualmente forniscono:

~ v ~ ~
(4) 0, =p,, @, =@—1p,—p/ o :(2)290 - vp; + Py,

S

sicche, in base anche alle (2,), risulta:

v -1 ~ ~ ~
() W, + O, + o, =( 5 )po — @+ 1pf rpl =p,.
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In virtis delle (4), (5), la (2} si riduce alla
d, =%(w§ + 0, + o, + 0,),

e cid collima con una formula di SEVERI ([1], n. 3).
Dalle (2,,), (4,,.), (4) si ha inoltre:

(6) 1;’ - (’U + 1)@3 —ﬁr ={v + 1)?0 —w— 1)(90 + o, =
= 20,4+ 0,.

Basta quindi applicare le (4), (5), (6) per mettere la (3) sotto la forma
8 = (p — 1o, — (p— 1)(”: + 0, + (0, + 0,) — oo, — 1),

d’accordo ancora con un risultato di SEvERI ([1], n. 7).

I1 lato numerativo dei risultati funzionali precedentemente ottenuti
pud naturalmente venir esplicitato senza sostanziali difficoltd in ogni caso,
procedendo in modo consimile a quello seguito nei casi semplici ai quali ci
siamo limitati — per controllo ed esempio — nel presente paragrafo (*°).
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