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INTRODUZIONE 

Nel suggestive rapporto presentato al Congresso Internazionale dei Mate- 
matici del 1950, lo ZARISKI [1] (~) d~t giusto rilievo ai bet risultati ottenuti 
da lui e dalla sua Scuo]a negli ultimi 25 anni, col proseguire ed estendere 
sistematicamente quel proeesso di aritmetizzazione della geometria algebriea 
i cut primordi risalgono a Dedekind e Weber. In tale rap]porto, mentre si 
riconosce ai geometri italiani il merito di aver e r e t t o -  sia pure, in una 
prima fase, su bast non deI tutto c o m p i u t e -  il magnifico edifieio delia 
teoria delle superficie, si afferma in part tempo the - -  agli albert del nostro 
s e c o l o -  la geometria algebrica era giunta ad un punto morro, si ehe il 
processo di aritmetizzazione si presenta'~a come l 'unica via atta a porne i 
fondamenti su bast sieure ed a preparare ]a costruzione della teoria delle 
variet~t superiori. 

Ora, se anehe ~ vero che un'esposizione eoncisa delle questioni di geo- 
metria algebrica fatia eoi metodi algebricc-geometrici - -  che hanno general- 
mente carattere pifl sintetico - -  pub dare talora l ' impressione di difetto di 
rigore, pare tuttavia the  i suddetti apprezzamenti non tengano nel debito 
eonto l 'ampio lavoro di consolidamento dei fondamenti della geometria alge. 
briea nell 'indirizzo classico compiuto dal Severi hell 'ult imo ventennio, e 
dimentichino del tutto numerosi ed importanti contributi costluttivi in tale 
indirizzo alla te0ria delle variet~ superiori oceorsi hell'ultimo cinquantennio. 
Basti eitare in proposito l 'estensione alle variei~t dell ' invariante di Zeuthen 
(C. Segre, Alexander), l 'irregolarit~ su]perficiale delle variefft (Castelnuovo ed 
Enriques), un complesso di essenziali propriet~ fondamentali di geometria su]le 
variet~ {Severi), la teoria delle variet~ abeliane e quasi  abeliane (Lefschetz, 
Scorza, Rosati, Conforto, Severi), le proprietor di unirazionalit~ e razionalit~t di 
varietit superiori e le applicazioni all'analisi diofantea (Enriques, Fano, Roth, 
B. Se~re), la teoria delle variet~ grassmanniane (Severi, l:Iodge). ~Ia sopratutto 
occorre ricordare il profondo rinnovamento apportato alrindirizzo elassico dalla 

(t) I numeri entre parentesi quadre rinviano al]a Bibliografia posta alla fine del 
presence lavoro. 

A~ali dl Itfatematic~ I 
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teoria delle serie e dei s i s temi  d ' equ iva lenza ,  ne ! l a  qua l e  sono d o m i n a n t i  i 

conce r t i  di variet/~ e d ' i n ~ e r s e z i o n i  v i r tua l i ,  con  l ' i n t r o d u z i o n e  del  r e l a t i vo  
s im bo l o  d ' i n t e r s e z i o n e .  A q u e s t a  teoria ,  c r e a t a  dal  Seve r i  a p a r t i r e  dal  1932, 
h a n n o  f r a  gli  a l t r i  c o n t r i b u i t o  E n r i q u e s ,  Comessa t t i ,  ]3. Segre ,  J.  A. Todd  eel 
E g e r  (~): eel a p p u n t o  a l l a  t eo r i a  m e d e s i m a  /~ ded iea to  il p r e s e n t e  l avoro .  

Uno  dei r i su l t a t i  sa l ien t i  in essa  gi/~ acqu i s i t i  ~ l' e s i s t enza  - -  sop ra  
u n a  q u a l u n q u e  Ilk a l g e b r i c a  ( i r r idue ib i l e  e non  s ingola re )  - -  di k s i s t emi  
di e q u i v a l e n z a ,  i n v a r i a n t i  di f ron te  a t le  t r a s f o r m a z i o n i  b i r~z iona l i  
r ego la r i  di V~; ta l i  s i s t emi  f u r o n o  c h i a m a t i  i sis temi canonici  di Irk, e con- 
s t ano  di var ie t / t  (e f fe t t ive  o v i r tua l i )  - -  in g e n e r a l e  f r a  loro  i n d i p e n d e n t i  - -  
r i s p e t t i v a m e n t e  di d i m e n s i o n e  0, 1, ..., k - - 1  (3). I n t e r s e c a n d o  f r a  loro v a r i e t h  
c a n o n i c h e  di d i m e n s i o n i  o p p o r t u n e  si o t t engono  su  V~ g r u p p i  di p u n t i  appa r -  
t en en t i  a s e r i e  di e q u i v a l e n z a  i n v a r i a n t i ,  l ' o rd ine  del le  qua l i  f o rn i s ce  d u n q u e  
degl i  i n v a r i a n t i  b i r a z i o n a l i  di Vk, co l lega t i  in p a r t e  a l l a  t eo r i a  del le  
f o r m e  d i f f e r e n z i a l i  di 1 a spec ie  a t t a c c a t e  a V~. 1 ~  m a n c a n o  p ro fond i  l e g a m i  
f ra  le variet/~ c a n o n i c h e  e gli i n t eg ra l i  a r m o n i c i  su  Vk, come  r i su l t a  da  
r e c e n t i  l avo r i  di CH~EI~ [1] e d i  HOD(~E [1]. 

A l t r e  no tevo l i  app l i caz ion i  del le  n u o v e  teor ie  g e o m e t r i c h e  sono que l l e  
c o n c e r n e n t i  i problemi  d' inlersezione n o n r ego  I a r e  f ra  Variet~ algebriche, 
n e l l ' i p o t e s i  ciob che  d e l l ' i n t e r s e z i o n e  f a c c i a  p a r t e  q u a l c h e  c o m p o n e n t e  di 
d i m e n s i o n e  m a g g i o r e  d e l  n o r m a l e .  Si t r a t t a  di p r o b l e m i  non faci l i ,  ai 
qua l i  i l  SEVER1 a v e v a  ded ica to  ne l  1902 u n  c lass ico  l avo ro  [1] cot me tod i  
de l l a  g e o m e t r i a  n u m e r a t i v a ,  m a  a cut p e r  o l t re  u n  t r e n t e n n i o  non  fu a r r e c a t o  
n e s s u n  c o n t r i b u t o  u l t e r i o r e  degno  di n o r a ;  ed b so l t an to  a p a r t i r e  da l  1934 
the ,  p o g g i a n d o  su l l a  t e o r i a  de l le  se r i e  e dei  s i s t emi  d '  equ iva l enza ,  que i  pro- 
b l e m i  f u r o n o  r i p r e s i  ed ap p ro fond i t i ,  s p e e i a l m e n t e  nel  caso  di u n a  var ietf i  
a m b i e n t e  a i re  o q u a t t r o  d i m e n s i o n i  (~}. 

(e) Cfr. i lavori dei suddetti autori citati nella Bibliografia, ed inoltre l'esposizione 
d' assieme di SEVERI [6] ed il rapporto di CONFORTO [1], ore trovansi anche numerose indi- 
cazioni bibliografiche ulteriori. 

(s) Le Vk--i canoniche di V k si definiscono e si presentano come estensioni di qnan to  
fu fatto da Riemann e Clebsch per k ~-1 e da l~oether ed Enriques per k ~-2. I1 primo caso 
essenzialmente nuovo ~ qnello della serie di equivalenza ca~onica sulle superflcie~ acquisita 
dal SEVERI [3~ 4], e che I'~ENmQU~S [1] ha percib suggerito di eh]amare la serie di Severi. 
I sistemi canonici detle varie dimensioni furono pot introdotti sulle variet~ tridimensionali 
da ]3. SEGRE [1] e successivamente sulle variet'~ superiori da EGER [2-3] e J~. A. TODD [2, 7, 8]. 

(a) 0fr .  ]3. SEGRE [1, 3], SEVERI [i0], J-. A. TODD [5, 8], ARCttP, OLD [1], ]3ARKER [1]. 
I1 Todd, nel primo dei due suoi lavori test~ citati~ riferendosi ai contributi precedenti 
sull'argomento cost si esprime : 

Segre 's  work represents an advance on that of his predecessors in three respects. 
First, it applies to intersections on a general 173, whereas previous results had referred 

, only to intersections in ordinary space $3. Secondly~ the results are presented in a form 
, which is birationally invariant, whereas previous results were of a purely projective cha. 
, racter .  And finally, while the previous results were purely e~umerative, Segre 's  results 
• are stated in the form of relations of equivalence between curves or sels of point on V a ~. 
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Nonostante l ' impor tanza  dei r isultat i  f inora conseguiti  nei  suddetti  argo- 
menti, si era ben lungi dal possedere una teoria generale delle intersezioni 
non regolar i :  quanto gi~ si conosceva a l  riguardo, poteva a n z i  lasciar presu- 
mere che, per fondare una siffatta teoria, si avessero a dover superare diffi. 
colt~ gravissime, sia coneettuali  ehe formali. E neppure la teoria delle variet~ 
canoniche poteva d i r s i  sistemata in modo del tutto soddisfacente, si che ad 
esempio il Hodge ~ nel lavoro citato - -  osserva che ~ the only papers which 
~ deal with canonical s y s t e m s  treat  them in broad outline, and many points 
>> of detail have still to be investigated~ ~with the result  that  there are very 
~ few properties of canonical systems which can be used ~,. 

L a  presente ~[emoria, non solo arreca numerosi  nuovi contributi  a quelle 
teorie, ma introduce nello studio di esse nuovi metodi - -  sia concettuali  che 
formali - -  che ne cambiano radicalmente 1' aspetto. Tall metodi, p u r  avendo 
le loro radici nel l ' in tuiz ione geometrica, sono formalmente a l g e b r i c i  e 
concet tualmente t o p o l o g i e i ,  e potranno presum:" Imente ven i r  applicati 
a casi molto pi~ generali, in guisa p. es. da trasportare dette teorie alle 
varieth topologiche differenziabi!i (il the  permetterebbe di giungere alle classi 
di omologia di S t ie fe l -Whi tney  e di Pontr jagiu  in modo assai pi~ semplice di 
come oggi non s i  sappia fare con la teoria delle ostruzioni, e di ottenere per 
quetle un vasto assieme di propriet~ nuove) Per  ragioni di spazio, qui non 
ci occuperemo perb di siffatte estensioni (5); ed ometteremo altresi Io studio 
dal punto di vista assiomatico di certe nuove s t r u t t u r e  a l g e b r i c h e  
che qui si presentano, che pure parrebbe degno d' interesse. 

Allo studio algebrico-geometrico di dette strut ture,  ~ d e d i c a t o  il primo 
dei sette Capitoli in cui it lavoro i~ diviso. Tali s t rut ture fanno intervenire 

o p p o r t u n e  nozioni gruppali  (6), e cons is tono  di u n ' i n f i n i t h  d i  a n e l l i  
(gli anelli d 'eqaivalenza di Vk e delle variet~ conteilute in Vk), i cui elementi 
sono convenientemente fra loro Collegati mediante o p e r a z i  o n i  di vari tipi 
( f r a c u i  t a l u n o d e l t u t t o  nuovo) e p a r z i a l m e n t e  o r d i n a t i  a mezzo della 
relazione d' iuclusione. Aceanto al l ' in t roduzione di tall operazioni, va segna- 
lata la considerazione di tor te  s u c c e s s i o n i d i v a r i e t ~ e 1' estensione 
a queste ult ime di un utile formalismo algebrico. 

Nel Capitolo 2 o, poggiando sulle precedenti  nozioni, perveniamo ad asso- 
clare ad ogni varieti~ M~ di Vk una  s u c c e s s i o n e  c o v a r i a n t e  d ' i m -  
m e r s i o n e  di sostegno Mh, ossia h variet~ Mh-~, Ma-~, . . . ,  Mo definite 
inh ' insecamente su Mh a meno di un 'equivalenza (e r iducentisi  alle successive 

(5) Estensioni the ho proposte ad un mio diseepolo~ e per le quali si dovrk tenor conto 
della teoria dell'omologia su di una variet~ topologica re la t iva~ dovuta a Lefschetz 
(cfr. p. es. LEFSCHETZ [1] p. 35 0 [2] p. 209). 

(6) L'opportunith d'introdurre nozioni gruppali nello studio dell'equivalenza fra varieth 
algebriche trovasi in J'. ~. TODD [1] e SEVEa~ [7]. La eonsiderazione esplieita dell' ane l lo  
di e q u i v a l e n z a  devesi a J-. A. TODD [8]~ iI quale vi ~ pervenuto poggiando, sulle nozioni 
di varieth ed iniersezioni v i r t u a l i  secondo Severi~ nonch~ sut fa t to--pure  acquisito in 
~EVERI [5] - -  che l'equivalenza sopra una s0ttovarietk di V k implica l'equivalenza su Vk. 
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variet~t carat ter is t iehe del  s is tema l ineare I Mhl ,  prese con segni opportuni  
nel caso particolare in cui Ma sia un ' ipersuper f ic je  di V~). Variet~t siffatte 
giit erano state costruite da TODD [8] con l 'uso delle varieti~ canoniche di Ma 
e di Va; e carat ter i  numerici  d ' immersione, di una varieti~ in un'altra, erano 
stati considerati  prima ancora ~lal SEVERI [1]. Qui perb raggiungiamo lo 
scopo in modo sempliee e diretto, poggiante essenzialmente sulla considera- 
zione di certe intersezioni non regolari,  si da ottenere in pari  tempo con 
relat iva facilit~t varie proprietit e relazioni funzionali  notevoli  concernenti  
quelle successioni eovarianti.  Mostriamo pure (n. 16') come alle suddette  suc- 
cessioni covarianti  si possa pervenire anche pifi rapidamente  con mezzi di 
carat tere topologico, dopo aver applicato a Va una dilatazione di base M h. 

L 'ut i l i t i t  e, per  cosi dire, la spontaneit~t dei concerti e dei metodi 
suaeeenuat i  si palesa appieno nei due Capitoli suecessivi,  dedieati  rispettiva- 
mente alia teoria generale delle i n t e r s e z i o n i  n o n  r e g o l a r i ,  ed allo 
studio di varie altre questioni  funzionali in cui intervengono v a r i e  tit d o- 
t a r e  d i  p u n t i  m u l t i p l i .  E persino maggiore si dimostra la por ta ta  
delle nozioni precedenti  ne l  Capitolo sesto, ore  le v a r i e t i t  e a n o n i c h e  
di V~ si ottengono eonsiderando la successione eovariante d ' immersione della 
variet~ diagonale del prodotto diretto Va ><: V~ entro il prodotto medesimo. 
La nuova definizione che cosi si ottiene per  le variet~t canoniche (7) ~ enor- 
memente  pifi semplice di quelle note fina ad oggi, poggianti  su intricate 
considerazioni concernenti  le variet~t jacobiane  di certi sistemi lineari d'iper- 
superficie, e - -  a differenza di queste  - -  ha carat tere essenzialmente topolo- 
gico. Essa permette  di s tabi i i re  rapidamente  ed in modo suggestivo tutto un 
insieme di proprietor nuove  delle variet~t canoniche, e di ottenere i legami 
the  intereorrono fra le varietit covarianti  d ' immersione e le variet~t canoniche. 
All 'uopo vengono fra l 'a l t ro adoperati  alcuni r isultat i  - -  per s~ non privi 
d ' in te resse  - -  concernenti  i p r o d o t t i  d i r e t t i  di due o pifi varietit alge- 
briche, ai quali  appunto b dedieato il precedente  Capitolo 5 °. 

L' ul t imo eapitolo stabilisce i necessari  r a f f r o n t i fra la nuova e le 
vecchie definizioni delle variet~ canoniche  (s), ed espone un certo numero di 
e s e m p i  seelti in modo da ist i tuire collegamenti  espliciti  fra le teorie qui 
esposte e qualche r isultato anter iormente  noto. Non insistiamo perb granch~ 
a tale r iguardo per  ragioni di spazio:  in par t icolare ,  l'asciamo per lo pifi al 
L e t t o r e i l n o n  diffieile c o m p i t o d i d e d u r r e d a i n o s t r i  r i s u l t a t i  f u n z i o n a l i  
eorrispondenti  relazioni di c a r a t t e r e  n u m e r a t i v o ,  ri tro~ando cost fra  
l 'altro - -  sovente sotto forma pih estesa - -  varie formule di SEvERI [1, 2, 9], 
ALEANESE [1], J. A. TODD [3], TODD e MAXWELL [1]. Per  lo stesso motivo, 

(7) Per la quale vi era soltanto un precedente, dovato a COMESSATTI [l], nel caso estre- 
mamente particolare della serie d'equivalenza di Severi: cfr. quanto ~ detto al riguardo pih 
oltre, in nota al n. 66. 

(s) Ci6 porge, fra l' altro, ii significato funzionale della nora definizione topologica di 
Alexander per l ' invariante  di Zeuthen-Segre di una V~ alg~brica (n. 90). 
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vien qui omesso d ' indagare  il comportamento degli enti ot tenuti  su Va di 
fronte alle trasformazioni birazionali  n o n r e g o 1 a r i di Vh (dotate eio~ di 
elementi  fondamental i ) ;  per uno studio parziale di tale questione, r inviamo 
a B. S ~ P m  [3] ed a J. A. TODD [4, 6]. 

Un elenco abbastauza particolareggiato dei  diversi argomenti  trat tat i  nel 
presente lavoro vien fornito dal l ' Indice ,  posto alla f ine ;  cfr. altrest le due 
Note riassuutive di B. SEGRE [8, 9]. i g g i u n g a s i  che buona par~e dei risultati  
qui conseguiti  erauo gi~ fin dal 1939 in possesso dell 'autore, che 1'8 novem- 
bre 1939 ne fece oggetto di una confereuza presso l'Universit/~ di Cambridge. 

CAPITOLO PRIMO 

PRELIMII~ARI 

§ I. - L ' a n e l l o  d ' e q u i v a l e n z a  ~ v  s o p r a  u n a  v a r l e t a  a l g e b r i c a  V. 

t .  Nel presente lavoro trat teremo varie questioni di geometria sopra una 
variet/~ algebrica V, nel campo complesso; l a  V sara sempre supposta i r r i -  
d u c i b i l  e, di dimensione v ~ 1 e non singolare (ossia priva di punti  multi- 
pli}. Le so t t o v a r i e t ~  algebriche di V verranao denotate con lettere latine 
m a i  u s c o I e ; useremo i carat ter i  toudi nel caso generale di variet/~ pure 
od impure, ed i caratteri  ordiuari  M ,  N ,  P ,  ... {eventualmente munit i  di indici 
inferiori o superiori} per designare variet/~ p u r e ,  r iservando le prime 
lettere A ,  B ,  C, ... dell 'alfabeto per le i p e r s u p e r f i c i e (ossia per le variet~ 
pure di dimensione v -  1) di V. Le d i m e n s i o n i  delle variet/~ pure M ,  

N; P, . . .  e gli o r d i n i  delle ipersuperficie A, B, C, ... saranno denotati  con 
le rispettive lettere latine m i n  u s  c o 1 e m ,  n ,  p ,  ... ed a, b, c, . . . .  

Una qualunque variet/~ ~ e f f e t t i v a  contenuta in V definisce univo- 
camente le proprie c o m p o n e n t i irriducibili  (in numero finito), ciascuna 
M t delle quali da contarsi in essa con una certa molteplicit~ l~ > 0. Cib si 
esprime con 1' uguaglianza 

(1) 915  - -  ~ ~,M' ; 

e si noti che non resta eseluso che una delle M '  coincida con la V, e ehe di 
due diverse M ~ una conteuga l ' a l t ra .  L ' ins ieme  deile sottovariet~ effettive 
di V r isul ta  chiuso rispetto al l 'operazione di somma, e costituisce quindi un 
s e m i g r u p p o  abeliano. Da esso si deduce un g r u p p o  a b e l i a n o ,  che 
denoteremo con F•, con l ' ampl iar lo  mediante l 'aggiunzione delle variet'~ 
v i r t u a l i ,  differenze fra due variet~ effettive di V; gli elementi ~ di Fv 
si rappresentano ancora mediante somme finite del tipo (1), ore a t tualmente 
i coefficienti ~, possono assumere valori interi  (~ 0) qualsiansi,  e fra essi si 
opera per somma e sottrazione in modo del tutto ovvio. In  particolare, to 
zero di ]Tr si designer/~ - -  secondo l 'uso - -  col simbolo 0 e si chiamer/~ la 
v a r i e t k  n u l l s  di IT. 
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II gruppo ]:v r isul ta  la somma diret ta  di v + 1 gruppi  abeliani, eia- 
scuno l:~ dei quali  consta degli elementi  p u r l  di data dimensione i 
( = 0 ,  1,..., v); in part ieolare 1~ ~ il gruppo cielieo infinito formato dai 
multipli  interi (positivi, nulli  o negativi) di IT. Corrispondentemente,  ogni 
sottovarieth ~ di V pub scriversi  in uno ed in un sol modo netla forma 

(2) zJE - -  M ° + M '  + ... + M",  

dove M* denota una variet~ pura  (eventualmente nulla) di dimensione i. 

2. Preso un qua lunque  intero m soddisfacente alle limitazioni 0 ~ m ~ v - - 1 ,  
consideriamo su V v - - m  sistemi l ineari  d ' i pe r supe r f i e i e  effett ive 

(I) {A'{, IA~{,..., {A~-'~{, 
situati  in p o s i z i o n e  g e n e r i c a .  Con cib intendiamo significare che, 
fuori di eventual i  variet~ fisse o semifisse (appartenenti  cio~ alle basi  di 
quei  sistemi), v - - m  ipersuperf icie  tratte in modo generico r ispet t ivamente 
dai sistemi (1) debbano segarsi  semplicemente secondo una variet~ pura, M, 
di dimensione m. Un insieme di varietk M effett ive ottenibili  in tal guisa, 
eompletato con i suoi elementi  di aeeumulazione,  ~ c ib  ehe chiamasi  un 
sistema elementare effettivo; e la nozione si estende subito ai sistemi e lemen-  
tari v i r t u a l i ,  assumendo vir tual i  i sistemi l ineari  d ' ipe rsuper f ie ie  (1). 

Si dimostra, col S]~VERI [6, nn. 40-48], che la totalit'~ dei sistemi elemen- 
tari virtuali  (ma non quella  dei-s is temi elementari  effettivi) r isul ta  chiusa di 
fronte alle operazioni di somma e di differenza. Cib val quanto dire ehe le 
varieti~ pure, di dimensione m, esprimibil i  quali  differenze di due variet~t di 
uno stesso sistema elementare  costi tuiscono un gruppo abeliano, 0'~, sotto- 
gruppo di r ~ .  0gni  varieti~ pura  M di V appart iene ad una ed una sola 
elasse laterale di Q~ in r '~, data da M - ~  ~2'~; tale elasse ehiamasi il sistema 
d'equivalenza definito da M. Per  non mo!tiplicare troppo le notazioni, noi 
designeremo una  di quelle classi con la stessa let tera M che denota un suo 
rappresentante; quando cib si pres tasse  ad ambiguit~b un part ieolare rappre- 
sentante della classe M verr~ indicato col simbolo (dl/) .  Con tall eonvenzioni, 
un' uguaglianza fra c lass i  
(.9) M = _~ (su V) 

si t raduce nel fatto che un qualunque  rappresentante  ( M )  de l l ' una  ed un 
qualunque  rappresentante  ( N )  de lFa l t ra  appar tengono allo stesso sistema 
d ) equivalenza, ossia sono - -  come si suol dire - -  fra |oro equivalenti  su V; 
in tal caso - -  secondo t ' u so  - -  seriveremo the  

< < v), 
e n e  seguiri~ l !uguaglianza m-----n fra le relat ive dimensioni.  Qualora i rap- 
presentant i  delle elassi M ed N si designino con queste stesse lettere, la (2) 
non esprime natura lmente  che i due rappresentant i  debbano coincidere, ma 
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so l tan to  che  
M ~ N {su V) ; 

per  s ign i f i ca re  che  tal l  r a p p r e s e n t a n t i  c o i n c i d o n o,  i n t r o d u r r e m o  il segno 
e s c r i v e r e m o  che  

M "--u N. 

I s i s temi  d ' e q u i v a l e n z a  di va r ie t~  di da t a  d i me n s i o n e  m, eompos t i  per  
somma,  cos t i tu i scono  un  g ruppo  abe l i ano  C ~ ,  g ruppo  quoz i en t e  di r ~  ed Q~. 
Quale  s o m m a  d i r e t t a  dei  g rupp i  ~ ,  ~ ,  . . . ,  C~ -~ e r~- si o t t i ene  u n  g ru p p o  
abel iano,  ehe  c h i a m e r e m o  il modulo d'equivalenza di V e d e n o t e r e m o  con Cv ;  
esso pub a n c h e  o t t ene r s i  come g ruppo  quoz i en t c  di r v  e de l la  so mma  d i r e t t a  
~2 ° -~: ~2~-~-... + ~2~ -~ . E l e m e n t i  di C v  sono i sistemi generali d'equivalenza, 
c ia scuno  dei  qua t i  r i su l t a  u n i v o c a m e n t e  de f in i to  da  u n  suo e l e m e n t o  arbi- 
t rar io ,  o raTpresentante, so t tovar ie t£  (effe t t iva  o v i r tua le ,  p u r a  od impura)  
di V; an  tal  s i s t ema  ve r r~  deno ta to  con  la s tessa  l e t t e r a  ~ che  des igna  u n  
suo r a p p r e s e n t a n t e ,  spec i f i cando  q u e s t ' u l t i m o  con  ( ~ )  q u a n d o  occorra .  
Ogni  s i s t ema  d ' e q u i v a l e n z a  ~ si d e c o m p o n e  u n i v o c a m e n t e  in  u n a  somma 
di s is temi d ' e q u i v a l e n z a  pur i ,  m e d i a n t e  la  f o r m u l a  (2~) (9). 

0SSERV/~ZIOl~E 1 a. - Le  cons ide raz ion i  p r e c e d e n t i  p o t r e b b e ro  v e n i r  es tese  
al caso in cut  V sia r iduc ib i l e ,  gene ra l i zzando  cib ehe  ~ s ta to  fa t to  dal  
SEVEn1 [6, cap. V]  pe r  le cu rve  r iducib i l i .  I n o l t r e  la de f in iz ione  dei  g rupp i  
abe l ian i  ]?7, Q~,  ~ si app l i ca  senza  modi f i caz ion i  ad u n a  variet '~ i r r idu-  
c ibi le  V che sia s i n g o 1 a r e,  nel l '  ipotes i  che  il luogo dei punti  multipli di 
V abbia dimensione inferiore ad m. 

OSSERVAZIOI~E.2a .  - Accan to  a l l ' equ iva l enza  dianzi  eons ide ra ta ,  e t h e  S E Y E R I  

ha  ch i ama to  l'equivalenza razionale, sono s ta t i  in t rodot t i  a l t r i  t ipi  d ' equ i -  
va lenza ,  de t t i  l!equivalenza algebriea e l'equivalenza aritmetica (err. SEVEI~I [7]). 
Tu t t i  gli sv i luppi  del  p r e sen t e  lavoro  p o t r e b b e ro  ~ con l ievi  modi f icaz ion i  - -  
v e n i r  t r a spor t a t i  a ques t e  e q u i v a l e n z e ;  basra  perb  l imi ta rs i ,  come  not  f a remo,  
al caso d e l l ' e q u i v a l e n z a  raz iona le ,  p o n e n d o s i  nel  qua le  i nos t r i  r i su l ta t i  
a s sumono  la mas s ima  s ign i f ica t iv i t~  funz iona le .  

3. Se M ed N sono due  varieti~ p u r e  e f fe t t ive  di V (di d imens ion i  m e d  n), 
de s igne remo  con (M/V)  la  loro  i n t e r f e r e n z a ;  ~ noto  che  q u e s t a  b u n a  
va r i e t~  a lgebr ica ,  ogni  c o m p o n e n t e  del la  qua le  ha  d imens ione  non  in fe r io re  ad 
m - + - n - - v ,  e che  - -  in genera le ,  e ne l l ' i po t e s i  che  sia m-~: n - - v ~ 0  - -  cia- 
s euna  c o m p o n e n t e  di ( M N )  ha  di  fa t to  la d imens ione  m-+-n--v .  Diremo  che 
M ed N sono in posizione regolare ent ro  V, se va lgono  le seguent i  condiz ioni  : 

(9) Qui ed in seguito, l'indice in basso sta per indicate the ci si rlferisce ad una for. 
mula d i u n  nuraero precedente, (2j) denotando preeisamente la formula {2) del n. 1. Si noti 
perb ehe, attualmente, la (2t) viene ad assumere significato un po' diverso da quello the 
aveva la (2) nel n. 1, eslorimendo ora un legame fra sistemi d'equivalenza (anzieh& fra curve). 
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a) l ' in terferenza (MIV) ~ una varieth pura  P, avente dimensione regolare 

(1) p - - r e + n - - v ,  

con 1' intesa ehe p ~ 0 implichi che M ed IV non abbiano punti  a comune, e 
eio~ che risulti  P "--0. 

b) se p ~ O, le M, IV si segano semplicemente lungo P.  Con cib inten- 
diamo significare, ohe, preso un punto 0 generico di P (e ciob di una  qua- 
lunque componente  di P), non solo le V, P, ma anche ]e  M, IV, debbano 
passare semplieemente  per  O; inolhe,  detti  r ispet t ivamente Or, 01,, 0~, ON 
gli spazi l ineari  tangenti  in 0 alle V, P, 31, IV, debba Ov r isul tare  lo spazio 
congiungente di OM, 0,~, il che - -  a norma della (1) - -  val quanto dire che 
OM ed ON debbano segarsi seeondo Op. 

La nozione di variet~ in posizione regolare entro V, si estende subito 
ad un qua lunque  numero di sottovariet'~ di V. 

Nelle ipotesi suddette, e tenuto conto del n. 2, si vede che, se le varieth 
M ed _IV variano ciascuna in un sistema elementare  effettivo, lo stesso pub 
dirsi della P.  I1 risultato si estende nel modo seguente al caso di variet~ pure 
M, N variabili  entro sistemi d 'equivalenza.  Si ponga (com'~ sempre possibile} 

dove le var iet~ M~, M'¢, IVj, ~I'j, varino entro sistemi elementari  effettivi, 
in guisa che per e iascuna coppia (M~, IVy), (M'e, 2V~), (M~, N'~,), (M',, IV'~,) 
valgano ]e suddette  condizioni a) e b). Si vede allora ehe, eomunque si scel- 
gano tall variet'~, la 

var ia  entro un  sistema d 'equivalenza.  La variet'~ P ehiamasi l'intersezione 
virtuale delle M, IV; la sua dimensione p ~ data dalla (1), e p ,~ 0 implica ch'essa 
si annulli .  Qualora M, IV e P s i  pensino quali elementi  del modulo d'equi- 
valenza ~ v  di V, si potr'~ considerare P come prodotto di M ed N, e scrivere 

P = (MN)~, 
od anche semplieemente 

P ~ M N  

quando non vi sia possibilit'~ d 'equivoeo. 
La definizione del 1orodotto s i  estende subito ad elementi  

~7~ : ~ M ~ , ~7~. ~--- ~ N -~ 

arbitrari  di Cv, assumendo 

~ ' ( ~  ~ E M~NL 

Si eonstata senza diffieolt'~ che tale piodotto risulta commutativo, associa- 
tivo e distributivo rispetto alla somma, sicch~ ~ v  acquista  mediante esso la 
s t ru t tura  di un anello commutativo graduafo. Denoteremo con ~ y  questo 
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anello, e lo ehiameremo l 'anello d'equivalenza di V (eft. TODD [1], [7] § 2); 
esso ~ dotato di unith, l 'unil~ di 2iv essendo manifes tamente  V. L'elevazione 
a p o t e u z a  (con esponente intero positivo o nullo) di un elemento di ~ v ,  
verrk indieata scrivendo F e s p o n e n t e  in alto a destra entro p a r e n t e s i  
q u a d r e (onde evitare ch' esso possa eonfondersi con un indiee superiore). 

4. Prese su V una qualunque sottovarieti~ (effettiva o virtuale) M ed 
una sottovarieti~ effettiva V' (di dimensione v' < v), diremo ehe M appartiene 
a {od ~ conlenula in) V' e che V' contiene M, e scriveremo ehe 

(1) M C  V' (od anehe V' ~ M ) ,  

se esistono due sottovarietk effettive M~, M. di V' (eventualmente eostituite 
da mult ipl i  di V') tall ehe si abbia 

M, - -  M~ --= M (su V). 

E si noti ehe, serivendo la (1), oltre a ques t 'u l t ima condizione intendiamo 
significare che la varietk V' debba essere effettiva. ]~ subito visto che la 
relazione espressa da! simbolo ~ ha carat tere  transi t ivo;  inoltre, qualunque 
siano le sottovarietA N e V' di 17, r isulta 

e dalla (1) seguono le :  

(NV')v~ V', 

(MN)v~ (NV')v~ V'. 

Si ha poi ehe, se V' ~ una  sottovarieth irr idueibile di V, ehe sia non 
singolare od almeno tale che il luogo dei suoi pant i  multipli  abbia dimen- 
sione inferiore ad m, e se M, N denotano due sottovarieth di V', dalla 

M ~ 27 (su V') 
segue la 

M ~ N  (su ~ ;  

m a  non necessariamente viveversa. La pr ima parte  di questa proposizione si 
prova agevolmente tenuto eonto del n. 2, stabilendola dapprima nell ' ipotesi  
ehe M ed N appartengano ad un medesimo sistema elementare  effettivo, e 
passando poi al caso generale.  La seeonda parte  si stabilisce senza diffieolt~ 
con esempi (efr. SEVERI [6], n. 45). 

Helle suddette ipotesi per  V', ogni e l a s s e d '  equivalenza M di V' defi. 
nisce quindi una e l a s s e d '  equivalenza di V, ehe si potr~ aneora indieare 
col simbo]o M, soddisfacente alla {1). ]~ subito visto ehe si ottiene eosi un 
omomorfismo di ~ ,  in C~,  e preeisamente  un omomorfismo di ~'~, sul  
sottomodulo degli elementi M di C'~ the soddisfano alla (1). Se V' ~ non sin- 
golare tutto eib vale per m- - -0 ,  1,..., v', e d~ luogo ad un omomorfismo del 
modulo d' equivalenza ~v ,  di V' nell '  analogo modulo d' equivalenza ~ v  di V; 

A~na l i  di Matemat iea  2 
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questo, perb, non si estende ad un omomorfismo fra gli anelli di equivalenza 
~[v,, ~[v, come si ha ovviamente notando the  le variet/~ (M~)v,  ed (M~)v ,  
nel l ' ipotesi  che siano entrambe definite e non nulle, r isul tano di dimensioni 
diverse (rispettivamente uguali  ad m q- n -- v' e m -b n - -  v). 

5. Ci proponiamo ora di stabilire a leune proposizioni relative agli anelli 
di V, leganti eio~ fra loro l 'anel lo  d 'equivalenza di V e gli anelli  d 'equiva.  
lenza delle sottovarietk di IT. Supporremo sempre che ciascuna delle sotto- 
variet/~ ehe eosi intervengono sia effett iva e non singolare, od almeno che 
sia dotata soltanto di singolarit~ di dimensione inferiore a quella delle elassi 
d' equivalenza che su essa si considerano. 

a). - Se M, i7, ..., P, 1~, V' ap~arte~gono a V e sussisto~o le 

(1) / ~ c  V ' c  V. 
posto per abbreviare 

(~) M '  = (_,vZV'tv, N '  = ( ~ V ' ) v ,  ..., - P ' =  (PV')~,  
risulla 

(3) (RMN ... P )v  = (RM'N'  ... P')v,. 

Supposto anzitutto ehe eiascuna delle variet~ t he  compaiono nelle (1), 
(2), (3) sia effett iva e non nulla, in virtfi delle (2) fra le relative dimensioni 
intercedono le relazioni 

~ t - - V - ' - m  r-q)'~ ~ t ~ t - - ~ t  t -vt~. , .~  p - - ~ ) - - - - - p ~ ) t  

siceh~ i due membri  della (3) hanno l a s t e s s a  dimensione virtnale 

(4) r + ( m - -  v) + (n - v) - + . . .  + ( p -  v) = r + (m' - -  v') + ( n ' - -  v') + . . .  + t p ' - -  v'). 

Se inol tre ,  entro V, la V' r isulta in posizione regolare rispetto a ciaseuna 
delle M, lV, ..., P, si pub assumere (n. 3}: 

(5) N'--(ZCV'>,..., P'--<Pv'); 
allora, in base alle (1), il luogo dei punti  eomuni alle .R, M, N, ..., P coin- 
cide col luogo dei punti  comuni alle R, M', 1W, ..., P', e si ha  quindi 

(6) ( v ) - ( ... P ' ) .  

Supponiamo infine u l ter iormente  che le variet'~ R, M, 2V,..., P risulfino fra 
loro in posizione regolare entro V, e cio~ (n. 3) che (/~M/V... P )  sia una  
varietk pura; avente la dimensione regolare (4), e che lungo essa le R, ~/I, ~ ,  ..., P 
si seghino semplicemente.  Allora un generico punto 0 della (6)~ semplice 
per  e iaseuna delle varietk R, .M, zY,..., P, ed i relati~i spazi tangenti  OR, 
OM, ON, . . . ,  Op si segano seeondo lo spazio O~ tangente in 0 alla (6). In  
virtfi di quanto si ~ ammesso al prineipio di questo numero, il punto 0 
risulta semplice anche per  V', e sia Or. il re]ativo spazio tangente. Questo, 
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a norma delte (1) e dclle ipotesi fatte sulle (5), conterrk OR - -  e quindi pure 
0 8 - - e  segherh OR, 0~ ,  ON,..., Op r ispet t ivamente secondo gli spazi OR, 
OM,, ON,,..., 0~,, tangenti  in 0 alle R, M', N ' , . . . ,  P ' ;  ne consegue che 
l ' intersezione di questi ult imi spazi tangenti  coincide col suddetto 0~, sicch~ 
le R, M', N', ..., P '  si segano semplicemente lungo la (6) e sono quindi in 
posizione regolare entro V'. Ma allora, nelle ipotesi ammesse, dalla (6) si 
deduce appunto la relazione (3). 

I1 ragionamento precedente  mostra pure ehe, se una delle varieti~ M, 
N, ..., P, M', N', ..., P '  si annulla,  allora eiaseuno dei due membri  della (3) 
anche si annulla,  siech~ la (3) cont inua  a sussistere. 

Dal easo dianzi trattato, di variet~ M, 17, ..., P, M', N ' , . . ,  P '  effettive 
e soggette ad opportune eondizioni di genericit~, si passa poi agevolmente al 
caso pifi generale,  notando ehe sia l 'uno che l 'altro dei due membri  de l la  (3) 
dipende l i n e a r m e n t e  ed o m o g e n e a m e n t e  d a  ciascuna delle M, 
N, ..., P. D'altro canto, si pub in ogni caso assumere 

(7} M = M , - - M ~ ,  N - - N , - - N ~ , . . . ,  P - - P , - - P ~ ,  

facendo in modo che le condizioni suddette abbiano a valere qualora, per  
ogui seelta di i, j ,  ..., k - - 1 ,  2, si sostituiscano in quelle le M~, N ~ , . . ,  Pk 
al le  M, N, ..., P. Pe r  quanto gik stabilito, sussistono allora le 

(R ,2v  . . .  = ( R M ' , N 5  ... ; 

e basra combinare l inearmente  fra loro queste relazioni in modo opportuno, 
tenendo eonto delle (7), per dedurne  la (3). 

Con argomentazioni simili a quelle dianzi impiegate per  la a), si stabili- 
scono le seguenti proposizioni. 

b). - Se valgono le P ~ M ~ V, Q ~ N C V, allora risulta : 

(8) (PQ)v---- ((PN)v( QM)v)(~N~ v • 

c). - Se valgono le P ~  V, V ' c  V, P ' c  P, P '  ~ P, allora risulta : 

(9) ((P'P")p V )v -~ ((P' V')v(P" V')vhPv ,)v -" 

--- ((P' V')vP")p = ((P" V')vP')p. 

d). - Se valgono le P ~ M ~ N c V, M'  ~ 21I, N'  ~ N, allora risulta : 

% = 

M' M, 

(10) 

e). - Se valgono le P c-  M ~ V, P '  ~ P~ P" ~ P, 
allora risulla : 
( 1 1 )  ((P'M')~(P"M"}~)p : ((P'P")p(M'M")~)~. 

f}. - Se valgono le P c-  M ~ V, P ~ N c_= V, P '  ~ P, M'  C M, N ' C 1 7 ,  
allora risulta : 
(12) ((P'M')MN')N = ((P'N')NM')M. 
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g). - S e  va lgono  le P - -  ( M N )  v , M '  ~ M ,  M "  c-" 21, 2V' ~ iV, N "  C N,  

a l l o r a  r i s u l t a  : 

(13) ( ( M ' N ' ) v ( M " I V " ) v ) p :  ((M'M")M(IV'N")N) v .  

Pih precisamente,  eiaseuna delle (8)-(13) pub dapprima venir  stabilita 
nelFipotesi  che to variet~ t he  in essa eompaiono siano effett ive e soggette 
ad opportune condizioni di generici t~;  e si passa poi al ease pifi generale 
mediante  considerazioni analoghe a quelle svelte dianzi re la t ivamente  alla (3), 
dope aver constatato che - -  in virt~t delle ipotesi ammesse - - i  vari membri  
delle rela~ioni da stabilire hanno sense a norma delle definizioni dei nn. 3, 4. 
Lasciando al Lettore i dettagli delle dimostrazioni; ci l imiteremo a verif icare 
ehe in eiaseuna delle (8)-(13) i due membri  hanno la stessa dimensi0ne vir- 
tuale, data ordinatamente  da :  

p + q ~ v - - - ( p - l . - n - - v ) - t - ( q + m - - v ) ~ ( m - l - n - - v ) ,  

(p' + f f ' - - p ) ÷ v ' - - v = ( p '  + v' - v) + ( p "  + v ' - - v ) - - ( p + v ' - - v ) =  

- -  (p'  ÷ v' - -  v) ÷ 19" - -  p = (p" ÷ v' - -  v} + p '  - -  p ,  

(p  + m ' - - m )  + n - n = p  + (m' + n ' - - n ) - - m ,  

(p' -+. m '  - -  m)  ÷ (p" -I-- m "  - -  m)  ~ p = (p'  ÷ i f '  - -  p) ÷ (m' + m "  - -  m)  - -  m ,  

{p' -I-- m '  m)  .+- n'  ~ n - -  (p'  -I- n '  - -  n) -l- m '  - -  m ,  

(m' + n' - v) + (m" + n" - -  v) - - p  = (m' + m" - -  m )  + (n' + n" - n)  - v .  

Le prime einque di ques t e  uguaglianze sono identith d ~ immediate  eontrollo, 
e l ' u l t ima  sussiste in forza della p - - - m  4 - n -  v, ehe subito diseende dalla 
relazione P = (MN)v ammessa  in g). 

Le proposizioni precedenti ,  e altre eonsimili, possono venir  eombinate 
fra lore per  sostituzione, dando luogo a proposizioni pifi eomplesse. A1 
r iguardo si potrebbe porre il problema - -  di eui perb qui non ei oeeupiamo - -  
di c a r a t t o r i z z a r e  le varie formule eosi ottenibili, p. es. con l ' in t rodu-  
zione di u n  opportune simbolismo. Rileviamo aneora ehe dalle a)-g) si dedu- 
cone subito altre proposizioni pi~t sempliei partieolarizzando qualeuna  delle 
variet~ ehe in esse intervengono, come mostrano gli esempi seguenti, a cui 
potrebbero faci lmente venir  aggiunti  altri. 

Dalla a), assumendo R - - - V '  e rammentando (n. 3) che V' b l ' e lemento  
unith del l 'anel lo  ~tr , ,  si deduce t h e :  

a') Def in i t e  Ie M ' ,  IV', . . . ,  P '  con  te (2), r i s u l t a  

( v ' ~ I V . . .  P )  = ( ~ ' I V '  ... e ' ~ v , .  

Se nella a) si suppone eompaia una sola, M, delle M, lV,..., P, e si 
assume questa coineidente con V',  si ottiene che :  

a") S u p p o s t o  R ~ M ~ V, r i s u l t a  : 

(/~2d)v = (R{Mts~)v)~r. 
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Basta poi applicare r ipe tu tamente  la a) per  vedere che 
a") Supposto M' c M ~ V, lV' C N C V, ..., P '  C P c V, risulta : 

(M'N' ... P ' ) v - -  (.--[((MN... P)vM')~N']N... P')~,. 

Dalla b}, fattovi P - - Q ,  M ' - N ,  segue che :  
b') Se P C  M C  V, posto P" = (PM)v,  M'  ----- (Mt~])v risulta : 

(pI2])v - -  (P'[~])M, • 

Facendo in e) P " - - - P ,  si ottiene la seguente proposizione [contenuta 
anche nella a) come caso part icolare]:  

d l Se wdgono le P'  ~ P C V, V' C IT, risulla : 

(P' y') v = ((P v') vP')P. 

Le ipotesi fatte in d) sono in part icolare soddisfatte, ore si a ssuma:  

P c  V ' c  V, P ~ N c  V, N ' ~ N ,  M =  M ' = ( N V ' ) v .  

Allora ~ ovviamente (PM')z~ - -  P ed inoltre, in vir th della a), (M'N')N = (2WV')v. 
La (10) eosl diventa (PN')N--~--(P(N'V')v)~, sicch~, scrivendo M ed M' in 
luogo di N e d  /V', vediamo the  

d') Se valgono le P ~ V ' c  V, P c  M C V, M ' c  M, risulta 

(PM')~ --- (P(M' V') v)(~ v,) v" 

§ II. - S u c c e s s i o n i  d i  v a r i e t h ,  l o r o  i n v e r s e  e d  a l t e r n a n t i .  

6 Su di una  varietit algebrica P,  irridueibile, non singolare e di dimea- 
sione p ~ 0, avremo sovente da considerare delle successioni di elementi  
(purl, effettivi o virtuali,  ed eventualmente  nulli) 

(1) P , ,  P i , . . . ,  P;~ 

del relativo anello di equivalenza Zip, soddisfacenti alla condizione che le 
dimensioni di quegli elementi  valgano r ispet t ivamente 

p, p - - l , . . . ,  O. 

e the  iI primo Pc di essi coincida con l ' un i t a  P di Zip. Una  successione 
siffatta verriz brevemente  denominata  una  successione di sostegno P, e sara 
designata con un simbolo del tipo { P I .  

Giova talora di estendere la (1) completandola a destra con un'infinit~t 
di zeri, il che conduce ad identif icare la pifi generale successione di soste. 
gno P con una successione infinita 

(2) { P } - - P 0 ,  P , ,  P~,. . . ,  

i cui elementi  P,  siano soggetti alle sole condizioni 

(3) Po = P,  dim P,  -~- p - -  i (i - -  i, 2, ...), 
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eve (in eonformit/~ eoI It. 3) ogni elemento di dimensione negativa si assuma 
uguale aUo zero. 

Alla suceessione t P I si pub poi ut i lmente  c o o r d i n  a r e l 'elemento di 
2te somma dei suoi elemenfi 

(4) ~ = Po + P,  + ... ~- P~,  

od anehe la serie di potenze formali in un ' inde te rmina ta  x avente la {P I  
quale suceessione dei eoeff icient i :  

(5) [ I P l ,  o¢] "-" Po + P,x  + P~x" + .... 

Si noti ehe, in forza delle precedenti  eonvenzioni, ques t 'u l t ima si r iduee di 
ratio ad un p o 1 i n o m i o (di grado ~ p) nella x. Inoltre,  in virtfi delle (4), 
~5), manifes tamente  r isul ta  

~ = [ { P t ,  1]; 

sieeh~ si ha an  isomorfismo fra gli elementi  ~ di ~ p  composti per somma 
e moltiplieazione e le relative serie di potenze (5). 

Le serie di potenze in un ' inde te rmina ta  w con i coefficienti  in an anello 
eommutativo dotato di uni't/~, nel l ' ipotesi  ehe il loro termine indipendente 
dalla x sia l 'unit~,  costituiscono un gruppo moltiplieativo abeliano. ]~ subito 
visto ehe la stessa proprietk sussiste se l 'anel lo 6 graduato, e si suppone 
inoltre ehe i suddetti  eoeffieienti siano omogenei ed abbiano gradi in pro- 
gressione ar i tmetiea di ragione fissa, ige diseende ehe :  

Gli etementi (4) di ~ p  soddisfacenti alle (3), composti moltiplicativamente, 
costituiseono un gruppo abeliano, isomorfo a quello formato dalle corrispon. 
denli serie di potenze (5). 

Dunqae,  date due sueeessioni {P  l, {P '}  aventi lo stesso sostegno P,  
se $ e $' denotano gli elementi  di 2!lp ehe ad esse restano coordinati a 
norma della (4), il prodotto ($~')p di questi r isulta eoordinato ad una nuova 
sueeessione di sostegno P, ehe ehiameremo il prodotto di quelle due in ~t~, 
e denoteremo con [ P t "  t P ' I  • Cib equivale ad assumere 

[ i P I . I P ' I ,  x ] = [ ~ P / ,  x ] . [ / P ' l ,  x]. 

Si ottiene eosi che 
Le successioni di dato sostegno, composte moltiptieativamente net modo 

.suddetto, costituiscono un gruppo abeliano (isomorfo a quelli considerati nel 
preeedente enunciato). 

lge consegue che un ' a rb i t r a r i a  suceessione I P I  di sostegno P ammette  
in ~ v  un'  inversa { P  l - l ,  avente aneora il sostegno P, che denoteremo per 

eomoditi~ con 

(6) tPt=Po,  P,, P~,..., 
tale che 

17) [I P l ,  ~ ] = [ { P } ,  ~]-'. 
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]~ ehiaro che in ogni caso r isul ta  
T, 

(8) I P I = I P I  

e ehe dalla 

(9) I P} • { P' }--- 1P" 1 

si traggono le 

(lO) iPi-- i i~ ' l . iP"l ,  iP' l=ii~l .  IP"t, 
Inoltre,  se 

(11) ~ = i 5  o + ~ ,  + . . .  + ~ ,  

(ossia (Pi -"  P~ per i - -  0, i ,  2, ...) ; 

I P " I - -  11~1 • I / , '1 .  

l ' e lemento  di ~1, coordinato alla successione (6), si ha  mani fes tamente :  

(12) ($$)p = P. 

Sara utile talvolta di associare alla successione {2) la 

I P } = P , ,  - - P , ,  P , ,  - - P s , ' " ,  

ehe chiameremo l'alternante di quella, assumendo dunque 

(13) P,  - -  (--  1)'P, (i - -  O, 1, 2, ...). 

In  base alla (5) ed a cib che precede, ne consegue che 

(14) [ I P I ,  ~ ] - - [ I P } ,  - - ~ ]  

e si constatano subito le identitY: 

{ 1 5 )  ~ I - - ~ P I ,  I P I ' - I ~ I ,  ~ P I ' t P ' I - - 1 P I ' I P ' I .  

7. In virtfi del numero precedente,  la (9~) equivale alle relazioni esplieite 
i 

(1) P,"--  Y. P~P',_~ 
i = O  

nelle quali ~ sottinteso che ciascuno dei prodotti che compaiono a secondo 
membro dev 'essere  calcolato su P (operando cio~ nel l 'anel lo  ~p). Sulle (1) 
si constata subito diret tamente the,  s iccome le P,, 
stesso accade per le P " , ;  e si vede inoltre che 
P0, P i , . ' - ,  P~ e dalle P'o, P',..., P'i, eppertanto, 
elementi  delle successioni 1 P I e 1 P '  I. 

Par imenti ,  la definizione data nel n. 6 per la 
con le 

i P  se i =  (2) ~ p jP,_j  = 
i=o I 0 se i > 

la pr ima delle quali esprime semplicemente che 

(3) t5 0 = P ,  - -  P. 

P', soddisfano alle (38) , lo 
P", dipende soltanto dalle 
se i < p ,  non da tutti gli 

suceessione (6~) si t raduce 

0 
0 ( i - -O ,  1, 2,...). 
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Le i equazioni (2) successive, sono l ineari  non omogenee helle P~, P~, . . . ,  P~, 
col relativo determinante  dei coefficienti uguale all 'unit 'h di Sly; da esse si 
trae subito che ~: 

(4) P , - -  (--  1)' 

Pt  P 0 0 .. .0 

P~ P4 P 0 ...0 

P3 P~ P, P ...0 
• * * • • ° ° • ° ° * . . . . . .  

Pi P~-I P~-~ P~-3...P~ 

(i _> 

ossia, ponendo qui successivamente i--~ 1, 2, 3, 4, ... e sviluppando, 

t5  = __ p , ,  ~ ,  _.--_ (p  t2j)p _ F2, t)3 = - -  (P, t3])v'~- 2(P,P~)v- -  P3, 

25 4 : (p  tt]) __ 3(p [2]p~)~ + 2(p~p3) v + (p.2[-9])p - -  P4, .... 

Le (3), (4) mostrano che /5  dipende soltanto dalle Po, P , , . . . ,  P~ e che, poi- 
ch~ le P~ soddisfano alle (36) , lo stesso ~ delle /5 .  igeno immediato sarebbe 
da quelle dedurre  la (86) o che ciascuna delle (106) equivale alla (96). Un 'a l t ra  
riprova del l 'ut i l i tk  delle eonsiderazioni del n. 6 vien fornita dall 'esempio the  
ora daremo, e di cui avremo poi r ipe lu iamente  a servirci  nel seguito. 

Sulla  variet/~ V, fissiamo un qualunque numero s ( ~  1) d ' ipersuperfieie A 
arbitrarie  (effettive o virtuali) :  

(5) A i, A s, ..., A5  

e definiamo la suecessione I V} delle 

(6) 

assumendo 

(7) t /  F l, x ] - -  II (1 + Aaw), 

dove a secondo membro i prodotti vanno esegui t i  su 
del l 'anel lo  Z~v, ossia V. Dalle (56) , t7) si trae che 

(8) Vo(A) = V, 

L-- -  E (A)=  V/(A)= L(A', A', ..., A') ( i - - 0 ,  1, 2,...) 

F e d  1 denota l 'uni t~ 

che, quando i soddisfa alle i ~ 1, i ~__ v, i ~ s, la F~(A) uguaglia la somma 
di tutti i prodotti delle A prese ad i ad i senza ripetizione (ed ~ quindi una 
varieti~ pura  di dimensione v -  i), infine che r isulta 

Vi(A) - -  0 se i ~ v, od anche se i ~ s. 

Ne eonsegue ehe le 16) costituiscono una  successione I V f  di sostegno V, a 
norma della definizione del n. 6. 
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Allo seopo di de terminare  la suceessione inverse  I f  Z i, osserviamo ehe 
della (7) si deduce :  

$ 

[ 1 v l ,  - x ] - '  = n (1 - A ' ~ z )  - ~  = 
h = l  

= lI (1 -t-- Aha~-~- (Ah}[~lx ~ 4- (Aa)[alx 3 + ...). 
h = l  

Avuto riguardo alle (7s) , (14s) , (15s) , ne  consegue the  

= v 

e the,  s e i  ~ 1, ~(A) uguaglia la somma di tutti i prodotti  delle A prese con 

ripetizione ad i a d  i (talch~ risulta V~(A) - - 0  per i > v). Cib fornisce subito 
I' espressione esplicita delle ]~(A), essendo, in virtfi della (13B) , 

= ( - -  

8. lgella solita varier~ embiente V, consideriamo due variet~ irriducibili  
P e P ' ,  situate in posizione regolare (n. 3) e segantisi lungo une  variet'~ 
irr iducibile P"  (di dimensione p" : p - 4 - p ' - -  v ~>0), taleh~ risulter~ P"--: (PP')v. 
Prese  due qualunque successioni 

! t (l) ,,PI-----P0, P , ,  P~, . . . ,  IP ' I - - - - -Po ,  P , ,  P '~, . . .  

di sostegni P e P',  possiamo ad esse eoordinare una terza successione 
- -  . ~ / i  / i  (2) I P " I - -  0, P ~, P"~, . . . ,  

di sostegno P",  definendo le P"i  m e d i a n t e  le (1~), con la convenzione che 
ciaseuno dei prodotti the  ivi compaiono a secondo membro debba ore venir  
calcolato su V. Diremo che la successione (2)b iI prodotto delle (1) su V, ed 
espr imeremo tale relazione fra le successioni (1) e (2) mediante  la (96) od anche, 
per maggior  chiarezze, con la 

(3) ~ P " ~ = ( I P I . ~ P ' ~ ) v .  

Detto prodotto si definirk anche nel caso escluso in cut siap"< 0, assu- 
mendolo allora uguale allo zero. 

La (3t equivale menifes tamente  alle. 

~" = (~-  $ ' ) v ,  

dove ~', ~" e ~"' sono gli elementi  di L~t/ (dotati anche ordinatamente di rap- 
presentant i  in ~ p ,  ~te, ed ~e,,} coordinati r ispet t ivamente alle suecessioni (1) 
e (2~ giusta il n. 6. I1 p r o d o t t o  dianzi definito 6 pertanto commutativo ed 
associativo, sicehb : 

Le successioni aventi  per sostegni le varie sottovarietdt di una  data variet~ V 
costituiscono un  .~emigruppo abeliano moltiplicativo, avente la successione 
V, O, O, ... come elemento uniidt. Quest 'u l t ima verrK pertanto denominate  la 
successione uni tar ia  di ~t V. 

Anna| i  di Mat~nati¢~ 
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Ne consegue ehe, nel suddetto semigruppo, le successioni  che ammettono 
un ' i nve r sa  sono quelle di sostegno V. L ' i nve r sa  di una suceessione 1 V~, sif- 
fat ta ha ancora V per  sostegno, e non differisee dal l ' inversa  I VI di I V~ 
definita in ~t V giusta i nn. 6, 7. Si ~-ede inoltre ehe, helle eondizioni attuali,  
se (e soltanto se) il sostegno P '  della seconda successione (1) coincide con la 
variet~ ambiente V, la (3) equivale alla 

J P l = ( l l s ' t . l P " l ) v .  
Pifi in generale, due successioni aventi  per sostegni due sottovariet~t 

di V, possono venir  m o l t i p l i c a t e  fra loro s u  d i  u n a  s o t t o v a r i e t / ~  
d i V ehe contenga quei sostegni;  e per  prodotti  siffatti valgono relazioni 
analoghe a ta lune di quelle stabili te nel n. 5 per  prodotti  fra sottovarietfi di V. 
Cosi, ad esempio ,  come estensione della d) del n. 5 si h a  che :  

Prese in  V due sottovariet& M, N e tre successioni I P ~, i M'  ~, I IV' 1 di 
sostegni P, M', N' soddisfacenti alle 

(4) P c . M c N c  V, .M' ~ M, 2V' c lV, 

sussiste l' uguaglianza : 

(5) ( ( , P I .  IM'~)~.  I N ' I ) N =  (I P I . ( I M ' ~ "  t lV'l)u)~. 
Per  dimostrarlo, osserviamo che le (4) imp| icano le 

P ~ M ~ N ~ V ,  M ' h ~ M ,  N ' k ~ N  

per  ogni scelta delle j ,  h, k - - 0 ,  1, 2, .... Pertanto,  in forza della (10~) risulta 

(6) ((Pj~',,~)~N'~)N = (Pj(-~',,JV',)N)~. 

I due membri  della (5) sono Pertanto d u e  s u e c e s s i o n i  a v e n t i  Io  
s t e s s o  s o s t e g n o ,  i loro sostegni essendo precisamente  dati dai due 
membri  della relazione fornita dalla (6) per  j ---- h = k---~- 0. Pe r  stabilire la (5), 
basta  allora far vedere che, per  ogni i ~  1, l ' ( i-+-1) m° elemento di una di 
quelle suecessioni  coincide con l ' ( i  + 1) m° elemento del l 'a l t ra .  Ebbene, 
subito visto ehe si raggiunge questo scopo sommando a membro a membro 
le relazioni (6) provenient i  dai valori di j ,  h, k che soddisfano alle 

j + h + k - ~ i ,  j ~ O ,  h ~ O ,  k ~ O .  

Con argomentazione simile a quel la  svolta or orfi, dalla e ) d e l  n. 5 si 

deduce che :  
Se P ~ M C V, prese comunque due suecessioni I P '  I, l P" t di sostegno P 

e due suceessioni I M'  I, 1 M" I di sostegnoM, ri.~ulta : 

(7) ( ( I P ' I . I M ' I ) ~ . ( I P " I . I M " I ) ~ ) p  = ( ( ~ P ' I . t P " I ) e . ( I M ' I . ~ M " f ) M ) ~ .  

In part ieolare,  se assumiamo I P "  1 ~ I/~' I, l M" ~ -~-- l SI ' t ,  i prodotti  
( I P ' I  • I P " I  )P e (I M ' I  • I M " I  )M r iducons i  alle successioni unitarie di LRp 
ed ~M, onde l ' u l t ima  relazione mostra ehe :  
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Se I P ' I ,  I M ' f  sono due qualunque sueeessioni tall  che il sostegno P 
della p r i m a  appartenga al sostegno M della seconda, i l  prodotto ( t P '  I • 1M' ! )M 

una  successione di sostegno P, la eui inversa in  Z4p va le:  

( I P '  t . I M ' I  I [ " l  . 

Pif i  in  genera le ,  basandos i  su l la  g) del  n. 5, si c e d e  e h e :  
Se P - -  ( M N ) v ,  prese comunque due suecessioni I M'  ~ , l M "  I di sostegno M 

e due successioni i N ' I ,  I N " I  di  sostegno N,  r i su l ta:  

((!M'l. I N ' I ) v . ( I M " f .  t N "  l ) v ) p  = ( ( I M ' I .  I t N " I ) N )  v .  

P e r t a n t o  : 
Se t M I , I N I , 1P  I sono tre suecessioni di sostegni M, N,  P, avent i  

r ispet t ivamente  I ~I  I, I N I, I P ', come inverse in  ~M,  ~ N ,  Z4p, 
dalla I P ] ~ ( I M l . I N l )v segue la t P I = ( I ~I  I .12V } )v ; 

e questo risultato si estende subito al ,prodotto di un  qualunque numero di 
successioni. 

/~otiamo in f ine  the ,  app l i cando  il  n. 5, a), si o t t i ene  c h e :  
Se ~ M I ed I N l  denotano due successioni quals ians i  coi sostegni M ed 2~ 

appartenent i  a V, r i su l ta  

I IM -(INIM)v)M--(IMt- I N )v. 

§ IIL - U n ' o p e r a z i o n e  a t r e  o p i i t  t e r m i n i  f r a  e l e m e n t I  d i  ~ v -  

9. Cons ide r i amo  in V t re  sottovariet~t P, M, N, la p r i m a  de l le  qual i  sia 
non  s ingolare ,  e suppon i amo  che  le loro d imens ion i  soddisf ino al le  

(1) p ~ m  ÷ n - - v  ~ O .  

Se Ie M, N passano  s e m p l i c e m e n t e  e in  modo gener ieo  pe r  P, la  loro in ter .  
f e renza  ( M N }  viene  ad essere  cos t i tu i t a  da  P e da una  r e s i d u a  va r ie tk  

(2) Q - -  ( M N  ) - -  P, 
di d imens ione  r ego la re  
(3) q = m + n - -  v, 

lungo  la qua le  le M~ N si segano sempl i cemen te .  Al lora  d i r emo  che  Q ~ iI 
prodotto simbolico di M ed N entro V, relativo a t ), e s c r i v e r e mo  ehe  

(4) Q = ( MN) ~ .  

P i h  g e n e r a l m e n t e ,  se s (_~ 2)var ie t i~  M ~, M "~, .. . ,  M s passano  in  modo 
gene r i co  pe r  P,  e se ~:  

(5) p ~ m ~ + m 2 + ... + m" - -  (s - -  1)v ~ 0, 

l ' i n t e r s e z i o n e  del le  M r e s i d u a  a P cons ta  di u n a  var ie t~  Q di d imens ione  
r ego l a r e  
(6) q ~ m ~ -t- m 2 -~- ... + m '~ ~ (s - -  1)v, 
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la  qua le  si dir~ il prodotto simbolico delle M enlro V, re la t ivo  a P, e si desi- 
gnerk  col simbolo 

= . . . M  )~-.  (7) Q ( M ' M  9 • P 

I1 prodotto si def in i r~  anche  nel  caso escluso in cui  sia ff ~ 0, a ssumendolo  
a l lora  ugua le  allo zero. 

]~ chiaro  ehe un  tal  prodot to  r i su l t a  c o m m u  t a t i v o ,  ma  non  necessa-  
r i amen te  associat ivo,  r ispet to  ai fa t tor i  M ~, M s, ..., M ~. Qualora  la  dimen-  
s ione p di P uguag l i  il n u m e r o  q def in i to  dal la  (6), le M ~, M ~,...,  M ~ sono 
in posizione r e g o l a r e  entro V (n. 3), e si segano sempl icemente  lungo  la 
var ie t~ p u r a  P - , -  Q. Tenuto  conto del la  (7) e del  n. 3, si ha  qu ind i  ehe, se 

p --~ q, r i s u l t a  : 

{8) ( M t M ' . . .  M*)~  -= (M~M '- ... M ~) v -- e .  

10. Ci p roponiamo ora di d imos t ra re  il seguente  
TEORE•A. - Se le var ie t~  P, M ~, M s, ;.., M s, d ianz i  considerate,  va r iano  

su  V entro a s i s t emi  di  equivalenza,  lo stesso accade del prodot to  simbolico (79). 
Questo pub conseguentemente  ven i r  al tresi  considerato come u n a  v l a s s e  d i  

e q u i v a l e n z a ,  u n i v o c a m e n t e  d e t e r m i n a t a  dal le  classi  di  equ iva lenza  P, M i ,  

M ~, ..., M s, sodd i s facen t i  alle condiz ioni  P ~ M  ~ e (59}. 
l l  t eorema ~ evidente  se p ~ q, essendo al lora una  conseguenza  imme- 

d ia ta  del la  (89). Bas te rh  d u n q u e  d imos t ra r lo  ne l l ' i po tes i  che sia 

(1) p > q. 

Si ha  anz i ta t to  che, se si t ien f i s s o  P e si f anno  w r i a r e  le variet/~ 
M ~, M S , . . . ,  M ~ per P entro  a s is temi e l emen ta r i  (n. 2), anche  la varieti~ Q 
da ta  da l la  (79) var ia  entro  ad un  s is tema e lementare .  Da qui, tenuto  conto 
del  n. 2, si deduce  la  par te  del t eo rema  che concerne  la var iabi l i t~  delle 
M ~, M 9, ... ,  M s. Allo seopo di es tendere  il r i su l ta to  al caso in cui  si faee ia  
var ia re  P, p reme t t i amo  a lcune  osservazioni  che ci ve r r anno  ut i l i  anehe  

pifi tardi .  
a) Suppon iamo  che un  certo numero  r ( ~ s )  di fa t tor i  del  prodot to  

simbolico (79) si spezzino ne l la  P ed in u n a  var ie t~  res idua,  ancora  di dimert- 
s ione p ;  si abbia  ad esempio 

M ~ _ ~ N  ~ + P  (m ~ n  ~ : - p )  per  i ~ l ,  2 , . . . ,  r.  

Al lora  su V r i su l ta  

. . . . . . . . .  M ) v .  (2) (M IM~ 2U~)§ = ( N ' N  ~ Z¢")v .  (M "+' ~ P 

Questa  fo rmula  ~ invero ovvia per  r--~ 1, in base ai nn. 3, 9 ;  e la si dimo- 
s tra  subito per  r > 1, procedendo per  induzione  r ispet to  ad r. Ri leviamo il 
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caso r - - s ,  in cui  la (2) r iduces i  a l la  

(3) ( M ' M  * ... M ' ) ~  ----- (hr 'N 2 ... N s) v = ((M' - -  P ) ( M *  - -  1)) ... ( M *  - -  P]) v ; 

ed b ohiaro ehe, nolle ipotosi a t tua l i ,  il suddet to  t eo rema  si logge senz ' a l t ro  
su l la  (3). 

b) Date in V s + 1 var ie t~ V' ,  M I, . . . ,  M * ,  supponiamo c h e l a  p r ima  
sia in posizione regolare  r ispet to  a c i a scuna  del le  al~ro, e le incont r i  qu ind i  
secondo var ie t~ 

(4) M "  - ( M ' V '  ) (i = 1, 2, . . . ,  s) 

avent i  d imens ion i  regolar i  

(5) m "  - -  m '  + v ' - -  v .  

chiaro  che ogni  pun to  eomune  al le  W, M t, ..., M s i~ pure  comune  alle M 't, 
M '~, . . . ,  M '* ,  e vieevorsa.  Inol t re ,  se le M e la V' sono varietA di V passant i  
in  mode  gener ico  per  P,  le M '  r i su l tano  varieti~ di 17' passan t i  in mode 
gener ico per  P, le une e le a l t re  avendo u n a  medes ima  intersezionc sempl ice  
res idua ,  Q, di d imens ione  

$ 

v' + ~ m ' - - s v - -  Z m"--(8--1)v'; 
$ = 1  ~=1 

e si noti  che  - -  supposto  va lga  la  (1) - -  dev ' e s se re  s ~ 2, poieh~ a l t r imen t i  
(ossia s e s  = 1) la var ie tg  ( M " M "  ... M ' *  ) sarobbe pura,  e non potrebbe qu indi  
eoineidere  con la P + Q. In  virtfl  del  n. 9, su  V sussiste per tan to  l ' equ iva lenza  : 

(6) ( V ' M '  ... M ' ) ~  = ( M " M "  ... M " ) v , .  P 

Siamo era  in grade  di eomple ta re  la d imost raz ione  del t eorema enunc ia t e  
in pr ineipio,  p rocedendo per  induz ione  r ispet to  al  c a r a t t e r e  7: : v - - p ,  il 
quale  deve m a n i f e s t a m e n t e  essere posit ive.  Se 7:----1, e cic+ se p - - - - -v - -1 ,  
la P & un '  ipersuper f ie ie  di  V; siceh~ e i a seuna  del le  M -  dovendo eonte- 
no te  P -- si spezza in P e d  in u n ' i p e r s u p e r f i e i e  res idua ,  ed il t eo rema  
veto  in forza di a). Pif l  genera lmente ,  se e i a seuna  delle m ~ uguag l i a  p il 
t eo rema  suss is tc  in  virtf i  di a), sieeh~ baster~ l imi ta rc i  al  ease in eui a lmeno  
u n a  delle m ~ super i  p.  

So n > 1 ed m ~ > p ,  poss iamo ammet t e r e  il t eorema per  valor i  infer ior i  
del  ea ra t t e re  ~ ed appl ieare  b}. L a  (6), a t tua lmen te ,  con ovvio eambiamen to  
di notazioni ,  si serive n e l l a  fo rma  

. . .  2u,)  = (M . . .  

ed il prodotto simbolico t h e  qui  f igura  a secondo membro  ha  il ca ra t te re  
v : ' - - - m t - - p  ~ v:. Ne d i scende  c h e l a  var ie t~ Q a pr imo membro  var ia  in un  
s i s tema d 'equiva lenza ,  non sol tanto  se si f anno  var ia re  le var ie tk  M ~, M 'z, ..., 
M* per  P ent re  a s is temi d ' equ iva lenza  su V, ma  pure  so si fa var ia re  la P 
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entro a u n  sistema d ' equ iva lenza  su M ~. Si ha quindi  il teorema, dopo aver  
osservato che ogni varietk equivalente  a P pub ottenersi  applicando alterna- 
tamente  un eonveniente numero di volte le due operazioni di far variare  
la P entro ad un sistema d 'equiva lenza  su M ~ e di far variare  .M ~, attorno 
ad una varieti~ equivalente a P cosi ottenuta, entro ad un sistema d 'equiva-  
lenza su V. 

11. La  m o l t i p l i c a z i o n e  s i m b o l i e a  {79} di due o pifi sottovariet~ 
M ~, M'~,..., M s di V, retat iva ad una sottovarieth P di V, ~ un 'operaz ione  
ehe a priori non ha nul la  a c h e  vedere con le operazioni d e l i ' a n e l l o  d 'equi-  
valenza ~ v .  Nel easo banale in cui, con le notazioni del n. 9, sia p - - q ,  v'~ 
tut tavia  un sempliee legame fra quella  moltiplieazione e le operazioni di ~ v ,  
espresso dalla (8~}. Estenderemo in seguito siffatto r isultato al caso non 
banale  in cui si abbia  p ~ q, faeendo intervenire  certe varieta, opportuna- 
mente  definite, eovarianti  delle singole M t, M ~,..., M ~, P in V. Tenuto 
conto del n. 9 e del teorema del n. t0, l ' espress ione a cui eosi perverremo 
per la differenza 

(1) (Mill//~ ... M ' ) v -  ( i ~ ' M  ~ ... i U @ ,  

la quale ~ una  variet~ (virtuale) pura,  di dimensione q, definita a meno di 
un~equivalenza, potri~ dirsi t ' equ iva lenza  f u n z i o n a l e  di  P nel l ' in tersezione 
delle variet~ M ~, ~/?, ..., M ~ passant i  semplicemente per quella. 

Si ottiene una varieth Q' equivalente  alla (1), quale intersezione residua 
a Q di varieti~ .M '~, M ''~, ..., M '~ r ispet t ivamente  equivalent i  alle 111 ~, M ~, . . ,  
Ms e passant i  gener icamente  per  Q. ]~ chiaro che, s e  le 2J '~, M ''~,..., M '~ 
variano tendendo alle M ~, M ~,..., M ~, la suddet ta  varieth Q' varia mante- 
nendosi  equivalente  atla (1) e tendendo ad una  sottovariet~t di /'. Per t an to :  

L a  varlet& v i r t u z l e  (1) appar t iene  a d  ~ , ,  ossia pub dirs i  v i r tua lmente  

contenuta  in  P.  
:Nonostante cib che si ~ detto al principio del presente numero, possiamo 

osservare che v'~ una certa analogia fra i prodotti in ~ v  e le moltiplicazioni 
simboliche di cui al n. 9. Questa analogia, g ius t i f i ea ta  dal teorema che 
daremo in nota nel numero successivo, rende conto del perch~ da taluno dei 
r isultati  del n. 5, ore  compaiono soltanto operazioni in ~ v ,  possano trarsi  
uno o pifi r isultati  eonsimili inerenti  alle moltiplicazioni simboliche. Cosi, 
ad esempio, la {6~,,) - -  stabili ta in b) al n. 10 - pub venire eonsiderata 
come un 'es tens ione  delia proposizione data  in a') nel n. 5. Un  altro modo di 
estendere tale proposizione ~ quello espresso dalla 

( v ' .  . . .  v = fJ ',iV'" . . .  : <<  p v , ,  

dove le notazioni sono le stesse del n. 10, b) e si ~ posto P ' =  ( I 'V ' ) v .  
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P e r  d i m o s t r a r e  la  (2), ~ lee i to  s u p p o r r e  le M ~, :M 2,... ,  /I/s passan t i  in 
mode  gene r i eo  pe r  P,  e le P,  V '  s i tua te  in  pos iz ione  r ego la re  en t r e  V; si 
possono ino l t r e  a s s u m e r e  le M '~ def in i t e  dal le  (4~o), e P '  eo ine iden t e  con  ( P V ' ) .  
Allora  ~ eh i a ro  che  l ' i n t e r s e z i o n e  de l le  M ~, M ~, . . . .  M s, r e s i d u a  a P,  v ien  
segata  da  V' seeondo  l ' i n t e r s e z i o n e  del le  M '~, M ''~, .... , M'*, r e s i d u a  a P' .  

Poieh~,  in fo rza  de l le  (5~o), i due  m e m b r i  de l l a  ( 2 ) h a n n o  la s tessa  dimen-  
s ione v i r t u a l e  

v'-b- (m i -t- m 2 + ... -4- m s - -  (s - -  1)v) - -  v -~ m '~ ÷ m '~ -~ ... -.- m'* - -  (s - -  1)v', 

eosi, t enure  eonto  dei nn. 3, 9, ne  eonsegue  la  (2). Si sa rebbe  potu to  r a g g i u n g e r  lo 
scope  p i~  r a p i d a m e n t e ,  app l i e a n d o  il t e 0 r e m a  da te  n e l l a  nora  (~) al s eguen te  n. 12. 

12. Conse rvando  le no taz ion i  del  p r imo  capoverso  del  n. 9, d imos t r i amo  che  
L e  d u e  v a r i e t b  P e Q, i v i  cons idera te ,  sono appogg ia t e  l ' u n a  a l l ' u l t r a  

l u n g e  u n a  v a r i e t ~  p u r a  ( e v e n t u a l m e n t e  n u l l a )  : 

(1) 1 ~ - ~ (  P Q  ),  

d i  d i m e n s i o n e  r -~ q -  1. 

/k tal  f ine,  t r a s f o r m i a m o  b i r a z i o n a l m e n t e  V in una  var ie t~  V'  (di d imen-  
sione v), med i an t e  u n a  d i l a t a z i o n e  d i  b a s e  P (t0). Con cib P mu tas i  
in  u n ' i p e r s u p e r f i c i e  P '  non  s ingola re  di V!;  ed alle M ,  N c o r r i sp o n d o n o  su 
V' due  so t tovar ie t~  M ' ,  N ' ,  a n e o r a  di d i m e n s i o n i  m, n, ehe  n o n  g iacc iono  
n e l l ' i p e r s n p e r f i c i e  P '  e qu i n d i  i n c o n t r a n o  ques t a  l unge  v a r i e t h  M ' t ,  N ' ,  
avent i  r i s p e t t i v a m e n t e  le d i me n s i o n i  m -  1, n - - 1 .  0 s se r~ i a mo  e ra  che,  a 
n o r m a  del la  t2~), a l la  va r ie t~  Q di V v i e n e  a c o r r i s p o n d e r e  sU V' u n a  va r ie i~  
p u r a  Q', di d i m e n s i o n e  q, i n t e r s ez ione  sempl i ce  de l le  M',  N '  (~f). L a  Q '  non  
a p p a r t i e n e  a l l ' i p e r s u p e r f i e i e  P '  e qu ind i  i n c o n t r a  q u e s t ' u l t i m a  lunge  u n a  
v a r i e t ~  p u r a  R ' ,  d i  d i m e n s i o n e  q -  1, sodd i s faeen te  m a n i f e s t a m e n t e  a l i a :  

(2) t ~  " - - (  P '  Q' ) --~- ( M'~N'~ ). 

In  vir i f i  de l la  (1), ques t a  R'  v iene  m u t a t a  ne l la  R da l la  e o r r i s p o n d e n z a  f r a  V' 
e V (la qua l e  ope ra  u n i v o c a m e n t e  senza  eccez ioni  ne l  passaggio  da  V' a V}; 
p e r t a n t o  il r i su l t a to  da  s tab i l i r e  ne  seguirk,  dope  a v e r  d imos t r a to  ehe  il r ife- 
r i m e n t o  s u b o r d i n a t e  f ra  R e d  R'  da  que l l a  e o r r i s p o n d e n z a  ~ b i raz iona le .  

{10) Relativamente a siffatte trasformazioni, red. B. SEGRE [6], ~ L 
(it) Poichi~ Q' : ( M r N r ) v ,  , cost (n. 3) Q' varia su V' entre ad un sistema d'equivalenza 

se lo stesso ~ di M red  N r. Ritornando a V~ da qui si deduce una nu0va dimostrazione del 
fatto (n. 10) ehe, al variare di M ed N per P entre a sistemi d'equivalenza su V, anehe Q 
varia in un sistema d'equivalenza. Si noti the l'argomentazione del testo prova~ l~ifx gene- 
ralmente, ehe : 

Una dilatazione di V ir~ V',  di base P, muta ogni variet~ (MIM 2 ...Ms) P in una variet~ 
del tipo (M'IM '2 . . .M's)v, ,  dove le M' hanno un opportune comportamento rispetto alla va. 
riet~ pr in cui P s i  dilata passando da V a V r (su ci6, cfr. quanto speeifieato nel testo al 
eapoverso suceessivo~ ed anche il n. 16'). 
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Ricordiamo, a questo seopo, t he  si pub prendere  un  modello proiettivo 
di V', su cui l ' ipersuperf ie ie  P'  risulti  luogo di c ~  spazi l ineari  0', di 
dimensione v - - p -  1, eiascuno trasformato d i  un punto 0 di P. I1 generico 
di tali spazi O' sega le M', N'  secondo spazi l ineari  0':~,, ON,, i quali eor- 
rispondono agli intorni del punto 0 sulle M, N, ed hanno r ispet t ivamente le 
dimensioni m - - p - - 1 ,  n - - p - - 1 .  Ora ~ chiaro ehe i luoghi degli ~ P  spazi 
O'M,, O'N, sono le suddette variet'~ M'~, 2~',. Inoltre,  mentre  per un  generioo 
0 questi  due spazi subordinati  di 0' sono sghembi fra loro, d 'aeeordo col 
fatto che in virtfi della (19) r isulta 

(m + p - -  1) + ( n - - p  - -  1) - -  ( v - - p - -  1) ~ 0, 

avuto r iguardo alla genericit& della variet& M ed zV per  P si ha ehe due di 
detti spazi che s ' incontr ino hanno genera lmente  u n  sol punto a eomune. 
D 'a l t ro  canto, tenuto conto della (2), si vede che 0'~, ed 0'N, hanno punti  a 
comune (necessariamente situati su R') se, e soltanto se, 0 giace su R, nel 
qual easo tali punti  sono precisamente i t rasformati  di 0 nel r i fer imento 
fra R ed R'. Ne consegue che ad un generico punto 0 di R corrisponde un 
sol punto su R', e cib prova l 'asserto.  

Mostreremo t h e  : 
Se le variet~ M, N, P descrivono su V dei sistemi d'equivalenza, in  guisa 

che M ed N continuino a passare p e r  P, anche la variet~ R - -  di cui al 
precedente enunciato - -  varia su V entro ad un sistema d' equivalenza. 

Seegliamo comunque in V una generica ipersuperficie  V' passante sem- 
pl ieemente per  P, e quindi pure per  R. La V' non conterr~ a lcuna  eompo- 
nente della variet~ Q definita dalla (2~), e segher~ Q lungo una variet~ pura, 
di dimensione regolare q -  i - - r ,  composta della R e di u n ' u l t e r i o r e  
varietk R i . ]~ chiaro ehe R t r isul ta  Fintersezione delle ~I, N, IT' res idua a P ,  
in guisa che si pub ser ivere:  

R, = ( Q V %  = R + R , .  

Ne consegue la 

(3) R - (QV')v - -  (MNV')Pv, 

per  ogni scelta di V' soggetta alle condizioni indicate. E dalla (3) si trae 
subito quanto asserito, poggiando sui nn. 3, 10. 

I precedenti  risultati,  concernenti  la variet~ (1) relat iva ad un prodotto 
simbolico (49) di due fattori, si trasportano senza difficoltfi, all' analoga 
variet'h, definibile ancora con la (1), relativa ad un prodotto simbolico (79) 
di ua  qualunque numero di fattori. In  seguito potremo dunque  valerci di 
tale estensione. 
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CiPITOLO SECONDO 

V A R I E T ~  COVARIAI~TI D ' IMMERSIONE DI UNA VARIET/~ IN U/q'ALTRA 

§ I. - L a  s u c c e s s i o n e  c o v a r i a n t e  d l  d a t o  s o s t e g n o .  

t3. F issa ta  una qua lunque  sottovariet/~ P irr iducibile e non singolare di V 
(0 ~ p  ~ v), seegliamo un intero (positive) s, variabile nel l ' in terval lo  

(1) v - - p  ~ s  ~ v, 

in eorrispondenza al quale assumiamo 

(2) t - -  s + p - -  v (0  ~ t ~ _  p) .  

Prese  inoltre in V comunque s ipersuperf ie ie  passant i  generieamente per  P :  

(3) A i, A ~, . . . ,  A ' ,  

poniamo V~-- V e denotiamo con V~--  V~(A) la somma dei prodotti delle (3) 
eombinate ad i ad i senza ripetizione (i ~ 1, 2, ..., s). Possiamo allora d e f i .  
n i r e le variet~ P v ,  ~ col porre : 

s p  p s (4) ( A i A  ~ ... A~ )v  - ( A ' A  ~ ... A ) v  ~ ~ v,~V.i_~(A). 

P ih  preeisamente,  tenuto conto della (89) , l ' equazione fornita dalla {4) 
per s ----- v - - p  porge 

(5) Pv ,  o = P. 

Inoltre le equazioni date dalle (4) per s : v - - p  q-  1, v - - p  + 2, ..., v deter- 
minano s u e e e s s i v a m e n t e -  e in mode u n i c o -  le varietfi P v . l ,  P v , ~ ,  . . . ,  P v ,  p 

quali  elementi  di ~ v ;  ed anzi, poiehb (n. 11) il primo membro della (4) b 
una  variet~t pura  di dimensione q ~ v -  s = p - - t  contenuta  in P, cosi P v ,  i 

r isulta nel mode anzidetto una variet~ pura  di dimensione p - - i ,  apparte- 
nente a P. Con la terminologia del n. 6, possiamo dunque  dire ehe le (4) 
definiscono una s u c c e s s i o n e  

(6) { P v l  = P v ,  o, P v ,  1, l ' v , u , . . .  

di sos t egno  P.  

Cosi, ad esempio, nel case part icolare in cui si assumano le (3) equiva. 
lenti ad una stessa ipersuperf icie  A di V, posto per abbreviare  

s ) (PAfs+p-*I) w D * * , _ v  = ( A i A  ~ ... A S ) v - -  ( A ' A '  ... A ' ) ~  - -  s + p - -  v 

A n n o l i  d i  M o t e m ~ t i e ,  a 4 
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(talchi~ Ds+~ v ~ una  varieti~ 
r i su l t a  : 

Pv,~ 

p u r a  di d imens ione  v - - s  a p p a r t e n e n t e  a P), 

V 0 0 ... D~ 

v - - p  -+- 
1 2) A V 0 ... D~ 

( v - - p + 3 ) A [ ~ J  I v - - P  + 2 1 3) A V ... D 3 

i - - 1  *j Ate-l] , - - 2  3 "'" 

A pr ior i  la  success ione  (6), o l t re  che da  P e V, d ipende  da l la  see l ta  
del le  i pe r supe r f i e i e  (3). ]~ assai  no tevo le  ehe, come d h n o s t r e r e m o  nel  n u m e r o  
success ive ,  essa r isul ta  invece indipendente  da tale scelta. L a  (6) eos t i tu i see  
per tan to  u n a  successione covariante d ' immersione di t ~ in  V, la e o v a r i a n z a 
suss i s t endo  sia di f ronte  al le  t ras formazioni  b i raz ional i  senza  eeeezioni  del la  V, 
ehe al la  var iaz ione  di P su V en t re  ad un  s i s tema d~equivalenza.  Quando  
non vi s ia  luogo ad equivoeo,  c h i a m e r e m o  tale success ione  b r e v e m e n t e  la 
successione covariante relativa a P (o di sostegno P) e ado t t e remo pe r  essa  la 

no taz ione  
t P } ~ P o ,  P~, P~, . . .  

gi~ u sa t a  in sense  pifi la te  nel n. 6, pe r  des igna re  una  success ione  qua ls ias i  

di sos tegno P.  
Altre  possibi l i  def inizioni  per  la sudde t t a  success ione  covar ian te  I P v l  

r i su l t e r anno  dai  nn. 16' e 24. 

1 4  D i m o s t r e r e m o  d a p p r i m a  ii fa t to  asser i to  nel  penu l t imo  capoverso ,  p e r  
il case  in cui  P sia u n ' i p e r s u p e r f i c i e  di V ( p - = v - - 1 ) .  Al lora  occor re  
def in i re  le i pe r supe r f i c i e  (3~) con equaz ion i  del  t ipo :  

A ~ --'___ P + B ~ (i == 1, 2, ..., s), 

dove anche  le B sono i p e r s u p e r f i c i e ;  sicch~, avu to  r igua rdo  al n. 10, a) ed 
al n. 13, o t t en iamo t - - - - s -  1 ed inol t re  

(A~A ~ ... A ' ) ~ - -  (B~B ~ ... B~)v = ((A' - -  P)(A" - -  P) " (A s - -  P))v = 
t 

(A~A ~ ... A~)v - ~ ( - -  1)~(P[~¢~I)vV~_~(A). 
~ 0  

Poich~,  come s '~  visto, la success ione  (6~) res ta  def in i ta  u n i v o c a m e n t e  dal le  
(4is), il confronto  del le  (4~3} con le p receden t i  equazioni  porge  le uguag l i anze  

(1) Pv ,  ~ - -  ( - -  1)/(Pti+l])v (p - -  v - -  1) ; 

e si noti che ques t e  suss i s tono  per  t u t t i  i valor i  i-----0, 1, 2, . . .  (anche per  
i ~ v), in v i r t~  de l le  convenzioni  fa t te  nei nn. 3, 6. 
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L ' in ten to  prefissoci 6 cosl raggiunto per p - - v -  1, in quanto i~ ovvio 
che i secondi membri  delle (1) non dipendono dalle A. Le ( 1 ) ~  tenuto anche 
conto del n. 7 - -  mostrano pifi precisamente  che, ehiamando (secondo l 'uso) 
i - m a  variet~ caratterist ica di una  qualunque variet~ P di V l a  potenza 
{~-t-1)-ma di P come elemento di ~ v ,  

L a  sucvessione covariaute relat iva ad un' ipersuperf icie  P di V non ~ che 
l 'a l ternante  della successione delle variet~ caratteristiche eli P in  V, ed ha 
quindi  come inversa (n. 7) la successione P, P[U], 0, 0, .... 

15. Possiamo ora stabil ire in tut ta  generalit~ che, come asserito alla 
fine del n. 13, 

L a  variet~ Pr.~,  definita nel n. 13 per  t - - O ,  1, 2, ..., non dipende dal la 
scelta delle ipersuperfieie (3, 3), e qu ind i  dipende soltanto da P, V e dall ' indice t. 

Questo risultato vale sempre senz 'al t ro per  t ~ 0, in forza della (5~). 
Esso inoltr÷, in virt~t del n. 14, sussiste per  ogni valore di t nell '  ipo~esi che 
il carat tere 
{1) 7: = v  - - p  

della coppia P, V ragglunga il valore minimo 7 : -  1. Potremo quindi assu- 
mere per  i carat teri  u, t valori s0ddisfacenti  alle • ~ 2, t ~ 1, onde la (2~:~) 
fornisee s ~ 3 ;  inoltre, procedendo per doppia induzione completa rispetto 
a t, •, ammetteremo la validit~ del teorema enunciato per  i valori inferiori 
dell' indice t e per  queI valore di ~:, come pure  per  i valori inferiori  di :: 
e t arbitrario,  lkllora la (4~) definisce Pv, t come funzione s i m m e t r i c a  
delle A : sicch6 l 'asserto seguirk subito ore  si mostri  che Pp-, ~ n o n  d i p e n d e  
d a  u n a  a l m e n o  d e l l e  A .  

Scegliamo una delle (3~3), p. es. l 'u l t ima,  e, per  semplicitk di scrittura, 
poniamo 
(2) V' -~ A' ,  ( A ' V ' ) v - -  A "  (i - -  1, 2, ..., s - -  1). 

Allora manifes tamente  r i su l ta :  
v s - - 1  V~(A) = F~-I(A) -b V Vi_, (A) (i = O, 1, 2, ...), 

ore  si convenga di assumere  

(3) V_ ,(d) = 0. 

Inoltre,  dal n. 5, a), a') e dal n. 10, b) r ispet t ivamente discendono le :  

s - - 1  (Pg, i" V~ (A) )v -~ (P7 ,  i" Vj~-J(A'))v,, 
(A~A "- ... AS)v --~ (A'~A'~ ... A'~-~)v, , 

(A A, . . .  . . .  

Dunque la (4~) r iducesi  alla seguente equivalenza su V':  

t 
. . .  - - ~  T T " I S - - I /  .,I t ~, v ' s - 1  t (A"A  '~ ... A " - l ) v  , --  (A'~A '~ A"-~)~ ,  Y' P~. i  ~t-~ (~ p "+- ~ ( V P v ,  i )vV~,i-I(A).  

i~-O i~O 
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Avuto r iguardo alla (3), ne l l 'u l t ima sommatoria basra far var iare  l ' indice  i 
da 0 a t - - l ;  pertanto, serivendo in essa i - - 1  in luogo di i ed assumendo 
per  definizione 

1' ul t ima relazione diventa : 

P v , - i  = O, 

(5) ( A " A "  ... A '~ - ' ) v ,  - -  ( A " A "  
t 

A t e  - -  t ~.P tS- - |  t 
• .. ~ pv, = 7g [Pv,~ + ( g ' P v ,  i-1)v]g~-~ tA ). 

D'al t ro  canto, il carat tere  (1) relativo alla coppia P, V' vale 

~ ' = v ' - - p - - ( v - -  I)--p < u ;  

siech~, in relazione ad essa ed alle s - - s -  1 ipersuperficie 

A '~, A '~, ..., A" -  

di V', le quali --  a norma delle 12) - -  con~engono P genericamente,  per 
l ' ammessa  induzione avremo 

V 

(6) (A,~A,2 A , ~ _ ~ ) v , _  ( A , A , ~  ~ , ~ - n v  ,~-t , . . . . . .  ~ pv, = y~ Pv , ,~Fv-~  ( A )  (su V'), 
$ = 0  

dove le Pv,, i  d i p e n d o n o  s o l t a n t o  d a  P ,  V '  ed ~ inoltre 

t' = s '  + i o  - -  v '  = ( s  - -  1)  + p  - -  (v  - -  t )  = t .  

Basra quindi confrontare le (5), t6) per vedere che r isulta : 

t 
P8--1 t (7) E [Pv,~ + ( V ' P v ,  i - 1 ) v - -  P v , , i ] V i - i  (A} = 0 (su V'}. 

i=O 

0sserviamo ora che l 'espressione che compare nella (7) entro parentesi  
quadre 6 ident ieamente  nulla  per i----0, in forza delle t5,a), (4). Proveremo 
per induzioae oh' essa si annul la  per  tutti i valori di i, e ciob che - -  su V', 

e percib anche su V -  si ha  

(8) Pv,~ - -  P w ,  i - -  (V'Pv,~-l)v (i = O, 1, 2, ...). 

All 'uopo basra mostrare t he  la (8) sussiste per  i = Z, nel l ' ipotesi  ch 'essa  
valga per i - - 0 ,  1,..., t - - 1 ;  ora questo segue subito dalla ~7), dopo aver 
rammenta to  the  V o S - 1 ( A ' ) =  V '  ~ l ' e lemento  unit~ del l 'anel lo d 'equivalenza  
di V'. Si ha  per tan to :  

P v ,  t = P v , ,  t - -  ( V ' P v ,  t-1)v; 

sicch~, nelle ipotesi attuali.  Pv, t viene a dipendere al pifi da P, V e V', ed 
6 quindi indipendente da A t ;  per quanto gi~ osservato, eib ~ sufficiente per 
stabilire 1' asserto. 
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Si noti da ultimo the  le equazioni (8) determinano univocamente  le P v  
in funzione de]le Pv~, equivalendo esse preeisamente alle 

4 
(9) P v , ~ =  Y, (--1)'-.~(Pv,,jV'I~-J])x ( i = 0 ,  1, 2, ...). 

i = 0  

Di pih, a norma di cib t he  precede, i seeondi membri  di queste equazioni 
r isultano i n d i p e n d e n t i  d a  V' (che b una qaa lunque  ipersuperficie di V 
passante per P). 

§ II .  - P r i m e  a p p l l c a z i o n i  ed e sempi .  

16. Una  prima applicazione dei precedent i  concer t i  e risultati,  la quale 
sark poi largamente  generalizzata, vien fornita dal teorema:  

Se s ( ~  v -  p) ipersuperfieie A ' ,  A*, ..., A" di V 1~assano genericamente 
per  P e si segano ulteriormenle secondo u n a  variet4 Q, di  dimensione 
q - ~ - v -  s ~ O, allora Q si appoggia a P lungo una  variet~ R (di dimensione 
r--~ q -  1) data dal l 'equivalenza 

(i) 

ore t ~ 8  + p ~ v .  
In  virti~ del n. 12, 

per  P, r isulta : 

f,+l 

i=O 

presa una generica  ipersuperficie V' di V passante 

R : ( Q V %  - ( A ' A  .. .  

lnoltre,  in base alla definizione del simbolo (79) , la (4,8) porge 
t 

Q = (A 'A  ~ ... A~)v - E Pv,~V~-i(A). 

Infine, applicando ancora la (4~3), si ot t iene:  

t + l  
. . . . . .  ~ V 'W ~" (A 'A  ~ A'V')P7 - -  (A'A~ A ' V ' ) v - -  ~ Pv,~[V~-~+~(A) + t-,(A)]. 

A V)v  fra queste tre equazioni, ricor- Basta allora e l iminate  Q ed (A~A ~... " , e  
dando la (3J ,  per dedurne  la (1). 

16'. Ci proponiamo era di dare una nuova definizione, di c a r a t t e r e  
t o p o l o g i c o ,  della successione covariante d ' immers ione  I P v !  di P in V. 
Se p = v - - 1 ,  la definizione forni ta  dalla (1~4) ha gik il requisito voluto:  
mostreremo come, nell ' ipotesi in eui s i a p  < v - -  1, ci si possa sostanzialmente 
r icondurre  al easo p := v -  1 (trattato appuuto nel n. 14), sostituendo a V l a  
varieth V' ehe si deduce dalla V applieandole una  d i l a t a z i o n e  D d i  
b a s e  P .  ]~ chiaro anzitutto che quest 'ul t imo concetto ~ di na tura  topologiea: 
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invero [efr. lee. eit. in (~0)], la suddet ta  variet~ V' (di dimensione v) si pub pensare  
r ieavata  da V eel tagliarla lunge P e eel ehiudere la varietk aper ta  V ~  P. 
cosi ottenuta, mediante  la variet~ f ibrata  P'  (di dimensione v - - 1 )  avente per  
base P e per fibre degli spazi proiett ivi  eomplessi 0', di dimensione 

(1) o --~ v - - p  - -  1. 

Incominciamo con l 'osservare  che un ' ipersuper f ie ie  A di V, ehe non 
passi per P, viene t rasformata  da D in un ' ipersuperf ie ie  A' segante P' secondo 
una varietk fibrata,  eomposta con le f ibre O' anzidet te ;  si ha per tanto :  

(2) (A'O')v, - -  O. 

Se A, variando su V entre ad un sistema d 'equivalenza,  tende ad una posi- 
zione limite passante generieamente per P, la A' var ia  pure  su V' entre ad 
un sistema d 'equ iva lenza  e, al limite, si spezza in P' ed in un ' ipersuper f ie ie  
B'  residua, la quale saga le f ibre O' di P'  seeondo varietk ( ) i s o m o r f e  a lore 
iperpiani  (n. 12). Si ha  eosi :  

(3) A' = P' + B', {B'O')v, = 6 

ed inoltre, tenure eonto della (1), la variet~t 

(4) 

si r iduee ad u n  s o l  p u n t o  di O' (centare semplicemente). 
Dalle (2), (3) si trae 1' equivalenza 

(5) ( o ' P ' ) v ,  = - -  o ;  

e poich~ il secondo membro delia (5) ~ una varietk (virtuale) n o n  e l f  e f -  
t iv  a ,  ne consegue ehe 

La variet~ caratteri~tica (P'[~])v, di P' in Y' ed anche, pii~ generalmente, 
ciascuna della (p,[~+l]} aramettono come rappresentanti delle sottovariet4 (virtuali) 
di P' composte di (~P-~) fibre 0'. S i  ha dunque (P't~+l])v,--0 per tutti i valori 
di i ~ p .  

Se M ~ una qua lunque  varietk di P', denoteremo con [M]* il luogo delle 
fibre O' di P' passanti  per  i vari punt i  di 3I, ossia li~ varietk ehe si r icava 
da M quando le si appliehino sueeess ivamente  le trasformazioni D -~ e D. 
Ricordando eib ehe dianzi si ~ detto re la t ivamente alla (4), ed usufruendo 
della (5), si veda ehe - -  per k ~ o - -  r isulta 

(6) [(P'[~])v']* = (--  1)°(P'[k-°])v" 

Cib premesso, r i facciamoci alle considerazioni del n. 16, e siano 

(7) A ~' = P' + B "  (i = 1, 2, ..., s) 
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le ipersuperficie  di V' t rasformate  delle A',  ed tz~ la variet~ di P' (fibrata 
con le 0') t rasformata  di /~ mediante  D. Allora, con ovvi significati per i 
simboli, dalla (1~8) si trae r equivalenza 

t-F1 
---- ,) V;_,+,(A ). ( 8 )  R '  ' ' 

D'a l t ro  canto, le (2~8), (1) porgono 

s - - o - - ' t +  l; 

siceh~ in virtfi del n. 12, e tenure eonto delle (7), (6), si redo ehe /~: 

R' = [(P'B"B ~' .. S")v,]* = [P'{A ~' - -  P')(A'- '-- P')... ( A " - -  P')]* ---- 
tq-1 

- -  2] ( - -  1)8-~+'-l[(P'[~t+q)v,]* Vis-~+,(A ") ---- 

-- Z (-- I)'(P'[~+*])v, Vi~,+,(A'). 

Basra quindi eonfrontare l'ultimo valore di R' con quello fornito daIIa {8), 
per  dedurre  l ' equivalenza  

Tr'8 tA,~ 0. (9) E [(By, ~)' - -  ( - -  1)~(P'[~+ll)v,] • ~-~+1~ ~ = 
~=0 

L' espressione ehe f igura nella (9) entre  parentesi  quadre /~ nulla  per i - ~  0;  
sicch~, proeedendo per  induzione rispetto ad i e d  utilizzando appunto la (9) 
{valida per  t ~ 0, 1, 2, ...), si deduce ch'essa si annul la  pure  per  i ---- 1, 2, 3, .... 
Risul ta  dunque  

p P :  ( v, i) ( - -  1)~(P~i+*])v', 
taleh~ : 

Data una  variet(~ P immersa  in  V (p ~ v - - 1 ) ,  si  trasformi V in  V' 
mediante  una  dilatazione D di base P ;  e sia P' l ' ipersuperfieie di V' nel la 
quale D di la ta  la P. L a  successione covariante d ' immersione di P in  V non 
allora altro the la trasformata,  mediante  D - ' ,  dell 'al ternante della successione 
caratteristiea dell ' ipersuperfioie P' in  V'. 

Come eorollario immediate,  da qui si ottiene una  nuova dimostrazione 
della proprietk enuneia ta  nel penult imo capoverso del n. 13 (e grit al tr imenti  
stabilita nei nn. 14, 15). 

17. Un  altro esempio, ehe poi generalizzeremo, ~ date dal seguente teorema. 
Le variet~ covariant i  d ' immers ione  d ' u n a  P che sia interseeione regolare 

e sempliee di s ipersuperfivie A ' ,  A S, ..., A t di  V (s ~ v - - p ~  1), si esprimono 
con le 

(1) P v , ,  = P .  

dove le ~r si calcolano nel mode indicate  al la fine del n. 7. 
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Nel l ' i po tes i  che sia s = 1, ques to  t eo rema  r iduces i  a quel lo  del  n. 14;  
po t r emo  quind i  suppor re  s ~ 2  ed a m m e t t e r e  il t eo rema  nel easo di s - - 1  
ipe rsuper f i c ie .  Def in i t e  le V', A '~ median te  le ( 2 J ,  in v i r th  del  n. 3, a') 
a b b i a m o  : 

P = ( A ' A  ~ ... A g v  - -  (A, tA,~ ... A '~-~)v, ,  

onde l ' a m m e s s a  induz ione  fo rn i s ce :  

P v , , j  = (P . ? ' j i A ' ) ) v , .  

Basra  a l lora  app l iea re  la (9~5), e r i co rda re  il n. 5, a) ed i nn. 6, 7, per  
d e d u r r e  ehe ~: 

i 
By, ~ = Z ( - -  1)'-~(P • lr ' i(A'))v, .  V '[~-il = 

i=0 
i 

= z ( - - 1 , ~ - J ( P .  ~¢~-~(A))v. V't~-JJ = 

i 
---- P .  (--1}' E ~; - ' (X)  • V'['-J] --- P .  ( - -  1}'V;(A) = e .  I~,(A}. 

j=0 

La  suceess ione  covar ian te  t P v l  de l la  P suddet ta ,  ammet t e  in ~ i -  un ' in -  
ve r sa  ~/Sv I (n. 6). P e r  de t e rmina re  gli e lement i  ffv,~ di q u e s t ' u l f i m a ,  molti- 
p l i eh iamo ambo  i membr i  del la  (1) pe r  Vj-dA), e sommiamo  per  i = 0, 1, ..., j 
Avuto  r i gua rdo  al n. 5, a), o t t en iamo eosi  le re lazioni  

( P , , , .  Pvj_,(At)p = ~ fP~.,Vj_,(A))~ = P .  ~ (~,(A). Vj_,(A) ~ P ~e j = 0. 
~=o ~=o i=0 ----! 0 se j ~ O, 

dal le  qua l i  d i seende  (n. 7) che 8:  

(2) ~ ,  , : P . V,(A~. 

§ i n .  - R e l a z i o n l  f r a  s u c c e s s i o n i  c o v a r l a n t i .  

18. Comple t i amo  la def in iz ione da ta  nel  § 1 per  la sueeess ione  1 P v }  

covar ian te  d ' i m m e r s i o n e  di P in 17, ponendo la  u g u a l e  al la  sueeess ione  uni- 
ta r ia  di ~ p  ne l l ' i po te s i  in eui V co ine ida  con P, ossia a s s u m e n d o :  

(1) I PP I = P, O, O, . . . .  

lPossiamo a l lora  d imos t r a r e  il 
T E O R E ~ A  DELL'APPARTE2qENZA.  - F r a  le successioni  covar ian t i  relat ive  a 

tre var ie t~  P, M, V tali  che sia 

(2) i O ~ M c  V, 

intercede la re laz ione 

(3) t P v  I = ( I P M  I " I . M v  I )M, 
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Osserv iamo anzi tu t to  che, in  forza  del la  (1), la (3)~ ovvia lnente  ve r i f i ca ta  
ne l l ' i po t e s i  ehe M coine ida  con P o con IT. Poss i amo  d u n q u e  l imi ta re i  al 
easo in  cui  le (2) va lgano  in senso stret to,  e cosi  r i sul t i  

p ~ m ~ v .  

Inol t re ,  in virt~l del la  seconda  propos iz ione  in cors ivo del  n. 8, la (3) e q u i -  
v a l e  a l la  

(4) t PM t - -  ( i P v l  • I ~ I v  1 )z~. 

Ora, ne l l ' i po te s i  ehe M sia u n ' i p e r s u p e r f i e i e  di IT, e eio6 se 

m ~ v - -  1, 

la (2~) fo rn i sce :  

S l y ,  o = M ,  2//v, ~ = (M~])v,  My,  ~ = 0 se i ~ 2 ; 

siceh~, avu to  r i gua rdo  ai nn. 7 e 5, a), e t e n u t a  p resen te  la (4,~), ia (4) si 
t r aduce  nel le  

PM, i = P l r ,  ~ --I- (Pv, r - -1M)v (i ~-~ O~ l ,  2, ...), 

le qual i  a t t ua lmen te  di fa t to  sussis tono,  in forza  del le  (8,5). 
In t rodo t to  per  u n a  t e rna  (2) il c a ra t t e r e  

abb i amo  per tan to  che il t eo rema  d e l l ' a p p a r t e n e n z a  suss i s te  se ~: ~---1. Pos- 
s iamo quindi  suppor re  ~. ~ =,~ e p rocede re  per  induzione  r i spet to  a 7: ammet-  
t endo  il t eo rema  pe r  te rne  aven t i  que l  ea ra t t e re  infer iore  a 7:. Scel to  un  
q u a l u n q u e  intero n in te rmedio  f ra  m e v, f i ss iamo c o m u n q u e  in V una  va- 
riet'~ _N -- di d imens ione  n -  pa s san t e  g e n e r i e a m e n t e  per  M. P o t r e m o  a l lora  
app l i ca re  il t eo rema  d e l l ' a p p a r t e n e n z a  a c i a scuna  delle te rne  

P ~ N ~  V, P ~ M ~ N ,  M ~ N ~  V, 

il ehe fo rn i see  le 

I P v ~ ~ ( I P N ~ ' I N V I ) N ,  t P N I - ~ ( I P M I ' I M N I b r ,  t M v I - = ( I M N I ' I N v l ) N .  

Se inf ine  e l imin iamo I PNI  f ra  le p r ime  due  di ques te  relazioni ,  e poi suc- 
ce s s ivamen te  app l i ch i amo  la (58) e l ' u l t i m a  di tall  relazioni ,  o t t en iamo preei- 
s amen te  la (3). 

II  t eo rema  d e l l ' a p p a r t e n e n z a  ~ cosi s tabi l i to .  In  v i r tu  del la  t e r z ' u l t i m a  
propos iz ione  del  n. 8, dal le  (3), (4) si t raggono le 

t5) ii)vl--(t~.l~vl)~, (6) l~z,i  = ( I P . I  • i ~ 1 ) ~ .  
supe r f luo  agg iungere  che, avu to  r i gua rdo  ai nn. 6, 7, c i a scuna  del le  

{3)-(6) equ iva le  a p r e l a z i o  n i non banal i  f ra  le var ie t~  del le  suceess ion i  
covar ian t i  che in esse f igurano.  Cost, p. es., la  (3} si t r aduce  con l e :  

i 
Pv, ~ --- ~ (PM, iMv, i-j)tg (i = 1, 2, ..., p). 

j=O 
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19. Ci proponiamo era  di dimostrare il 
T E O R E ~ A  D E L L A  S E Z I O N E .  - Se due sottovariet~ P, V' di V si segano 

regolarmente lunge una  variet~ irriducibile e non singolare, P', la sezione con 
V' della successione vovariante di  P in  V coincide con la successione covariante 
d i p '  in. V'. 

Si trat ta di far  vedere the  dalla 

(1) P' = (PU')v 

seguono le 
(2) P'v,,~--~ (Pv, ~V')v (i ~-- O, 1, 2....). 

0ra  ~ chiaro, tenure eonto della ( 5 J ,  c h e l a  (2) sussiste per  i = 0, r idueen- 
dosi allora alla (1); la (2) ~ inoltre banale se i > p ' ,  eve - -  a norma delle 
solite convenzioni - - p '  denoti la dimensione di P', r idueendosi  in tal case 
all 'ugua.glianza 0 ~-0 .  Basterk dunque,  per  induzione, provare c h e l a  (2)i~ 
verif ieata  per  un valore t de l l ' indice  i [issato comunque nel l ' in terval lo  

1 ~ t ~ p ' ,  

supponendone gii~ acquisita la validitt~ per  i--~ 0, 1, ..., t - -  1. In  eorrispon- 
denza ad un t siffatto, la (2,~) fornisce per  s un valore (s~--- t+ v ~ p )  t h e  
manifes tamente  soddisfa alle (1,3); sicch6, scelte gener icamente  s ipersuperfi- 
t ie  (3~s } di V passanti  per  P, potremo applicare la (4,~). Posto per  abbreviate  

(3) A " - -  (A' V ' ) v  ( i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  s ) ,  

se moltipliehiamo ambo i membri  della (4~) per V', servendoci dei nn. 5, a') 
ed 11, ot teniamo 

t 

(A'~A '~ A")v ,  (A"A '~ ~,,~e, ~ V' • .. - -  . . .  ~ j v ,  = ~ (Pv ,  ~V;_~(A) )v= 
t 

- -  ~ P 18 t 
- [(Pv,~V)vV~(A)]v,. 

D' altro canto, poich~ - -  a norma della (1) -- r isulta p' =- p -)- v' - -  v, cosi 
quel valore d i s  soddisfa alle relazioni 

v' - -  p' ~ s ~ v', t - -  s -4- p'  - -  v', 

analoghe alle (l~s), (2~3). Avuto r iguardo alle (1), (3), su V' (e quindi pure su V) 
vale pertanto l ' equivalenza  

t 
! "8  t (A'~A '" .... A")v ,  - -  (A"A '~ ... A'Q~',--~ Z (Pv,,~Vi_dA ))y,, 

ehe si deduce dalla (4,s } accentuando tutte le lettere. Basra era confrontare le 
ultime due equivalenze, tenendo conto del l 'ammessa induzione, per dedurne  la 

t 

W ) v ) V t - ~ ( A  )Iv, Pv,,t - -  (Pv, W')v. O =  ~ [ ( P v , , ~ - - ( P v ,  ' " ' - ~  
i-----O 
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La (2) b cosi dimostrata per i =  t, e quindi per  ogni valore di i. Appli. 
cando ad essa un 'a rgomentaz ione  analoga a quella  ehe, alla fine del n. 17, 
ei ha permesso di der ivare  le (2,7 } dalle (1,7}, si ottiene che dalle (1) seguono le 

(4) P ' v , , , - - ( D v , , V ' ) v  ( i - - O ,  1, 2,...). 

20. Stabil iremo infine il 
TEORE•A ])EL PRODOTTO. - L a  successione covariante in  V del prodotto 

di due o pii~ sottovariet~ di V, voincide col prodot~o in 2~v delle suvcessioni 
covarianti relative ai singoli fattori. 

Incominciamo dal ease in cui il prodotto abbia d u e  f a t  t o r i .  Si trat ta 
allorg d i  dimostrare c h e l a  P = M N  impliea la I P I  = I M I . I E t ,  ossia 
- -  pifi specif icamente ~-- ehe dalla 

segue ]a 

(2) IPvl = ({ Mvl.  I1Vvl)v. 

All 'uopo si osservi ehe (n. 4) - -  in virtfi della (1) - -  valgono le (2~s), e 
quindi  pure  la (3i~): 

IPvI =(IPM}" IMv} )M, 

Inoltre,  in base al t eorema della sezione (n. 19), dalla (1) si trae la 

Risul ta  pertanto 

I P~ 1 -~ ( t Nvl M )  v .  

J Pvl : ( I  Mv l . ( I  Nvl M)V)M; 

e da qui si deduce subito la (21, applieando la proposizione finale del n. 8. 
Dimostreremo ora per induMone il teorema nel caso di un prodotto 

(3) Q - -  (M~M 2 ... M ' ) v  

di s ~ 3 f a t t o r i ,  supponendolo gi~t acquisi to per  prodotti  di s - -  1 fattori. 
Posto 

(4) N = (M~ ... :~ ' )v ,  

avremo dunque  

(5) t N v  ~ - -  ( t M ~  I . . .  ~ ~ ~ ) v .  

D'al t ronde le (3), (4) porgono:  

Q = (M~N)~; 

siech~, per  il ease del teorema gi~t acquisito, r isul ta  

(6) I Qvl = (l M ~ } .  {Nr l  )v. 
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Non v '~ quindi  che da e l imina re  I N v l  f ra  le (5), (6), per  o t tenere  la f o rmu la  
r i ch ies ta  : 

(7) ) Qvl  = () M~I  . ) M ~ I . . .  ) M ~ !  )v. 

Rileviamo poi t h e  bas ta  app l ica re  la p e n u l t i m a  proposizione del n. 8 
alle (2), (7), per  d e d u r r e  t h e :  

Le (1), (3) r ispet t ivamente  impl icano  le 

(8) t P v  I = ( I -7[fv I • ) Z~v I )v, (9) ) P v l - - ( I M ~ l . ) M ~ l . . . ) l ~ l ) v .  

Questo r i su l ta to  permet te ,  f ra  l ' a l t ro ,  di r i o t t ene re  la proposiz ione del  n. 17 
come conseguenza  i m m e d i a t a  di que l l a  del  n. 14. 

§ IV. - D l p e n d e n z e  f r a  v a r i e t a  d i  u n a  s u c c e s s l o n e  c o v a r i a n t e .  

21. Siano P una  varieti~ i r r iducib i le  non s ingolare  (di d imens ione  p ) e  
V' u n ' i p e r s u p e r f i c i e  di V, tali  ehe  

(1) P ~  V ' C  V. 
Posto per abbreviare 

(2) P ' =  (P v')v, (3) w =  ( v'e-~)v, 

dalle  (l), (2) d i seende  (n. 4) che ~:  

(4) p'c-- W ~  v ;  

inol tre  dal la  (3), poggiando sul n. 17, si t raggono t e :  

(5) Wv, h : (--- 1)h(h + 1)('WV'[h])v (h --~ O, 1, 2, ...). 

Ci p ropon iamo di d imos t ra re  ehe, 
Con le precedenti  notazioni ,  r i su l ta  : 

(6) f v ,  ~ = i ' v , ,  ~ + ~"w, ~-1 (i = O, l ,  2, ...). 

Osserviamo anzi tut to  che, poich~ - -  a n o r m a  del la  (2) - -  P' ha  dimen-  
sione p ' - - ~ p -  1, cost c i a scuna  del le  var ie t~  t h e  compaiono  ne l la  (6) ha  la 
d imens ione  p - -  i. La  (6) ~ quindi  soddisfa t ta  (e banal¢) se i ~ p, e lo ~ pure  
per  i-~--O, in forza del le  (5,~t, ( 4 J ;  bas te rh  d u n q u e  d imos t r a r l a  ne l l ' i po tes i  
che sia i ~--- 1, 2, ..., p.  A tal uopo, app l ich iamo al la  t e rna  (1) il t eo rema  del- 
l ' a p p a r t e n e n z a  sotto la fo rma  espressa  dal la  seconda  del le  ( 5 J  (nella quale  
e ra  va seri t to V' in luogo di 2]//I, eib ehe forn isce  l e :  

i 

]=o 

Poich~ - -  in virtfi  del  n. 14 - -  si ha  

V'v, ~-~ = (--  1)~-J(v' V'~-Jl)v, 
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cosl, tenuto conto del n. 5, a), l ' u l t ima  relazione diventa 
i 

Pv,,* -"  y' ( - -  1)i-i([2v, iV'[*-i]lv, 

ossia : 

(7) 
j=0 

Applicando quindi alla terna (4) il teorema del l 'appar tenenza,  ancora 
sotto la forma suddetta,  ot teniamo 

i - 1  

i=0 

E questa  relazioae, avuto riguardo alle (5) ed al n. 5, a), pub scriversi  nella 
forma : 

i--1 
(8) ~"w,,-1-~ - -  ~' (--  1)*-qi --j)(P'v, ~V'[*-J-~])v. 

j=o 

Infine dalla (2), usufruendo del teorema del prodotto sotto la forma (8,o), 
si traggono le 

P'v, = z (Pv, j-~ v,~)v, 
J h=O 

e c log  essendo (n. 14): ) I Z ' v i - ~  V', V'[~], O, O, ..., le 

P ' v ,  ~ - -  (~'v, j v ' ) v  + (P  v, ~-I  V'E~I)v. 

Sosti tuendo nella (8), dopo facili riduzioni si ottiene 
i--I  

P ' w ,  ~-~ = - -  ~, ( - -  l)*-qPv, ~ V't*-n)v. 

Basta  quindi sommare a membro a membro questa  relazione con la (7) per  
r icavare  la (6). 

22. Se P ~ V, le variet~ Pv,~ risultano -- come vedremo - -  fra loro 
1 e g a  t e i n ~ v  non appena la dimensione p di P sia abbastan~a grande rispetto 
alia dimensione v di IT. Cosi, ad esempio se P 6 un ' ipersuper f ic ie  di V, in 
base al n. 14 r i su l ta :  

t ' v , l~ (P[2 ] )v ,  ~ ' v , ~ : O  per i ~ 2  ( p - - ~ v - - 1 ) .  

Ci proponiamo, pi/1 generalmente,  di dimostrare t h e :  
Nell '  ipotesi che s i a p  ~ v/2, si ha  

(1) G - , ~ = 0  

p e r  ogni  i soddis facente  alle 

(2) v - - p  < i ~ p .  
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Introdotto al l 'uopo il carat tere  

r c : v - - p  

relativo alla coppiaP,  V (con PCV),  abbiamo intanto, in virtfi di cib che precede, 
che il risultato enunciato sussiste se 7: ~ 1. Possiamo quindi supporre g ~ 2, 
ed ammet tere  indut t ivamente  quel risultato per valori di detto carat tere  infe- 
riori a r:. Scelta gener icamente  in V un' ipersuperfieie V' passante per P, 
definiamo le varieta P', W mediante  le (2~,), (3.~) (taleh~ P ' C  W), ed osser- 
viamo the  la coppia da queste formata ha il cara t tere  

~ : ' - ~ w - - p ' : = ( v - -  2) - - ( p - - 1 ) ~ v - - p - -  1 ~  ~:. 

Ne consegue che, per  ogni i t he  soddisfi alle w - - p ' ~ i - - l _ ~ p ' ,  e cio~ 
alle (2), r isul ta  

(3) if'w, ~-1 = 0. 

Ragionando similmente sulla coppia P, V' (con P C  V', e col carat tere  
~, - - v ' - - p  = (v -- 1 ) - - p  ~ ~), vediamo che dev 'essere  

(4) P v,, - -  0 

per  ogni i soddisfacente alle 

(5) v - -  p - -  1 < i ~ p, 

e quindi afor t ior i  per ogni i che soddisfi alle (2). 
Pe r  ogni i siffatto sussistono quindi le (3), (4), dalle quali si r icava tosto 

la (1) applicando la (6~), 

23. Proveremo da ultimo c h e :  
Conservando le notazioni del numero precedente, la pr ima variet~ caratte- 

ristica di P in  V equivale alla Pv,~-p,  ossia sempre risulta 

(i) e v ,  = v.  

La (1) ~ soddisfatta in modo banale se p - - v ,  ed anche se v > 219 in 
quanto allora la dimensione vir tuale  2 p - - v  di ciascuno dei suoi due membri  
r isul ta  negativa. Basterk dunque stabilirla ne l l ' ipo tes i .che  sia 

l ~ v - - p ~ p .  

In  virtfi del primo capoverso del n. 22, e con le notazioni del n. 22, 
la (1) sussiste se il eara t tere  ~-- - - -v - -p  ha il valore 1. Potremo quindi sup- 
porte ~ 2  e, proeedendo per induzione completa, applicare il r isultato 
enunciato alla coppia P', W (la quale ha quel earat tere  espresso da r d - - v -  
- - p - - 1  ~ n). Otteniamo eosi intanto : 

~f 
(2) e ,,_p_j. = 
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0sserviamo,  in seeondo luogo, che per  i - - v ~ p  sono soddisfatte le (5~2) 
e quindi pure (n. 22, la (42~). Per tanto  dalla (6~) si trae la :  

(3) /sv, --/5'w, 
Da ultimo, avuto r iguardo alle {1~), (2~), (3,~) ed applicando il n. 5, b'), 

ot teniamo (p,[~l)w : (p[2l)v ' 

Basra allora sommare questa  relazione a membro a membro con le {2), (3), 
per  dedurne  la (1}. 

§ V. - C o s t r u z t o n e  d l  v a r l e t / L  c o v a r l a n t l  
o p e r a n d o  e n t r e  a n e l l l  d l  V. 

23'. Le variet~ Pv, * - -  eovarianti  d' immersione di P in V -  sono state 
introdotte nel n. 13 poggiando sulla (4,~), e quindi  mediante un proeedimento 
che fa intervenire le operazioni s u V, a tre o pitt termini, considerate  nel 
§ I I I  del Capitolo primo. L ' a l t r a  definizione possibile ot tenuta nel n. i6'  
per  le Pv,~ non presenta  pih questo ineonveniente,  ma esige operazioni 
s o p r a u n ' a I t r a v a r i e t ~t V' (dedotta da V con una dilatazione di base P). 
/gel presente  paragrafo mostreremo che, per costruire le Pv,~--P~,  basra 
effettuare opportune operazioni entre gli anelli di V. Cib permet terebbe  di 
definire le Pv,* anche per  variet/~ P singolari o spezzate;  ma non ci intrat- 
terremo qui su tali applicazioni. 

Vedremo poi, nel Capitolo successive,  come sia possibile di esprimere le 
suddette  operazioni a t r e o  pih termini faeendo intervenire le variet~t covarianti  
delle sottovariet/~ di V fra cui esse operano;  cib permetter~t ~ in ul t ima 
analisi - -  di r idurre  tali operazioni a d  operazioni entre gli anelli di V. 
Avremo cosi mode di risolvere nel sense pitt largo, sia funzionalmente che 
numerat ivamente,  vari problemi (regolari od irregolari) d ' intersezione sopra V. 

24. Avuto r iguardo alla (513), po~remo stabilire quanto enunciate  nel primo 
capoverso del n. 23', supponendo i > 0 e proeedendo per induzione rispetto a d i .  
Ammetteremo quindi  di aver gi/~ determinate  sulle P di V le variet~ covarianti  
Po, P~,-. . ,  P~- l ;  e da queste,  giusta  il n. 7, si potranno subito dedurre  le 
15o, f i t , - . . ,  fi~-t mediante  operazioni dell 'anello ~t~,. Si t rat ta  era  di costruire 
P, operando entre gli anelli di IT. All'uopo dist inguiamo t r e c a s i ,  secondo- 
eh~ i r isul ta  uguate, maggiore o minore della differenza v - - p :  ed osserviamo 
che, in ogni ease, ~ lecito supporre  i ~ p ,  poieh~ altr imenfi  si ha P~-----0 e 
non v '~  altro da aggiungere. 

1) Se i = v - - p ~ p ,  possiamo applicare la (1~), in virth della quale 
la formula data dalla {27) per  tale valore di i fornisce l a :  

v--p--1 
P , - p = - - ( P [ ~ ] ) v - -  ~ (PIPo-~-t)P,  

che porge per  P~ = P~_p una costruzione del tipo voluto. 
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2) Se v - - p  < i ~ p ,  possiamo applicare la (1~), val ida per  que l l ' i  e 
per  tutti  i valori di i soddisfacenti  atle (22~). Tenuto eonto di cib, dalla (2~) 
si trae la :  

v - - p  

P~ __--_ ~ (P~_j/)j)p, 

la quale porge per  P~ una costruzione del tipo richiesto. 
3) Se i < v - - p ,  il numero 

s~---v p i 

r isul ta  positivo. Prese  in V ad arbitrio s ipersuperf icie  

A i, A s, ..., A • 

passanti  generieamente per  P, la loro intersezione ~ una varieti~ 

M-- -  (A~A 2 ... A ' ) v ,  

di dimensione 
m - - ~ v - - s - - p +  i, 

passante semplicemente per P. La varieth P presenta  il caso 1)re la t ivamente  
ad M1 siceh~ - -  a norma di quanto ottenuto in 1) - -  ~ leeito supporre di 
aver determinato  la variet~ covariante d~immersione PM,~. Se ora appli- 
chiamo alla terna P c M C  V il teorema de l l ' appar tenenza  nella forma 
espressa dalla (44s), determinandovi l l~lvl in base al n. 16, o t teniamo:  

i 

P, = PM,~ - -  Z (P,_~ Vj(A)) v.  

Questa formula porge per  P~ una costruzione del tipo voluto:  si potrebbe 
dimostrare dire t tamente  che la variet~ P.: da essa defini ta  non dipende dalla 
seelta delle ipersuperf icie  A, il che perb b gih ehiaro a pr ior i  in base al 
§ 1 del presente Capitolo. 

25. Le eonsiderazioni dei due humeri  precedenti  suggeriscono il p r o -  
b 1 e m a  generale ehe ora enunceremo. 

Siano date in V due o pifi variet~ M l, MS,...,  M ~, dalle quali  si deduca 
una variet~ N operando fra esse in modo determinato entro gli anelli ~ i  
ed ~ v ;  si t rat ta  di esprimere le variet~ covarianti  d ' immers ione  di N in  V, 
in  funzione delle variet~ covarianti  delle 31, mostrando come le prime possano 
ottenersi  dalle seconde operando {ra esse entro gl i  anel l i  suddetti .  

Esempi in proposito abbiamo gi'~ dati nei nn. t7-20,  t rat tando questioni 
abbastanza generali  del tipo indicato, per le quali  la r isposta si presenta  re- 
la t ivamente sempliee dal punto di vista formale. Una trattazione esauriente  
di quel problema porterebbe perb a difficoltfi, algoritmiche assai gravi, come 
gi~ appariri~ dal caso e lementare  - -  a eui ci l imiteremo - -  in cui le M siano 
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i p e r s u p e r f i e i e  di V e d N s i a t a l o r o  s o m m a ;  v e d r e m o  infa t t i  che in tal  
case  il p rob l ema  ind ica te  si r i se ] re  e f f e t tuando  so l tan to  o p e r a z i o n i in ~ v ,  m a  
c h e l a  de t e rminaz ione  esp l ic i ta  di ques t e  non ~ esente  da compl icazioni  formali .  

I n c o m i n c i a m o  a l l ' u o p o  col r i ch i amare  i r i su l ta t i  del  n 17. Se A',  
A s, ..., A ~ sono s i pe r supe r f i c i e  di V, e se P =  A I A  ~ ... A ~ deno ta  il lore  pro- 
dot to  in  ~t v (di d imens ione  p ----- v - -  s ~ 0), la success ione  covar ian te  di P in 
V ha come a l t e rnan t e  que l l a  f o rma ta  dal le  var ie th  

(1) P ,  = P .  ~ , '  (i = 0, 1, 2,. . .) ,  

dove (n. 7) ~0---~ V e (per i _~.1) I~ ~ deno ta  la somma  di tu t t i  gli ( s + i - - ~ ,  1) 

prodot t i  det le  A 1, A '2, ..., A '  prose  con r ipe t iz ione  ad i a d i .  Ques to  r i su l t a to  
conse rva  la sua  validit/~ nel  case  in eui  f ra  le A vi s iano del le  equiva lenze ,  
e pub  qu ind i  ven i r  ut i l izzato pe r  de te rmina re ,  pitt genera lmente ,  le varict/~ 
M~ re la t ive  ad u n  q u a l u n q u e  monomio  M del  tipo 

(2) M = (A')E~I](A') [*,] ... (A')t~, 1 (k, ~_ 0, k., ~ 0, ... ,  k, ~ 0). 

In  v i s ta  di fu tu re  appl icazioni ,  o s se rv iamo the ,  in base  a l la  def in iz ione  

de l le  I?i ~, r i su l t a  

L'-'+ =o). 
Dal la  (1) si ha  qu ind i  che 

S e  B d e n o t a  u n a  q u a l u n q u e  ipersuper f i c i e  d i  V ed  inol tre ,  come d ianz i ,  
a s s u m i a m o  P ~ A~A ~ ... A ' ,  a l l o ra :  

(31 ( B P ) ,  .--- B ( P ,  + ( B P ) , _ , ) ,  

ov '~  sot t in teso  t h e  tu t t i  i p r o d o t t i  v a n n o  e f fe t tua t i  s u V .  

Rife rendoc i  ancora  a l monomio  M date  dal la  (2), e deno tandone  con 
k-~-- k, + k. 2 q-.. .  ~- k~ il grade  (talch~ M r i su l ta  una  variet/~ di d imens ione  v ~- k, 
ugua l e  allo zero di L~ 7 se k ~ v ) ,  sar~ comodo per  il segui to  por re  

(4) = 

dove i] secondo m e m b r o  si ca lco la  nel  mode  anzidet to,  ed ~ qu ind i  una  va- 
riet'~ di d imens ione  v - - i - - 1 ,  da p o r s i  ugua le  allo zero di ~ v  se i ~ v  o se 
k > i - ¢ - l .  Pifi  in genera le ,  cons ide r i amo una  q u a l u n q u e  s e r i e  f o r m a l e  
d i  p o t e n z e  nol le  A (a coeff ic ient i  c i n t e r i ) :  

f ( A )  = ~ c(A')[k~](A~)[~] ... (A~)t~:,] = ~. cM, 

la qua le  potr~ pcrb s empre  ven i r  r idot ta  ad un  p o l i  n o  m i  o (non nccessar ia-  
men te  omogeneo)  nol le  A, col soppr imcre  tu t t i  i monomi  di g rade  k >  v, 
d ' aceordo  col [atto che c iascuno  di questi ,  come  e lemento  di ~ v ,  r i su l ta  ugua l e  
allo zero (n. 3). A s s u m e r e m o  al lora,  per  def inizione,  

[f(A)]{, t = ~. c[M]{~} ( i =  0, 1, ..., v - -  1), 

A ~ n ~ l i  di  Matematiem 6 
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il che vat quan to  dire  t h e  conven iamo che l 'operazione ['"]t~l s i a  d i s t r i b u t i v a  

r i s p e t t o  a l l a  s o m m a  e ta le  t h e  r i s u l t i  

[eMil ~1 -= ~[M]I ~1" 

Si noti t h e  ii secondo membro  del la  penu l t ima  equazione r i su l t a  in ogni 
caso un  p o l i n o m i o  o m o g e n e o  di grado i + l  nel le  A, r app re sen tan t e  
u n a  variet 'a pu ra  - -  di d imens ione  v -  i - - 1  - -  di V. 

Cib premesso,  s iamo in grado di s c r i v e r e  la fo rmula  rist~ondente a l la  
ques t ione  propostaci .  Cons ider iamo le funz ioni  s immet r i che  e lementa r i  del le  A : 

(5) V,  ---- Y. A I A  "~ ... A ~ (i --~ 1, 2, . . . ,  s), 

e denot iamo con f ( A )  la serie formale  di potenze nel le  A {a coeff ic ient i  in ter i  
non  negativi)  che si o t t iene  sv i luppando  in serie la funz ione  raz ionale  delle 
A da ta  dal  secondo membro  del la  

v ,  + 2 v ~ + . . . + s v ,  
(6) f ( a )  -~  l - -  V~ - -  2 V~ - -  ... - -  (s - -  1) V : "  

P roveremo che le variet(~ c o v a r i a n t i  del l '  i p e r s u p e r f i c i e  C s o m m a  del le  A : 

(7} C = A i + A ~ + .. .  + A s, 

p r e s e  con segno  o p p o r t u n o ,  s i  e s p r i m o n o  come s o m m e  d i  v a r l e t&  c o v a r i a n t i  d i  

p r o d o t t i  de l l e  A,  median te  la formula, 

(s) c~ = [f(A)]I,  l (i = 0, 1, 2, ...). 

A questo r i su l ta to  si pub dare  fo rma  pih  semplice  ed esplieita;  facendo 
in te rven i re  anche  a secondo membro  F ipersuper f ic ie  C. Si o t t iene  cosi, come 

vedremo,  la f o rmu la  : 

C-~ ---: E A ~ ,  + 2 ~ ( ) l*A ' ) , _ l  + ... + s ( A '  ... A " ) , _ , + ,  -1- 
(9) 

-t-  ~ (CA~A~),_.. + 2 Y, (CA~A'A'a),_a + ... + (s - -  1)(CA ~ ... A~) ,_s ,  

dove le somme a secondo membro  vanno  estese al le combinazioni  semplic i  
delle A a d  u n a  ad una,  a due a due,  ecc. 

Genera l izzeremo inol t re  la (8) nel  modo seguente .  Consider iamo un  qua- 
l unque  monomio  Q di grado h, del tipo (2), i cui  fa t tor i  possano anche  essere 
ipersuper f ic ie  d is t in te  dal le  A ,  e denot iamo con r un  in tero  non  negat ivo 
arbi t rar io .  P r o v e r e m o  a l lora  la f o r mu l a  

(10) (QC[~]), --- [Q f(A)[~]]i~, / ove i' = i + h + r - -  1 ; 

si noti  che q u e s m  inc lude  di rat io la (8) per  h : 0 ,  r--= i,  e si r iduee  (con 
al t re  notazioni) a l la  (4) per  r - - 0 .  
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26. Ci proponiamo anzitutto di stabilire i r isultati  precedentemente  enun- 
eiati, nel ease pifx semplice s - - 2 .  Attualmente la ( 7 j  si r iduce a 

(1) C = A' -~- A s, 

e la (9) d iventa :  

(2) C~ = ~ ,  + X~,÷ 2(A'A-'),_, -¢- (CA'A2)~_2 (i = O, 1, 2, ...), 

dove, naturalmente ,  i termini  con indice negative vanno posti ugual i  aIlo 
zero. La (2) b pertanto soddisfatta per i = 0, r iducendosi  allora alla (1). Baster~ 
dunque  provarla supponendo i 3> 0 ed ammettendo,  per  induzion% di aver 
gii~ dimostrato l 'eguaglianza 

All 'uopo non v'~ che da osservare come la (2} si ottenga moltiplicando fra 
lore a membro a membro le (1), (3}, tenendo presente che, in forza della (3J ,  
r isul ta  : 

A ' .  -~,_, ÷ A '  . (A 'A")~_,  ---- (A'A')~_,, A" . A '~_,  ~-  A ~" . (A*A ' ) , _ ,  = (A~A'-'I~_, , 

C((A'A~}~_, + (CA~A")~_s) = ( C A ' A " ) ~ _ , .  

In  secondo luogo, esienderemo la (2 )ne l  mode seguente. Consideriamo 
in V an  qualunque  numero h ~ 0 d' ipersuperficie  B ~, B "2, ..., B ~, e poniamo 

(4) e ---- ( B ' B "  ... B h ) g ,  

talchi~ Q sar~ una varieti~ di dimensione v -  h, da assumersi  coineidente con 
V per h-~--0. Proveremo che ~: 

(5) (CQ)~ = (A~Qh + (A ~ Q)~ + 2(A~A'- Q)~_, + (CA~A ~ Q)~_~, 

con In solita convenzione per i simboli ad indice negative. 
A tal fine, osserviamo ehe la (5) si r iduce alla (2) se k ~ 0  e che, per 

i ~ 0  ed h qualunque,  essa coincide con l 'equazione che si rica-~a dalla II) 
moltiplicandone i due membri  per Q. Potremo dunque  supporre h ~  1, i ~ 1 e 
procedere per  d o p p i a  induzione rispet~o ad h e d  i. PosSe per abbreviate 

P = (P~B ~ ... B ~ - %  -, B ~ = B ,  

talch~ la (4) pub anche scriversi nella forma 

(6) Q = B P ,  

basteri~ dunque  stabilire la (5) neWipotesi  di aver gi~ dimostrate le:  

(7) (CP)~ = ( A ~ P h  + (A~P)~ + 2 ( A ' A ' P h _ ,  + (CA~A'-'P)~_~, 

(8) (CQ,~_, ~ (A'Q)~_, + (A'~Q)~_, q- 2(A~A'~Qh_ ~ + (CA~A'~Q),_~. 
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Ora infatti, avuto r iguardo alle (6), (325), si ottiene la (5) col sommare a 
membro a membro le (7), (8) - -  r iunendo i termini che in esse appaiono 
scritti  in colonna - -  e moltiplicare quindi per  B ambo. i membri  del l ' equa.  
zione risultante.  

L a  (5) ~ cos i  d i m o s t r a t a .  Essa, in partieolare,  fornisce le:  

(CA'A'~)~_~ = (~I'(A~A~))~_ 2 + (A2(A'A='))~_. + 2 ( A ' A ) A ~ A 2 ) h _  ~ + (C(A~A"-)[~lh_4, 

( C ( A ~ A ~ )N) i -4  = {  A ~ ( A t A ~ )[~I)~ -4 + ( A ~( A ~ A ~- )[~4 )~-4 ~ 2 ( A ~ A ~ ( A ~ A ~ )N)~ - ~ + ( C( A t A ~ )[~] )~-~ , 

• , . ° , , , ° , . * • * * * , • * ° * ° , k • * , • ° ° ° , , , ° ° • • , • , . • , • • , ° , 

E si noti che, in virth della convenzi0ne r ichiamata  eoncernente  i termini ad 
indice negativo, la successione delle formule cosl ot tenute ehe non si r idueano 
a l l 'uguagl ianza  banale 0 : 0 risulta f i n i t a  Sommando queste formule e 
la (2) fra loro a membro a membro, e sopprimeudo i termini che vengono a 
comparire  due volte a destra ed a sinistra del segno di uguaglianza, si ottiene 
una relazione the,  con le notazioni del n. 25, pub essere scri t ta in modo 
compatto sotto la fo rma:  

(9) ~,  = [ A '  -Jr- A "~ + ' 2 A ' A  "~] 

1 - -  A ~ A  ~" j i l l "  

La frazione ehe qui f igura entro parentesi  quadre g cib ehe diventa la fun- 
zione f ( A ) ,  d efinita dalla ( 6 J ,  nel presence easo s - - 2 .  Per tanto  l a  (9) d i m o .  

s t r a  la  (8~) p e r  s = 2.  

27. Proveremo era come, in ogni caso, d a l l a  (8~J p o s s a  d e d u r s i  l a  (10.~): 
poichi~ (n. 26) la (8.,5) i~ gii~ stata stabil i ta per  s--~ 2, cosl anche la (10~) ne 
seguir/~ per  s ~--- 2. 

Scriviamo la f(A), come nel n. 25, sotto la forma:  

(1) f ( A )  == Y, c M ,  

dove c denoti un intero ed M sia un monomio di grado k helle A con coeffi- 
ciente unitario. Allora la (8.25) non (~ ehe un modo compatto per  esprimere la: 

(2) = y, 

Orbene, allo stesso modo come nel n. 26 abbiamo dedotto la (5.~) dalla (2.~6) 
[mediante doppia induzione rispetto agli interi i e h, e facendo uso della (3~)], 
cosi dalla (2) segue la 

(3) 

dove Q denoti  un qua lunque  monomio (4~8), di grado h. Poich~ il monomio 
Q M  ~ di grado h - ~ - k ,  cosi, a norma delle convenzioni fatte nel n. 25, r i su l t a  

( Q M ) , _ h + ,  - -  [ Q M ]  I ~, I' 
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dove, per  abbreviare,  si ~ posto 

i ' ~  i-~- h. 

Avuto r iguardo alia (1), si ha per tanto e h e l a  (3) equivale alla 

( q c ) ,  : [Q f (A)] i , , i ;  

sicchi~ ~ dimostrato ehe, ael l ' ipotesi  in cut r ---- 1 ed h sia qualunque,  la (10~5) 
r isul ta  di fatto una  conseguenza della (8~). 

Proveremo quanto asserito al principi0 di questo numero anehe per  r ~ 1, 
proeedendo per induzione rispetto ad r, e quindi ammettendo the  valga la 
formula fornita dalla (1085) col porvi r - -  1 in luogo di r. Elevando la serie 
formale di potenze (1) alla potenza ( r - - 1 ) - m a ,  si ottenga la 

f ' (A)  = ~ c'M',  

eve c' denoti an  intero ed M' sia un monomio di grado k' nolle A'  con 
eoefficiente uni tar io ;  sarh allora 

(4) f(A)[~t --- f (A)  . f ' (A)  = ~ ~ c d M M ' .  

Cib premesso, per  l 'ammessa induzione, tenuto conto della (42~) , e rilevato 
che ~ i -t-(h -~ 1 ) ÷  ( r - -  1 ) - -  1--- i ' ,  abbiamo : 

(Q. C[~]}{ : ( Q C .  C(r-1])i : [QC.  f '(A)]i, ,t  = 
(5) 

: ~ d[QM'C]I ~, ~ : E c'(QM'C)~,_(h+~,+I)+I. 

D'al t ro  canto, posto per  abbreviare  

i ~ - - i ' - - h - - k '  : i - - k '  + r -  1, 

in forza della (1) e della formula the  si deduce dalla (102~) ponendovi rispet- 
t ivamente 1, i , ,  QM'  i n  luogo di r, i, Q, formula  the  sussiste in virtfi del 
caso (r : 1) gih stabilito, r i su l ta :  

(QM'  . O),~ = [QM' . f(A)] I ,, t : E c[QMM']I ~, 1" 

Basta quindi sost i tuire nella (5), e r ieordare la (4), per  ot tenere la (10~5 }. 

28. Aveudo dianzi (net nn. 26, 27) dimostrato i r isultati  enuneiat i  nel 
n. 25 nell '  ipotesi c h e s i  abbia s -~ 2, non ci resta  che da stabilirli  per  s ~ 3. 
All 'uopo procederemo per induzione rispette ad s, ammettendo quei r isultat i  
(oltre che per  s ~-~ 2) nel caso ehe in essi si sosti tuisca s con s - -  1 ; e baster~ 
p ro r a t e  le (82~), (92~), poich~ gik sappiamo (n. 27) che la {1025 ) ~ conseguenza 
della (885 }. 

Consideriamo in V le s - -  1 ipersuperf ie ie  

(1) A ' - ~  A i + A'-, A 3, A ' , . . . ,  A ~, 
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aventi aneora per somma C, e denotiamo con V'.j ( j ~  1, 2,.. . ,  s - -  1) la lore 
funzione s immetr ica  e lementare  di grade j e con V /  O" ~ 1, 2, . . . ,  s - -  2) l'ana- 
loga funzione simmetriea delle 

(2) A ~, A ' ,  . . . ,  A ' .  

Allora, posto V *  - -  V, V*_I "~  O, r isul ta  manifes tamente  

(3) V'1 ----- A ' ~ * I  + V? (j = 1, 2, ..., s - -  1). 

In  virtfi del l 'ammessa induzione, possiamo applieare la (8~) alle s - - 1  iper- 
superfieie (1), il che fornisee 

(4) c '  = [ f ' (A') ] l ,  I (i - -  0,  1, 2, ...), 

dove f ' ( A ' )  sta per indicate  la serie formale di potenze delle {1)definita dalla 

V ' i + 2 V ' ~ +  + ( s - - 1 )  F' • " $ - - 1  

(5) f ' (A ' )  = 1 - -  V'~ - -  2 V'3 - -  ... - -  (s - -  2) V'$_," 

Pitt preeisamente,  posto 

(6) f ' ( A ' )  --- E d QA ' [% 

dove d, r sono interi  non negativi e Q designa un prodotto di potenze delle 
sole ipersuperficie (2), il cui grade denotiamo con h, la (4) non ~ ehe un mode 
eompatto di scrivere la :  

ossia, in [orza della (4~), la :  

(7) ~ = E d (QA'[~ lh_h_~+l .  

D'altro canto, avuto r iguardo alla prima delle (1), ed applicando la (10.J 
con s-----2, vediamo che 

(QA'[~])~-h-~+ 1 ----- [Q g(A)[~]]I ~ I, 

dove g(A)  sta per indieare la serie di potenze di A , A ~ definita da 

A '  + A "~ q -  2 A t A  " 
(8) g ( A )  --~ 1 - -  A ~ A  ~ 

Pertanto la (7), tenuto conto della (6), fornisce 

- -  Y. d[Q g(A)[']]l , I -'~ [E d Q  g(A)[~l]l,l ----- [ f ' (g(A))] l ,  I '  

ossia vale la (8), dove f ( A )  ~ la serie formale di potenze delle A definita dalla 

f ( A )  - -  f ' (g (A) ) .  
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Tut to  sta ora nel  ve r i f i ca re  che ques t ' u l t ima  coinc ide  con que l l a  da ta  da l la  ( 6 J ;  
cib si e f f e t tua  con faci l i  ealcol i  a lgebrici ,  poggiando  sul le  (5), (8) ed uti l izzando,  
o l t re  a l le  (3), le identiti~: 

Vj ---- V* + (A' + A 2) V7._1 + A~A ~ V~-2, 

val ide  o v v i a m e n t e  pe r  j --= 1, 2, ..., s (eve si a s s u m a  V*I = V* = 0). 
S tab i l i t a  cosl  in tu t t a  general i tA la (8.25), e qu ind i  pu re  la (10.~5) , non ei 

res ta  che da  d imos t r a re  la (9.J  (per s >  2). & tal  uopo,  cons ide r i amo  i 
p o l i n o m i  nel le  A:  

(9) v ( A ) =  V , - + - 2 V o _ + 3 V 3 + . . . + s V  , ,  +(A)---- V 2 + 2 V ~ + . . . + ( s - - I ) V ,  

(fra i qua l i  pas sa  la re laz ione  ~0(A)-  +{A)---- I z, -¢- V~-~-... + V,), e sc r iv iamo 
pifi e sp l i c i t amen te  il secondo di essi  sotto la fo rma  

(10) +(A) - -  E dQ, 

dove d ~ un  in tero  e Q deno ta  un  p rodot to  di po tenze  del le  A, il eui  grado 
ind ich iamo con h. Allora la  (6,5) forn isce  

q~(A) 
f (A)  - -  1 - -  +(A)'  

s icch~ r i su l ta  i d e n t i c a m e n t e :  

f (A)  = ¢~(A) + ~b(A)f(A). 

P e r t a n t o  da l la  (82~), avu to  r igua rdo  a l ia  (10) ed alle convenzioni  del  n. 25, 
deduc i amo  

--- [¢~(A)]I, I + [~p(A) f(A)]l, I --- [v(A)]I~ I + Ed[Q f(A)]l ,  I" 

Da qui,  poggiando  sul le  {102~), (425) ed app t icando  ancora  una  vol ta  la (10), 
t r a i amo : 

- -  [~o(A)]l, I = Y, .d(QC), -a = y' a[QC]I~ I ---- [(z dQ)C]I , I -~ 

-= [C+(A)]I, l" 
Risu l t a  d u n q u e  : 

C, --~ [¢p(A) + Ct~(A)]I, I ; 

e ques t ' equaz ione ,  tenuto  conto del le  (9), (42~), non ~ che un  modo compat to  
di sc r ivere  la  (9,5). 

29. In  re lazione ai r i su l ta t i  p r e e e d e n t e m e n t e  ot tenuti ,  f a remo ora un 'u l -  
ter iore  es tens ione  cd una  ver i f ica .  

Cons ider iamo anzi tu t to  su V un  q u a l u n q u e  n u m e r o  t ( ~  1) di ser ie  
d' i pe r supe r f i c i e  

Atl, At2, . . . ,  AZs~ ( l - - 1 ,  2, ..., t), 
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e poniamo 

V ~. __~ ~ AZtA z'2 ... A u $ 

G z = AZt + A z~ .% + A ~  

Vl + 2V~ + . . .  + s~V~,~ 
f~(A)  = 1 - -  g~ ~ 2 V~ - -  ... - -  (sz - -  1) VZ,~" 

( i  - -  1,  2 ,  . . . ,  s t ) ,  

f ( A )  ---- 

Allora, se Q ~ un  qua lunque  monomio (4~) di grado h ed r , ,  r ~ , . . . ,  r ,  deno- 
tano inter i  non negat ivi  arbitrari ,  r i su l t a :  

(I) {QCJ~11C "~Er~l .. Ctt~'l)~ - -  [Q f'(A)[ rl] f~(A)E~l. . ,  f t (A)t~tl]lel  , 

dove, per  abbreviare,  si ~ posto 

i ' ~ i + h + r ~  + r . 2 + . . . + r  t - 1 .  

Infa t t i  la {1) si r iduce alla (10~5 } per  t-~--1; e, per  t > 1, la si d imostra  
subito indu t t ivamen te  poggiando sulla  (10.~) medesima.  

Vediamo,  in  secondo luogo, come si possa verif icare d i re t t amente  la (8.~) 
nell '  ipotesi  sempl i f iea t r ice  ehe si abbia 

A t ----- A-" . . . . . .  A ~ ---- A, 

e quindi  

C - - s A .  

La (1~5} mostra  in tanto  ehe, se P - ~  A[ ~], r isul ta  

/~ __ (AI~]--), : (s + i - -1)A[~+,  ] 

In  part ieolare,  e d ' accordo  col n. 14, si ha quindi  Ai---~ A [~-~1, epper~anto:  

(2) Gi = (sA )[i+l] - - -  #+lAti+l]" 

Inol t re  la (4.J fornisce 

- -  ( i )A~,+,]: 
(Ar~1]I~ I = (A~)~_k+~ = k -  1 

che la ( 5 ~ ) a t t u a l m e n t e  fornisee V ~ = ( S ) A [ ' ] ,  siech~ Osserviamo poscia 
k - - /  

la (6.~5) d iven t a :  
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0 ra ,  a r g o m e n t a n d o  ad esempio  per  induz ione  r i spe t to  ad i, si s tabi l i scono 
a g e v o l m e n t e  le iden t i t~  

i = s ( s  - -  1 ) " - '  - -  s Y~ ( i - - j  - -  2)  s j=o i - - j - - 1  ( s - - 1 ) J  ( l ~ i ~ s ) ,  

dove la s o m m a  a secondo  m e m b r o  va soppressa  per  i :  1, 2 ;  in virtf i  di 
ques te ,  l ' u l t i m a  re laz ione  si r i duce  alla 

(3) f ( A )  -~ sA + s(s - -  1)A[ ~] + s ( s  - -  1)~A[ 3] ~-- s(s - -  1)3A [4] + . . . .  

Da qui  si t rae  che,  pe r  i ~ 0 ,  1, 2 . . . .  , r i s u l t a :  

[f{A)]li I --- s[A]i~l ~- s(s - -  1)[A["~]]{ ~1 -~- s (s - -  1)~[A['~]]I ~ I + ... 

--~s[1 + ( ~ ) ( s - - 1 ) q - ( i 2 ) ( s -  1 ) ' +  ...]AE~+I] _~_ 

---- s[1 + (s - -  1)]iA[i+ 1] --- si+lA[i+ll. 

Basra  qu ind i  c o n f ro n t a r e  con la (2), pe r  d e d u r n e  la ( 8 J .  

30. Ci p r o p o n i a m o  da  u l t imo  di d i m o s t r a r e  c h e :  
La successione covariante di un'ipersuperficie B, che sia differenza di due 

date ipersuperficie C, A di V, si calcola con la formula 

(1) B~ ~ [g(A, C)] I t l '  

nella quale g(A, C) de~wta la serie formale di potenze di A, C definita dalla 
funzione razionale 

C - - A  
(2t g(A, C)----- 1 + 2A -b AC" 

Poichb  C-~ A -~-B, r i su l ta  C~-----[f(A, B)]t~ 1 (n. 25), dove  

(3) f(A, B) ------ A + B -b 2AB 
1 - -  A B  

Scr i t t a  la (2) come serie di lootenze:  

(41 g(A, C) --= ~ cA[~IC[~], 

avu to  r i gua rdo  alle (425), (10~.~) r i su l t a  

[g(A, C)]I ~l ~--- ~ e[A[hlC[~t]!i}= ~ c(Afh]C[~J)~_h_~+t = 

: ~' c[Ath]f(A, B)[~]]I ~i : [g(A, f(A, B))]I , i .  

Ne consegue  la (1), osse rvando  che  le (2), (3) imp l i cano  la g(A, f(A, B ) ) =  B 
e che d ' a l t r o  canto,  ancora  per  la (4~), si ha  Bt~ t =.~ B~. 

Annal~ di Matemat iea  7 
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Pass iamo a clare f o r m a e s p 1 i e i t a al l 'equivalenza (1) dianzi stabilita. 
Anzitutto, avuto r iguardo alla (2), con facile calcolo si vede che nel secondo 
membro della (4} la somma va estesa a tutte le coppie di interi h, r non 
negativi  soddisfacenti  alla 

r < _ h + l ,  

esclusa la eoppia h : 0, r - - 0 ,  e che il coefficiente c vale 

h - - r - - 1  + 4  h ~ r - +  1 ' 

n o  oom ,na or o o 

b ~ 0, o se b D" a. Con tali precisaMoni circa la serie di potenze  {4), e posto 
per  abbreviare  : 

j - - - - i - - h - - r 4 -  1, 

daIla (1) - -  avuto r iguardo ai nn. 25, 17 - -  si r icava 

j y ~ -  ~ c(AthICt%-- 
~ h ~ l  

~_<~+~ z=0, 1 j - -  l A [ ~ l C [ i - z ] "  

L'espress ione  di /~  cosi ottenuta, r isul ta  una forma di grado i + 1, a 
coefficienti  numerici,  netle A, C. Essa potrebbe venir  raff ronta ta  con quella  
ehe si desume dalla B = C - - A  in base al n. 14, e eio~ con la :  

,+l (i-+- 1) 
B i - -  Z ( - -1)  z AI : ' ]C  [~-~+l ]  , 

Z=O [ 

deducendone delle identit£ che, per  brevit~t, omett iamo di scrivere esplicitamente.  

OAPITOLO TERZO 

ALCUNI  P R O B L E M I  D ' I N T E R S E Z I O N E  

§ I . -  E q u l v a l e n z a  f u n z i o n a l e  d i  u n a  v a r i e t / t  
n e l l ' l n t e r s e z i o n e  d l  d u e  o p i f~  ~ l t r e .  

31. Prese  in V tre variet'~ M, N, P, per  le quali  conserviamo le notazioni 
e le ipotesi del primo eapoverso del n. 9, ci proponiamo di determinare 
l 'equivalenza funzio~ale E di P nell 'intersezione di M ed 2~, ossia (n. 11) di 

esprimere la differenza 
(1) E =  (MU)v - ( M U ) ~  

operando oppor tunamente  - -  entro anelli di V ~ sulle variet/~ covarianti  

delle M, N, P. 
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A questo  scope, p r e m e t t i a m o  a l eune  cons ideraz ioni  sul la  sueeess ione  
po ~, di sostegno P, def iu i ta  ponendo  : 

(2) I P' I = ((I Pv I I Mv E)~I iVv l )N. 

Si vede anzitutto ch'essa dipende i n m o d o s i m m e t r i e o da M ed N, risultando 

(3) I P°  1 = (( 1 P v I N v  ~ )N 1 M v I )M 

in base  al n. 5, f). Inol t re ,  appl ieando alle P ~ M ~  V, p c - - N O  V il tee. 
r e m a  d e l l ' a p p a r t e n e n z a  nel la  fo rma  (4.s), le (2), (3) fo rn i seono :  

(4) I P ° t = ( I P M t  I ~ V } ) N - - - ( { P N }  IJ~vt)M.  

La d ipendenza  s immet r i ca  di I P° I  da M ed N r i su l ta  anehe  d i r e t t amen te  
dal la  fo rmula  
{5} i P° I = {l PM I I PNI t P v } ) P ,  
ehe ora d imos t re remo.  

A tal f ine  not iamo che, in virtfi  del la  (7s) , r i su l ta  

(( 1 P v  ~ I M y  I )~ t  P v  I )P = (( 1 /"v l  l P v l  )pI M y  I )~  = (P  I 2~v  I }~. 
Per tan to ,  avuto r iguardo  alla (4is) ed a l l ' u l t ima  proposizione del  n. 8, si o t t iene:  

( 1 P u I  I PNI I P v } ) P  --" ((t P v l  {~Iul )ul PN} I P v l ) e  = ((P I M v l  )MI PN}JP = 

-"(I  PN} { ~lv~ )g; 
e da qui, in base alia (4), segue la (5). 

0 s se rv i amo  poi che, in virtf i  delle (19) , (39) , l ' i n t e ro  

(6) t = p - -  q = p  + v - - m  - -  n 

r i su l ta  non negat ive .  Si r i sponde  a l lora  alla ques t ione  postaci  in pr inc ip le  
col s eguen te  

TEORE~[A. - L'equivalenza funzionale (i) di P nell'intersezione di M 
ed N in V si esprime con la 
(7) E = p o ,  

la successione { po ~ essendo quella dianzi definita e I essendo dato dalla (6) ('~). 
Avuto  r iguardo  al le (1)-(5), la  (7) pub scr ivers i  in modo pifi esplici to 

sotto una  q u a l u n q u e  delle f o r m e :  
t i 

( :~N)  v -  (1,~2¢)~ = ~ ~ ( (p . ,  j ~ v ,  ~ - j ) ~ v ,  ~-~)N - 
i =o  j = o  

t 
(8) : Y (PM, ~ZVv, t - dg  = 

i=0 
t t--i 

i=o j=o  

(i.2) I n  base  a r i su l t a t i  t h e  v e r r a n n o  s tab i l i t i  ne l  Cap. 7 °, si  p o t r e b b e  d i m o s t r a r e  t h e  
la  f o r m u l a  f o r n i t a  dal  p r e e e d e n t e  t e o r e m a  q u a n d o  in  pa r t i co l a r e  vi  si  faceia  p = m -  1 
(e q u i n d i  t ~ - v -  n - - 1 )  co inc ide  con la (7.02) in  TODD IS]. 
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e sotto quelle ehe si deducono dalle prime due con lo scambio di M ed AT. 
Rileviamo ehe, tenuto eonto dei nn. 6, 9 e della (6}, ciascuno dei membri 
delle (7), (8) ha l a  dimensione p - - t - - q ,  e si r iduce a P per t : 0 .  Cib 
intanto dimostra il suddetto teorema n e l l ' i p o t e s i  c h e  s i a  t ~ 0.  

0sservato che gli i n t e r i m  ed n sono inferiori a v e che nessuno di essi 
pub r isal tare  inferiore a p, proeederemo alla dimostrazione di quel teorema 
dist inguendo i q u  a t  t r o e as  i seguenti  : 

l ° :  p - - m ;  2°: n - - - v ~ l ,  p ~ m ;  

3°:  n ~ v - - 1 ,  p - . ~ m - - 1 ;  4°:  n < v ~ i ,  p ~ m - - 1 .  

82. Nel p r i m o  dei casi dianzi indicati  si ha P----M; cib implica (n. 9) 

e h e l a  varietk 
Q = (MtV)  

si r iduea allo zero e che (n. 18) la successione IPMt----I-MMI non sia altro 
c h e l a  M, 0, 0, .... Poichb la (681) ora fornisce t - - v - - n ,  cosi la relazione 

(82,) da stabilire diventa : 

In  virtfl del n. 23, l 'u l t ima re laz ione  equivale alla 

= 

e questa b certamente soddisfatta, in forza delle M ~ - - P ~  N (n. 5, a"). 
Nel s e c o n d o  dei quattro casi contemplat i  alla fine del u. 31, N b una 

ipersuperficie di V non eontenente M. Pertanto le due componenti £P e Q 
del l ' in ter ferenza  ( M N )  di M e AT hanno e n t r a m b e  la dimensione m - - 1 .  
Si ha quindi  p--~ q, ossia t--~ 0, ed il teorema da dimostrare sussiste in base 
al penult imo eapoverso del n. 31. 

33. •el t e r z o  caso, procederemo per induzione rispe~to al carat tere 
v - -  n relativo al prodotto simbolico (MN)~ (il quale r isul ta  ora ~ 1). Poichb, 
in base ai casi 1 ° e 2 ° trattati  nel numero precedente, il teorema del n. 31 
vale per il valore 1 di tale carattere,  eosi potremo ammettere che il teorema 
stesso sussista per prodotti simbolici aventi  il carat tere v - -  n - -  1. Prendiamo 
in V un ' ipersuperf ic ie  V' p a s s a n t e  g e n e r i c a m e n ' t e  p e r  N :  questa ta- 
glier'h la M lungo P e, ulteriormente,  lungo una variet~t M' di dimensione 
m' ~ m - -  1 --=p. ]~ chiaro che quest 'u l t ima passerh per Q, e segheri~ N (sem- 
plieemente) lungo Q e, ulteriormente, iungo una varieth P '  appartenente a P,  
luogo dei punti  comuni ad Ill', P. Poichb M' e P sono due ipersuperfieie di 
M prive di eomponenti comuni, cosl P' avrk la dimensione p' --~ m - -  2 - - p  --  t 

e risulter~ 
(1) P ' -  ( M ' P ) =  (~/'P)~, 

(3) P + M'  - -  ( ~ V ' ) =  (MV')v. 
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Iuo l t re  Q, non sol tanto  ~ la componente  regolare  dell ' int~ersezione di M, N 
in V res idua  a P, ma  ~ anche  1' in tersez ione  regoIare  di M',  .A T in V' r e s idua  
a U,  sicch~ : 
(3) (~N)~ = (~'N)~',.  

Poich~ per  q u e s t ' u l t i m o  prodot to  simbolico il sudde t to  ca ra t t e re  vale  
v ' - - n  = v - - n - - 1 ,  men t r e  la (6:~) ora  f o r u i s c e :  

t' = p '  4- v' - -  m' - -  n - -  t - -  1, 

cost per  l ' a m m e s s a  induzione  a v r e m o :  

t--1 
(4) (M'N)v ,  , e, ( 2 u i V )  v ,  ~, ' - - -  - -  ( P  M,, ~ . N v , ,  t - ~ - l ) N .  

i = 0  

In  virtfi del la  (1) e del t eorema del la  sezione (n. 19), si ha  inol t re  

P'M', ~ --- (PM, ~M' )M.  

Da qui, tenuto  conto del la  (2) e del n. 5, a), d i scende  
p t  , 

M ,  i - ~  (PM, i ( M V ' ) v ) M  - -  (PM, #P)M . ~  

= ( P ~ , ~ V ' ) v  - -  ( P ~ , ~ P ) ~ ;  

e poich~ (n. 14): P~t.~ = ( ~  1)~(P~*+1])~, ne consegue 

{5) P'~,, ~ = (PM, ~ V') v + P~, ~+1. 

Se si appl ica  a l la  te rna  N ~  V ' C  V il t eorema d e l l ' a p p a r t e n e n z a  nel la  
fo rma ( 5 J ,  si o t t iene  

t / v v l - =  ( 1 N v , / I  P 'v  I )v,. 

Avuto r iguardo  al n. 14 ed al n. 5, a), si ha  d u n q u e  : 

(6) Nv,  ~ = -Xv,, ~ + (Nv,, ~-~ V') v .  

Osservato the ,  in forza delle (63J , p ~ m - - 1 ,  a t t u a l m e n t e  r i su l ta  : 

v' - -  n ~ t, 

basra  appl icare  succes s ivamen te  il n. 5, a), la (2}, ed i nu.  5 a"), 23, per  de. 
d u r r e  la ca t ena  di uguag l i anze  

(M-~ ~) v = ( ( ~ V ' )  v N )  v ,  = (PlV~ v ,  + ( M ' N )  v ,  = 

-= (P(Nt~I)V,)N q-- (M 'N)v ,  = {PRv;  t)N-+- ( M ' N ) v , .  

S ommando  a membro  a membro  la (4) con la re lazione che da  qui  si o t t iene  
uguag l i ando  il pr imo e l 'u l t imo membro,  e qu ind i  appl icando le (3~, (5) ed il 
n. 5, c), si r i c ava :  

t--1 

t--1 t--1 

= (Pigv,, t)u + ~ (P~, ~(Nv,, ~--~--~')V)N + ~ (P~, ~+~Nv,, ~--~--,)N. 
i~O ~=0 
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l~ella pr ima delle due sommatorie scritte per ultime, ~ lecito far  andare 
l ' ind ice  i d a  0 a t~ essendo 2~v,_~ = 0 (n. 15); inoltre, poich~ P - - - P ~ , 0 ,  la 
somma dei r imanent i  termini  del t 'u l t ima riga, eve si assuma i -+- 1 come nuovo 
in(lice eli sommazione, diventa 

t 

i = o  

Faeendo infine di queIl 'ul t ima riga un 'unica  somma rispetto ad i var iante  da 
da 0 a t, ed applicando la (6), si ha subito la formula (8a~) che si voleva 
stabilire. 

34:. N e l l ' u l t i m o  dei quattro casi considerati  alia fine del n. 31, proce- 
deremo per induzione rispetto al carat tere  m - - p  del prodotto simbolico ( M N )  P 

(il quale, at tualmente,  r isulta ~ 1). Scelta in V, come dianzi, un ' ipersuper f ic ie  
V' passante per N, denotiamo con M' la variet~ pura  di dimensione m' - - - -m--  1, 
intersezione di M e V'.  Poichi~ dalle nostre ipotesi r isulta m ' ~  p, eosi era  M ' ,  

pur  passando (semplicemente) per P, non contiene pi/1 la P quale componente. 
Pertanto,  accanto alla 
(i) M' - -  ( ~tV' ) =  (MV')v, 

a t tuahnente  si ha  che ~ ( M ' ~ )  " P + Q, e quindi (n. 9): 

(MiV)f.  = 

Dalla (1) discende inoltre (n. 5, a)) l a :  

(3) (MN) v = (M'N) v,- 

Siccome il carat tere  suddetto nel caso del prodotto simbolico (M'N)~, vale 

m'-- p =  (m - - p ) - -  1, 

c o s t -  per l 'ammessa i n d u z i o n e -  ~ lecito applicare il teorema del n. 31 
al l 'equivalenza funzionale di P nel l ' in tersezione di M' ed N in V'. Pe r  tale 
intersezione, il earat tere  analogo a (631) ~ dato da 

t' = p +- v '  - -  m '  - -  n = -  t ,  

e si ha  quindi 
$ 

(4) ( M ' N ) v ,  - -  ( M ' N ) ~ ,  = Y. (PN, iT~'V ', t--i)~1,. 

lnf ine,  se si r a m m e n t a i l  teorema della se~ione nella forma ( 4 j ,  si vede ehe 

Mv,,t-~ = {Mr, t-~V) v. 

Sost i tuendo nella (4), ed usufruendo delle (1), (2), (3) e del n. 5, d'), si ottiene 
senz'altro il risultato t he  ci eravamo proposti di stabilire (n. 31), sotto la forma:  

( M . ~ ) v  - -  (M_~)~r : Y, (PN, iMv,  t-i)M. 
~ o  
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35. Genera l izzeremo era  il r i su l ta to  del  n. 31 r i fe rcndoci  a d s  ( ~  2) 
var ie t~ M l, M " , . . . ,  M "  di V, in te r secan t i s i  ( regolarmente  o no) l unge  u n a  
var ie tk  P ,  per  le qual i  adot t iamo le notazioni  e le ipotesi  del  n. 9. h ta l  uopo, 
cons ider iamo la success*one t P ° I  - -  di sostegno P - -  de f in i t a  d a l l a :  

( t )  ~1 

Mediante  cons ideraz ioni  ana loghe  a quel le  svelte nel  n. 31 per  la (2s,), si 
cons ta ta  l ' i n d i p e n d e n z a  di ques ta  success*one d a l l ' o r d i n e  in cui  vi f igurano  
le M, e si perv iene  di fat to a scr ivere  la (1) sotto la seguente  forma,  
s i m m e t r i c a  r ispet to  al le M :  

(2)  ~ P '  I = ( { P m  I .  I P u ,  } ... I P ~  1 • I 1 5 v  }E*-ll)v (~3). 

Des ignamo inol t re  con t l ' i n t e r o  non  nega t ive  

(3) t = p - -  q = p + (s  - 1 )v  - -  ( m '  + m '  + . . .  + m ' ) .  

Poss iamo a l lora  e n u n c i a t e  il  
TEO~MA. - L ' e q u i v a l e n z a  f u n z i o n a l e  E d i  P n e l l ' i n l e r s e z i o n e  del le  M ' ,  

M ~, ..., M" i n  V si  e s p r i m e  con la  

(4) E ----- ( M t M  ~ ... M ' ) v  - -  Q ----- P~, 

dove I P ° l e t son  da te  da l l e  (1)-(3), i l  che va l  q u a n t o  d i re  che r i s u l t a  : 

(M~M " ... M ' ) v  - -  ( M ' M '  . .  M ~ } ~ =  

t t f t 
= E E E ... Y' ( ... [(P v, *, v, ~--~,)M~Mv,,,--**]M~... I V , t -* , )M,= 

(5) ,1=o ~,=*, ~=,., *,=,~-1 

t $ t t 
= Y' ~ ~ ... ~: ( P ~ , * I P ~ , ,  ~-,~ ... P~, , , , - , , - , f in , ,+~-~ , . . . l?v ,  ~ , - , - , , - -~Pv , , -~ ,_ ,b , .  

*1=0/~=*1 *,=~ ~s-~=Q*--8 

Questo teorema si r iduce  a quel lo  del n, 31 per  s-----2. Po t r emo  qu ind i  
supporre  s ~ 3 ,  ed ammet t e r e  la  va l id i tk  del t eorema per  l ' i n t e r sez ione  di 
s - - 1  varietY. Ser iv iamo per  comoditA : 

16) M '  - -  V', M'~ ~ (M~ V')v (j ----- 1, 2, ..., s - -  1), 

ed osserviamo the ,  in virtfi  del n. 5, a') e del n. 10, b), r i s u l t a :  

( M t M "  ... M ' ) v  = ( M " M  ''~ ... M'~-~)v , ,  ( M ~ M  ~ ... M')~ = (M'~M ''  ... M " - ' ) ~ , .  

Da ques te  relazioni ,  so t t raendole  a membro  a membro,  si deduce  che 1' equi- 
va lenza  funz iona le  E cerca ta  uguag l i a  que l la  di P ne l l ' i n t e r sez ione  delIe 

(t~) L'oquivalenza fra la (1) e la (2) verr~ altrimenti eontrollata nel n. 7~. 



56 B. SBGaE: N u o v i  m e t o d i  e ri .~ultati  ne l la  geometr ia ,  etc.  

M " ,  M '~, ..., M '~-~ in V'. A norma de l l ' ammessa  induzione si ha quindi 

' 0  (7) E = Pt,, 

dove si definisca la successione I P '° } (di sostegno P) mediante la 
~ ' t  ~ ' 2  (8) I p ,0  } ~ (... [(I P v ,  } { i v ,  })~,1 I My, }]~ . . . . .  I 1171~7 l } IM . . . .  , 

ed inoltre, avuto r iguardo alle (3), (6), si assuma 

(9) t ' - - - - - p + ( s - 2 } v ' - - ( m "  + m '2 + . . .  -+ m '~- ' )  = t. 

D'al t ro  canto, in virtfi dei teoremi de l l ' appar tenenza  (n. 18) e della 
sezione (n. 19), r i su l ta :  

I P v , } = ( I P v }  { V ' v l ) v , = ( I P v }  I ~VIY~VI)M,, 
~ , j  

{ Mv ,  ! --~ ({ /llJv }. V')v = (l'~lJv }.  M~)v l j  ---- 1, 2, . . . ,  s - - l ) .  

Basra quindi  sosti tuire nella t8), applicare r ipetutamente  il n. 5, d'), e ricer- 
dare la simmetria della (1) rispetto atle M, per  dedurre  che 6: 

{p,0 1 = I P° }- 

Da qui segue subtle  la (4), in base alle (7), (9). 

§ II. - I n t e r s e z i o n i  r e s i d u e  e v a r i e t a  d ' a p p o g g i o .  

36. Se 6 nora una componente pura  P del l ' intersezione di due variet'~ 
M, N di V (la quale, come tale, possa avere dimensione p regolare od irre- 
golare), e nell ' ipotesi che M ed N passino in mode generico (e quindi  sempli- 
cemente) per  P ,  l ' interse~ione di M ed N consta di P - -  contata semplice- 
mente - -  e di una res idua varieti~ 

Q - - ( M N ) - - P ,  

di dimensione q regolare, la cut classe d 'equivalenza ~ stata designata (n. 9) con 

Q __-~ (M.N)~. 

Pe r  d e t e r m i n a r e -  in funzione delle sole M, N ,  P e lore varieth eovarianti  - -  
tale i n t e r s e z i o n e  r e s i d u a  Q, basta  r icorrere al teorema del n. 31, il che fornisce: 

Q = (MN)v - -  P~,  

dove t si esprime con la (6~i) e P :  ~ date da una  qua lunque  delle somme 
che compaiono nella (8a~). 

Pifi in generale, a norma dei nn. 9, 35, l ' i n t e r s e z i o n e  Q di date varieth 
M ~, M *, ..., M ~ di V r e s i d u a  ad una varieti~ nora P ad esse comune, nel- 
l ' ipotesi  c h e l a  dimensione q di Q sia regolare, mentre  P abbia  dimensione 
p ( ~  q )a rb i t ra r ia ,  vien de f in i t a  f u n z i o n a l m e n t e -  m e d i a n t e  le sole M,  P e 
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loro var ie t~  covar ianl i  - -  d a l l ' e q u i v a l e n z a  

Q ---- ( i ~ i  ~ ... M ' ) v  - -  P :  ; 

ora, in questa,  t si esprime con la (3~), e P :  ~ dato 
membro della (5~). 

dal secondo o terzo 

87. In  base al n. 12, le variet& P e Q dianzi eonsiderate  si appoggiano 
mutuamente  lungo una varieti~ pura  R, di dimensione q - - 1 ,  questa  varietk 
essendo generalmen~e non nulla  se q ~ 1. Dimostreremo al r iguardo il seguente 

TEORE)tA. - Se q ~ 1 (e q u i n d i  p ~ t + 1), la s u d d e t t a  var ie t~  d' appog- 

gio R si  e spr ime  in  f unz i one  delle M, P m e d i a n t e  l' equ iva lenza  

(1) R = POt+,, 

dove le notaz ioni  sono quelle r i c h i a m a t e  nel n. 36. 
Riferendoci al caso del l ' in tersezione di un qua lunque  numero s ( ~  2) 

di varietk hi',  iW, ..., hi* di V, e eio~ supposto 

( h i ~ h i ' . . . h i ' ) - - - ~ P + Q ,  

in base alia fine del n. 12 r i su l ta :  

(~) R = (Q v ' ) v - -  ( ~ ' h i '  ... h i '  v')~-,  

dove V' denota un ' ipersuper f ic ie  di V passante per  P ,  scelta ivi in modo 
arbitrario purch6 generieo. 

D 'a l t ro  canto, applicando due volte il r isultato finale del n. 36, abbiamo:  

(Q v ' ) v  = (~ 'hi~ ... z~" v ' ) v - -  

(3) t t t 

Y' ~ Y' ( [ . . . (Pv ,  "~ ~ 1 v "  - -  "'" /.x ~ V,  i2- -~l )M l "'" z u  V,  t--/.sJM~ } V 
/.1=0 ~=ix i~=is--1 

(M'hi "~ ... hi* V'} e -----(M'M' ... M" V ' ) v -  
(4) t+t  t+~ t-t4 ~+J 

- -  ~ ([---(Pv, ~,Mv,/.~-/.,)~,,...hi],-, ~,+ ,_ , , ]~ ,V'v ,  t-~,+,+dv,. 
~l--O i~=il h=~s--x i*+l----i~ 

Ora 6. (n. 14): 

I v ' t =  v',  (v't~)v , O, 0 , . . . ;  

sicch6 i termini non nulli della sommatoria the  f igura nella (4)sono soltanto 
quelli  t he  provengono dai valori t q- 1 e t dell ' indiee i~+,. In  forza della (1~1, 
la s o m m a  d e i  p r i m i  vale precisamente Pot+ , . Nel fare l a  s o m m a  
d e i  s e c o n d i  ( i ,+ , -~  t), si possono omettere i termini the  provengono dal 
valore t q - 1  del l ' indice  i~, in quanto in essi compare il fattore 

AnncJli  di Mate~Gt~oa 8 
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s imi lmente ,  essendo per  i t e rmin i  t h e  res tano  i s ~ t, bas ta  l imi ta rc i  a que t l i  
con is_ ~ ~ g, in quan to  nei r imanen t i  (i~_~-~-t + 1) c o m p a r e  il fa t tore  nul lo  
~Q~:Z~_~ ; e cosi via. L a  (4) equ iva le  d u n q u e  a l i a :  

(M~M ~ ... M" V ' ) ~ - -  (M~M '' ... M" V ' ) v - -  P ° t + , -  
( 5 )  t ' 

- -  . . .  • V ,  t - - i s J M ~ (  V'i2])V)V ' ; 
i~:O /~=il i s = i s - - ~  

e l ' u l t ima  sommato r i a  r i su l ta  ugua l e  a que l l a  t h e  compa re  ne l l a  (3), in f o r z a  
del  n. 5, a"). 

Si o t t iene  qu ind i  subi to  la fo rmula  (i) da  s tabi l i re ,  so t t raendo  a m e m b r o  
a m e m b r o  le (3), (5) ed app l i cando  la  (2). 

§ IlI .  - S u c c e s s i o n i  c o v a r i a n t i  d i  a l c u n e  d e l l e  v a r i e t a  

d i a n z l  c o n s i d e r a t e .  

38. Con le notazioni  del  pa r ag ra fo  p reeeden te ,  poss iamo p roporc i  di de- 
t e r m i n a r e  le var ie th  covar ian t i  del le  Q, R in funz ione  del le  M, P e loro 
variet~t covar iant i .  L a  ques t ione  p r e sen t a  notevol i  diff icol t~ a lgor i tmiche ,  e 
ci l imi te remo a t r a t t a r l a  in qua lche  caso par t ico la re .  

I1 caso pifi sempl ice  si ha  qnando  m a n c h i  la P, e quindi  r isul t i  

(1) Q - -  ( M ' M  ~ ... M ' ) v .  

Allora  m a n c a  la R, e le var ie t~  covar ian t i  Qv,~ son da te  da l la  (7~,) ( teorema 
del  prodotto) .  T e n u t o  anche  conto del  n. 5, a"'), si ha  cosl e h e l a  (1) imp l i ca  le : 

(2) I Q v l = ( t  i ~ v l  • I i e v l  I i ~ v l ) v = ( . . . [ ( Q l  M~vl)r~ • I M ~ l ] ~ . . . l  M ~ I ) ~ .  

39. P a s s i a m o  ora ad e samina re  il caso in cui P abbia d imens ione  regolare, 
e cio~ r isul t i  

t ~ p  - -  q - -  0,. 

e s ia  inol t re  q ~  1, Al lora  R ~ un ' ipersuper f ic ie  tan to  di P che di Q,. da ta  
da (n. 37): 

1 1 1 ~ 1 ~2 ~ s  R pO ~ E E (...[(Pv,~IMv, I~_~)M~ i~- v, 

Poich~ n e l F u l t i m a  somma  gli indici  i , ,  i. 2 - -  i , ,  i~ - -  i.2, ..., 1 - -  i~ sono numer i  
inter i  non negat iv i  avent i  pe r  somma 1, cosl  que l l a  somma  conterr '~ comples-  
s ivamen te  s + 1 termini ,  co r r i sponden t i  a valori  di quegl i  indici  tut t i  null i  
t r anne  uno u g u a l e  a l l 'un i t~ .  Tenu to  p re sen te  che ~ (nn. 6, 7}: 

Pv, o P, / ~ , 0 :  M z, /~z M z ( l :  1, 2, , s), --- V, I ~ ~ V, I "." 
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risulta pertanto 
1 

(1) R =  Pv ,  1 -  Z (PM~v.~)laz. 

La (1) permette di esprimere in funzione dells P, M, P , ,  M,, e con sole 
opera~ioni negti anelli  ~ p ,  ~M,  2iv, eiaseuna dells (REi])e, e quindi pure 
ciascuna dells Re, i tenuto conto the  ~ (n. 14): 

Rp,  i = ( - -  1)i(R[i+l])e (i --- 0, 1, 2, ...). 

Da qui si deducono subito le Rv. i, poichb (n. 18) dalle R ~ P C  V ssgue the  
I R v I  --- (I R e  I I P v I  )e, sicehb : 

R v ,  ~ = ~ ( - -  1)J((R[i+a])2Pv, t - j ) p .  
j=0 

Allo seopo di d e t e r m i n a r e  le Qv, i in funzione dells M, P e loro variet/~ 
covarianti,  fissiamo un qualunque intero k compreso fra  1 e q, e consideriamo 
in V k ipersuperf ieie  
(2) A ~, A", ..., A ~ 

p a s s a u t i  g e n e r i e a m e n ~ e  p e r  Q. La A ~ segheri~ P lungo la R e, ul- 
teriormente,  lungo una variet,~t P'~, di dimensions p -  1 ~---r, e si avrh:  

(3) P "  = ( P A ' ) v - -  R (i----- 1, 2, . . . ,  k). 

N e l l ' i p o t e s i  the  s i a  k ~ v - - q ,  il t he  non ~ limitativo per  k ( ~ q )  se si 
suppone v ~ 2 q ,  le A t s i  segano lun,~o una varieth, M, passante per  Q, di 
dimensione regolare v -  k. Risulta a l lora:  

(4) M ~ (A ~A 2 ... A~'}v , 

(5) ( i ~ i  ~ ... M a M  ) ~ Q + t t ,  

dove H denota la variet~ intersezions delle M ~, ..., M ~, M residua a Q; questa 
ha dimensions regolare : 

m ~ 4 - m  ~ + . .  + m  ~ - ~ - ( v - k ) - s v = q - k ,  

e soddisfa manifes tamente  (n. 9) al l 'equivalenza 

(6) H : ( M ' M  ~ ... MSM)Qv 

ed inoltre a l la :  

(7) H = (P'~P'~ ... P ' % .  

In  virtfi del n. 35, dalle (5), (6) si trae che ~: 

(M~M ~ ... M ~ M ) v  ~ H + 

k k k k ~ f l  ~2 
(8) -4- '~' Y' ... ~ Y' [ ( . . . [ (Qv,  t, V, i2--i,}M1Mv,&--i~]M~..*~lsV, i--i,)M,z~V,k--i]M. 

i~=O ~=~, is=is--, i=is 
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Ora 1~ (4) forn isce  senz ' a l t ro  (n. 17): 

(9) 2flv, k - , =  (M.  Vk-i(Al)v ( i = 0 ,  1, ..., k}, 

dove V1~_~(A) indica  la funz ione  s immet r i ca  e l e m e n t a r e  di grado k - - i  del le  
ipe r super f i c i e  (2) di V. D 'a l t ro  canto dal la  (7), poggiando sulle (3) e sul n. 5, a), 
si deduce  : 

k 

(10) H =  Y~ ( ~  1)qtRI~l}pVk_,(A))v. 

Se d u n q u e  sos t i tu iamo in (8) ad M, H, 2~rv, k-~ le espression'i  fo rn i te  dal le  (4), 
(10), (9), u t i l izzando il n. 5, c'), e poi r i duc i amo  i t e r m i n i  con tenen t i  a fa t to re  
V~(A), i qual i  compaiono  nei  due  m e m b r i  con ugua l i  coe f f i c i en t i :  

( i ~ M  "2 ... M ' ) v - - - -  P + Q, 

r i cav iamo u n ' u g u a g l i a n z a  del  t i po :  
k 

(11) Z ([',Vk-4(A))v = 0, 
i = l  

dove, per  abbreviare ,  abbiamo pos to :  
i i i 

... _~'ft ~ 2 ~s (12) Pi ( - -  1)qR[q)p+ E ~ ~ (*..[(Qv.h V, i2--il)M1Mv,~3--ijM .... l"l/lV, i--i,)M,. 

Se - -  nel le  cons ideraz ioni  p receden t i  - -  si a s sume (come ~ lecito)k-----1, 
la (11) si r iduce  a I'~----0; vogl iamo d imos t r a re  che b 

113) r ~ - - 0  per  i = 1, 2, ..., q. 

Ed  invero,  ammesso  di aver  s tabi l i ta  ta (13) pe r  i = 1, 2, . . . ,  k - - 1 ,  la si ha  
subito per  i--= k in forza del ia  (11). Le (13) sono cosl d imostra te .  Avuto ri- 
guardo  alle (12), esse espr imono  che b:  

(14) t Q ° t = ( . . . [ ( 1 Q v l t ~ 0 ~ t ) ~ t ; 0 ~ t ] ~  .... l i v  ~ t ) ~ ,  

dove I Q°I des igni  la success ione  di sostegno Q ~  R data  d a :  

(15) I Q° I = Q, R , -  (RN)~,, (R[3])p, - -  (RN)p, .... 

Appl icando r i p e t u t a m e n t e  la seconda  proposizione del  n. 8, dal la  (14) si 

t rae  la 
(16t I Qvt = (...[( t Q° II i ~ l ) ~ ' "  I i ~ l  ]~  .... I i ~ l ) ~ , .  

Se cons ide r i amo la success ione  I P°I  di sostegno P fo rmata  dal le  

(t7) = ( -  

e de f in iamo N as sumendo  

(18) N .= P + O ~- ( M~M~ ... M' )v ,  

in base  a l la  (15) - -  con ovvia notazione - -  r i su l ta  

I Q° I = ~ I P °  I + . N .  

( / = 0 ,  1, 2, . . . ) ,  
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Sostituendo quest 'espressione di I Q ~ I nella (16), e r ieordando le (17), (18), 
(23s) , vediamo che, 

Nelle ipotesi ammesse, le variet~ Qv, ~ vercate sono fornite dalla 

I Q v I = I I V v I - - { . . . [ ( I P ° I I M ~ I ) M 1  . I M ~ I ] M ~ . . . t  M~I)M,,  

e cio~ si esprimono (per i - - O ,  1, 2, ... ) con le equivalenze:  

~}1 s 

i i i 

/1=0 i2=~1 i~=is--~ 

Cosi ad esempio, p e r i = 1, la pr ima somma - -  avuto r iguardo al n. 38 - -  
diventa 

Nv, l =  ~' (NM~, , )~ , ;  

e la seconda somma si spezza helle due somme parziali dei termini  prove- 
nienti  dai valori 0 ed 1 del l ' indiee  i~, le quali r ispet t ivamente valgono 

Tenure conto delle (1), (18) e del n. 5, c'), abbiamo d u n q u e :  
S 8 

Qv. 1 = Z ( i  ~ ... M~-l i~v,  1 i z + l . . . i ~ ) v +  Pv .  1 - - 2  ~ (PM~v, 1)M~. 
l ~ l  /=1 

A questa stessa equivalenza si sarebbe anehe potuto giungere pifi rapidamente,  
sottraendo a membro a membro dalla (1) la relazione ehe da essa si deduce con 
la sosfituzione leoita delle P, Pv,  i con le Q, Qv, i, e poi usufruendo della {18}. 

0sserviamo da ultimo ohe, avendo dianzi determinate  le suooessioni co- 
v a r i a n t i l R v }  e { Qv 1, se ne pub t rarre  la {RQI ,  espressa con la 

(19) { Rq  I = ( i R v  f • I Qv t )~, 

la quale subito segue da R ~  Q ~  V in base al teorema del l 'appar tenonza 
(n. 18). Aneora pitt semplieemente si ha ehe, poieh~ R i~ un ' ipersuperf io ie  
di Q, in virt/k del n. 14 r isulta 

(20) R q . , =  (--  1)~ (R['+~])q (i -----0, 1, 2, ... ); 

e questa fornisce le Rq,~ quando si tenga eonto delia (1). Si neff perb ehe 
tanto la (19) ehe le (20) fanno intervenire  delle operazioni sopra la variet~ Q, 
la quale n o n  ~ s t a t a  d i r e t t a m e n t e  a s s e g n a t a .  Nel numero succes- 
sive de termineremo { RQ} sotto ipotesi pitt generali,  in funzione unicamente  
delle M, P e lore variet'~ covarianti, in mode da dover effe t tuare  su queste 
soltanto operazioni entre  gli anelli  ~ ,  ~ p ,  ~ v .  
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40. R i fe rendoc i  aneo ra  a l l e  s ( ~ 2 )  var ie th  M ~, M z,. . . ,  M ~ s i tua te  in V 
come nei  nn. 9, 35, pass i amo  a cons ide ra re  il c a s e  g e n e r a l e  in cui  il 
n u m e r o  t da te  dal la  (3a~}sia u n  in tero  (non negat ive)  quals ias i .  P r o v e r e m o  t h e  : 

P e r  ogn i  k s o d d i s f a c e n t e  a l le  0 ~ k ~ v - -  p - -  1 va le  l'  e q u i v a l e n z a :  

(1} RQ, l~ = Pt°+~+ , , 

dove t ~ l ' i n t e r o  s u d d e t t o  e I P ° I  d e n o t a  la  sueeess ione  d i  sos legno P d e f i n i t a  

d a l l a  (135). 
Osse rv iamo anzi tu t to  che i due  m e m b r i  del la  (1) hanno  la s t e s s a  d i -  

m e n s i o n e  
- - k = p - - ( t  + k + l), 

in forza del la  (335) e del la  r = q - -  1 (n. 12). Bas te r~  qu ind i  s tabi l i re  la (1) per  
i valori  di k in co r r i spondenza  ai qua l i  tale  d imens ione  r iesce  r:on negat iva,  
e cio~ per  k ~ r. Inol t re ,  poich~ (n. 6) RQ, o = - R ,  cosi la (1) suss is te  per  k = 0 
in conseguenza  del  n. 37. Po t r emo  quindi ,  suppos to  1 ~ k ~ r ,  k ~ v - - p  --  1, 
d imos t ra re  la (1) a m m e t t e n d o  per  induz ione  che va lgano  le 

(2) RQ, o = po +~, RQ, 1 -~  P ° t + , ,  ... , RQ, ~_,  = P° t+ ,  • 

E r i l ev iamo che anehe  era  suss i s tono  le (20~), g ius ta  quan to  si ~ det to  al la  
f ine del  n. 39. 

Sceg l i amo in V gene r i camen te  k + 1 ipe r supe r f l c i e  

(3 )  

p a s s a n t i  p e r  P. Poich~ 
men te  lunge  nna  va r ie th  
(4) 

A ~, A ~, . . . ,  A ~+~ 

v - - k -  l ~ p ,  cosi le (3) s ' i n t e r s e c a n o  regolar-  

M = ( A ' A L . .  A * + i ) v  

(di d imens ione  v - - k - - 1 ) ,  pa s san t e  s e m p l i c e m e n t e  per  P. Inol t re ,  c i a scuna  
del le  (3) incon t ra  Q seeondo  R e, u l t e r io rmente ,  l unge  u n a  variet '~ di dimen- 
s ione q - - l - ~ - r :  
(5) Q'~ = (QA~)v - R (i -=- 1, 2, . . . ,  k -J- 1). 

L e  (5) sono k + 1 ipe r supe r f i c i e  di Q, la cui  in te rsez ione  

(6) Q, _ .  (Q, IQ,~ ... Q,~+I)Q 

u n a  variet '~ p u r a  di d imens ione  q ' = q - - k - - l = - r ' - - k ~ 0 ;  ed ~ chiaro 
che ques t a  non b al t ro  t h e  l ' i n t e r sez ione  del le  s -J- 1 var ie th  M l, M ~, . . . .  M ~, M 
r e s i d u a  a P. R e l a t i v a m e n t e  ad essa, il n u m e r o  t' ana logo a (335) va le  

(7} t ' = p - - q ' = p - - q + k  + l - - ' t  + k +  l ;  

onde, app l i cando  il t eo rema  del  n. 35, o t t e n i a m o :  

(8) t, ~, t, ~, 
. . . .  M V, ~--~IM: . . . . .  ~ v ,  ~ - 0 ~ , i ~ v ,  ~-~.]~.  i~v, t,--~]M • 
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Si ricordi ora the,  in virt~:l della (4), r isul ta  (n. 17): 

(9) ~lv, , - "  (M . V,(A))v (i " -  O, 1, 2, ... ), 

dove Vo : V e V~IA) per j ~  l ,  2 , . . . ,  k 4 - 1  denota la funzione s immetr ica  
e lementare  di grade j delle (3), mentre  ~ V~ ~ 0 per j ~ k -t- 1. Avuto r iguardo 
alla (7), si ha quindi ehe ciaseuno dei termini  provenienti  dal secondo membro 
della (8) per i ~--0, 1, ..., t -  1 vale zero, sieeh8 nella (8) basta far assumere  
ad / i valori i n t e r i  da t a t' ~ t--I-k-~-1 (corrispondente ai quali  t ' - - i  de- 
eresee da k--~ 1 allo zero). Poieh~ gli indiei nella somma mult ipla t he  com- 
pare in (8) soddisfano alle 

i~ ~ i~ ~ i ,  ~_ ... ~ go ~ i, 

cosi, fissato in quella l ' indice  i uguale ad uno dei suddetti  valori, oecorre 
l imitare super iormente  a tale valore la variabilith degli altri indici. Pertanto,  
tennto eonto delle (4), (9}, del n. 5, c') e della (18~), posto i - - t - ~ - j ,  la {8) pub 
seriversi  nella fo rma:  

k-l-1 
(10) (MiM ~ ... M ' .  V , + , ( A ) ) v - -  Q~ : ~. (P°t+~ Va_~+t(A))v. 

Esprimiamo da ultimo nella (6) le Q'* mediante  le (5). Avuto r iguardo 
alle (4), (20~9) e rammentando ehe ~ R ~  Q, otteniamo cost:  

k-~-I 
(11) Q' -~ {O. Vk+,(A))v-- E (RQ, j_I Vk_j+I(A)), .  

Basra allora sostituire quest 'espressione di Q' netla (10), ed usufrui re  delte (4), 
(2}, per dedurre  la (1). 

Poichb R ~  Q ~  V, e tenuto conto del teorema del l ' appar tenenza  (n. 18), 
note cosi le RQ, k se ne possono subito derivare le Rv,  k, non appena si eono- 
scano le Qv,~. 

0SSERVAZIONE. - I1 procedimento che test~ ei ha condotti a stabilire la (1), 
pub venir  semplificato col sostituire al teorema del n. 37 ed al metodo d' in- 
duzione completa an  principio  d ' ident i t~  f ra  po l inomi  in  ~ y ,  nel modo 
seguente. All 'uopo si osservi che l 'e l iminazione di Q' fra le (10), (11) 
fornisce un 'uguag l i anza  esprimente l ' i d e n t i t ~  f r a  d u e  p o l i n o m i ,  di 
grado k-+-1 helle A. Tenuto conto della lat i tudine con cui possono venir  
seelte le A (che sono ipersuperfieie a r b i t r a r i e  di V passanti  per P), se 
ne pub t rarre  l 'uguagl ianza  fra i coefficienti  dei monomi simili nelle A, ci6 
ehe appunto porge la (1), assieme alle (2) ed alla (1:~7). La (1), p"recisamente, 
si ottiene uguagliando fra loro i termini  di quei polinomi indipendenti  
dalte A, ed ~ quindi cib ehe diventa l ' ident i t~ suddetta  quando vi si assuma 
eiascuna delle A vir tualmente  nulla. 

Un~analoga osservazione potrebbe altresl farsi relat ivamente agli sviluppi 
dei nn. 14, 15, 19, 39. 
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41. I1 problema di determinate le Qv, ~ in funzione soltanto delle M,/V, P 
e loro varietk covarianti,  al quale dianzi ci siamo rieondotti,  presenta  serie 
difficolt~ nel caso generale. Esso ~ gi~t stato da not risolto nel l ' ipotesi  che sia 
P : 0  (n. 38) oppure t : 0  (n 39), ed ora lo r isolveremo nel caso in cut Q 
sia intersezione regolare di due date variet~ M, • di V residua ad una varlet& 
nora P a d  esse comune, supponendo : 

(1) m qualunque  ( 3 ~ m  ~ v w  1), n = v - - 2 ,  p = q +  1, 

e quindi : 

(2) q : m + n - - v : m - - 2 ,  p - - m - - l ,  t : p - - q - - ~ - ] .  

A tal uopo, scegliamo in V una generica  ipersaperf ic ie  A p a s s a n t e  
p e r  N ;  ques ta  segherh la M seeondo P e, ul teriormente,  lungo una  variet~ 
pura, K, di dimensione 
(3) k : m - -  1 : p .  
Posto per  abbrevia te  
(4) P '  = (AM) v, 

le P,  K, P '  saranno ire ipersuperf ie ie  di M, ivi legate da l l ' equivalenza  

(5) K = P '  - -  P (su M). 

La K suddet ta  e la N sono manifes tamente  due varieti~ di V aventi  a 
comune la Q, lungo cut esse si interseeano regolarmente,  essendo in virtfi 
delle (1)-(3) : 

q : k + n - - ( v - - 1 ) .  

L' intersezione res idua delle K, N entro A b una variet~ pura  di dimensione q. 
che denoteremo con H, la quale coincide con la varieth comune alle iper- 
superf icie  P e K di M. Risul ta  pertanto 

(6 t H - -  ( P K ) ~ ,  
ed inoltre 
(7) Q = H ' - -  H, 

dove, per  abbreviare,  abbiamo posto 

(8) H ' =  (KN)~ 

Poich~ Q ~ K ~  M, in for,~a del teorema del i ' appar tenenza  {n. 18) si ha : 

i 
(9) Q ~ , ~ =  E {Qg, IK~.~-I)K. 

j=0 

Inoltre, in virtfi del n. 14 valgono le 

Qa~, i = (--  1)i(Q[i 411) K, K~,  ~_j = ( ~  1)~-i(K~-J+ll)~. 

Sosti tuendo nella (9), ed usufruendo del n. 5, c'), ot teniamo: 
i 

(10) Q~, ~ - -  (-- 1) ~ E ((Q[J+ll)K(K[~-J])~)~. 
~-o 
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Appl i eando  il t eo r ema  de l l ' appa r t enenza  alle var ie t~  IV, A,  V (di r i spet f ive  
d imens ion i  v - -  2, v ~ 1, v), abb iamo  : 

I N A I ~ ( { / ~ v I  • {AvI)A.  

In01tre, omet tendo  qui  e nel  segui to  l ' i nd i ee  V in basso  per  le mol t ipl ieazioni  
da e f fe t tuars i  in ~ v ,  aneora  in base  al n. 14 r i su l ta  

NA, ~ = ( - -  1)Z(N~-I])A, I A v t  ---- A, A[ ~l, 0, 0, .. . .  

Si ha  qu ind i  

(11) ( - -  1)~(1V[t+I])A = NA, z = Nv,  ~ + 1%77, z-IA. 

Not iamo poi che, in virtfi  del la  (6), e t enu to  conto del la  K ~  M e del  n. 5, a') 
e del la  (5), r i s u l t a :  

(H[j+q)K = (Kp[j+al)a~ : (p,p[j+l])~ ~ (p[j+~])~ ; 

bas ta  d u n q u e  va le rs i  del la  (4) e del  n. 5, a), pe r  vede re  che ~:  

(12) (HtJ+q)~: - -  (PtJ+ll)M A - -  (pfJ+21)~. 

Se b ~ 0, c > 0 denotano  due  interi  quals ians i ,  avu to  r iguardo  al la  (6), al la  
H ' ~  K, ed al n. 5, a), si pe rv i ene  a l l a :  

(13) (H[b]H,[~lh: = (p[b] (H,[o])K)M. 

D'al t ro  canto,  t enendo  conto del le  (8), (5) ed u s u f r u e n d o  del  n. 5, a'}, si r i e ava :  

(H' t¢])~; _____ (KN[eJ)A __-- (p'iV[~])A --(pN[~])a. 

E siecome,  in forza  del le  (4), (11) e de] n. 5, a)~ si h a :  

(P'NI~])A ----- M(Nt~I)A = (-- 1)~-:M(Nv, ~-1 + Nv, ~_~A), 

(PNt~])A = (P(N[¢+I]).4)N = ( - -  1)~(PNv, ¢)N + ( - -  1)~(PNv, ,-a)NA, 

cosl r i su l t a :  

(14) ( - -  1)~-I(H't~I)K-----MNv, ~-1 + MNv, ~_2A + (PNv, c)N " - t - (PNv ,  c--1)N A .  

0 s s e r v i a m o  inf ine  che, in virtfl  del la  (7), si ha  

( - -  1)J(QtJ+q)K = ( - -  1)~-1(Hti-c+11H'E¢])K; 
V~0 

e da qui,  in base  al le  (12), (13), (14), si d e d u c e :  

j+t 
( - -  1)J(Q[i+q)K ---- E (P[J- "+q)M(N7, .--t -I-- Nv, ~_2A) -t- 

e = l  

j + l  i + 1  
+ E ((PN m eJNPff--c+I])M 4 -  ~ ((PNv, e-1)NPff-c+UIM A -~  

~=1 o = l  

-I- (Pff+2])M - -  (PtJ+tl)MA. 

Annali di Motentatica 9 
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Inoltre  dalla (5), avuto r iguardo alla (4), si t rae 

= (-- T J)(P'%A['-'-". 

Basra quindi sostituire i valori eosl ottenuti per (QU+I])K e (K[~--J]}M nella (10), 
per dedurre  un'espressione d e l  t ip  o v o l u  t o per la QM, ~. Tale espressione 
r isul ta  indipendente  da A, in conformit/t con l 'osservazione finale del n. 40;  
fatte le debite riduzioni, e scritto c -t- i in luogo di c, si perviene alia formula  : 

(~5) 
QM, ~ = (i -t- 1)(P[~+2])M -H 

+ ~ (i - -  c + 1)[(pE~-olbNv. o)v + ((PAT..-. o+lbP[~-°~).]. 
C~t) 

la quale r imane cosl stabilita per i - - O ,  1, 2, . . . .  
Possiamo agevolmente eontrollare la (15) nel caso pifi semplice i - "  0, in 

eui essa si r iduee alla 

(16) Q ----- (P[2])M -i- (MN) z d- (PNv, I)N, 

mostrando come questa a t tualmente  non differisca dalla formula 

(17) Q =  ( M N ) v - -  pp.,1 - -  (P~Iw, I )M--  (P'~v, 1)N 

fornita dai nn. 35, 36. Si ha inianto (n. 7}: 

~Tr, i = -- Nv, i ; 

inoltre, in virtfi del n. 14, ed applieando alle P ~ M ~  V il teorema del 
l ' appar tenenza  nolla forma (4~s), otteniamo 

(P[~])M = - -  PM, 1 = - -  Pv,  l - -  (P.~fv, 1)M ; 

sicch~ la (16) equivale effet t ivamente alla (17). 
La questione p~opostaci al principio del presente numero si risolve 

ormai in modo immediato. In  virtfi della Q ~ M ~  V, si ha infatti  (n. 18): 

i 

1=o 

e basra esprimere qui le QM, j median t e l e  (15), per ot tenere l e  Qv.~ d e t e r -  
m i n a t e  n e l  m o d o  v o l u t o .  
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CAPITOLO QUARTO 

ESTENSIObTI A V A R I E T ~  SISTGOLARI 

§ I. - I n t e r s e z i o n e  d l  d u e  o p l i~  l p e r s u p e r f l c i e ,  
r e s l d u a  a d  u n a  l o r o  v a r i e t a  m u l t i p l a .  

4~. Pe r  ragioni di semplicitl L l e  sottovarieth di V considerate f inora sono 
tut te  state supposte (virtualmente) prive di punti  multipli.  Ci si pub doman- 
dare in qual mode occorra modificare gli sviluppi precedenti qualora si lasci 
cadere quest'ipotesi. Una risposta esaur iente  a tale domauda esigerebbe un 
ample complesso di rieerche, i l  cui compimento ei farebbe uscire dai confini 
segnati  al presente lavoro. Ci l imiteremo percib a trat tare qualche problema 
part icolare in cui intervengono variet~t singolari, il che baster~ per  mostrare 
quali  accorgimenti  tecnici convenga usare per  affrontare simili questioni  
nel nuovo indirizzo. 

Premet t iamo un 'u t i l e  e o n v e n z i o n e  a l g o r i t m i c a .  F issa ta  una va- 
riet~ P non singolare di V, sappiamo (n. 13) come su essa si definisca la 
varieth covariante d ' immers ione  Pv, i, di dimensione p - - i  (i ~ 0, 1, 2, ...). 
Ebbene,  in conformith con gli sviluppi del n. 16', ~ utile talvolta considerare 
ques ta  P r ,  ~ come una potenza simbolica di P in V, di esponente 

(1) j - ~ - v - - p + i ;  

pi;u precisamente,  assumeremo per  definizione 

(2) [P]~---- Pv ,  ,, 

per  tutte le coppie di interi i, j soddisfacenti  alla (1). E poich/~ i soli valori 
del l ' indice  i per  cui Ia Pv,  ~ non sia ident icamente nulla  sono quelli soddi- 
sfacenti  alle limitazioui 0 ~ _ i ~ p ,  cosi risulter/~ : 

(3) [P]~ ---~ 0 tanto se j ~ v - -  p quanto se j > v. 

Riferiamoci era  ad un p o t i n o m i o  s i m b o l i c o  in P,  in cui i coeffi. 
cienti siano varieth MJ (virtuali) arbi trarie  di V: 

f(P)---- E MJP [j] . 
1=0 

(4) 

Porremo per definizione 
~t  

(5) [f(P)]v---- f([P]v) --= E MJ[P]Sv, 
j=O 

ossia in virtfl delle (1), (2), (3), [f(Pj]v----O se n ~ v - - p ,  ed al tr imenti  
$¢ 

[f(P)]v= 
i =v--p 
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quindi  chiaro che, se i coefficienti  MJ di f(P) sono varieti~ pure  di dimen- 
sione r +-j (con r ccstante), la [f(P)]v r isulta una varie[~ p u r a  di  d imensione  r. 

Come conseguenza immediata  della preeedente definizione, si ha che 
l' operazione [...]v e dis t r ibut iva  rispetto al la  somma,  e cio~ risulta 

If(P) + g(P)] v = [f(P)] v + [g(P)] v- 

Inoltre, con le convenzioni test~ introdotte, la formula fondamentale  (4~), 
che (nel n. 13) ci ha permesso di d e f i n i r e  le Variet'~ Pv,~, si r iduce slm- 
bol icamente  alla 

(A~A ~ ... A~)~ - (A~A ' ... A~)~ = (6) 
= [(A ~ + P)(A ~ + P} ... (A" + P)] v;  

qui, naturalmente,  b inteso the  il secondo membro abbia a calcolarsi scrivendo 
anzitutto l ' espress ione  entro parentesi  quadre  come un polinomio in P della 
forma (4), e poi applicando la (5). 

43. Sieno M ~, M", ..., M '~" s ( ~  2) variet/~ di V Passanti  con date moltepli- 
citi~ k~, k.~,..., k8 per una variet/~ i rr iducibi le  e non singolare P. Supporremo 
(come nel n. 9) che le dimensioni  della variet~ ]1, P, V soddisfino alle 

(1) p ~ m  ~ + m  ~ + . . . + m  r - ( s - 1 ) v ~ 0 ;  

ammet teremo inoltre the  le 21/~ contengano P con le assegnate m o l  t e p l i -  
c i t ~  ki ( ~ 1 ) ,  senza presentare  lungo P ulteriori  particolarith.  Atlora le 
M ~, M S, ..., M ~' si segano secondo la P (contata un certo numero di volte) ed 
inoltre lungo una variet~ pura, Q, di d imensione 

q - - - ~ m ' + m  ~ + . . . - q - m  8 -  ( s - -1 )v .  

Con argomentazioni  eonsimili  a quelle  impiegate per dimostrare  il teorema 
del n. 10, e d  anche usufraendo con ovvie varianti  del n. 16' e di cib che 
s'/~ detto in nota nel n. 12, si prova che 

Se le suddette variet~ M~ M ~,...~ M ~, P var iano  su  V entro a s is temi  
d 'equiva lenza ,  i n  modo the le M ~ con t inu ino  a passare  generieamente  per  P 
con le moltepliei t~ k~ , anehe l' intersezione Q delle M res idua  a P var ia  entro ad  

u n  s i s tema d'  equivalenza.  
Quest 'u l t imo sistema d 'equivalenza  verr~ denotato con 

(2) Q - -  \k ,  k~ ... k~ Iv"  

]~ chiaro allora (n. l i) che l ' equ iva lenza  fun~ionale  E di P nel l ' in tersezione 
delle M ~, M ~, . . . , M  ~, quando queste abbiano a contenere gener icamente  P con 
le molteplieit/~ assegnate k~, k.2,..., k~, si esprime mediante  la 
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44. R i sponderemo al la  ques t ione  di d e t e r m i n a r e  la variet~ di cui  /~ det to 
nel  t i tolo del p resen te  paragrafo ,  d imos t r ando  c h e :  

L ' e q u i v a l e n z a  f u n z i o n a l e  E d i u n a  var ie t~  P nell 'inlersezion~e d i  s ( ~  v - - p )  
ipersuper f ie ie  A ~, A "~, . . . ,  A ~ d i  V, q u a n d o  ques te  s i a n o  soggette a contenere  
g e n e r i c a m e n t e  P con da te  mol tepl ic i t& k t ,  k.~, . . . ,  k~, va l e :  

(1) E = [{A ~ + k~P)(A ~ .-t- k.~P)... ~A ~ + k~P)]v.  

I1 seeondo membro  di q u e s t ' e q u a z i o n e  va calcola to  in base al le eonven- 
zioni del  n. 42, eel i~ per tan to  u n a  var ie t~ p u r a  di d imens ione  v - - s  appar te-  
nen te  a P, ivi de f in i t a  (a meno di un 'equiva lenza)  non appena  --  ol t re  al le A - -  
si conoseano le varieti~ eovar ian t i  Pv,~;  e si noti  che l ' a m m e s s a  l imi taz ione  
s ~ v - - p  non  g c h e l a  fo rma a t tua le  del la  (1~.~1. Nel  caso par t ico lare  di pas- 
.~a~gi¢ ~,= tut t i  s e m p l i c i ,  e cio~ se k ~ = k ~ - -  - - k s = l ,  la (1) si r iduee  
m a n i f e s t a m e n t e  a l la  (64,,), ed ~ qu indi  va l ida  per  def in iz ione  delle Pv, ~. 

A l l ' uopo  di s tabi l i re  la (1) negl i  a l t r i  casi, 
a s sumere  
(2) A ~ = B "  + B '~ + ... + 

dove le B sono ipersuper f ic ie  (virtuali)  di V, 
m e n t e  ed in modo generico.  R i su l t a  a l lora  (n. 

in virtfi  del n. 16' ~ lecito 

B~*i (i = 1, 2, ..., s), 

passant i  per  P s e m p l i e e -  
3 ) :  

(3) (A~A '~ ... A*)v  = E (B'J lB 2j2 . . B ~ , } v ,  
(J) 

dove la somma va estesa a tu t t i  i compless i  (j} --= (j~, j~ ,  .... js) che si otten- 
gono dando a j~ i valori  1, 2, ..., k~ (per i ~ 1, 2, ..., s). Inol t re ,  dal le  (2) e 
da l la  def in iz ione  da ta  nel  n. 43 per  il s imbolo (2,3), si t r a e :  

( A ' A  ~ A~tP 
"'" = Z (B'J~B~.~ ... B~J,)~. (4) kk, k~ ... k , / v  (j) 

Bas ta  qu ind i  so t t ra r re  le (3), (4) a membro  a membro  ed appl icare  le (3,a), 
(64~), per  dedur re  l ' e q u i v a l e n z a :  

E = Y, [(B~Jl + P ) ( B ~  + ~'~ ... (B~J5 + P)]v .  

In  virtfi  del n. 42, e poggiando sul le  (2), lie eonsegue :  

E = [E ((B~J~ + P i(B ~ + P) ... (B~J ~ + P))]v = 

--- [(A' + k ,P ) (A '  + k~P) ... (A ~ + k~P)] v .  

45. Osserviamo inf ine  come si possa es tendere  il s igni f ica to  delle (243), 
(34:~) al caso in cui qua leuno  degli  in ter i  k ehe ivi f igurano  sia n u l l o ,  
a s sumendo  ad esempio 

0 k~ k~/~ . . . .  k~ I v =  

( tM'ilV) v ... (~ / 'M ") v~(M'P~v 

k2 ... k s  I M  1 " 
I 
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Con cib, avuto anche r iguardo al teorema della sezione (n. 19), i~ subito 
visto che :  

II teorema del n. d4 conserva la sua validit~ nell'ipotesi che taluna delle 
molteplicit~ k sia uguale allo zero. 

§ II. - I1 l u o g o  d e l  p u n t i  d o p p i  l m p r o p r i  
d ' u n a  v a r i e t ~ t  s u b o r d i n a t a  d i  V. 

46. Sia P una variet~t irr iducibile di V, di dimensione abbastanza 
elevata rispetto a quella  di V, e precisamente  tale che si abbia 

(1) 
Si vede allora che, se si vuole che P - -  come variet~ del proprio ordine 
appar tenente  a V -  risulti a m o d u l i  g e n e r a l i  i occorre supporre  che P 
contenga dei punti  doppi impropri, costi tuenti  una  variet~ algebrica pura  D, 
di dimensione 

d = 2 p  - -  v ("). 
Cib accade p. es. quando, V essendo uno spazio l ineare Sv, si ammette  che 
P possegga cosidette s i n g o l a r i t h  o r d i n a r i e  (del ripe cio~ di quelle the  
acquista la proiezione di una varieti~ P* non singolare di S ~ ÷ l ,  quando si 
proiett i  P* genericamente su di un S ,  subord ina te  di S~p+l). 

Supponiamo dunque  che P contenga un luogo D siffatto di punti doppi 
impropri, la cui dimensione d soddisfi alla (2), e che ogni punto di P non 
appar tenente  a D sia s e m p l i  c e per  P. Cib non signifiea na tu ra lmente  che P 
non possa contenere singolarit~ di ripe pi~t e levate ;  ma soltanto the  il luogo 
di queste  ul t ime (se esistono) abbia a costi tuire un certo numero di sottovariet~ 
di D, ond'esso verrh ad avere dimensione inferiore a d. Per tanto  il g e n e r i c o  
punto di D r isul ta  un punto doppio improprio di P del ripe pi~t generale,  
sicchb - -  dal punto di vista della geometr ia  s o p r  a la variet,~t P - -  esso deve 
Considerarsi come la sovrapposizione di due punti  semplivi di P. Corrisponden- 
temente, D -  pensata  qua!e varieth s o p r a  P -  dovr~ valutarsi,  su V, come 
equivalente  al d o p p i o della varietk algebrica semplice luogo dei suoi punti  ; 
per  evitare equivoei, questa  varieth di V verrh denotata  con (Dt, e potremo 
cosi serivere l ' equivalenza:  
(3) D -~- 2(D) (su V). 

Indicheremo poi con (P) la variet~ P in cui il luogo singolare D si con. 
sideri come virtualmente inesistente. Cosi, ad esempio, se in un sistema di 
equivalenza contenente totalmente P esiste qualche variet~ pr iva di punti  
multipli, ognuna di queste  pub venir  assanta  come un r a p p r e s e n ~ a n t e  di 
(P), ed in tal case P pub ottenersi come posizione limite della variet4 non 

(~) Ofr. SEVEi~I [1], § 9. 
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s ingoIare (P). In  ogni case, varri~ ovviamente l 'equivalenza 

(4) v - ( v )  ( s u  v ) .  

Un' ipersuperfieie A di V passante gener ieamente  per P viene necessa- 
r iamente  ad acquistare D come luogo di  p u n t i  doppi  ordinari .  Denoteremo 
similmente con (A) l ' ipersuperf ie ie  A eonsiderata come v i r tua lmente  p r i v a  di  
p u n t i  mul t ip l i ,  e quindi passante vir tualmente  con molteplicita 1 anehe per D. 

Con te suddette loeuzioni, ed avuto r iguardo al n. 13, si ha  senz~altro 
eib ehe deve intendersi  per le variet/~ covar iant i  Pv.i  e (P)v,i r ispet t ivamente 
di P e (Pt in V. Ed /) chiaro ehe, fintantoehi~ la dimeusione p -  i di queste 
varietk si mant iene s u p e r i o r e  alla d i m e n s i o n e d  di D, il procedimento del 
n. 13 non subisee alterazioni per effetto della variet~ doppia D di P. Poich~, 
in forza della (2), l a  limitazione p -  i ~ d equivale alla i ~ v - - p -  1, cost 
intanto s u P r isul ta  
(5} P~r,i---- (P)v.i per  i - - O ,  1, . . . ,  v - - p - - 1 .  

Si ha inoltre c h e l a  (5) [la quale si r iduce per  i----0 alla (4)] dovri~ ge- 
nera lmente  cessare di sussistere a part i re  dal valore i - - - - -v - -p  del l ' indice  i ;  
vedremo nel numero successive ~om'essa debba venir  modi f icata  per  i --~ v ~ p  (,6). 
0 r a  aggiungiamo soltanto che, in forza del n. 7, dalle (5) diseendono imme. 
dia tamente  le 
(6) /5~.~_~ (t))v.~ per  i - - O ,  1, ..., v - -  p - t .  

47. Pe r  r ispondere alla questione posta or era, introdueiamo 1' intero 

s ----- 2 v  - -  2 p ,  

ed osserviamo eh'esso soddisfa alle limitazioni (1,~), in forza della (146); cor- 
r ispondentement% il numero t definite dalla (2~s) vale:  

(1) t ----v - - p .  

Possiamo eosi considerare  s generiehe ipersuperficie  

A l, A 2, ..., A ~ 

di V passanti per P :  l ' intersezione Q di queste residua a P ha dimensione 

q - ~ v - - s - - - - - 2 p - - v : d ,  

e -  giusta i n n .  9, 4 6 -  pub venir  denotata con (A 'A  ~...A*) v .  L'analoga 
variet/~ (A~A 2 ... As )~  ), ehe si ottiene in simil guisa a par t i re  dalla P conside- 
ra ta  come v i r t u a l m e n t e  p r i v a  d i  p u n t i  m u l t i p l i ,  r isul ta  equiva- 
lente alla somma di Q con la variet/~ D (n. 46), ossia 

(2) (A 'A" ... A*)~ j ---- (A 'A '  ... A ' )~  + D. 

(16) L 'analoga questione per i valori dell ' indlce i ~ v - - p  b assai pifi complessa, por- 
tando a dover considerare i vari  luoghi dei pun¢i di D ore P possiede una singolarit~ di 
tipo pifi elevato di quella ehe P ammette nel generieo punto di D. 
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In  base ai nn. 13, 46, valgono tanto la (4,3) quan to  la re lazione che da 
essa si ot t iene scr ivendo dapper tu t to  (P) in luogo di P, e qu ind i  (P)v,, in  luogo 
di Pv,~. Bas ta  qu ind i  so t t ra r re  ques te  due re laz ioni  a membro  a membro,  e 
r i cordare  le (1), (2), (546), per  o t tenere  Ia r i ch ies ta  equ iva l enza :  

(3) Pv, ~-p : (P)v, ~-p + D. 

48. Poss iamo da re  aU 'u l t ima  re lazione fo rma pifi s i g u i f i c a t i w ,  osservando 
che, so t t raendo a membro  a membro  le equivalenze  

V--p ~ V~p 
Y' PT,~-p-~Pv, i = 0, (P}v, ~p-d/5)v,~ = 0, 

i=0  i=O 

forni te  dal  n. 7, ed appl icando le (546), (648), o t t e n i a m o :  

P v ,  ~-p + / ~ v ,  o-p = (P)v, ~,-~ + ([~)v, ~-~.  

In  v i r t f i  di q u e s t ' u l t i m a ,  la (347) d i v e n t a :  

D = (/ ')  v , . - s  - -  b v, o -p -  

In f iue ,  poichg in base  ~l n. 23 r i su l t a  

(i5 v ,  ~-p = (p~21)v, 

perven iamo  cosl a l l ' equ iva lenza  

1) D = (P[~]) v - - / 5  v, ~-p, 

espr imen te  il luogo dei punt i  doppi impropri di P come differenza fra la pr ima  
varietd caratteristica di P in V e la variet& covariante Pv,~-p (46). 

Tale  d i f fe renza  ~ nu l l a  se P non possiede punt i  mul t ip l i ,  ed a l lora  
si r icade ne l  t eorema del n. 23. Si r i levi  poi che le (34~), (1) possono pensars i  
come equiva lenze  s u P, nel  qua i  caso la  var ie th  doppia  D dev 'essere  in tesa  
nel modo specifioato nel n. 46; ment re  invece, qua lora  si vogl iano ot tenere  
delle equiva lenze  s u V, conver rh  espr imere  in esse D median te  la (346 ~. 

§ III. - S u l  l u o g o  d e i  p u n t i  s i n g o l a r i  i m p o s t i  a d  u n a  v a r i e t i ~  
d a l  p a s s a g g i o  p e r  u n ' a l t r a ,  

49. Assegna ta  in V u n a  var ie th  i r r iduc ib i le  P, si consider i  una  q u a l u n q u e  
sot tovar ie th  M di V passan te  per  P, la cui  d imens ione  m soddisfi  alle l imi tazioni  

(1) p < m ~ p  - 1 (m < v )  

(is) In base a risultati che verranno stabiliti nel Cap. 7 °, si potrebbe dimostrare la 
sostanziale equivalenza fra la formula (1) del testo e la (7.01) in TODD [8]. Casi particolari 
della formula suddetta erano stuti precedentemente ottenuti da ~HULLEN [1], ]~. SEGRE [4], 
YOXALL [1]. 
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(implicanti la p ~  2). Se, essendo 2 p > v ,  P ammette un luogo D di punti  
doppi impropri  avente dimensione regolare (n. 46): 

(2)  d = 2 p  - -  v ,  

anche M dovr/~ passare doppiamente per D;  il luogo D viene natura lmente  a 
maneare quando P sia priva di punti  multipli,  il ehe sempre supporremo ehe 
aeeada se 2p < v, ]~ interessante rilevare ehe in ogni easo, in forza delle (1), 
M viene generatmente a dover avere su P dei punti  multipli  fuori di D, e ciob 
i n  p u n t i  s e m p l i e i  d i  P. Mostreremo infatti,  con un conto di eostanti ,  che:  

Se val.gono le (1), la varieldt M ~ in  conseguenza del suo passaggio  per  P 
deve generalmente  acquistare u n  luogo h di  p u n t i  doppi,  contenuto sempli- 
cemen, te in  P ed avente d imens ione  

(3)  = 2 p  - m - -  1 C ) .  

All'uopo trasformiamo V in  una variet/~ V* di ugual  dimensione, mediante 
una d i l a t a z i o n e  di base P t~s]. Questa muter/~ i punti  0 di una eonveniente 
porzione p-dimensionale  di P in ~ v  spazi lineari,  0", di dimensione v p 1. 
Ciascuno di questi ultimi potrk venir considerato come luogo del punto 

x "-  ),t~ ~ 4" ~.~X ~ + ... q- ) % _ ~ v - r ,  

dove le ). sono parametri  ed x t, ~:, ..., ~v-p denotano v - - p  punti indipendenti  
di 0", funzioni anali t iehe regolari d i p  parametr i  ~ ,  ~.2, ..., ix~, fissanti la 
posizione di 0 entro quella porzione di P. 

Detta M* la varieti~ trasformata di M, il fatto che M passi semplicemente 
per 0 si traduce in cib ehe M* ineontra 0* lungo uno spazio lineare subor- 
dinato, di dimensione m - - p - -  1. Quest 'ultimo potr~ quindi venire rappresen- 
taro con un sistema di v - - m  equazioni l ineari  indipendenti  nelle ),~, )'.2, ..., ~v-v ,  

a coefficienti funzioni anali t iche dei parametri  ix~, ~%, ..., ~%. Scrivendo che 
ia matriee di tali coeffieienti ha rango inferiere a v - - m ,  si vengono ad 
imporre alle ix 

v - - - p - - ( v  -- m -- 1) : m - - p  + 1 

condizioni dis t inte;  sicch6, in generale, vi saranno ~P- ( rn -P+ ' )~c ,~+  valori 
delle ~ che le soddisfano. Questi proverranno da punti  generalmente semplici 
di P, per ciascuno dei quail la M dovr'~ passare (almeno) doppiamente. I1 luogo 
h ~ neeessariamente algebrico - - c o s t i t u i t o  dai punti  semplici di P doppi 
per M e dai loro punti di accumulazione, dovr'~ dunque avere di fatto la di. 
mensione (3). 

Abbiamo giit osservato ehe, se 2 1 ) ~  v, la variet'~ P - -  pur  essendo in un 
certo senso generica - -  pub ammettere un luogo D di punti doppi impropri, 

(17) Questo risultato trovasi gi/~ stabilito in SEVERI [1], § 3, nell'ipotesi che V sia uno 
spazio lineare e the tanto _P quanto M risultino in¢ersezioni complete di fob'me. 

(is) Cfr. ]3. S~GRn [6], § t. 

Anncdi  di Matemat ioa  10 
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avente la dimensione (2), il quale allora risulteri~ anche doppio per M. Rile- 
viamo ehe, in base alle (2), (3), se ~I ~ un'ipersuperficie di V (m ~ v -  1), D 
ha la stessa dimensione ~ di h;  negli altri casi (m ~ v -  1), D ha sempre 
dimensione inferiore a ~. Poich~ la varieth dei punti  multipli  di M, giusta 
quanto precede, dev' essere generalmente p u r  a,  cosi 

Se 2p ~ v, l' eventuale variet5 doppia impropria D di P appartiene gene- 
ralmente a A; le cose vanno perb diversamente se M ~ un' ipersuperficie di V~ 
nel qual caso le due variet~ D e A hanno ugual dimensione e risultano in 
generale distinte. 

50. A complemento delle precedenti  considerazioni, dimostreremo ora il 
TEOI~EMA. - Se valgono le (14,,) ed ~ inoltre m ~  v - -  1 i ta variet~ A di cui 

al n. 49 - -  come variet& semplice di P - -  vien fornita dall'equivalenza 

t 1) a = [:'M, ,~ -p+ l .  

Nell'ipotesi che invece si abbia 2p > m - - v -  1, la (1) dev'esser soslituita dalla 

(2) A = PM, ~-p  - -  D,  

dove D denota il luogo dai punt i  doppi impropri di P (da pensarsi ciascuno 
come la sovrapposizione di due punt i  di P) e pub quindi venir espresso me. 

diante la (1~,). 
In t roduciamo una Variet~ U di dimensione u = m + 1, che dovr~ inten- 

dersi coincidente con V neI secondo dei due casi eontemplati  nel teorema, 
mentre invece, nel primo easo, U sar~ una generica sottovariet'~ di V avente 
dimensione m + 1 e passante per M. A norma del n. 49, la U potri~ avere su P 
un luogo singolare, di dimensione 219 --  m - -  2 ; tuttavia, poich~ questo numero 
risulta i n f e r i o r e  al numero 5 espresso dalIa (340) , c o s i u n a s i f f a t t a  singola- 
rith non d a r h  alcun disturbo hello studio del luogo A (di dimensione 5), ossia 
- -  agli effetti di tale studio --  potremo supporre la U virlucdmente priva di 

punti  multipli .  
Sia P* una varieth equivalente a P ed a p p a r t e n e n t e  ad  tt/. In  base 

~,i nn. 48, 49, M dovr'~ avere un luogo A* di punti  doppi impropri in punt i  
generalmente semplici di P* ed inoltre, nel secondo dei due casi suddetti,  
P*. dovrh avere un luogo D* di punti  doppi impropri, pure doppi per M;  
poich~ M non ha generalmente punti singolari fuori di P, cosi A* e D* deb- 
bono rispett ivamente coincidere con A e D, ossia P* deve passare semplicemente 
per h e doppiamente per D. Consideriamo poi in U una variet~ P' equivalente 
a P e non giacente in M, e denotiamo con M' una variet~ di U equivalente ad 
M e passante per P'. La  variet~ M'  possieder~ un luogo A' di punti  doppi 
in punti  generalmente sempliei d i  P', e (nel secondo di quei due casi) un  
luogo D' di punti  4oppi tanto per essa che per P'. E chiaro che, quando M' 
- -  variando su U entro ad un sistema d ' e q u i v a l e n z a -  tende ad M, le variet~ 
h', D' tendono rispett ivamente alle h, D; sicchS, per una nora proprieti~ in. 
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f iu i tes imale ,  pub dirsi  c h e l a  variet/~ M '  - -  q u a n d ' ~  i n f i n i t amen te  pross ima 
a l la  M -- passa  sempl i cemen te  per  le 5 D. 

In  virtfi  del n. 5, b) e c), f ra  le anzidet te  variet/~ in tereedono le relazioni  

( PP '  } : ((PM')v(PM)~)(MM,)~, 

(( PP* ) = 

ogni membro  delle qual i  ~ una  var ie t~ di d imens ione  5; ne consegue la 

(3) ( P e ' ) =  (( ee*  ) 

Effe t tu iamo ora  uu  passaggio al limi~e, facendo tendere  P *  e P '  a P,  ed M'  
ad M. Si ha in tan to  

l im ( P P ' )  = (Pt2l)t7, l im ( P P *  ) --=- (Pt~J)M. 

Re la t ivamen te  al seeondo l imite,  va perb r i levato che, men t re  la ( P P * )  passa  
sempl icemente  per  5 e - -  se m ~ v - -  1 - -  anche  per  D, la variet/~ (PIZ!)M deve 
r i teners i  v i r t ua lmen te  n o n .  p a s s a n t e  per  le A, D, in quanto  ques te  sono 
variet/~ d o p p i e  di M. Se ne true ehe 

l im ( ( P P *  ) M ' )  == ((PN)MM)~ A- 5 + D, 

ore  - -  a norton di cib che precede - -  il t e rmine  in D va soppresso se 
m < v -  1. Dal la  (3) si ha  qa ind i  l ' equ iva lenza  

(4) A = (P[2])v --  ((P[~J)MM)~ - -  D, 

con la  medes ima  convenMone r e l a t i vamen te  a D. 
Poieh~ le var ie t~ s ingolar i  di M ed U hunno d imens ioni  r i spe t t ivamente  

i n f e r i o r i  a quel.le delle pr ime variet~ ca ra t te r i s t i che  di P in M ed U, cosi 
poss iamo appl icare  il t eorema del n. 23, dedueendo  per  ques te  le equivalenze 

(5) (P[2])U ---' ~)U, m - p + l ,  (P[2])M "-" PM, m-p* 

Per  ana loghi  motivi  b leeito appl ieare  al caso a t tua le  la (5~s) e d  il t eorema 
del n. 14, il che fornisce 

Pv. -~-v+~ = '" frO.,,._._~+~ylv, d .  = P . ,  .~-p+~ + (PM, , . -pM)v.  

I n  base a ques ta  ed alle (5), la (4) conduce  senz~altro alle fo rmule  (1)e (2) t h e  
dovevano stabii ire.  

51. I r i su l t a t i  del n. 50 possono venir  posti  sotto fo rma  equivalente ,  ma  
pifi comoda per  le applicazioni ,  ut i l izzando il n. 48 e la (6~s). Ques t 'u l t ima  porge : 

m-p~l 
PM, m--p+1 ~-  Z (Pv, m-v - i+ tMv ,  i)M ; 

i=0 
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siech6, per m----- v - -  1, r i su l t a  : 

v--iO 
/SM,~ p ----= /S v, ~_p + ~ 

i= t  
(gv, v-p--i~v,  i)M. 

Usuf ruendo  a l lora  del la  (148), si vede e h e :  
L a  var le t& A, d i  cu i  i l  n.  50, se m < v --1 ~ d a t a  d a l l a  

m--p+ I 
(1) A = >~ ( / 5 , , , _ p _ ~ l M v ,  dM, 

i=O 

m e n t r e  se m = v ~ 1 s i  e s p r i m e  con la  

v--p 
(2) a = 2Pv, ~_p - -  (Pt~l)v + ~ (Pv, ,_p_~Mv, dM. 

i = l  

C A P I T O L O  Q U I ~ T O  

SU] P R O D O T T I  D I R E T T I  DI  DUE 0 P I ( I  V A R I E T ~  A L G E B R I C H E  

§ I. - D e f l n i z l o n i  e p r i m e  p r o p r i e t / ~ .  

• 52, Si perviene,  come mostreremo,  a dare  una  por ta ta  assai  pifi ampia  
a vari  dei p receden i i  r i su l t a t i  ed a t r a r re  da  essi conseguenze  d ' u n  nuovo 
tipo, con l 'nso delle cosidet te  v a r l e t ' &  p r o d o t t o .  Pe r  chiarezza esporremo 
nel presente  Capitolo le propr ie t~ di tall  var ie t~ che ci occorrer rano in seguito, 
pu r  avver tendo ehe varie  di  esse possono eons iderars i  come note (~9 I. 

Date s ( ~  2) varieti~ a lgebr iche  (semplici t q u a l s i a n s i :  

(1) V i, V~, . . . ,  V ~, 

si pub cos t ru i re  - -  p. es. nel mode ehe ind ich iamo pifi sotto - -  u n a  varlet'& 
algebriea,  V, luogo di Un punto  x ehe eor r i sponda  a igeb~ieamente  e biunivo-  
eamente  al le s -p le  ord ina te  d i  pun t i  ~t, x2, ..-, ~ t ra t t i  r i spe t t ivamen te  dal le  
V', V-', ..., VL L a  var ie th  V r i su l t a  de t e rmina t a  a meno di una  t ras formazione  

bi razionale  senza eccezioni,  e si eh i ama  il prodo t to  d i re t to  ( taluni  usano  invece  
1' a t t r ibu te  di topologico), o anehe  sempl i eemen te  il pr()dotto,  deUe var le t& (1). 
L a  re[azione fra  la V e queste  u l t ime  e quel la  fra  il punto  x e la corrispon- 
dente  s - p l a  x t, x ~, .... x ~ si usano  espr imere  s imbol icamente  con le sc r i t tu re  : 

(2) V =  V i x  V ' X . . . X V  ~ {3) x = x '  x ~*  x ... X x ~. 

(i~} P e r  ta lune  di esse ed al tre  proprietY, cfr. SEVERI [8], HODGE e PEDOE [1] Cap. X I  
e X I I ,  GA~TA [1]. ~ e l  pr imo e Iml terzo di quest i  l avor i  t rovans i  anehe indicazioni  biblio- 
graf iche  u l te r ior i  su l l ' a rgomento .  
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53. Il  pifi semplice  modello proiet t ivo del prodo t to  di  s spa~i  l i n e a r i  
8~,, S" c,~,..., S~ ,  fu  assegnato  da CORR'~,DO SE~RE come segue. Si in t roducano  
in S~ coordinate  proie t t ive  omogenee di pun to  

(i  = 1, 2,  . . . ,  s}, (2) . . . ,  

e si consideri  uno spazio l ineare  S~, di d imens ione  

d ----- (0t -I- 1)(0~ + 1)... (0, -~ 1) - -  2, 

nel  quale  le coordina te  proie t t ive  omogenee vengano denota te  da  simboli  
xj~y2...j, , t he  d ipendano  da  s indici  j~ assument i  i valor i  j ~ = O ,  1 , . . . ,  0~ 
( i - - 2 ,  2, . . . ,  s). Al lora  la var ie t~  d i  Segre  

1 2 s (2) T = S c l X  S ~ X . . . X  So~ 

la variet'~ r app re sen t a t a  p a r a m e t r i c a m e n t e  in Sa dal le  equazioni  

t 2 s 
(3) xi11~...1~ : xy~xi~ ... xi ,  (fi - -  O, 1, . . . ,  o~; i - -  2, 2, . . . ,  s). 

Si d imos t ra  fac i lmente  t h e  T 6 u n a  varieti~ i r r iducibi le ,  anzi birazionale ,  di 
d imens ione  ~ -l- o. 2 -+- ... -t- o8 ed ord ine  

(~ + 0~ + ... -l-0~) ! 
0 t ! 0~ [ . . .  ~s ! 

muta t a  in s~ da a n  gruppo t rans i t ivo  di omograf ie ,  imagin i  delle s -p le  di 
sost i tuzioni  l inear i  inver t ib i l i  sulle s serie di var iabi l i  (1). Da qui  segue che 
T r i s u l t a  p r i v a  di  p u n t i  m u l t i p l i .  Una  d imost raz ione  di ques t ' u l t imo fat to,  e 
di ta luno di quel l i  p r eceden temen te  enuncia t i ,  pub venir  p re sen ta t a  cost. 

Sia  x un  q u a l u n q u e  punto  di T, p roven ien te  dal la  s -p la  di pun t i  
x~, x ~, ..., a~ ~ degli spazi S~'1, S~, .... S~ .  Disponendo,  se necessario,  di oppor- 
tune  sost i tuzioni  l inear i  sul le  (1), poss i amo  r idu i c i  ad avere  in quei  punt i ,  
c qu ind i  al t resl  in cert i  loro in torni ,  

1 2 s 

(4) s 0 -:-- a% - -  -- Xo = 2, epper tan to  x00.., o : 1. 

Al lora  le d coordinate  xi~i~...i~ avent i  le j non  tu t te  nul le  sono coordina te  
proie t t ive  non omogenee di punto  in S~, conservant is i  f ini te  in un in torno 
del punto  a~ su T ;  e p rec i samente ,  a n o r m a  del le  (3), o~-t-o~-t- . . . - t-o~ di 
quel le  xi,i~...1, u g u a g l i a n o  r i spe t t ivamen te  i pa rame t r i  non omogenei  

1 t 2 2 • • s 8 

e le a l t re  sono dei p o l i n o m i  in quest i  ul t imi.  Cib d imos t ra  che w b 
p u n t o  s e m p l i c e  di T, e t h e  T ha  di ratio d imens ione  o~ -1- o~ -t- ... -!- o,. 
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54. Poss i amo  e ra  co s t ru i r e  - -  come m o s t r e r e m o  - -  un  m o d e l l o  p r o -  
i e t t i v o  de l la  pi~t gene ra l e  varieti~ prodot to  (2~.0. ][ntrodotte nel lo  spazio Si¢~ 
amb ien t e  di V ~ coord ina t e  p ro ie t t ive  omogeuee  (1~), si cons ider i  la va r i e th  
di Seg re  (2~) r a p p r e s e n t a t a  da l le  (35s }. I1 model lo  in ques t ione  ~ il luogo 
desc r i t to  dal  pun to  

(1) x -~- x ~ X x: >4 ... X dc ~ 

di q u e s t ' u l t i m a ,  q u a n d o  x ~, x, ~ , . . . ,  x /  dese r ivano  r i s p e t t i v a m e n t e  le va r ie th  
V ~, V ~, . . . ,  V ~. Cib val  quan t o  d i re  t h e  "le equaz ion i  di V si o t t engono  aggre-  
gando al le  (3~) le equaz ion i  he l le  x ~- t h e  r a p p r e s e n t a n o  V t he l lo  spazio S ~ ]i ei 
(per  i - - - 1 ,  2, . . . ,  s). 

Si vede  f ac i lmen t e  che, se le ~V ~, V ~, ..., V ~ sono va r i e th  pure ,  di  d imen-  
sioni  v ~, v ~, . . . ,  v ~, anehe  la  V r i su l t a  p u r a ,  di d imens ione  v ~ v ~ + v "~ -~- ... + v*; 
e che  V ~ i r r i d u e i b i l e  e no~, s i n g o l a r e  se, e so l tan to  se ,  r i s p e t t i v a m e n t e  ~ 
ta le  c i a s c u n a  del le  V ~, V ~, ..., V *'. Ad esempio,  il fa t to  che  il pun to  (1 ) r i su l t a  
s e m p l i c e  per  V n e l l ' i p o t e s i  che  le V ~, V "~,..., V ~ abb iano  u n  pun to  sempl ice  
r i s p e t t i v a m e n t e  in w ~, x ~, ..., x *, si d imos t r a  nel  mode  seguente .  

S i  pub in tan to  suppor re ,  come nel  n. 53, che en t r e  o p p o r t u n i  i n to rn i  dei 
pun t i  ~ ,  ~v ~, ..., x ~, x sul le  V ~, V ~, ..., V', V va lgano  le (4~s). Al lora  l ' i po t e s i  
ammessa  si t r aduce  in cib che,  in u n  i n t e r n e  del  pun to  x * sul la  V ~, ce r te  
v ~ f ra  le coo rd ina t e  non  omogenee  x ~ ,  . . . ,  ~ p o s s a n o  v e n i r  a s sun te  come 
p a r a m e t r i  u n i f o r m i z z a n t i .  Ma al lora ,  t enu re  conto  del  n. 53, si t rae  
subi to  oh% in un  i n t e r n e  del p u n t o  x su V, ce r t e  v - ~ v  ~-+ v ~ + . . . + v *  f ra  
le coo rd ina t e  non  omogene e  x~i~...i~ fungono  da  p a r a m e t r i u n i f o r m i z-  
z a n t i ;  e t an to  bas t a  per  pe t e r  a s s e r i r e  che  i l p u n t o  x b s e m p l i c e  p e r  V, 
e che  la d imens ione  di V h e l l ' i n t e r n e  del pun to  x va le  v. 

55. Conse rvaudo  Ie no taz ioni  dei nn. 52, 54, s u p p o r r e m o  le V ~ p u r e  e 
n o n  s i n g o l a r i ,  s iceh~ tale risulter '~ a l t res i  la V. P r e s a  u n a  q u a l u n q u e  
so t tovar ie th  M ~ di V ~, de f in i amo  la so t tovar ie th  M 't di V as sumendo  

(1) 31 '~ = V '  X . . .  X V ~-~ X M ~ ~,< V ~+'  X ... X V ~" (i  = 1, 2, . . . ,  s ) ;  

in base  al n. 54~ la (1) ~ p u r a  e p r i v a  d i  c o m p o n e n t i  m u l t i p l e  
se tale b M ~, ed ha  in ogni  case la d imens ione  

m '~ ---~ v ~ + ... -~- v ~ - i  + m ~ ~ -  v ~+~ + ... -b- v s : v + m ~ - -  v~. 

In  pa r t i co la re ,  se M t ~ u n ' i p e r s u p e r f i c i e  di Vt, a n c h e  M 't r i su l t a  u n ' i p e r s u -  
pe r f i c i e  di V; ino l t re  ~ subi to  vis to  che, se M ~ desc r ive  su V ~ u n  s i s t ema  
t ineare ,  a n c h e  M '~ va r i a  su  V e n t r e  ad u n  s i s tema l ineare .  Da  qui,  t enu re  conto  
del  n. 2, si d e d u c e  pifi g e n e r a l m e n t e  e h e :  

S e  M ~ d e s c r i v e  s u  V ~ u n  s i s t e m a  e l e m e n t a r e  e f f e t t i vo  od  u n  s i s t e m a  d ' e q u i .  

v a l e n z a ,  a n e h e  M '~ v a r i a  s u  V r i s p e t t i v a m e n t e  e n t r e  a d  u n  s i s t e m a  e l e m e n t a r e  

e f f e t t i vo  o a d  u n  s i s t e m a  d' e q u i v a l e n z a .  
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Dal la  def in iz ione  del le  var ie t~  (1) si ha  poi subi to  t h e  l ' i n t e r f e r e n z a  del le  
variet/~ 
(2) M '~, M '2, ..., M '~ 

non 6 a l t ro  ehe  il luogo dei  p u n t i  g iaeen t i  su l la  so t tova r i e tg  di V c h e - -  a 
n o r m a  del n. 52 - -  pub v e n i r  d e n o t a t a  col s imbolo  

(3~ M' X M "2 X ... X M ~ ; 

e si noti  t h e  ques t 'u l t ima. ,  come i n t e r f e r e n z a  del le  sottovariet~t (2) di T, ha  
d imens ione  r ego la re  : 

m ~ + m ~ + ... + m ~ : m '~ + m '~ + ... + m '~ - -  (s - -  1)v. 

Con a r g o m e n t a z i o n e  ana loga  a que l l a  a e c e n n a t a  a l la  f ine del n. 54, si p rova  
ino l t re  the ,  ne l l ' i po tes i  t h e  c i a s e u n a  de l le  M t sia e f fe t t iva  e p r iva  d i  compo- 
nen t i  mul t ip le ,  le {2) si segano s e m p l i c e m e n t e  lungo  la(3) .  T e n u t o  eonto 
del n. 3, ue consegue  t h e  6 

(4) ( ~ / " M  '~ ... ~ ' g v  = ~ '  x M ~ x ... x ~ ;  

e la validit/~ de l la  (4) si e s t ende  subi to  al caso di  variet/~ M do ta te  di eom- 
ponenf i  mu l t i p l e  od anche  v i r tua l i ,  p u r c h 6  in  ta l i  ipotes i  si dia  u n ' o v v i a  
de f in iz ione  pe r  il secondo m e m b r e  de l la  (4). l~e d i scende  c h e :  

Quando le variet~ (effettive o vir tual i )  M ~, M ~, ..., M ~ descrivono sulle V ~, 
V ~, :.., V ~ dei s is temi d'equivalenza, anche i l  prodotto diretto delle pr ime varia  
sul  prodotto delle seconde entro ad u n  sis tema d' equivalenza. 

§ I I . -  R i d u z i o n e  d e l  p r o b l e m a  d e l l ' i n t e r s e z i o n e  c o n  l ' u s o  

d e l l a  v a r l e t ~  d i a g o n a l e  d i  u n  p r o d o t t o .  

56. A p p r o f o n d i a m o  ora  lo s tudio  de l la  variet/~ di Segre  (2.~3) , ne l l ' i po t e s i  
ch 'essa  sia il p rodot to  d i s  spazi aven t i  l a  s t e s s a  d i m e n s i o n e  

C 1 ~ G~ ~ . . .  ~ (~s ~ C .  

In  ml easo, ques t i  spazi  possono pensa r s i  come  a l t r e t t an t e  c o p i e  di un  
medes imo  S¢, con  l ' i n t e s a  che  p u n t i  x ' ,  x ~, ..., x ~ di S~1, S~ ,  ..., S~ imao'ini 
di uno  stesso pun to  di S,  abb iano  le r i spe t t ive  c o o rd i n a t e  (15~) f r a  loro ugua l i  
(o proporz ional i ) .  D i r e m o  che  s i f fa t t i  pun t i  x ~, x ~, ..., ~c "~ sono f ra  loro c o n i u -  
g a t i .  L a  variet/~ luogo dei p u n t i  ~ c = x  ~ X w ~ X . . . X x  ~ di T c h e  cor r i spon-  
dono al le  c<) c s - p l e  di pun t i  coniuga t i ,  ch iamas i  la variet~ diagonale di T, 
e ve r r~  d e n o t a t a  col s imbolo T a.  

Ques ta  var ie t~  si r a p p r e s e n t a  con le (3.~) in cui si f acc ia  

(1) x~ = x ;  --= . . . .  x~ (j = O, 1, ..., c), 
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ed 6 quindi una variet~ di  Veronese generalizzala,  di dimensione c e d  ordine s e, 
r i f e r i t a  b i r a z i o n a l m e n t e  ad So. Si ha inoltre che questa  T a appar- 
tiene ad un S~ subordinato dello spazio S~ di appar tenenza di T, ove 

( c + s ) - - I ;  
d = (c + 1)' - -  1, ~' - -  s 

ed 6 subito visto che T A 6 la completa interferenza di T con St, senza perb 
generalmente r isul tare intersezione r e g o l a r e  di T e d  S r in Sa,  avendosi 

e s - ~ y - - d < c  non appena sia c ~  1, 8 ~ 2  oppure  c - - l ,  s ~ 2  

(e cio6 escluso soltanto il caso e = 1, s = 2). Proveremo tuttavia che :  
Preso u n  q u a l u n q u e  p u n t o  ~ del la  variet& diagonale  T a, si p u b  de terminate  

uno  spazio Sa+~_e~ subordinato di  S a (passante  per  Sv) , per  modo the - -  nel. 
l ' intorno di  x - -  tale S a +e-c, incontr i  T regolarmente e semplicemente lungo T ~. 

Supposto, come non 6 restri t t ivo (n. 53), che il punto x abbia diversa da 
zero la coordinata Xoo...o, si potr~ ammettere  che in un intorno di x valgano 
le (453). Allora le c ( s -  1) equazioni l ineari  indipendenti  fornite dalle 

(2)  ~j00. . .o  ----- x0 . . .0 j0 . . .o ,  

ore l ' indice  j assuma i valori 1, 2, ..., c ed a seeondo membro si a t t r ibuisca 
ad esso uno qua lunque  degli s -  l posti che seguono il primo, rappresentano 
un S~+e_~ subordinato di S~. ]~ subito visto che questo S~+e_e~ nel l ' in torno 
di x incontra T precisamente  lungo Ta;  ed invero dalle {2), tenuto conto 
delle (3~), (4~), seguono le {1). ]~ poi chiaro che T z, come interferenza di T 
ed S~+e-c~ in Sa,  ha dimensione regolare 

e s  + ( d  + e - -  c s )  - -  d ---- c .  

Inoltre T ~ risulta intersezione semplice di T e d  S~+e-e.,, in quanto (n. 53} 
le cs coordinate xt~j~...j, che f igurano nelle (2) sono parametr i  uniformizzanti  
re ta t ivamente  a l l ' in torno del punto x sa T. 

57. Data una qualunque varieth algebrica irriducibile, di cui V ~ sia un 
modello proiett ivo n o n  s i n g o l a r e  appar tenente  ad uno spazio linearc Sc 
( 1 . ~ v  l ~ e ) ,  si considerino s I_~_2) c o p i e  S t c - - S . .  S~, . . . ,  S s~ di questo 
spa.zio, c iascuna assieme con la relat iva copia V ~, V ~, ..., V s di quella  varietal. 
Si potrh allora, giusta il n. 54, costruire la varieth 

(1) V =  V i x  V ~-X . . X  V" 

come variet'~ subordinata  alla variet~ di Segre 

T----- S i ~ x S i x . . . x s ~ .  

La varieth V, cosi definita) si diri~ ot tenuta facendo il prodot to  (diretto) della 

V'  s volte per  se stessa. 



B. SECurE: Nuovi  metodi  e r isul tat i  nella geometria, etc. 81 

I1 h o g o  dei  pun t i  x - = x  ~ X x ~ X . . . X x  ~ di Y che  eo r r i spondono  al le  
c,o'~ s -p l e  di pun t i  c o n i u g a t i  di V ~, V ~,. . . ,  V ~ (e eio6 di pun t i  imagini ,  
su l le  va r i e  copie  di V l, di uno  stesso p u n t o  di Vit, 6 u n a  variet/~ a lgeb r i ca  
b i r a z i o n a l m e n t e  i d e n t i c a  a V i e d  h a  q u i n d i l a d i m e n s i o n e  v ~. Ques ta  
variet~t ch iamas i  la  varie@b diagonale  di  V, e ve r r~  d e n o t a t a  col s imbolo  V a . 

Da l le  p r eceden t i  de f in iz ion i  del le  V, V a, T, T a si ha  ehe  le (156) rappre -  
s en t ano  tan to  T a sopra  T q u a n t o  V A sopra  V, s icchb r i s u l t a :  

Va r i l eva to  ehe, tu t tav ia ,  la Va n o n  r i s n l t a  m a i  i n t e r s e z i o n e  r e g o -  
l a r e  del le  V, T a in T :  ed invero ,  poich6 a t i u a l m e n t e  si ha  v ~ v ~" 
le qua t t ro  va r ie tk  test6 nomina te  h a n n o  ora  o r d i n a t a m e n t e  le d imens ion i  

ed ~ v ~ A- sv' - -  sc < c, essendo s ~ 2, v i < c. D i m o s t r e r e m o  perb  ehe  : 
L a  variet~ V a r i su l ta  p r i v a  di  p u n t i  mul t ip l i ,  ed ~ intersezione semplice 

(non regolare) di  V e T a su  T. P i i t  precisamente,  denotando con x~ u n  qua- 
lunque pun to  di  V A, la varietdt V ~ --  in  u n  in torno di  x~ - -  pub ottenersi 
come intersezione semplice e regolare di  V con u n  opportuno spazio Sa+~,_~,~ 
giacente nell '  Sa di  appar t enenza  di T e passan te  per  lo spazio Sr di  apparte.  
nenza  di T ~. 

11 pun to  ~ di V', che  co r r i sponde  al p u n t o  m suddet to  di V a, 6 pun to  
s emp l i ce  di V ' ;  si p o t r a n n o  qu ind i  sceg l ie re  in Se ~ coord ina te  xo ,  x ~ , . . . ,  x~ 
tal l  che  - -  in que l  pun to  mt - -  e qu ind i  p u re  in u n  in to rno  di esso in S~ 

t i i i 
sia x 0 = 1, e le ~ t ,  x~, ..... ~c~ r i su l t ino  ino l t re  p a r a m e t r i  nn i fo rmizzan t i  
in un  in to rno  di x ~ su V ~. Al lo ra  negl i  in to rn i  dei punt i  a~ ~, a~ "~, ..., ~ coniu-  
gati  ad x L in  S~, S ~ , . . . ,  S~, ed in un  in to rno  di x in Sn,  p o t r a n n o  suppors i  
va l ide  le (4~.~). 

Cons ide r i amo  le equaz ion i  

(3) "x~00...0 = x0...0~o...0, 

o r e  l ' ind ice  j a s s u m a  i va lor i  1, 2 , . . . ,  v ~ ed a secondo  m e m b r o  si a t t r i bu i sca  
ad esso uno  q u a l u n q u e  degli  s - - 1  posti  che  seguono  il pr imo.  Si h a n n o  cosl 
in tu t to  v*(s - 1) equaz ion i  l i nea r i  i nd ipenden t i ,  r a p p r e s e n t a n t i  u n  Sa+~,~-.,r~ 
di S a. Da esse, t enu to  eonto  del le  (3~), (4~), si t r aggono  subi to  le 

(4) x!  = x ~ x ~. p e r  j 0, 1, v i 

e ques t e  re laz ion i  va lgono  p u r e  per  j-----v~-+ - I ,  v~-¢ - 2 , . . . ,  c negl i  i n to rn i  
di x ~, x ~, . . . ,  x ~ su V',  V ~,..., V ,~, in c o n se g u e n z a  de l le  equaz ion i  di tal i  
in torni .  Po ich6  - -  in un  in to rno  di x su V - -  va lgono ques te  u l t i me  equa- 
zioni e le (3~), m e n t r e  d ' a l t r o  canto  le (1~) sono le equaz ion i  di V a su V, 
cosi  - -  nel  sudde t to  i n to rno  ~ V a r i su l ta  l ' i n t e r s e z i o n e  di V con lo spazio 
r a p p r e s e n t a t o  dal le  (3b 

Anno~li di Matemat ioa  11. 
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T a l e  i n t e r s e z i o n e  ~ r e g o 1 a r  e ,  e s sendo  

v ~ - - - s v  ~ + ( d +  v ~ - -  s v  ~ ) -  d ;  

essa  ~ ino l t r e  s e m p l i e e ,  onde  il p u n t o  w ~ s e m p l i e e  p e r  V a, in  q u a n t o  

le s v  ~ c o o r d i n a t e  xj~2...ss t h e  f i g u r a n o  ne l le  (31, e s sendo  r i s p e t t i v a m e n t e  ugua l i  
ai p a r a m e t r i  w~ che  c o m p a i o n o  he l l e  (4), r i s u l t a n o  p a r a m e t r i  u n i f o r m i z z a n t i  
r e l a t i v a m e n t e  a l l ' i n t o r n o  del  p u n t o  x su  V. 

O s s e r v i a m o  da u l t i m o  t h e ,  in  v i r t f i  del  n. 9 e del  p r e c e d e n t e  t eo r ema ,  
la  (2) forn ise+  l ' e q u i v a l e n z a  

(5) (VTA)  = o, (1) 
la  q u a l e  r i s u l t a  non  b a n a l e  non  a p p e n a  si s u p p o n g a  v ~  1 - - s  c. 

58. S iano  M ~, M"- M ~ , ..., s v a r i e t h  di V ~ incont i :an t i s i  r e g o l a r m e n t o  e 
s e m p l i c e m e n t e  l ungo  una  va r i e t h  pu ra ,  Qt, di d i m e n s i o n e  

(1) ff = m '  + m ~ -I- ... + m* - -  (s - -  1)v ~ ~ 0. 

P r e n d i a m o  s eopie  V ~, V ~, ..., V ~ d i s t in te  di V ~ e, pe r  non  m o l t i p l i e a r e  inu-  
t i l m e n t e  le no taz ioni ,  denot iamo:  a n c o r a  con  M L, M s, .... M ~ le copie  de l le  
M 4, M 2, . . . ,  M ~ o r d i n a t a m e n t e  su l le  V ~, V '~, ..., V s. Cos t ru i amo ,  come  nel  n. 57, 
la  v a r i e t h  V p rodo t to  de l la  V ~ s vo l t e  pe r  se s t e s sa  e, en t ro  ques ta ,  conside-  

r i a m o  il p rodo t to  d i r e t t o  

(2} M = M ~ X M ~ X ... X tl/~. 

S u l l a  V, vi b i no l t r e  luogo a e o n s i d e r a r e  la  varlet/% d i a g o n a l e  V A, b i raz io-  
n a l m e n t e  i den t i c a  a V ~ (n. 57);  e s ia  Q la va r i e t~  (di d i m e n s i o n e  q )  t h e  cor- 
r i s p o n d e  a Q~ ne l  r i f e r i m e n t o  b i r a z i o n a l e  senza  eccez ion i  f r a  V ~ e V ~. Ci 
p r o p o n i a m o  di d i m o s t r a r e  c h e :  

L a  v a r i e t ~  Q r i s u l t a  l ' i n t e r s e z i o n e ,  regolc, r e  e s e m p l i e e ,  de l le  v a r i e t ~  M 

e V A e n t r o  V. 

~1 anz i tu t to  ch iaro ,  da t le  p r e e e d e n t i  def in iz ioni ,  che  Q (~ l ' i n t e r f e r e n z a  
de l le  M, V ~, e c io~:  

Q--  ( ). 

Poichb  la  d i m e n s i o n e  q di Q si e s p r i m e  con la  (I}, que l l a  di M - -  a n o r m a  
de l la  (1), e t enu to  con to  del  n. 54 - -  va le  m ~ + m ~ + ... + m*, m e n t r e  V a e V 
h a n n o  le d i m e n s i o n i  v ~ ed sv  ~, cosi  Q b i n t e r s ez ione  r e g o l a r e  di M e V a in V. 

S ia  x '  un  q u a l u n q u e  p u n t o  s e m p l i c e  di V ~, s e m p l i c e  p e r  Q~ e pe r  cia- 
s c u n a  del le  M *, nel  q u a l e  le M ~, M 2, . . . ,  M s s ' i n c o n t r i n o  s e m p l i c e m e n t e  (il che 
s ign i f i ca  che  gli  spazi  tarLgenti in w ~ a l le  M ~, M s .... , M s h a n n o  p e r  in terse-  
z ione lo spazio  t a n g e n t e  in x ~ a Q~). De t t i  x ~" . . . . .  ~c ~ i pun t i  c o n i u g a t i  di w t 
su l le  V "2, ..., V s, i qua l i  a p p a r t e r r a n n o  qu ind i  o r d i n a t a m e n t e  a l le  M ~, ..., M s, 

si p o t r a n n o  al lora ,  negl i  spazi  S~ di a p p a r t e n e n z a  de l le  M ~ ( i - - 1 ,  2 , . . . ,  s), 
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X ~ i n t r o d u r r e  coo rd ina t e  x~0, x ~ , . . . ,  ,~ tali  che, in un in to rno  del pun to  x ~, si 
~ 1 ed ivi i n o l t r e  le abb ia  x ,  

i i i . i i ' 
'~ t *"  ~ 1  X"mt-~. . . -~-m~-- i - - ( i - -2)q-~ 1 °'° X~m - ~ - . . . ~ - m ~ - - ( i - 1 ) q  

r i su l t ino  p a r a m e t r i  un i fo rmizzan t i  o r d i n a t a m e u t e  su V ~, M ~. :Ne consegue  che 
net  pun to  oe ~-~ w ~ X  a ~ X  ... X 0~ ~ pub a s sumers i  Xo0...o I 1, ed i n o l t r e -  in  un  
in to rno  di ques to  pun to  su l le  va r i e th  V, M, V a, Q - -  possoao  f u n g e r e  r ispet-  
t i vamen te  da p a r a m e t r i  un i fo rmizzan t i  : 

le  cv ~ coo rd ina t e  Xo...0jo...o t j  ~ 1, 2, ..., v ' ) ;  

le m ~ + m ~ + ... + m s coo rd ina t e  x~...0j0..o, o r e  i ' ind ice  j sin a l l ' i -mo  
posto ( i : 1 ,  2 , . . . ,  s) ed a s s u m a  gli m ~ va lor i  1, 2 , . . . ,  q, m ~ + . . .  ~ m ~ - ~ -  

- -  ( i  ~ 2 ) q  + 1 ,  . . ,  m ~ -4- ... + m ~ ~ ( i  - -  1 ) q  ; 

le v'  coo rd ina t e  X~o...o, x~o...o, .... , W~o...o; 

le q coo rd ina t e  oo~0...o, x~0...0, ..., xq0...o. 

Cib imp l i ca  che,  en t ro  lo spazio t a n g e n t e  nel  pun to  x a V, gli spazi ivi 
t angen t i  a l le  M, V a s ' i n c o n t r i n o  r e g o l a r m e n t e ,  secondo Io spazio t a n g e n t e  
in x a Q; e eib comple t a  la d imos t r az ione  de l l ' a s se r to .  

Dal la  p ropos iz ione  test~ s tabi l i ta ,  s e r ivendo  3/ in luogo di 31~ ed assu- 
mendo  in pa r t i co l a r e  M ~ ~ V s, ..., M ~ __-- V ~', si r i cava  che : 

N e l  r i f e r i m e n t o  b i r a z i o n a l e  t h e  i n t e r c e d e  f r a  u n a  d a t a  v a r i e t ~  V ~ e la  

var ie t& d i a g o n a l e  V a de l la  v a r i e t ~  V, p r o d o t t o  d e l l a  V ~ s vo i le  p e r  se s tessa ,  

(~d u n a  q u a l u n q u e  s o t t o v a r i e t ~  M di  V '  c o r r i s p o n d e  la  v a r i e t ~  M a ~ - ( M ' V a ) v ,  

ove M' - -  3 1 X  V ~ X .... X V "~. 

59. Con a rgomen taz ion i  del  tu t to  ana loghe  a que l l e  del n u m e r o  prece-  
dente ,  si vede  che, pifi  g e n e ra l me n t e ,  se le var ie t~  M', M~,..., M '~ di Vº 
s ' i n c o n t r a n o  s e m p l i c e m e n t e  lungo due  var ie t~  p u re  Q' e P~, la p r ima  di 
d imens ione  r ego l a r e  q e la seconda  di d imens ione  p ( ~  q), a l lo ra  

L e  variet(~ 31 e Va s ' i n c o n t r a n o  s e m p l i c e m e n t e  e n t r o  V l u n g o  le var ie t& Q 

e P i m a g i n i  del le  Q~ e p l  n e l  r i f e r i m e n t o  b i r a z i o n a l e  f r a  V t e V '~ . 

Questo  r i su l t a to  pub n a t u r a l m e n t e  ven i re  s f ru t t a to  anche  1 o c a 1 m e n t e ,  
il ehe  p e r m e t t e  di r i c o n d u r r e  lo s tudio  del  c o m p o r t a m e n t o  del le  M t, M s, . . . .  M s 

n e l l ' i n t o r n o  di un  pun to  x ~ ad esse comune ,  allo s tudio del c o m p o r t a m e n t o  
del le  M, V a ne l l ' i n to rno  del  pun to  omologo x ~ x .~X x : X  ... X x ~. Ma al lora,  
pe r  q u e s t ' u l t i m o  studio,  la V a pub  ven i r  sos t i tu i ta  con uno  spazio l inea re  
Sa~_v~_sv~ , in v i r t~  del n. 57. L ' u s o  de l le  varietfi, p rodot to  ne i  p rob lemi  d ' in -  
t e r sez ione  en t ro  una  da ta  va r ie t~  a mb i e n t e  non  s ingo]are  (so), of f re  qu ind i  il 

('~"t Esso trovasi gih in B. SEGaE [5], O prima ancora parziutmente in Zeuthen, C. Segr% 
Severi, e fu quindi sfruttato in modo sistematico da WEIL [1] e da altri Aut~ori; err. spe. 
cialmente SEVERI [11]. 
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vantaggio di sostituire ad nn qualunqne numero s di varietk da intersecare 
d u e  s o l e  v a r i e t h ,  una delle quali 6 anzi f i s s a  e n o n  s i n g o l a r e ,  
e pub addir i t tura  supporsi essere uno s p a z i o  l i n e a r e  quando ci si limiti 
a questioni di carattere locale. 

Aggiungasi the, tenuto conto dei nn. 3, 9, 55, e con le notazioni prece- 
denti, da quanto sopra si trae ehe 

la Q~ = (M~M ~ ... M~)v~ equ iva le  a l l a  Q - -  (MVa)v  , 

la  Qt = (M,M ~ ... M~)~ equ iva le  a l l a  Q ~-- (MVA) P. 

Cosi, ad esempio, la (5~7) appare in tal guisa una conseguenza del l 'ovvia  
relazione (V t V l Tzi~w ... ~ ls~o ~ O. 

§ I I I . -  S u c c e s s i o n i  e d  i n t e r s e z i o n t  d i  s o t t o v a r i e t a  p r o d o t t i  
e n t r o  u n a  v a r i e t i t  p r o d o t t o .  

60. Date s ( ~ 2 )  varieth irriducibili  e non singolari V i, V2,..., V "~, si 
considerino sulla V i due varieth pure M s, N ~ qualsiansi,  e si ponga:  

(1) P ~ =  (M~N~)v, {i = 1, 2, . . . ,  s). 

Allora, a norma del n. 55, sulla varieth 

(2) v = v ' x  Y ~ X  ... X v, '  

restano definite le 

M ---- M l X M ~ X . . - X  M s, N = N i X N 2 X . . .  X N  ~', 

(8) P = P '  x P~ X ... >< P ' .  

Vogliamo dimostrare the  
Dal le  (1), (2}, (3) segue  la 

(41 P = ( M N ) v .  

A. tal uopo, consideriamo su V le varieti~ M '~ determinate in funzione 
delle M s mediante le (1~), e le varieth N '~, P'~ similmente definite daile N i, F i. 
Incominciamo col provare che 

I n  fo r za  de l la  (1), vale  l' e q u i v a l e n z a  

(5) P '~  = ~/ '~lV'~)v.  

Basteri~ stabilire questo risultato nell ' ipotesi in cui M ~ ed N ~ siano varieti~ 
effettive di V ~ segantisi regolarmente e sempticemente tungo la P~, poich6 
da qui si deduce il r isultato nel caso generale per somma e sottrazione, 
usufruendo della proposizione finale del n. 55. Ora, nelFipotesi  suddetta,  si 

ha manifes tamente  
(61 P'~ -~- ( M'iN '~ ); 

e le M i  N,~ s ' incont rano  r e g o l a r m e n t e  in V l n n g o  P,  poichG posto 

k ~ qjt + ... + V i - i  + Vi+i .~_ ... -b  VS~ 
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r i su l ta  m q--~ n~ ~ +  k, n ' ~ = n  ~ +  k, p'~ = p ~ q - k ,  v = v  ~ + k ,  sicch~ dal la  
p~ = m ~ e n ~ - -  v ~ segue la p'~ = m '~ + n '~ - -  v. Con argomentaz ion i  ana loghe  a 
quel le  svelte in easi eonsimil i  nel  pa ragra fo  precedente ,  si vede poi subi to 
che M '~ ed iV 'i si segano s e m p l i e e m e n t e  lunge P 'L Dal la  (6)segue al lora 
s enz ' a l t ro  la (5). 

Cib premesso,  basra  appl ieare  r i p e t u t a me n t e  la {455), ass ieme alle (1), (2), 
(3), i5), per  vedere  ehe 

p :_= p l  X P~ X ... X P~ = ( P " P ' ~  ... P ' g v =  

= ( (~"N")v i~ '~2v"~)v . . .  ( ~ " ! v ' g v ) , ~  = 

= ( ( M " ~ "  ... M ' g v "  (~V"N'* . . . - X ' 9 0 v  = 

= ((;w x M '  × ... X ~ 9 -  ( ~ '  X ~¢~ X ... X -~9)v  = (;~lVtv, 
donde la {4). 

I i  r i su l ta to  test~ o t tenuto  si es tende  i m m e d i a t a m e n t e  al caso in cui 
sulle V ~ si consider i  uuo stesso numero ,  anche  maggiore  di due,  di var ie t~ 
M ~, ~ ,  ..., Rq Si perv iene  eosi a lp equ iva lenza  ; 

( ~ ' ~ '  ... R ' ) v ,  x (M'~N '' ... R~)v~ X ... X ( M ' N "  ... R ~ ) v ,  = 

= ( ( ~ '  x ~ '  x ... x M ' ) .  (2V' X N '  X ... X N ' )  . . .  (2~' X ~ '  X ... X R~)) v .  

61. Data  sopra  c i a scuna  delle V ~ u n a  suecess ione  

~ V ~ (1) ~ V I I =  Vo,  V~ ,  ~ . . . .  , 

di sostegno V i, poss iamo cons idera re  sul  prodot to  V =  V ' X  V'- ' ; ,< . . .X V 8 
dei re la t ivi  sostegni  le variet~ pure,  di d imens ione  v - - j ,  def in i te  dal le  fo rmule  

(~) ~ ~ v~ x vL x . . .  x v ~ = h, ( / = o ,  1, 2 , . . . ) ,  

dove - -  per  j f issato - -  la somma sia estesa a tu t te  le soluzioni in in ter i  h 
delle 

(3) j = h, + h~ + ... -+- h , ,  h, :> 0, h~ ~ 0, ..., h~ ~ 0. 

]~ subito visto che le (2) cost i tu iscono al la  loro vol ta  u n a  success ione iV  t, 
di sostegno V; ch iameremo ques ta  il  p r o d o t t o  d i r e t t o  delle (1), e ser iveremo 
ehe 6 : 

(4) i v } = I v ' I x I v  ~}X. . .XIV '} .  

Semplifioheremo questa serittura ponendo in essa V { in luogo di i Vi}, nel 
caso  p a r t i c o l a r e  i n  c u i  l a  s u o c e s s i o n e  (1) s i  r i d u c a  a l l a  

{ V~ I = V ~, O, 0 , . . . ;  

ques ta  notazione ~ in aecordo col fat to the ,  al lora,  ne l la  somma (2) basra 
l imi ta rs i  ai t e rmini  p rovenien t i  dal  valore zero de l l ' i nd iee  hi, sicch~ in ogni 
t e rmine  di tale somma compare  V i come i - m o  fat tore.  



86 B. SE(mn. N~toci, mctodi e ri.~nltati, uetla geometria, ecc. 

D a l l a  (2), a v u t o  r i g u a r d o  a l l a  (3) ed  a l  n. 6, s e g u e  s u b i t o  c h e :  
L'a l terna~te  del prodotto diretto di due o pii~ successioni, non ~ altro che 

il prodotto diretto delle sucoessioni al ternanti  di queste ultime. 
Si c o n s i d e r i n o  e r a  su  c i a s c u n a  de l lo  s u d d e t t e  var ie t /~  V ~ d u e  s u c e e s -  

s i o u i  I V ' ~ I ,  t V " i l  t h e  l ' a m m e t t a n o  c o m e  s o s t e g n o ,  e si  p o n g a  

(5) t V ~ I - -  (1 V "  I • I V "  I )v ,  (i ---- 1, 2, . . . ,  s). 

Ci p r o p o n i a m o  di  m o s t r a r e  t h e  
Definite le I V I, t V' t, I V" i con la (3) e con le analoghe relazioni 

i y '  I = I V'~ I X I V"~ I X . . .  X 1V'~ I ,  i V "  t _~. t V"~ I X 1V"'~ t X . . .  X I "V"~' i ,  

in  forza delle (5) r isul ta  : 

(6) I v  --(~ v' 1.) w ) ) v .  

D a l l e  (2), (5) s i  t r a e  i n f a t t i  t h e  ~: 

v~,,,)v, x (v~,,, v'~,,,)v, x x ( v  G • .. Vh,,)v,, 

d o v e  l a  s o m m a  d e v ' e s s e r e  e s t e s a  a t u t t e  le  h > 0  p e r  cu i  s i a n o  s o d d i s f a t t e  

l e  (31 e le  
h'l + h", - -  h , ,  h'~ 4 -  h"~ = h~, . . . ,  h', + h", ---- h , .  

I n  vir t t ' t  de l  n. 60, no  e o n s e g u e :  

",'j = Z ~( V;5, X V;, ~,, × ... × V; , ; )  " t  "~ "" • (vh, , ,  x V~,,,, x ... X l" )G))v;  

e s i  o s s e r v i  t h e  gl i  i n d i c i  in  q u e s t ' u l t i m a  s o m m a  d e b b o n o  a s s u m e r e  t u t t i  e 

s e l l  i v a t o r i  i n t e r i  h ~ 0  s o d d i s f a c e n t i  a l l e  

h ' ,  + h'-2 q -  -4- h '  ~ k, h" ,  h"~ ... , -t- + ... + h",  ~ ] - -  k, 

e v e  a k si  d i a n e  i v a l o r i  0, 1, . . . ,  j .  k v u t o  r i g u a r d o  a l  n. 7 e d  a l l e  p r e e e d e n f i  

d e f i n i z i o n i ,  si  h a  q u i n d i  l a  (6). 
A s s u n t o  in  p a r t i c o l a r e  I V"~ I - ~  I V '~ I ,  le  (5), ( 4 ) f o r n i s c o n o  le  

) V ' l = V ~ ,  0 ,  0 , . . . ,  I V l = V ,  0 ,  0 ,  . . . .  

I1 p r e e e d e n t e  t e o r e m a  m o s t r a  a l l o r a  c h e :  
L' inversa  della suceessione prodotto diretto di due o pii~ suecessioni, coin, 

cide col prodotto diretto delle inverse di queste ultime. 
A g g i u n g a s i  c h e  il  s u d d e t t o  t e o r e m a  si e s t e n d e  s u b i t o  i n d u t ~ i v a m e n t e  a l  

c a s e  in  eui ,  su  c i a s c u n a  de l l e  V ~, si  c o n s i d e r i  - -  in  u n  c e r t o  o r d i n e  - -  u n o  
s t e s s o  n u m e r o ( ~  2) a r b i t r a r i o di  s u e e e s s i o n i  ; s i c eh6  : il prodotlo direlto 
delle intersezioni di queste, uguaglia l 'intersezione dei prodot~i diretli delle 
successioni aventi in quell 'ordine uno stesso posto. 
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62. Date due varietk V, W non singolari, consideriamo~e il prodotto 

V ' - - - V X  W ;  

allora, detta M una q u a l u n q u e  sottovariet~ di V, denotiamo con M' la 
variet~ di V' definita dalla 

M ' - - M X W .  

Gon tali notazioni, la pr ima proposizione del n. 60 fornisce in .pa r t i co la re  
1' uguaglianza 

( ~  .... ~ ) ' v  = ( ~ , ~ s ,  ... M~,)v,. 

Pi~t generalmente,  avuto r iguardo alia definizione del n. 9, si vede senza 
diffieolth the  

[ (M~M~ ... M ' ) ~ ] '  = (M~ ' . ~  : '  . . .  M")-~',. 
GiG premesso, r i faeeiamoei alle considerazioni del n. 13 relative alle 

variet~ P, A l, A S , . . ,  A ~ di V, ed osserviamo the  considerazioni analoghe 
possono svolgersi per  le corrispondenti  varietk P', A ~', A s', ..., A ~' di V'. Pifi 
precisamente,  poieh~ v' : v + w, p'-----p + w, se valgono le (1,3~, (2~a) si ha 
eonseguentemente  

v ' - - p '  ~ s ~ v ' - - w ,  t = s - ~ - p ' - - v '  ( O ~ t ~ p  o p ' - - w ) ;  

inoltre le A' sono i p e r s u p e r f i e i e  di V' per  le quali, con le no$azioni del 
n. 13, r isul ta  : 

VT(A' )  = -  [V~(A)] '. 

Pertanto,  uguagliando i prodotti  diretti  per  W dei due membri  della (4fs) ed 
appl ieaudo il primo eapoverso del presente  numero, otteniamo 

t 
( ~ " d "  ... A " ) v ,  - -  ( A " ~  s' ... ~ " ) ~ :  = Z (Pv,  , ) 'VL~(A') .  

Basta  era  confrontare le relazioni e h e  cost si hanno per  t---  0, 1, ..., p (e eio~ 
per. s = v -  p, v - - p  + 1, ..., v), ordinatamente con le relazioni 

$ 
! ~.~V$ l " t "  (1) ( A " A " . . . A " ) v , - - ( A " A " . . . A ~ ' ) ~ ' , =  E P v , , ,  t-~,A) 

del pari  fornito dal n. 13, per  dedurre  le 

(2) P'v,, ~ ~--- {Pv, ~)' per  i = O, t, ..., p. 

Rileviamo infine ehe la (1) sussiste anehe per  s : v ~-1,  v ÷ 2, . . . ,  v' 
(e quindi  per  t : p  + l,  p:~-2 , . . . ,  p'), pureh~ le A' stiano ivi per  indicare s 
ipersuperf ieie  di V' passanti  gener ieamente  per  P ' ;  e, come tali, possono 
assumersi  le A ~ X  W, dove le A ~ siano s ipersuperfieie di V passanti  generi. 
camente per  P. Corr ispondeutemente r isulta 

(A"A"  ... A")v, "-- 0, (A "A ~' ... A")~', --- 0, 
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sioch~ le ~l~ equazioni  da te  da l la  (I} per  i sudde t t i  valori  di s e t forn iscono le :  

p~h ~ Tr, v +  h l a g  (3) P v , , i -p+h-~( .~  1 --" 0 per  h = 1, 2, ..., w. 
i = 0  

Ora e i a scuna  del le  variet'~ ( P v . ~ V ' p ~ - , { A ) ) v  ha d imens ione  v i r tua le  - -  h < 0, 
ed 6 qu ind i  n u l l a .  In virtf i  del  p r imo eapover so  del p resen te  n u m e r o  e 
del le  (2), i s ingoli  te rmini  del le  somme  a p r imo  m e m b r o  hel le  ('-~) r i su l tano  
nul l i  pe r  i-----0, 1, ..., p.  Le  (3) r idueons i  pe r t an to  al le  

v~a P'  V,~+ a ~A '~ v,,i v+h-~ ~----0 per  h : l ,  2 , . . . ,  w, 
i=p+l 

le quai l  s u e e e s s i v a m e n t e  porgono le 

(4) P ' v , , ~ = O  per  i ~ - p  + 1, p +  2, . . . ,  p ' .  

Ques te  mos t r ano  ehe le (2) suss i s tono  anehe  per  tut t i  i valor i  di i maggior i  
di p,  onde  le !2~, (4) si e o m p e n d i a n o  con la  

l P'v, ! - - - -  i Pv  l', 

ossia,  sot to fo rma  pih espl ie i ta ,  con la 

(5) I {P X W)~,<w t = t P v  t X W. 

6~. D i m o s t r e r e m o  ora  ehe  
D a t e  s ( ~  2) v a r i e t ~  i r r i d u c i b i l i  e n o n  s i n g o l a r i  V ~, e sce l ta  c o m u n q u e  

o r d i n a t a m e n t e  i n  c i a s v u n a  d i  esse u n a  v a r i e t ~  i r r i duo ib i l e  e n o n  s i n g o l a r e  
M i ( i = 1 ,  2 , . . . ,  s), i l  p r o d o t t o  M = M  i X M  ~ X . . . X M  ~ ~ u n a  so t tovar ie td  

de l la  V :--- V l X V ~ X ... X V~, p e r  la  qua le  r i s u l t a  

A tal uopo,  eons ide r i amo  su V l e  var ie t~  M '~ def in i te  dal le  {15~), e ram- 
men t i amo  ehe vale  la (455). In  forza del  t eo rema  del  prodot to  (n. 20), abb iamo 
qu ind i  : 

(2) I M v  l : t (M'  X M~ X ... X MS)v I ¼ i l M'~ ~ . I M'~ I . . . 1M'~  ~ )v .  

D ' a l t r a  par te ,  avu to  r iguardo  alle (155), e t enu to  eonto  de l la  (5~), si ha :  

,i = V ~ V ~ -  ~ ' X V ~ + '  ... VL I M v l  x . . . x  x l M'V, I X x 

' i  
B a s t a  d u n q u e  sos t i tu i re  nel la  (2) ques te  espress ion i  in luogo delle  I M v ! ,  
app l i ca re  il n. 61 ed osse rvare  ehe 6 

(t M~,  ~ V ' v '  ... v % . ~  = ~ M ~ ,  ~ , 

per  d e d u r r e  la (1). 
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GAPITOLO SESTO 

LE SUCCESSIOI~I  CAI~ONICHE S U L L E  V A R I E T A  A L G E B R I G H E  

§ I. - S u c c e s s i o n !  l n v a r l a n t !  d l  d a t o  s o s t e g n o .  

64. Da ta  una  q u a l u n q u e  var ie t~ a lgebr ica  V ~, i r r idueib i le  e non singolare,  
si consider i  il prodot to  di V' p e r  s e  s t e s s a :  

{1) V - -  V t X V 'z 

(dove V ~ denot i  u n a  copia di V~), e - -  su questo - -  la var ie ta  diagonale ,  V ~ 
(n. 57). ~ chiaro che, se si sost i tu isce  a V t una  var ie th  Y--~ ad essa r i fe r i ta  in 
una  cor r i spondenza  bi razionale  0 che sia regolare  (e cio6 senza eccezioni}, 
anche  la (1) e l ' ana loga  var ie th  

vengono a corr isponders i  in u n a  t ras formazione  regolare,  T ;  e q uesta  m u t a  
la V l~ nel la  varieth, d iagonale  V 1~ di -V. In  v i r th  del § I del Cap. 2 o, la T 
mu ta  eonseguen temen te  la success ione covar ian te  d' immers ione  I V~ ~ ! 

t 2  
nel la  I V~ 1. 

Ri lev iamo era che la cor r i spondenza  subord ina ta  da T tea V '~ e ~ non 
che il prodotto ~20~ -~, dove f~, ~ denot ino  le t ras formazioni  bi razional i  

senza eccezioni in te rcedent i  - -  g ius ta  il n. 57 - -  f ra  le V L~, V L~ e le V', V ~. 

~ e  consegue che_le f~, ~ debbono t r a s fo rmare  le t V v  f L ~V-# I in due snc- 
ce s s ion i  i V~I, I V t }, r i spe t t i vamen te  di sostegni  V ~ e V ~, l e  quali  r i su l tano  
mu ta t e  l ' una  ne l l ' a l t r a  da l la  t ras formazione  bi raz ionale  O fra. V ~ e VL Per tan to :  

L a  successione I V  ~ I, d ianz i  costruita su V L come trasformata di l V ~ t  
mediante ~2, r isul ta  invar iante  di fronte alle trasformazioni  birazionali rego- 
lari  di V ~. 

65. Si possono subito o t tenere  su V t a l t re  successioni covarianti ,  operando 
in uno dei due modi seguent i .  

Un p r i m o  m o d e  ~ quel lo di cons ide ra re  un  q u a l u n q u e  n u me r o  s ( ~  2) 
di copie V i, V 2,..., V .' di V ~, e di r i fer i rs i  a l ia  var ie th  d iagonale  V a del pro- 
dotto dire t to  

(1) v = v ~ x v ~ x ... x w .  

F r a  V a e V ~ in te rcede  una  t ras formazione  bi razionale  regolare,  ~2, la qua le  
m u t a  la successione covar ian te  d ' i m m e r s i o n e  IVaci in una  s u e c e s s i o n e  
i n v a r i a n t e  di sostegno V ~, che denote remo con t V ~ I I .  Cib si vede me- 
d iante  considerazioni  pe r f e t t amen te  a , a l o g h e  a quel le  del n. 64;  ed 6 ehiaro 
the ,  con le notazioni  ivi in t rodot te ,  r i su l t a  

(2) 1 Vi ,  t} = t v~ I. 

, 4n .a l i  di Matem~t iea  12 
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Un s e c o n d o  m o d e  si o t t i ene  mol t ip l i cando  f ra  lo re  in ~ w  le suc- 
cess ioni  dianzi  o t tenu te ,  il t h e  conduce  - -  f ra  l' a l t ro  - -  a l le  s u c c e s s i o n i 
i n v a r i a n t i  

I V ' t ~ i = ( I V ' i . l V ' } ) r , ,  l V ' l [ ~ l ~ - ( I V ' l .  I V ' l . l V ' f ) ¢ , ,  e t c . .  

D i m o s t r e r e m o  t h e  : 
Le successioni  i n v a r i a n t i  suddet te  sono legate f ra  lore ed al la  I V ' l  del 

n. 64 in  mode es tremamente  semplice, r i su l tando  precisamente 

(3~ 117 ~ V i I~I1=I I t~-~J. 

Poich~ se s = 2 la (3} si r i duce  a l la  (2), bas te r~  s tab i l i re  la (3) ne l l ' i po -  
tesi  che  s is  s ~ 3 .  A ta l  uopo,  d e n o t a n d o  come  dianzi  con  V ~ la va r ie t~  
d iagona le  di V ~ X V ~, p o n i a m o  

(4) V ~ : V ~2 X V ~ X ... X V', 

ed i n t r o d u c i a m o  dei  s imbol i  V i~, V '~ aven t i  (per i = 3 ,  ..., s) s ign i f ica t i  ana- 
loghi  a quel l i  test~ spec i f ica t i  p e r  i = 2. F r a V  i* e V ~ i n t e r c e d e  u n a  t rasfor-  
m , z i o n e  b i raz iona le  rego la re ,  che  d e n o t e r e m o  con Q(~}, la q u a l e -  g ius ta  il 

1i. V~  n. 64 - -  mu ta  la suecess ione  I V w × v ¢ l  nel la  I t. 
Avendo, d ianzi  i nd ica t e  con fl la c o r r i s p o n d e n z a  l i r a z i o n a l e  V a e V ~, ne 

consegue  che  f r a  V~ e V a i n t e r c e d e  la  c o r r i s p o n d e n z a  b i r az iona le  ~¢)~-~. 
E si vede  fac i lmen te ,  r i f e rendoc i ,  p e r  semplicit '~ di se r i t tu ra ,  al case  i = 2, 
t h e  F in t e r sez ione  - -  en t r e  V - di V a con la success ione  

i ~ V 3  . . .  V ~ (5) lVv,xwlX X X 

i 2  
non  6 a l t ro  ehe  la t r a s f o r m a t a  de l la  { V r , x v ,  J m e d i a n t e  la ~(2)~-~. T a l e  
in te rsez ione ,  che denoteremo con I V~ul l ,  v iene  d u n q u e  t ras formata  da  Q 
nella I V l t ;  e si pub qui  - -  con ovvio s igni f ica to  dei s imbol i  - -  i nvece  del- 

l ' i n d i c e  2 por re  uno  q u a l u n q u e  dei n u me r i  3, ..., s. 
Cib premesso ,  in vir t f i  de l la  de f in iz ione  de l te  va r i e th  d iagona l i  (n. 56) e 

m e d i a n t e  a rgomen taz ion i  consimi l i  a que l le  sve l te  nel  § I I  del  Cap. 5 °, si 

o t t i ene  1' e q u i v a l e n z a  : 

Va __- (Vi'-Vi~ ... V~)v.  

Da qui,  in forza  del t e o r e m a  del  p rodo t to  (n. 20), si t r ae  la 

i 3  i$  I v ~ l = ( I v ~ l . l v v l . . . I v z l ) z ;  

ed a ques t a  re laz ione ,  t enu re  conto  del  n. 5, a'} e del  n. 8, si pub d a r e  la f o r m a :  

~[2 13 18 
(6) I VaW I --~ ((I V v  t VA)V " ( i VV I Va}V"" ( I VV l Va)v)v a. 
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D 'a l t ro  canto, poggiando sulle (1!, (4), (56~), si vede che 

~ V 8 ... W ; t V'v ~ I : t VV~×v~ I X  X X 

siech~, in virt~ di quanto si ~ detto dianzi sulla (5), r isul ta  

1 2  

e, parimenti ,  

(lv lv )v ~- t~I} per  i = 3  .... ,8. 

Cosi la (6) fornisce l ' equivalenza  

l s i l  )vA: 

basra quindi t rasformare i due membri  di questa mediante la 9, per dedurne 
la (3). 

§ II. - S u c c e s s i o n i  c a n o n i c h e  e s u c c e s s i o n i  c o v a r l a n t i  

d '  i m m e r s i o n e .  

66. Nel paragrafo precedente  abblamo ottenuto vari modi per  costruire 
delle suecessioni invarianti  sopra una data variet'~ algebrica irriducibile e 
non singolare, the  ,~llora chiamavamo V!, ma che ora designeremo con V, cd 
abbiamo anche mostrato come ciascuna di tall successioni possa esprimersi  
in funzione della I V I, definita quale la successione covariante d ' immers ione  
di  V pensa ta  come variet~ d iagonale  entro la var ie th  prodotto V X V. La con- 
siderazione della I V I r iescirebbe priva di utilit~t qualora questa  successione si 
r iducesse alla V, 0, 0, ... ; ma cosl non ~ per varietfi V generiche di dimensione 
positiva, come risulteri~ da quanto diremo in seguito. 

Nel presente numero, indieheremo fra l 'a l t ro  due casi particolari  notevoli, 
costi tuenti  i soli esempi nel presente ordine d ' idee  conosciuti  pr ima del la  
pubblicazione del lavoro di B. S]~GRE [9]. Questi esempi mostrano gih l 'oppor- 
tunitfi di sosti tuire alla considera~ione della saddet ta  successione invariante 

V I, quel la  de l l ' inversa  della sun atternante. Porremo dunque  

e chiameremo I V*i la successione canonica della variet~ V; corr ispondentemente 
avremo da considerate  su V l a  varieth invariante V* (per i ~ 1, 2~ ..., v}, che 
sari~ una variet~t pura  (virtuale} di dimensione v - - i ,  definita da V a meno  
di an '  equivalenza, da chiamarsi  la i - m a  variet~ canonica,  od anche la variel& 
canonica di  d imens ione  v -  i o d ' i nd ice  i, relat iva a V (rispett ivamente iper- 
superficie canonica o gruppo canonico di V, se i ~ t od i - ~  v). 

In partieolare,  per  i - ~  v, la (1) fornisce 

v :  = (-- # .  = (--  Vv×v, 
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E poich6 V>< V ha  d i m e n s i o n e  2v, cost  - -  in ba se  al  t e o r e m a  g e n e r a l e  del 
n. 23 - -  da  qui  c o n s e g u e  la 

V* - -  ( - -  1)" (V[~l)v×v. 

P e r t a n t o ,  con  le de f in i z ion i  d ianz i  ado t ta te ,  
Un gruppo canonico della variet4 V, preso col proprio segno o mutato di 

segno secondochd la dimensione v di V ~ par i  o dispari, r isui la equivalente 
ad u n  gruppo caratterist~o della V pensata come varietd~ diagonale entro la 
variet~ V X V. 

Nei  cas i  v ~ 1 e v - ~  2, ques to  r i s u l t a t o  si r i co l l ega  a l le  p r o p r i e t ~  cono- 
sc iu te  a cui  a l l u d e v a m o  in p r inc ip io ,  e su l le  qua l i  a v r e m o  poi  occas ione  di 
di r i t o r n a r e  (n. 90}. E p r e c i s a m e n t e ,  se V 6 u n a  c u r v a  d i  g e n e r e  p,  il 
con f ron to  di que l  r i su l t a to  col s ign iHca to  funz iona l e  del p r i n c i p i o  di corr i -  
s p o n d e n z a  p e r  le c o r r i s p o n d e n z e  a v a l e n z a  s o p r a  u n a  c u r v a  a l g e b r i c a  (~) 

m o s t r a  che  : 
L a  nozione di gruppo canonico V~ di una  curva V, secondo la nostra 

definizione, coincide con quella di gruppo canonico di V nel senso c!assico 
(sicchd V~ consta di 2p - -  2 punt i ,  se p ~ il genere di V). 

Se V 6 u n a  s u p e r f i c i e ,  di cu i  I denot i  l ' i n v a r i a n t e  d i  Z e u -  

t h e n - S e g r e ,  ba s r a  r a m m e n t a r e  i l  s ign i f i ea to  topolog ico  de l l a  se r i e  di Se- 
ver i  (~), p e r  d e d u r r e  dal  p r i m o  e n u n c i a t o  del p r e s e n t e  n u m e r o  che  

L a  nozione di gruppo canonico V~ di una  superficie V~ secondo la nostra 
definizione, coincide con quella di grupt~o (di I + 4 punt i )  della serie di equi- 
valenza di Severi. ('~'~). 

67. I l  l e g a m e  i n t e r c e d e n t e  f r a  v a r i e t / ~  c a n o n i c h e  e v a r i e t ~  c o -  
y a r i a n t i d ~ i m m e r s i o u e pub  v e n i r e  sv inco la to  da l l a  cons ide r az ione  del le  

variet/~ d iagona l i ,  come  p r o v a  il s e g u e n t e  
TEORE~tA. - Se P e V sono due variet~ irriducibili, la p r ima  delle quali  

appartenga alla seconda, sussiste la 

(1) IF* I : ( I  P v l .  I v*  I)v, 

dove (seeondo le convenzioni dei nn. 6, 66) t P *  }, i V* i indicano le successioni 
canoniehe di P, V, e i P v i  denota l 'al ternante della successione covariante 
d' immersione di P in  V. 

(.z~) Cfr. al riguardo SEVERI [6], n. 14:1. 
(~) Tale significato topologico b di COMESSATTI [1], il quale si ~ perb limitato a trat- 

teggiarne una dimostrazione. Dimostrazioni eompiute di altro tipo, furono poi date dal 
SEVERI [6], nn. 145, 154. 

(~a) ~ u o v e  dimostrazioni degli ultimi due enunciati, si avranno come casi particolari 
dal § I I I  del Capitolo settime. 
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Identif ichiamo, corn'6 lecito le V, P con le variet/~ diagonali  dei prodotti 

(2) V' : V X V, 

Risulter/~ allora 
(3) P ~ V ~ V', 

ed inoltre, a norma della (1~6), si avrk :  

(4) { V*l = IVv,  l, 

(5) 

P ' =  P X P .  

P C P ' c V '  ; 

1 P*  I = l /%' t- 

I n  forza del teorema dell' appar tenenza (n. 18), dalle (3) si traggono le : 

l P v ,  I : ( I P x l . t V v , [ } ~ , ,  [Pv ,  l = ( I P e ,  i . l P ' u , [ } p , .  

D'al t ro  canto, in base alia (2) ed al n. 63, r isulta ; 

(6) P'~,, = ! (P x P ) v x r  I = 1 P v l  x I P v l .  

Basta quindi oonfrontare fra lore le (5) e servirsi delle (2), (4), (6), per otte- 
nere  l' equivalenza 

(7) ( 1 i %  f.  ! v* I )v = ( I P* I- ( I Pv  I x I Pv [  )bxP. 

:Notiamo era ehe tanto un membro ehe l 'a l t ro  della {7) r isulta una sue- 
cessione appartenente  alla variet~ P X V. Ha quindi sense prendere  i prodotti 
- -  e n t r e  q u e s t a  v a r i e t ~  - - d i  quei due membri  per la successione 
~ P v } X  V. Cosi facendo, e tenendo conto della proposizione finale del n. 58, 
it primo membro della (7) si r iduce a :  

(s) ( ( 3 P g l . l P v I  b .  I { * I ) , = ( P .  1 ~ * I ) . .  

I1 seeondo membro inveoe, in virtfi del n. 5, a) e del n 8, diventa 

~9) [I ~*  I" ( 1Pv X I PvI )" ((I Pv~ X V ) ( P x  P))exv]/b<v ; 

e poichG in virtfi del n. 60, si ha 

(( 1 Pv I x v)(P x P ) b x v  = ( ~ i %  i P)~ × (vP)v  = ~ Pv  I x P, 

(( ' ,Pvl XlPv i ) ' ( [Pv l  XP))Pxv=(IPr' ,"  IPv[)/,X( IPvt. P) / ,=PxIP~- i ,  

eosl, usufruendo ancora della proposizione finale del n. 58, vediamo che la (9) 
pub anche scriversi nella forma 

( I ~*  I • (P x l P v l  ) b × P = -  ( 1 -~* i" 1 P v l  b .  

In  virtfi di eib ehe precede, questa successione deve uguagliare la (8). Si ha 
pertanto 

(10) (P" I V% i ) v =  ( 1 P* I" t Pvl b. 
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Si r i levi  inf ine  ehe ognuno dei due membr i  del la  (10) ~ una  sueeessione 
di sostegno _P. Mol t ip l icando c iascuno di essi per  ~ P * I  - -  e n t r e  P - -  ed 
app l icando  la  (58) , n e deduc iamo  la 

l l  l) ( 1 P *  i-  1 v *  i )v = t P v t .  

Ne consegue  la (i), con l ' u g u a g l i a r e  f ra  lore le suecessioni  a l t e rnan t i  {n. 6) 
dei due  membr i  de l la  (11), e mol t ip l icare  poi - -  e n t r e  V - -  i due  membr i  
de l la  relazione cosl o t t enu ta  per  I V*I .  

§ I I I .  - S u c e e s s i o n l  e a n o n l e h e  n e t  p r o d o t t i  d i r e t t i .  

68. Ci p roponiamo di s tabi l i re  il seguen te  
TEOREMA.. - Sappiamo che una  qualunque variet~t algebrica V, irriducibile 

e non singolare, pub venir identificata con la varietd~ diagonale della variet4 W 
che si ottiene facendo il prodotto diretto eli V u n  arbitrario numero s ( ~  2) di 
volte per se stessa (n. 57). Ebbene, la successione canonica di W sega su tale 
variet&, diagonale la potenza s - m a  della suceessione canonica a questa relat:iva. 

Dal ta  V ~  W si t rae  infa t t i  anzi tut to ,  in virtfi  del  n. 67, la  

(1) t v*  t = (l  ~ 1 .  i w *  l ) w .  

D 'a l t r o  canto, in base ai nn. 65, 66, r i su l t a  

epper tan to  : 

(2) 

Sin i due membr i  del la  (I) 

{Vw}=IV*I [8-11 , 

t 17" # - 1 ]  _ I ~ ] w l .  

che q u e l l i  del la  (2) sono success ioni  avent i  per  
sostegno la variet/~ d iagona!e  V d i  W. Basra  q u i n d i  mol t ip l ica re  a membro  
a membro  le (1), (2) - -  e n t r e  a 37 - -  per  d e d u r n e  l ' equ iva l enza  

I lz* I[~] = ( V .  t W *  I ) w  ; 

e ques ta  prova l ' a sse r to .  

69. Dimost remo era  che 
L a  successione canonica di un  qualunque prodotto diretto 

(1) W = M X N X . . . x P  

viene fornita daU' equivalenza 

(2) I W * I = I ~ * I × I ! V * f X . . . × I P * I .  
Posto  per  abbrev ia te  

W' = W X  W, M ' = ~ / X ~ t ,  N ' = N X i V , . . , ,  t "  = P X  P, 
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la (1) fornisce 

W '  " -  M '  x 2¢' x ... x P ' ,  

e le W, M, 17, ..., P - -  legate dalla (1) - -  possono venir  ordinatamente iden- 
t ifieate con le variet~t diagonali delle W', M', N',  ..., P ' .  I1 teorema del n. 63 
allora porge : 

I WW,  I : I I ~ M t I : > ~ ] ~ N ,  I X . . . x I P p ,  I. 

Inoltre,  in virtfi del n. 66, valgono le 

I  v*l, IMM, IP ,I=l *I. 

Ne consegue ehe 6 

t = l *l× 3 *t x . . . ×  l *I. 

Basta  quindi uguagl iare  le inverse delle al ternanti  delle due successioni 
di sostegno W ~ cost i tuent i  i due membri  di ques ta  relazione, faeendo 

uso del n. 61, per  r icavare  la (2). 
]~ interessante r i levare come il teorema de1 n. 68 possa anche dedursi  

quale  semplice corollario del teorema test6 stabilito. A tal uopo si definisea 
come dianzi l a  variet~ W con la (1), supponendo perb ehe le M, N,. . . ,  P 
siano s e o p i  e di una s tessa variet~ V; ne seguirk cosi la (2). Si seghino 
allora i due membri  di ques ta  relazione con la v a r i e t ~  d i a g o n a l e  di W: 
ci5 fornisee senz 'a l t ro  il teorema del n. 68, quando si faecia uso del n. 58. 

§ IV. - T e o r e m !  d ' a g g i u n z i o n e  e d  a l t r e  c o n s e g u e n z e .  

70. Sia P una sottovariet~ irr iducibile e non singolare di V, i n t e r  se-  
z i o n e  c o m p l e t a  di s ~ - v - - p  ipersuperf ieie  A ~, A'2, . . . ,A ~ d iV.  Sappiamo 
ehe allora (nn. 17, 7) r isulta 

= P .  

dove ]~i(A) denoia la somma di tutt i  i prodotti delle A prese c o n r i p e t i- 
z i o n e  a j a j .  I1 teor. det n. 67 porge quindi senz 'al t ro che :  

La  i -ma  variet~ canon@a della suddetta variet~ P-~-(A~A ~ ...A~)v si 
esprime mediante l' equivalenza 

{1) P*  - -  P .  E Vi(A)-V*_j (i : 0, 1, 2, ...), 
j=O 

dove le V* sono le variet~ canoniche di V e V~(A} uguaglia la somma di tutti 
i prodotti delle A prese a j a j con ripetizione. 
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Iu  particolare,  se P = A ~ un'ipersuperficie di V, utilizzando la (1) pr ima 
per  il valore i i> 0 de l l ' indice  e pot per  il valore i -  1, si o t t iene:  

4 4-- t  

(2) A? = A-  J=oE A[flV*_.j = A .  (V* + A .  i=o ~ ArJW*_j_t) = 

- -  A .  (V* + A*I). 

Le varietA A I4 I definite a meno di un 'equiva lenza  dalla 

(3~ AI ,  I = V* + A~*.I (i = 1, 2, ...), 

sono varietk pure  d i  d i m e n s i o n e  v - - i ,  associate covariant ivamente 
ad A entre  a V, e le diremo le i -me  variet& aggiunte ad A in  V. A llora 
le (2), (3} forniscono il teorema dell'aggiun~ione generalizzato: 

A? = (A . Aj , !)v, 

enunciabi le  dieendo che su di un'ipersuperfieie A non singolare di V, le i -me 
variet(~ aggiunte di A segano variet~ eanoniehe d' indice i. 

Un ' ipe r supe r f i e i e  a g g i u n t a  di A in V nel sense elassico (ottenibile 
p. es. sottraendo vA dal sistema lineare jaeobiano di I A [). verrfi denotata  
seeondo l 'uso con A'; indieheremo pot con X(V), X(A), ecc., un ' ipersuperf ioie  
c a n o n i c a  (virtuate ed impura) di V, A, eec., nel sense elassieo. ]~ ben note 
the,  se il s is tema l ineare  I A I soddisfa ad oppor tune eondizioni di generieit';t, 
l 'aggiunto I A' t pub venir  e a r a t t e r i z z a t o mediante lu propriet'h di segare 
sulla generiea A ipersuperf ieie  eanoniehe (elassiehe): 

t5) X(A)- - - (AA' )v ;  

e ehe vale inoltre il t e o r e m a  d e l l '  a g g i u n z i o n e ,  esprimibile hel ls  forma: 

(6) A'--- A + X(V}, 

equivalente  alla 
( A + B ) ' = A '  + B = A + B ' .  

Ebbene,  dimostreremo che :  
Le nozioni classiche dianzi riehiamate coinc.idono con east particolari di 

quelle preeedentemente poste nel presente numero, risultando precisamente (per 
ogni varietd V irriducibile e non singolere di dimensione v ~ O, e per ogni 
ipersuperficie A nor, singolare di V) : 

(7~ XtV) ---= V~' (8) A ' =  AI ,  I . 

In  virtt't del penult imo teorema del n. 66, la (7) sussiste se V ~ una 
ourva, e cio~ per v = 1. Bastert~ dunque  dimostrare la t7) nel l ' ipotesi  ehe 
sia v ~ 2, ammettendo indut t ivamente  ch 'essa valga per  variet~ di dimonsione 

v -  1, talch~ si avr~ 
X(A) = A ~. 
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Ora, in virtfi di ques t ' u l t ima  relazione, le (4), (5) mostrano che le ipersuper- 
ficie A' ed A il l  di V segano la generica A lungo variet/~ equivalent i ;  esse 
debbono dunque  r isul tare fra loro equivalenti ,  a norma di un noto criterio 
d 'equivalenza di Severi,  it the  dimostra la (8). Siccome la (3) per  i = 1 ridu- 
cesi alla 

A I I I : V ~  +A ,  

cost basra raffrontare questa  relazione con la (6), e t e n e r  conto della (8), per 
dedurre  la (7~. 

71. Poich/~ la successione covariante d ' immers ione  di una varieih in 
un 'a l t ra  pub venir  espressa mediante le successioni canoniche inerenti alle 
due variet~ (n. 67), cosi i r isultati  ottenuti  precedentemente  sulle s u e c e s .  
s i o n i  c o v a r i a n t i  d ' i m m e r s i o n e  p o s s o n o a g e v o l m e n t e v e n i r t r a s f o r m a t i  
in guisa da far comparire  dappertut to  in vece di quelle soltanto delle s u c -  
e e s s i o n i c a n o n i c h e.  In  successivi  numeri  del presente paragrafo daremo 
x'ari esempi in p ropos i to ;  altri esempi consimili potrebbero venir  ottenuti  dal 
Lettore senza difficolt/~. 

Ora incominciamo col mostrare c o m e ,  poggiando sul n. 67, si possa 
giungere assai rapidamente  al t e o r e m a  d e l l ' a p p a r t e n e n z a ,  gi~t stabi- 
lito in modo diretto ma meno immediato nel n. 18; il ehe cos~ituirh un 
opportuno controllo. A tal uopo, supponiamo che valgano le (2~8) ; a norma 
della. (11~} ne eonseguono le 

I P . I  = (I P* I. l z )* ' ,b ,  I M v l : ( l ~ * l .  ; v ' l ) . .  

Avuto anche r iguardo alle {5s}, (116:), da qui si trae the  ~: 

(: PMI" ]Mvl ) M : ( ( ]  P-*[- ] l~]-* [.  [ 2~* I ) M • '~ I~* [ ) v :  (I P*  '~. ]V*I ) v : : i  PvI; 

e cib appunto dimostra la (3is). 

72. Prese  in V due sottovarieti~ P e V', poniamo per abbreviare :  

P' : (PV'~7, { P*'I : ({ P* 1V'b- 

Allora, poogiando sulla (107) e sul teorema della sezione (n. 19), ot teniamo: 

t P*'I : (  l Pv l  v ' .  { v*t  ) , = (  I F v ,  l .  { v* l ) v .  

Basta  quindi applicare ]a (llGT), per  dedurre  la seguente modificazione intrin- 
seca di quel t e o r e m a  d e l l a  s e z i o n e :  

(1) { P * ' I =  (({ P'*  I • { v *  l ) v , .  { v*  I )v .  

La (1) potrebbe anche venir  stabili ta come corollario della formula (3), a 
cui giungeremo pifl sotto con opportuna modifica del t e o r e m a  d e t  p r o -  

A n n a l i  di  Matemat ioa  IB 
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d o t, t o {n. 20). In  base  a ques t '  u l t imo,  a s sun to  : 

(~) R - -  (~N . . .  P)v, 
r i sn l ta  : 

{Rv} =({Mv}.{Nv}...{Pv})v. 

In virt~ della (II~7) , si ha quindi 

I I R * } ' I ' ~ * } ) v = ( ( l Y i  *} t V * } ) v ' ( i N * }  I ' ~ * } ) v . . . ( I P * }  l V * } ) v } v ;  

da qui,  p r endendo  le a l te rnan t i  dei due  membr i ,  mol t ip l i cando  ambo  i m e m b r i  
per  IV*} e r i eo rdando  la (2}, o t t en iamo la 

(3) I (MN ... P ) ~  } ---- ( i M* }. I 37* } ... { P*  }, I fz* i[~-,]}v, 

dove s denota  il n u m e r o  del le  var ie t~  M, N, ..., P di V che cosi in te rvengono.  
Nel  caso pa r t i co la re  in cui  e i a scuna  del le  M, 37, . . . ,  P sin un '  i p e r s  u - 

p e r f i c i e  di V l a  (3) si r i duce  al ia  (17.), com '~  sab i to  vis to a p p l i e a n d o  le (27,). 

73. R i f acc i amoc i  ora  alle cons ideraz ioni  del  n. 25. Se C deno ta  un ' i pe r -  
super f ic ie  non s ingoiare  di V, sodd i s facen te  al la  (7~5), a no rma  del la  {167} 
r i su l ta  

l 
- ' -  - -  . V $  (i) C,* z C~ ,_~; 

{=0 

d ' a l t ro  canto,  ~ si e sp r ime  con la (8~), ossia - -  sotto forma pifi esp l ic i ta  - -  

med ian te  la 

(M) ,M} 

dove i eoef f ic ien t i  c sono inter i  posi t ivi  e le M sono monomi  nel le  A del  
t ipo (225), di cui k denoti  il grado, tali ehe 

(3} f(A)--~ )2 cM 
M) 

cos t i tu i sca  10 sv i luppo  in ser ie  di po tenze  det le  A del la  funzione  raz ionale  (6,5). 
Dal le  (1), (2) si t r a e :  

l l--k~-t _ • 
Cz* Z c  ~ - * : M~-k+lVz~ ---- ~' c Z MjVz-k_~+t ; 

(M) { :o  (M) j : o  

siech~, ancora  in forza  de l la  (167), r i su l ta  

(4) C~* : Z cM,*_~+~ (l --  O, I, 2, ... ). 
(MI 

E si noti che il p r imo m e m b r o  e c iaseuno  degli  addendi  a secondo m e m b r o  
nel la  (4) hanno  di fa t to  l a  s t e s s a  d i m e n s i o n e  v - - l - - 1 .  Ques ia  eondi- 
zione bas t a  per  d e t e r m i n a t e  gli indic i  infer ior i  a s e e o n d o  membro ,  una  vo l ta  
che sia f i s s a t o  l ' i n d i c e  I a p r imo membro ,  cib che pe rme t t e  - -  con ovvio 
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s igni f ica to  dei s imbol i  - -  di s c r ive re  la (4)so t to  la s eguen te  f o rma  compattt~: 

t C*I-----X~tM*f,  
(M) 

od anche ,  avu to  r i gua rdo  nlla (3), ne l la  f o rma  

(5) I C* I = t f{A)* I. 

L a  (5) fo rn i sce  la successione canonica di un' ipersuperf icie  C di V che 
equivalga alla somma d i s  ipersuperficie A~ A~ ... ,  A ~ assegnate ; piit  preci-  
samente ,  m e d i a n t e  la (5), ogni  varieti~ di que l l a  success ione  si e sp r ime  come 
una  combinaz ione  l i nea re  - -  a coe f f i c i en t i  in ter i  non  nega t iv i  - -  del le  varieti~ 
c a n o n i c h e  di ugual  d imens ione  ine ren t i  al le  A ed al le  var ie t~  o t t enu te  inter-  
secando le A r i p e t u t a m e n t e  f ra  lore.  Cosi, ad esempio,  t enure  conto  de l la  
(9~), si ha  subi to  che  

L'ipersuperf icie  canonica di C = A~ + A2 + ... + A" si esprime con la 

C~ = Y, (A~)~ + 2 ~ (A~AJ), 

la variet~ canonica d' indice due di C ~ data dalla 

C~ = ~ (A~)~ + 2 Z (A~AJ)~ ÷ 3 ~ (A~AJA h} + ~ (CAiAJ), 

ecc,., dove le somme vanno estese alle eombinazioni semplici  dei humer i  1, 2, . . . ,  s, 
di  classe uguale  al rispettivo grade helle A. ("-~) 

Ino l t r e ,  poggiando  su qu a n t o  p r e c e d e  e su l la  (3~9), si vede  c h e :  
L a  varietd~ canonica d ' indice  i del mul t ip le  secondo s di un' ipersuperf ieie  

A si  esprime con l 'equivalenza:  

(sA)* = s(A)* + s(s - -  1) (AN)*_t + s(s - -  1) ~ (A[:'])*_~ + s(s - -  1)~ (AN)*_3 + .. . .  

I r i su l t a t i  p r e e e d e n t i  r i e n t r a n o  come c a s i  p a r t i c o l a r i  in v, ltri ,  otte- 
n ibi l i  s imi lmen te  senza difficolt/~ dal  n. 29. Di pifi, s e rvendos i  del n. 30, si 
pub del  par i  r i cava re  in mode  i mme d i a t e  la success ione  canon ica  del la  d i f -  
f e r e n z a  di due  da le  ipe r super f i c i e .  Osserv iamo in f ine  che, poggiando  sui 
success iv i  nn. 79, 87, dal le  propos iz ioni  su ind iea te  se ne  possono a g e v o h n e n t e  
r i c a v a r e  a l t re  cons imi l i  concernen~i  le varieig ]acobiane generalizzate di u n  
s i s t ema  l i nea re  che  sia somma o d i f f e r enza  di due  o pifl al tr i .  

74. R i p r e n d i a m o  e ra  le cons ide raz ion i  del  Capi tolo terzo, dal  nos t ro  nuovo 
pun to  di vista.  Con le no taz ion i  del  n. 35, e t enure  conto  del n. 67, ved iamo 
subi to  che  le (135), (238) de f in i scono  u n a  m e d e s i m a  s u c c e s s i o n e  IP '~ I ;  
ed invero ,  s ia d a l l ' u n a  ehe  dal l '  a l t r a  di tali  re laz ioni ,  e s p r i m e n d o  d a p p e r t u t t o  

(.24) &vuto riguardo al risultati the verrannu poi stabiliti nei nn. 89, 94, la proposizione 
test~ ottenuta fornisce varie e s t e n s i o n i  della classica formula di Noether per il genere 
d i u n a  curva comunque spezzata, assieme ai relativi s i g n i f i e a t i  f u n z i o n a l i .  Per il 
case partieolare in cui sia s = 2, cfr. la formula (1.2) in MACPHEaSON [1]. 



100 B. SEOaE: Nuovi mctodi e risultati nella geometria, ecc. 

le suooessioni  covar ian t i  d ' i m m e r s i o n o  che vi c o m p a i o n o -  in funzione  delte 
saeeess ioni  eanon iche  - -  med ian te  la (tI~7), si perv iene  a l l a :  

(1) ! P °  l = [ (  . . .  ( I P *  I i I)M . . . .  I I )M, .  1 I 
Non v 'b  ora che da  r i fars i  ai nn. 35, 37, 40 e da appl icare  la (1,),  per  

o t tenere  il seguente  
TEOREMA. - Se M ~, M ~, ..., M" sono s ( ~  2) varietb di V passanti  sempli- 

eemente ed in modo generico per una variet6 P non singolare, e si suppone 

t = p + { s - 1 ) v - - ( m ' + m  ~ - ~ - . . . + m ' ) ~ _ 0 ,  

allora l' equivalenza funzionale di P nell' intersezione delle M ~, M'-, ..., M" in V 
data dalla variet& po d'insdice t della s~eeessione {1), il che val quanto dire 

che l'intersezione Q delle M ~, M ~, ..., M s residua a P si esprime con la: 

Q - ~  (M'M" ... M ' ) v  - -  _po. 

Quest'intersezione Q residua, ha dimensione q = 1 9 -  t e, se q > O, si ap- 
poggia a P lungo una variet~ R - -  d i  dimensione q - -  1 - -  la quale soddisfa 
a U' equivalenza 

R---- o 
P t + l  • 

Pii~ generalmente, per ogni it~tero k soddisfacente alle 0 ~ k  ~ v - - p -  1, 

risulta : 
0 R~, ~ ~ (--  lia(R[~+~])~ = P~+~+~, 

dove l' ultimo membro viene fornito intrinsecamente dalla {1). 

75. Modif icando le (i4,), (25o) con l ' u s u f r u i r e  del la  (116~), vediamo c h e :  
Se P ~ una sottovariet~ di V, dotata di un  luogo D di pun t i  doppi 

improf~ri di dimensione r e g o l a r e  d = 2 p - -  v ~ O~ tale luogo si esprime 
s u P mediante l' equivalenza 

V--p  ~ 

(1) D = ( P [ ~ l ) v -  (--  1) "-p ~ (Pgv*-~-~)v. 

Qualunque sia P, una variet~t M di V l a  vui dimensione m soddisfi alle 
p < m ~ 2p - -  1, m ~ v ,  e the passi generieamente per P, aequista di conse- 
guenza su P u n  luogo h di punt i  doppi (generalmente semplici per P), di 
dimensione ~ = 2p - -  m -- 1, espresso dalla 

m--p--~-I 

a ---= (--  1)"-~'+ l - t-'-~ ~=,---V--~+,M, 
i=O 

oppure dalla 
v - - p  

h = ( - - 1 ) ' - p  N -* , (Pi H~-p-i)M --- D 
i = 0  

nell'ipotesi the  M sia un'ipersuperficie di V (m - - v -  l) e vhe P possegga un 
luogo D di pun t t  doppi impropri [il quale allora viene fornito dalla (1)]. 
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§ V. - A m p l i a m e n t !  c a n o n l c i  e n t r o  u n  a n e I l o  d ' e q u l v a l e n z a .  

76. Dette P e V due qualunque  varietal non singolari di cat la prima 
appar tenga alla seoonda, e tall che fra le lore dimensioni interceda la rela- 
zione v ~ 2 p ,  acute  r iguardo ai nn. 22, 23 ed alia (11671 risulta che :  

Le  variet~ eanoniche di due variet~ P, V, per  le qual i  P C  V, v ~ 2p, 
sono f ra  lore legate dalle equivalenze : 

(1) v ,_ j t*  v = t o v - p < i p, 
i=o t (-- 1)~-P(P[~])7 se i - ~ v - - p .  

Possiamo facilmente - -  come controllo - -  verif icare questo r isultato nel 
case part ieolare in cut P sin la completa intersezione di s = v - - p  ~ 1 iper- 
superf icie  di V: 

P = (AIA ~ ... A~)v. 

In tale ipotesi, la (170) fornisce:  

i 
_P? - -  P .  Z (- -  1)/V~(A) V/*_,, 

/ = 0  

dove le V~(A) sono le fanzioai  s immetriche elementari  delle A (definite in 
mode precise nel n. 7). Ne consegue che 

i 
(Pj V,_~)v = (-- 1) 'P .  V,(A) ; 

j = 0  

e queste  implicano le (1), essendo (n. 7): V~(A} = 0 se i >  s e V , ( A ) = P .  

77. Se A denota un ' ipersuper f ic ie  vir tuale di V, da considerarsi  virtual- 
mente non singolare, possiamo estendere la por ta ta  della (270) e definire in 
ogni case le variet~ canoniche d ' ind ice  i di A, assumendo 

i 
A *  : A .  F_. A[J]V*j. 

j=O 

Piu  generalmente,  servendosi della (17o), si possono definire l e  variet~ cane. 
niche dei diversi  indic t  di  un ' in tersez ione  completa (vir tuale)  : 

P = ( AtA~ .... A~)v. 

Da qui, tenuto anche conto del n. 73, si perviene a definire le varietal cane. 
niche inerenl i  ad  u n a  qua lunque  sollovariet~ v ir luale  di  V (virtualmente priva 
di panti  multipli). In particolare, acquista  sense in ogni case di parlare  delle 
variet~ canoniche di  variet~ canoniche di  V, e sin queste varietk the  le 
lore intersezioni hanno manifesto significato invar iante .  He eonsegue che il 
numero dei punti  costituengi una siffatta varieti L nel l ' ipotesi  ch ' essa  sia di 
dimensione nulla, r isul ta  un i~var ian te  birazionale di  V. Ritorneremo pifi 
ampiamente  net nn. 94, 95 su questa  osservazione. 
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Si consideri  era  an  qualunque  numero di variet'~ M, 2V, ... di V, ed il 
s o t t o a n e l l  o ~ di ~ v  da esse determinate.  L ' in s i eme  delte varietk cane- 
niche inerenti  alle singole variet~ di ~ ~ un"ampliamento :[13" di :~, a cui 
appartengono le varieth M, N, M*, NT,. . . ;  il quale  si dir~ l ' ampl iamen to  
canonico di ~ .  Relat ivamente  ad esso possono porsi varie importanti  questioni, 
come quelle  di decidere se c quando :~* sia ancora un anetlo, o di dare 
condizioni affinch~ ~ *  eoincida con ~ .  In  tale studio, dovranno giocare in 
mode essenziale i r isultat i  dei nn. 72, 73;  ma non ci soffermiamo su esso, 
per  non rendere  eccessiva la mole del presente  lavoro. 

Ci limitiamo ad osservare in proposito ohe, in base alle r ieerche di 
B. SEGRE [1] (p. 512), pub dirsi the  l 'anello determinate dalle variet~ cane. 
niche di una  variet& V a due o tre dimensioni ,  r i su l ta  chiuso di fronte agli 
ampl iament i  canonici. Senza voler trat tare qui la questione generale per  una 
varieth V di dimensione qualunque,  daremo era qualche esempio al riguardo. 

Denotando X ~---V* un ' ipersuper f ic ie  canonica di V (n. 70}, consideriamo 
una varieth carat ter is t ica P d ' indice  qualsiasi  del sistema canonico 1X I: 

( l )  P --- (Xt,J)v (1 ~ s ~ v - -  1). 

A norma della (170), le varietA eanoniche di questa  si esprimono con le 

(2) p ,  = p . ~, (s + j - -  1)Xt/W,_/ (0 ~ i ~ v - s), 
j=o \ 3 

ed appartengono quindi  tutte a l l ' ampl iamen to  eanonico dell 'anello di b~se V. 
In particolare, per  i = 1, la (2) - -  tenuto eonto della (1) - -  fornisce la :  

(3) P~' = (s + l t .  Xt,+t] ; 

e questa  si r iduce alla P~' = vX[  v] se s ~ v - - 1 ,  nel qual c a s e -  in base 
alla {1) - -  P i~ una  curva carat ter is t ica  del sistema canonico. Dut, que :  

Sopra u n a  variet~t di  dimensione v, un  gruppo canonivo della curva carat. 
teristiea del s is tema lineare delle ipersuperficie eanoniche, equivale a v volte 
u n  gruppo caratteristico di questo stesso s is tema lineare (~). 

78. Si ottengono subito altri r isultati  netl 'indirizzo accennato nel numero 
preeedente,  assumendo - -  eom'~ lecito - -  nella (176): 

P = v *  (0 < 2s ~ v). 

(2~) Cfr. ]3. SEORE [2], n. 8. Da l  punto di v i s ta  numera t ivo ,  il r isul ta to  funzionale  ul t imo 
ot tenuto fornisee 1' uguagl ianza  2(~ i - - 1 ) ~  v~o, mostrante  che per v dispari il grade o, del 
sistema lineare canonico dev'esser pari; quesia  uguag l ianza  eomprende,  per  v-----2, 3~ note 
formule  di ~ o e t h e r  e di Panne l l i .  Risu l ta t i  numera t i v i  in un ordine  d ' i d e e  consimile,  furono 
poi ot tenuti  da TODD e ~¢J[AXWELL [1]. 
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In  tal  gu isa  r i su l t a  : p = v - - s ,  ond 'b  v ~ 2T, e la (1~6) d i v e n t a :  

(1) ~ ,WT;~,:,~, ~0 se s < i ~ v - - s ,  
((v,)j ~_j)v= 1 (_l),(v.E~l)v se i s. 1=0 - -  

L e  (1 )po rgono  vari  legami fra le variet(~ canoniche di V e le variet& 
canoniche di tall variet}~ canoniohe. Cosi, ad esempio,  a s sumiamo v ~ 3, s = 1, 
i = 2, e poniamo come dianzi  

In virth del n. 5 valgono le: 

~cf' = - -  x; ' ,  

inol t re  dal le  (17~), (377) Si t rae 

X =  V~. 

2 ¢  = ( x ~ ' ) x  - x ¢  ; 

X~ = 2X[~J. 

Per tan to ,  dopo faci l i  r iduzioni ,  ta (1) fornisce  F equiva lenza  

x~ = x(v~ + ~x~*~), 

la qua le  mos t ra  che una varietd canonica d'indice 2 di un'ipersuperficie cano. 
nica X di V pub venir segata su X dalla somma di una varietd canonica 
d'indice 2 di V col doppio d'una pr ima variet~ caratteristica di I X I  (~). 

CAPITOLO SETTIIKO 

RAFFRONTI ED ESE~IPI 

§ I. - V a r l e t / t  c a n o n i c h e  n e l  s e n s o  c l a s s i c o  e v a r i e t h  j a c o b i a n e .  

79. Sia  A u n a  q u a l u n q u e  ipersuper f ic ie  a b b a s t a n z a  g e n e r a l e  
di  V (~7): ad esempio,  la  sezione di V con una  fo rma  de1 suo spazio ambiente .  
Allora,  se h deno ta  u n  in tero  qua ls ias i  soddis facente  al le l imi taz ioni  
0 ~ h ~ v - -  1, un  gener ico  s is tema l ineare  c<~ TM appa r t enen t e  to ta lmente  
ad I A i ammet t e  u n a  variet~ jacobiana, che denote remo con Jh(A), la qua le  

una  variet~t p u r a  di d imens ione  h, de f in i t a  da  A a meno  di u n ' e q u i v a -  
lenza (~s). Una  s i f fa t ta  variet / t  pub veni r  espressa  funz iona lmen te  c o n  l ' u s o  
d e l l e  varieth canoniche - -  in tese  nel s e n s o  classieo -- al modo seguen te  (,9). 

P r e s a  u n a  q u a l u n q u e  variet~t W (irr iducibi le  e non  singolare),  denote- 
remo con Xh(W) u n a  sua  variet~t canon iea  n e l  s e n s o  e l a s s i c o ,  di 

(~6) Per v = 3, cfr. B. S~GR~ [I], formula [82]. 
(sT) I! significato preciso di questa locuzione, viene implicitamente fornito dal periodo 

seguente del testo. 
(~s) Cib si prova generalizzando gli sviluppi dati per v = 3 in B. SEGRE [I], nn. 93, 26. 
(29) Cfr. EC, ER [3], n. 20, J. A. TODD [7], n. 9. 
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dimensione h . ~ w ,  e porremo 

(1) X N W) = 0 

In partieolare,  in ogni easo r isul ta  

(2) x,~,(w) = w. 

Vale allora 1' equivalenza 

(31 Jh(A) = Xa(iA + Vjth+~]) 

che ~ una forma compat ta  per  serivere la 

(4) 

P e r  h = 0, la (3) [ossia ia (4)] si ser ive:  

Ja(A)--h~e (h -t- 2) Xa(A[~I) 
t=0 i 

se h > w, oppure  se h < 0. 

(h = 0, 1, 2, ...), 

(At °l - -  1 = V). 

J"{A) -- X°(V) + 2X°(A) + XqA[~l), 

e porge unlequivalenza su V l egan te  il gruppo jaeobiano di un generieo 
faseio d ' ipersuperf ie ie  A ai gruppi  eanonici di V, di A e di una variet'~ 
earat ter is t iea (At~I)v. Pertanto,  detti ordinatamente $, K , ,  Kv_~, Kv_,  i 
h u m e r i  d e i  p u n t i  di tali gruppi, vale la relazione 

(5) ~ = K,, + 2K,_ ,  + K,_~.  

Se V i~ una e u r v a  di genere p ( v = ] ) ,  A ~ un gruppo di un certo 
numero a di punti  di V e, in base alle (1), (2), r isul ta  

K t , _ , : a ,  Kv_ , - -O .  

Per tan to  la (5) fornisee 

K ,  = ~ - -  2 a  = 2 p  - -  2 .  

Se V b una s u p e r f i e i e  ( v=2 t ,  di eui [8 denoti l'invariante di Zeu- 
then-Segre, A ~ una eurva, di eui a e p r ispei t ivamente siano il grado ed il 
genere. At tualmente  si ha 

siechb la (5) porge :  

K, = 2 / ) - - 2 ,  Ko : a ,  

K~ = 8 - - 4 p - - a + 4 : L  + 4 .  

Pifi in generale, se v ~ 2 ed 19 denota 1' invariante di Zeuthen-Segre 
di V, tenuto conto della definizione di questo invariante (cfr. C. SEQRE [1]), 
dalla (5) si r ieava senz 'al t ro : 

(6) K. = ; ~ + ( - -  1)~2v. 
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80. Ci p r o p o n i u m o  ora  di d i m o s t r a r e  il s eguen t e  
TEOREMX. - F i s s a t i  comunque  due in ter i  h, s soddis facent i  alle 

(1) 0 ~ h ~ v - - 1 ,  s ~ v w h ,  

e svelte ad  arbitrio su  V s ipersuperficie (qbbastanza generali)  A~, A.~, ..., A , ,  

r i su l ta  : 

Xa(V) = ~. Jh(Ai) - -  E Ja(Ai  + Aj) +- ~ Jn(Ai + Aj + At) - -  
(2) 

- -  ... + (--  1)~-~Jh(A, + A~ + ... + A,), 

dove le somme vanno  r ispet t ivamente  estese a tutte le combinazioni  semplici  
delle A ad  1 ad  1, a 2 a 2, a 3 a 3, ece.. 

Cons ide r i amo  il po l i nomio  nel le  A :  

f (A) = ~ (1 + A~) T M  - -  Z (1 4- A~ + Aj) T M  + ~ (1 +- A~ + A~ + At) T M  - -  

- -  ... -+- ( - -  1 ) ' - ~ ( 1  + A ,  + A.~ + . . .  A ~ )  t'+'z ; 

e se r iv iamolo ,  dopo aver  sv i luppa to  e r ido t to  i t e rmin i  s imil i ,  ne l la  f o rma  

(4) [(A) = Co -F  E .A[k~]~[~,] ~ ~ ... Af~ "1 - -  co + v, cp,  

dove  l e c , , ,  e sono cos tan t i  n u m e r i c h e ,  i~, i.,, . . . ,  i,, d eno ta  una  combinaz ione  
d i n  f ra  i h u m e r i  1, 2 , . . . ,  s ( l ~ n ~ s ) ,  e gli e sponen t i  k~ sono in ter i  posi .  
t ivi.  I n  v i r th  de l la  (479), il s e c o n d o  m e m b r o  d e l l a  {2) v a l e :  

(5) eoX (V) + 

Ora, il eonf ron to  del le  (3), (4) di~ sub i t o :  

( ; )  ' s t  (3) ( ; )  (6) Co= - - ( 2  ÷ - - " "  + (--  1)~-' -~1 .  

Ino l t re .  posto  per  a b b r e v i a t e  

k----k ,  + k.~ + ... + k ,  (ki~_~ 1}, (7) 
si ha  : 
(s) 
e 

n ~ k ~ h + 2 ,  

t ~l ~ 2  . . ,  ,rl~,~ ~V 

r i su l t a  u n a  variet'~ p u r a  di d i m e n s i o n e  

p = v - - k .  

In  v i r t h  de l la  (17g), se si vuo le  che  non  va lga  l ' equ iva lenza  X a ( P ) ~ 0  occorre  
s u p p o r r e  che  si abbia  h ~ p ,  e c io6:  

k ~ _ v - - h .  

In  ques t ' i po t e s i ,  da l le  (8), (1} si t r a e :  

(10) 1 ~ n ~ k ~ s .  

A ~ n a l i  eli Mate*~atiea I ~ 
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Allo scopo di de t e rmina re  con qua le  coef f ic ien te  c compare  ne l la  (4) il 
monomio  P forni to dal la  (9), osserv iamo che - -  f issato ques to  monomio  
(e qu ind i  f i ssa te  le i, k, n) in modo t h e  va lgano  le (7), (8), ( 1 0 ) -  il monomio  
stesso si o t t iene u n i c a m e n t e  dal lo sv i luppo di quegl i  addend i  del la  (3) che 
sono del la  fo rma  

( - -  1)m-~(1 4- A~ 1 + A~ + . .  + A~ + A i . ~  -4- ... -~- A~) TM, 

dove m denot4 un  q u a l u n q u e  intero sodd i s facen te  alle n _~ m ~ s, ed 
i , ,+ t , . . . ,  i , ,  s ia  una  eombinaz ione  a rb i t r a r i a  di c lasse  m - - n  degl i  s ~ n  
numer i  1, 2, ..., s d is t in t i  da i~, i.~,..., i, , .  R i su l t a  p e r t a n t o :  

c--= 23 {- -1)  " -~  " ~ 0 .  
,~=,~ ~m ~ - -  n k~ ! k~ ! ... k,~ ! (h + 2 - -  k} ! 

Avuto anche  r iguardo  al la  (6), la. (5) equ iva le  qu ind i  a l ia  Xh(V}, cib che 
p rova  Ia (2). 

81. Appl i cando  il t eo rema  del  numero  p receden te  nel l ' ipotes i  che si a s s u m a  

A ~ =  A 2 . . . .  A . , . = A ,  

per  ogni  s > v -  h e per  ogni iypers~tperficie A abbas t anza  gene ra l e  di V 
o t ten iamo : 

(S) Jh(2A) -4- (3) Jh(3A) - ... A- ( - -1 )~- ' Jh(sA) .  

Se ora so t t ra iamo ta (1) a membro  a m e m b r o  dnlla  re laz ione che da  essa  si 
deduce  ponendov i  s - I - 1  in luogo di s, ved iamo c h e :  

Per  ogni  ipersuperficie A (abbastanza generale) di  V e per  ogni s > v - -  h, 

sussis tono le equivalenze : 

(2) ~2 ( - - 1 )  4 J h ( ( i - 4 - 1 ) A ) = O  ( h = 0 ,  1, 2 , . . . ,  v - - l ) .  

Iu  secondo  luogo, deno t i amo  con C un ' a l t r a  i pe r supe r f i c i e  e f fe t t iva  (suffi- 
c i en tomente  generale)  di V, ed app l i ch iamo la (2~,) f aceadov i  

A t ==- A~ . . . .  --= A , _ l  ~ A,  A~ -= C. 

Otten iamo cosi l ' equ iva l enza  : 

(3) X ~ I V ) =  23 ( - - l )  ~-~ J~(iA) + ~ { - -1 ) '  s - - 1  j h ( i  A + C). 
~=t " i ~=o i 

Basra  quindi  so t t ra r re  la (3) a m e m b r o  a mcmbro  dalla  (1} per  dedu r r e  la 

(4) ~ ( - -  1)' s - -  Jh((i + 1)A) = 23 (- -  1)' s - -  Jh( iA + C), 
~=o i ~=o i 

va l ida  per  ogni s > v -  h, ne l l ' i po t e s i  che A e C siano abbas tanza  general i .  
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Confrontando la (3} con la relazione che da essa si deduce scrivendovi A 
e C' in luogo di A e C, ot teniamo 

2  ̀ ( - -  1) ~ (Ja(iA) - -  J a t i A ' ) ) =  

(5) .-i 

--',=0Z (--  1)'( s - "  i 1) (Jh(iA \ + C) -- J " ( iA '  C')). 

Dalla (4), ponendovi s + 1 in luogo d i s  ed utilizzando la (2), r icaviamo la 

(:) 2, (--  1) ~ Jh(iA + C) ---- O; 
i=O 

questa  relazione vale anche se si pone C ~  A in luogo di C, sicch~, scrivendo 
in pari tempo i - t - i  in luogo di i, r i su l t a :  

1 ( )( 
0 ----- 2` ( -  1) ~ s J a ( i A  -t- C) - -  J t ' ( iA '  + C')). 

~=-a i-I-  1 

Sottraendo questa  relazione a membro a membro dalla (5), otteniamo la: 

2  ̀ ( - -  1)' Jh(iA) - -  JhIiA'}) -= 
~=1 i 

. '  ( ) = 2  ̀ (__1) ~ s - - 1  ~=0 i [gh((i --  1)A + C ) - - g " ( ( i  - -  1 ) A ' +  C']; 

e si noti che il termine dell' u l t ima  s o m m a  che proviene dal  valore 0 dell'iJ~ 
dice i va  a zero, se si  suppone  C -  A = C ' ~  A'. 

82. La (2~0) permette  eli definire la varietal ]acobiana (v i r tua te )J~(B} ,  per 
o g n i  ipersuperficie B di V (anche virtuale). A tal uopo, consideriamo un 
intero t ~ v - - h  e scegliamo su V, com'/~ cer tamente  possibile, un ' ipersuper-  
fieie A tale t h e -  secondo l 'aceezione e lementare  r ichiamata nel n. 7 9 -  
abbia senso eonsiderare le varietk jacobiane  j h  relative a ciascuno dei 
sistemi lineari 

I A I ,  I 2 A f , . . . ,  i t A I ,  [ A + B t ,  1 2 A + B 1 , . . . ,  I t A +  S l  

(ognuno dei quati  dovr/~ dunque  in part ieotare r isul tare et'fettivo ed almeno 
~ + 1 ) .  Se ora applichiamo la {28,,) assumendovi 

s=t - t -1 ,  A I-- -A~-  --A,_I--A,  As=B,  
otteniamo una formula ore ogni addendo ha un preeiso signifieato, tranne 
JntB).  Da essa t ra iamo:  

(:) (1) J~(B) = X~'(V) -t- 2` ( - -  1) ~ :J~tiA) - -  Jh( iA -t- B)) ; 

ed ~ leeito assumere la (1) come d e f i n i z i o n e  di Jh(B),  purch~ si dimostri 
che il secondo membro della (i) non  dipende n~ da t (~_ v ~ h} n~ da  A. 
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Ora, per  p ro ra t e  ehe il s(condo uiembro della (1) non dipende da t, 
basra assieurarsi  ch'esso equivate al l 'espressione ehe se ne deduce scrivendovi 
s - - - t  + 1 in luogo di t, e eio6 che r i su l ta :  

(21 z 1), + 1fAt - -  J (ti + + Bt]  = 0. 
g---0 

All 'uopo non v '~  ehe da osservare ehe, posto C ' - - A - t - B ,  si pub sempre 
supporre  -- con opportuna seelta di A - -  ehe C sia effe~tiva ed abbastanza 
genera le ;  con eib la (2) eer~amente sussiste, in I%rza della {48, }. 

Per  dimostrare ehe il seeondo membro della I1) non dipende da A, oeeorre 
stabilire ch'esso uguagl ia  l'espressione ~he se ne deduce assumendov~, in  luogo 
della A, un 'ana loga  ipersuperficie A' di  V. Posto come dianzi C = A - t - B  e, 
similmente, C' -~ A' ~ B,  talch~ risulta C - -  A --  C ' - -  A', ~ lecito supporre  
che le ipersuperf ic ie  A, A', C, C' siano abbastanza generali  in guisa ehe 
vatga il r isultato finale del n. 81;  e questo appun~o prova quanto test~ 
asserito. 

Dalla suddet ta  definizione (1) della variet~ jaeobiana  vir tuale  Jh(B), 
segue subito in part ieolare (per B----0) la notevole equivalenza:  

(3) Ja(O) ---- X~(V). 

83. U n a n u o v a i n t e r e s s a n t e  ( I e f i n i z i o n e  p o s s i b i l e  per le v a r i e t i ~  
e a n o n i c h e  X nIV} vien fornita dalla (28o }. In base al n. 79, si ha intanto 
the  il secondo membro di questa  relazione varia entro ad un sistema d'equiva- 
lenza, comunque varino le s ( ~  v -  h) ipersuperf icie  A,, A.2, .... As entro a 
sistemi lineari. Affiaeh~ si possa asserire che quel sistema d 'equivalenza ~ un 
s i s t e m a  i n v a r i a n t e  di V, basra provare eh~esso non m u t a s e s i c a n g i a n o  
arbi t rar iamente  le ipersuperficie At,  A.~, ...,A .~, il che r isul ta  senz'altro vero, 
non appena si sappia che tale propriet~ ha luogo quando si tengano fisse 
s -  ! di  quelle ipersuperficie e si mut t  la rimaneJTte ad arbitrio. 

Posto t ~ s -  I, taleh~ dovr~ supporsi  

(1) t ~_~ v - -  h, 

sari~ dunque  sufficiente mostrare ehe il seeundo membro della (28o) si mau- 
tiene equivalente  a se stesso quando vi si assuma 

As ~ A oppure A.~ ~ A' (con A, A' ipersuperf ieie  arbitrarie di V~, 

lasciando invece inal terate le altre A~ (i ~ 1, 2, ..., t). Cib val quanto dire che:  
Nell ' ipotes i  the valga la (1), il s istema d 'equivalenza determinato dal la 

Jh(A) ~ Z Ja(A + As) + E J~(A -+- A~ -~- Aj) 
(2) 

- -  ... -~- (--  1)tJh(A + A, -~- A~ -~- ... + A~) 

(dove le somme vanno rispet t ivamente estese a tutte le combinazioni semplici  
degli indict  1, 2, ..., t a d  1 ad 1, a 2 a 2, eee.), r isu l ta  indipendente  da A. 
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l~'on ci t ra t terremo a dare una dimostrazione d i r e t t a  di questo fatto, 
indipendente eie~ dalla (28o) , cib che por terebbe a stabii ire ew novo la {2s,,) , 
e quindi pure  le fermule  (3~), (47~) (di Eger e Todd) da cui eravamo partit i .  
Ci l imiteremo inveee ad osservare ehe, poich~ il fatto test~ asserito cer tamente 
sussiste, in forza della (280~, cosi per  valutare  l 'espressione 12) si petrk in essa 
partieolarizzare A ad arbitrio, facendovi ad esempio (n. 82) A - - 0 .  In tal 
guisa, usuf ruendo delle (2s~), ~3s.~) si ottiene che :  

Se t ~ v -  h, comunque si scelgano su V l e  t d - 1  ipersuperfi~ie A, A~, 
A2, ..., At ,  la variet& (2) r isul ta  equivalente allo zero. 

§ II. - L e  v a r l e t / t  c a n o n i c h e  n e g l i  spazl  l inear i .  

8~. Esaminiamo ora par t icolareggiatamente  il easo, speeialmente impor. 
tante per le applicazioni, in eui la varietlt ambiente  V sia uno s p a z i o  
p r o i e t t i v o  (eomplesso) Iv], di dimensione v. Denoteremo secondo 1' uso 
con [i] uno spazio sabordinato di [v], di dimensione i ( O ~ i ~ v ) ;  inoltre, in 
eonformit~t col nn. 66, 79, le v a r i e t h  c a n o n i e h e  di Iv] s e c o n d o l a n o s t r a  
definizione e nel senso classico si designeranno r ispet t ivamente con Iv]* e 
con Xa([v]) (queste avendo ordinatamente dialensione v - - i  ed h). Vogliamo 
dimostrare the, per gli spazi  proiett ivi  v'~ ident i td  f ra  le due definizioni delle 
variet~ vanoniche, r isul tando 

( z )  I v ] *  = s e  h = v - -  i .  

Ineominciamo con l 'osservare che, poich~ - -  notorialnente (3o) __ la totalit~ 
delle variet/~ effett ive di ordine e dimensione dati, di un [v], ~ contenuta  
totalmente in un unico sistema elementare  di variet/~ virtuali  dello stesso 
ordine e della stessa dimensione, cosl, det ta  M una q u a l u n q u e  variet~ pura  
contenut.a in [v], di ordiae ~ e dimensione m, r isul ta  (in Iv]): 

I v - m ]  = 

Ne eonsegue ehe per  stabil ire la (1), basra provare Vhe 

(2) ?(v, i) - -  f(v, h) se h - -  v - -  i, 

dove ¢p(v, i) ed f{v, h) denotino r ispet t ivamente 1' o r d i n e  di [v]~ e di X~{[v]), 
e eio~ ore  le % f si definiseano ponendo : 

(3) [v]? : T(v, i) . [ v -  i], Xa{[v])-~ f(v, h) . [hi. 

85. Se A denota un ' ipersuper f ic ie  di V ~ Iv], d 'ord ine  a_> 2, in base al 
n. 79 ed a proprietk elementari  di geometr ia  proiettiva, la jac0biana  Ja(A) 
ha (dimensione h ed) ordine 

(so) Cfr. SEVER1 [6], n. 43. 
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Pertanto,  con le notazioni del  n. 84, identifieando nelle ipotesi attuali  gli 
ordini dei due membri della (ls.) otteniamo 

~ s  _ _  1 ) ~ _  ~ _ _  f,v, h ) = ( ; + - - } -  11)t (1)(a-- l 'V-a  (2 ( 2 a -  -+ - (3 ) ,3a -  1, v-a 

- - . . .  + ( - - i ) ' - ' ( s a -  11V-a I , 

dove s denoti an  qualunque intero ~ v - - h  
L 'espressione qui serit ta entre graffe ~ un polinomio in a :  

( _  liV_ ~ ~ ( _  1) ~ v -  k,,~a~ ' 
~=0 i 

dove, per abbreviare, si 6 posto: 

Si ha quindi :  
k~,0 --" I, 
ks, i "-- 8.(k , , i -1 "-- k , - , , i - 1 )  

onde si trae indutfivamente 

0 ----- k~,t  . = k ~ , ~  ---- k , ,3  = . . . .  

Risulta pertanto 

(1} 
siech~ la seconda delle (384) fornisce:  

v - - h  [ ~) (2) x.([v]) = (-- I) ~h 

Posto per abbreviate 

f(v, h)= (-- 1) ~-h/(v _~_]l~j C) 
h +  ' 

~). [h]. 

per  i ~ 1, 

(31 i = v - -  h ,  x ~ ( [ v ] )  = I v ] , ,  

la (2} pub venire seritta nel la  forma 

(4) [v]~ = ( - -1 ) ' (  v+ i  1) " [ v -  1], 

e mostra ehe le [v]o=[v], Iv],, [v]~,... formano una s u e c e s s i o n e  d i  so-  
s t e g n o  [v] (n. 6). Consideriamo la sueeessione di sostegno Iv] formata dalle 
varieth : 

15) I v ] / - -  v 3 . [ v _ j ]  ( j = -0 ,  1, 2,...); 

(31) I n  p a r t i c o l a r e  : f (v ,  0) = ( - 1)v(v + 1) ; sicchi~, i n  base  a l l a  {679), s i  v e d e  che  l ' inva-  
r i a n t e  d i  Z~.UTHE~-SSGRE di  uno  spaz io  pro ie t t i vo  d i  d imens ione  v vale  ( -  1)v- t (v  ~ 1). 
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vogliamo mostrare  ch ' e s sa  ~ 1' i n v e r s a  della  precedente ,  il che (nn. 7, 84) 
equivale  a dire che, posto 

( _ 1 i , /  + 1  v + k - - i  (6) 
~=0 i k - -  i ' 

r i su l ta  
(7) ~ , , k = 0  per  k ] > 0 .  

A tal uopo osserviamo c h e l a  (6) porge :  

(8) + ~ , 0 = 1  se v > 0 ,  4 0 , k = 0  se k~>0,  

Pe r  indazione r ispetto a k ne consegue che, se k ~  0, v ~  0, r isul ta  
~ , , , k -  ~ , - l ,k- - - -0 ;  e da qui si deduce tosto la(7) ,  procedendo per  induzione 
r ispet to a v. 

86. Avuto r iguardo alle (ls~), (384), per  stabil ire la (2~,) basra mostrare  
ehe - -  per  i :  1, 2, . . . ,  v - -  valgono le :  

( 1 ) •  I v ] * - - ( - - 1 ) ' ( v ~ - l ) . [ v - - i ] ; i  

relazioni, queste,  che, avuto r iguardo a cib t h e  si ~ detto nel n. 85 circa 
le (58~), equivalgono alle 

(2} [v]* = ( v ÷ i  i) " I v -  i]. 

A tal uopo, proeederemo per  induzione completa rispetto alla differenza v -  i. 
Quando ques ta  differenza ~ z e r o ,  la (t) diventa  

(3) (-- 1)V[v] * =--(v + 1). [0], 

e quindi  espr ime che il pr imo membro  della (3) ~ un  gruppo di v d - I  punt i  
di Iv]. Ora, a norma  del n. 66, il numero  dei punt i  di tale gruppo uguagl ia  
il g r a d o  del la  var ieth diagonale  sul prodotto Iv] X[v] .  D~altro canto, questa  
variet~ diagonale  appar t iene  ~d un s is tema cont inuo di variet~t v-dimensio-  
nali di quel prodotto,  rappresenta t ive  delle omografie di Iv] in s~; e poichi~ 
la gener ica  di queste  omografi  e ammet te  v - b  1 pun t i  uni t i  (semplici e 
distinti}, ne consegue t he  quel  grado vale proprio v -~- 1, cib che dimostra  la (3). 

Suppon iamo ora c h e l a  differenza v -  i abbia un valore p o s i t  i v o (onde 
sar~ v ~ 2}; e - -  ragionando per  induzione completa  --  ammet t i amo di aver  
gi'i s tabil i ta la (1) per  tut t i  i valori  di v ed i in corr ispondenza ai quali  la 
differenza v - - i  
par t icolare  : 

(4) 

(5) 

assume un valore infer iore al suddetto.  Sarh dunque  in 

"(v). [ v - - j - - 1 ]  per  j - - 0 ,  1,. . . ,  i, I v - -  1]? --= (--  1)~ j 

1)s( v ÷  l / . [ v - - j ] j  per  j = 0 ,  1, i - - 1 .  j o., 
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Avuto  r iguardo  a cib t h e  si 6 osserva to  nel p r imo capover so  del  p resen te  
numero ,  e tenure  conto del n. 7, si ha che le (5) impl icano  le 

(6) [vl~ : (v ~ J) " [v - -  j] p e r j = , J , ~ '  1, . . . ,  i - - - 1 -  
• j 

e che, in forza del le  (5) o {6), le (1) e {2) sono fra  lore equiva len t i .  Deno ta to  
qu ind i  con ~. l ' o r d i n e  del la  [v]*, posto c io~:  

(7) [v]* = ;~. [v - -  i], 

pe r  d imos t r a re  la (2), e qu ind i  la (1), bas ra  p rovare  t h e  

(8, ~. _ ( v +  i) 
i " 

A l l ' u o p o  r i l ev iamo anzi tnt to  ehe, in forza del la  (1,,), la suecess ione  
covar ian te  d ' i m m e r s i o n e  di un  ipe rp iano  [ v - - 1 ]  di [v] in ques to  spazio 
que l l a  cos t i tu i ta  dal le  var ie t~  

( - -  1) k • Iv - -  k - -  1] (k : 0 ,  1,  2,  ...). 

D ' a l t r o  canto,  in forza del la  (lls~), 1' a l t e r n a n t e  di ta le  suecess ione  equi-  

va le  al la  
l Iv - 1], I .  t I~]* I, 

sicch~ dev '  essere  

(9) 
/¢ 

Z [v - -  1]~_j [v]]' - -  [v - -  k - -  1] {k ----- 0, 1, 2, ..). 
:=o 

Se k < i, poss iamo esp r imere  le variet'~ eanon iche  che compa iono  nel la  (9) 
median te  le (4), (6), il che conduce  all ' identi t i~ a lgebr ica  

{io) ~: { -  l)~-J J - - 1 ;  
j=o - - j  

ques ta  pub ven i re  s tabi l i ta  d i r e t t amen te  senza diff ieol t~ (~), e vale  anche  
n a t u r a l m e n t e  per  k ~ i .  Se e ra  f acc iamo nel la  (9) k - - i ,  ed e sp r imiamo le 
var ie th  canon iche  che eompa iono  nel la  re laz ione r i su l t an te  median te  le (4), 

(6) e (7), o t t e n i a m o :  

Z (-- l)'-J + ) , - - 1 .  
i=o i - -  

Se qu ind i  conf ron t i amo  q u e s t ' u g n a g l i a n z a  con que l l a  forni ta  per  k = i  dal- 
la (10), ne deduc i amo  la (8); e eib comple t a  la d imos t raz ione  di quan to  asse= 

r i te  nel  n. 84. 

(.~e) All'uopo. denotaio il primo membro della (10) con %,,k, si osservi che ~ t,b, 0 = t 
e ehe, per k ~ 0, risulta: 

¢PV, k ---- {0e~ k - - ¢ 0 v ~  k-- I  , 

dove ~,, k si definisca con la (6s~). :~/~a allora ]a (7s~) prova the b 
Olv, k ~ 0 ) v ,  k--~t : COy, k--~ ~ "'* = O O v ,  0 ~ ~" 

onde segue la (10). 
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§ I I I .  - I d e n t i t ~  f r a  l a  n u o v a  e l a  v e c c h i a  d e f i n l z i o n e  
d e l l e  v a r i e t k  c a n o n l c h e .  

87. Nel presente  paragrafo,  es tenderemo a varietit qua lunque  il r isul tato 
enuneiato neI n. 84 per  gli spazi proiettivi. A tal uopo, sari~ opportuno modi- 
f icare leggermente la notazione delle variet~a eanoniehe introdotta nel n. 79, 
denotando ors  con *Wi una variet~t eanoniea di W di dimensione r v - - i ,  
intesa n e l  s e n s o  c l a s s i e o ;  assumiamo eio~: 

* = 

Si tratter'~ quindi di dimostrare ehe 
Per ogni variet~ irriducibile e non singolare W, le due successioni cano- 

niche I W*I  e I ' W 1  coincidono. 
Si noti che questo risultato 6 gi~ aequisito nel caso che W sia un qua- 

lunque s p a z i o  p r o i e t t i v o ,  in base al paragrafo precedente.  

8S. Ineomineiamo col far vedere che, analogamente allot (11~7), 
Se P denota una qualunque sottovariet~ di V (P e V essendo virtual.  

menle prive di punt i  multipli), la successione covariante d'immersione di P 
in V si esprime in funzione delle successioni canoniche classiche di P e di V 
m ediante la : 

(1) l PvI  = ({ *P I" t*~  })v. 

La formula (1) da stabilire equivale  chiaramente alla 

(2) I * t ' l  = (  l P v l  " l *v  l)v; 

e questa  non b che un modo compatto di scrivere le :  

i 
(3) *P~ = Z (--  1)JPv,~.*V~_j ( i •O ,  1, 2,...). 

j=O 

Si noti poi che, in forza delle (5,3)t2~9), la (3) cer tamente sussiste per  i ~  O. 
Incominciamo dal caso in cui P sia u n ' i p e r s u p e r f i c i e  di V, e eio~ 

supponiamo risulti  v - - p  ~ 1 ; allora vale la (1,4), onde la {3) riducesi alia 

(4) *P~ = Z prJ+q.  *V~_j. 
j=O 

Questa essendo ovviamente soddisfatta per i ~ O, potremo supporre i ~ l  e 
procedere per  induzione rispetto ad i, ammettendo quindi the  sia 

i 

*P~_~ ---- Z P[J]. *V~_j. 
j = l  

A n n a l i  di Mcttentatica 15 
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In base al teorema del l 'aggiunzione generalizzato ('~), si ha inol t re :  

*P~ - -  P "  (*P~-I + *V~). 

Basta eosi el iminare *P~-I fra le ult ime due relazioni, per dedurne  la (4). 
Passiamo al easo ifi cut la differenza v - - p  abbia un valore s u p e -  

r i o  r e a l  1' u n i t i~ .  Proeederemo altora per  induzione rispetto a tale diffe- 
renza, ammettendo il teorema per varieti~ te cut dimensioni abbiano una  tal 
differenza i n f e r i o r e  a v - - p .  Scelta  iu V unaso t tova r i e t~  i r r iduc ib i l eM 
(vir tmdmente priva di punti  muitipli) the  passi per P, possiamo quindi appli- 
care la (1) a P ~ M  ed a M ~ V ,  cib che fornisce le 

(5) t P M ! = ( t * / ' I  • l* l)v. 

D'al t ro  canto, in virtfi del teorema de l l ' appar tenenza  (n. 18), vale la (3,s). 
Esprimendo in ques t 'u l t ima  relazione I PMI,  I MvI  mediante  le (5) ed appli. 
cando la (5s) o t teniamo:  

t P v I = ( ( I * P !  

 *vl)v= 

: (  I*Pl  . I*v  l )v, 

donde segue la (1). 

89. Rifer iamoei  ora ad una qua lunque  varieta P, i rr iducibi le  e non sin- 
golare, e denotiamo con V uno spazio l ineare c h e l a  contenga. In virth del 
11. 84, si ha conseguentemente  

(1) I V* I = - I  *V I; 

inoltre, in forza dei nn. 67, 88, sussistono le (1~), (28s). Basta  quindi confron- 
tare queste  due relazioni fra toro, tenendo presente  la (1), per  vedere  che 6: 

~P*i  == I * P I .  

E cib dimostra il teorema del n. 87. 

90. Tenuto conto del n. 66, si vcde subito come il r isultato stabilito net 
nn. 87.89 fornisca in part icolare nuove dimostrazioni per  il principio di corri- 
spoJ~denza per  le eorrispondenze a valenza sopra una curva  algebrica, assieme 
al relativo significato funzionale, nonch~ per il teorema (ivi citato) che asse- 
gna il significato topologico della serie di Severi di una superfieie.  Yale infatti  
il primo teorema del n. 66, ove i gruppi eanonici di V possono ormai venir  
intesi nel s e n s o  c l a s s i c o ;  in virtfi del n. 79, il n u m e r o d e i p u n t i  di tall 
gruppi  ~ quindi quello fornito dalla (6~9). 

(~) C f r  EGER [3], n. 22, TODD [7], 11. 8 e TODD [8], n. 33. 
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Basra era eombinare quest 'u l t imo risultato con la ben nora proprieth 
topologica (34) secondo cui l ' i n d i c e  d i  K r o n e c k e r  della varie~/~ diago- 
hale di V X  V con se stessa sopra V X V (e cio~ i l  g r a d e  di tale variet'h 
diagonale in V X V) uguaglia la caratteristica di Eulero-Poinear~ (della rie- 
manniana, a 2v dimensioni) di V, per ottenere il teorema di ALEXANDER [1], 
affermante che :  

La caratteristiea di Eulero-Poincard di una variet~ algebriea irridueibile 
non singolare V, avente la dimensione v e l ' invariante di Zeuthen-Segre Iv, 
vale ( - -1)v/v  + 2v. In  altri termini, sussiste l' uguaglianza 

V--I- 

(I) ~,~ ---- Iv -~- 2(-- 1)V(v - -  1) + 2 Z - -  1)v-'-'R~, 

dove R~ (per i -  1, 2, ..., v) denola il numero di Betti di dimensione i relative 
alla r iemanniana (a 2v dimensioni) di V. 

La (1) mostra che Rv ed lv harmo in ogni case la s t e s s a  p a r i t i ~ .  E 
poich~, notoriamente (s~), By risulta pari se v ~ dispari, cosl (cfL B. SEOttE [2]): 

L' invarianle di Zeuthen-Segre e l' ordine della serie di equivalenza cane. 
nica di ogni variet~ alge~rica di dimensione dispari, sono sempre numeri pari. 

§ I V .  - I s l s t e m l  c a n o n l c l  s u l l e  i n t e r s e z l o n i  c o m p l e t e .  

91. De~ti V = [ v ]  uno spazio proiettivo di dimensione v, ed A = Iv - -1 ]  
un sue iperpiano, in virth dei nn. 84, 86 r isul ta:  

(1) V* : ( - - 1 ) ' (  v ÷  1) (v + i )  i[ q 
i A['], (2) V* : i " ' 

(3) A~-~( - -1 ) ' (V)A [~+11. 

D'al t ro canto, se C denota una f o r m a  di V, d 'ordine  c, si ha 

(4) C - -  cA, 
ed. inoltre la (2~0) porge : 

(5) C* - -  Y~ C~J+~Jv~_j. 
]=0 

Da qui, avuto riguardo al]e (I), (4), eonsegue ch~ 6 

(6) C~* -- y(i). A[ ~+'], 

dove y(i), e cio~ l 'ordine della varlet& canonica d'indice i di una forma C 
d' ordine e in  Iv], ~ date da 

(7) y(i) ~ (_ i )~_ , (v+  1 ) . , ~  = e~T (i = O, 1, v - -  1). 
~ = 0  ~ ] " " ~  

(34) Cfr. per  esempio LEFSCHETZ [1], p. 272. 
(~) Ted.  ad esempio L~FSCHE'rz [1], p. 218. 
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Al[o stesso r i su l ta to  si pub dare  forma un po' diversa,  r i co r rendo  al n. 73. 
In  virtfi  del le  (4), (6.J,  se si cons ide ra  la funzione  raz ionale  di A :  

(;) (o) 
cA + 2 A[ ~1 -+- 3 3 A [31 + ... -t- cA [¢1 

f (A)  = 

con  le notazioni  del  n. 73 r i su l t a  

I C * t  -~-{f(A)* I ;  

e cib s igni f iea  the,  se 

f (A)  - -  Z ckA[ k] 
k 

lo sv i luppo  di f (A )  in ser ie  di potenze  di A, r i s u l t a :  

O* := Z c~(A[~l)*_k+~ = E ( - -  tt~-k+ ~ (v - -  k -t- 1] At~+ll. 
k ~ ' \ i -  k + i/c~" 

I1 conf ron to  con la (6) porge qu ind i  

(8) 7(i)---- Z , - - 1 ) ' - ~ + 1 (  v - k +  1) 

se r ivendo  che ques t ' e sp re s s ione  coincide  con que l la  forni ta  dal la  (7) si otten- 
gone del le  notevol i  i d e n t i t ~ t  a lgebr iche ,  che po t rebbe ro  n a t u r a l m e n t e  
anche  ven i r  ver i f ica te  d i re t t amente .  

Not iamo the ,  in base  alle (679), (7), r i su l ta  in pa r t i co la re  c h e l a  gener ica  

f o r m a  d ' o r d i n e  e di  [v] ha  l' i n v a r i a n t e  d i  Z e u t h e n - S e g r e  : 

( 1 3 +  (~ 
s = ~,(v - 1) + ( -  1)~2(v - 1) = ( -  1)~ v + ~ - c 

92 Se M, N, ..., P deno tano  s (__~ 2) var ie t~  di V, t he  si incont r ino  rego- 

t a rmen te  lunge  la  varietal 
S = (~ iV . .  P ) v ,  

di d imens ione  r ~ m + n -~- ... + p  - -  (s - -  l)v ~> O, pe r  d e t e r m i n a r e  la  succes-  
s ione canon ica  di ques t ' u l t ima  basra  app l i ca re  ta fo rmula  (37.,). I n  ta le  fo rmula  
compa re  la success ione  I V* l['-11, fo rn i ta  da l la  (29~ } n e l l ' i p o t e s i  che sia 
V ~-[v]. P i~  p ree i samen te ,  avu to  r igua rdo  al ia  (2~i) ed al n. 6, si ha  a l l o r a :  

( ~'*I! "-'1 Z \v i, i~ / i ,_ ,  / 

eve  la  s o m m a  d e v ' e s s e r e  es tesa  a tu t te  le ( s - - 1 ) - p l e  i4, i~, . . . ,  i , - i  soddisfa-  

cent i  al le 
i i -t- i s -{- ... + i~_i --~ i, i~ ~ O~ i. z ~ O, . . . ,  i s - t  ~-- O. 
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Risul ta  per tan to  : 

~* i~:-~ = v ,  I ~* I~ "-~ = (s - 1)(v + 0 .  A,  

+ 2 ) + ( s - -  1)( v + 1)~]. At2], ecc. t V* }[~"-'] ~-~ [(s - -  1)(v 2 2 

I caleoli  possono ven i r  condot t i  in modo pi~ semi)lice , osservando che la 
ser ie  di potenze formal i  eoord ina ta  (n. 6 i a l la  sueeess ione  (19~) va l e :  

(1) [I  v *  I, ~,] = (1 - A ~ ) ~ + ' .  

Per tan to ,  la ser ie  di potenze eoord ina ta  alla {V* I[ ~-~] va l e :  

[ I V* I [~-'], x] = (1 - -  Ax)-(~-')("+') ; 

e da qui, sv i luppando il seeondo membro  con la ser ie  binomiale ,  si r i cavano  
al t re  espressioni  per  le I V* I, [~-1]. 

Ri lev iamo inf ine  che, in base  alle (1), (59,), la serie di potenze eoord ina ta  
al la success ione  eanon iea  { C ' I ,  dove C deaot i  una  q a a l u n q u e  ipe rsuper f ic ie  
(49L) di Iv], va l e :  

[ t C* 1, ~] : C(1 - -  Ax) '+t(1 - -  e A x ) - ' .  

Questa  re laz ione  porge  - -  pe r  le funzioni  ?(@ def in i te  nel  n. 91 - -  espress ioni  
d iverse  d a l l e  (ma equ iva len t i  alle) (79,), (89~). 

93. Le  cons ider  azioni del  n u m e r o  p r eceden t e  si sempl i f ieano,  nel  caso 
par t i co la re  in eui ei si r i f e r i sca  ad u n a  va r i e th  

(1) P :=- (A~A ' .,. A~)v, 

di d imens ione  p ~ v - -  s ~ 0, ehe  sia l ' in tersezione  completa  di s f o rme  
A ' ,  A~, . . . ,  A s di V--~[v]. In  tale ipotesi  valgono le (1,~); siceh~, u su f ruendo  
dcl le  (167), (1~), r i su l ta  e h e :  

L a  serie di  potenze f o rma l i  coordinala  al la  successione ca~onica  della 
var ie t~  (1) suddet ta ,  vale 

[i P* I, ~] = P ( l  - d x )  v÷~ f l  (1 - -  d ~ - '  = 
(2~ ~=i 

= P(1 - -  Ax)  T M  H (1 - -  ahAx)  -~ , 
h--1 

deno tando  con A u n  iperp iano  di  V e con ah l' ord ine  di  A h. 

Questa  proposizione (:~8), fo rn isee  senz ' a l t ro  le var ie t~ canon iehe  di P 
del le  d iverse  d imensioni .  Si o t t iene  cosi ad esempio  subito c h e :  

L e  ipersuperf ic ie  canoniche del la (1)sono quelle segate s u  essa dal le  forme  
di  V = [v~ d' ord ine  a, + a, + ... + a~ - -  v - - 1  (37). 

(36) Ineludente un risultato di EGER [3], n. 31. 
(37) Per una dimostrazione elementare di questa loroloosizione nel caso particolare ehe 

P sia una superficie {p~--2), eft. CTODEAUX [1]. 
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Pifi  in genera le ,  pe r  le P *  vale  il s eguen te  r isul ta to.  Deno t i amo con ai 
la somma di tulti  i prodotti delle a, ,  a~,.. . ,  a, prese con ripetizione ad i ad i. 
Allora  la (2) mos t ra  c h e :  

Le variet~ canoniche P* d ' indice i della varietal P, definita dalla (1), 
vengono ivi segate da variet~ di V avenli dimeusione v -  i, il cui ordine 
risulta un  polinomio di grade i nelle a~, a.~,..., as, avente la somma ~ sud. 
delta come parte omogenea di grade i. 

94 Ri fe rendoc i  ad una  q u a l u n q u e  var ie t~  P di d imens ione  p, che 
sia i r r idac ib i l e  e non singolare,  deno t i amo  con i , ,  i~,. . . ,  ih una  p a r t i z i o n e  
di p, ossia  un qua ls ias i  ins ieme  di un  eer to  n u m e r o  h di n u m e r i  na tu ra l i  
(1 ~ h ~ p ) ,  cons idera t i  a p r e se inde re  da l l ' o rd ine ,  che soddisf iuo  al la  

i~ + i2 -~- . .  -~- in - -  p.  
Allora  ~ chiaro  t h e  

(1) (P*P~ ... P~)p 

r i su l t a  un  g ruppo  di punt i ,  de f inen te  su  P una  serie di equivalenza i n v a -  
r i a n t e ;  per tan to  it n u m e r o  dei  pun t i  di tale  gruppo,  che deno te r emo  
eel s imbolo  

{2} [i,i~ ... in]e, 

sara  un  inlero ( ~ 0 )  i n v a r i a n t e  di fro~te a~le trasformazioni biraziol~ali 
regolari di P. 

Det to  u(p) il numero delle part iz ioni  dislinte di p, taleh~ si ha  

7 : (1) - -1 ,  7:(2)----2, ~z(3}=-3, 7:(4)-=5, T:(5) ---- 7, ~ ( 6 ) = 1 1 ,  7 : ( 7 ) = 1 5 . . . ,  

si o t tengono  su P in tal gu isa  u(p) ser ie  di equ iva lenza  (I) invar iant i ,  e 
qu ind i  a l t re t tan t i  invar iant i  b i raz ional i  (2) di P.  Ci p ropon iamo  di d imos t ra re  
il s eguen te  

TEORE~A. - Turtle le 7:(p) serie di equivalenza invar iant i  (1), quanto i ~(p) 
invar ianl i  birazionali (2), risul tanv f ra  lore linearmente indipendenti,  

con eib in t endendo  s igni f icare  ehe  tanto  una  re laz ione  del  ripe 

(3) Y~ ~. . . ,~(P~iP* ... P,~)~ = 0 
i 

quan to  una  re laz ione del  ripe 

(4) Z e~...ih[i~i. ~ ... in]e = 0, 
i 

dove ci~i~...~ h sia un in te ro  d ipenden te  e v e n t u a l m e n t e  da l la  par t iz ione  i~, i. 2, ..., in 
m a  non da  P, pub  suss i s t e re  sot tanto  pe r  va lor i  tut t i  nul l i  del le  c. 

Po ichb  la (3) impl iea  la (4), cost m a n i f e s t a m e n t e  baster~t s tabi l i re  la 
seconda  par le  del  teorema.  S u p p o n i a m o  d u n q u e  che va lga  la (4) p e r o g n i  P ;  
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ed appl ich iamo in  par t ico la re  la (4) a l la  var ie ta  P def in i t a  dal la  (1o~), per  la 
qua le  conserv iamo le notazioni  del  n. 93, facendo in pifl l ' i po tes i  t h e  sia 

(5) s ~ p  (e cio~ v ~ 2p). 

In  base al r i su l ta to  f ina le  del n. 93, il pr imo membro  del la  (4) i~ un  p o l i -  
n o m i o  di grado s - t - p = v  hel le  a , ,  a.2,... , a , ,  in quan to  i coeff ie ient i  o 
non  possono d ipendere  dalle a, il qua le  cont iene  a fa t tore  il prodoLto a~a~ ... as. 
Soppresso tale  fa t tore  ed uguag l i a to  a zero la  par te  omogenea  di grado mas- 
simo nel le  a c h e  cosl si ot t iene,  si g iunge  a l la  re lazione omogenea  di grado p 
nel le  a : 

(6) Z. c~,...~a~a~, ... % = 0, 

la qua le  - -  hel le  nostre  ipotesi  - -  d e v ' e s s e r e  i d e n t i c a m e n t e  s o d d i -  
s f a t t a .  

Si osservi ora che, in virtfl  del la  (5), le ~¢~, ~.2,..., % sono /9 funzioni  
del le  a~, a~ , . . . ,  a~ f ra  loro a l g e b r i c a m e n t e  i n d i p e n d e n t i .  Ne con- 
segue e h e l a  (61 impl iea  l ' a n n u l l a r s i  di tu t te  le e, onde l ' a s se r to  (38). 

95. Su di una  varieti~ P immersa  in u n ' a l t r a  variet~ V (non necessaria-  
men te  l ineare)  vi ~ luogo a cons ide ra te  la successione canon ica  I P *  1, 
ass ieme a l la  success ione covar ian te  d ' i m m e r s i o n e  I P v I  (n. i3) ;  ebbene, in 
virtfi  del la  (116~) e del numero  precedente ,  ques te  due successioni  sono f r a  
1 o r o i n d i p e n d e n t i .  ~Iediante  le in tersezioni  del le  var ie t~  di tal l  succes- 
sioni si pub de te rmina re  su P un  certo numero,  X(P), di serie di  equivalenza 
v o v a r i a n t i (o, in par t icolare ,  i n v a r i a n t i )  f ra  loro l inearmente  ind ipen .  
denti .  Pifi  p rec i samente ,  in  cor r i spondenza  ad ogni par t iz ione i~, i~, ..., ih 
del numero  p s i  o t tengono diverse  serie di equiva lenza  s iffat te ,  date  dal la  (1~,) 
e dal le  serie di equiva lenza  che si deducono  da l la  (194) scr ivendo in ques ta  
e sp re s s ione  al posto di uno o pifi dei fa t tor i  P*  il cor r i spondente  Pr ,  ~. Gli 
o r d i n i  del le  X(P) serie di equiva lenza  sudde t t e  eons t i tu iscono a l t re t t an t i  
covariant i  (o, in  part icolare,  invar ian t i )  numer iv i  d ' i m m e r s i o n e  di P in V, 
f ra  loro l inearmente  ind ipenden t i .  

]~ fac i le  vedere  che si h a :  

X ( 1 ) = 2 ,  X ( 2 ) = 5 ,  X ( 3 ) = 1 0 ,  X~4)=20,  X(5)=36,. . . (~9).  

(3s) Un'argomentazione del tipo di quolla test~ usata, tro~asi gik in B. SEGRE [7]. 
(39) I1 fatto the una s u p e r f i c i e (entro ad una variett~ a quattro dimensioni) ammette 

ci~,que serie d'equivalenza covarianti fra loro indipendenti, trovasi gii~ s~abilito in B. SE- 
o~E [7]. 
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§ V. - A l c u n i  c o m p l e m e n t i  e d  e s e m p i .  

96. Sia P una variet~ algebriea, i rr iducibile e non singolare, apparte- 
nente ad uno spazio proietfivo V; e supponiamo che le dimensioni p, v di 
P, V soddisfino alla disuguaglianza 

(1) 2io < v. 

Denoteremo con po l ' o r d i n e  di P e, pifi generalmente,  con Ph tper k = l .  
2,. . . ,  p) 1' o r d i n e  della varieth covariante d ' immers ione  di P in V d'in- 
dice k, Pv, k (la quale  ha dimensione p - - k ) .  L'ordine di P verri~ anche indi- 
cato col simbolo 7:0, in quanto designeremo pifi generalmmtte con uh la 
e l a s s e  k - m a  di P (e cio~ l 'ordine della varietk (p - -  k)-dimensionale luogo 
dei punti  di contatto dei [p] tangenti  a P che si appoggiano ad un dato 
[ v - - p  + k - - 2 ]  secondo un [k--1]) .  Ci proponiamo di dimostrare che :  

I sudde t t i  caratteri  Ph si  espr imono in  funz ione  delle classi ~ con le fo rmule  

(.9) k ~ \ ( k -~O,  1, p). p ~  = ( - -  1) ~ ~ =j . . . ,  

j=0 k - - j  

consideriamo v ipersuperf ic ie  A~, A ~, ..., A v generiche di V 
esse si segano in un gruppo Q di punti fornito dalla rela- 

A tal uopo, 
passa.nti per P ;  
zione (4~3), la quale a t tualmente  si scrive 

P 
(A~A ~ ... AV)v - Q =  ~ Pv, W~-I(A). 

i=O 

I1 numero q dei punti  del gruppo Q ~ quindi dato da :  

P 
(3~ q --=- a~a~ ... a~ - -  E PhSp--k. 

k=O 

dove a , ,  a~,. . . ,  a ,  denotino gli" ordini delle A',  A", .... A ~, so = 1 e, per 
h~_~l, s,, designi la somma dei prodotti delle a prese ad h ad h senza 
ripetizione. 

D 'a l t ro  canto, se indichiamo con s'h l ' espress ione che si deduce dalla 
suddet ta  s~ sosti tuendo in essa c iascana  a~ con a ~ - - 1 ,  quel numero g 

nel l ' ipotesi  ammessa che valga l a i l )  - -  pub anche ven i r  espresso con 
la formula (~0): 

q = a , ~  ... a~  - [%s '~  + ( %  - -  =~)s i~_ ,  + ... + ( %  - = ,  + ... ~ =,~_, )8 ' ,  + 

(4)• + (% - = ,  + ... +-- %)S'o]. 
Osserviamo ora che, dalla definizione delle s, s', seguono le 

(v - -  h -,- i) 
s h ' =  E ( - - 1 )  ~ . s~-~, 

i=O $ 

(40) C f r .  SEVERI  [:t], n .  35.  
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talchb la (4) pub anche venire scri t ta nella forma:  

q - - a , a ~ . . . a , , - -  ~ E E (--1)~÷h+" v - - p + k  
i=o k=i a=i k - - h  ~-~~"  

Si verif ica faci lmente l ' ident i tk  

E (--  1) h = ( - -  1)t - - P  - -  
a=t k - - h  ] k - - j  ' 

mediante la quale l ' u l t ima  relazione si r iduce alla 

' '  ( ) q = a , a , . . . a ~ - -  ~ Z ( - -1 )  ~ v - - p - + - k - - 1  
1=o k=i k - - j  Sl'--hV:i -"  

= a,a~ ... a~ - -  ~ y~ ( _  l)  ~ v - - p 4 - k - - 1  
~=o i=o k - -  j rgsp- k. 

Basra dunque  sottrarre questa  a membro a membro dalla (3), per dedurre  la 

'[ )1 Z= P h - - ( - -  - - p + k - - 1  
o k - - j  UiSp ~ = 0 .  

Ora, mentre le espressioni qui scrit te entro parentesi  quadre non dipendono 
dalle a l ,  a ~ , . . . ,  av ,  le s , ) =  1, s~,. . . ,  s~, sono p funzioni delle a fra loro fun- 
zionalmente indipendenti .  Stante l 'arbitrarieth delle a, ne segue che ciascuna 
di quelte  espressioni deve annullarsi ,  eib che fornisce appunto le (2). 

Le relazioni (2}, cosi stabilite, dAnno r ispet t ivamente per k----0, 1,... le 

po -~ n~, - -  p~ -~ (v - - p ) = o  + ~ ~ . . . .  , 

la prima delle quali  era evidente a priori. La  seconda, nel l ' ipotesi  che P 
sia una c u r v a  ( p - - 1 )  d i  genere  7:, pub anche venir scritta nella forma 

{5) - -  p, - -  (v + 1)Uo + 27: --2,  

essendo allora ~, _7_ 2 (7: o + r : -  1) in virtfi della formula di Riemann per il 
genere. ]~ chiaro come le (2), risolte rispetto alle rg, forniseano le classi u j 
in funzione dei carat ter i  d ' immers ione  Pk.  

97. Applicheremo cib che precede alla d e t e r m i n a z i o n e  del  genere  ~ della 
curva P secondo cui si segano due varieth M, N (di dimensioni m, n) gene- 
r icamente si tuate in V---Iv], quando sia 

(1~ m +  n - -  v + t, 

supponendo di conoseere gli ordini too, n,  ed i generi sezionali t~, v delle M, _AT. 
Al l 'uopo osserviamo ehe, in vir t t l  del teorema del prodotto (n. 20), 

dalla _ P -  (MN)v segue la 

(2) P,  = MN, + M~N. 

Annali  di Matematiea 1~ 
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In base alla (598), la varieti~ P ,  ha l 'o rd ine  

- -  [(v + 1 ) m 0 n o  + 2 n  - -  2].  

DeI pari, la (596) combinata col teorema della sezione (n. 19) fornisce per  gli 
ordini delle M~, N~ r ispet t ivamente i valori 

- -  [ (n  + l ) m  o + 2 i t  - -  2], - -  [ (m + 1 ) n ,  + 2v  - -  2]. 

Basta  quindi uguagl iare  gli ordini dei due membri  della (2), usufruendo 
della (1), per r icavare la formula r ichiesta (4,): 

----- ( too - -  1) (no - -  1)  + m . v  + m t ~ -  

98. Riferendoci  di nuovo alla variet~ generale P di cui al n. 96, si voglia 
d e t e r m i n a t e  il  n u m e r o  c dei p u n t i  det g ruppo  intersezione r e s idua  di  v f o rme  
A I, A ~, ..., A v che p a s s i n o  gener i camen te  p e r  P con date  moltepliciti~ k , ,  

k~,..., kv. Questo problema ~ stato trattato dal S]~Va~RI {[1], n. 38), nell ' ipo- 
tesi che le molteplicit~ k assumano soltanto il valore 1 od il valore 2;  e 
tale Autore (in [1], n. 39) si arresta  quindi di fronte al caso generale, rile- 
vando che (~ le espressioni che {per esso) si ot terrebbero sarebbero algebrica- 
• ~ mente assai complicate )). Qui siamo in grado di dare c in forma esplici ta 
per  valori arbitrari  delle k, come conseguenza numerat iva  di una  particola- 
rizzazione dei r isultati  funzionali conseguit i  nel n .  45. 

Pitt precisamente,  con le notazioni del n. 96, dalla (14~)si r icava sen- 
z 'al t ro che i~: 

(1) c -~ a,a.  z ... av - -  ~ p t r ~ - l ,  

dove rv_l denoti la somma dei (~ )p rodo t t i  del tipo 

ottenibili  assumendo per i , ,  i~, ..., it una combinazione di classe l dei nu- 
meri 1, 2, ..., v e per  j , ,  ]~,..., j v - t  la combinazione complementare.  

N'ella (!), volendo, si possono far compari re  = in luogo dei carat ter i  p~ - -  
le classi rcj, servendosi delle (298). Ed b poi facile verif ieare come il r isul tato 
eosl otte~nuto collimi con quello di Severi, nel easo - -  gi~ da lui studiato - -  
in cui par te  delle k abbiano il valore 1 e le altre assumano il valore 2. 

99. Sulla varieth P vi ~ anche luogo a considerare la successione cano- 
nica t P*  I e l ' inversa I P* I di questa  ; denoteremo rispet t ivamente con p~*, p* 
gli o r d i n  i delle relative varieth P*,  zfi* (sicch~ sark p* ----- p*  = p~). 

(4,) Cfr. LO~GHI [1], n. 9. 
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Senza fare era nessuna restr izione circa la d imens ione  v dello spazio V 
di appar tenenza  di P, possiamo appl icare  le (1~7} , (116~) a P e V, ot tenendo 
cosl le equivalenze:  

i 
-V* - -~v, Z ~ * * P *  = ~ ( - -  l l JPv ,  j , _ j ,  ~ = P i  v~_¢. 

~=0 i=o 

Detti  qu indi  p~, p~ gli o r d i n i  delle Pv,~,  /Sv,,, e tenure conto dei n. $6, 
da  qui si r ieavano senz 'a l t ro  le relazioni numera t ive  

_ , (: (1) p*  ___ ( - -1) i jZ  ° _ j  pj, (2) p ~ - -  Z ( - -1) i  + 1 \ - .  
j=o _ j ) v ,  • 

Qaeste possono veai r  risolte r ispet to alle p, p*, poggiando sulle propriet'~ 
delle fanzioni  (6ss) espresse dalle (7~5), (88~) ; in tM guisa si r ieavano le :  

. '  v + i - - j ~  , ~ ~, + i - - j ~ ~  
(3, p , - - ( - - ' )~Z(=o\  i - - j  )Pi, (4) P* -~1=o ( -  1)i(v\ 7i. i - - j  

]~ inoltre ehiaro, in base ai nn. 6, 7, che per  i > 0 valgono le ident i th :  

i i 
x vJ ,,-i = o, x = o, 

~=o i=o  

le quali r isul tano fra lore equivalent i  in forza delle {1), (4) [o a~lie (2), @]. 

100. Sul la  P, appar tenen te  a V = [v], considereremo le variet/~ M~, Ni, 
di d imensione  p - - i ,  r i spe t t ivamente  luoghi dei punt i  di P re la t ivamente  ai 
quali  lo spazio [p] tangente  a P r isul ta  appoggiato ad un date [ v - - p  + i -  2] 
secondo un  [ i - -1 ] ,  oppure r isul ta  appoggiato (generalmente in un  punto) ad 
un date [ v - - p - - i ] .  La  variet~ M~ ~ defini ta  per  i - - ' 0 ,  1,. . . ,  p, ed ha per  
ordine 1' i - m a  c l a s s e  rq di 29 (n. 96). La  varieth N~ ~ defini ta  per  
i = 0 ,  1,... ,  p se v ~ 2 p ,  od a l t r iment i  soltanto per  i = 0 ,  1,. . . ,  v - - p ;  i l s u o  
ordine, to,, 6 quello c h e -  con SEvEI~I [1] - - c h i a m a s i  il e e t o  i - m e  di P. 

Detto A un iperpiano di [v], le suddet te  variet'~ M, N si espr imono con 
le equivalenze ('~): 

M~ (p -- i -+- j + 1 
- - i = 0  3 ) P*-iA[fl _ ~ - t - i ) ~ , _ i A t j ]  ' N~ --i=o (P j 

dalle quali  si deducono le relazioni n u mera t i v e :  

(1) n, - -  1 )P*-i, (2) to~ = Z (-- 1)'-J (P j 
]=0 j / 1=0 

(4~) C f r  3-. A.  TODD [8], f o r m u l e  (3 15.) e (3.12). 
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e queste a loro volta forniscono le:  

t 3 ) p~ : j  (-- 11{ - i + j t - 1  ~ - i ,  (4) ~ , _  (_1)~_ i ÷ i  
j i=o j o),_j. 

Si ottengono immedia tamente  equazioni equivalenti  alle (296), el iminando 
le p* fra le (399) e le (3). 

101. Applicheremo da ultimo le formute precedenti ,  per eompiere qualche 
verifiea numera t iva  dei risultati  funzionali conseguiti  nei nn. 48, 50. Per  
semplicit'~ algoritmica ei r i fer i remo ad un caso es~remamente particolare,  
supponendo (con le notazioni di tall humer i ) :  

V-~  [v], p -~. v - -  2_~_2, m ~ v - - 1 .  

Pertanto,  P sar~ una varieth di dimensione p appartenente ad uno spazio 
di dimensione 
(l) v = p  + 2, 

ed M sara un ' ipersuperf ic ie  di questo spazio costretta a passare per P,  l 'or- 
dine della quale verrh designato con ~. 

La varieth P ammetterh  allora un tuogo D di punti doppi impropri  
(n. 46), di dimensione 

d = v - - 4 ,  

il cui ordine denoteremo con do. Inoltre M, fuori d i  D, avrh su P u n  luogo h 
di punti doppi, di dimensione (n. 49) 

~ : v - - 4 ,  

il eui ordine sar~ similmente indieato con 8 o. 
Dalle (14s} , (2~t) , avuto anche r iguardo alla (li4) ed a cib che s'8 detto 

alla fine del n. 48, si r ieavano senz' altro le 

1 ~ t -  
(2) do = ~P0 - -  ~P~, 

(3) ~,, = ~ - p ~  - p , ~  + p0~ .  

0ra  le (2~oo) , tenuto conto della (1), a t tuahnente  forniscono: 

(°) (4) ~o = f o ,  ,,~ = (v - 1)p° - p : ,  o , , -  2 po - -  ~p~: + P : '  

siceh~, in base anche alle {2o9), r i su l ta :  

(5) ' % + % + " ~ =  2 /o0--(v 
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I n  v i r t f i  de l l e  14), (5), la  (2) si r i d u c e  a l i a  

1 
do ---- ~ (% + % + % + %), 

e cib col l ima,  c o n  u n a  f o r m u l a  di  SEVERI ([1], n.  3). 

D a l l e  t299), (4,0o), (4) si h a  i n o l t r e :  

(6t ~ ,  = (v + 1)po - - ~ , *  = ~v + 1)po - -  (v - 1)~o + ~o, = 
~--- 20) o -P- m~. 

B a s r a  q u i n d i  a p p l i c a r e  le (4), (5), (6) p e r  m e t t e r e  la  (3) so t to  la  f o r m a  

ao = (~  - -  i ) '~ ,o - -  ( ~ - -  i ) ~ ,  + % + (~ ,  + ~o~) - -  0)o(~,o - I ) ,  

d ' a c c o r d o  a n c o r a  c on  u n  r i s u l t a t o  di SEVERI ([1], n. 7). 

I t  l a t e  n u m e r a t i v o  de i  r i s u l t a t i  f u n z i o n a t i  p r e c e d e n t e m e n t e  o t t e n u t i  
pub  n a t u r a l m e n t e  v e n i r  e s p l i c i t a t o  s e n z a  s o s t a n z i a i i  d i f f icol t '~  in  ogn i  case ,  

p r o c e d e n d o  in  m o d e  c o n s i m i l e  a q u e l l o  s e g u i t o  ne i  cas i  s e m p l i c i  ai  q u a l i  ci  
s i a m o  l i m i t a t i  - -  p e r  c o n t r o l l o  ed e s e m p i o  - -  ne l  p r e s e n t e  p a r a g r a f o  (43). 
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