Intégration analytique d’un systéme d’équations différen-
tielles non linéaires dans le voisinage d’un point singulier, L.

Par Masaniro Iwano (4 Hirosima, Japon).

Résumé. - Notre bul est & rechercher, d’aprés la méthode de M. le Prof. Masuo HUKUHARA,
la signification analytiqgue de la solution formelle, de (1.1), dépendant de quelconques
constantes arbitraires.

Introduction.

1. Nous considérons un systéme d’équations différentielles non linéaires

1@ .
(L1) w1 = fi(w, y,, ., ya) (=1, m)

ou les fi{x, ¥,,..., Ya) | = 1,..., n) sont des fonctions holomorphes de , y,, ..., ¥,
dans le domaine

| <r, (9,1 <Ny [9a] <7

L’ étude de ces équations se compose de deux parties; le premier pro-
bléme est la recherche d’une solution développable asymptotiquement en
séries entidres formelles de x et le deuxieme probléme est la recherche des
conditions pour la convergence de la solution formelle dépendant de quelcon-
ques constantes arbitraires.

Sur ce sujet nous devons citer les mémoires de MM. les Professeurs
Masvo HukuHARA (1], [2), 3], [4], J. MAaLMQUIsT [1], [2], [3], [4] et J. TRIITZINSKY

(1}, (2}

2. Considérons d’abord le cas ol les éguations (1.1) sont linéaires. Il est
bien connu que les séries entiéres formelles de & qui satisfont formellement
aux équations données, si !’origine est un point singulier irrégulier, ne sont
pas convergentes en général. Pourtant elles représemntent toujours asympto-
tiquement des solutions des équations données.

M. J. TrIITZINSKY [1] est le premier qui I’a établi sans aucune resiri-
ction sur les racines de l’équation caractéristique. J. MaLMqQuist [2], [3] a
montré, en 1941, que le domaine ol les développements asymptotiques des
solutions sont valables est plus étendu que celui de M. J. TRIITZINSKY, tandis
que ce probléme a ét6 complétement résolu, en 1942, par M. M. HUKUHARA
dans son bean mémoire [3]. On peut appliquer sans aucune modification
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essentielle la méthode de M. M. HUKUHARA aux équations non linéaires,
Et, en ce qui concerne le premier probldme, 1 exfension est immédiate. Ce
résultat donne la réponse au premier probléme et joue un role fondamental
dans I’ étude du deuxiéme probldme que nous voulons étudier.

3. Rappelons les résultats connus concernant le deuxiéme probléme. Nous
considérons une équation différentielle non linéaire du premier ordre

d
(3.1) w1 9 = yfla, y),

dont le second membre est une fonction holomorphe de x, y pour
(3.2) O_<argxe <O, , |xi<r , |yl<n,

de sorte que le développement suivant les puissances de y
[o2]
flo, ) =a, + ax + ... + Gt 4 a52° + ... + 9 kfiﬂm(m)y“ (o, F=0)
est absolament et uniformément convergent pour (3.2). Posons

x

i = [t

- a0+ @ .
oo
Supposons que dans le secteur ©_ < ¢ < O, se trouve un secteur dans
lequel la fonction exp A(x) tend vers O pour x —0.
M. M. HUKUHARA [4] a obtenu, en 1949, le résultat suivant.
Il y a. une solution développable en série

(3.3) y= 3 oua)C Memo]t
Jo==1

qut est absolument el uniformément convergenle pour
1 1/3=
(7 o). 0+]

(3.4) max |- («— %E -+ w), @_.] < arg ¢ < min
| <7, |Cerpos| <E,

ot w est Uargument de a,; les coefficients ¢,(x) sont des fonctions holomor-
phes pour

(3.5 max

1/8n ,
a(*g“‘l"w); ®+J’ x| <7
et développables asymplotiquement en séries

{3.6) Pu() 2= Z opmr™

pour (3.5).
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J. MarumqQuist [1] a obtenu aussi un résultat analogue, en 1921, en sup-
posant que le second membre de (3.1) soit une fonction holomorphe pour
|| <7 |yl <nm M. J. TrimrziNskyY {2] n’a obtenu, en 1938, qu’ une solution
développable asymptotiquement en série

<o

(8.7) ~e 8 Yuf@)C

k=1

dans un domaine moins étendu que le domaine (3.5). Cette série coincide

D
formellement avec la série I [p,(x) e*A@x¥es]Ck
k=1

4. J. MALMQUIST a étendu son résultat & un systéme d’équations diffé-
rentielles non linéaires et a obtenu le résultat suivant, en 1941, dans ses
mémoires [2], [3] et [4].

"
Désignons par Z ajlx)y, les termes du premier degré en y,,.., y, qui
k=1

se trouvent dans fix, ¥,,.., ¥.).

Soient A,, ..., A, les racines de 1’ équation caractéristique
4.1) [a4(0) — A3, | = 0.

Supposons que A, ..., A; se trouwvent d’ un coté d’une ligne droite passant
par Uorigine et Ay, ..., L, sur cetle ligne ou de I’ autre coté. Alors il existe

une solution conlenant s constantes arbitraires C,,..., C, el développable en
séries
4.2) y, =2 cpjpl_,_?s(x)z,!’; e BsPs (j=1,.,n

qui. sont absolument el uniformémeni convergentes pour des wvaleurs de wx,
2.y, 25, CONSidérées comme des variables indépendanies, telles que

43)  o_<argz<o,, |x|<r, |z[<Te, |a]<T;
les coefficients ©jp,..p () sont des fonctions holomorphes pour
4.4) o_<arge < o, ja| <7
el développables asymplotiquement en séries
(4.5) Pip, e (X) 3= ZPjmp .0 B
pour (4.4) et les z, (k =1, ..., s) sont des fonctions holomorphes dans le domaine
angulaire donné et admetlent le développement de la forme
2y = eM@ghee [Cy + gu(C,, oo, Cx—,, logx)] j=1.., s),

on Aylx) sont des polynomes d’une certaine puissance fractionnaire de x~* de
degré o et gg(C,, .., Cx—,, logx) (k = 1, ..., s) sont des fonctions entiéres et ration-
nelles de ¢,, .., cy—,, loga.
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Voici la définition des angles w_ et v, due & lui. Soient ¢, et ¢, + T
]
s » . . . . » al
des directions différentes des directions singuliéres de A g(r) = A (a) — ki 1p,,A,.(ac)

{voir n. 7). Partons d’un secteur cp0<<p<<pﬂ+§ qui contient un secteur

¥ <9 =<¢" dans lequel toutes les fonctions exp A,(x) (k=1,.., s) tendent
vers 0 pour x —0. Le secteur @_ < argae < @, est alors le plus grand que

I’on obtient en agrandissant le secteur ¢, < ¢ < ¢, +§ dans deux directions

sans rencontrer aucune direction singulidre des A;glx).

Tei, il est & remarquer que fous les Ayfw) (k= 1,..., s) sont des polynomes
de ' du degré le plus élevé o parmi ceux des n polynomes A (x),.., A, ()
© Par suite, J. Malmquist w’ a étudié point la convergence d’ une solution formelle
qui correspond aux polynomes Ay (x) dont les degrés oy en x—* sont moindres que o.

Avant cela, M. J. TryrrzIiNskY aussi a étudié les équations (1.1), en sup-
posant que les seconds membres du systéme (1.1) s’annulent pour y, =0, ...
ey Yo = 0. Mais il a démontré senlement la développabilité asymptotique en
la solution formelle, tandis que J. MALMQUIST en adémontré la convergence.
M. J. TritrzINSKY [2] a obtenu, en 1938, un résultat concernant la dévelop-
pabilité asymptotique en séries de puissances de C,,..., Oy

(4.6) Yy == 2 iy p, (@) O .. CoPor (j=1,.., n

dans un domaine

o_<argr<o,, |w|<r, |C|<T, ., |Col<C".

Le secteur o' <o <w', de M. J. TRIITZINSKY est contenu en général dans
le secteur w_<9<w, de J. MALMQUIST et le nombre s’ est en général
moindre que 8.

Voici la définition de §':

Af) = ... = A}, &A,(x) < RAyl) <0 k=s+1,.., 8

pour o'_ <9< o .

Si I'on pose 2, =0 pour k=5 + 1,..., s dans les séries (4.2) et si 'on
ordonne ces séries suivant les puissances de C,,.., Oy, on retrouve les
séries (4.6) de M. J. TRIITZINSKY. Les séries ainsi obtenues sont évidemment
convergentes d’aprés le résultat de J. MarLMQUIST.

5. M. M. HuxkuHARA (2] a obtenu, en 1940, un résultat d’aprés lequel
les équations (1.1) se changent par une transformation formelle en un systéme
réduit qui se résont par quadratures, en intégrant successivement des équa-
tions différentielles linéaires du premier ordre. On aura donc une solution
formelle du systéme (1.1} en portant dans la transformation formelle une



M. Iwawo: Intégration analytiqgue d’un systéme d’équations, ete. 26D

solution du systéme réduit. Notre but est la recherche de la signification
analytique de la solution formelle dont 1I'étude il a laissée de coté jusqu’'a
présent. Lie probléme dont nous nous occupons maintenant se pose comme il
suit : chercher—les condilions pour la convergence de la solution formelle sans
aucune restriction sur les degrés des polynomes Ay x) dont dépend la solution
formelle.

La solution formelle n’est pas convergente en général. On rencontre de
grande difficulté, quand on veut en étudier la convergence. Mais on verra
que le dernier résultat (Théoréme 2) de J. MALMQUIST [4] se déduit du notre
théoréme (voir n. 27) comme un corollaire. Dans le cas général il me semble
trés difficile de chercher les conditions nécessaires pour la convergence. 11
m’a falln me contenter de donner seulement des conditions suffisantes. Le
point essentiel de notre méthode est & déterminer les chemins d’intégration
les plus favorables.

J. MarMQuUIsT a employé la méthode d’approximation successive pour le
premier probléme et la méthode des fonctions majorantes pour le deuxiéme
probléeme. Nous employons le théoréme d’existence des points fixes dans
I’ espace fonctionnel.

6. Dans le chapitre I, nous rappelons les résultats obtenus par M.
M. HuxuHARA, [1], [2] et [3]. Dans la section I, nous exposons quelques
définitions dues & M. M. HUKUHARA, concernant un polynome A(x) de ="' et
puis sans démonstration I’énoncé du théoréme d’existence répondant au
premier probléme. Les sections II et III sont consacrées & !’étude d’une
transformation du systéme (1.1). Dans le chapitre 1I, nous donnons la démon-
stration de la convergence de la solution formelle (4.2) ot 1’on annule certains
des 2,,.., 2,. Le résultat obtenu dans ce chapitre entraine celui de J.
MALMQUIST comme un corollaire. Dans un autre mémoire, nous traiterons
un cas plus général.

En terminant cette introduction, I’auteur se fait un honneur d’exprimer
ses remerciments les plus vifs & Monsieur Masvo HUKUHARA, Professeur a
I’ Université de Tokyo, pour l'intérét qu’il m’a témoigné et pour les conseils
qu'il m’a donnés au cours de la préparation de ce Mémoire. L’auntenr
remercie aussi Monsieur YAsuTakA SiBUYA & I'Université de Tokyo de la
bienveillance sincére en me donnant de diverses suggestions profitables.

CuapritrE I, - REDUCTION FORMELLE,
1. Préliminaires.

7. Soit A{x) un polynome de x~! de degré o:
12 Ao
(7.1) Aw)= — - 20— =" (A, == 0).

G x° x

Annali di Matematica 34
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Le plan de rombres complexes se partage en 2¢ régions: les o d’entre elles
sont les régions, appelées régions & partie réelle négative par rapport a A(x),
ot Yon a &(— A7) <0 et les autres sont les régions, appelées régions @
partie réelle non négative par rapport & Afx), oit Von a &(— rx—2)>0. Si
Afx) = 0, le plan enfier est une région a partie réelle non négative. o

Soit 7(¢) une fonction continue et positive d’une variable réelle ¢ dans
Iintervalle 6 << ¢ < 0. Pour les domaines angulaires

DO, ¥, rlg): b <argax <9, e | <rlarg o),
DO, ¥, re)]: < argx =0, [x]|Zrlarga),

nous appelons 8, 8 et r(arg x) leurs extrémités inférieure, supérieure ot radiale
respectivement.

Si la région P[0, ¢, ocf ne contient pas une des régions A partie réelle
négative par rapport a A(x) tout entidre, le domaine D[b, ¢, r(p)] est appelé
région propre par rapport & Alx).

Une direction (y) est appelée direction singuliére de Alx), si le degré du
polynome en r—*: HA(re*) est moindre que celui du polynome en z—': A(x).
Nous appellerons direction singuliére ascendante une direction singuliére (g
qui est l’extrémité supérieure d’une région A partie réelle négative par
rapport & Afx). Nous la désignerons par (6,). On définit, de méme, direction
singuliére descendante que nous désignerons par (6_). On aura alors

T
ob_ —argd, = — 5 (mod. 2m).

ob, —argl, = 5,

ot 3

R (DX ) >0

Fig. 1
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Si le domaine D[6, &, r(p)] est une région propre par rapport & A(x), il
existe dans I’intervalle § < ¢ <0 an plus deux directions singuliéres I’ une
ascendante et ’autre descendante.

Soient donmnés en général # polynomes A, (x),.., A,x) de x*'. Si le
domaine D[b, &, r(p)] est une intersection des régions & parties réelles négatives
par rapport aux Ayx), le domaine D[, &, r(p)] est appelé région & partie
réelle négative par rapport aux A, (x), .., A,(x). On définit de méme région &
partie réelle non négative et région propre par rapport aux A (x),.., A,(x)

8. Supposons d’abord que les seconds membres fi{x, y,, .., ¥.) du systéme
(1.1) §’annulent pour y, =0,..., ¥y, =0. Si Von fait comme d’habitude un
changement convenable de variables

(8.1) Y= kilpjk(m)zk (J=1,., n),
olt les pju{x) sont des polynomes d’une certaine puissance fractionnaire de

x~!, le systéme (1.1) se réduit & la forme suivante

dz;
(8.2) 2o-H {é = M) + 2°(Xiors + e5254,) +

n
+ ol k‘il aplac)ey - o+t 2" ajgc(w)z,kg e 2,50 (=1, .., n),

%" désignant la sommation étendue & tous les arrangements (k,,..., k,) tels
que k, + ... 4k, = 2. En remplagant, 8’il est nécessaire, ® par une certaine
puissance fractionnaire de x, on peut supposer que les seconds membres de
(8.2) soient assujettis anx conditions suivantes:

1. Les Ajx} sont des polynomes de x de degrés au plus égawe & o —1;
Pune au moins des A,(0),.., X,(0) est différente de zéro et Aj, sont des
constantes (*);

2. Les a;4ix) et ajé;;(w) sont des fonctions holomorphes dans le domaine
x| <r/(<r,) et les séries, qui se trouvent dans les seconds membres de (8.2),
sont convergentes uniformément dans le domaine

(8.3) o] <o, o] <Hoes (2] <o

3. Si Von a & la fois Xjx) = Ax(@) el Ajg = his (mod. 1), on a Ajy = Ay ;
ad’ autre part, I'inégalité <; 3= 0 enlraine

M) = Aypifr) €t Ao = Ajris-

On peut donner a ¢ (f=1,.., » — 1) une valeur non négative aussi petite
que ’on vent.

() Nous ne traiterons pas le cas déja étudié: A (@) =...=2,x)=0.
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Posons
[ ) 1 Aot _
(8.4) Aj(w)—;/m"’”dm=—-&£m'"_ix— (i=1,..,n).
[ o]

Nous désignons Xj;.(=0) par 4;, o, étant le degré de A(x) en ="

9. On sait que par un changement linéaire formel

(9.1) 7=y -+ ’El%n(’x’)un =1..,n),
ol
(9.2 ¢;x{) ::m_Z_l Qjrmx™ jok=1,.., n),

le systdme (8.2) se transforme formellement & un systéme de la forme

du;
19.3) e ?ig} = Mlxhu; + x°(Ajoh + ej054,) +
+ wd+1 E” bjojc(w)uak‘ e “nk" (.7 = 1’ e n) *

Concernant ’analyticité de telles transformations formelles, M. M. Hu-
KUHARA [3] a démontré le théoréme suivant:

Si D6, 8 r,"] est une région propre par rapport aux Ajx) = A x) —
— M) (G, k=1, ..., n), le systéme (8.2) se change en (9.3) par une transfor-
mation linéaire (9.1) dont les coefficients q (e} sont des fonctions holomorphes
dans le domaine D6, §, r,”] el développables asymplotiquement en séries (9.2)
dans le domaine D[6, ¢, r,"].

On voit d’aprés ce théoréme que les seconds membres du systéme (9.3)
sont des séries de puissances de u,,.., %, convergentes uniformément dans
le domaine

(9'4} & € 9{97 8” ‘r()/’}? lul [ < 7}‘!,,7 A 1%-“ } < 1?0” (7}0” < 1?0’ < 1}0’ r(}” < ?*0, < TO)
et les by(x) sont des fonotions holomorphes dans le domaine DB, ¢, "] et

développables asympfotiquement en des séries entiéres de .

10. Considérons maintenant le cas on les fiw, y,,.., #u) (j=1,.., n)
s’annulent pour =0, y, =0,.., y, =0, tandis qu’une au moins des fon-
ctions fy{x, 0, ..., O) ne s’annule pas identiquement.

Si Pon fait une transformation convenable

(10.1) Uy =3 D@+ = Gl (=1 ) m)

dont les coefficients Psx(x) et gun(x) admettent la signification analogue & celle
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des pjx(x) et quu(®), on aura les égalités suivantes

(10.2) ot %% = bylx) + Aslwuy + 2o (Ajoty + egupy,) +

4ot B djgc(aa)uf‘ v Uy B (f=1.,mn,

les by(w) et djg(w) admettant la signification analogue a celle des bjy(x). Les
seconds membres du systdme (10.2) sont des séries de puissances de #,,..., Uy,
convergentes uniformément pour ({9.4).

Or, il existe en général une solution formelle de (10.2) développable for-
mellement en séries emntiéres formelles de

[o0]
(10.3) Uy 2= m§1 ™ (=1,.., n).

Il en est certainement ainsi si Ax)==0 (=1, .., n)

On peut généraliser, sans aucune modification essentielle dans la démon-
stration, le théordme de M. M. HUrRUHARA [3] aux équations non linéaires
comme il suit.

Théoréme &’ existence. Soit DO, &, »,"] la région propre par rapport anx
polynomes Ayx), Aj@)(j, k=1,.., n). Il existe une solution développable
asymptotiquement en séries (10.3) dans le domaine DO, &', r,"). Le degré de
liberté de la solution est égal au nombre des indices § tels que la région
DO, O, o] soit conlenue dans une des régions a pariie réelle négative par
rapport & Ajx).

Soient u; = @;(«) une de ces solutions, et faisons le changement des
variables

(10.4) vy = 1y — Py) U=1..,n.

Puisque le systéme transformé admet une solution particuliére v, =0, ..., v, =0,
les seconds membres du systéme transformé doivent s’ annuler identiquement
pour v, =0, ..., v, = 0. Par suite, le systdéme transformé prend la forme des
équations en u,,.., u, an n. 8.

II. Réduction formelle.
11. Considérons maintenant le systéme suivant
11.1 or1 Wy _ : ,
( . ) T ‘d;; —-'Aj(m)yj""'whj(m! Yyis ons yn) (.7=17 s n)}

ot les hsx, ,,.., ¥.) (j=1,.., n) sont des fonctions holomorphes pour

(11.2) 2€DO, O, r], ly | <Ny (Y| <,
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de sorte que 'on a les développements
By, #y5 ey Yu) = Aioys + €50, + 2 I ajglaly Bo . gt j=1..,mn),
on les a;5(x) sont des fonctions holomorphes dans D[6, &, r| et développables

asymptotiquement en séries entiéres de x:

Q0

aje«;{(w) a2z X im ™

=0

di) et Xjs (j=1,..., ») ayant la méme signification qu’an n. 8.

12. Hypothéses. Soit (6,) une direction quelconque non singuliére des
A} et des Ayu(x) se trouvant entre (B) et (6). On peut alors supposer que I’on
ait les inégalités

RA () < . S RA ) <O < RA, i) = .o S RA ()
pour arge =10, x| <38,

{H’) l QCR)\ngg ses :>= 3}&35 > O; 5{}&3_{_132 see z &)\\‘ao’ ef
Afw)=0 (j=oa+1,..,7)

et que les degrés o; de polynomes Aj(x) satisfassent aux inégalités
(H,) Oy T v T Oy 2> Ot T o0 = Gy 2w >0y p1 = T 0, (@n = )

Nous écrivons bridvement o,* =o0,, 1 =..=0, (k=1,..,h;2,=0).

13. Transformation formelle de M. M. Hukuhara.

Faisons maintenant une transformation formelle
(13.1) ¥; = 2 + Iy Pjy Pz Py ... 2, j=1,..., n)
o Xy désigne la sommation étendue & tous les arrangements des » -1
entiers non négatifs (p',, p,,..., p.) tels que p, + ... + p, = N. Soit

dz; Ly .
ot 3503 = Afx)z; + x°(hj02; + €2 ) + ot E bip, 80"z, Py 2P 1 =1,..., n)
le systéme transformé de (11.1). On obtient sans peine

bjp,,f:? = p.8 pour P+ +p. <N.

D’autre part on peut déterminer les coefficients P, des séries (13.1) de

maniére que l’on ait 28
bip,g=0 pour p, +..+p, =N,

lorsque I’on n’a pas en méme temps les relations

(R,) Ajfa) = p A ) + .. + pudala),

(Ro) AMo=p,+1+pP o+ +Prs B, =p,—0—1).
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Ensuite, faisons successivement les changements de variables

Yi = %1 {jzl,...,%),
#in = #jia + I, Py gop'eelt, ... PR (j=1,.., n),
(13.2) Zj:N—1 = %N T pAyN Pjp;ogm”’azfglv... zﬁ'ﬁN (§=1,.., n)

En faisant tendre N vers l’infini, qn obtient la

Proposition. Il existe une transformation formelle

(133) Y; == 7 ~+- b Pjp’os’mplozip‘ e By Pn ‘j =1, .., %)
par laquelle le systéme (11.1) se réduit a la forme
. dz;
(13.4) xott 3301 2z )2 + (X2 + e2ip1) +
4 gt 37 ijogm?ozipx vee B, Pn (i=1,.., n),

otr les coefficients constants Cip,§ sont nuls sauf au cas ot UVon a (R,) et (B,),
¢ est-a~dire ¢j, o0 entraine (R,) et R).

III. Solutions formelles.

14. Remarque sur le systéme (13.4).

On voit sans peine que si Yon a (R, (R,) et j > B, 'un an moins des
Potty s P st positif. Les (n — B) derniéres des équations (13.4) sont donc
satisfaites si Uon y pose

(14:1) ARl = e =By = 0.
Les B premiséres des équations (13.4) deviennent
dz;
(E) xotH ;t?é ax Moy + (2402 + &%) +
+ xotl X cjpogwpozipi oo Zgﬁ (j = 1,0, B)
on
ijqg’ = cjpopi...pBO...O .
Si

Gjpog’*o; b, + +p3§2 et fiﬁ;
on a nécessairement
{Ré) Ai(m) = p4A1{w) ST PBAB(m) ’
(R,) Nje = P, + 14 prie+ - + peles -
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Les arrangements (j; p,, p,, .., pp) pour lesquels on a (R,) et (R,), sont
en nombre fini; ¢’est ce que 'on voit sans peine en vertu de (H,). Par consé-
quent les seconds membres des équations (E) sont des polynomesen «, z,, ..., 2.
On déduit de (R,) et (R} les relations

KA j(x) = p, RA () + ... + peRAg(x),
g{‘)\io =p,+1 +pagj{lw + .+ pﬁg{‘kﬁﬁ ’
d’oti, en tenant compte des (H,) et (H,),
p=.=p =0.

On peut donc résoudre le systéme (E) par quadratures, en intégrant suc-
cessivement les équations différentielles linéaires du premier ordre. Soit

| 26 = vele, Cp)
(14.2) . .o
2, = ¢, CB: (LR Gl)
la solution générale du systéme (E). La fonction ¢, Cg, ..., C;) est un poly-
nome en Cg,.., C;, ou plus précisément elle a la forme
(14.3) oz, Gy ..., C)) = @ C; 4 (polynome en Cg, ..., C;jri, log )]

(=1, B).

Par suite, elle est holomorphe dans le domaine angulaire donné. Si Cip,g F0
pour les j tels que a, + 1 <j < «,4, I’ un au moins des nombres Doy gy e 5Pit1 est
positif et par suite si I’on pose Bayrg = e =2 = 0, la ji¥me des équations (E)
est satisfaite. Par conséquent, la fonction ¢z, Cg,.., C;) s’annule si Von y
pose Cav+1 =0,.., 0;=0.

15. Solutions formelles.
Désignons par Zjx, ,, 2;") la solution de (E) répondant aux valeurs initiales
x,, 2. Si C°, .., G’ sont les valeurs de C,,..., C; définies par les relations
zi' = oilx,, C .., C)(j=1,.., B), on a
Zj-(w, Ly, Zjo) = Cp:;(m, 030, vea s 0;'0) {j == 1, veey ﬁ) .
Ainsi nous arrivons & la conclusion suivante.

Théoréme I. En portant les expressions (14.1) ef (14.2) dans la transformation
formelle (13.3), nous obtenons une solution formelle du systéme (11.1) contenant
B constantes arbitraires. Lo solution formelle ainsi trouvée o la forme

(F) Y 2= 820, ,, 57) + 3 Piglw)ZPy .. ZePe (j=1, .., n),

ot &; est égal & 1 pour j=1,...,8 et & 0 pour j =B+ 1,..., n el Z; désigne
Zijlx, x,, 2V j =1, ..., B
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CuAPITRE IL. - LA DEMONSTRATION DE LA CONVERGENCE.

16. Nous considérons d’abord la solution formelle (F) ou I'en pose
Ci+1=..= 0 =0. Le probléme que nous allons résoudre dans ce chapitre
est le suivant: chercher le domaine aussi grand que possible ow la solution
formelle ainsi définie converge. D’une maniére plus générale, on peut se poser
le probléme: chercher les conditions pour que la solution formelle (F) ot I'on
pose 7, =..=2, =2, 1=..=2 =0 s0it convergenie. Mais, on rencontre
une difficulté nouvelle, quand on veut étudier le cas général dont la discus-
sion sera renvoyée dans un autre article. On y verra que le raisonnement

que nous allons faire dans ce chapitre joue un role fondamental.

17. Solution formelle. D’aprés la remarque faite au n. 14, les (B — «,)
derniéres des équations (E) sont satisfaites si I’on y pose

{17.1) Z“("l =..==fp= 0.

En portant les expressions g; =0 (j==1,.., a)et g, = Zj(w, 2., 2,) (j = 1, ..., 2))
dans (13.3), nous obtenons une solution formelle (F,) du systdme (11.1) con-
tenant o, constantes arbitraires C,,.., 0, qui peut s’écrire sous la forme

(F,) Yy == ;4 + 27 I—"jg(.ar;)Zj"4 Z‘:fl =1, .., n
(17.2) Pjg(aa) axz X Pjpos’xm’
oll

a,-:{ 0 (1., a)
1 (j=1,.., )
8= (Dyy ey D) -
Soit D[A_, A,, r] un domaine angulaire contenant la direction (8,) ot ne
se trouve aucine direction singuliére des A;(x) ef des Aj(x) — Ay(x) (f, k= 1,..., n).
Alors la solution formelle (F,) converge toujours dans le domaine
o1
x€DA_, Ay, 1), I;la’x [ Zy [T < G,
:1
ot les p, désignent — RN, (8,6%) (k=1,.., «,)
C’est ce que 1'on voit d’ aprés le résultat de J. MALMQUIST, pourvu que

le plus grand des degrés des Aj{x)(j = 1,..., n) soit égal & o* (*). Mais cette
conclasion reste encore vraie sans cette restriction. Plus précisément, nous

{2) Lies degrés des Ag(w) (j=1, .., z,) sont tous égaux & o* mais cela n’implique pas
que les degrés de A,{») pour j=1,..., =, sont les plus grands parmi ceux des As{x) (fj==1,.... ).

Annali di Matematica 35
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montrerons dans ce chapitre que le domaine DA%, A¥, #) out la solution
formelle est convergente est plus grand que D(A_, A,, 7).

18, Le domaine ol les développements asymptotigques des coefficients Pj-g ()
sont valables.

Désignons par § V' arrangement (p,, .., p,) et par |§| la somme p, + ...
ws 4 p,,- Nous ordonnons I’ensemble des arrangements comme il suit* i Van a

Pt Pu <@t ot ln

ou
Pt et Pua=¢F -t =@ (j<EkZae), p <g,

nous dirons que !’arrangement (p,, ..., p,) antécéde 1’ arrangement (q,, ... q,)
ot nous écrirons

(Dis s Do) < {Gys ey Q)
Si 'on a

(D05 Pa) < (g5 05 Q)
oun

Dy =4y s pa1=q'zuj>k;
nous dirons que I’ arrangement (j; p,, ..., p,,) antécéde I’ arrangement (& ; ¢q, ...
v, Q) et nous écrirons

5 Pis s D) < (B5 Qe Q) -

Supposons déja déterminés fous les coefficients Pyqlx) tels que g, + ...
v+ @oy <N comme des fonctions holomorphes et développables asymptoti-
quement en les séries (17.2) dans le domaine P[0, 0%, 7] dont la définition
sera précisée plus tard. Bien entendu, on suppose qu’il soit contenu dans le
domaine DO, O, 7] ou les afki,,,k"{as) sont holomorphes. Les Pjg(m) tels
que | 8| = N seront calculés de la manidre suivante. Les séries (F,) satisfont
formellement au systdme (11.1) quelles que soient les constantes d’intégration
qui entrent dans 7, ..., Z,,. En portant dans (11.1) les séries (F,), on a les
équations différentielles linéaires

ap; x 2
(18.1) o+t _(il{g = (jla) — kil Paral) + @A iy — ki . pglka))Pjgf + #°Q;g(x),

ol ng(w) est un polynome des Pyglx) tels que (k; Q) <(j; 8), & coefficients
entiers et rationnels des apg,..q (@) tels que ¢, ... 4+ g, < N. Par suite, on
peut considérer @;g(x) comme une fonction connue qui est holomorphe
et développable asymptotiquement en série entidre de « dans le domaine
DOX, 0%, r]. Nous supposons donc que le domaine D[O*, O, 7] est pro-

pre par rapport & Ajg;»(cc} = Ajfx) — ] Prls(x). On peut alors définir les Pjg(w)
k=1
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de manidre qu’ils soient développables asymptotiquement en les séries (17.2)
dans le domaine P[BX, OF, 7], c’est ce que 1'on voit facilement d’aprés le
résultat de M. M. HuxkuHARA [3], cité au n. 10.

1. Pour les j tels que o; > ¢* une région propre par rapport a A,(x)
Pest aussi par rapport & A;g(w). Nous désignons par D, I'intersection des
régions propres maximales par rapport aux Ax)(s; > 0,*) contenant la dire-
ction (6,). Elle est contenue dans une des régions & partie réelle non négative
par rapport & Aj(x), car, dans notre présent cas, on a nécessairement j > y - 1.
Par suite exp Ajg(w) tend vers P infini pour argax =6, © — 0.

2. Considérons les indices j tels que ¢; <o * Si g; = 0,* nous suppo-
sons de plas |§| = N,, N, étan un entier positif assez grand. Désignons par
D, Uintersection des régions propres maximales par rapport & — A,{x), ...,
— Am(x) contenant la direction (8,). La fonction exp Ajg(m) tend vers I’infini
pour argx =0, x — 0, et 9, est propre par rapport & Ajg().

3. Considérons enfin le cas ot Von a o;=10% |§| < N,. Désignons
par D, lintersection des régions propres maximales par rapport aux A;g(x)
({18! < N,) contenant la direction (6.

D[O*, 8F, r]=9D* est alors un domaine angulaire fermé quelconque
contenu dans lintersection des régions DO, &, r, D,, ,, D,. La série
(17.2) étant la solution formelle de (18.1), il existe an moins une solution de
(18.1) développable asymptotiquement en la série (17.2) dans le domaine
D[OX, 0%, r]. Dans les cas 1 et 2, elle se détermine d’une seule manidre
par la formule

®x

(18.2) Pigl) = e'i8® i85 / & Qjglw)e ™8 iBodss
0
ol Xig, désigne Aj; — 3 Prrrs. 11 en est de méme du cas 3 si le domaine
k=1

P[B, O, r] contient une direction suivant laquelle exp A;gw) tend vers
Iinfini. Dans le cas contraire, on doit définir la solution Piglw) de (18.1) par

@®
Pis + | 7 Qplale™ 80 8o da |,

(18.3) Pjglw) = ¢"i8@s8s

g désignant un point convenable sur I’ extrémité radiale et p;ge/‘jﬁ’(”jﬁ)(m"jg,) *igo
une valeur quelconque assez petite d’aprés le résultat de M. M. HUKUHARA [3].
On a donc la

Proposition. On peut définir les Pjg(w) de proche en proche d’ une seule

mantére & partir d’un certain rang comme. solutions de (18.1) développables
asymptotiquement en séries (17.2) dans le domaine D[OX, O, r].
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19. Inégalités. Posons
P]‘N(':D, By ey zm) = aij + Z(N)Pj@(%)zlpi oo z’;fl fj = 1, very n),

ot Xy, désigne la sommation étendue & tous les arrangements (p,. .., Pu)
tels que p,ir, + ... + Pota, < N. Les Puyylw, 2,..., 2,) (j=1,.., n) étant des
polynomes en z,,..., %, dont les coefficients Pjg(oc) sont des fonctions holo-
morphes dans le domaine D[OX, OF, r], on peut choisir les nombres positifs
8, 7y, M, =, de manidre que ’on ait

| Pinle, 2,0y 25,) 8 <9, J=1.., n

pour

2€DOL, 0%, r], max!z <,
Bl

et que les Rz, ¥,,..., ¥.) (j =1,..., n) soient holomorphes pour
me@{@)fﬂ 8‘7‘7 ro], Iya'<nﬁ)'"s !y~!<ﬂ0‘
Si le systéme (11.1) devient

av; .
(19.1) wott = = N@)v; + @G, Dy s Dayy Vs 0) (f= 1,0, W)

par le changement des variables

(19.2) Y= Py, Z,,...; Z,) 4 vj j=1,.., n),
on aura
(19.3) oG (X, 2,y 0nr Bayy Vyyenny V) =

= A;(@l Pin(®, 2, ..., 2,) — 3;2;] +

+ x°hi(e, Py + v, ..., Puy + v,) — ast! 21

w T
% dz e SPN dz;,
Sk, ce B Bt 2R S VT IN s et A
+ |8j4;(®)2 poy T dm] 1;;:1[ 3 51“]“’ i
(]: 1,, %)
Alors on voit sans peine que dans le second membre de I’ équation (19.3) tous
les termes contiennent x° comme facteur. Par suite, les g;(x, 2,,.., 2,,

V50 V) (§ = 1,..., m) sont des fonctions holomorphes de (, 2,, ..., 2,,, V) yeeny Uy
dans le domaine

(194) ®€D[OF, 0L, 7], max|z|W<E, |v <5, v |<5.
K==1

Eunsuite, si I’on pose

(19.5) vy = e""ﬂ"”’u,- i=1,.,mn,



M. Iwano: Intégration analytigue d’un systéme d’équations, etec. 277

les équations (19.1) se changent en

(19.6) =« d—l;] =g,®, Z,y ., Zy, " Pu,, ., e e (j=1,.., n).
Puisque les séries
(Fiy) v 2= 2 Pigle)Z s . 20 j=1;.., n

P+ P, =N

représentent la solution formelle de (19.1), les termes indépendants de v ,..., v,
ne peuvent contenir aucun terme de degrés moindres que N par rapport &
Z ey Z;/l’*ﬂl. Par suite, les seconds membres de ces équations satisfont

aux inégalités

% oy
(19.7) lgie, 2,5y 22y, U, , 0,) |4 211% |+ Bymax |z, | ¥
S k=1

dans le domaine (19.4). On peut prendre pour 4 une constante quelconque
telle que 4 > [X;5 |+ ¢ (F=1,.., n).

20. Famille § et Transformation G. Le domaine oui la solution formelle
converge, confient en général, comme on le verra plus tard, le domaine
DA_, Ay, ) et celui de J. MALMQUIST que nous avors expliqué dans
I’ introduction.

Nous considérons la famille & des systémes de » fonctions |4,(x, 2
vy Ba)y e, Gul, 2., ..., 2,)} satisfaisant & la condition suivante :

Les i, 2,, .., 2,)(j=1,.., n) sont des fonctions holomorphes de
(e, 2,y .y 2,,) pour

IERLL

20.1 2 EDAF, A, r), max |z | < g,
( K==l
el satisfont aux inégulilés
%1
{20.2) | 95, 2,y ey 22)| < K max |z, Ve~ 440 (=1 . 5,
Fo==1

K étant un nombre suffisamment grand, ot KTV < 3.
La famille § n’est pas vide, car le systéme (0,...,0) appartient & F.
Posons

(20.3) Wi(x, x,, ) = W;(x, x,, 2, .., &) =

= Gy, 2, By Ao s D, @y, 2)) (=1, n)
et
(20.4) Gilx, xy, 2") = Gjlw, @55 7,0, &) =
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Nous définissons les §j(x,, 2, ..., 2) (j=1,.., n) par

Xg

(20.5) by, 21, ey 20) = /w“Gj(w, x,, 2°) ¢4 g i=1,..,n).
0
Nous démontrons plus tard que les intégrales (20.5) convergent en choisissant
convenablement les chemins d’intégration I, .
% est alors la transformation qui fait correspondre au systéme des
fonctions {4 (@, 2, .., 2), .0, Yul® 2,.., 2,)} le systéme des fonctions
{2,y 00y Za)s s Bal, 2,00, 24) 1

21. La démonstration de la convergence de la solution formelle (F,).

Nous allons éfablir la convergence de la solution formelle (F,) de la
maniére suivante.
Nous démontrons d’abord les quatre propositions suivantes:

I. Les intégrales (20.5) sont convergentes.
Il. La famille § est fermée, convexe el normale.

IIL. Le systéme i@l{wa Bys ey z’m)a ey (.!:,,(il?, By zmx); appwrtie%t a g:’
¢ est-a-~dire

IIT. On a les inégalités

(21.1) | Gi(ty &y oy 22) | < Ke—B8i) max |28V (j=1,..., n)
k=1

el
LI1". Les q:,‘(m, Byeey #y) (F==1,.., n) sont holomorphes dans le do-

maine (20.1).
IV. La fransformation G est continue.

Si I’on suppose ces quatre propositions démontrées, on sait, d’aprés le
théoréme d’existence des points fixes (voir M. M. HuRUHARA [B]), qu’il existe
un systéme de n founctions tel que I'on aif

i (l)i(w? zﬁ’ sy zdl)’ ey q)ﬂ(w) z{? reea zal) } =
== % q)l(wﬁ zl? b zdl)? ey ‘:P”(m’ zl’ e zal) 2 .
Puis nous démontrons la proposition suivante:

V. Les i, Z,(®, 0y, 2y, Zonlity, @, 20)) (§ =1, .., ) représentent
ume solution des égquations (19.6). Nous la désignons par ¢;x(x, Z) (j = 1,..., n).
Alors on a une solution des équations (11.1)
Y= SﬁN(xr Z) = Pil\'(m: Zu ey Zoh) + ‘EjN('xy Z} eAj(x)
(§=1,.., n).

Si I’on démontre que ces fonctions §;n{x, Z) (j = 1, ..., n) sont indépendantes
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de N, on voit que la solution formelle (F,) est convergente. Pour cela, il
suffit de démontrer la proposition suivante:

VI. La solution du systéme différentiel (19.6) felle que U on ait

—&Aj@) » ,
max| Zu(e, w,, &) | Vi)

est unique pourvu que N soil asses grand.
En effet, cette proposition entraine que, si N'> N, on a

51‘1\"1{‘”’ Z) =;§§N(x) Z) (j = 1, ey ﬂ)

pour N assez grand. Car

u; = (PjnAx, Z) — Pin{a, Z) + yni(ow, Z) eb/®) e—2i) ’
(Gj=1.., n)

est une solution des équations (19.6), satisfaisant aux relations (21.2), P;n{x, Z)
désignant Pinlx, Z,,.., Z,).

La proposition II étant évidente, il suffit de démontrer les cing propo-
sitions I, III, IV, V et VI

22. Conditions imposées aux chemins d’intégration et Détermination du
domaine DA*, AL, 7).

Nous voulons déterminer le domaine angulaire D* =DA%, A}, r,) de
maniére que 1’on paisse choisir les chemins d’ intégration [;,, satisfaisant
aux frois conditions suivanfes.

(i) Soient u,, 2, ..., &, des valeurs guelcongues appartenant au domaine
(20.1). Alors les fonctions x~'G;(w, x,, 2°)e~%® (§=1,.., n) sont définies sur
les chemins T, comtenus dans D*.
(ii) L’intégrale
b
(22.1) [ w1 Gy, x,, 2°)e N dee
0

prise le long de 'y, converge.

(iii) Les inégalités (21.1) sont remplies.
Soient (0,_) et (0xy) (1 <Ek=<«,) les directions singulidres de A,(x)
(1t <k<a,) immédiatement inférieure et supérieure a la direction (8,). (6,_)
et (0, ) sont des directions singulidres descendante et ascendante de A,(x) respe-
ctivement, car on a (H,). Posons

*1

oy
0, == min 8,, , O_= max 6,_.
Fe==1 fe==1
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Pour les j tels que ¢; < ¢ * nous prenons A; et A/ égaux & max (0*, 8_)
et & min (0%, 6,) respectivement.

Pour les j tels que o; > o,* nous désignons par (6;,) et (8,_) les directions
singuliéres de A;(x) immédiatement inférieure et supérieure a la direction
{8,). Ces directions (6;,) et (0;_) sont des direcfions singuliéres ascendante ef
descendante de Aj(x) respectivement, car on a (H,) et (H,). Nous prenons alors
Aj et A/ égaunx & max(0*, 6_, 6;,) et & min(®*, 6., 6;_) respectivement.

Considérons les inégalités
22.2) max (a,"(¢ — 0,), 0) < min (5% — 0_), =)
et
{22.3) max (5,9 — b4}, g;(¢ — 0;), 0) < min (s,*p —0.), oi{e —8;4), 7
pour les § tels que o; > g,

Il est claire que l'on a

oM —0.) <oMe—0), gfe—0;) <ojlp—8).
Lies inégalités
0< Gl*(cp - 8~) ’ 01*(@ - e—!—) <m,
0<oy(p—04) , o lp—6)<m.
5 fe —0.) <ojle—0iy) , o (p—8;_) <o¥e—6.)
sont équivalentes respectivement i
0 <? (P<8+ +n/ci$>
67‘+<QP ) "P<ej~—+n/67"
Gfej+ - 04*6—1—

e <9 <

H

0, g *
g — o *0_

g5 — C}'!=i= -

Posons 8/ =16, + n/c,* pour les j tels que o; <o * et ©; = min(8, + /%
0j— + ©/oj, (90, — &,%6_)/(0; — 5,%)) pour les j tels que o; > o * On aura
sans peine que 'on a

0, g*
g — 0,%0,

max (0_, 0;,, P y=max (0, 0;,) <6, < A/ <O/
i

(§=1,.., n).

Les inégalités (22.2) et {22.3) sont donc remplies dans Uintervalle [4; — 28,
A_-‘p}, en posant

"
Ai = min (()j_, ml{l @j’) s
2::

pourvu que 3 soit un nombre positif assez petit,
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On pose
min (0% —0_—28), # — ) LS4y
Alg)= (/2 P-Zo < 9.

max (6,*¢ — 0, +20) +n, §) Ar<oS¢_
et

4:(0) { min (o, ¥ — 6_ — 28), = — f) pour o; <o *
ne= min (o, %¢ — 0 —28), ojp — ;.. —2B), =—B) pour ¢; > q*

dans Dintervalle [A;' — 28, A%], ¢, et ¢ désignant les racines des équations
o¥o —8_ —28)=n/2 et of (¢ — 06, + 2B) = —n/2 respectivement. A(p) et
A;(p) sont continues dans [A; — 28, A}) et, B étant assez petit, on a A;(o) <
= A) et

(22.4) max (5% — 0,), 0) < 4;(¢) < min (o,¥p — 0_), =)
pour o; < a,* et
(22.5) max (o,%(¢ — 8.), oj(p — 8;_), 0) < 4y(9) <
< min (5, %p—8_), o;(p — 8;,), =)
pour g; > o *.

Puis nous considérons les inégalités

(22.2) max (5.%e —0,) 4 =, 0) <min (6 ¢ —0_) 4 =, =)
et
(22.3) max (5,%(p — 0,) + 7, o(¢ — ;) + 7, 0) <

< min (51*(CP - e—) + =, G]‘(CP - 6:i+) + =, ‘ﬂ:}
pour les j tels que o; > g%

Nous prenons ©; égal & 6_ —xn/o,* pour les j tels que 5, <o * et &
max (0 —x/o* 0;,. —x/ay, (cj6j+—~c‘*94;)/(c]-—cl*)) pour les j tels que o; > o,

On verra de méme que les inégalités (22.2') et (22.3') sont remplies
respectivement dans les intervalles (0;, 8,) et (0;, min (5, 0;_)). Posons

AX = max (8%, max 9;).
j=1
Alors on a (22.2) et (22.3) dans D’intervalle (AX, A; 4 28).
On peut définir les valeurs des fonctions 4;(¢) dans I’intervalle (A%, A; - 2]
de maniére qu’elles soient continues et satisfassent dans (AX, A; 4 28] &
Alg) = 44(9) et &

@24)  max (o, 5p— 0.) + 7, 0) < 4;(p) < min(o*p —0) + 7, )
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pour ¢; Jo* et &
(22.5) max (6*p —0,) + 7w oo —0;_) + 7, 0) < 4;(p) <
< min (G(*((p - 8-—) + %, G;‘(Cp - e§+) + 7, R}

pour o; > o,*. On voit d’aprés la définition que A(p) est continune dans
[AX, A%l
Cela posé, DAL, A%, r,) est le domaine limité par la courbe

¢
p =7 exp [eot A(p)dep AX <o <AY
'
et les deux segments
A*
¥
p < exp [ cot dlglds, ¢ = At
B
ot
A%
pgr’exp/cotA(cp)dcp, o= A¥.

;18

23. Lemme fondamental. Nous désignons par g et ¢ les coordonnées
polaires du point variable x sur I';, , par r et 6 ceux du point @, et par s
la longueur de l’arc de la courbe I';, mesuré de I’ origine jusqu'au point .

Lemme., Supposons (i') qu’un point quelconque x,€ DAL, AL, r,) donné,
les chemins Uy, contenus dans DAL, AL, r)) soient délerminés de maniére que,
pour les § tels que o; < o, on ait

(23.1) ?ngs‘ eFA@) > R . “P‘“}:% . sin 0,3 k=1,..

sur T, et que, pour les j tels que o;> o*, on ail en outre
23.2 4 B> o—B , 1M g o
( ') 'd—s'e =€ -pa?-{. in 0-7;3

sur L'y, .
Alors, les trois conditions (i), (ii) ef (iii) sont foutes remplies.

D’ aprés (23.1), on voit que, lorsque le point variable a tend vers I’origine
21
sur [y , la valeur max |Z, | tend vers O en décroissant monotonement. On

en conclut que les fonctions z~'G;(x, »,, 2y e~ 4@ (j=—1,.., n) sont défi-
nies sur Uy , ce qui établit (i).
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En tenant compte des inégalités (19.7), on a les inégalités

|G, %, )| < (wAK + By)|a™"| max | Zy |l
E=1
(1=1,.., n).
Par suite, pour démontrer la convergence de 1’intégrale (22.1). il suffit de
démontrer (ii') que I’ intégrale
So
(23.3) / =t | max | Zy [Vl e B g
3 k=1
converge, s, désignant la longueur de la courbe I‘m .
Pour que la condition (iii) soit satisfaite, il suffit (iii') que V'on ait
Uinégalité
?6. - '
(23.4) (nAK + Bu) / @t max | Zy (Vs o~ BAi@) gs <
Joz=1
0

< K max | 2," |Viey e—F4i(0)
Pour que U'on Vobtienne, il suffit que I’ on adl

(23.4) (#AK 4 Byjo~t max|Z, [Viw e~ RAitw) <
Jo==1

<x2 (max | Z, 7 e—~$Aj(w>)
== A8\ g1

sur I, pour les § tels que o; <a*
Pour les j tels quée o; <o,*, (23.1) entraine (ii') et (iii). En effet, aprés
un calcul élémentaire, on a

d ‘ N , a d % ‘
{23.5) Eié gZR iNmI: s g lZg }pr‘k CE (&Ag(&f}} — O(a‘s' &Ak{w)) I;l:alx I Zk ]N/P‘;,
ad _a,. @A O
(23.6) 7 ° RA(@) — g—RAj(@) 75 (— &A@

Puisque 'on a o; < 6,*% on peut choisir un nombre N assez grand de maniére
que Pon ait

N d

a (N
(28.7) 2 (X anye — ane) > 5 4 @A)

=1, a; 90<9Y,
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Alors.on a
d

s (nlza;tit | Zi |Nley g“iRA.i(w)) —

= e—RAjlw }c?s (malek 1“”@;.) + max}Zg |Nivy % (e~ FAi)) >

Feam1
> max Zi ¥k - e~ | N 4 éRAk( 5 — 9 R ) — o L RAwlw) (
pak Zk e ds & ds 7F
> max[Zk (Nl g~ RA5() . N vin el sin o,*8,

3P 1 +l k=1 Br

d'aprées (23.1), (23.5) et (23.7). Pour que l'inégalité (23.4) soit remplie, il
suffit done que I'on aif
KN gino 8 @ ||
m1n .

23.8 B -
(23.8) nAK + By < 3 p"l* o

1’ inégalité que l'on obtient en posant By=0 dans (23.8) sera satisfaite si
Uon prend N suffisamment grand. On peut alors satisfaire &4 (23.8) en prenant
K suffisamment grand, ce quni montre la vérité de (23.4).

Démontrons la convergence de 1’intégrale (23.3). On a évidemment

ﬁ;}c aA.k( ) (’.‘KAI{W) < 0 (k = 1, rer y Gﬂi; 07‘ é Gi*}
lorsque = s’approche de ! origine suivant une direction (9) telle que A; 4 28 <
<¢ <A/ -2 On a alors

FA
oo | max l Zy |V Iy e~ RAj®) = O(m" max o2 km)-—» 0,
k=1
y étant un certain entier. On a donc (ii').
Considérons les j tels que o; > o,*. Puisque (i') entraine

max ( maxIZk {Nlg) = max Izk |V Ty sar I, ,
K=

(23.4) est une conséquence immédiate de
2] sino;
5 Ly

(23.9) nAK + By < K 0%

e <ry).

Or, on peut satisfaire a 1’inégalité

[A;] sin o;f

nAd < D) pr

o<1y
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en prenant r, suffisamment petit. I’ inégalité (23.9) est alors satisfaite si I’on
prend K suffisamment grand.

Lorsque x s’approche de l'origine suivant une direction (¢) telle que
A+ 28 <9 <A/ —2B, la fonction ¢4} tend vers 0. G, x,, 2°) con-
vergeant aussi vers 0, on a (ii').

24. Vérification de I’ hypotheése du lemme fondamental.

Les chemins Iy (j=1,..., n) seront définis comme il suit.

Si Von a Aj4 28 < argw, <A/ — 28, le chemin.T;, est le segment
Jjoignant x, a 1’ origine.

Si Pon a A/ — 28 < argx, < 0/, le chemin I';; est formé de la courbe T';

hd
(24.1) p=1rexp / cot 4;(p)dy, A/ —28<o<¥H

8
et du segment I';":

A/—28
pSrexp [Cﬂt Ajlelde, =47 —28.
)
Si 'on a 0; <arga, < A; 4 28, le chemin Pf% est formé de la courbe I'; :

o

24.2) p=rexp [ oot dfdy, D=9+
9

ot du segment I'/":

A;+28
e<r exp/cot dilpdy, e=4;+28.

rig. 2

B est supposé assez petit.



286 M. Iwano: Intégration analytique dun systéme d’équations, etc.

On a évidemment

(243 Bllpets) = — 122 Sl o2,

Ty 0% 2%
Sur la partie rectiligne de I'y, , on a A;+ 28 <p <A — 2B, d’olt |wr — 09| <

w2 —28c* 1<k <a)et w;—op—n|In/2—23g(s; >0,%. On a donc
(23.1) pour tous les j et en outre (23.2) pour 6, > o,* puisque 8= ¢.

Sur la partie curviligne de I';, , ¢ est une fonction de ¢ donnée par
(24.1) on (24.2). En différentiant (24.3) par ¢, on obtient

Ilaf c0s (4,(9) + 0, —6,9) 1
sin 4;(¢) + 0(557c> ’

ot w, est argument du coefficient X,. Or on a

(24.4) = QRAAWW)

ds =Yoot Ai{g) +1-0-dp  ou »\/Eﬁ’A(Wﬂ-p-d?

suivant que ’on a (24.1) ou (24.2). La partie principale de 51{A (pele) est

A

(24.5) wp‘ak’;‘l cos (dy{o) + vy — 9x0) pour (24.1)
A

(24.5) — .pi?;*gl cos (4;(¢) 4 vz — o9} pour (24.2).

Nous distinguons deux cas suivant que 'on a ¢, <o * ou g; > g%
Dans le premier cas, il suffit de considérer (23.1) seulement. Sur la courbe
(24.1), (28.1) est une conséquence de

(24.6} cos {49} + v, — 0,9) = sin 26 * k=1,.., a}.
Alors la condition, & laquelle doit satisfaire la fonction A4j(p), peut & écrire
(24.7) max (o, %o — 0, 4 28), 0) < 4;{v) < min (g, (¢ — 6_ — 2§), =).

D’autre part, d’aprés la définition de fonctions Ajy), si B est suffisam-
ment petit, 1'inégalité (24.7) est évidemment remplie dans 1’intervalle [A/ —
— 2B, ©/) et & fortiori dans I intervalle {4/ -— 28, A¥).

Sur la courbe (24.2), (23.1) est une conséquence de

(24.6)) — 08 (4,(p) + Wy — 3,0) = sin 26, *§ kE=1,.., a,).
La condition, & laquelle doit satisfaire la fonction A4;(¢), peut s’ écrire
(24.7) max (o.%p — 0, + 28) + 7, 0) S 4le) =

< min (6% —0_—28) + =, 7).

Cette inégalité est évidemment remplie, si § est suffisamment petit, dans
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Vintervalle (8;, A; 4 28] et & fortiori dans 1’intervalle (AX, A; 4 2]

Nous passons & 1’étude du cas ol o; > o,* Dans ce cas, on doit consi-
dérer en outre (23.2).

Sur la courbe (24.1), la condition (23.2) est une conséquence de

(24.8) — cos (4;(p) + w; — 3;9) = sin 20,8 .
Par suite, la condition, & laquelle doit satisfaire la fonction 4;(¢), peut s’ écrire

(24.9) max (a(p — 6;_ + 28), 0) < 4(p) <
< min (s;(¢ — 0;, — 2§), 7).

D’ autre part, d’aprés la définition de A4,(¢p), I’inégalité (24.9) est remplie dans
I'intervalle [A; — 28, ©/) et & fortiori dans I'intervalle [A;/ — 28, AY), pourvu
que f§ soit assez petit.

Sur la courbe (24.2), la condition (23.2) est une conséquence de

(24.8) cos (4;(¢) + w; — o;¢) = sin 20,8 .
Par suite, la condition, & laquelle doit satisfaire la fonction A4;(¢), peut s’ écrire

(24.9) max (o;(¢ — 8, 4 23) +m, 0) S 4y¢) <
< min (oj(¢ — 0;, — 28) + =, =).

Cette inégalité est évidemment remnplie dans I’intervalle (0;, A; + 28] et &
fortiori dans I’intervalle (A%, A; + 28], si B est suffisamment petit.

25. Lemmes., Avant de démontrer les propositions II1” et V, démontrons
deux lemmes.

Hypothése. Soient ful®, 2,,.., 2,) (k=1,.., m) et hj(x, y¥,,.., ¥n)
(j=1,.., n) des fonctions holomorphes de (x, ¢,,..., 2,) et {z, ¥,,.., 9.)
pour €9, (2,,.., 2} €D 6t x €D, (y,, ..., ¥n) € D, respectivement, ol D,
D,, et D, désignent des domaines ouverts simplement connexes, 1’origine
étant un point frontidre de D.

Soit 2 = Zi(x, x,, 2°) (k=1,.., m) une solution du systéme différen-
tiel

qfk = fx(@, 2,, ., Zn) (k= 1,.., m)

(25.1) =

telle que Zy(z,, ©,, &') =2 (k=1,..., m), x, et (2}, ..., 2°) étant des points
quelconques appartenant & 9 et 4 9D, respectivement. Posons

(25.2) Hj(x, z,, 2") = H;x, x,, 2],., &) =
1, .., n).

= hjlx, Z,(x0, @y, 2)y ey Lmle, 2y, 22,)) (7
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Les 1‘,—,% sont des courbes joignant un point quelconque x, de D a I origine O
et telles que Uon ait x€ D et (Z,,.., Z,,) €9D,, lorsque x est sur Ff”o'
Supposons que.les intégrales

(25.3) i, 2°) = by, 22, ey 20) = ] Hifw, @, @)de  (=1,.., )
I‘fmo
soient convergentes et que I on ail
Lo
(25.4) djfa,, 2°) == [Hj(m, x,, 2)dx + /H,-(m, x,, 2')dx (j=1,.., n,
pour x assez proche de x,, o la deuxiéme intégrale dans le second membre
est prise le long du segmeni joignant x & x,.
Lemme 1. 8¢ I’on pose
{25.5) Wi, x,, ") =iz, Z,,.., Z,n) (j=1,.., n,
on a

d : .
e Wi, x,, 2°) = Hj(x, ®,, 2], ..., 2) (i=1,.., n).

Lemme 2. 8¢ les intégrales (25.3) somnt convergenies wuniformément par
rapport & (2}, ..., 2°) pour chaque valeur de x, , les $i(®, 2,,.., 2,) (fj=1,..., 0}
sont des fonctions holomorphes de (x. 2,, ..., 2,,) pour £ €D, (z,,..., 2,) € Dp.

Les founctions Z(x, x,, 2°) (£ =1,.., m) sont des fonctions holomorphes
de © pour x=u2,. Si & est un nombre positif snffisamment petit, on a
Zyx, ®,, 2:°) = Zplee, 2,, 2,*) (k=1,.., m) et]puis, d’aprés (25.2),

Hjx, x,, ') = H;(, z,, #') (j=1,.., n)
pour |, — x,| < &, les z,* désignant les valeurs Zy(x,, x,, 2;°). On a par suite
bsfe, 31}:‘]}{}'(”1 ®,, 2')de =

T j 2

. 2
= / Hi@, =,, 2°)de 4 [H,-(a:, x,, 2")dx (j=1,.., n
r‘jwo ‘7:0

en tenant compte de (25.3). Par conséquent, les fonections ¢;(x,, 2} (j =1, ..., n)

coincident avec les fonctions Wj(x,, x,, 2°) (j =1, ..., %), car on a les relations

(25.6) i, , 2') = ilee,, Z,(2,, 2, 20}, o s Znley, 20, 220 (F=1,.., 7).
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(25.7) W, , z,, 2°) fH ®, x,, 2")de —I—/H(w x,, 2°)dz
P]xo

Ces relations démonfrent le lemme 1.

D’ aprés les relations (25.7), on voit que les fonctions W(x, x,, 2, ..., )
(j=1,..., n) sont des fonctions holomorphes de (x, 2, .., #°), si » appartlent
& un voisinage de w,. Les relations 2,' = Zy(x,, x,, 2,°) k=1, ..., m) Stant

équivalentes a 2," = Z,(x,, ,, 2x') (k=1,.., m), on a

1F,-(w,, Ly, Z;(woa Ly z:}) veey Zm(woy Z,, z:n}) = w'(m” x,, zz,..., zgn) ]
= ‘pj'(wi ’ Zl(ml’ 2y, z?)a ey Dl , ,, m)} $i(x L, R (j= i,.., n)

Or les fonections Zy(x,, x,, 2') k=1,.., m) et Wilx,, ®,, 2,,.., 2m)
j=1,.., n) étant holomorphes en (x,, 2, .., #}) et en (x,, 2,, ..., 2,,) respe-
ctivement, les fonctions ¢;(x,, 2,,..., ) = d;(x,, #) (j=1,.., n) sont aussi
holomorphes en (x,, #,,.., #). Puisque (x,, #,..., 2}) peut &tre considéré
comme point arbitraire appartenant & D X D,., le lemme 2 est établi.

26. Démonstration des propositions ITI”, IV, V et VI.

Démonstration de Ia proposition IlI”. Nous montrons plus tard que
I’ hypothése du n. 25 est remplie, ¢’ est-a-dire que ’on a les relations (25.4)
en prenant pour H; la fonction o' @;e—4/®), 11 suftit alors de montrer, &’ aprés
le lemme 2, que les intégrales (20.5) sont convergentes uniformément par

%1

rapport & &,.., # , pour max |z’ [/ <I§,. Or ce fait est la conséquence
! k=1
immédiate des inégalités (23.4).

Démonstration de la proposition IV. Pour démontrer cette proposition,
il suffit de démontrer que, lorsque les fonections ¢;(x, 2,,.., 2,) (=1, ..., n)
tendent vers O, les fonctions ¢;(x, #,,..., %) (=1, ..., n) correspondant aux
bi(, 2,, .y 25) (j=1,..., n) tendent aussi vers 0.
Soit I'. le segment joignant un point t==1£;e'% & I’origine. On a les
inégalités
'to (3
B, 2) | < | / (nAK + By) | a—" | max | Z, Vi e—BA0@) gy |
. k=1
Or on peut déterminer ¢, indépendant de z, ..., 2 de maniére que les seconds

membres de ces inégalités prennent des valeurs inférieures & un nombre
positif quelconque donné d’avance. Ce fait établit la proposition IV.
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Démonstration de la proposition V. Nous appliquons au systéme (19.6)
le lemme 1 en prenant pour les éq‘luations (25.1), les solutions Zy(k =1, ..., m)
de (26.1), les fonctions H,;(j=1,.,., n) et les intégrales (25.3) respectivement
les équations (E) qui s’obtiennent en y posant 2,1 =..=2,=0, les solu-
tions Z; (k=1,.., «,) des équations ainsi trouvées, les fonctions x—!G;e—4i(®)
(§ =1,.., n) et les intégrales (20.5). Les relations (25.4) deviennent alors

(26.1) ' Gy, x,, 2% A de = | '@, x,, ) e D@ dw +
i i

Tjx Lixt

X0
+ / w0 G, %, 2°) e D) dyg (j=1,.., n.
PA
Si ’on suppose ces relations démontrées, on voit que la proposition V est

une conséquence immédiate du lémme 1. ‘
Soient £, et £, les points d’intersection d’un cercle |x|=17, de rayon

Fig. 8

assez pefit, avec les chemins T, et ij,o respectivement (voir Fig. 3). Pour
que Von ait (26.1), il suffit que I'on aif

(26.2) : [w“@;(w, %, , z(f)e““-i‘w)dw —~0, 70 (=1,.., n).
57
Or les fonctions x—'G;(x, x,, 2%) e Ai®) (j=1,.., n) ne surpassent pas

en module les expressions

(nAK + Byy~* max | Z, [Vie—R4j(@) G=1,.., m
=1
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—
sur £,€’. On a done

(26.3) ; [ 4G, w©,, 2°)e i de | <
iy
%
< mAK + By)max | Z; [¥ier e~ R4@) | arg E — arg £ |
k==1 ‘ (j:l,..., n)-
Si Pon remarque que les segments OF, et O, sont contenus dans le secteur:
4+ =94 —20 ot la fonction Lnélx \Zy [N rre—FAi®) tond vers O pour

# — 0, on voit que le second membre de I inégalité (26.3) tend vers O pour
7 — 0, ce qui établit (26.2). La proposition V est donc démontrée.

Démonstration de la proposition VI. Les dérivées partielles des seconds
membres de (19.6) par rapport & u,,.., %, ne surpassent pas en module une
certaine constante A4 sur le segment: || <3,, argx =0,, si &, est assez
petit. La solution telle que u; =o( |« |4) sur le segment: argax =20, |x| <8/
est donc unique. La condition (21.2) entraine u; = o |« |4) quelque grand que
soit 4. La proposition VI est donc établie.

2¢7. En résumant le résultat obtenu poar le systéme (11.1), on peut
énoncer le

Théoréme 2. Sous les hypothéses (H,) et (H,), il existe une solution de la
forme y; = @@, Z,, ., Zy) (f=1,.., n) 0 les Oj&, 2,,..., 2,) (j=1,..,0)
sont des fonctions développables en séries

(F) D@, 2, .y Ba) =82+ 2" P}g(w} 20y ... 2B G=1,.., nj

convergentes pour les valeurs de @, 2, , ..., 2,, telles que (20.1): © € D(AX, AL, r,),
maz;.x\‘z,‘ Ve < C, , 8; désignant 1 ou O suivant que 1 <j<a, ou a, +1<j<n;
k=1 =

les coefficients Pjg(w) sont des fonctions holomorphes et développables asymploti-
quement en séries (17.2) dans le domaine DA*, A%, r,).

Si Uon suppose o, =0, =..=0 >0 k=04 1,.., n), on relrouve le
dernier résuliat que J. Malmquist o obtenu en 1941.

Plus précisément, notre domaine de convergence est plus étendu en général
que celui de J. MALMQUIST. Si notre domaine contient pour chaque ’arran-

gement (f; §) une direction (8;g) telle que la fonction exp (A;(x) —E:%)AA‘(KB))

tende vers I’infini pour argwx =65, ©— 0, il cotncide avec le domaine de
J. MaLmQuisT, et réciproquement. Mais il n’en est pas toujours ainsi. Il
pourra arriver qu’il existe un certain arrangement (j; 8) tel que notre
domaine DA%, A%, r,) ne contienne aucune direction (8;5), pour laquelle
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exp (A;(x) — élp,,A,,(m)) tend vers Pinfini pour x — 0. Dans ce cas, le domaine

de convergence de J. MALMQUIST est contenu dans le notre, mais la réciproque
n’est pas vraie.

(& suivre)
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