
Int4gration analytique d'un syst~me d'~quations d i~ren-  
tielles non lin6aires dans le voisinage d'un point singulier, I. 

Par ~ASAHIRO IWANO (tt Hirosima, Japon). 

R~sum~i. - Notre but est ~ rechercher, d'apr~s la mdthode de M. le Prof. MASUO HUKUHARA, 
la signification an~lytique de la solutio~t formetle, de (l.1), ddpendan~ de qnelconq~es 
constantes arbitraires. 

I n t r o d u c t i o n .  

L Nous consid6rons un syst6me d '6quations diff6rentielles non lin6aires 

(1.1) ~ + 1  dyj  _ f~(w, Y , ,  . . . ,  y , )  ( j  - -  1, n}, 

off les fj(w, Yt, ..., Y.) (J ---- 1, ..., n) sont des fonetions holomorphes de x, y, ,  ..., y ,  
dane le domaine 

I~1 <r, ly, t <~,.. . ,  ly, l < ~ .  
L'6tude  de ees ~quations se compose de deux par t ies ;  le premier  pro- 

blbme est la recherche d ' une  solution d~veloppable aeymptotiquement en 
s(Jries enti~res formelles de ~ et le deuxieme probl~me est la recherche des 
conditions pour la convergence de la solution formelle d6pendant de queleon. 
ques eonstantes arbitraires.  

Sur  ce sujet nous devons citer lee m~moires de MM. lee Professeurs  
MASUO HUKUHARA [1], [2], [3], [4], J. MALMQUIST [1], [2], [3], [4] et J. TRJITZINSKY 
[1], [2]. 

2. Consid~frons d 'abord  le cas off les ~quations (1.1) sont lin~aires. II est 
bien connu que les s(~ries enti~res formelles de w qui satisfont formellement  
aux ~iquations donn~es, si l 'or igine est un point singulier irr~gulier, ne sont 
pus convergentes en g~n6ral. Pourtant  elles repr~sentent toujours asympto- 
t iquement  des solutions des ~quations donn~es. 

M. J. T~JI~ZI~TSKY [1] est le premier  qui l ' a  ~tabli sans aueune restri. 
orion sur les raeines de l '~quation earaet~ristique. J. MALMQUIS~ [2], [31 a 
montr~, en 1941, que le domaine off les d6veloppements asymptotiques des 
solutions sont valables est plus ~tendu que celui de t~. J. TRJITZI~TS~rY, tandis 
que ee probl~me a ~t(! compl~tement r~solu, en 1942, par M. M. HUKUEAR-~ 
duns son beau m6moire [3]. On peut appliquer sans aucune modification 
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essentielle la m(ithode de ]g. M. HUKUEARX aux ~quations non lin~aires. 
Et, en ce qui concerne le premier probl6me, l 'extension est immediate. Ce 
r~sultat donne la r~ponse au premier probl~me et joue un rSle fondamental 
duns l'~tude du deuxibme probl~me que nous voulons ~tudier. 

3. Rappelons les r~sultats eonnus concernant le deuxi~me probl~me. Nous 
consid~rons une ~quation diff~rentielle non lin~aire du premier ordre 

{3.1) ~ i d y  + d~ --  y f(x ,  y), 

dont le second membre est une fonction holomorphe de x, y pour 

(3.2) 0 _ < a r g o < 0 +  , I 1<r , J Y I < 7 ,  

de sorte que le d~iveloppement suivant les puissances de y 
00 

f(~c, y) - -  a o + a,x, + ... + a~_lx ~-1 + a~x, ~ + ... + y E a~(x)y ~ (ao =4= O) 
k=O 

est absolument et uniform~ment convergent pour (3.2). Posons 

f l  ao + ... -F a z - t x  ~-~ dx  h(x) J 3~a_ H 
CO 

Supposons que duns le secteur 0_ ~ ~ ~ 0+ se trouve un secteur duns 
lequel la fonction exp h(x) tend vers 0 pour x -*0 .  

M. ~,[. ttUKU~ARA [4] a obtenu, en 1949. le r6sultat suivant. 
I1 y a. une solution ddveloppable en sdrie 

CO 

(3.3~ y = ~2 ~k(x)[Ce~(~)x%]~ 
k==l  

qui  est absolument el uni formdment  convergente pour 

(3.4) max[~(--3-nZr-tO), O_l<argx<min[!(~+~o ), 0+] 

oi~ ~o est l ' a rgument  de a o ; les coefficients ~(x} sont des fonvtions holomor. 
phes pour 

,3.5, max[~ ( - 3 r :  0_] arg min [~{ 3-~ 0+J, ~ 

el ddveloppables asymptot iquement  en sdries 

(3.6) ~h(x) ~,~ ~ W,~x "~ 

pour (3.5). 



M. I w , ~ o :  Intdgration a;~alytique d:un, syst~me d~dquatio~s, etc. 263 

J. 3[AL~fQu~s~ [l] a ob tenu  aussi  un  rdsul ta t  analogue,  en 1921, en sup- 
posant  que le second m e m b r e  de (3.1) soit une  fonet ion ho lomorphe  pour  
I ~c I < r, ] y ] < ~. ~I. J. TR#~Z~SKY [2] n' a obtenu,  en 1938, qu' une  solut ion 
ddveloppable  a s y m p t o t i q u e m e n t  en sdrie 

(3.7) y ~.~ ~ ~a(z)C ~ 
k = l  

dans un  domaine  moins  6 tendu que le domaine  (3.5). Cette sfirie coincide 
(x) 

fo rme l l emen t  avee la s6rie ~, [¢~a(w) e~XI~)x~':]C ~' . 
k=---1 

4. J. MALMQCIS~ a ~tendu son r~sultat  k an  syst~me d '~qua t ions  diff~- 
ren t ie l les  non  l in~aires  et a obtenu le r~sul tat  suivant ,  en 1941, duns ses 
m~moires  [2], [3] e t  [4]. 

D~signons pa r  2] ajk{x)yk les t e rmes  du  p r emie r  degr~f en y~, . . . ,  y,, qui 
k ~ l  

se t rouven t  dans  f~{~v, y , , . . . ,  y,,). 
Soient  )'i, ..., )',, les r ae ines  de l '~qua t ion  carae t~r i s t ique  

(4.1) t ay,(0) - -  X~yh [ - -  0 .  

Supposons que Xi, ..., ~ se grouvent d 'un  c6td d 'une l i the droite passang 
par l'origine et ~,÷,, ..., ~, sur cetge ligne ou de l'augre c6td. Alors il exisge 
une solution contenant s constantes arbitraires C,, ..., C, et ddveloppable en 
sdries 

(4.2) y~ - -  ~ ¢~.ipv..p~(x)zip, ... z ~  ( j  - -  1, ..., n) 

qui soni absogument et uniformdment convergentes pour des valeurs de x, 
z,, ..., zs, considdrdes comme des variables inddpendantes, teites que 

(4.3} o)_ < a r t  x < o)+, {x{ < r ' ,  ] z, i < ; ' , . . . ,  {z,{ < ~ ' ;  

les coefficients ¢;:vv.y~(x~) sent des fonctions holomorphes pour 

(4.4) < . r g  z < < r' 

et ddveloppables asymptotiquement en sdries 

(4.5) ~:p~...p~(x.) ~ ~j~,p,..., y "  

pour (4.4) et les za (k "- 1, ..., s) song des fonctions holomorphes dans le domaine 
angulaire donnd et admettent le ddveloppement de la forme 

Za - -  eA~(~)XZ~ [Ca + ga(Ct, ..., Ch-i, log x)] ( j  = 1, ..., S), 

O~ An(x) sent des polynomes d 'une certaine puissance fracgionnaire de ~-~ de 
degrd ~ et ga(e~, ..., ca- i ,  l o g x ) ( k  = 1, ..., s) sent des foncgions entidres et ration. 
nelles de el, ..., eh-~, log w. 
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Voiei la d~finition des angles o)_ et ¢0+ due i~ lui. Soient ¢¢o et % + -  
a 

51 
des directions diff*rentes des directions singuli~res de Aj~Ix ) = Aj(0~) - -  ~. pkAh(x) 

k = l  

+ ~- qui contient  un secteur  (voir n. 7). Par tons  d' un secteur q% < ~¢ < ~o 

~ ' ~ < = ¢ ¢ "  dans lequel toutes les fonctions expAh(x) (k  = 1, .... s} tendent 
vers 0 pour  $ ~ 0 .  Le seeteur  ,0_ < arga~ < o +  est alors le plus grand que 

1' on obtient en agrandissant  le seeteur  ~o ~ q~ ~< ¢Po + -~ duns deux directions 

sans rencontrer  aucune direction singuli~re des A/~(a~). 
Ici, il est ~ remarquer  que tous les  Ak(x) {k -- 1, ..., s) sont des polynomes 

de ~- t  du degr~ le plus dlevd ~ parmi  eeux des n polynomes A,(x}, ..., A,,(x). 
Par suite, J. Malmquist n' a dtudid point la convergence d' une solution formelle 
qui correspond aux~ polynomes Ak,(w) dent les degrds *k, en x~ -~ sent moindres que ~. 

Avant cela, M. J. TRjI~ZlI~SI~¥ aussi a ~tudi6 les ~quations (1.D, en sup. 
posant que les seconds membres  du syst~me {1.1) s ' annu len t  pour  yt = 0,... 
..., y , - - 0 .  Mais il a d6montr~ seulement  la d6veloppabilit~ asymptot ique en 
la solution formelle, tandis que J. MALMQIIIS~ en ad6montr6  la convergence. 
M. J. TRJI~ZlI~SK:g [2] a obtenu, en 1938, un r~sultat concernant  la d~velop- 
i)abilit6 asymptot ique en s~ries de puissances de C, , . . . ,  C,, 

14.6) yj ~,~ Z +~v..~,(x)C~' ... C~,~, (j  = 1, ..., n~ 

dans un domaine 

¢o'_ < arg a~ < ~o'+, Ial<r", ]C,t<~",..., I 0,,I < ~". 

' < de M. J. TRJITZlNSKY est contenu en g~n~ral clans Le seeteur  t~,_ = ~o ~ ¢o'+ 
le seeteur  ~o_ ~ T _ < ¢ o +  de J. MALMQUIS~ et le n o m b r e s '  est en gan~fral 
moindre que s. 

Voiei la d~finition de s ' :  

h,(x) = = A,,(a~), ~gh,(x) < 6gha{a~) < 0 (k --  s' + 1, ..., s) 

pour o '_ < ~ ~ ~o'+. 
Si l ' on  pose za = 0 pour k = s ' +  1,. . . ,  s dans les s4ries (4.2) et si l 'on  

ordonne ces s~ries suivant  les puissances de C~,..., C,,, on retrouve les 
s~ries (4.6) de M. ft. Ta;rI~ZI~SK¥. Les s~ries ains4 obtenues sent ~videmment 
convergentes d 'apr~s le r6sultat  de J. MAL)tQUIS~. 

5. M. M. HUKUHA~A [2] a obtenu, en 1940, un r~sultat d'apri~s lequel 
les ~quations (1.1) se changent  par  une transformation formelle en un syst~me 
r~duit qui se r~sout par  quadratures,  en int~grant successivement  des ~qua. 
tions diff~rentielles lin~aires du premier  ordre. On aura donc une solution 
formelle du syst~me (1.1) en portant  dans la transformation formelle une 
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solution du syst~me r~duit. ~o t r e  but  est la recherche de la signification 
analyt ique  de la solution formelle dont l '6 tude il a laiss6e de c0t~ j u s q u ' k  
present .  Le probt~me dont nous nous occupons maintenant  se pose eomme il 
su i t :  ohercher~les conditions l~our la convergence de la solution formelle sans 
aucune restriction sur les degrds des polynomes A~(x) dont ddpend la solution 
formelle. 

La solution formelle n ' e s t  pas convergente en gdn6ral. On rencontre de 
grande difficult6, quand on veut  en ~tudier la convergence. Mais on verra 
que le dernier  r~sultat (Th~or~me 2) de J. I~/[ALMQUIST [4] se d~duit du notre 
th~ori~me (voir n. 27) comme un corollaire. Dans le cas g~n~ral il me semble 
tr~s difficiie de chercher les conditions n~cessaires pour la convergence. I1 
m ' a  fallu me eontenter  de donner  seulement des conditions suffisantes.  Le 
point essentiel  de notre m~thode est ~ d~terminer les chemins d ' int~grat ion 
les plus favorables. 

J .  M~L~QU~S~ a employ~ la m~thode d 'approximat ion  successive pour le 
premier  probl~me et la m~thode des fonctions majorantes  pour  le deuxi~me 
probl~me. Nous employons le th~or~me &exis t ence  des points fixes duns 
1' espace fonctionnel. 

6. Duns le chapitre I, nous rappelons les r~sultats obtenns par  M. 
M. HUKUHARA, [1], [2] et [3]. Dans la section I, nous exposons quelques 
d6finitions dues k M. M. HUKU~ARA, concernant  un polynome A(a~) de ~-I  et 
puis sans d~monstration l '~noncd du th~or~me d~existenee r~pondant au 
premier  probl~me. Les sections I I  et ] I I  sont consacr~es ~ l '~tude d ' u n e  
t ransformation du syst~me (1.1). Duns le chapitre II, nous donnons la d~mon- 
stration de la convergence de la solution formelle (4.2) off l 'on  annule certains 
des z~,..., z~. Le r~sultat obtenu dans ce chapitre entralne celui de J. 
MAL~QUIST comme un corollaire. Dans un autre m~moire, nous trai terons 
un cas plus g~n~ral. 

En terminant  cette introduction, l ' au teur  se fair un honneur  d ' expr imer  
ses remerclments  les plus vifs h Monsieur MASUO ttUKU~L~RA, Professeur  h 
F Universit~ de Tokyo, pour  l'int~ir~t qu ' i l  m ' a  t~moign~i et pour les conseils 
qu ' i l  m ' a  donn~s au coui's de la preparat ion de ce M~moire. L ' au t eu r  
remercie  aussi Monsieur YASU~AKA SI]~UY:~ ~ l 'Universi t~ de Tokyo de la 
bienveil lanee sincere en me donnant de diverses suggestions profitables. 

C I ~ A P [ T R E  I .  - R]~DUCTION FORMELLE. 

I. P r ~ l i m l n a l r e s .  

7. Soit A(x) un polynome de ~-~ de degr~ ~: 

1 ),o ),~_~ 9,. • 0t. ~7.1) A(x) -~ -- - x ~ ... 
q x 

Au~etIi di Matemcttica 34 



266 M. IwANo: I~tdgratio'i~ attalytique d'~tt~ syst~me d'dqttation.% etc. 

Le plan de ~ombres complexes se partage en 2 ,  r6gions: les a d ' en t re  e!les 
sont les r6gions, appe16es rdgions ~t partie rdelle ndgative par rapport h A(x), 
Ofl l ' on  a ~ ( - -ko  x-:)  < 0 et les autres sont les r6gions, appel@s rdgions dt 
part@ rdelle non ndgative par rapport "h A(x), off l 'on  a ~(- - ) .ox  -*) > 0 .  Si 
A(a~) ~_ 0, le plan entier est une r6gion h partie r~elle non n(igative. 

Soit r(~0) une fonction continue et positive d ' u n e  variable r~elle ~o dans 
l ' in terval le  0 < ~0 < 0'. Pour  les domaines angulaires 

o', ,'(v)): 
o', r (@:  

0 < arg x ~_ 0', 
! O <  a r g x  ~ 0 ,  

I z I < r(arg z) ,  
I x] < r (a rgx) ,  

nous appelons 0, 0' et r(arg w) leurs extrdmitds infdrieure, supdrieure et radiale 
respeefivement.  

Si la r~gion ~)[0, 0', =x~] ne eontient pas une des r~gions "~ partie r~elle 
n6gative par rapport /~ A(x) tout enti~re, le domaine ~)[0, 0', r(q~)] est appel6 
rggion propre par rapport k A(x). 

Une direction (~) est appel~ie direction singulidre de A(x), si le degr6 du 
polynome en r -~ :  ~h(rei~) est moindre que celui du polynome en vc-l: A(.~). 
Nous appellerons direction singulidre ascendante une direction singuli~re (@ 
qui est l 'extr~mit~ sup6rieure d ' u n e  r~gion h partie r~elle ndgative par 
rapport  h A(x). I~ous la d~signerons par {0+). On d6finit, de m~me, direction 
singuli~re descendante que nous ddsignerons par (0_). On aura alors 

z O + ~ a r g ; % =  ~ ,  ~ O _ - - a r g k  o = -  z2 (rood. 27:). 

l/Y a 

F i g .  1 
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Si le domaine 9[0, 0', r@)] est une r6gion propre par rapport  k A(x), il 
existe dans l' intervalle 0 < T < 0' au plus deux directions singuli6res 1' une 
ascendante  et Fau t re  deseendante.  

Soient donn~s en g~nfral  n polynomes ht(:c),..., A,(~) de w-l. Si le 
domaine 9[0, 0', r@)] est une intersection des r6gions h parties rfielles n6gatives 
par  rapport  aux A¢(x), le domaine 9[(}, 0', r@}] e.st appel6 rdgion a pa t t i e  
rdelle ndgative par  rapport  aux hi(x), ..., A,(x). On d~finit de mgme rdgion d~ 
par t ie  rdelle non  ndgative et rdgion propre  par rapport  aux A~(x}, ..., h,(x). 

8. Supposons d 'abord  que les seconds membres fj(x,, y~, . . . ,  y , )  da syst6me 
(1.1) s ' annu len t  pour y. --  0, . . . ,  y,, - -  0. Si l 'on  fair comme d 'habi tude  un 
changement  convenable de variables 

{8.1) yj  - -  ~ p~a(x~)zh (j  - -  1, .:., n), 
k--1 

oft ies p ja(,x) sent des polynomes d ' une  certaine puissance fract ionnaire de 
x -~, le syst/~me (1.1) se r6duit h la forme suivante 

(8.2) x~+l dz~ 

n 

-f- x ~÷1 Y~ a~k(vc)zh -1- x~ °+1 ~" ajg~ia:)z, ~, ... z,, ~. (j  - -  1, ..., n), 
k = l  

~" dfisignant la sommation 6tendue ~ tous les ar rangements  (k~, . . . ,  k .}  tels 
que k,-f- . . .-4-k,,  > 2. En remplagant , s ' i l  est n6eessaire, x par une eertaine 
puissance fract ionnaire  de x, on peut supposer que les seconds membres de 
(8.2} soient assujettis aux conditions suivantes:  

1. Les ~j(x~) sent  des polynomes  de x de degrds au  p l u s  dgaux & z - -  1 ; 
l ' une  au  moins  des ),i(O),..., ~,(0) est diffdrente de zdro et ~j~ sent  des 
Constantes (~); 

2. Les  a~(x~) el aj~Etx ) sent  des fonct ions holomorphes dans  le domaine  
vc I < re'(< re) et les sdries, qui  se trouvent  dans  les seconds membres de (8.2), 

sent  convergentes un i fo rmdmen t  dans  le domaine  

(8.3) tx!<r'o, lzi!  .... iz.i< '0; 

3. S i  l 'on  a dt la lois ~ ( z ) - -Xa (x )  et Xj~ ~ X~ (mod. 1), on a X¢~-  X~ ; 
d' autre  par t ,  l' indgatitd sj =4= 0 entraine 

On peut donner /~ ~ ( j - - 1 ,  ..., n - - 1 )  une valeur non n6gative aussi petite 
que l 'on  veut. 

(t) l~ous no  t r a i t e r o n s  p a s  le cas  d~j~ ~tudi~ : ),l(x)--~ .,. ~),+,(x} ~ 0 .  
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Posons 

(),~(x) d x  - -  1 )~o Xj:-t [j - -  1, ... n) .  (S.4) A~lx)= ~ ~ z~ " " - - ' x  ' 

Nous d~signons ),/~_~(:~=0) par )~, ~ 6rant le degr6 de Aj(x) en w -~. 

(9.1) 

o/1 

(9.2) q~(x) ~.~ ~, q ~ m x  m 

9. On sait que par un changement  lin~aire formel 

n 

k ~ l  
(j = 1,. . . ,  n), 

(j, k - - l , . . . ,  n) ,  

le systSme (8.2) se transforme formellement ~ un syst~me de la forme 

~9.3) x~+l duj  ~ = ~(a:)uj + x~(~j~uj + ~ju~+3 -4- 

A- w ~+~ E" big~(x)u,a , ... u,.a, (j - -  1, .. . ,  n) . 

Concernant l 'analyticit6 de telles transformations formelles, ~[. ~f. HU- 
KUrIARA [3] a d6montr6 le th6or~me suivant : 

Si  ~)[0, 0' ro" ] est une  rdgion propre  par  rappor t  a u x  Ajk(~) --  A~(x) -  
--  Ah(w} (j, k := 1, . . . ,  n), le syst~me 18.2) se change en 19.3) p a r  une transfor .  
m a t i o n  l indaire (9.1) dont  les coefficients q~k(w) sont  des fonvtion8 holomorphes 
duns  le domaine  ~[0, 0', to"] et ddveloppables asympto t iquement  en sdries 0.2) 
dans  le domaine  ~)[0, 0', ro"]. 

On volt d 'aprbs ce th6orbme que les seconds membres du systbme (9.3) 
sont des s~ries de puissances de u i , . . . ,  u ,  convergentes uniform6ment dans 
le domaine 

(9.4) xE~[O, 0', ro"], lu, I <~ , , " , . . . ,  lu ,  l < ~ o "  ( ~ o " < ~ o ' < ~ o ,  r o " < r o ' < r o )  

et les bj~E(~ ) sont des fonctions holomorphes dans le domaine ~)[0, 0', ro" ] et 
d(fveloppables asymptotiquement en des s~iries entibres de w. 

10. Consid6rons maintenant  le cas off les fj(~, y~, . . . ,  y , , ) t j -  1, . . . ,  n) 
s' annulent  pour a~ --  0, Yi ~ 0, ..., y,, --  0, tandis qu 'une  au moins des fon- 
etions fj(x, 0, ..., 0) ne s ' annule  pus identiquement.  

Si l 'on fair une transformation convenable 

(10.i) Y~-----~v-'~/~j~(x)(uk -~ h=~E qa~(x)uh) (] = 1, ..., n), 

dont los coefficients Pth(x) et qa~(w) admettent la signification analogue h celle 
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des pjk(x) et q~h(~), on aura les ~galit6s suivantes 

(i0.2) ~ + t  du~ -J5 = b~(x) + ~j(~)u~ + x~(),jou~ + ~juj+~) + 

-[- x~ + l Y," djg(x)u,  * , ... u,, ~. ( j  --  i, ..., n) , 

les bj(x) et djg(~c) admettant  la signification analogue k celle des big(x). Les 
seconds membres  du syst~me (10.2} sent des s~ries de puissances de u~, ..., u ,  
convergentes uniform~ment  pour 19.4). 

Or, il existe en g~n~iral ane  solution formelle de (10.2) d~veloppable for- 
mellement  en s~ries eviti~res formelles de x 

c~ 

(10.3) u s ~ ~ d#,x. m (j  ---- 1, ..., n) . 
m ~ l  

II e n e s t  eer ta inement  ainsi si ks(a ) ~t~:0 (j---- 1, ..., n). 
On peat  gdndraliser, sans aueune  modification essentielle duns la ddmon- 

stration, le thdor~me de ~ .  ~ .  HUKU~ARA [3] aux dquations non lindaires 
eomme il suit. 

Thdor~me d 'existenee.  Soit ~)[0, ~)', re" ] la rdgion propre par  rapport  au~ 
polynomes hi(x), hj,($){j, k : 1, ..., n). I l  existe une solution ddveloppable 
asymptot iquement  en sdries (10.3) dans le domaine @[0, (~', re"]. Le  degrd de 
libertd de la solution est dgal au  hombre de.s indices j tels que la rdgion 
~)[0, 0', c~] soil contenue clans une des rdgions ~ part ie  rdelle ndgalive p a r  
rapport  & hj(~). 

Soient uj----%(~c) une de ces solutions, et raisons le changement  des 
variables 

0 o . 4 )  v j  = us  - -  +s(~) ( j  = 1, . . . ,  n ) .  

Puisque  le systbme transformd admet u ne solution partieuli~re v~ --  0, ..., v,  - -  0, 
les seconds membres du syst~me transform~ doivent s ' annu le r  ident iquement  
pour vi = 0, ..., v,, --  0. Pa r  suite, le systbme transferred prend la forme des 
(~quations en u~, ..., u,, a u n .  8. 

I I .  R ~ d u c t l o n  f o r m e l l e .  

11. Consid~rons maintenant  le syst~me suivant 

(11.1) ,~+~1 dYs _ )~(~)yj .jr. x~hj(x, Yt, " ' ,  Y,) (j----1, ... n) 
dx  ' ' 

o~ les hs(~ , Yt, ..., Y-) I j -  1, ..., n) sent des foncfions holomorphes pour 

(11.2) x e r i C ) ,  0', r], IY, I < ~ , . . ' ,  lY , ]  < ~ ,  
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de sorte que l 'on  a les d~veloppements 

k~(x, y~, . . . ,  y,,) - -  kj~yj -[- ~ly~+, -]- x, Z" a j g ( x ) y ,  a, ... y , ,a ,  (j - -  1, . . . ,  n) , 

off les aj ,x(x)  sent des fonctions holomorphes duns 9 [ 0 ,  0' ,  r] et d~veloppables 

asymptot iquement  en s~ries entibres de ~ :  

0o 

).~(x) et k]: { j - -  l, ..., n} ayant  la m~me signifieatiofi q u ' a u  n. 8. 

12. IIypoth~ses. Soit (0o) une direction quelconque non singuli~re des 
hi(x) et des Aj~{~ se trouvant  entre (0) et (0'). On peut  alors supposer que l' on 
air les in(fgalit~s 

i  A,(xt ... t A (x) < 0 < +,(x) ... < 
(H~) pour arg ~c --  0,,, I x  I <~ ~o 

/~)~+1~ __> ... _>_ ~ ; ~  > 0 ~ ,~).~+~ >_ ... > ~)'r~ et 
• hi(x ) - - 0  ( j = o ~ + l , . . . ,  y) 

et que les degrds aj de polynomes A~(x) satisfassent aux in(fgalit6s 

Nous ~crivons bri~vement ~:* ----- a~_t+t  --  --  ~ a  (k = 1, ..., h ; *¢0 = 0). 

13. Transformat ion  formel le  de M. M. Hukuhara .  

Faisons maintenant  une transformation formelle 

(13.1) Yi = z~ + Y~z¢ Pjp,o~x~',z,~,  ... z,,~,, ( j  = l ,  . . . ,  n),  

ot't ~N d~sigae la sommation ~tendue ~ t o u s l e s  arrangements  des n - ~  l 
entiers non n~gatifs (p'o, p~, ..., p,,) tels que p~ + . . .-k-P, --  N. Soit 

x~+~ dzi  _ 
-dx - -  k](x)zi + x~(~J~zJ + etzi+~) + ~ + t  ~,, bjpo~x~oz ~ ~ ... z, ~,~ ~j - -  1, . . . ,  n} 

le syst6me transform~ de ([1.1). On obtient sans peine 

bjp,~ : a i p ~  pour  p~ + ... + p,, ~ .57. 

D ' au t r e  part  on peut d6terminer les coefficients PJp'o~ des s6ries {13.1)de 
mani~re que l 'on  ait 

bjpo~ - -  0 pour p~ + ... + p,, - -  N, 

lorsque l 'on n~a pus en m6me temps les relations 

(Re) A~w) -~ p , A , ( x )  + ... + p , A , ( x ) ,  

(Re) Xj~ - -  p,, -~ I ~- p , k ~  -+- ... + p, ,X. . :  (Po = P'o - -  a - -  1). 



:~1. IW.~NO: In tdgra t lon  a~talytique d)un syst~me dYquat lons ,  etc. 271 

Ensuite,  raisons sueeess ivement  les ehangements  de variables 

Yi = zi:t  ( j  = 1, . . . ,  n ) ,  

zi:t  - -  zj:2 q- ~.~ Pjp'og°cP'ozV:l:~ .." z,:~P" ( j  = 1, . . . ,  n) ,  

(13.2) zj:lv_: - -  zi:~v q- Y,~r P,~ ax~'oz~ ' ..... z v*~ ( j = l ,  n) 
d l J  0¢~ .t ~v "rt N *'* ~ 

En faisant  tendre  N vers l ' inf ini ,  (m obtient la 

Proposi t ion .  I I  ex is te  une  t r a n s f o r m a t i o n  formel le  

(13.3) yj  ~,~ z i + Y," Pip,ogx~'oz,pi .., znp~ (j - -  1, . . . ,  n) 

p a r  laquel le  le sysWme (11.1) se rddui t  ~ la  f o rme  

(13.4) x :+l dzi 

-~ x z+t ~" Cjp,gXPoz,P, ... z,,P~ ( j " -  1, . . . ,  n) , 

oit les coeff icients cons tan t s  Cjpog song n u l s  s a u l  a u  cas oit l' on a (R~) et (Ro), 

c ' e s t -&-d i re  Cjpog=4=O en t ra ine  (R,) et IRo). 

I I I .  S o l u t i o n s  f o r m e l l e s .  

14. Remarque  sur  le systbme (13.4). 

On volt sans peine que si i ' on  a ~R~), (R0) et j > ~, l ' u n  au moins des 
P~+t, ..., P ,  est positif. Les ( n - - ~ )  dernibres des (}quations (13.4) sont donc 
satisfaites si [ 'on y pose 

(14.1) z~+l - -  - -  z, = O. 

Les ~ premi6res  des 6quations (13.4) deviennent  

(E) x~+: dzJ . - -  : .~ ~i(z)zj + ~ ( ~ j ~ i  + ~jzj+O + 
vlx 

+ x~+ ~ 2" ~¢po~XPoziv, ... zv~ 
o~ 

% o ~  = cjpop,...p o...o. 

Si 
Cjpo~ ::l= O, p, + . . .  + p ~ > = 2  

on a n6cessairement  

(n~) Ai(z ) = p,&(x) + ... + p~&(z), 

(Ro') ),jo -- P0 q- 1 -}- pikjo -1- ... -}- p ~ .  

et j < ~ ,  

( j - -  1, . . . ,  ~) 
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Les ar rangements  ( j ;  Po, P,,  ..., P~) pour lesquels on a (R:') et (Re'), sent 
en nombre fini ; c 'es t  ce que l 'on voit sans peine en ver tu  de (H,). Pa r  conse- 
quent les seconds membres  des ~quations (E) sent des polynomes ell x, z,,  ..., z~. 
On d~duit de {R~') ei (Re'} les relations 

~hi(x) = p,~h,(x,) + ... + p ~ h ~ ( x ) ,  

~ks~ = P o  + 1 + p , ~ , o  + ... + p ~ ) ~ ,  

d~ofi, en tenant compte des (It,) et tIt~), 

P, - -  - -  PJ -~ O. 

On pent doric r~soudre le syst~me (E) par quadratures,  en int~grant suc- 
cessivemen$ les ~qnations diff~rentielles t in ,a i res  du premier  ordre. Soit 

(14.2) 

z,  = % ( x ,  . . . .  C,) 

la solution g~n6rale du syst~me (E). La fonction ?i(x, C~,... ,  6~} est un poly- 
home on C~,.. , Ci, ou plus pr~eis~ment elle a la forme 

(14.3} ?j(x, C~, ..., Cj) - :  e'~i(~)x~.j~[C] -~ (polynome en C~, ..., Cj+,, log x)] 

(j = 1,. . . ,  ~). 

Par  suite, elle est holomorphe dans le domaine angulaire  donn~. Si cjpo$ :ti:O 
pour l e s j  tels que ~ ~ 1 ~ j  ~ a~+,, 1 'an au moins des nombres p%+t , ... ,PJ-~' est 
positif et par suite si l 'on  pose z~+ 1 ~ - - z  i - -O,  la ji~me des ~quations (E) 
est satisfaite. Pa r  consequent, la fonction ~1(x, C~,... ,  Ci) s ' annule  si Fen  y 
pose Ca~+l --  0, .... Ci -- 0. 

15. Solutions formelles. 

D~isignons par Zi(x , Xo, zi °) la solution de (E) r~pondant aux valeurs initiales 
x o, z/~. Si C, °, . . . ,  C~" seat les valeurs de C~, ..., C~ d~finies par les relations 
z~ e -  ~i(Xo, C~ °, ..., e l ) ( j - - I ,  ..., ~), on a 

Zi(x , x0, z1 °) = ?~(x, C~ °, ..., Ci °) ( j  = 1, ..., ~). 

Ainsi nous arrivons h. la conclusion suivante. 

Thdor[me I. E n  portanl les expressions (14.1) el (14.2) dans la t rans format ion 
formelle (13.3), nous obtenons une solution formelle du  systSme (11.1) contenant 

constantes arbitraires. La  solution formelle ainsi  trouvde a la forme 

(I?) Yi ~= ~Z~(x, xo, z / )  ~- E" Pj~(x)Z,~, ... Z ~  (j  - -  1, ..., n), 

o~ ~ est dgal d 1 pour  j ~ 1, . . . ,  ~ el ~t 0 pour j - -  ~ -{- 1, ..., n el Z~ ddsigne 
Z (x, Xo,  ( j  = . . . ,  
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CHAPITRE II .  - LA DI~MONSTRATION DE LA CONVERGENCE. 

16. Nous consid6rons d ' a b o r d  la solut ion formel le  (F) off l ' o n  pose 
C~+~ : . .  : C~ --  0. Le  probl~me qne nous  al lons r6soudre  duns ce chapi t re  
est le su ivan t :  chercher le domaine aussi  grand que possible oit la solution 
formelle ainsi  dgfinie converge. D'une  manibre  plus g6n6rale, on pent  se poser 
le probl6rne : ehercher les conditions pour  que la solution formelle (F) oie l' on 
pose z~ - -  - -  z~ : z%+~+t - -  - -  z~ - -  0 soit convergente. Mais, on rencon t re  
une  dif f icul t6  nouvelle ,  quand  on vent  6~udier le cas g~n~ral dont  la discus- 
sion sera renvoy6e dans  un  aut re  art icle.  On y ver ra  que le r a i sonnemen t  
que nous al lons fa i re  duns  ce chapi t re  j oue  un  r61e fondamenta l .  

(F,) 

(t7.'2) 

O~t 

17. So lu t ion  formel le .  D 'apr~s  la r e ma r q u e  fai te  a u n .  14, les [ ~ - - a , )  
derni~res  des ~qnat ions (E) sont sat isfai tes  si l ' o n  y pose 

(17.1} Z~,t+l --  ... = zs - -  0 .  

En  por tan t  les express ions  z] - -  0 ( j  :4: 1, . . . ,  a~} et z i - -  Zi(x  , Xo, zi °) (j  - -  1, ..., a~) 
duns (13.3), nous obtenons une solut ion formel le  (F~) du systi~me t11.1) con- 
t enan t  ~ cons tantes  a rb i t ra i res  C~,. . . ,  C~ qui pent  s '~cr i re  sons la forme 

Yi ~ ~iZi + y'" Pj$(x)Z, p' "" Z ~'~, {j - -  1, ... , n} 

JFO~" 

I 0 { j : ~ l , . . . ,  ~ )  

1 ( j =  1,..., o~) 

$ = ( p , , . . . ,  p~,) .  

Soit  ~ [ h _ ,  h+,  r] un  domaine angulaire contenant la direction (0o) oie ne 
se trouve auc~ne direction singuli~re des Ai(~c) et des Ai(x) - -  Ah(x) {j, k ----- 1, ..., n). 

Alors la solution formelle (F,) converge toujours duns le domaine 

51 

x. E:~){A_, A+, ro) , max  lZk [1/~ ~. to ,  
k : l  

oi~ les ~k ddsignent - -  ~Aa($0e~00)(k : 1, . . . ,  ~,). 

C 'es t  ce que l ' o n  voit  d' aprbs le r6sul tat  de d. ~IALMQUIST, pourvu que 
le p lus  g rand  des degr6s des Ay(x)tj = 1, . . . ,  n) soit 6gal /~ %* ('}. Mais cette 
conc lus ion  reste  encore  vraie  sans cette res t r ic t ion.  P lus  pr6cisfiment, nous 

t 2) Les degr~s des A.i(x) { j : l , . . . ,  cq) sont tous 6gaux h o i l  mais eela n ' implique pas 
que les degr~s de A:(x) pour j =  1, ..., :¢i sont les plus grands parmi ceux des A.i(x) ( j = l ,  .... n). 

A, ,a l i  di Matematica 35 
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montrerons duns ~e chapitre  que le domaine ~)(A*, ~A+,~ * r) o~ la solution 
formelle est convergence est plus grand que ~(h_,  A+, r). 

18. Le domaine oh les ddveloppements asymptotiques des coet~eients Pj~ (~) 
sont valables. 

D~signons par  ~ l ' a r r angement  t/o~, ..., p~) et par i ~ I la somme p~ -~ ... 
... ~pa~.  Nous ordonnons l 'ensemble des arrangements  comme il su i t '  ,~ 1' on a 

p, q- ... q - p ~  ~ q~ + ... q- q~ 

O U  

p~q-...q-p~-----q~ +. . .q-q~, ,  p~- -q~  tj<k<_~a~), Pi <q~,  

nous dirons que 1 'arrangement  (p~,.. . ,  Pa~} antfie~de l ' a r rangement  (q~,... q~) 
et nous 6crirons 

(P,,.. . ,  P~) < (q,,..., q ~ .  
Si l ' on  a 

O U  

(P,,.. . ,  P~) ~ (q,, . . . ,  q~) 

Pl -- qi, ..., P ~ - -  q~, J ~ k ,  
nous dirons que 1' a r rangement  tj ; p~, ..., p~l antecede l' a r rangement  (k ; q,, ... 
..., qa~) et nous ~crirons 

(j;  p, .... , p~) <: (k; q , , . . . ,  q~,). 

Supposons d~ji~ d~termin(is tous les coefficients Pk~{X) tels que q~-{- .... 
... q -q~  ~ N comme des fonetions holomorphes et d~veloppables asymptoti- 
quement  en les s~ries (17.2) darts le domaine ~ [ 0 " ,  0~ ,  r] dont la d~finition 
sera pr~cis(~e plus tard. Bien entendu, on suppose qu ' i l  soit contenu dans le 
domaine ~[0,  0', r] off les aik,...k,,(x ) sent holomorphes. Les Pj~ix) tels 
que ] ~] --  N seront calculds de la manibre suivante. Les sdries (F,) satisfont 
formellement  au systbme (11.1) quelles que soient les constantes d ' intdgrat ion 
qui entrent  dans Z~, ..., Z~. En portant  dans (11.1) les sdries (F~), on a les 
dquations diffdrentielles lindaires 

(18.1) ~+1 dPi~ ~ ~(~1~ ~ ph~k~))t)j~ q_ X:Qj$(W) , dx ---- (ki(x) ~ Paka(x) q- - -  
k ~ l  k = l  

off Qj~(x) est an  polynome des Pk~(x) tels que (k; d~)<: (j; 3), i~ coefficients 
cutters et rat ionnels des akq~...q,(X) tels que q~ q-...-{-q,, <_N. Par  suite, on 
peat  consid~rer Qj~(x) comme une fonction connue qui est holomorphe 
et d~veloppable asymptot iquement  en s~rie enti~re de ~c dans le domaine 
~[O*,  O*, r]. Nous supposons done que le domaine ~)[O*_, 0~, r] est pro- 

pre par  rapport  h Aj~(xt-- Aj(~c) - -  Z paAk(x). On peut alors ddfinir les Pj~{x) 
k ~ l  
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de manibre qu'ils soient ddveloppables asymptotiquement en les sdries (17.2) 
duns le domaine ~)[0", 0~_, r], c'est ce que l'on volt facilement d'apr~s Io 
rdsultat de M. M. ~:~UKUHARA [3], citd au n. 10. 

1. Pour les ] tels que aj ~ %*, une rdgion propre par rapport ~t A1(x ) 
l'est aussi par rapport ~ hj~(~). Nous ddsignons par @i l'intersection des 
rdgions propres maximales par rapport aux AiIx )(ai > %*) contenant la dire- 
ction (00). Elle est contenue dans une des rdgions ~t partie rdelle non ndgative 
par rapport ~ ki(x), car, dans notre prdsent cas, on a ndcessairement j ~ y Jr- I. 
Par suite expAj~(x) tend vers l'infini pour arg~ 00, x--+0. 

~. Gonsiddrons les indices ] tels que a1~__~ %*. Si a i --a~*, nous suppo. 
sons de plus i~l~No, No dtan un entier positif assez grand. Ddsignons par 
~)~ l ' in tersect ion des rdgions propres maximales  par rapport  /t - -A~{x), . . . ,  
--A~,(x) contenant la direction (00). La fonetion exp A/~(~) tend vers I ' infini 
pour arg x--f)o,  ~ - +  0, et ~)~ est propre par rapport k Ai~{a~). 

3. Considdrons enfin le cas off l 'on  a a j - - % * ,  I ~ l ~ l V o .  Ddsignons 
par @3 l ' intersect ion des rdgions propres maximales par rapport aux Ai~(~ ) 
(I ~ ! ~  No} contenant la direction (0o). 

~ [ 0 " ,  0~ ,  r] - -  ~* est alors un domaine angulaire fermd quelconque 
contenu dans l ' intersect ion des rdgions @[0, 0', r], @,, @s, ~)3. La sdrie 
(17.2) dtant la solution formelle de (18.1), il existe au moins une solution de 
(18.1) ddveloppable asymptotiquement en la sdrie (17.2) duns le domaine 
~)[0"_, 0~ ,  r]. Duns les cas 1 et ~, elle se ddtermine d 'une  seule mani/~re 
par la formule 

/ 

0 

oi~ ),j~o ddsigne ) 'i~-- E pak~.  I1 en est de m~me du eas 8 si le domaine 
k = l  

@[0", 0~ ,  r] contient une direct ion suivant laquelle expAj~(~) tend vers 
1' infini. Dans le cas contraire, on doit ddfinir la solution P/~(x} de (18.1)par 

xi~ ddsignant an  point convenable sur 1' extrdmitd radiale et p;~eAi~(~°j~)(x~)~i~ 
une valeur quelconque assez petite d ~ apr/bs le rdsultat de ~I. M. HUKUHARA [3]. 

On a done la 

Proposit ion.  On peut ddfinir les Pj~(x) de proche en proche d ' u ~  seule 
manidre & partir d 'un certain rang comme solutions de (18.1)ddveloppables 
asymptotiquement en sdries (]7.2) dans le domaine ~)[@*, ~)~, r]. 
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19. Imtgalitds. Posons  

Ppv(x,  z , ,  ... , z~) - -  ~yzj + ~(N> Pj~(x)z ,  p, ... z ~'~' {j = 1, ... n) 

oh ~'(N> d~signe la sommat ion  4 tendue  k tous les a r r a n g e m e n t s  (p~: . . . ,  p ~ )  
tels que  p ,~ ,  + ... + p ~ # ~  N. Les PyN[x, G ,  "" ,  z~) ( j - - 1 ,  ..., n) 6rant des 
polynomes  en z , , . . . ,  z~ dent  les coeff ic ients  Pj3(x)  sent  des fonct ions holo- 
morphes  dans  le domaine  ~[(-)*, 0 " ,  r], on peut  ehois i r  les nombres  posit ifs 
~, re, ~0, ~,, de manibre  que l ' o n  air 

pour  
I PiN(x. z,, ..., z~)~ + ~ < ~o 

WE ~)[0_*, (9~, re] , max! zh ttt~k~< t0,  
k = l  

et que  les hy(a~, y , , . . . ,  y , )  4j = 1, . . . ,  n) soient  ho lomorphes  pour  

ly, Iv., t 
Si le syst6me (11.1) devient  

(1.9.l) x~+ 1 dvi  = Xy(x)v i + x~gy(x, Z j ,  Z~,~, v , ,  v . )  
d~  "'" ~ ""~ 

par  le c h a n g e m e n t  des var iables  

(j = l , . . . ,  n) 

[ j  = 1, ..., n) 

(19.2) yy --- Pj~(x ,  Z , ,  ... ~ Z~ )  + vj (j = 1, . . . ,  n), 

on au ra  

(19.3) x*gi(~¢, z , ,  .... z ~ ,  v , ,  . . . ,  v , )  = 

= Xd~}[P#v(z, z,, ..., z~l) - -  ~yz~] + 

+ x~hi(~, P~N + v , ,  . . . ,  P , ~  + v,,) - -  x ~  ~ ~Piu_~7 + 

{j - -  1, . . . ,  n ) .  

Alors on volt sans peine  que dans  le second m e m b r e  de l ' 6qua t ion  (19.3) tous 
les t e rmes  con t i ennen t  x* comme  fae teur .  P a r  suite,  les gi(x ,  z~ , . . . ,  z~ ,  
v, , . . . ,  v,,) (j  : 1, ..., n) sent  des fonct ions ho lomorphes  de (~e, z, .... , z~, v , , . . . ,  v ,  
dans  le doma ine  

(19.4) ~ E ~[0_*, 0~_, to] , 

Ensui te ,  si l ' o n  pose 

(19.5) 

maxlza)'t~_<~o , lv, I_<_~,..., tv ) < 8 .  
k = t  

VI --- eA.i(x)~i ( j  = l , . . . ,  n ) ,  
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les dqua t ions  (19.1) se ehangen t  en 

duy 
(19.6) x ~ ,  =gi(x~,  Z~, ..., Z~,,  e:h(~>u,, .. . ,  eA~(*)u,)e--A.i (~) 

P u i s q u e  les sdries 

(F,.~) 

(j = i , . . . ,  n) . 

v~ =.~ ~ P j ~ ( x ) Z  f , ... Z p:~, (j = 1, ... , n) 

r ep rdsen ten t  la so lu t ion  formel le  de (19.1}, les t e rmes  inddpendan t s  de v 4,. . . ,  v ,  
ne peuven t  conten i r  a u e u n  te rme de degrds moindres  que  N par  rappor t  
Z~'/~,  ... Z 1/~,. Pa r  suite,  les seconds  membres  de ces dqua t ions  sat isfont  

aux  indgali tds 

(19.7) !gi(x, z~, . . . ,  z~ ,  v~, .. , v , )  { ~  A Z { v ,  I + BN max i z, ! ~'/~, 
k ~ l  k---~l 

(j = 1 , . . . ,  n) 

duns le domaine  (19.4). On peut  p rendre  pour  A une  cons tan te  q u e l c o n q u e  
relic que  A ~ {7,~ { + ~i (J = 1, . . . ,  n). 

20. Famille ff et Transformation ~ .  Le  doma ine  oh la so lu t ion  formet le  
converge,  cont ien t  en gdndral,  comme on le ve r ra  p lus  tard, le doma ine  
~)(h_, h+ ,  r) et ee lu i  de J. MAL~QUIS~ que  nous  avops  exp t iqud  dans  
1' in t roduct ion .  

Nous  cons iddrons  la famil le  ~ des sys tbmes  de n fonct ions  l'O~(x, z , , . . .  
. . . ,  z~),  . . . ,  ~b,(x, z~, ... ,  z~)l  sa t i s fa isant  t~ la condi t ion  s u i v a n t e :  

L e s  ~flx ,  z~, . . . ,  z~.~) ( j  = 1 , . . . ,  n) son t  des fonc t ions  ho lomorphes  de 
(x, z , , . . .  , z~,~) p o u r  

o;1 

(20.1) x E ~ ( h * ,  h~ ,  r,,}, max  [za {'II~+~ < ~o 

et s a t i s f o n t  a u x  indgal i tds  

(20.2) ] ~pj(x, z , ,  . . . ,  z ~ , ) i g K  max [ z~ lu/t~ke--~A/'x> (j = 1, ..., n) ,  
k={- 

K d tan t  u n  n o m b r e  s u f f i s a m m e n t  g r a n d ,  oi~ K~o ~ < ~. 
L a  

Posons 

(20.3) 

et 

(20.4) 

famii le  ~ n ' e s t  pas  vide, ear  le syst~me (0,...,0} 

0 0 ~Izj(x, xo, z °) -= %(x ,  xo, z,, . . . ,  z ) =  

= +j(x ,  Z , ( x ,  x,, ,  z~ . . . .  , z g x ,  ~o, zo)) 

Gj (x, x o, --= o z ')) G / x ,  xo, z~, . . . ,  ~ 1 ) =  

- -  gi(% Z~, . . . .  Z~,  eA'(x)q;,,  . . . .  eA,dx)q;,,) 

appar t i en t  h ~. 

( j  = 1, . . . .  n )  

{j - -  1 . . . . .  n ) .  
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° z°) ( j -  1, n) par  Nous d~finissons les ~(xo, z~, ..., ..., 
~o / (~0.5) ~(~o, z~, ..., ~ ) =  x-~Gi(x, ~o, :~ e--a"(~)d~ (j = 1, ..., n). 

0 

Nous dgmontrons  plns tard que les int6grales (20.5} convergent  on choisissant  
convenablement  les ehemins  d ' in t~gra t ion  I'~.o. 

~ est alors la t ransformat ion qui fair correspondre au syst~me des 
fonctions 1 q~,Ix, z , , . . . ,  z~), ..., ,.~.(a~, z , , . . . ,  z~}l le syst~me des fonetions 

21. La ddmonstration de la convergence de la so lu t ion  formel le  (F,). 

Nous allons ~tablir la convergence de la solut ion formelle (F~ de 
manii~re suivante.  

Nous d~fmontrons d ' abord  les quatre  proposi t ions su ivantes :  

I. Les intdgrales (20.5} sont convergentes. 

I [ .  La famille ~ est fermde, convex~e et normale. 

I l L  Le syst~me 1~,(~, ~ , . . . ,  z~,),..., ~,,(~c, z~,..., z~) I 
c' est-~-dire 

I I l ' .  On a les indgalitds 

(~:( o o o :/I,~ 1 X.o, z t, ..., z~) f ~.~ Ke--~hJ (x.) max I z~ 
k = l  

(~ . l )  

et 
l I  1". Les 

maine (20.1). 

la 

appartient ~ ~, 

( j -  1, ..., n) 

~i(x ,  z , ,  . . . ,  z~,) ( j  = 1, . . . ,  n) sont holomorphes dans le do- 

IV. La transformation "g est continue. 

Si l ' on  suppose ces quat re  proposi t ions dtfmontr~es, on salt, d 'apr~s  le 
th~or~me d' exis tence des points  fixes (voir M. M. HtTKU~A/~A [5]~, qu ' i l  existe 
ua  syst~me de n fonctions tel que l ' on  air 

= 1 ~,(~, ~,, . . . ,  ~,~, ..., '~,(~, ~,,. . . ,  z = , ) l  • 

Puis  nous d~montrons la proposi t ion su ivan te :  

¥. Les ~i(x, Z,(x, ~ ,  z°t), ..., Z~,(x, xo, z°~)) ( j - - 1 ,  ..., n) reprdsentent 
une solution des dquations (19.6}. Nous la d~signons par  ~]~{w, Z} (j - -  1, ..., n). 

&lors on a une solution des ~quations (II .D 

Yi = $~Nix, Z) -= Pjz,.(x, Z,, ..., Z~,) + ~:,q~, Z} cA:(~) 
i / =  1, ..., n) .  

Si l ' on  d~montre  que ees fonetions $1iv(~, Z) ( j - - i ,  ..., n) sont ind~pendantes  
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de N, on voit que la solution formelle (F~)est eonvergente. Pour cela, il 
suffit de ddmontrer la proposition suivante: 

¥[ .  La  solution du systdme diffdrentiel (19.6j telle que l' on air 

est unique pourvu que N soit assez grand. 
En effet, cette proposition entralne que, si N ' > / V ,  on a 

$iN,(x, Z ) - - S i N ( x ,  Z) ( j  : 1, ..., n) 

pour 2~ assez grand. Car 

us = (Pi~v,(x, Z) - -  PjN(~, z) + +~N,(~, Z) eA~(®)) e-A~(®) 
(1 = 1, ..., n) 

est une solution des 6quations (19.6), satisfaisant aux relations (21.2), PiN(x, Z) 
ddsignant Pi~(w, Z~, ..., Z~ ). 

La proposition I I  dtant dvidente, il suffit de ddmontrer  les cinq propo- 
sitions I, I I I ,  IV, V e t  VI. 

22. Conditions imposdes aux ehemins d'int~gration et D~termination du 
domaine @(h*, A~_, rob 

Nous voulons ddterminer  le domaine angulaire  ~)*---~)(A*, A~, t o ) d e  
manii~re que l ' on  puisse choisir les chemins d ' intdgrat ion Fix o satisfaisant 
aux trois conditions suivantes. 

° z o des valeurs quelconques appartenant au domaine (i) Soientxo,  zt , . . . ,  ~ 
(20.1). AIors les fonctions x- lGi(x,  ~Co, z°)e -hi(x) (j --  1, ..., n) sont ddfinies sur 
les chemins Fix ° contenus dans ~*. 

(it) L' intdgrale 

(22.1) Xo, z°)e -&!x)  dx 
) 

0 

prise le long de P~o converge. 

(iii) Les indgalitds (21.t) sont re,i~plies. 
Soient (Oh_} et (Oh+} (1 < k < a , )  les directions singuli~res de Adx) 

(l < k <  a,) immddiatement infdrieure et supdrieure it la direction (0oh (0,_) 
et (Ok+) sont des directions singuli~res descendante et ascendante de Ah(x) respe- 
ctivement, car on a (H 0. Posons 

0+--- rain Ok+ , 0 _ - -  max 0~_. 
k ~ l  k:--1 
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Pour  les j tels que ~t ~ z~*, nous prenons A~ et A i' 6gaux t~ max (O*, 0_) 
et ~ min(O~,  0+) respeetivement.  

Pour  l e s j  tels que ~ > ~,*, nous d~signons par (0i+) et (0i_) les directions 
singulibres de A~(x) imm~diatement inf6rieure et sup6rieure i~ la direction 
(~)o). Ces directions (0~) e~ (0i_) sont des directions singulibres ascendante et 
descendante de Ai(x) respectivement, car on a (tt~) et (H~). Nous prenons alors 
Ai et A i' ~gaux h m a x ( 0 * ,  0_, 0i+ ) et h min (0~ ,  0+, 0i_ ) respectivement.  

Consid6rons les in6galit~s 

I22.2) 

et 

(2.9.3) 

pour les j tels que ~ ) z ~ * .  
Il est claire que l 'on  a 

- % )  < - 0 _ ) ,  

Les in~galit~s 

0 < ~ , * ( ~ - - 0 _ )  , 

0 < ~ ( ~ - - 0 / + )  , 

~*(~ - -  0+~ ~.. ~i(q~ - -  0~+) 

sont ~quivalentes respectivement h 

0 _ < ~  , 

0~+ ~ ~ , 

max (%*(q) - -  0+), O) < rain (~*(qo - -  0_), z:) 

max (a,*(q~ - -  0+), zi(q~ - -  0/_), O) < min (a,*(~ - -  0_), zj(q~ - -  Oi+), 7:) 

- -  o j_)  < z i (v  - -  0 i + ) .  

z ,*(V - -  0÷)  < 7: ,  

~i  (~ - -  Oj_) < z : .  

~j (¢~ - -  Oi_ ) < ~,*(~ - -  0_) 

< O+ + T:/~,*, 

~iOj+ ...... ~,* O+ aiO i_ -- ~,* O_ 

Posons Oi '=O + + ~,"~** pour les J tels que z y ~ , *  et O / = m i n t O  ÷ q- ;~/~**, 
Oi_+~/~i,  (~yOj_-- ~,*O_)/(~j--~*)) pour les j tels que ~ j > z , * :  On aura 
sans peine que l 'on  a 

max(O_ Oi+, ziOj+-- ~*0+ 

Les in~galit~s (22.2j 
A*i, en posant ÷ 

)----max(O_, Oi+ ) < : 0  o < A / < O /  

(j = 1, ..., n).  

et (22.3) sont done remplies dans l ' in terval le  [h i ' - -2~,  

~4 

A~ = rain(O*, m inO / ) ,  

pourvu que ~ soit un nombre positif assez petit. 
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et 

On pose 

= 
min (a,*(T - -  O_ - -  2~), = - -  ~) 

7:/2 

max (z,*(~o - -  0+ + 2~) + ~, ~) 

~o_<~o < ~o+ 

A* < qo < q~_ 

l min  (%*(~ - -  0_ - -  2~), ~ - -  ~) pour  zi < %* 

Ai(¢~) = min (~,*{~o - -  0_ - -  2~), z¢(~ - -  0i+ - -  2~), 7: - -  ~) pour  ~ > ~s* 

' A+], ~o+ et qo_, d~isignant les r ac ines  des ~iquations dans  l ' i n t e rva l l e  [hi  ~ 2~, * 
%*@ - -  O_ - -  2~) - -  , : /2  et z~'(~o - -  0+ + 2~) - -  ~ v:/2 respec t ivement .  A(~0) et 
Af(~o) sont con t inues  dans  [ h i ' - -  2~, h~:) et, ~ ~tant assez peti t ,  on a Ai@ ) <_~ 
< A( )et 

(22.4) max/z~*@ - -  0+), 0) < Ai@) < rain (~,*@ - -  0_), =) 

pour  ~ t ~ % *  et 

(.92.5) 

pour  ~t > e~*. 

m a x  (~,*(T - -  0+), ~i(? - -  Oi-), O} < Aj(~) < 

< rain (~,*@ - -  0_), a~(~o - -  0i+), 7:) 

Pu is  nous  consid~rons les in~galit~s 

(22.2'  max  (:,*@ - -  0+) + % 0) < rain (~,*(~o - -  0_) + % 7:) 

et 

(22.3'} max  (%*(~o - -  0+) + ~, ~j(~o - -  Oi_ ) + % O) < 

< min (%*@ - -  0_} + % ai(~o - -  Oj+) + =, =) 

pour  les ] tels  que  ~i > at*. 

Nous p renons  0 i ~gal i~ 0 _ - - r : / ~ l *  pour  les j tels que  ~ i ~ % *  et 
m a x  (0_ - -  7:/~1" , 0 i + - -  ~/crf, (~i0i+ - -  %*0+)/(~ i -  %*)) pour  l e s j  tels quecr i > %*. 

On ve r ra  de m e m e  que les indgalit~s (22.2'} et (22.3') sont rempl ies  
r e spee f ivemen t  dans  les in terva l les  (Oi, 0+) et (0i, rain (0+, 0j_)). Posons 

A * - -  m a x  ( 0 " ,  m a x  0 i ) .  
j = l  

Alors on a (22.2') et (22.3') dans  I ' in te rva l le  (A__*, A i + 2~]. 
On peut  d6finir  les va leurs  des fonct ions Ai(~) dans  1' in terva l le  ( A *  Aj + 2~1 

de mani~re  qu ' e l l e s  soient  cont inues  et sa t is fassent  dans  (A+_, A j + 2 ~ ]  
=< Aj( ) et 

(22.4'} m a x  (%*@ - -  0+) + % 0) < Ai@) < rain (%*@ - -  0_) + 7:, n) 
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p o u r  at ~ a~* et /~ 

(22.5') m a x  (~*(~ - -  0+) q- ~, ~i(¢¢ - -  0i_ ) + % 0) ~. Ai(~) < 

( m i n  (o~*(¢~ - -  0_) q- r:, ~i(qo - -  0i+ ) q-- % 7:) 

p o u r  a i :>  ¢~*. On voit  d ' a p r 6 s  la d6f in i t ion  que  A(¢~) est  con t inue  

[a'_, a l. 
Cela pos4, @(h*,  h~-, r0} est le d o m a i n e  l imi t4  pa r  la courbe  

a :  < < a*  --- r '  exp  cot A(~)d¢~, = = 
O~ 

et les d e u x  s egmen t s  

~ r' exp  [ cot A(c~)d,~, ~ = 
? 

h* 
] 

0 ~ 

et 

~ r' exp  [ cot A(~) d ~ ,  

dans  

23. L e m m e  f o n d a m e n t a l .  Nous  d~fsignons par  ~ et q0 les coordonn~es  
po la i res  du  po in t  va r iab le  x su r  P]*o' pa r  r et  0 eeux  du  po in t  xo et pa r  s 
la l o n g u e u r  de l ' a r c  de la courbe  Pi ,  ° m e s u r 4  de l ' o r i g i n e  j u s q u ' a u  po in t  x.  

L e m m e .  Supposons (i') qu 'un  point quelconque xo E ~ ( h * ,  h~, re)donnd, 
les chemins P. contenus duns ~)(h*,  h~_, re) soient ddterminds de mani~re que, 
pour les j tels que ~t ~ %*, on ait 

I23.1L) dsd e~&(x) ~ e~&(x) ~:,*+----1 " s in %*~ {k - -  1, ... , a~) 

sur FI~ ° 

(23.2) 

et que, pour les j tels que ai ~ G*, on air en outre 

d e_~hi(x) ~ e_~h~(x). ~ + i  " sin ~j~ 
ds ~- 

sur Pi~ o . 
Alors, les trois conditions (i), (ii) et (iii) sont toutes remplies. 

D ' a p r 6 s  (23A), oll voit  que,  lo r sque  le po in t  var iable  x t end  vers  l ' o r i g ine  

su r  ['ix0, la va l eu r  m a x  l Zh ll/~k tend  vers  0 en d4cr0 issan t  m o n o t o n e m e n t .  On 
k ~ l  

en  conc lu t  que  les fone t ions  x-~Gi(x, ,x,o, z°)e -Aj(x) ( j ~  1,. . . ,  n) sent  d4fi- 
h ies  sur  P. j~,, ce  qui  ~tabli t  (i). 
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En  t enan t  compte  des in~gal i t~s (19.7), on a l e s  in~gal i t6s  

I x-~Gi( x, x~o, a")I ~ (nAK + B ~ ) [ x  - t  I m a x  t Z~ IN/~ 
k ~ l  

( j - - -  1, .. . ,  h i .  

P a r  sui te ,  pou r  d~mon t r e r  la conve rgence  de l ' i n t 6g ra l e  (22.1}~ il suff i t  de 
d ~ m o n t r e r  (ii') que  l ' intdgrale 

$0 

• k ~ l  
0 

converge, s~) ddsignant la longueur de la courbe Yi. % . 
P o u r  que  la cond i t ion  (iii) soit  sat isfai te ,  il 

l' indgalitd 

(23.4) 

suff i t  (iii'} que  l 'on air 

(nAK -F BN) i ~-~ I m a x  [ Z ,  l~l~k e -~Ai(x) ds < 
k ~ l  - ' ~  

0 

K m a x  t za ° I NIck e - - N h : ( x ° )  • 
k ~ l  

P o u r  que  l ' o n  l 'ob t ienne ,  il suff i t  que  l 'on air 

(23.4'} (naK + B~}e -~ maxlZh tlv/g~ e -~a j (x )  < 
k = l  

sur  Pi~o pour  les j tels que ~i <~ %*" 
P o u r  les j tels  qu~ c~i<_~* , (23.1) e a t r a ine  (ii') et {iii'). E n  effet,  apr~s 

u n  ea leu l  ~l~mentai re ,  on a 

d t Z~ '~v/~k • - -  I Za iiv/~'k {~Aa(x}l - -  o ~Ak0~) m a x  I Za iN/~k (23.5) ds l~h d-s d-s ~=~ 

d e-~AJ(X) .__ e--~hj(x) d 123.6) c/s ds  ( -  ~h¢(0c)!. 

P u i s q u e  l' on a ~t <: ~l*, on  peu t  ehois i r  u n  h o m b r e  N assez g rand  de man i~re  
que  l ' o n  ait  

(23.7) 

(k ~- 1, ..., ~l ; ai < a.*t 
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Alors  .on a 

d ( m a x  I Zz IN/~ e -~a.i(x) ----- 
ds \ ~--~ 

- -  e ~ - 7 - / m a x i  ~ :  1~/~ + m a x  t Z~ I~v/~ {e--~Ai(x)) > 
as \ k=~ a=t 

:> m a x  Z~ 1NI~ • e -~Aj(x)  i N d ~A~(~) - -  ~A~(~) - -  o ,~A~(x) 

m a x  1 Z ~ = x  I N/t~ e--~Ai(x) " ,~,t,+------i " min~=t - - ~  . sin ~ * ~ ,  

d ' a p r ~ s  (23.1), (23.5) ct (23.7). P o u r  que  l ' in~ga l i t*  (23.4') soit  r empl ie ,  il 
suf f i t  done  que  l ' o n  ait  

K N  sin o,*~ ~'~ ]I~ ] 
(23.8) n A K  + BN ~ 3 p,,, mink=l -----~t, ' 

L ' i n~ga l i t~  que  l ' o n  ob t ien t  en  posan t  B ~ - - 0  d a n s  (23 .8 ) se r a  sa t i s fa i te  si 
l ' o n  p r e n d  N s u f f i s a m m e n t  grand .  On p e u t  a lors  sa t i s fa i re  "h (23.8) en p r e n a n t  
K s u f f i s a m m e n t  grand,  ce qui  m o n t r e  la v~rit6 de (23.4'). 

D~mont rons  la c o n v e r g e n c e  de l ' i n t~g ra l e  (23.3L On a ~ v i d e m m e n t  

N 

lo rsque  x s' a p p r o c h e  de l' o r ig ine  su ivan t  une  d i r ec t ion  (~ot tel le  que  5 i + 2~ 
¢¢ _< a i' - 2~. On a alors  

N 
~1 e_~hj (x)  ( ~1 ~A,(x)) 

I a~-i [ m a x [  Z~ t~v/~k --" 0 ~0~ max  e ~---~k ~ 0, 
k = l  k = l  

v ~tant  u n  ce r t a in  ent ier .  On a done  (ii'). 
Consid~rons  los j tels que  aj > ~,*. P u i s q u e  (i') en t r a tne  

m a x  (max ]Z~ IN/i~k) - - - -  max  [zz ° IN/~k 
k = l  k = l  

(23.4) est  u n e  eons( iquenee  i m m e d i a t e  de 

(23.9) n i K  + B~¢ < K I I~1 
----- 2 

Or, on pout  sa t i s fa i re  /~ l ' in~gal i t~  

s in (~i~ 

s u r  r i . ,  ° , 

(~ < to). 

nA  < I XJ t sin oi~ 
2 ~*j (~ < ro) 
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en prenan t  r o suf f i samment  petit. L ' in6gali t~ (23.9) est alors satisfaite si l ' on  
prend K suff i samment  grand. 

Lorsque  x s ' approche  de l 'o r ig ine  suivant  une  direct ion (¢p) telle que 
h i ~ 2~ < ¢~ < 5 / - -  2~, la fonction e -At(x) tend vers O. x.-~Gi(~, X~o , z ~) con- 
vergeant  aussi vers O, on a (ii'). 

24. Y6riflcation de l'hypoth~se du lemme fondamenta l .  

Les ehemins  Fi~ ° (] ~ 1, ..., n) seront d~finis eomme il suit. 
Si l ' on  a h j ~ 2 ~ a r g z o < ~ / - - 2 9 ,  le ehemin.  Fi~ ° est le segment  

jo ignan t  xo i~ l 'or igine.  
Si l 'on a hi' - -  2~ ~ arg wo ~ 0 / ,  le there in  Pjz ° est form~i de la courbe F t 

( 

(24.1) p - - r e x p  / c o t  Ai(~)d~,  

0 
et du  segment  P / ' :  

~ r exp / cot Ai(~)d~, ~ - -  h i' 2~. 
) 

0 

Si l' on a (9 i < arg x o ( 5 i ~ 2~, le ehemia  Uy~ ° est form6 de la eourbe F~ : 

(24.2) ~ - -  r exp f' cot Aj(¢~)d~, 
/ 

0 

ct du  segment  1~/': 

0 ~ r exp f cot Ai(cp)d¢~, 
0 

¢p ---- aj  + 2~. 

O 
~'ig. 2 

est suppos6 assez petit. 
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On a f iv idemment  

(24.3) ~h , (~e~)  = - -  - -  [~.h] C08(~h--~/~qo) .4_ O[ 1~ 

Sur  la par t ie  rec t i l igne  de Fi~,, on a h~ + 2~ ~ ~ < A/' - -  2~, d' oil I (°k - -  ~h~ ° [ 

< ~:/2 - -  2~z ,*  (1 < k < a,~ e t  i ~oi - -  zJ~ - -  r : t <  ~:/2 - -  2 ~  i (zj > z,*).  O n  a d o n e  
(23.1) pour  tous les j e t  en outre  (23.2) pour  zh > ~*,  pu isque  s ~ ,o. 

Su r  la par t ie  curv i l igne  de Fi~%, ~ est une  fonctfon de ~ donn6e par  
(24.1) ou (24.2). En  d i f f6ren t iau t  (24.3) par  % on obt ient  

(24.4) d b~Aa(~e,9)=i).at cos (Ai (~) - i - toa- -zk~)  + o ( 1  ) 
d--~ ,o% sin Aj(~) ~ ' 

oh ¢o k est l ' a r g u m e n t  du  coef f ic ien t  ).k. Or on a 

ds =iVe-o-t ~ Ai@ ) -4- 1.  ~.  d~ ou --  V cog 2 Aj@) + 1 • ~ • d~ 

d 
suivant  que 1' on a (24.1) ou (24.2~. La par t ie  p r inc ipa le  de ds  ~A~(cPe~9) est 

(24.5) I~  I ~%+-----i- cos (Aj(~) A- ~), - -  ~ )  pour  (24.1) 

(24.5') [~'~1 cos (A~@) -4- ~oa - -  z ~ t  pour  (24.2) %+~ 

Nous d is t inguons  deux  cas suivant  que l ' o n  ~ ~i < ~*  ou ~ > %*. 
Duns le p r emie r  cas, il suff i t  de eons id6rer  (23.1) sea lement .  Su r  la~ courbe  

(24.!), (23.1) est une  cons6quence  de 

(24.6) cos {A~(~} -b o)a - -  z~,'~) > sin 2~,*~ (k -= 1, ..., %t .  

Alors la condit ion,  ~ laquel le  doit sa t isfa i re  la fonction A¢@), peut  s '6c r i re  

(24.7) max  {%*{? - -  0+ -F 2~), 0) <_ A~@) < rain (~*@ - -  0_ - -  2~), 7:). 

D ' a u t r e  part ,  d ' ap rbs  la d6fini t ion de fonct ions  A¢(~), si ~ est suff isam- 
m e a t  petit, l ' iu~tgalit6 (24.7j es~ ( fv idemment  r empl ie  darts l ' i n t e rva l l e  [Ai ' - -  

2~, 0i' ) et /~ fort iori  duns 1' in terval le  [ 5 ] -  2~, A~_). 
Sur  la eourbe  (24.2}, (23.1) est une  cons6quenee  de 

(2-1.6') - -  cos (Ai@) "-I- to~ - -  ~,~) > sin 2~*~ (k ---- 1, ..., %).  

La condition, h laquel le  dolt sa t isfa i re  la fonct ion Ai@), pea t  s ' dc r i r e  

(24.7') max  (a~*(-¢ - -  0+ 4- 2~) -'F u, 0J < A~(~ < 

min  (~*(~ - -  0_ - -  2~) -t- % r:). 

Cette iu6galit6 est 6v idemment  rempl ie ,  si ~ est su f f i s ammen t  petit ,  dans  
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l ' in terval le  (0i, 4 i -{-2~] et h fortiori  duns l ' in te rva l le  (~_*, 4 i ~ 2~]. 
Nous passons i~ l'(~tude du cas oil ~i ~ a,*" Duns ce cas, on doit consi- 

d6rer en outre (23.2). 
Sur  la courbe (24.1), la condit ion (23.2) est une cons(iquence de 

(24.8) - -  cos ( A i t ? ) +  to i - -  ~ ) ~  sin 2~i~. 

Par  suite, la condition,  ~ laquelle  doit satisfaire la fonction Ai(?),  peut  s '6crire 

(24.9) max  ~a~(~0 - -  0 i_ + 2~), 0) __~ Ai(~) 

rain (~i(? - -  0i+ - -  2~), ~). 

D' autre  part,  d 'apr6s  la d4finition de Ai(?)  , F in6galit4 (24.9)est remplie  duns 
l ' in te rva l le  [A/ - -2~ ,  Oi' ) et ~ fortiori duns l ' in terval le  [A/ - -2~ ,  A~_), pourvu  
que ~ soit assez petit. 

Sur  la courbe t24.2), la condit ion (23.2) est une eons4quence de 

(24.8') cos (Ai(~) + to i - -  ~i?) ~_~ sin 2~i~. 

Pa r  suite, la condition, ~ laquel le  doit satisfaire la fonction Ai(~)  , peut  s' 6crire 

(24.9') max  (~i(? -- 0 i_ -]- 2~) + n, 0) ~ A~(?) 

min t~i(¢ ~ - -  0 i + - -  2~ + u, ~j .  

Cette in~galit~ est (ividemment remplie  darts l ' in te rva l le  (6)i, h i + 2 ~ ]  et 
fortiori  duns l ' in terval le  ( h * ,  4 i-{- 2~], si ~ est suf f i samment  petit. 

25. Lemmes.  Ava'~t de d~montrer  les proposit ions I I I"  et V, d6montrons  
deux lemmes.  

Hypoth~se.  Soient f~(x, z , , . . . ,  z,,) (k ----1,... , mj et ht(~  , y , , . . . ,  y,,) 
{j----1, ..., n) des fonctions holomorphes  de (~¢, z~,...,  z,,) et {w, Y4, ..., Y..} 
pour  x E ~ ,  (z~, ..., z~) E ~ , ,  et x E ~,  (y,, .... y,,) E ~,, respect ivement ,  oil ~ ,  
~),~ et ~,,  d6signent  des domaines ouverts s implement  connexes,  l 'o r ig ine  
~tant un  point  fronti~re de ~). 

Soit z a :  Za(~v, w0, za °) (k----1, ..., m) une solution du systbme diffdren- 
tiel 

(25.1) d~a _ d x  - -  f~(x~, z~, ... ,  z~,) (k = 1, . . . ,  m)  

telle que Z~(xo, xo,  z~ °) ----za ° ~ k - - 1 ,  . . . ,  m), x o et (z~, . . . ,  z ° )  6tant des points 
queleonques  appur tenant  i~ ~) et ~t ~)m respect ivement .  Posons 

o z o )  _ _ -  (25.2) Ha(x, x , ,  z")--~ H d x ,  x,o, z~ , . . . ,  

- - h i ( x  , Z , (x ,  xo,  z~), . . . ,  Z~(~¢, Xo, z°}) ( j - ~  1, . . . ,  n ) .  
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Les I ' / ,  ° sont des courbes jo ignan t  un  point  quelconque x o de ~ ~ l 'origine 0 
et telles que l' on all  x E ~ et (Z~ , . . . ,  Z, ,)  E q~,, lorsque x. est sur  Fi% . 

Supposons  que.  les intdgrales 

/ 

o z ° - -  ] Hflx, z°)dx ( j  - -  1, . . . ,  n) (25.3) O~i(xo, z °) ~ ~t(Xo, z~, ..., ,,) xo, 
J 

rico 
soient convergentes et que l' on nit  

wo 

f +/ (25.4 t +i(xo, z ° ) - -  Hi(x,  Xo, z°ldx Hi(x,  Xo, z")dx ( j - - 1 ,  ..., n}, 
F i x  x 

pour x assez provhe de xo, oi~ la deuxiOme intdgrale duns le second membre 
est prise le tong du segment joignant  x ~, x o . 

L e m m e  1. Si  l' on pose 

(25.5) ~j (x ,  xo, z °) ---+j(x, z , , . . . ,  z , , )  (j = I, . . . ,  n) ,  

on a 
d 

~'i(x, x, z°) Hi(x, x0, z,, .. . ,  ~ )  - -  _ _ _ .  0 

dm 
( j =  1, . . . ,  n ) .  

L e m m e  2. Si  les intdgrales (25.3) sont convergentes uni formdment  par 
rapport  & (z°i, . . . ,  z~) pour  chaque valeur de x.o , ies +i(x, z~ ,..., ~,,) ( j  = 1, .. . ,  n) 
sont des fonctions holomorphes de (x: ~ , ... , z,,) pour  x E ~), (z~ , ... , z,,) E ~m.  

Les  fone t ions  Zh(x, xo, z a ' ) . ( k - - 1 ,  . . . ,  m) sont  des  fonet ions  ho lomorphes  
de w pou r  x ~ w  o. Si 8' est un  nombre  posi t i f  su f f i s amment  petit ,  on a 
Z~tx, xo, zh °) --" Zh(x, x~, zh ~) (k = 1, . . . ,  m) et~puis,  d ' ap r~s  (25.2), 

Hi(x  , Xo, z °) - - H i ( x  , x l ,  z') ( j  = 1, ... ,  n) 

pour  I x~ - -  Xo I < 8', les zh' d~signant  les va leurs  Zh(a~ t, xo, zh°). On a par  sui te  

f 
~p~(x,, z ' ) =  l Hi(x '  xo, z ° ) d x - "  

, . I  

- -  : [" H i ( x  , xo , z°)dx~ + : / Hi(x,  Xo , z°)dx 
] ) 

Piwo a'o 

(j  = 1, . . . ,  n) 

en tenant  compte  de (25.3). P a r  consequent ,  les fonet ions  +i(xi ,  z l) ( j - - 1 ,  ..., n) 
coYneident avec les  fonet ions  Wj(xl ,  x 0, z °) (j  ~--- 1, ..., n), ear  on a les re la t ions  

(25.6) +j (x , ,  z') - -  +i(x, ,  Zi(x , , xo, z~), . . . ,  Z , , ( x , ,  ~o, z°)) ( j  --- 1, . . . ,  n ) .  
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On a done 

(25.7) / j ~¢~(x~, xo, z °) - -  Hi(w, xo, z~)dx -}- Hi(x ,  xo,  z°)dx 

f ix  o ~o 

(J = ~, . . . ,  ' 0 .  
Ces relations d~montrent le lemme 1. 

D' apr6s les relations (25.7), on volt que les fonetions llYi(w, xo,  z~ .... , z °) 
0 z°), si x appartient ( j - - 1 ,  ..., n) sont des fonetions holomorphes de (w, zt, ..., 

• ~ un voisinage de Xo. Les relations z~ ~--  Za(x~, X,o, zh °) (k--" 1, . . . ,  m) 6rant 
~quivalentes ~ za ° - "  Z~(xo, x , ,  za ~) ( k - - -1 ;  . . . ,  m), on a 

, zo) = % ( x , ,  x0 ,  z , ( x o ,  ~ , ,  z',), . . . ,  Z,,,(X.o, x , ,  zk) ) =__ ~ ( x , ,  Xo, z , ,  . . . ,  

= +~(~, ,  z , ( x , ,  ~0, ~), . . . ,  z , , , (x , ,  ~0,  z o ) ) =  ~b(x , ,  ~') (j = 1, . . . ,  n) .  

Or les fonetions Zh(xo, x , ,  z ,  ~) ( k - - 1 , . . . ,  m) et llCi(x~, ~o, z, . . . .  , z,,) 
t z~) et en (x I zt, . . ,  z,,) respe. j = 1, . . . ,  n) ~tant holomorphes en (~ ,  z~, ..., , , 

ctivement, les fonctions ~j(a~, z~, ..., z~)___ ~i(~ , z l) [ j - -  1, ..., n) sont aussi 
z~,). Puisque (x,, z~, ... z~) peut ~tre eonsid~r~ holomorphes en (x~, z~, . . . ,  

comme point arbitraire appartenant  It ~ X ~),,, le lemme 2 est ~tabli. 

26. Ddmonstration des propositions III", IV, Y et VI. 

Ddmonstrat ion de ia proposition IlI". l~ous montrons plus tard que 
1' hypoth~se d u n .  25 est remplie, e' est-'~-dire que l 'on  a les relations (25.4) 
eu prenant  pour Hj la foncti0n x - i G i e  -Aj(x) .  I1 suffit alors de montrer, d' apr~s 
le lemme 2, que les int~grales (20.5) sont convergentes uniform~ment par 

rapport  h z~,..., z°,  pour max]zh ° II/l~k ~. to. Or ee fair est la consequence 
k : I  

immediate des in~galit~s (23.4). 

Ddmonstrat ion de ia liroposition IV. Pour  d~montrer eerie proposition, 
il suffit de d6montrer  que, lorsque les fonetions ~i(x, z t ,  . . . ,  zal ) ( j . ~  1 , . . . ,  n} 
tendent vers 0, les fonctions ~.i(x, z l , . . . ,  za,) ( j - - 1 ,  ..., n) eorrespondant  aux 
~i(x, z~,..., z~) (j ~ 1,... ,  n) tendent aussi vers 0. 

Soit re le  segment joignant  un point " c ~ t o e  ~°o ~ l 'origine.  On a l e s  
in6galit~s 

to 

" ~ '  ] N/l~k e -  ~A~(x) l~J(~, z ° ) l ~ [  ( n A K - ~  BN) [ x -~  I m a x  ] Zh dt ] . 
k ~ l  

0 

o z ° de mani~re que les seconds Or on peut d~terminer t o ind~pendant de zi, ..., ~1 
membres de ces in~galit~s prennent  des valeurs inf~rieures '~ un nombre 
positif quelconque donn~ d 'avanee.  Ce fair 6tablit la proposition IV. 
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D~monst ra t ion  de la proposi t ion  V. 5Tous appl iquons  au syst6me (19.6) 
le  l emme [ en p renan t  pour  les 6q~ations (25.1), les solutions Zk(k -~ 1 .... , m) 
de (25.1), les fonetions H i ( j - - 1 ,  . , ,  n ) e t  les int6grales (25.3)respeef ivement  
les 6quations (E) qui s ' o b t i e n n e n t  en y posant  za~+~- - - z ~ - - 0 ,  les solu- 
t ions Zh (k---1, ..., %)des  6quations ainsi trouv6es, les fonetionsx-~G~e--Af(x) 
( j -  1, ..., n) et les int~grales (20.5). Les relat ions (25.4) dev iennent  alors 

f t (26.1) x-~Gj(m, x~, z °) e -A~(x) d~ - -  x - '  Gi(~x, xo, z °) e - & ( x )  dm + 

Pixo Pix'o 
gO 

i 

I m-~G~(*' x°'  z°)e--aJ(~) dm (j - -  1, ..., n).  + 
/ 

xto 

Si 1' on suppose ees relat ions d6montr6es,  on voit que la proposi t ion V e s t  
une  eons~quenee immedia te  du l(imme 1. 

Soient ~o et ~o' les points  d ' in te rsee t ion  d' un cercle !x  I - - 7 ,  de rayon 

Fig .  3 

(26.2) 

Or les 
en module  les express ions  

(nAK q- BN)~-: max i Zk t~¢/~e--~&i(x) 
k==l 

assez petit, avec les chemins  Fix ° et Fix, ° respect ivement  (voir Fig. 3). Pour  
' 1 '  " que l ' on  air (26.1), il su fh t  que on air 

I fx-'G,(x, Xo, --0,7--0 ( j  = 1, . . . , n ) .  

fonctions w-~Gi(x , xo, z°)e--AJ (x) (j----1, ..., n) ne surpassent  pas 

(j--~ 1, ..., n) 
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sur  ~o~0'. On a done 

(26.3) ] f Xo, z°)e--AJ(X) d ~  

(nAK .-[- B~)  max I Za [~l~ e--~A~(x) I arg ~o - -  arg ~o' [ 
~=~ (j : ! , . . . ,  n).  

0 ' 7  Si l ' on  remarque  que les segments  O~ et ~0 sent contenus  dans le seeteur :  

a~ -[- 2~ ~ ~ ~ hi' - -  2~ ot'~ la fonction max fZa ]Ne~e--$thi(x) tend vers 0 pour  
k~-i 

--* O, on voit que le second membre  de l 'in~galit(! (26.3) tend vers 0 pour  
~ 0, ee qui  ~tablit (26.2). La  proposi t ion V e s t  donc d~fmontr~e. 

l )dmonst ra t ion  de la propos i t ion  YI. Les d~riv~fes partiel les des seconds 
membres  de (19.6) par  rapport  ~t u t , . . . ,  u,~ ne surpassent  pas en module  une 
certaine constante  A sur le segment  : I x] ~ o  ~, argx----- ~o, si ~o' est assez 
petit. La  solution telle que u i - -  o( I ~ ]A) sur le segment  : arg ~ --- 0o, [ x I ~ ~o' 
est done unique.  La condit ion (21.2) ent ra tne  u i -~ o ( I x  I ~) quelque grand que 
soit A. La proposi t ion VI est done (itablie. 

27. En r~sumant  le r~sultat  obtenu pour  le syst~me (11.1), on peut  
~noneer le 

Thdor~me 2. Sous  les hypotheses (H~) et (H~), il existe u n e s o l u t i o n  de la 
forme Yi ~ gPi( x, Z , ,  ..., Za~) (j --= 1, ... ,  n) oa les ¢ i (x ,  z~, ... ,  za~) ( j  ----- 1, .. . ,  n)  
sen t  des fonct ions ddveloppables en sdries 

(F~) ~jCx, z~, ..., ~ )  - -  ~jzj -{- Y/' Pi~ix) z~, "'" zP~5, ( j  = I, . . . ,  n) 

oonvergentes pour  les valeurs  de ~, zi , ..., z~ telles que (20.1) : w E ~)(5", 5~_, r,), 
51 

max ]zh [1/l~k ~ t0, ~j ddsignant  1 ou 0 su ivan t  que 1 ~ j  ~ % ou a I -b 1 ~ j  ~_~ n ; 
k = l  

les ooefficients Pig(x)  sen t  des fonotions holomorphes et ddveloppables asymptot i .  
quement  en sdries (17.2) duns  le domaine  @(h*, ~_,  re). 

S i  l ' on  suppose ~, ~ ~ . . . . .  ~ ~ ak (k = ~ q -1 ,  ... ,  n), on retrouve le 
dernier  rdsul tat  que J. M a l m q u i s t  a obtenu en 1941. 

i)lus pr~cis~ment, notre domaine de convergence est plus ~itendu en g~n~ral 
que celui de J. MAL~QUIST. Si notre domaine cont ient  pour  ehaque l 'ar ran-  

51 

gement  ( j ;  ~) une direct ion (0j~) telle que la fonction exp(h1(x)--)3paAa(x)) 
k-~--I 

t e n d e v e r s  F infini pour  arg x -~ 0j~, x ~ 0, il coYncide avec le domaine  de 
J. MAL~QuIS~, et  r~ciproquement .  Mais il n~en est pas toujours  ainsi. I1 
pourra  arr iver  q u ' i l  existe un certain a r rangement  ( j ;  ~) tel que notre 
domaine  ~)(a*, h~_, r0) ne cont ienae nucune direct ion (01~), pour  laquelle 
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exp  (Ai(w) - -  E paAa(a~)) tend vers  1' inf in i  p o u r  x --* 0. Duns  ce cos, le d o ma i n e  
k=l  

de c o n v e r g e n c e  de ft. ~AL~IQUIST  est c o n t e n u  dans  le nStre, mMs la r~c ip roque  
n ' e s t  pas vra ie .  

(~ su ivre)  
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