
Di la taz ion i  e variet  canoniche  sul le  variet  a lgebriche.  

Memoria di BENIAMINO SEGRE (a Roma). 

Sunto. - E date dagli ultimi due capove,rsi del n. 1. 

1. In  una  recente  Memoria  (~) he  in t rodot to  - -  per  ogni  sottovarieti~ P 
(di d imens ione  p) di una  var ie tk  a lgebr ica  V (di d imens ione  v) - -  u n a  
successione covariante  d ' immers ione  I P v l ,  f o r ma t a  da  varieti~ Pv,~ (di dimen-  
s ione p - i ,  eve i ~ 0, 1, ...) o p p o r t u n a m e n t e  def in i t e  (~). Pogg iando  su ques ta  
f o n d a m e n t a l e  nozione, he ivi potuto r isolvere  un  gran  n u m e r o  di ques t ioni  
di geomet r ia  sulle var ie t~ algebriehe,  e g iungere  f ra  l ' a l t r o  a de f in i t e  le 
variet~ canoniche V~* (di d imens ione  v - - i )  di V, con l ' i d en t i f i c a r e  V al la  
var ie th  d iagona le  del prodotto dire t to  Y----- V X  V e qu ind i  a s sumere  [3): 

(1) V~* = (--  1)iVr, i .  

In  par t ieolare ,  quando  i uguagl i  la d imens ione  v di V, da l la  (1) si t rae  per  
un  gruppo canonico V*  la sempl ie i s s ima  fo rmula  t ' ) :  

(2) v* = ( -  

avente  un  ehiaro  s ignif icato  topologico. 
In  base al la  (1) si perv iene  a dare  una  d e f i n i z i o n e  t o p o l o g i e a  

anche  per  le a l t re  variet/~ eanoniehe  V~*, non appen  a si s iano in t rodot te  
topologieamente  le diverse  variet~ eovar ian t i  d ' i m m e r s i o n e :  al ehe r iuse i i  
p rec i samente  nel  n. 16' di N. M., u s u f r u e n d o  del la  nozione di dilalazione,  
che gii~ avevo approfond i ta  in un  p reeeden te  i avoro  (5). Poieh~ per/) quel  
n. 16' (aggiunto a l l ' u l t i m o  sul le  bozze) dovet te  essere p iut tos to  s t r ingato  e 
r imase  del  tu t to  inoperan te  in N. M., non  sar~ inoppor tune  ehe io qui  
r i p r enda  ab eve la ques t ione  ivi t ra t ta ta ,  p rec i sandone  meglio sia il r i su l ta to  
che la d imostrazione,  per  fa rne  poi anche  t a lune  appl ieazioni .  

(t) Cfr. B. SEGRE, Nuovi metodi e risultati nella geometria sulle variet~ algebriche, 
questi , Annali ~, (4) 35 (1953), 1-128. In seguito citeremo tale lavoro con la sigla ~T. M. e, 
salvo espticito avviso in contrario~ c,onserveremo le notazioni e la terminologia in esso usate. 

(e) Ved. ~.  ]~I., n. 13. 
(3) Vecl ~.  :M[., nn. 66, 87. Si rammenti the la suceessione delle 17]-,i i~ 1' i n v e r s a  di 

quella formata dalle VT,4: err. ~.  M, n. 6. 
(4) Si passa subito dalla (1) alla (2) tenendo eonto del n. 23 di ~. ]VL 
(~) Cfr. B. SE6RE, Sullo scioglimento delle singolarit4 delte varlet4 algebriche, questi 

Annali ~>, (4) 33 (1952), 5-48. 
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Consideriamo all 'uopo (modificando leggermente le notazioni di quel n. 16') 
due varietk algebriehe P '  e IT' di dimensioni p e v (p < v -  1), le quali  
siano entrambe effettive, irridueibili  e non singolari, e tali ehe P '  giaceia 
in V'. Resta allora defini ta  - -  a meno d i  una trasformazione birazionale 
regotare - -  una variet~ Mgebrica V, ottenibile da V' mediante una  d i l a t a -  
z i o n e T d i b a s e P' ,  la quale dunque (( dilaterk ~> P '  in un' ipersuperfieie 
(eooezionale) P di V, luogo di c ~  varietk Q - -  t rasformate dei singoli punti  
Q' di P '  - -  ciaseuna delle Q potendo supporsi ridotta ad uno s p a z i o  
1 i n e a r e, di dimensione 

(3} q ~ v - - p - - 1  (~). 

La  trasformazione T - i  inversa della T, e eio~ la trasformazione birazionale 
di V i n  V' ehe (( eontrae >) P i n  P ' ,  non ammette  n e s s u n  p u n t o  f o n d a -  
m e n t a l e  su V; essa muta  ogni sottovariet~ M (effettiva o virtuale) di V 
in una ben determinata  sottovariet/~ di V' (avente in generale dimensione 
uguale a quella di M, ma ehe pub r isul tare di dimensione inferiore se M 
giaee in P}: e denoteremo precisamente con M' la varietk di V' t rasformata 
di M mediante T -~. 

Le suddette considerazioni si trasportano subito, con ovvie varianti ,  al 
case ( p - - - v -  1) in cut P '  sia un'  ipersuperfieie di V', tenendo presente ehe 
T r isul ta  allora una trasformazione birazionale s e n z a e e e e z i o n i fra V' e IT. 

Con le preeedenti notazioni, ed a parziale modifiea de l l 'u l t ima  formula 
contenuta  ne] n. 16' di N. 1~I., mostreremo anzitutto (nn. 2-5) che, per  

i ~ O, 1, ..., p ,  p ~ v - -  1, sussiste l' equivalenza 

(4) ! • I • t 

Pv,, ~ = (-- 1)'-P+'-I(P[~-PT'I~v. 

Questa porge manifestamente - -  nel case pih generale - -  il richiesto 
s i g n i f i c a t o  t o p o l o g i e o  per  le variei~ covarianti  d ' immers ione  di P ,  

in V';  e da essa diseende agevolmente (n. 6} una defini~ione puramen te  tope. 

logi~a delle variet~ canoniche. 
Come applicazione, daremo pot (nn. 6-12) risposta in cast abbastanza 

estesi al l ' importante e non facile questione di de termina te  le var ie t~  canoniche 
di  V, note ehe s iano le var ie t4  canoniche di  P '  e di  V'. I r isultat i  a cut cosi 
giungeremo ineludono certe proposizioni ottenute - -  con procedimento delicate 
e laborioso - -  da J. A. TODD [nei lavori eitati in (,2) ed in (16)], nel l ' ipotesi  
ehe P '  si r iduea ad un punto (p ~ 0) oppure sia una  eurva (p--~ 1}. Un pifi 
complete approfondimento delia suddetta questione, potrk formate  oggetto di 

ulteriori  rieerche. 

(~) Ved. loc. cir. in (5), § 1. 



B. SEGRE : Dilatazioni e variet~ canoniche sulle variet?~ algebriche 14t 

2. Qualora P '  sia u n ' i p e r s u p e r f i c i e  di V', e c i o ~ s i a b b i a p : v - - I ,  
la corrispondenza fra V e V' r isut ta  - -  come gik si ~ detto - -  birazionale 
s e n z a  e c c e z i o n i ,  siech~ ~ lecito identif icare P con P'  e V con V'. In  
tal case la (4) pub venire scrit ta semplicemente nella forma 

Pv,~ -'- (-- 1)~(P[~+~I)v; 

e questa relazione notoriamente sussiste nelle ipotesi ammesse (7). 
' Baster'~ quindi stabilire la (4) quando - -  come noi faremo - -  si supponga 

p < v - -  1. Va rilevato che, in vir~h di quest 'u l t ima condizione, r isul ta  v ~ 2; 
inoltre, tenuto conto della 13), gli spazi Q hanno dimensione q > 0. In  seguito 
avremo oceasione di doverci r iferire agli spazi subordinati  d i u n o  spazio Q: 
denoteremo precisamente con Q~ uno spazio subordinate di Q di dimensione 

q - - i - - - - v - - p - - i - - 1  ( i ~ 0 ,  1, 2,...), 

scrivendo dunque anche talvolta Q0 in luogo di Q ed assumendo Q , - - 0  
per s ~> q. 

Facciamo intanto alcune osservazioni sulla varietk P di cui al n. 1. 
]~ questa una  v a r i e t ~  f i b r a t a ,  le cui fibre - -  e cio~ gli c ~  spazi 
l ineari  Q - -  ammettono delte v a r i e t i ~  u n i s e e a n t i  (p-dimensional i) :  si 
ottiene per esempio una variet~ siffat ta come intersezione di P con uno 
spazio di dimensione complementare  a q scelto genericamente  entre un qua- 
lunque spazio l ineare the  contenga P. Ne discende, con nora argomentazione, 
che P risulta birazionalmcnte equivalente al prodotto diretto t )' >4 Q, P essendo 
riferibile a tale prodotto mediante una trasformazione birazionale che muta  
le fibre di P nelle varieth Q ' X  Q di quest '  ultimo (eve Q' denoti un punto 
di P ' ) ;  ma va avvertito che il suddetto r iferimento birazionale pub dover 
essere necessariamente d o t a t  o d i  ec  c e zi o n i ,  onde quelle due varieti~ 
sono fra  lore birazionalmente equivalenti  in sense late ma non in sense stretto, 
in quanto esse possono avere ordini ir~variantivi relativi diversi (s). Cib si 
prova con il seguente semplicissimo esempio. 

Siano V' una quadrica non singolare di S 4 e P '  una sua generatrice 
rettil inea, sicch~ v --= 3, p ---- 1 e Q ~ una retta. Ne consegue the,  at tualmente,  
P ' X  Q i~ una superfieie quadrica ed ha quindi l 'o rd ine  invariantivo relative 
uguale a d u e .  Inveee l 'ordine invariantivo relative di P vale u n o ;  infatt i  
i punti  di P corrispondono biunivocamente s e n z a  e c c e z i o n i  agli ele. 
menti piani (o culotte a due dimensioni del 1 ° ordine) contenenti  P '  e tan- 
genti a V' in punti Q' di P', ossia ai piani di S 4 passanti  per P', in quanto 

(7) Cfr. N. M., n. 14:, formula (1). 
(s) Per la nozione ehe qui interviene di ordine invariantivo relative, cfr. ~. SEVER b 

Conferenze di geometria algebrica (Roma, 19"27-B0)~ 13. 64, od anehe F. SEVERI, Serie, sistemi 
d'equivalenza, ecc., vol. I (Roma, Cremonese, 19~:2), n. 13. 
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ogni piano siffatto tec ta  V' in uno ed un sol punto Q' (giacente neeessaria- 
mente  su P'). 

Notiamo da ultimo the  due diversi spazi Q generatori  di P sono sghembi 
fra  loro, onde uno spazio subordinato de l l 'uno  ed uno spazio subordinato 
del l 'a l t ro  sono eer tamente  privi di punti  a comune. Ne consegue c he 

(5) (Q, Qi)v = 0 (i, j -~ O, l, ..., q). 

3. Allo scopo di stabilire la (4) (nell ' ipotesi p ~ v - - 1 ) ,  introduciamo 
un' opportuna notazione. Se M' denota una qualunque variet~ algebrica 
(effettiva o virtuale) di dimensione m, tale the  eiascuna sua componente 
a p p a r t e n g a  a V' m a  n o n  a P' ,  indicheremo con T(M') la t rasformata 
di M' mediante  la corrispondenza birazionale T fra W e V; tale t rasformata 
verrh invece designata con M '~, nel l ' ipotesi  che M' ap  p a r  t e n g a  a P' .  ]~ 
chiaro ehe, mentre  T(M') ~ r i fer i ta  ad M' in una vorrispondenza birazionale ed 
ha pereib aneora dimensione m, la variet~t M" risulta il luogo degli ~ " '  spazi Q 
vhe vorrispondono ai vari punt i  Q' di M'  ed ha quindi dimensione m -~- q ; l' in- 
versa T - '  della T c o n t r a e  manifes tamente  M '~ nella varieti~ originalmente 
considerata  (conservando le molteplieit~t delle singole eompofienti), ta lch6:  

M '~' --~-- M', 

dove, in eonformit~t con la convenzione indicata  nel terzo capoverso del n. 1, 
nel primo membro l 'u l t imo apice denota la trasformazione di oib ehe ivi 
precede mediante  T -~. In  part icolare r isul ta  

p ' , =  p, 

ed inoltre 
0 '~ ---- 0, 

ore  0' sia lo zero di V' (e di P') e 0 sia lo zero di V ( e  di P). 
Consideriamo ora un ' ipersuperf ic ie  (effettiva) A' di V' the  non passi 

per P ' ,  e ehe seghi P '  secondo una varieth ( P ' A ' )  priva di eomponenti  
mult iple (la quale avr~t cosi dimensione regolare p - -  1). La t rasformata di A' 
nel r i ferimento birazio~ale fra V' e V i~ un ' ipersuperf ie ie  T ( A ' ) =  A di V, 
che sega P semplicemente lungo la variet~t (P 'A ' ) ' ,  di dimensione regolare 
l p - - 1 ) + q - - v - - 2 .  Si h a  quindi 

= (PA)v; 

e si eonstata subito che questa relazione vale comunque si scelga in V 
l ' ipersuperficie  A, eventualmente  anehe virtuale. Pifi in generale si vede che, 
per  ogni A' ed ogni numero  natura le  k, r i su l ta :  

(6) (P'A'[~])~, - -  (PA[kJ)v; 

il seeondo membro della (6) vale quindi z e r o  se k ~>p, eib essendo allora 
manifesto pel primo membro. 
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Torniamo a supporre che A' soddisfi alle eondizioni enuncia te  al prin- 
cipio del capoverso preeedente,  ed ammett iamo inoltre - -  eom'i~ lecito senza 
restrizione su V' e P '  - -  ehe A' possa variare  con eontinuit~ entro ad un 
s is tema (lineare ed anehe soltanto) razionale, fino a r idursi  ad un ' ipersuper-  
fieie irr iducibile B', passante semplieemente per  P ' .  Detta B l ' ipersuperf ic ie  
i r r idueibi le  di V avente come punto generieo il t rasformato mediante  T del 
punto generieo di B', ~ chiaro che - -  corrispondeni:emente alla suddetta  
variazione di A' su V' - -  A deserive su V un sistema (lineare o) razionale, 
spezzandosi al l imite nella somma delle ipersuperficie  B e P contate ciaseuna 
sempl icemente ;  su V vale quindi l ' equivalenza  

(7) A - -  B + P. 

Dalla {7) si r icava (per s - - 1 ,  2, ...): 

(8) , -  ( p ( B -  ( _  

Poiehi~, a norma della (6), c iascuna delle varietk (PA[~I)v ~ luogo di spazi Q, 
eosi - -  se s -  k ~ q - -  l~ (PBI~-~:]Alk])v appare luogo di variet~ (Q~_~, giusta 
quanto si dir~ al prineipio del n. 4) di dimensione p o s i t i v a  giacenti  in 
tali spazi, e subisce quindi una e o n t r a z i o n e  quando si passi mediante  T -~ 
da V a V'. Risulter~ dal primo capoverso dal n. 4, ehe, se s ~ v - - p - - 1 ,  
non v '~ invece eontrazione per gli altri termini  ehe f igurano in (8) (fra cui 
quelli che si hanno per k ~ s - - q  risultano manifes tamente  nulli). Per tan to  
- -  tenuto anehe conto della (3) - -  la (8) nell ' ipotesi ehe si faeeia s ----- v - - p  -- 1 
fornisee eosi su V' l ' equivalenza:  

(9) (-- 1)"-P-'(P['~-J'1)~ - :  (PBt'-P-'])~; 

mentre nell'ipotesi ehe si assuma s > v - - p - - I  dalla (8) si trae la: 

(10) (-- 1)'(P['+'])v --(PB['])'v -~-(-- 1)*+P-~+' ( s ) • \v - -  p - -  1/(PB[~-~-llA['+P-'+al}'v" 

4. L ' ipersuperf ie ie  B' di eui al n. 3 passa semplicemente  per  il generieo 
punto Q' di P ' ;  vi sono quindi c ~ - I  elementi  (p-+-1)-dimensional i  tangenti  
in Q' s imul taneamente  a P '  ed a B', e q u e s t i -  sullo spazio Q imagine 
di Q' - -  si rappresentano col punt i  di uno spazio subordinato Q1 (di dimen- 
sione q -  1). Ne consegue ehe B sega il generieo spazio Q generatore  di P 
semplieemente lungo un tale Q~, epper tan to :  

( Q B ) v =  Q1. 

Pifi generalmente,  se B I, B ~, ..., B s denotano s ipersuperf ieie  di Y analoghe 
a B (ma non neeessar iamente  equivalenti  fra loro), si ha 

(11) (QBXB 2 ... B"lv  = 08 ; 
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sicch~ fra l 'a l t ro  r isul ta  

(11'~ ( QBt'-P-ll)v -~ Q,-p-1. 

In  virth della. (8), e tenuto eonto delle (5), [6), (11), si vede che 

(12) {-- 1)*(QPN)v = {QBN)v = Q, ; 

e l 'ultimo membro di questa relazione ha dimensione p o s i t i v a  se 0 ~ s ~ q. 
Avuto r ignardo alla (6), ne discende ehe ogni varieta del tipo (Pt~+~]A[k])v, 
ove 0 ~ s < q, k > O, subisce uua  contrazione quando si pass i  mediante  T -~ 
d a V a V ' .  

Notiamo ora che, se s > v - - p -  1, dalle [6), {11') discende ehe ~: 

(pBt~-p-qA[8+p-~+q)v - -  (p,A,[~+p-~+J])v,. 

Cosl la t l0) r idueesi  alla 

(18) ( -  ) v - - p -  1 (P'A'ts+~'-~+q)v ' 

valida nell ' ipotesi  ammessa the  sia s ~  v - - p - - 1 .  
Inoltre  l a  (11') mostra e h e l a  varieth (PB[~-P-ll~v ineontra  in u n  s o l  

p u n  to  il generieo, spazio Q generatore di P. Risulta pereib 
? 

(PB[~-P-ll)v = P '  = Pv,,  o, 

e la (9} diventa 
! t 

Pv,,o - - ( - -  1)'-P-a(P['-P])v. 

Abbiamo cost provata la (4) per  i = O. 

[14) 

Posto per abbreviare 

(151 

5. Poichb la (4) ~ ovvia (e banale) per i >  p,  baster~ ora stabilirla nei 
casi r imanenti ,  in eui eio~ si abbiu l ~ _ ~ i ~ p .  All 'uopo potremo procedere 
per induzione rispetto ad i, ed ammettere  quindi la validitk della 

P'v,,i - -  (-- 1)~-P+t-J(PI~-P+tl)'v per  j = 0, 1, ..., i - -  1. 

s ' - - v - - p + i - -  1, 

taleh~ risulta v - - p  ~ s  ~ v -  1, eonsideriamo in V' s ipersuperficie 

116) B v, B 2', -..,  B 8' 

passanti semplicemente in modo generico per P',  e ehe su V' r ispet t ivamente 
equivalgano alle ipersuperfieie 

(17) A v, A 2', . . . ,  A ~' 
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non passanti  per  P ' .  Le (16) si segano lungo P '  ed u l ter iormente  lungo una  
varietk N '  (di dimensione regolare v -  s) la quale si appoggia a P '  lungo 
una  varietk R', di dimensione 

v ~ s - - 1  - - p - - i ,  

luogo dei punti  Q' di P '  in cui le (16) sono toecate da hno stesso elemento 
( p +  1)-dimensionale ivi tangente a t ) ' ;  e la R' viene forni ta  dall' equi. 
valenza (9): 

i---1 
t r 

(18) R' = Pv,,~ + ~' Pv,,jV~_~(A~, 
i=0 

dove ~S(A') denota la somma dei prodotti (su V') delle ipersuperfieie (17) 
eombinate a k a k senza ripetizioni. 

Con notazioni che si deducono in mode ovvio da quelle del n 3, e tenuto 
eonto della (7), si ha  intanto 

(19) B ~--~ ~ (P  - -  A ~) (k -- 1, 2, ..., s). 

Inoltre  i suddetti  e lementi  (p + 1)-dimensionali  hanno per  imagini su V i 
punti  di P eomuni alle B I, B 2,..., B~; si ha pertanto 

! 

R' = (PB1B 2 ... B ' )v ,  

sieehb, avuto r iguardo alla {19), r isul ta:  

(20) 
8 

R' ~--- ( - -  l)*(P['+l])v-I - Z (--  I)'-k(P[s-~-I]V~(,4))~. 
k----1 

In  vir th di una  proprietor dianzi stabilita nel n. 4 (ed ivi enuneiata  in corsivo), 
i singoli termini  ehe qui provengono da valori di  k per  cui risulti s - - k <  q 
non arrecano alcun contributo. Basra quindi dare a k soltanto i valori 

1, 2 .... , s - - q ;  

e si noti ehe ~ s -  q----i, in forza delle 13), (15). 
Pongasi  infine nella (20) k - -  i - - j ,  taleh~ all' indiee j {----- i --  k - -  s - -  q - -  k) 

dovranno venir  at tr ibuit i  i valori 

i - - l ,  i - - 2 , . . . ,  O. 

Avuto r iguardo alla (15). otteniamo cost l ' equivalenza  

i---I 

i----o 

(9) C f r .  1~. IK., n .  16, f o r m u l a  (1). 

A u u B  di MttttHmat&m 19 
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la quale, in virtfi delle (]4), pub anche seriversi sotto la forma:  

i--1 
R' = ( - -  t'v,,jY ' L.,(A'). 

i=0 

Basta quindi raff rontare  ques t 'u l t ima  con la (18), per  dedurne  precisamente  
la formula (4) che si doveva dimostrare.  

6. In  virtfi di quanto r iehiamato nel n. 1, le variet~ canoniche ]7* di 
una  qualunque varieth V si esprimono con la (1), dove nel seeondo membro Y 
denota il prodotto V X V e la V va identif icata con la variet~ diagonale 
di Y. Possiamo era esprimere in mode pifi esplieito quel secondo membro, 
usufruendo della {4). A tale scope basra applicare alla varieti~ Y (ehe ha 
dimensione 2v) una di]atazione di base la relativa variet~t d iagonale  V; se 
con cib Y e V si mutano r ispet t ivamente in Y ed in V, la (4) fornisee 

VT, i : (--  1)~÷'-'(V[~+~i)T, 

eve l ' apice  nel secondo membro designa F applicazione della trasformazione 
inversa da Y a Y. Sostituendo nella (1), e r icordando (/q. M., n. 6) c.he Fin- 
versa d e l l ' ~ t e r n a n t e  di una  successione uguaglia l ' a l te rnante  del l ' inversa  di 
questa, otteniamo 1' equivalenza 

(21) v,* = ( -  

la quale porge una definizione puramenle  topologica delle variet~ canoniche. 
Possiamo fare una pr ima applicazione della (21), r iferendoei al ease in 

eui la variet~ V provenga da un ' a l t r a  variet~t V' mediunte una d i l a t a -  
z i o n e  T di base P ' .  Conservando per T l e  notazioni dei nn. 1, 2, possiamo 
dire che si passa da V a ]7' con un 'operaz ione  T - i  di e o n t r a z i o n e ,  che 
eonsiste nel r idurre  ad an  sol punto Q' eiaseuno degli spazi Q generatori  
di /9. Tale operazione si riflette in analoghe operazioni di eontrazione sulle 
varietfi V, Y ;  mediante queste, il secondo membro della {21) si r iduce alla 
analoga espressione relat iva alle variet~ eontratte,  a meno di un ' even tua le  
sottovariet~ di P '  (proveniente da una  sottovarieti~ di P ) ;  siceh~ - -  in ut t ima 
a n a l i s i -  V~* si t rasforma nella somma di V~* e di un ' even tna le  sotto- 
variet~ di P ' .  

Sussiste pertanto un 'equiva lenza  del tipo 

(22) = T( V" *) + h,, 

dove --  a norma di quanto eonvenuto nel n. 3 - -  T{V~*) denota la trasfor- 
mata  di V~* nella eorrispondenza T fra V' e V, mentre  A~ sta per indicare 
una variet~ (virtuale, eventualmente  nulla), di dimensione v - -  i, giacente in  P. 
I1 problema enuncia te  alla fine de1 n. 1 ~ eosi ricondotlo a quello della 
determinazione di tali varietfi A~ {per i - - 1 ,  2,. . . ,  v). 
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7. La  questione testb indicata pub venire risolta assai fae ihnente  n e l  

c a s o  i n  v u i  s i a  p - - O ,  e ciob quando P '  si r iduca  ad un punto e quindi P 
sia uno spazio Q - "  [ v -  1], di dimensione v -  1. In  tale ipotesi, una  base per  
l ' equivalenza  algebrica o razionale fra variet~ di P di dimensione v -  i 
data  da uno spazio subordinato Q~-l-~- I v -  i] di Q ; siechb nella (22) dev'essere 

(23) A~ - -  a~[v - -  i], 

dove a~ /~ un intero da determinarsi .  
Rieordiamo ora ehe 6 (~0) 

P,* = [ v -  1]~* = ( - - 1 ) ' ( V l [ v - - i  - 1], 
\~ /  

ed inoltre (~) 

onde r isul ta  : 

(24) 

i 
/)~* = p .  ~ puJ V~*_j, 

j=O 

(:) , ,  ( - -  1) ~ [v - -  i - -  1] ---- p[~+l] + ~ p[ j+ l ]  F~*~. 
j=0 

Per  i > 0  si ha  d 'a l t ro  canto P .  T(V~'*)---0, in quanto la gener ica  V~* non 
passa per  P ' .  Pertanto,  avuto r iguardo alle (22), (23), e tenuto anehe conto 
della {12), quando j < i si ottiene : 

p[j+l] V~*_j----- PIJ+llAi_j - -  a~_i([v + j - -  i]P[J+ll)r------ 

- -  (--  1)~+lai-~([v + j - -  i]Qj+t)Q --" ( - -  1 ) t+la l - j [v  - -  i - -  1], 

ed inoltre 

( e t + , J ) v  = ( -  t)~Q~ = ( -  i)~[v - i - -  q ,  

onde la (24) fornisoe:  

(;) '-' (25) (--  1)' = (--  11 ~ + 2] (--  1)J+ta~._i. 
j=o 

Ponendo nella (25) i = 1, si ottiene subito 

(26) al - -  v - -  1. 

Assunto inveee i > 1, basta sommare a membro a membro la (25) e la rela- 
zione ehe da essa si deduce serivendo i - - 1  in luogo di i, per dedurre  
1' uguaglianza 

o, _ +1,, ,((;)_ (, : ,)) 

(lo) Cfr. N. M., n. 86, fo rmula  (1). 
(ti) Ofr. 1~. M., n. 70~ fo rmula  (1). 
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e questa sussiste anche per i = 1, in virtfi della (26). Per tanto  at tualmente,  
tenuto conto della (2.3), la (22) si preeisa nel modo riehiesto con la formula 

v a l i d a  p e r  p = 0 ed i = 1, 2, . . . ,  v ('~). 

8. Un altro easo in cui si r isponde agevolmente alla questione posta 
alla fine del n. 6 ~ quello in cui. P '  essendo qualsivoglia, s i  supponga  i - -  1. 

Si osservi invero ehe, A1 essendo una variet/~ (virtuale) di dimensione v -  1 
giacente nella P, la quale i~ irr iducibile ed ha pure dimensione v -  1, deve 
essere A1 ~ ¢¢P eppertanto 
(28) V~* = T(V~*} + ~P, 

dove a---a(v,  p) denota un in~ero da determinarsi  eonvenientemente.  Prove- 
remo che /~ 
(29) a ~ v - - p  - -  1, 

ossia che - -  per  i - "  1 - -  la (22)pub ven i r  prec i sa ta  con la 

(30) V~ - -  T(V;*)  + (v - -  p - -  1)P. 

Osserviamo intanto the,  se p ~ 0 ,  la (30} non differisee dalla formula  
fornita dalla (27) per i ~  1. Un altro caso in cui la validitk della (30~ 
ovvia, b quello in cui si abbia p - - v - - l ,  e cio~ P '  sia un~ipersuperfieie 
di V'; in tale ipotesi, infatti,  T ~ una eorrispondenza birazionale senza ecce- 
zioni fra V' e V (n. 1), sicch~ un ' ipersuperf ic ie  canonica VI* di V risulta 
equivalente alla t rasformata T(V1*) mediante  T di un ' ipersuperf ieie  canonica 
di V', in aecordo con quanto appunto esprime la (30)per p - - v -  1. Potremo 
quindi supporre p < v - - 1 ,  e proeedere per  induzione rispetto a v tenendo 
fisso p. 

Consideriamo una generica ipersuperficie B' di V' the  passi semplice- 
mente  per P ' ,  re la t ivamente alia quale eonserviamo le notazioni del n. 3. 
La corrispondenza fra B' e B ~ una dilatazione di base P ' ,  t rasformante P '  

nella varieth ~ segata da P su B. Da un late si ha quindi 

(31) ~ -~ ( P B ) v  ; 

mentre  d 'a l t ro  canto, in virtfi de l l ' ammessa  induzione, dev' essere 

(32) B* - -  T(BI*) + (v - - p  - -  2)~. 

Inoltre dalle (28), (31) si deduce :  

(33) ( V * B ) v - ~  T(V~*B')v ,  + a~. 

(l~) Questa equivale alle (12), (13) di J. A. TODD, Birationat t~'ansformations ~vith 
isolated fundamental points, ,, Proe. Edinburgh ]Kath. Soc.,, (2) 5 (1937~, 117-124. 
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I n  v i r th  del  t e o r e m a  d ' a g g i u n z i o n e  (,3), r i su l t a  

B *  = ( V ~ B ) v  + (Bill)v, B'** ' V ' * B "  = ~ ~ ~v -t- (A 'B ' ) v , .  

Avuto  anehe  r igua rdo  al le  (33), (7), (31}, si o t t iene  s u e e e s s i w m e n t e :  

T(B'~*) = T ( V ; *  B' )v ,  + ( A B } v -  

= ( V * B ) v  - -  ~ $  + (B[~])v + { P B ) v  - -  

- -  B*  - -  (a - -  1)$;  

basra  d u n q u e  eonf ron ta re  con la  (32), per  d e d u r n e  la (29) e qu ind i  la (30) (~4). 

9. Mos t re remo e r a  ehe p e r  i --- 2, p ~ v - -  1, la  (22) s i  p re~ i sa  con  la  

(34) v ~  = T(V~*) + ~o,~(p~,l)~ + Hb,,~,,  

dove,  per  abbrev ia re ,  si i~ ser i t to  v~,p per  ind iea re  l ' i n t e r o  

1 
(35) ~o,p = fi (v - p ) (v  - p - 3),  

Hv , , p ,  deno ta  l ' i p e r s u p e r f i e i e  di P '  da t a  da  

(36) Hv,,~, = P ; *  + (v - - p  - -  ~)(P'v;*)~, ,  

e l ' i n d i c e  I in al to ha  il s igni f iea to  spec i f i ca to  nel  n. 3. 
Po ieh~  (n. 6} A9 b un '  i pe r supe r f i e i e  di P ,  eosi  essa  deve  esp r imers i  con  

u n ' e q u i v a l e n z a  del  r ipe 
(37) A~ - -  Vv, p(P[2])V + H~z,,p,, 

dove  c~,p ~ un  intero ~ ugua le  p r e c i s a m e n t e  a l l ' o r d i n e  del la  var ie t~  sega ta  
da  - -  A~ su di uno spazio Q - -  ed Hv,,F, ~ u n ' o p p o r t u n a  ipe r supe r f i e i e  di P ' .  
Ed  invero,  seel to v,,p nel  mode  anzidet to,  la A 2 -  c~,p(P[~l)v non ineon t r a  gli 
spazi  Q gene ra to r i  di P ,  in v i r th  del la  (12); sieeh~ essa  d e v ' e s s e r e  an luogo 
di ooP - I  spazi  Q, e qu ind i  de l  t ipo H{, ,p,  (*~). Si t r a t t a  d u n q u e  di d imos t r a r e  
che va lgono  le (35), (36), dope  di che  le (221, (37) fo rn i scono  senz ' a l t ro  la  
a n n u n e i a t a  f o r m u l a  (34). 

Ora tu t to  eib ~ ovvio nel  case  in eui  p - - v - - l ,  e ciob q u a n d o  P '  s ia  
u n ' i p e r s u p e r f i e i e  di V',  le (35), {36} r iducendos i  a l lora  a l le  o - - - - - 1 ,  
H = P I * - - ( P ' V I * ) v , ,  siceh~ l a  (37) - -  t enure  anche  conto  del  t eo rema  
d ' a g g i u n z i o n e  (i~) __ d iven ta  

A~ = [ -  (P'~)~, + P ;*  - (P'v;*)~,] ,  = 0 ;  

(is) Cfr. ad esempio N. ~i., n. 70, formula (1). 
(l~} Nel n. 8 di 1~. SEVERI, Fondamenti  p6r ta geo~stria s~lle variet& alg~briche, • Ann. 

di Mat.. ,  (~) 32 (1951}, 1-81, trovasi dimostrato che -- se p ~ v - - 1  e V ha genere geome. 
trice positive - 1' i p e r s u p e r f i c i e  e c c e z i o n a l e  P risnlta parSe fissa del sistema cane. 
nice impure [ VL*I di V. A norma dalla {30), ~ anzi presumibile the questo sistema ammetta 
come parte fissa la P eontata v - - p -  1 volte. 

(15) I~a (37) segue anehe da un risultato stabilito in H. (~UGGENHEIMER, 0~0~0~ia delve 
diIatazioni (the uscir~ nel vol. 17 dei • Rend. Ace. Lincei .). 
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ment re  d ' a l t r o  canto  r i su l t a  V~*--(TV~*)~ po ich~  a t t u a l m e n t e  T ~ u n  riferi-  
monte  birazionale  privo di eccezioni  f ra  V' e V (n. 1). Po t remo quindi  
supporre  p < v -  1 e - -  tenure  fisso p - -  proeedere  per  induzione  r ispet to  
a v, eons iderando  u n a  gener ica  ipersuper f ic ie  B '  di V' passan te  semplice- 
mente  per  P '  (per la qua le  conserv iamo le notazioni  del n. 3), a cui  si 
po t ranno  cosi appl icare  le (34}-(36). Poieh~ dal la  (31) segue ehe 
~[~])B ---- (PBf'2])v, cib porge le : 

(38) B~ -~ T(B~*) + v+_l,p(BPi'~llv + H~,, p, ,  

1 
(39) c~_~,p ----- ~(v - - p  - -  1)(v - - p  - -  4), 

, t ,  
(40) HB,, p , - -  P;* -~-(v - - p  - -  3)(P B1 ) B , -  

t ,  
- -  P;*  --I- iv - -  P - -  3)(P', A'  ÷ Vi ) v,, 

dove H~,, p, ~ la var ie tk  
ha le  indot to  da  T f ra  B'  

(41) ( B V ~ ) v  

(di ~) t r a s fo rma ta  di HB,,p,  nel r i f e r imento  birazio- 
e B. Ino l t re  da l la  (34) segue la 

- -  T (B 'V~*)  + e~,p(BPt~])v -t-- H~ , , e , .  

R a m m e n t i a m o  ora  [red. loc. cit. in (i3)] ehe 

B *  2 = B(V~* + B V~* -+- B[~]) ; 

inoltre,  appl icando la stessa fo rmula  a B'  in V', e 
membr i  col r i fe r imento  b i raz ionale  in(lotto da T fra  B'  e B ,  ot ten iamo 

t ras fo rmando  p o i  i due 
la 

Avuto anche  r iguardo  a l la  (7), ne  consegue :  

B *  - -  T(B'~*) = B V 2  - -  T(B 'V~*)  -+- 

-+- B[2](V1 * - -  T(V~*)) - -  B P T ( V ~ * )  - -  2 A B P  -4- BP[~k 

Da qui, u su f ruendo  delle (30), (38), (41) e t enendo  conto del la  (7), r i c av i amo :  

(c+-~,p - -  o~,p)(BP[~I)v + (HB,, p , -  Hv, ,  p,),i = 

(v - -  p - -  1)B[~]P - -  B P T (  V~*) - -  2 A B P  -~- B P [  ~1 - "  

- "  (v - - p  - -  3 ) A B P -  (v - - p  - -  2)BP ['~] --  B P T (  Vi*} - -  

- -  (v - -  p - -  3)(P'A')~,  - (v - -  p - -  2)(BP[~]) v - -  ( P '  V~ *) '~. 

Uguag l i ando  gli ordini  delle var ie t~ segate  su di uno  spazio Q dal  pr imo 
e d a l l ' n l t i m o  membro  di ques ta  ea tena  di equivalenze,  vediamo in tan to  ehe 

dev'  essere : 
c~-l,p - -  v,,p = - -  (v - -  p - -  2) ; 

T(Bs  ) = B ( T ( V ~ * ) +  A T ( V ; * )  +. A[2]}. 
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sicch6, dal l 'ammessa validit~ della (39), segue senz'altro la validit~ della (35). 
Quella catena di uguaglianze porge allora 

i 

HB, ,P ,  - H v , , p , - -  ('v - - p  - -  3 ) ( P ' A ' ) v ,  ~ ( P ' V ~ * ) v , ,  

onde la (40) fornisce la (36). La (34) r imane cost compiutamente  stabilita. 

10. Ci proponiamo di dimostrare che p e r  i - - -  3, p ~ v - -  1, la  (22) s i  p r e -  

c i s a  c o n  I a  

(42)  T(V:~ ) -4- d , ,p(PfS])v-q  - ' + v '  K v , ,  p, L v,, ' - -  ( A  L v , , v , ) v ,  , 

dove i simboli hanno i seguenti  significati. Anzitutto, d~,p ~ l ' in tero  dato da 

inoltre, K ed L sono sottovarieti~ di P ' ,  r ispet t ivamente di dimensioni p -  2 
e p -  1, espresse dalle: 

(44) K v , , , ,  2P~* (P~*t~]h.,-+-(P;* '* ' '* = - v l  )v ,  + (v - p - 3 ) ( P  ) v , ,  

(45) Lw, p, - -  (v - -  p 2)P~* 1 . . . .  Vi )v , .  - -  ~ (v p 1) (v  - -  p - -  4 ) ( P '  '* 

L ' ind ice  superiore I ha qni lo stesso significato che nei nn. 3, 9;  e l ' in- 
dice II ha (come nel n. 9) significato analogo, in relazione alla corrispon- 
denza indotta da T fra B' e B, dove conserviamo le nota•ioni dei nn. 3, 9. 
Gli ult imi due termini  f iguranti  nella {42) fanno  dunque apparentemente  
in tervenire  un elemento estraneo alla questione, da(o dalla Jscelta di un ' iper-  
superfieie B' ( ~  A') di V '  per  / ) ' ;  tale elemento estraneo scompare perb 
qnando si effet tua ]a somma dei due termini,  poich~ questa -~- avuto r iguardo 
alle i6), ( 7 ) -  equivale alla t rasformata  della L nel r i fer imento birazionale 
indGtto da T fra P '  e la sottovariet~ S di V definita dal la:  

(46) S = -  ( P t ~ l ) v - - ( P B ) v -  ( P A ) v .  

Ineominciamo con lo stabilire che la (42) sussiste quando 1 9 - - v - - 1 ,  nel 
qual caso - -  in virtfi di un 'osservazione gil~ r ipe tu tamente  applicata - -  si 
ha Va* = T ( V ~ * ) .  In  tale ipotesi, tenuto anche conto di cib ehe si ~ detto 
alla fine del l 'u l t imo capoverso e della [45), r i su l ta :  

~ tA ,  L , ~ L v,, v ,  - -  ~ v ,  e,)~, = - -  ( P ' L  v,, v,)'v, t D , , ' *  ,, - -  (.t- ~1  )Vr. 

Inol t re  dalle (43), (44) a t tualmente  si deduce :  

d,~,p(Pl:~])v -I- K~-, ,p,  "-- [2P,~* --  (~;.[e]) -t-- P;* V;* - -  2.P'V~*]' ; 
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e ra  ques t '  u l t ima  esp res s ione  va le  (P'P~*)~, [onde segue  sub i to  la  (42)], come  
si vede  senza di f f icol tk  t enendo  conto del le  (~3): 

P;* = p'~J + P'v;*,  p~, o , w ,  P'[~V;* p,~81 

P o s s i a m o  d u n q u e  suppo r r e  /o ~ v - - 1  e - -  lasc ia to  fisso p - -  p rocede re  
per  induz ione  r i spe t to  a v, a m m e t t e n d o  la  validit/~ del  r i su l ta to  da  s tabi l i re  
nel  case  de l la  sol i ta  B', e eio~ va lendoe i  d e l i a :  

(47) B* = T(B'n*) + d,, ~,p(BPtal)v + K~,,p, + L ~ , , p , -  (A'LB,,p,)~,, 

dove gli indic i  II e n I  in al to hanno  ovvi s ignif icat i  ed ino l t re :  

(48) d~-l,p _ _ ( v - - p  - - 1 ) _ _ ( v - - p  - -  1) 
3 2 ' 

(49) K ~ , p ,  = 2P~* (P~*i~])p, + '* '* - -  (P,  B ,  )S, + (V - -  p - -  4)(P'B~*),, ----: 
= 2v~*  - (v;*[~%, + ( v i *  ' *  Vi )v, + (P;*A'lv,  + 

+ (v - -  p - -  4)(P'V~* + P'A'V~* + P'A'[~I)v,, 

(50) LB,, P, "-- - -  (v - -  p - -  3)P;* 1 - ~ ( ~  - p  - -  2)(v - p  - 5 ) ( P ' v ; *  + P ' A ' ) v , .  

Consideraz ioni  ana loghe  a que l l e  svol te  nel  2 ° eapover so  del  n. 9 mos t rano  
che si pub  se r ivere  la (42): e si t ra t t a  e s senz ia lmen te  sol tanto  di s tabi l i re  
le (43)-(45). 

A tale scope,  osse rv iamo t h e  dal la  (42) segue  la 

(A Lv,, P,)v,. T ( B  Va )v, d~,~,{BPta])v + K v , , v , ' +  L v , , p , - -  ' ' I  (BV~ )v = + ( 5 1 )  + t t *  II llI 

Si ha  ino l t re  (~8): 

B~ = B( V~* + B V~* + B['] F *  + B[ 8]) (52) 
e, del  pari ,  

B~* _~,,,lr'* A'V~* A't~W~ * - - . o  ( ,  a + + + A'[~]), 

da eui  

(5a) T(B'~*) - -  T(B'V~*) + B A T ( V ~ * )  .+ BA[~IT(V~ *) + BAtak 

So t t r aendo  le (52), (53) a m e m b r o  a membro ,  ed ut i l izzando le (47), (53), (7), 
(30), (34), o t t e n i a m o :  

(d~-l ,~--d~,p)(BPi~])v+ [KB,,p,--Kv,,p,]" "+ [LB,, F,-- ZV,,P'] m -  [A'(LB, ,p,--Lv, ,p,]"= 

"-- B[~I(e,,pP[ ~1 + H{-,, p,) + (v - -  p - -  1)B[alP + (Bit] - -  B A  [a]) - -  

'* t,~ 2 n P ) T ( V I * )  - -  B P T ( V ~  ) - -  B ( P  + -~ 

- -  c~, p(At2iBP - -  AB[~1P - -  B P  [8]) + t t ~ ,  p, + (v - -  p - -  1)(2AB[~]P - -  AEu]BP + BPf~1)-- 

(3ABE~]P + BPtB]) '* - -  '* - -  - - B P T ( V ~  ) ( A B P . +  B[~IP)T(Vi ), 
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ossia : 

[d~-a,p - -  d~,p + c~,p - -  (v - -  p - -  1) + 1](BP[~I)v-~ - 

+ [L . , , p ,  - -  L v , . v ,  - -  H v , , p  + c~.pA'P'  - -  2 ( v - - p - -  1 ) A ' P '  + 3 A ' P '  + P ' V [ * ]  'H + 

+ [KB,, p' - -  Kv , ,  p, - -  A 'LB, ,  p, + A ' L  v,, P, - -  e.,~A'[2]P ' + 

+ (v - - p  - -  1)A'i~]P ' q- P ' V ~ *  + A ' P ' V ; * ] "  ---- O. 

Ne discende che le tre espressioni  qui  scrit te entre  parentes i  quadre  
debbono separa tamente  annul lars i .  Orbene, l ' annu l l a r s i  del la  pr ima,  avuto 
r iguardo  alle (35), (48), porge la (43); 1' annul la rs i  del la  seeonda espressione,  
tenuto eonto delle  (50), t35}, 136), fornisee la (45); e l ' annu l l a r s i  de l l ' u l t ima  
espressiOne, in base alle (49), (50), alla (45) ltest~ dimostrata) ed alla (35), 
prova la (44). La  (42) r imane  cosi compiu tamen te  stabilita. 

11. Abbiamo visto nei nn. 8-10 come sia possibile di dare forma precisa 
alla (22} per  v, p arbi trar i  ed i = 1, 2, 3, r icorrendo ad un  procedimento  - -  di 
carat tere  indut t ivo r ispet to ad i - -  che ei ha  o rd ina tamente  eondott i  alle (30), 
t34), (42)(t6}. Tale  proeedimento  potrebbe veni r  prosegui to  per  i - - 4 ,  5,... ; esso 
perb diventa  sempre  pifi faticoso al crescere di i. I t a  quindi  interesse di 
ind ieare  u n ' a l t r a  via che conduce abbastanza rap idamente  al la  meta,  nel  
c a s e -  al quale  qui ci l imi te remo - -  dei g r u p p i  c a n o n i c i  (i = v): questo 
case si p resenta  dal nostro punto  di vista come par t i eo la rmente  sempliee,  in 
quanto  per  esso si pub far use della (2). Incomine iamo a l l ' uopo  eel dime- 
s t rafe  ehe : 

Con le no ta~ ion i  de l  n.  1, la  variet~t P i n  cu i  v i ene  d i l a t a t a  P '  a m m e t t e  

u n  g r u p p o  canon ico  P * - I  da te  d a l l ' e q u i v a l e n z a  

(54) P~-I  - -  ( --  1)q[(q + 1)P~*]; 

qui  ed in seguito, se k b u n  in te ro  e G' ~ un  gruppo d i g  punt i  di P ' ,  deno- 
t iamo con [kG'] un gruppo di kg  punt i  (di P)  ot tenuto sommando g g ruppi  
di k pun t i  seelti  a p iaee le  r i spe t t ivamente  nei  g spazi Q ehe corr ispondono 
median te  T ai g punt i  Q' di G'. 

Per  stabilire la (54), r i fer iamoci  alle variettt prodott i  I I ~  P X z o  e 
1I' = P '  X P '  (di d imens ioni  2v - -  2 e 2p), ed alle relat ive var ie tk  diagonali  
P,  P ' .  In  forza della  (2) r i su l ta  in tanto  

P*-x = (-- 1F'-l(P[Ul)n, P~* = (-- l)P(P't~l.)w. 

(16) N e l  ease par t ieolare  in oui P sia una  c u r v a  { p ~ l ) ,  queste  formule  col l imano 
con quel le  ot tenute in tu t t ' a l t ra  guisa  sei te  tale ipotest  (e pe r  un v a l e r e  arbi t rar io  del l ' in-  
dice 4) in J .  A. TODD, Bira t iona l  t rans format ions  possessing f u n d a m e n t a l  curves, • Prec .  of 
the Cambr idge  Phi l .  See.  ,, 34 (1938}, 14~-155. 
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Osserviamo inoltre che il r iferimento indotto da T fra P e P'  si prolunga 
in un r ifer imento 0 fra II' e II~ ehe associa ad ogni punto Q ' X  Q' di II' una 
variet~ di Segre X - - Q X Q  di II, la cui variet/~ diagonale ~ seeondo il 
solito - -  denoteremo con Q. Una variet/~ P '  di 1]' equivalente a P '  pub 
pensarsi  come Fomologa secondo 0 -~ di una variet/~ P di II equivalente a P,  
ehe incontri  P in un gruppo {P[eJ)rl di punti  distinti. Le imagini di questi 
punti  mediante (}-t sono i punti  Q' eomuni a P '  e P '  su II', costituenti 
quindi  un gruppo (P'E~l)w; perb, viceversa, ogni siffatto punto Q' proviene 
nel r~odo anzidetto da tutt i  i punti  di un gruppo caratteristico (Q[e])×. 
A norma della (2), un  tale gruppo equivale a (--1)qQ~, e cio/~ [N. ~,I., n. 86, 
formula (1)] consta di q - t -1  punti, d ~ altronde qualsiansi,  dello spazio diago. 
nale Q di X. Tenuto anche eonto della. (3), ne consegue tosto la (541. 

Sia B' un ' ipersuperf ic ie  di V' che passi per P '  e che ~on possegga 
nessun punto multiple su t )'. In  base a hT. ~/I., n. 49, si pub soddisfare a 
questa  condizione - -  ed in infini t i  modi -- purch~ si supponga:  

(55) v > 2p. 

Si eonsiderino allora le variet/~ B e ~ definite come nei nn. 3~ 8, e si 
applichi la (54) alla variet/~ $ in cui ~'iene di ta ta ta  /2, nel riferimento the  T 
induce fra  B' e B. Tenuto anche conto della (3), si ottiene cosi la:  

( 5 6 )  - -  ( - -  1)o-p[(v - 

e questa mostra the,  mutando B', i grupIai ~*_~ non fanno che variare su P 

entre ad una serie di equivalenza. 

12. Ci proponiamo era di dimostrare che, nel l ' ipotesi  ehe valga la (55), 
il gruppo (56) test~ considerate equivale al gruppo As f igurante nella (22) per 
i ~ v. In  altri  termini, per i-~-v,  p ~ v/2, la (22) pub venire predsata con la 

( 5 7 )  v *  - -  T(V:*) + ( - -  - - p  - -  ( %  

Allo scope di stabilire questo risultato, pensiamo - -  com'~ lecito - -  la 
variet/~ V' variabile in un fascio sopra una variet~ non singolare C' (di 
dimensione v-l- 1), in guisa che la variet/~ base B' di tale faseio sia un'  iper- 
superficie di V' passante per P '  e soddisfacente alle condizioni specificate 
ne! n. 11. La  variet/~ C ottenuta applieando a C t la dilatazione di base P '  
eonterr/~ allora un faseio di variet/t V, avente B come variet/~ base; e sar'~ 
opportune d i  considerare la variet/~ prodotto I? ~ C>(  C, in eui giaceranno le 

r =  v x v ,  

(! 7 ) La (57) era gih nota per i primi valori di p. Ed invero, per p-----0 essa rientra 
nella (27), valida appunto sotto questa condizione. Per p ~ 1, v---~ 3 essa ~ contenuta nella 
formula (5) del n. 43 di B. SEGR~, Quelques rdsultats nouveaux dams la gdomdtrie sur une V3 
algdbrique, ,Mem. Couronn~ de l'Acad. Roy. de Belgique ~, (2) 1~ (1936), 3-99. Per p-----I, 
v ~ 3 cfr. loc. cir. in (i6), formula (28). 
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Presa  una varieth V del suddetto faseio su C prossima alla V, denotiamo 
con ~ una generica variet~ di 1~= V X  V equivalente  alla variet~ V diago. 
nale di questo prodotto. ]~ chiaro che V incontra  il prodotto U5 in una varietk 

equivalente  alla variet~t ~ diagonale di ques t ' u l t imo;  epper tanto  - -  avuto 
r iguardo alia (2) ed a cib the  ~ ha dimensione v - - 2  - -  r i sa l ta :  

(5s  ( - -  o * = = 1) $ ~ - 2 .  

Qaando V, muovendosi  in quel fascio, tende a IT, la variet~ 17 dianzi 
considerata in ]~ si muta  in una variet[~ W di 1 ~ equiva]ente a V; sicch~, 
ancora  in base alla (2), r isul ta  

( g w } r  "-" (Vt~l}r -'- ( - -  1)'V*. 

Ora ~ chiaro the  fra le intersezioni di V e W ve n'i~ un eerto numero 
che eadono su P,  formanti  un gruppo equivalente  a quello fornito dalla (58); 
mentre le r imanenti  costi tuiscono un gruppo di punti,  the  il r i fer imento 
birazionale indotto da T -~ fra Y e Y ' - - - V ' X  V' t rasforma in 

Si ha dunque  

(59) 

(V'[~l)r, : ( - -  1)'V~*. 

v *  = ÷ 

e da qui, tenuto conto della (56}, segue subito la {57). 
In base al noto legame ehe intercede fra l 'o rd ine  della serie canonica e 

l' invariante di Zeu then-Segre  di una varieti~ algebrica (i8), 1' interpretazione 
numerat iva  delle (59}, (56) porge che:  

Quando si passi  da una variet& V' (di dimensione v) ad una  varietd V 
mediante una dilatazione avente per base una sottovariet~ P'  (di dimensione 
p ~ v/2) di V', la quale mut i  t 9' in  P, gli invarianti  di Zeuthen-Segre I, 
I', J, J '  dette V, V', P, P '  risuttano legati dalle: 

I - -  I'---- J +  (- -  1)~(2v -- 4) = ( - -  1)~-p(v - - p  - -  1)J' ÷ (--  1)"2p(v - - p  - -  1). 

Rileviamo da ult imo come appaia  probabi le  the  ta quest ione di eui 
detto negli ul t imi capoversi  dei nn. 1, 6 r iesca trat tabile  in tut ta  genera. 
litfi., con un'  e s t e n s i  o n e dell '  argomentazione test~ usata  (per i --- v) nello 
stabilire la (57), eve si faccia intervenire  oppor tunamente  la (21) al posto 
della (2). Oppure si pub pensare di raggiungere  compiutamente  l ' in tento  

per v, p ed i qualsiansi  - -  par tendo dalla (57), ed applicando un' i n d u -  
z i o n e d e c r e s c e n t e r ispetto all '  ind i te  i che f igura  nella (22). 

(ts) Cfr. ad esempio N. M., n. 79, formula (6). 


