
Equazioni  paraboliche del secondo ordine e spazi £,,0(n, ~}. 

SBRGI0 CA~iPAIqA~r0 (a Pisa) (*) 

, [ 
Rhtssunto.  - Si  cansidera il primo problema al contorno per l equazione parabolica ~ E - -  -~ ) u--~ f 

con dati  al contor~o ~ulli  e si dimostra the se f appartiene allo spazlo funzionale 

~2, o(~, ~) allora la soluzione u del problema anzidetto ha le derivate DiD i e ~ hello 

stesso spazio funzionale. Si  ottengono cos~, in  1~articolare, ¢isuItati di ~'egolaeitdt d6l 
tipo di Schauder neUe classi holderiane e, come conseguenza, r isul tat i  e maggioramioni 

negli spazi LP per le derivate DiDju e ~.. 

R ~ X  t, X = ( x  t) un generieo Sia ~2 un aperto limitato di R ' + a =  " R 
punto di R "+1, d(X, Y) una metr iea in R "+~ rispetto alia quale R "+~ sia 
uno spazio l ineare metrieo. Indiehiamo con I(Xo, ~) la sfera di centro X. 
e raggio ~ > o  relat iva alla metr iea  d e poniamo s2(Xo, p )=s2fqI (Xo ,  t~). 
Indiehiamo con £~, 0(Q, d), 0 ~ o, il sottospazio l ineare di LZ(f~) dello fan.  
zioni u(z, t) per le quali 

sup t~2(Xo, p)l-° f lu - -  Un(xo, ~>t ~ dzdt < + oo 
Xoe5 J 
p>o ~d(Xo, p) 

dove IEI 6 ]a misura di L~BnSGUE di E e u E  6 la media  integrale di u su E. 
S e d  6 la metr iea  euelidea 

(I) d(X, y ) = I x -  YI 

gli spazi £5, 0(g2, d) non sono altro ehe gli spazi £3, 0(~+l)(fl) che ho utiliz- 
zato in un precedente,  analogo, lavoro relativo alle equazioni di tipo eltittieo 
~[6] err. anehe [7]). 

Nel presente lavoro utilizzeremo gli spazi £~,0(f~, 8) relativi alla metr iea 

(II) 
1 

a(X, Y)= sup {1~-- yl, ltx-- tYl¥} 

£~,o(f~, d )s i  normalizza in modo ovvio (cfr. n. 1). Si verifica quindi  
faei lmente che £~,°(f2, d) 6 isomorfo a L2(f2) e si dimostra, sotto eerte con- 

(*) Questa  r icerca  ~ stata parz ia lmente  f inanziata  da • the U n i t e d  States  .Air Force~  
col contrat to A F  E O A R  grant  65-42 attra~cerso ~ the Eu ropean  office of Aerospaces  Resea rch  ~. 
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dizioni sul la  metr iea  d, ehe ,  se ~ b di tipo ~ e 0 ~ > 1, ~ ; ° ( ~ ,  d) i~ iso- 
morro ad un  oppor tuno spa~io di funzioni holder iane r ispet to a d (err. [8] e 
i n. 1 e 2). Le eondizioni sulla metr ica  d sono verif ieate sia dalla met r iea  
euel idea (I) che dalla met r iea  (II). 

Supponiamo ehe E~ sia il ei l indro Q X (o, T) con T < - 1 - 0 0  e Q aperto 
l imitato di R".  

Consideriamo l 'operatore ( E - - ~ I  dove E :  Y. a,iD,D i ~ un operatore 
q 

eitittico a coeffieienti  cont inui  in ~, s immetr ie i  e tali ehe 

v-~[ ;~ 1 ~ ~ ~ a~i),~ ~ ~ v 1 ;~ 1 ~, v > o ij 

Ind ich iamo con Wo~'~(~) la elasse delle funzioni u(a~, t) tall ehe 

(3 ~ ~u  uE L~(o, T; Ho(Q) H (Q)), ~-[E L~(~), u(x, o)----0 

noto (err. [9], [10]) ehe se Q ~ di classe C i il seguente  problema 

(III) 
E - -  ~ u = f ~  L'(a)  

ammet te  una  e una  sola soluzione la quale verifica la maggiorazione 

(IV) ~i L~(a) 
e(v) tl l i ly  (~) 

Nel presente  lavoro dimostr iamo,  sotto oppor tune  ipotesi per  ~ e per  i 
eoeffieienti  a~,  ehe se f appar t iene  a ~2,0(~, 8) allora la soluzione u del 

problema (III) ha le derivate  D~Dj e ~t appar tenen t i  a ~2,0(~, 8) e si ha la 

maggiorazione 

[, D,D~u '1 £~. 't-L,II ~u ll ~ c , ,  fl' ~, o(0, ~) (V) ii ~' 0(o, ~) ~/ £5, 0 (2, ~) 

I n ~ 4 )  (err" teor. 11.I). e questo per  ~utti i 0e  o, n ~  

In  part ieolare quando 0 i~ > 1 si r i t rova un 
r ian i ta :  

noto r isul tato di holde- 
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- -  ~ u  

Se f e  C°'%f~, 5), o < ~ < 1, allora D~Diu e f f /appar tengono a C°,~(~, 8) e 

E~i II D~D~uilc°'~(°'~) q- -~ co,~, (~,~) 

Un caso interessante ~ anche quello relafivo at valore 0 ~ 1. Lo spazio 
~2,1(~, 8) occupa nella famiglia ~ ,0 (~ ,  5) una posizione limite del tutto 
analoga a quella dello spazio 60 di J o ~  e NInF~]3~nG nella famiglia di 
spazi ~ 2, ~(g2). 

La maggiorazione (Y) assicura che se f e  ~2,1(~, 5) allora anche D~D~u 
~u 

e -~ appartengono a ~,~(g2, 5). Da questo risultato e dal [atto che feL2(~):=~ 

~u 
=~ D~Dju e ~ E L2(g2) si ottengono dei r isultat i  e delle maggiorazioni in L v 

~u 
per  le deriva'~e D~Dju e ~ t  (cfr. n. 12). 

I1 proeedimento ~ quello gih usato in [7] per  le soluzioni di equazioni 
Su 

ellitfiche. Si considerano le applieazioni G~: f ~  D~Diu e Gt: f ~ ~ .  Si 

trovato che queste applieazioni sono l ineari  e continue da L~(~) in L2(O) e 
da ~2,~(~, 5) in £2,~(g2, 5) atlora utilizzando un teorema di interpolazione di 
G. S~AMI~CC~L~ (cfr. n. 3 ) s i  tr0va che Gi~ e Gt sono applicazioni lineari e 
continue anche da L~(~2) in L~(~) per ogni 2 ~ p <  ~c<~. 

Quindi accanto ad una gamma di risultati  nuovi (o < 0 ~  1) in questa 
teoria viene inquadrata  in mode unitario tutta una serie di risultati  noti. 
~] forse interessante osservare che questi r isultati  sono ottenuti senza Furl- 
lizzazione della teoria del potenziale e quindi della nozione di soluzione 
fondamentalc.  

I1 lavoro si urticola in questo modo: 

Nei numer~ i - - 4  si fa un'esposizione delle propriet~ degli spazi £~,0(~, d) 
utitizzando i r isultat i  di [8] b, mediante  semplici osservazioni, si fa vedere 
come anche per questi spazi sussistono alcuni risultati  di J o ~  e ~IRE~BERC~ 

e un teorema di interpotazione di S~)~P~CCmA relativi agl i  spazi ~,z(g~). 

Nei numer i  5, 7 e 8 si stabiliseono delle maggiorazioni locali per 

soluzioni dell 'equazione parabolica E - - ~  a coefficienti costanti. Queste 

maggiorazioni eostituiscono la parte centrale del lavoro e hanno interesse 
in se stesse. 

5~ei h u m e r i  9 - -  12 si dimostrano dei risultati  di regolariti~ negli spazi 
~ , ° ( f2 ,  5) e negli spazi L~(~) relativi alla soluzione del problema (III). Di 
questi  risultati  si ~ gih parlato sopra. 

Annal i  elk M a t e m a t i c a  8 
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He considerate soluzioni del problema (III) per  esemplificare,  su un case 
semplice, il procedimento sviluppato in questo lavoro, ma ~ ovvio che con 
lo stesso metodo si possono trat tare anehe altri problemi at contorno e si 

possono studiare anehe operatori  pifi generali  dell 'operatore (E--°- -~;  opera- 

tori ad esempio in eui E contiene anche derivate di ordine inferiore (cfr. n. 
10) oppure operatori  in cui E non b del I I  o ordine. I1 proeedimento infatfi 
non i~ legato a questi  aspetti  part icolari  del problema, a parte le difficolti~ 
teeniehe ehe s i  potranno incontrare.  

I1 lavoro ~ eorredato da una bibliogra[ia minima in quanto sarebbe sta- 
ta a rdua  una citazione anche parziale dei ]avori relativi alle equazioni para- 
boliehe. Una buena  raecolta bibliografiea si pub trovare in [16] e I l l ] ;  a 
ques ta  va aggiunta tut ta  la vasta produzione degli anni pifi reeenfi.  

1. - Indiehiamo con x, y, ... gli elementi di R"  e con X = ( x ,  t), Y---- 
---- (y,  t) ... gli elementi  di R "+~ ---- R"  X (--  ec  < t < -{- c~). 

In  R "+~ eonsideriamo la metriea 

t 
(1.1) 8(X, Y ) = m a x t l x - - y l ,  [ t x - - t r l ~ } ,  

dove 

I x - -  Y I = { y" (x~ - -  y~)~ i~. 

Indiehiamo con I (X ,  ~) la sfera di centre  X e raggio ~ nella metr ica (1.1). 
Se u(~e, t) ~ una funzione sommabile su E ,  E sottoinsieme misurabile  di 

R '~+~ con IEI < ~ c~ (~), poniamo 

1 ;u(a~, t) d x d t  
UE ~ -  [ '-~ E J 

Se ~2 ~ un aperto di R '~+1 poniamo 

~l(X, ~ ) = I ( X ,  ~ ) n ~ ,  p > 0 e X E R  "+~. 

Diremo ehe ~ ~ di elasse ~ (relativamente alta metrica 8) se esiste una 
costante A > 0 tale che 

(1.2) It2(X, ~)I>__All(0, ~)], x C X e ~  e o < ~ < _ d i a m ~ .  

Se ~2 ~ il cilndro Q X ( T 1  < t < T2), Q aperto di R ' ,  condizione neees- 
saria e suffieiente perehi~ ~2 sia di elasse ~ rispetto alla metriea 8 i~ the  

(l) Se E ~ un sottoinsieme misurabile di R n+i indichiamo con IB] la misura di LE- 
BESGUE di E. 
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Q sia di c lasse  ~ r e l a t i vamen te  a l la  me t r i ca  euc l idea  in R ' .  Ques ta  condi .  
zione i~ ver i f iea ta ,  ad esempio,  se Q ha la p ropr ie th  di cono di SOBOLE~. 

S u p p o n i a m o  12 l imitato.  

DEF. L L  - I n d i c h i a m o  con L ~,~(~, ~), 0 ~ o ,  
u e L 2 ( ~ ) p e r  le qual i  

=suvl a(x,  )l-o f lu(u, t) l 
p~>o ~)(X, ?) 

muni to  del la  n o r m a  u -~ l]u [[ r,~,o(fi, ~) 

lo spazio delle f unz ion i  

dydt  < + ¢:~ 

DEF. 1.II. - I n d i c h i a m o  con ~,°(~2, ~), 0~___o, lo spazio delle f u n z i o n i  
u E L~(~) per  le qua l i  

[u]~,0(e, ~)= 

m u n i t o  della n o r m a  

£ 
sup l~2(X, ~ ) l - ° | [ u ( y ,  t ) - -  
X ~  J 
p:>o ~(X,p) 

Ua(x,p) l ~ dydt  < + c~ 

DEF. 1.III .  - I n d i c h i a m o  con C°,~(~2, 8), ~ > o, lo spazio delle fun~ion i  u che 

sono :¢-holderiane in  ~2 rispetto a l la  metr ica  8 m u n i l o  della n o r m a  

dove  

I1 u [[ Co,~(h, ~) -~ sup I u ] -{- [u]Co,~(5 ' ~) 
5 

l u ( X )  - u ( Y ) l  [U]co,~(~, ~)= sup 
x, r e ~  ~ (X ,  Y) 

L2.°(~, 8), ~,0(~ ,  8) e C°,~(~, 8) sono spazi di BA~AC~. Si ve r i f i ca  f ac i lmen te  
- - 4  

t h e  C°,~(~, 8) si iden t i f i ca  con la c lasse  del le  funzioni  u ( x ,  t) con t inue  in 
per  le qual i  es is te  una  cos tante  M > o ta le  che 

]u(x, t) - -  u(y, t)] - < , M i x - - y [  ~ 

l u ( x ,  t) - -  u ( ~ ,  z)l <_: M1 t - -  z] ~/~ 

per  ogni t e rna  di pun t i  (x, t), (y, t), (x, z) e ~ .  
S ia  A un  aper to  di RS~ al !ora ;  
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C°:(A) ~ la c lasse  del le  fanzioni  in f in i t amen te  der ivabi l i  i~ A. Analoga  deft  

nizione per  C~(A) (A ch iu su ra  di A). 

C~o(A) ~ il so t to ins ieme di C°~(A) del te  funzioni  che hanno  suppor to  compat-  
to in A. 

Ha(A), k intero,  ~ il comple t amen to  di C°~(A) r i spe t to  alla no rma  (~) 

H~o(A) ~ la ch iusu ra  di C~o(A) r i spe t to  alla n o r m a  (l.3). 
Sia B uno spazio di BA~Ac~r con no rma  II'll~; ind ich iamo con LZ(a, b; B) 

lo spazio del te  funzioni  t ~ u(t) di quad ra t e  sommabi l e  in (a~ b) a valori  in 
B, ciob del le  funzioni  t ~ u(t) a va, lori in B tali che 

(1.4) fit u 

muni~o del ia  no rma  

d t <  + c , o  

b 

f i (1.5) llUllL~(~,b;~)= t !luii~dt!~ 
c~ 

2. - Sia  d(X, Y) un~ met r icn  in R "+1 r i spet to  all~ qua le  R "+1 sia uno 
spazio l ineare  metr ieo  e sia p un  numero  rea le  ~ 1 .  Si possono def in i re  
gli spazi L~,0(~, d) ed ~p,0(~, d), 0 ~ o ,  ~ppor tando  ovvie modi f iche  formal i  
al le  Def. 1.I e 1.II (cfr. [2], [8] per  gli spa~i L~,°(~, d) e [8] per  gli spazi  
~ , ,0(~ ,  d)). In  ques te  famigl ie  loifi genera l i  di spazi di BA~ACtt r ien t rano,  
come case  pa~rticolare, non solo gli spazi  L~,0(~, - ~) ed ~2,0(~, g) def ini t i  ne l  
n 'umero 1 ma anche  gli ~usuali spazi di MORRE¥ LP,°(~) e gli spazi ~ , 0 ( ~ )  
(err. [3], [4], [5], [6], [19]...) i qua l i  co r r i spondono  al ca.so in cui  d ~ 18 me- 
t r ica  eucl idea .  Gti spazi  L~,°(~2, d ) s i  possono ch iamare  <<spazi di MORREY 
rela t iv i  a l la  me t r i ea  d ~ .  

]~ state d imos t ra to  in [8] (reef. 3.1) che se d ~ una  met r i ea  con ques te  
propr ie th  : 

a) le s fere  I nel la  me t r i ca  d sono ins iemi  convessi ,  

(~) Se p ~ Ns ~ il multiindice (Pi, Pe, -.., Ps) allora IP[ -~ Pi -t-p.2 -~- ... -~ p~, 

~IPIu 
9 %  --  ~x w .. ~x~ ' Dou = u. 
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b) esistono ire eostanti positive M~, M2, m ( m ~ n ~ - 1 )  tall che per 
ogni sfera I di <~ raggio >> ~ r isul ta  

e se f] i~ un aperto limitato di elasse ~ rispetto Mla metrica d, allora 

(I) per  o < _ 0 < 1 ,  ~P.0(~2, d ) ~  isomorfo a Lv,°(ft, d) 

(II) per  0> 1, ~,0(f~, d) ~ isomorfo allo spazio C°,~(t2, d) con 

= ~ ( 0  - -  1). 

Questo teorema generalizza un preeedente risultato di CAMP_~ZgAWO-M]~- 
YERS relative al case in cui d b la metr ica euclidea (cfr. [4] per il case (I) 
e [3], [17], per  il ease (II)). 

Poichb la metr iea (1.1) verifiea le condizioni a ) e  b) e in part icolare 

(2.1) II(0, P)I----~"+~l/( 0, 1)1, ~ > o 

si ha il seguente teorema 

TEOREMA 2.I. - Se ~ ~ di classe dI rispetto alla metrica ~, allora 

i) per o<_.0 < 1, ~2,o(ft, ~) ~ isomorfo a L~,°(f], ~) e in particolare 

~,o(f], ~)c~L~,o(~), ~)c,oL~(f~) (~) 

~,0(~, ~) ~ isomorfo allo spazio C°,~(gt, ~) con ~ =  ii) per O> 1, 

~ n + 2 ( 0 _ l ) "  

Siano d~ e d, due metr iehe equivalenti  in R "+~ nel sense ehe esistono 
due eostanti positive ~ e v~ tall che 

(~.2) c~d,(X, Y)<_dI(X, Y)~ 'c2ddX,  Y) ,  ~ X ,  Y e R  "+~. 

Indiehiamo con J(X, O) l e  sfere nella metriea dl e con I(X, ~) le sfere 
nella metr iea  d2. A l lo r a  

(s) Poich~ 
0i~% =>~2, 01~,~)c q2, 00(~,~) 

con in iez ione  continua,  da l la  propriet/~ i) segue in par t i co la re  the,  ¥020,  ~ '  0(% ~)C 
L2(g) con in iez ione  continua,  
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1) Se d~ verifiea l ' ipotesi b) anche d~ verifica l ' ipotesi b) con  lo stesso 
esponente  m (e si pub sempre  supporre  con le medes ime costanti  M~ e M~). 

2) Se d~ e d~ veri[icano l~ipotesi b), ogni aperto l i m i t a t o  ~2 the  sia 
di classe ~ r ispet to a d~ ~ anehe di classe ~t r ispetto a d~ (e viceversa). 

3) Se d~ e d~ verif icano Fipotesi  b) e ~2 ~ di ctasse ~ r ispet to a d~ 
e d~ allora esiste una  costante positiva ~--~ ~(M~, Ms, m,  ~) (~) tale che 

X ~ 2  e o < ~ <--~o (~o sufficien~emente piccolo) 

(2.3) 
I I ( X ,  ~/c,) (q t21 - -  ' ] J (X ,  c,,a)fq ~2 1 < ~ "  

4) Se d~ e d2 verif icano l ' ipotesi b) e f~ 6 di classe ~ r ispetto alle 
metr iehe  d~ e d2 allora, ~ p ~ _ _ l  e (}~_~o, ~,~(~2, d~) e ~P,°(~2, d2) sono spazi 
di BA~rAc~ equivalent i  (~). 

Questo segue faci lmente  dalla (2.3) e dall 'osservazione ehe l ' ipotes i  (2.2) im- 
pliea ehe ~ X e R  "+~ e ~ p > o  

I(X, e/c,) C J(X, ~) C I(X, ~/c~) 

J(X, ~ )  C I(X, e) C J(X, c~) 

Supponiamo che d verif ichi  le ipotesi a) e b) e f2 sia di classe 61 rispetto a 
d. A1 valore 0 ~ 1  corr isponde nella famiglia di spazi ~p,0(~, d) un  certo 
((spazio l imite~ il quale  separa  la sottofamiglia degli spazi di MORREY 
(0 < 1 ) d a l l a  sottofamiglia degli  spazi holder iani  (0 ~ 1). Qualunque sia la 
metr iea  d si ha l ' inciusione (algebrica e topologica) 

(2.4) 

A par te  questa  inclusione le propr ie th  dello spazio l imite 
done  ovviamente  dalla  metr ica  d. 

Consideriamo una metr ica  di questo ripe 

~p,1(~2, d) dipen- 

(2.5) d(X,  Y ) - ~  sup I x ~ - - y ~ l : J  ~ 

dove gli ~ sono inter i  ~ I e :¢ = max a t. 

(4) Si  pub ve r i f i ea r a  che ~ d ipendo  da  ~ solo a t t raverso  la  costante  A che i n t e rv i ene  
nel la  condizione (1.2). 

(5) E s imi lmente  J5 p' ~(l~ d~) e L p' 0(~2, d~) sono spazi  di  BANACH equivalent i .  Questa  
af fermazione ~ contenuta  in quel la  del testo~ in virtf i  del la  proposiz ione  (1), se dt e d~ veri-  
f icano anche l ' ipo tes i  a). 
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Sa :~ = a ~  . . . . .  a,, ----- 2 e g~,+~ ~ i si ha  u n a  met r ica  equ iva len te  a l la  
met r i ea  ~ def in i t a  in (1.1) (tz----- x,~+~, t r  ~ y,+l). Se ~¢, ~-- az . . . . .  a ,+~ = 2 
si ha  u n a  me t r i ea  eucl idea.  

Sia 12 un  cubo di R "+~ di lato 1 a faecie  para l le le  agli  iperp ian i  coor. 
d ina t i  (~). Sia  d la met r i ca  (2.5) e sia 

[ ( x ,  ~) = l Y : d (X ,  Y)  < ~! 

la  s fera  di cent ro  X e raggio  ~ ne l la  mer ic  a (2.5). Sia  u(X)  sommabi le  in  
a l lora  (err [12] teor. 6) per  quasi  tu t t i  gli X e ~ si ha  

Inol t re ,  ~ ~ > o, 

l im 1 f u( Y ) d Y  = 

m~i a 

i = l  a t lI(o, ~1t=o 

u(X)  

Queste osservazioni  pe rmet tono  di enunc ia re  nel  caso che d sia Ia me t r i ea  
(2,5) i seguen t i  teoremi  che J o ~ ¢  e ~NIRE~]3EI~(~ hanno  d imost ra to  in [13] nel  
caso che d sia la me t r i ca  eucl idea.  Le  d imost raz ioni  date  da Jot[~¢ e :NI~N]3E~G 
si r ipe tono con qua lche  modif ica  p u r a m e n t e  fo rmale  anehe  nel  e aso del la  
me t r i ca  (2.5) (cfr. anche  [141). 

TEOREMA 2.IL - Condizione ~ecessaria e sufficiente affinch~ u ~ ~,~(~2, d) 
e [u]£~,~(n,~) <_.K ~ the esistano due costanti positive H e d  a indipendent i  da u 
tall  che per ogni sfera I C ~2 e ~ ~ > 0 risult i  

(2.6) mis{X'Xe/, l u - - u z l  > ~ } < ~ H e  -~/g  111. 

Da questo t eo rema  si deducono var ie  propr ie th  dello spazio l imi te  ~,1(~2, 8) 
in par t i co la re  si vede f ac i lmen te  che se u e ~1,1(12, d) a l lora  u E L P ( ~ ) ~  1 
~ p  < -{- c~;  si deduce  inol t re  chc ~ 1 <_p < -]- oo ~ ~,~(£~, d)¢-.~ ~,1(~2, d). 

I nd i ch i amo  con 5(d) un  qua lunque  s is tema fini to di sfere I i ,  ne l la  met r i ea  
d, eon tenu te  in i2 e a due  a due  disgiunte .  I n d i c h i a m o  con S l ' i n s i e m e  di 
tu t t i  i possibil i  s is temi 5(d) del tipo era  detto. 

(~) Pitt in generale si pub prendere come fi una quahlnque sfera /~ nella me~riea (2.5), 
di raggio fissato /~. 
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T]~OR]~A 2.111. - Se u e L~(fi) e se per un  certo p, 1 < p < + 0% risult~a 

(2.7) K ~ ( u ) =  sup E t I~ I ~-~ t u - - u ~  i!  d < + oc 
a~8 A(d) 

allora u ~ L ~ ( ~ ) -  debole e s~ ha la maggiorazione 

(2.8) m i s ( X "  l u - - u a  I > ~ I ~ , A ( n ,  p)(K~(u))P, ~ : > 0 .  

Poniamo NP(~) = (u  : u ~ LI(~), Kp(u) < + c~ }. NP(~) ~ uno spazio vet- 
toriale che pub essere opportunamente normalizzato (cfr. [20]). 

3. - Sia d la metrica (2.5) e s i a l ]  una sfera in questa metrica;  indichiamo 
con ~(~) la elasse delle funzioni semplici su ~. Sia T u n  operatore t ineare 
definito su ,~(~). 

TEOREMA 3.I. - Se per ogni u e ~(~)  si ha 

(3.1) fl Tu  II ~,, .~,d) <-- ~1, li u II L~(~) 

(3.2) 

con Mx e Ms costanli e p ~ 1, allora ~ u e Lq(~2) con p <.q < + c~ risulta 

(3.3) II Tu II Lq(~) -< ~ II u II L~(~) 

dove ~ ~ una  opporluna costante positiva. 
Questo teorema di interpolazione ~ stato dimostrato da G. S~A~PACCmX 

in [20] net caso che d sia una metrica euclidea ma ]a dimostrazione di STAM- 
PACCmA si pub ripetere inal terata  anche nel caso della metricu (2.5). In questa 
dimostrazione si utilizza in modo essenzialc la plopriettL degli spazi X~(~) 
eontenuta nel teor. 2.III  e questo teo~'ema, come si ~ osservato nel numero 
precedente, continua a valere anche se d non t~ una metrica euclidea ma, 
pih in generale, una qu~lunque metrica (2.5). 

II ragionamento di STAMPACC]:[IA si pub sintetizzare in questo modo. Si 
dimostra c h e s e  T ~ una applicazione lineare definita su $(~)  e se ~ u ~ ~(~) 
si ha 

K~(Tu) <_ M1 II u II L~(n) 

Kp(Tu) <--'M~ TF u if L,(a) 
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allora ~ u ~  ff(~) e ~ t ~ [ O ,  1] 

dove 

71At x--t2at~ t K,.(Tu) <__ , , , . ~  ~ II u II z(n) 

1 t + l - t  1 t 
r p q s p 

Si osserva quindi che ~ f e £~,x(f~, d) e ~ 1 < q < + oo risulta 

g . ( f ) <  [f]e,,l(~, ,,) I n i '~, 

mentre  ~ f 6  L~(g2), 1 < p  < + 0% si ha 

K~,(f) <_ 2 It f - -  fn II LP (n) <-- 4 ft f II '=P (-)" 

Ne segue ehe se T ~ una  applicazione l ineare definita su ~(f~) la quale verif iea 
le ipotesi (3.I) e (3.2) allora ~ u ~ L S ( f ~ ) ,  p<_.s < + 0 %  

K,(Tu) <--~f6(s, p, Mx, M2)l] u I[ z. ~ (n). 

Quindi, per il teorema 2.111, l 'applieazione ~ : u ~ [Tu - -  (Tu)~z] ~ di ripe (s, s)- 
debole per ogni p <_ s < + cx) e, per l ' ipotesi  (3.2), ~7 ~ di ripe (p, p)-forte.  
Un ben note teorema di MARClNKIEWlCZ assieura allora che ~ ~ di ripe (q, q)- 
forte per o g n i p < _ q < + c o .  Di qui segue ehe T ~ di tipo (q, q)-forte, eiob 
la (3.3), con un ealeolo elementare.  

4=. - In  questo numero riportiamo l 'enunciato di un lemma che utilizzeremo 
nel seguito del lavoro. Questo lemma si trova dimostrato in [6] n. 6 (~). 

LE~t~A 4.I. - S i a t  ~ ~(t) una  funzione di R + in  R +, t --* B(t) una  funzione 
di (1, + oo) in R+,, A una  costante > 1, siano infine a e ~ due numer i  veri- 
fioanti la relazione 0 < ~ ~ o~. 

Supponiamo che ~ p > 1 esista u n  t(p) > 0 tale che per ogni coppia di 

valori p, r E (0, t(p)], per i quali 1 < r <_ P, si abbia 
P 

(4.1) ~(p)<_ A(~)~q~(r) + B(p)p~ 

allora ~ ~, 0 < s < :¢ - -  6, ~ r e (0, t(Al/~)] e V- P, 0 < p < r, r isul ta 

(4.2) ~(p) <-- A ~(r) + BCA'I~ ) ~_~ 
A-V - -  A 

(7) RT~_taa:aeeR, ae>Ol, R + : l x : x e R ,  x>__O 1. 

Annali di Matematiea 9 
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5° -- I l l  

regolari dell'equazione parabolica 

i----1 V~xi/ 
Poniamo, per r > O, 

(5 .2)  

questo numero dimostriamo alcuni lemmi relativi a soluzioni 

----0 

C(r) = { x : x e R " ,  I x l  <r}  

C*(r) = 0(r)n  ix. > o} 

Q(r) = C(r) X ( -  r ~ < t < o) 

Q*(r) = C*(r) X ( - -  r 2 < t < o) 

M(r) = C(r) X (o < t < r 2) 

M*(r) = Ùfir) X (o < t < r ~) 

LEMMX 5.I. - S ia  u(x~, t) u n a  funz ione  E C°:(Q(r)) soluzione in  Q(r) deU'e. 

quaz ione  h - -  8-t u ~-- O. Esiste  u n a  costante C > o tale ehe ~ ~ e o, r isul ta  

l ~])u12 1 f l Q(~)] d x d t  ~_ C VQ-~I [ u l 2 dxd t  
q(~') 

(5.3) 

e 

(5.4) I ~)1 u(~c, t) - -  u ( Y )  t" dxd t  ~__ C V~r-~ l u I ~ d x d t  
QO') 

dove Y ~ u n  p u n t o  q u a l u n q u e  E Q(~). 

Dim.  - Siano 0(x) e ~(t) due funzioni con queste proprietY: 

(5.5) 

0(~) e CC°(R"), 0(x) = 1 per [~1 < 2 '  0(x) 0 per 

K 
o ~ 0 ( x ) < l ,  tD, O [ ~  ~ ( / = 1 ,  2, .. .n) 

(;)' a(t) eO~(Rt), o<__,(t)~.~l, o ( t ) = l  per t ~ - -  , 

(5 .6 )  

a(t) = o p o t  t ~ - -  r ~, ) - t  <- ~ 

K eostante positiva. 
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Dall 'equazione(A--~t )u-- - - -o  , moltiplicando il primo membro per  0~o~u e 

integrando su Q(r), si ottiene 

Di qui 

(5.7) 

f [  ~ D,uD,(O*a~u) + ~ 02~2u] dxdt --~ o i=, ~t 
Q(r) 

Q(r) 

u*~ E (D~O) 2 dxdt -}- O2u~ d'xdt 
Q(r) Q(~) 

Tenuto eonto delle (5.5), (5.6) e del fatto t he  

1 2f d dt= 
¢$(~) 

dalla (5.7) si ha ehe 

1 fo~(x~)u~(x, o)dx ~ o 
CO') 

(5.8) f z~ 1D~u I ~ dxdt ~_~ ~:i u 2 dxdt  ~ c(K, r) u 2 dzcdt 
Q(r) Q(~,) 

Poieh4 ogni derivata alla u verif ica ill Q(r) le ipotesi del lemma, la 
maggiorazione (5.8) continua a valere se al posto della u mett iamo una qua- 
lunque derivata  della u. Si pub allora maggiorare  l ' integrale delle derivate 

~u 
seeonde D~Dju con l ' integrale della u ;  d 'al t ra  parte  ~-~ ~ h u e quindi  si 

~u 
maggiora anehe l ' intograle della ~ con l ' integrale della u. Ponendo nella 

~u 
(5.8) ~ al posto della u si maggiora l ' integrale delle derivate seconde del 

tipo D ~ '~t  con l ' integrale di ~u e quindi di u. E cosi via ... si r iesce a mag- 

giorare l ' integrale di una qualunqne derivata della u mediante  l ' integrale  
della u .  Si arr iva quindi ad una  maggiorazione del tipo 

(5.9) ll u I1 ~k( o l ~  "< vl(r) (1 u l ~ dx, dt 
- -  ~\~] j  J QO') 
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t" 
(5.10) | ]u{~dxdt~lQ(~)]  sup (ul ~ 

0 similmente ~ Y~Q(~)e ye (o ,  2] 

(5.11) ] u ( w ,  t) - -  u(Y)]2 dxdt <_ c~(r)~Zl Q(~)] sup [ D,u I ~ -t- -~ 

Per un noto teorema di SOBOLEV, SO k ~ sufficientemente elevato 

(5.12) 

sup lu[2  cs(r)llull  (  ) ) 

Dalle (5.10), (5.11), (5.12) e(5 .9)segue che ~ ( o ,  2]0  ~ r e  Q(~) 

(5.133 ~ t  u l ~ e,(r) l | l  u i ~ 
/- 

dxdt Q(P) l dxdt 
O(r) 

0 

(5.14) f [ t) - -  u(Y)] ~ dxdt ~ v~(r)p*[ Q(~)II [ dxdt 
f 

U(g6~ U l 2 
. /  

Q@ Q(r) 

Si pub precisare la dipendenza da r delle costanti c4(r) e c~(r) in questo 

modo: Se u(x, t )~ soluzione in Q(r)dell'equazione ( A - - ~ t ) u = o  la funzione 

~2~), ~ ~ O, ~ soluzioI~e dolla SteSS• oquaziono iI~ Q(~,)-hssu" v(y~ '~) = u(),y~ 

miamo ). ~ r e scriviamo le maggiorazioni (5.13) e (5.14) per la fun~ionv 
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v(y, ":)e gli insiemi q (~ )e  Q(1) 

(5.15) 

f tv(y, ":) l* dyd'¢ ~-- o.(1) Q(~)I f ,v(y , ~) l ~ dy&: 

f 
Jl_ v(y, ~) - -  v(X) [2 dydz 

dove X b u n  generico punto di Q(r)" /~elle (5.15)effettuiamo il cambiamento 

x t 
di variabili y = r '  : - - - - 7 '  si ottiene 

(5.16) 
¢2(p) 

j'tu(~c, t)-- u(Y) t 2 dxdt ~ c,(1)(~)*tQ(~)lfIu , 
q(p) QO') 

dxdt 

Tenuto conto che 

i Q(e) l l!:) 
restano dimostrate le (5.3) e (5.4). 

I lemmi the  ora enunceremo 
lemma 5.I. 

Useremo le notazioni 

seguono come semplici corollari dal 

(5.17) 

[llullJ~ --~ N ID,Djul2 + ~" dxdt=~[ID'D~u[l~v(a) + ~ L~<A) 
ii *J 

A 

p(A, u ) - ~  ~# ID~DiuIa~c'xi + \~]a  
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LE~I~A 5. II .  

(5.18) 

e 

(5.19) 

- S ia  u e C~(Q(r)) u n a  soluzione in  Q(r) dell 'equazione 

o. Esiste una  costante G > o tale ehe ~ p e (o, r] risulta 

[11 u Ill ~(,)-< a ttl u III ~(~) 

Itlu--p(Q(~), u)lll Q(p)~a [I]u.-p(Q(r) ,  u)[[l~(~ ) 

Dim. - Lo derivate D~Diu e ~ verif ieano le ipotesi del l emma 5.I. A1- 

lora dalla  (5 .3)segue la (5.18) ~ p c ( o ,  21" 

S imi lmente  la funzione U--~ u -  p(Q(r), u) verif ica le ipotesi del l emma 
~U 

5.I. e quindi  lo stesso vale per  le derivate  D~DiU e ~t-"  Allora dalla (5.4) 

Xa (519)  t infine evidente ehe pur di modifiearo la eo- s e g u e  
J 

s tante  G le maggiorazioni  (5.18) e (5.19) valgono ~ p ~(o, r]. 

Lv, I~]~A 5. II1. - Sia  u(~,  t) una  funzione ~ C~M(r)) solu~ione in  M(r) 

dell'equa~ione (h ~ )  - -  u ~ - o  e nul la per  t ~ o. Esiste una  costanle C > o tale 

ehe V-~ ~ (o, r] r isul ta  

(5.~o) tll u ltl i~ (~)~  o NI u Ill ~ M(r) • 

Dim. - Le ipotesi del l emma assieurano ehe u si annul la  per  t----o con 
tut te  le derivate.  P ro lungh iamo  allora la funzione u a tutto il e i l indro illi- 
mitato ~2----- C(r) X ( - -  c~ ~ t ~ r ~) ponendola  ugua!e a zero per  t < o. La  funzione 

j u ( x ,  t) in M(r) 

U(w, t) ~-- ~ 0  in C(r) X ( - -  o o  < t < o) 

appar t iene a C~(~) ed b ivi soluzione del l 'equazione A - - ~  U--~ o. Lo stesso 

~U 
avviene per  le derivate D~DtU e -~[ . Seriviamo per  queste  derivate la mag- 

giorazione (5.4) p rendendo  

Q(p) ~- M(~), Q(r)= C(r)X ( ~ - -  r ~ < t < p2), y ~  C(p) 



S. CAMPANATO: Equazioni paraboIiche del secondo ordine e spazi, ecc. 71 

~U 
~e l  punto  Y si annu l lano  le derivate D~DiU e - ~ .  Dalla (5.4) si ha 

quindi  ~ ~e(o, 21 

Cio~ la maggiorazione (5.20). P u t  di modifioare la costante C questa  mag- 
giora,,ione vale ovviamente per  tu t t i  i ~ e (o ,  r]. 

6. - Sia &2 il ei l indro Q > < ( o < t < T ) ,  T < + o o  e Q aperto l imitato di 
R ' .  I nd ieh iamo  con Wk,~(&2)(k>__l intero) la classe delle funzioni  u(~, t) 
tali  che 

(6.1) u e  U(o, T; Hk(Q)) e ~t 6 L~(~) 

e indiehiamo con W~'~(~) la classe delle funzioni u(x,  t) tali che 

~ ~u u(x, o) o (6.2) u e  L~(o, T; H~(Q)NH (Q)), ~ E L 2 ( ~ ) ,  = . 

~u d u  
La condizione ~ 6 L~(~) equivale a dire ehe ~-{ ~ L~(O, T; L2(Q)) (derivata nel  

senso delle distr ibuzioni  a valori  in L2(Q)) e per  quanto r iguarda  la condi- 
zione u(x, o) ~ o r icordiamo che una  funzione u E W~,~(~) e a maggior  ragione 
u ~  Wk,~(~) con k > 1) 6 quasi  ovunque  uguale  ad una  funzione con t inua  di 
[o, T] --- L~(Q) (cfr. ad es. [15] p. 11). 

Sia E(x, t)--~-E(X) l 'operatore  differenziale 

(6.3) E(x, t ) =  Y, ao(x, t)D~Di 

dove i eoefficienti  a~ i verif ieano le condizioni 

a) 

b) 

a~ i ---- ai~ , a~ i e C°(~) 

V-t{) ,{2~ Y. a~j(~, t)),~),j~v{),l 2 
it 

per un  certo v > o e ~ X e R".  

Sia f e  L~(g2). Gonsideriamo il 
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PROBLE~A 6. I. - Trovare u n a  funz ione  u ~ W~'~(~) tale the 

i .  (6.4) 

l~ noto (cfr. ad es. [9], [10]) the  se OQ ~ di classe C ~ il problema 6.I 
ammette  una e una sola soluzione u(x, t) e si ha la maggiorazione 

f[ f I I [ u ] ] [ ~ =  ~ ( D , D i u ) ~ - b \ ~ t ] ] d x d l ~ c ( v )  f ~ d x d t  

Questo risultato vale in part ieolare se l 'operaiore E ha coefficienti costanfi. 
In  tal easo perb la dimostrazione di questo ratio diventa assai facile. 

7 . -  In  questo numero dimostriamo aleuni lemmi relativi a soluzioni 

nella elasse W ~,~ dell 'equazione paraboliea h - - ~  u = f con f di quadrato 

sommabite. 
Gli insiemi Q(r), Q*(r), M(r),  ~/1*(r) ehe intervengono in questi lemmi 

sono definiti  come in (5.2). 

LEM~A 7. I. - S ia  u e W~,~(Q(r)) una  soluzione in Q(r) dell 'equazione 

(7.1) /llu[lt  2 

(7.2) t l lu -p(Q(p) ,  u)l t t~r~)~c ]Ilu--p(Q(r), u) ItI~Q~) + I]f --fQ¢~)II~L~¢QC~)) • 

Dim. - Decomponiamo u nella somma v ~ w dove 

w e  V¢o (Q(r)) 

(7.3) 
( h - - ~ ) w ~ - ~ f  in Q(r) 

e 

v e W2,1(Q(r)) 

h - -  v = 0  in Q(r) 
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Quindi v ~ C~(Q(D) N W~,'(Q(r)), ~ ~ ~ (o, r). 
Appl iehiamo a l l a v  la~ maggiorazione (5.18); si ot t iene ~ p ~(o, r) 

t~)  n'-l-2 2 2 
(7 .5 /  ill ~ III ~0)  ~ ~ ill ~ II1 ~,-~ 

Appl iehiamo alia w la maggiorazione (6.5) 

(7.6) 

Dalle (7.5) e (7.6) segue che ~ p e (o ,  r) 

Ill u Ill~(~)<- o ]11 ulll ~(~>+ tt]~vlllQc~>+ltfllb<Q(,, 

e quindi  la (7.1). 
Per  d imostrare  la (7.2) si ragiona in modo analogo:  si considera la fun- 

zione U---- u - -  ]9(Q(r), u); Ue  W2,~(Q(r)) e (h  - ~ t ) U - ~  f - -  fQ(~). Si deeompone  

U nella somma v-}-w dove v e w soddisfano le condizioni (7.4) e (7.3) con 
f - - fo(~)  al posto di f .  Alia funzione v si appl iea la maggiorazione (5.19) e 
si ott iene ~ p e (o ,  r) 

(7.7) Ill v - p(q(p), v) ill 2Q~e) <-- c lit v -p (Q(r ) ,  v)ill Q(~) 

Alia funzione w si appl ica la maggiorazione (6.5) e si ha ~ p e(o, r] 

(7.8) IIl~111 ~ - Q~e) < c l l f  - fQ(r)tl 2 L~( g( r ) ) 

Dalle (7.7), (7.8) segue la (7.2) tenuto conto delle relazioni 

III V--p(A, V)I I I~=I I I  ~--p(A, ~)1115, A ~ Q(r) 

IIIP(A, ,v)tlt~ < - -  l l l " I I l  ~ ,  A ~ Q(,-). 

LEM~A 7. IL - Sia  u E W~,I(M(r)) una  soluzione in  M(r) dell 'equazione 

(7.9) 

e 

(7.10) 

f e u(~, o) ~ o. Esiste una  costante v > o tale the ~ p ~(o,  r) 

[(:;÷' ] 

An~m~i di Matemat ica  1o 
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Dim. - Come nel lemma precedente si decompone u nella somma v + w 
dove 

w e W~o'~(M(r)> 

Di conseguenza v e  W~,~(M(r)) e veri:fica in ogni M(*), , e ( o ,  r), le ipotesi del 
lemma 5. III.  Dalla maggiornzione (5.20) scritta per la v e dalla maggiora- 
zione (6.5) seritta per la w si ottiene allora ~ g ~(o, r) ta (7.9). 

Per  dimostlare la (7.10)osserviamo che la funzione U - - - u  + tfm~) re. 
rifica ancora le ipotesi de l  lemma con f - - fM(~)  in  luogo di f. Si pub quindi 
serivere lu maggiorazione (7.9) per la funzione U 

M(~) ~ 

Da questa maggiorazione segue la (7.10) tenuto conto delle maggiorazioni 

111 u - -  t(au),~~ ]l[ ~a <- It] U][t ~, A _ M(r) 

e ¢) 

~u + ~ [ +  <_~ u - - t ~  , A c M(r) .  

t~ei due lemmi che seguono indichiamo con IJ~o(C*(r)) la elasse delle 
funzioni u6H~(C*(r)) che hanno traccia nulla sull ' iperpiano x,  = o  e indi- 
ehiamo con %V%~(C*(r)X (a < t < b)) la classe delle funzioni u tali che 

~u 
u e  L~[a, b; ~',<C*(r))ntF(C*(r))] e -~ e L~(~) 

(7.11) 

e 

LEMMA 7. I I I . -  Sia  u e ~v~V~,~(Q*(r)) una soluzione in  Q*(r) dell'equazione 

h - -  ~t u = [. Esiste una  coslante c > o tale che ~ O ~ (o, r) 

Ill u I1] ~.(0) <---c 11[ u ill Q*(~) + II f llQ*(~) 

[<U ] (7.12) HI u - -  p(Q*(~), u)Ill ~ (~.(,) < c ][I u --p(Q*(r), v~)II] 2 --  Q*(~) + t] f - -  fq~(~)l[Q*(~) 

(s) Dal l ' equaz ione  si r i~ava the 

II ~ + fflv(,~) [ 2  
-~ IIAUI!L~(A) ~ c ~ [tDtD./u II~(A) 
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Dim. - Consideriamo le funzioni U e F defini te  in Q(r) nel seguente 
modo 

(7.13) 
/ u ( x ,  t) se co, ~ o 

U(x, t ) = \ - - u ( ; ,  - - x , ,  t) se x,, < o 

_/ f ix ,  t) s e x .  ~ o  
(7.14) F(X, t) 

- - \ - - f ( ~ ,  - - x . ,  t) se  ~,, < o 

dove ; = ( x ~ ,  x2, .... x~_~). 
La  funzione F ~  L~(Q(r)) mentre  U s  W-',~(Q(r)) ed ~ soluzione in Q(r) del- 

l ' e q u a z i o n e ( A - - ~ ) U : F .  Qaindi U v e r i f i c a l e i p o t e s i  de1 l emma 7.1. Allora 

le muggiorazioni  (7.11) e (7.12) seguono dalle (7.1) e (7.2), scritte per  U ed 
F~ tenuto conto ehe ~ ( ~ ( o ,  r) r isul ta  

Ill uIII?~(~> 2IIIulIl ~ = Q*(~) 

IiIU-p (Q(~), u)IiIS~o) 2I}Iu-p(Q*(~), u)[II ~ 

= fll  v<~.(o)) 

II n -  ~Q~) [I b(Q(=, 2 II f - -  fQ*(:)II ~ = L~(Q*(a))  • 

LE~[~IA 7. IV. - Sia u ~ ~V2,1(M*(r)) una soluzione in M*(r) dell'equazione 

~ e~(o, r )  

÷' ] 2 2 
(7.15) Ill ~ Ill ~'<~) <-o Ill ~ III N~*<~> + II fll ~,(~,.<~)) 

e 

Ill () Ill' (7.14) Iliu %u/~.¢~)IlI~,.<~><-c u- t~ /~ , .<r )  ~.<r) 

+ II f -  f~.(~)t] i,(~.(.))] 

D i m - -  Definiamo U e F in tu~to M(r) mediante  le posizioni (7.13) e 
(7.14). La  funzione FeL:(M(r))  mentre  U verif ica in 2J(r) le ipotesi del lem. 
ma 7. I !  con F in !uogo di f. Le maggiorazioni  (7.15) e (7.16) seguono allora 
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dal le  (7.9) e (7.10), ser i t te  per  U e F, t enuto  conto t h e  ~ a e (o, r) 

i1[ Ul[i 2 

I1Flt ~ 

t?v~ I 

It F - -  FM(~)tl'v(,~(~))= 2 tt f -- f~'(~) ]t b<u.(~)) 

8 . -  Cons ider iamo ora l ' opera tore  parabol ico  ( E - - ~ t ) u  dove 

(8.1) Eu = ~ aq D~Duj 
~j 

un opera tore  ell i t t ieo a eoeff ic ient i  eos tan t i ,  con eostante  di el l i t t ici t~ v.  
Quindi  a~i----aj~ e 

(8.2) v-~l~l~< ~ a,j~,~i<_v[xl ~, ~¢xeR".  
# 

Pon iamo a----- {a 0}, A .= a -~ = {Aq!. [nd ieh iamo con 2~, ).2, .... )`,, gli auto- 
valor i  (positivi ma  non  nece s sa r i amen te  distinti)  del la  t ras formazione  x---.-ax 
e sia A x, A 2, ..., A n a n  co r r i sponden te  s i s tema di autovet tor i  normal izzaf i  e 
tali che 

~A h A de t !  ~ = 1 

) -1  )̀ ~-1 e qu ind i  Le  t ras formazione  x---,-Ax ha  come autovalor i  )`~-~, 2 , ..., 
anehe  la fo rma  quadra t i ea  ¢p(x)= Z A 0 x~xj ver i f ica  la re laz ione  

(8.8) v-llxl 2<_ Y, A~ix,xj<--~lx[ ~, V x e R "  
0 

P e r  ogni p > o poniamo 

(1)(e) = i x : x e R " ,  ~(z) < p2} 

¢*(~) = ¢ ( ~ ) n  Ix,, > ol 

L'appl icaz ione  x - -  ~;(x) = y dove 

1 
(8.4) Ya = V---)-~a (x, ih ) ,  (h = 1, 2, ..., n) 

Sr~sf0rma, con ev idente  s ignif icato  dei simboli,  l ' opera tore  Ex ne l l ' opera to re  
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hv, l ' insieme q)~) nella sfera C(~)e  ~*(~) in una semisfera che mediante  
una rotazione ~ possiamo far coincidere con C*(~)-~ C(~)(3fyn > oi.  

Osserviamo inoltre che una rotazione ~ sulle variabili  x~x2.., x,~ lascia 

inal terate  le quantit/~ I1 u It ~ - ~ ,  I1 u - -  u~ II J:~), II1 u t11~, Ill u - - p ( A ,  u)ill .~, A 
sottoinsieme misurabile di R" X Rt ,  mentre  con la trasformazione l ineare di 
coordinate 

T :  (x, t)--*(~(@, t ) =  (y, t) 

le medesime quantit/~ diventano 

( lu(x ,  t) ll ~ ----- !1 v(B) L~(a) A l l y ( x ,  t) 

(1 U Ua II 2 - -  v ( a )  = h I] v - -  vB II v~B) 

II]Ulll~= A( ~\hk x~l IIDhDkVllV(B) + ~ V(B) 

1 I tDhDkV--  {DhDkv}BtlV(B) + ~t i I I u - p ( A ,  u ) t ! i ~ = A  ~ B V( . )  

dove si ~ posto 

A = V ~  x~ ... x,, ,  v(y, t) = u(Cg-~(y), t), B = T(A).  

Quindi tutti i lemmi che abbiamo dimostrato nel n. 7 si enuneiano inal terat i  

anehe per soluzioni u ~ W ~,~ dell 'equazione E - -  ~ u = f sostituendo formal- 

raente agli insiemi Q, Q*, M, M* definiti  dalle (5.2) r ispett ivamente gli insiemi 

Q~(r) = ¢(r)  X ( - -  r ~ < t < o) 

(s.5) 

Q:(r)  = (p*(r) x ( - -  r ~ < t < o) 

M@)  = ~(r) X (o < t < r ~) 

21/* (r) ----- ag*(r) X (o < l < r 2) 

La costante posiliva c che figura nelle mggiorazioni (7.1), (7.2), (7.9), (7.10), 
(7.11), (7.12), (7.15) e (7.16) ve~rrh in questo caso a dipendere dalla costante 
di ellitticiti~ ~. 
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T e o r e m i  d i  r e g o l a r i t / ~  n e g l i  S p a z i  ~,°(~2, $). 

9. - I nd ich iamo  con ~ il c i l indro Q > ( ( o < t < 2 ' )  dove T /~ < + c ~  e 
Q b un aper to  l imitato  di R ~, su f f i e i en temen te  regolare .  I nd i ch i amo  con 

E ( X ) =  E(x,  t) l ' opera tore  el l i t t ieo E a~/X)D~D i def in i te  in ~2, a eoeff ic ient i  

con t inu i  in ~2 e simme~rici ,  il qua le  ver i f i ea  la condiz ione  

(9.1) v-l[~.l~<~ Y, aii(X)),~),i<_vl),} ~, ~ k e R ' ,  ~ X ~ t 2  
ff 

con v > o. 

S i a / ' ~  L2(f~) e sia u ~ W~'~(f~) la soluzione in a de l l ' equaz ione  E(X)  - -  u -~ f 

(efr. n. 6). I ud i ch i amo  con Gii(f) (i, j = t, 2, ..., n) e con Gt(f) le appl ieazioni  
l inear i  di L~(f~) in L~(f~) def ini te  nel  seguen te  modo 

G~ : f ~ D~Diu 

L a  maggioraz ione  (6.5) a s s i cu ra  che le appl icaz ioni  Gii e Gt sono con t inue  
da  L2(~2) in L2(~). AUora G~j e Gt sono appl icaz ioni  l iuear i  e con t inue  anche  
da ~2,0(~2, ~) in L2(g2) pet" ogni 0 ~ o  (cfr. la nota  (8)). 

Noi  vogl iamo dimoslrare  che, se OQ e i coefficienti aii sono oppor luna .  
mente  regolari ~, le appl icazioni  Gij e Gt son l ineari  e cont inue da  ~2,°(t2, ~) in  

~ ,o(~ ,  ~) per  ogni o < 0  ~ n + 4 ° - -  ,,T---9~ (cfr. teor. 11. I) (9). + 

Qaesto  r i su l ta to  seguirh,  con r ag ionamen to  s tandard ,  dai teoremi  t he  
d imos t r e remo  in ques to  n u m e r o .  

Ut i l izzeremo i l emmi  d imost ra t i  nel  n. 7 i quali ,  come si b osse rva to  
nel n. 8, res tano  val idi  anche  per  gli opera tor i  a coef f ic ient i  eos tant i  (8.1). 
L a  eos tante  pos i t iva  c che f igura  nel le  maggioraz ioni  (7.1), (7.2), (7.9), (7.10), 
(7.11), (7.12), (7.15), (7.16) v iene  a d ipendere  in ques to  case  d a y  e pos s i amo  

(9) Volendo, ~ safficiente dimostrare questo fatto per le applieazioni Gij in quanto per 
la Gt viene di conseguenza tenuto conto della relazione 

C~tf ~ v aijGij f _ I[ 
~J 

I applicazioae identica. 
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supporre che questa c(v) sin la stesa in tulle quelle maggiorazioni. Possiamo 
anche supporre c(v)> i .  ~ o n  steoremo a r ipetere ogni volta queste precisazioni. 
~ e l  seguito useremo le seguenti  notazioni 

D ~ ~ul/~ ~ 

U 2 ~UI2 illulII ~L~,o(A,~) = ,i E IID'Dj ]lL~,O(A,e) + ~7 L~,O(A,~) 

Se ~2 o 6 il cilindro Q o > < ( o < t < T ) ,  scriveremo f~oCCI2 nel caso che sia 
QoC CQ. Ricordiamo infine che I(Xo, or) 6 ta sfera di centro Xo o raggio 
nella metr ica  (1.l) e che f~(Xo, ¢r)=I(Xo, ~)(~f~. 

TEOREMA 9. I - Sia u e W2,1(f2) una soluzione in f~ dell'equazione 

(E(X)--~)u=f con la condizione u(x, o ) = o .  Suppo~iamo che i eoefficienti 
x [  

a 0 siano eontinui i n - ~  e che f e  L2,°(fL ~) 1)er un certo O, o ~  0 < 1. Allora 
per ogni cilindro f~oC C~2, di classe C~ rispetto alla metrica ~, risulta 

D~Dju ~ Lz,°(~2o, ~), c5-[ ~ L~'°(f~°' ~) 

e si ha la maggiorazione 

(9.2) I]lulil~,o(~o,~) <-e(v, O, no)i lllulll~ ~ ] ~:o(.+~) 4- I! fl/L2,0(.q,~) 

dove e(v, 0, f~o) dipende da I2o solo altraverso la costante che interviene 

nella condizione ~ ed r ~ un numero positivo de/Xnito dalla (9.5). 

Dim. - Indichiamo con Ro la distanza (euclidea) di Qo dalla f ront iera  di 

Q e poniamo 

ro ---- min \2Vv '  

So  Xo-----(Xo, t) 6 un punto di rio indichinmo con a(Xo) la matr ice {ao(Xo)} e 
con {Ao(Xo) f I~ matr iee a-~(Xo). Poniamo in [ ine  

r(Xo, x ) =  X A~jCXo)(X~ - -  ~C~,o)(xj- ~j, ), x e R "  

(I)(Xo, ~ ) =  l x : x e R " ,  ~(Xo, x) ( ~! ,  a > o 
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P e r  ogni (: > o si ha  (lo) 

/ 
ct ., c ®(Xo, o)c C(xo, V;o) 

e qu ind i  r i su l ta  ¢(Xo, ~)C Q, ~ Xoe£to  e ~ z e ( o ,  re]. Pon iamo  

(9.3) (o ( r )=  sup sup sup ]a~(X)--aq(Xo)[ 2 
~i xoe-~o x~a(xo,~/Tr) 

Poich~ i coeff ic ient i  aCj son cont inui  in £t, co(r) ~ inf in i tes imo con r e qu ind i  
es is te  una  appl icaz ione  p--r(p), def in i ta  per  p > 1 a, valori  in R +, tale ehe 

1 
(9.4) co(r) ~_ p , + 2 ,  ~ r e (o, r(p)] 

--r v P o n i a m o  p~ , 0) ~ [2c(v)][(~+ 2)(1-°)]-~ e 

(9.5) r ---- min  (r(p), re) 

S ia  t ~ ( t )  una  appl ieaz ione  di R + in Re + e per  ogni eoppia  di valori  g, r, 
o < 9 < r ~ r o ,  si abbia  

con F eos tan te  ~ o .  I1 l e m m a  4. I a s s i eu ra  ehe per  ogni  eoppia  di valor i  

~, r, o < p < r~.~ r, r i su l ta  

(9.7) ~(~)<2c(v)(~)<~+~)°~(r)A-c(v, 0) ~<~+2)° F .  

dove v(v, 0) b una  cos tan te  posi t iva,  f ac i lmente  deduc ib i l e  dal  l emma  citato. 
Bas t i  osservare  che, f issato un  p > 1, da-(9.6) e (9.4) si o t t iene che per  ogni 

coppia  di valori  ~, re(o,  r(p)], tali che 1 < r  ~p ,  si ha. 

/p\ ,+2 
(9.8) ~(?) __~ 2c(,~)(r) ~(r) -l- c(v)P °('+~)F" ~+z)o 

(it) C(X0, r )== lx :x~R  n, I x - x o / < r l .  Rieordiamo la (83). 
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Cib posto, il ieorema 9: I sarh dimostrato so not proveremo che ~ XoeFto o 
~ > o si ha una  maggiorazione di questo fipo (n) 

(9.9) "] u IIl~¢xo,p, ~c(v,  O)P °¢~+')[ ~o[llu]l]~c,+~) +[]fl'~,o(~,~)] 

t~ sufficiente provare l a  (9 .9)per  tutti  i ~e(o,  at) (a reale positivo fissato) 

perch~ se p ~ r : ¢  si ha banalmeute  

Per  dimostrare la (9.9) distinguiamo due cast. 

a) - to = tx~ = o. Indichiamo con M(X~, r) un insieme di questo tipo 

(9.10) M(Xo, r) = O(X., r) X ~o < t < r ~) 

Per  ogni r s (o ,  r) si ha 

(9.111 Xo, C M(Xo, r) C 

Fissato r la runT, tone u appart iene a W~,~(M(Xo, r)), si annul la  per t = o ed 
soluzione dell 'equazione 

( E(Xo) - ~ u ----- F ( X )  = f(X) + ~ [ a o C X 0 )  - -  a,j(X)] D~Dju q 

con F(X)eL2(M(Xo, r)). La maggiorazione (7.9) del lemma 7. I I  assicura al- 
lora che ~ p e(o, r) 

[/p\n÷~ ] 

e quindi ~ pe (o ,  r) 

(9.12/ IlJulll~(Xo,o) <:-c(v) Iliulll~¢xo,~) +~°(r)[llulll~(xo,~)+cr°("+=)llf[IL,,o(~,~) 

Qaesta maggiorazione si identifica con la (9.6) qual 'ora si assuma ? ( t ) =  

('9 Questo perch~ I[[u]il~o(xo, p> ~ [:[~l]]~<xo ' ~> 

po(~+~) ~ cost. [~o(xo, p)[o. 

e inoltr% avendo supposto 12 0 di tipo ~ ,  

Annali gi Matematica 11 
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-II1~II1= - -  al(xo,0 ed F=~Ilf[LL~,o(~,O. Quindi, per quanto si ~ prora te  preee- 

dentemente,  si avr~ ~ ~ e (o, r) 

(9.13) I][ u Ill l~<Xo,0)-< %(v) Ill u []l M(Xo,;) + ~(v, 0)~¢-+~)0 {I ft/L~,0(~,0 

A maggior ragione, ~z p E (o, 7"), 

(9.14) Ill ~ III l~<Xo,~> <__ ~,(~, o)po<-+:,[ II1~o(.+:, ~ II1 ~, + II fll~:,o(u,~)] 

Da questa maggiorazione, tenure oonto della (9.11), segue la (9.9) per tutti i 

oo(o 
b) - Sia Xo----(a~o, to)e l-lo e o < to<: T. Indiehiamo con Q(Xo, O) un in- 

sieme di questo tipo 

(9.t5) Q(Xo, p ) =  @(Xo, e) X (to --  ~ < t < to) 

Proveremo che ~ ~ e (o, r) r isulta 

- -  ~ 0 ( ~ + 2 )  

Supponiamo per un memento di aver dimostrato questo fatto. Osserviamo 

ehe ~ ~ e (o, r) r isulta 

f~(Xo,,~vv)= ~ N ~ X o ,  ~v)C[@(Xo, p) X (to --  p2 < t < to + ~2)] ~ 

E quindi, posto ~ = min (to + ~, T) e Q'(Xo, ~) = @(Xo, ~) X (t--- ~2 < t < -t), 

~2(Xo, ~ )  C [ Q(Xo, ,O)f3t2]U Q'(Xo, ~) 

Anehe Q'(Xo, ~) /~ un insieme del ripe (9.15) per cui dalla (9.16) segue la 

(9.9) per tutti i 0~ o, . 

Dimostriamo allora la (9.16). 
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Poniamo r * ~  rain(r, Vlo). Al!ora 6 Q(Xo, r*)C~2. Fissiamo un r,  
r e (o ,  r*]. La funzione ueWZ,I(Q(Xo, r)) ed 6 soluzione dell'equazione 

( ~) ~ [a,,(Xo)- a,,(X)]D,Diu g(Xo) - -  ~ u = g(X) = fiX) + ~J 

con FeL2(Q(Xo, r)). La maggiorazione (7.1) del lemma 7.I assicura allora 
the %t p e (o, r) 

( 9 ' 1 7 )  Illulll~(~o,p)-c(~)[[~) IIlulllQ(~o,~)+o(r)lll~lll~(~o,~)+ 

+ cr0(-+~> II fl[~2,o(~,~)] 

Questa maggiorazione si identifiea con la (9.6) qualora si assuma ~(t)---- 
- -  2 G 2 , --IlluJll ~(x0,t) ed F =  II/]lL2,0(~,~) Quindi dalla (9.17) segue the .~t p • (o, r*) 

2 , / p \O(n+2) 2 
(9.18) 111 u tll ~(:,o,~)-< 2o,v)(7% ) I11 u III ~(Xo,~.) + o(~, 0)~°("+:)llftl ~:,0(~,~j 

Qui si presentano due possibilith: 

Se r*-~r,  dalla (9.18) si ha sabito la (9.16) ~t p~ (o, r). 

Se invece r*-~ Vto la (9.18) si pub sorivere in questo modo 

(9.19) 111 u ti ~,,o,~) <- ~,(~, o)e°('+') III u Ill ,, 
(V to)O~,,+~) 

0ra perb 

Q(Xo, V~) = MCXo, Y~o) = ¢(Xo, V~o) x Co < t < to) 

e quindi dalla maggiorazione (9.14) si ha che 

(9.20) III u III Qc~o,4ro)< o,(v, o) III u III ~, + tl f l l  ~,o(,:,,~) 

Dalle (9.19) e (9.20) segue anche in questo caso la (9.16)per tutti i p G (o, bQo)- 
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Se poi V t o < : p ~ r  allora Q(Xo, p )N~2CM(Xo,  p) e quindi per la (9.14) 

Osservazione 9.I - In relazione al teorema ora dimostrato si puo osservare 
2 

quanto segue: Supponiamo the  f e L~,~(a, ~) con 0 < _ ~ - ~  e supponiamo the  

i coefficienti ai]. anzich(i continui in ~ ,  appartengano a C°,a(-~, 8) con a 
0(n + 2) -- 2 , allora nella maggiorazione (9.2) si pub sostituire r con ro. Iafat~i 

nelle ipotesi attuali  co(r) verifica una maggiorazione di questo tipo 

~)(r) ~ A r 2~ = Ar  °('+~), ~ r e (o, ro] 

per cui dalla maggiorazione (9.6), supposto, come ~ ]ecito nel caso che a noi 
interessa, che t-÷cp(t) sia non decrescente ,  si ottiene 

(9.21) 
/p\n--F2 
},/ + + F) 

per ogni coppia di valori p, r verificanti  la relazione o < p ~.. r <_ ro. I1 lem. 
ma 4. I assicura allora the  per ogni coppia di valori p, r, con o ~ p ~ r ~ to, 
r isulta 

(9.22) 
(~)0(,,+2) 

~(~) <_ 2c(v) ~(r) -~ c(v, 0)p°('+~)(Ac~(ro) + F).  

TEORE~A 9. I I  - Sia  u e W2,1(~2) u n a  soluzione dell'equazione 

(E(X) - -~)u- - - - - f  con la condizioneu(x,,o)--~o. S u p p o n i a m o c h e f ~ , l ( ~ 2 ,  ~)eche 

i coeffi~ienti a~ i e C°,~(~2, ~), o < a ~ 1. Allora per ogni cilindro ~2o CC ~2, di 
classe C~ rispetto alla melrica ~, r isul ta  

D~Diu ~ ~2,1(~20, 8), ~ e £~,1(~2o, 8) 

e si ha la maggiora~ione 

(9.23) 



S. CAMPANATO: Equazioni paraboliche del secondo ordine e spazi, ecc. 85 

Dim.  - to, (~(Xo, ~), ~o(r) sono defindti come nel lemma precedente.  ~'elle 
ipotesi at tuali  sui coefficienti  aq si ha 

(9.24) ~o(r) <: sup [aq]~Co,~(~,~)r 2~ = A r  "~ 

II teorema sari~ dimostrato se noi proveremo ehe per  ogni Xo e ~o e 
o ~ ~ ~ kro (k ~ o fissato) si ha la maggiorazione 

2 ~ Ilia2 2 1 (925) 
- t ro '~+~ + [[ fll e~,~ (~,~) 

1 

con c costante opportuua.  
Premet te remo una osservazione. Sia t2~---Q~X(o,  T ) u n  cilindro di clas- 

se ~ seelto in modo tale che 

i) ~ o C C D ~ C C  

ii) detta R~ la distanza di Qo dalla frontiera di Q~ si abbia 

.~ < : r ~ = m i n  R~ ro 

2 g  

Poieh~ ~ ~2,~(~, ~)~ L~,~-~-4-~(~2, ~) il teorema 9. I e l 'osservazione 9. I assicu. 
rano ehe 

(9.26) ItI ultl ~ ~ 
L 2 ~ 1  - - -  ~+~ (~i,~) 

Cib pos to  d i s t i n g u i a m o  d u e  easi  (~) 

(9.27) 

W_-JH + 1 _< c(v, 

( r°] a ) -  2(o~ ~2o e t o = t Z o ~ - o .  Fissato  r, r ~ o, -~ , si ha 

a 2(o, CM(Xo,  r ) C a ~  

La funzione u appart iene a W2,~(M(Xo, r)), si annulla per  t----o ed ~ solu- 
zione deli 'equazione 

E(Xo) - -  ~ = F ( X )  = f ( X )  + ~ [a~j(Xo) - -  aq (X)]DiDiu 

(i~) Utilizzeremo 1~ notazi0ni introdotte laella dimostrazione del teorema 9.I, 
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In  virtfi del l emma 7. I I  (maggior. (7.10)) si ha allora ~ p e (o, r) 

Ou 2 

(9.28) ~_c(v) u - -  t N M(xo,r) M(Xo,r) -~" II F - -  FM(Xo,r) ll L~(M(Xo,r)) 

D'altra parte la (9.26) assieura ehe 

(9.29) ill u Ill ~ ~ c(v, a)r "+~-2= [ Nlulit5 2 ] M(x,,,) j~. ,+2-~, + [l fll;,,,(a,~) 

Da (9.28) e (9.29) segue in defini t iva che ~ p e (o, r) 

_ _  , t ~u  q.. r . + Z  K u - -  ~ c(v A) u - -  / ~  t ~ )  ,(Xo,p, M(Xo,~) 

dove 

K =  ill u III 2 +]tfIt 
ro,,+2-2~ (~,~) 

A questo punto  si utilizza il l emma 4. I e si conclude che per  ogni 

p, r con o ~ p ~ r ~  di valori 

u \ ~t ]M(Xo,p) ~(Xo,7) 

e quindi  ~ p e (o, 

U 

coppia 

q" P '+2K 1 

c~(v, :¢, A)p "+~ [ ro,~+~ "q- [/ftl~,~(oV l 
Da questa  maggiorazione,  tenuto eonto della (9.27), segue la (9.25) per  tutt i  

i p e  o, 
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b ) -  Xoe l2  e O ~ t o ~ T .  Indiehiamo con Q(Xo, 0) un insieme di que- 
sto ripe 

Q(Xo, 0) = ¢ ( X o ,  o) x (to - -  0 3 < t < to) 

Per  dimostrare the  vale la maggiorazione (9.25) per tutti i 0 ~ o, baste- 

,re,are o o,or 

(9.30) Ill u - p( Q(Xo, 0), u)Ill o(xo,e) - ro,+~ 

Poniamo r * =  m i n ( ~ ,  Vto). Fissato r e  (o, r*] la funzione u e W2;(Q(Xo, r)) 

ed ~ soluzione dell 'equazione 

E(Xo) - -  gt u = f(X) -}- Y, [aii(Xo ) - -  aq(X)]D~Diu 
q 

La maggiora~ione (7.2) del lemma 7. I assicnra allora ehe ~ 0 e(o, r) 

[It u - p ( Q ( X o ,  0),  u)t l[b(xo,~)<- 

e tenuto eonto della (9.26) si ha, ~ ~ e (o, r), 

lllu-p(Q(Xo, o),u)ll[~(Xo, e)~v(v,~,A) l]lU--l~(Q(Xo, r),u)lllQ~o,~)+ 

K = Ill u!!~ ~ -t- ]l f ll~2,,(u,~) 
ronq_2_2g / 

kppl ichiamo il lemma 4.I  e coneludiamo ehe per ogni eoppia di valori p, r 
con o ~ 0 < : r ~ r *  

(9.31) Ill u - -  p( Q(Xo, 0), u)[[I ~(Xo,~)----- 

~ c (v ,  a, A) III u - -p (Q(Xo ,  r), u)l[I Q(Xo,~) + p"+~ K 

A questo punto si presentano due possibilith: 

dove 
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, °  
$0 r * = ~ -  dalla (9.31) si ha subito la (9.30) ~ e ~ o, . Se invece r * =  V~ 

dalla (9.31) si ottiene ~ p e (o, Vto) 

[[I u --p(Q(Xo, ~), u)IIJ ~ q(xo, ~) 

~ c(v, ~, A)[p "+' Hiu--p(O(X°'(Vto) "+2V~)' u) l,] :(Xo.qg ) q- p"+ 'K]  

D'allrli parte, per quanto dimostrato in a), 

III ~ --p(Q(Xo, V~), u)1II b~0,vr0, 
(V~) .+  2 

o quindi ~ p e (o, V~) 

[ , ] _ _  ~ v Ill u Ill ~ + [fhe:,,(,~,~) 
t o . +  ~ 

(9.32) [ll~-p(Q(Xo, ~), ~)lll~<xo,,,~0,, ~<, A)~'+=IIIJ~lll~o'÷' +-Ilflt~,.:(~,~)] 

1~ chiaro the pur di modifieare la costante c(v, ~, A) Ill mliggiorazione (9.32) 

vale anchepe r  t u t t i i  ~[Vt-o ,  ~ )  in quanto per questi ~ risulta 

Q(Xo, ~) c o(xo ,  ~) x (o < t < ~) 

]~ immediato verificare the ripetendo 
per il teorema 9. II si pub dimostrare 
generali~,za il teorema 9. II  medesimo 

TEORE/~A 9. III  - Sia u e W2,~(f~) 

la dimostrazione the abbiamo dato 
il seguente risultato che contiene e 

una soluzione delt'equazione 

the i coefficienti a~ i appartengano a C°,~+~(f~, ~) con 

~ > o ,  f~_o ,  a q - ~ < _ l  

Allora per ogni cilindro f2o CC f~ e di tipo ~ risulta 

U 2 

(9.33) Ill ~ lll~"'~ "~ <~(~, A, ~, ~, a . ) [U[_ l l l~  ~,,,~,~ ] 

Per ~ ~ o si riottiene il teorema 9. II. 
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CORO~LAtilO 9. I - Nelle stesse ipolesi del teorema 9. I I I  le derivate D i D #  
3u 

(i, i ~ 1, 2, ..., n) e ~[ sono limitate in  12o e si ha la maggiorazione 

(9.34) lllull Lcc(no)~C(V, A, ~, ~, 12o) [ro,+~+: ~ + < ,  '] 

dove IIluill~(~o)= ~ IID, DiuI[L°°(ao) + ~i LOO~rZo)" i ]  

D i m ,  - Poioh6 ~o ~ di ripe ~L i l  teorema 2. I assieura ohe 7~'~+~(11o, ~$) 

isomorfo a C°,~('12o, ~). D'altra parte se v ~ C°~(~2~, ~) si ha 

La (9.34) ~ cosoguenza allora di questa  maggiorazione e della (9.33). 

T]~ot l~A 9. IV - Sia u s W2J(~) una  soluzione dell'equazione 

( E ( X ) - - ~ ) u = f  con la condizione u(x, o ) -~o .  Supponiamo che f e ~ , ° (~ ,  ~)' 

n + 4  
con 1 ~ 0  ~.-n--+2' e che i coelTicienti aii appartengano a C°,~(~, ~) con 

n + 2  o : -  2 ( 0 -  1). Allora per ogni cilindro ~o CC 12 e di lipo ~ risulta 

D~Diu s ~,°~gZo, ~), ~ ~2~,0(~2o, ~) 

e si ha la maggiorazione 

(9.35) II1 ~ III 5:.0(~,,~)<-~(~, A, o, ~o)[ 111,o<~,+:>~111~ + ilfll 5:.0(~,0) l 

Questo teorema migliora il r isut tato del teorema 9.III  per  il fatto che i 
coeffieienti  aii hanno  lo stesso esponente di holderianitli  della f anzich6 un 
esponente maggiore. Nel teorema 9. I I I  :¢ era positive, qui ¢¢ b zero. 

Dim. - La dimostrazione 6 analoga a quella  del teorema 9. I I  per  eui 
ci l imiteremo a t rat teggiarla  rapidamente.  I1 simbolismo ehe useremo ~ quel- 
lo gii~ introdotto nelle dimostrazioni preeedenti .  

Dobbiamo provare  che per ogni Xo e ~2o e o < ~ ~ kro (k > o fissato) risulta 

(9.36) : [ HI ul!l_~ + li fllS.,,(~,~ J 

A n n a l i  di  M a t e m a t i e a  12 
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Sia ~ = Q~ X (o, T)  un cilindro di classe ~ seelto in modo che verifichi 
lc eondizioni i) e ii) (err. dimostr, del teor. 9.II). 

Distinguiamo due casi 

Xo ~ flo e to = txo : O. Fissato r, r ~ (o, -~] si ha. a) 
\ 

(9.37) ~2 Xo ,  C M(Xo,  r) C D, 

La funzione u e W~,~(M(Xo, r)), si annulla  per t = 0 ed 6 
1' equazione 

(E(Xo)  - ~ t  u = f (X )  + ~ [ao.(X, ) --a,j(X)]D, Dju. 
\ 

soluzione del- 

In virtfi del teorema 7. I I  (maggior. (7A0)) si ha allora che ~ e (o, r) 

(9.38) u - -  t ~ U(Xo, p) M(Xo, p) 

)l(:)-+,l <- c(,~ u - -  

D ' a l t r a  parte, per  il eorollario 9.1, 

e quindi  ~ ~ e (o, r) 

u ~ t ~ M(Xo, O) M(Xo, o) 

l( _l 
dove 

K = ~  
U 2 2 

0 

A questo punto si utilizza il lemma 4.I  e si conclude come nel punto 
a) della dimostrazione deI teorema 9 :[:[. 

b) - - X o  ~ ~o e o < to ~ T .  Si procede come nel l 'analogo pun~o b) della 
dimostrazione del teorema 9. II  con l ' un ica  variante (gi'~ applicata  nel caso 
a)) che anzich6 utilizzare la (9.26) si ufilizza, n ella medesima circostanza, il 
corollario 9.:[. 
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Nei  teoremi  che seguono indicher,~mo con ~(R), R > o, il e i l indro C*(R) X 
X ( o < t < T )  dove C*(R) ~ la semis fe ra  I x : x e R ' ,  t ~ c I < R ,  x ~ > o } .  I n  par-  
t ico lare  po r r emo  ~( i )  - ~2. 

R ico rd iamo che FIo(C*(R)) ~ la c lasse  del le  funzioni  x--~ u(x)e  H~(C*(R)) 
ehe ha, nno t racc ia  nu l l a  s u l l ' i p e r p i a n o  x . -  0 e ~vV2,~(~2(R)) ~ 1~ classe  del le  

funzioni  u e L2(o, T; [t~(C*(R)) (3 H-'( C*( R))) per  le qual i  ~-[ e L (~(R)). 

D a r e m o  tre teoremi,  ana loghi  anche  per  quan to  r iguard~  la d imost ra~ione  
ai t eo remi  9.I. 9 , I I  e 9.IV, re la t iv i  a funzioni  u e ~V2,~(~2) che si annu l l ano  

per  / - - o e  sono soluzioni  i n ~ 2 = ~ ( 1 )  d e l l ' e q u a z i o n e ( E ( X ) - - ~ ) u - - f .  

Ci so f f e rmeremo  solo sul la  d imost raz ione  de] pr imo di ques t i  teoremi,  al 
f ine di me t t e r e  in evidenza  F uti l iz~azione che v iene  fat t~ dei l emmi  7 . I I I  e 
7.IV. Ci l imi te remo inveee  ad e n u n c i a t e  i due  teoremi  sueeess iv i .  

TEOREMA 9.V. - Sia  u e ViT~,~(~2) una  sotuzione in  ~2 dell 'equazione 

E(X) - -  ~t u - -  f con la eondizione u(x, O) = O. Supponiamo ehe a~j • Co(~) e 

the f e L2,°(~2, ~) con o <i 0 < 1. Altora ~ R e (o, 1) r isul ta  

D~D¢u e L~,°(n(R), ~), ~-7 e L ~, °(F~(R), ~) 

e si ha la maggiorazione 

(9.39) [[] u I] ]L~, o(n(R), ~) ~ '  C(V, O, , [ rO(n+2) -[- I] f'llL 2, o(n, 6") 

dove r ~ definito datla (9.41). 

DIM. - P o n i a m o  

(9.40) 

pe r  il res to  us iamo le s tesse  notazioni  in t rodot te  nel la  d imost raz ione  del  
teor. 9 . I ;  in pa r t i eo la re  

o)(r) = sup sup s ap  [ a~i(X) - -  a~j(Xo)[2. 
~J XoCa(R---5 x ea(Xo, r~/7) 

L a  cont inui t~  dei  coef f ic ient i  aij ass icura  che esis te  una, appl icaz ione  
p - ~  r(p), def in i t a  per  p > I u valor i  in R +, tale  che 

1 
~o(r) <--' ~ r e (o, r(p)] p,~+2 ' 
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Pon iamo  to(v, 0) --  [2c(v)][ ('~+2)(1-°)]-1 e 

(9.41) r : rain (r(~)), ro). 

S e t  ~ ~p(t) 6 una  appl ieaz ione  di R +  in Rod- e per  ogni coppia  di va lor i  
p, r con o < p < r ~ r o  si ha  

(9.42) ~(~) ~ .  c(v) ~(r) + o)(r)c?(r) --}- r0~'~+~)F , ff  ~ o 

il l emma  4.I a s s i eu ra  al lora ehe per  ogni coppia  di valori  g, r, con o < p < 
< r --< r, r i su l ta  

(9.43) ¢p(p) _ .  e( )~r) c?(r) + c ( v ,  0)~0(-+~)F. 

I1 t eo rema  sar~t d imost ra to  se noi p roveremo ehe ~ Xo e ~2(R) e 
p e (o, ~r) (¢¢ > o fissato) si ha una  maggioraz ione  di ques to  tipo (~8) 

(9.44) Ill Ili < o, p) <- + II 

Sia Xo = (a~, a~°~, ..., x° ,  to) = (xo, to) un punto  di a(R). Avendo p resen te  
l ' a r t i f i e i o - app l i ea to  nel punto  b) del la  d imost raz ione  del t eorema 9.I, sar~ 
suf f ie ien te  d imos t ra re  la maggioraz ione  (9.44) in_ ques te  qua t t ro  s i tuazioni  

a) ~ e ° = t o = 0 ,  b) ~o,~=0 e r<_to<--T 

c) t o : O  e r V v ~ ° ~ T ~  d) Xo tale che Q(Xo, ~') sia C~2. 

Nei  cast  c) e d) la maggioraz ione  (9.44) si p rova  r ipe tendo  la d imost raz ione  
del t eo rema  9.I. Esamin i amo  b r e v e m e n t e  i casi a) e b). 

a) ~o _ to - -  o. Pon iamo  

(9.45) 

re(o,  r) si ha 

(9.46) 

+*(Xo, r) = O(Xo, r) (~ { x,, > o } 

M*(Xo, r) : q~*(Xo, r) X (o < t < r "~) 

Xo, C 21/~(Xo, r) C ~2. 

(~3) Osserviamo ehe ~(R) ~ di tlpo ~ rispetto alla metriea ~. 



S. CAMPANATO: Equazioni paraboliche del secondo ordine e spazi, ecc. 93 

Fissato r la funzione u appart iene a ~7~-,~(M*(Xo, r)), si annulla  per t = 0  
ed ~ solnzione dell 'equazione 

(E(Xo) - - ~ l u  = F ( X ) =  [(X) + Z [a.~/Xo)- al/X)]D, Dfl,. \ i) 

La maggiorazione (7.15) del lemma 7.}IV assieura aliora ehe ~ e (o, r) si ha 

Ill u Nl~. ,a,; ,>~cCv) ill u Ilt~.<x0,r)+ IIf[~L~(M'(Xo, r)) 

e quindi ~ e (o, r) 

N] u ll[~.(Xo. ~)~ e(v) Hiultt~.(Xo,~)+o~(r)lllull1~.(~,~)+cr°¢"+~)lif]lz~,o(~,~) 

Questa maggiorazione si identifica con la (9.4'2) qualora si assuma ¢p(t)= 

--_liluii]M,(Xo, o ~  ed / 7 ' :  c[/fH/~,0~n , 2  ~)' quindi in virtfl  della (9.43), si ha ehe 

~4~ e(o, r) 

i~\O(n+2) 
III u IIl~.,Xo,,) ~ 2~(~)~7 ) 111 u IIl_~.(Xo, ;)-i-~(~, o)~("+~)° It fCl 2~,o(,,, ~> 

h maggior ragione, ~z~ e(o, 7), 

I I l~lll~.~,o,~>~,(v, o)~ °~°+:)I!!j~tll~ ' ~ ] 

Da questa maggiorazione, tenure conto della (9.46), segue la (9.44) per 

tutti  i pe  o, 

0 b) xn--O 0 r ~ t o ~ T .  Poniamo 

(9.47) Q*(Xo, r) = ~*(Xo, r) X (to -- r ~ < t < to). 

Sar~ sufficiente dimostrare ehe ~z~ e (o, -r) risulta 

(9.48) IItulil~,(Xo, r~)~v,(v, 0)~o(~'+~[ l[[uli l~ ~ ~ ] ~0(.+~) 4-i]fll~,:, o<a, ~) 

perch6 da questa maggiorazione segue immedia tamente  la (9.44) per tutti  i 
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u o, . Per dhnostrare la (9.48) si ragiona esa~tamente come nel punto 

a) utilizzando il lemma 7.III, anzich6 il lemma 7.IV. 

TEoI~EMA 9.IV.  - S ia  **e ('¥'-.~(~) u n a s o l u z i o n e d e l l ' e q u a z i o n e  ( E ( X ) - - ~ t ) u =  f 

con la condizione ~,(x, o ) - -o .  S u p p o n i a m o  ehe f e ~'~(~L ~) e che i coefficienti 
at# e C O, ~ ,  ~), o < :¢ <~. 1. Al lora ~ R ~ (o, 1) r i su l ta  

e si  ha la maggioraz ione  

<c(v,  :¢, lt)[!]]u l i~ ] (9.49) [IJ ~ !I ]2 ~, ~(~(R), ~) - -  -o'~+~ + f/~l~' '(a' ~') 

dove ro ~ definito come in  (9.40). 

TEOREMA 9.VII.-Sia~eVV~.*(~2)unasoluzionedell 'equazione(E(X)--~t) , t= f 

n + 4  
con la condizione u(x, o) "- O. S u p p o n i a m o  che f e £~, °(~2, ~), con 1 < 0 < -n-~-~, 

n + 2  
e che i coefficienti a~ s appar tengano  a C~,~.(~, ~) con ~ --  2 (0 ~ l). Allora 

R ~ (o, 1) r i suI ta  

DcDsu e £2, off,(R), ~), ~u ~i e £~,0(a(R), ~) 

e si ha la maggioraz ione  

dove ro ~ defil~ito come "in (9.40). 

1 0 . -  I teoremi dimostrati net numero precedente valgono inalterati, a 
pariti~ delle altre ipotesi, anche se u 6 soluzione di un 'equazione del tipo 

( ~') (10.1) E(X) + M(X) --~-t  u = f 

dove E(X) ~ l 'operatore eliittieo gi~t considerato nel n. 9 ed M 6 un operatore 
del primo ordine 

(10.2) M = v bh(X)Dh. 
h 
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~] suf f ic iente  supporre  che i coeff ic ient i  bh(X) ~bbiano la s tessa regolariti~ 
dei coeff ie ient i  a~i(X) de l l ' ope ra to re  E. 

Pe r  il  segai to  ei serviri~ la general izzazione,  neI senso precisa to  sopra, 
dei teoremi  9.V, 9.VI, e 9 .VII  percib a quest i  fa remo r i fe r imento .  

Face i amo  a leune  semplici  considerazioni .  
Daft  due spa~i di B A ~ c ~  A e B, cost i tui t i  di funzioni  def in i te  su ~,  si 

dice ehe A ~ uno spa~io di mol t ip l ica tor i  per  B se ~ ~ ~ A e ~ u ~ B  si ha  

Si ha  questo r i su l ta to  di d imost raz ione  immed ia t a  (cfr. [6], app. I teor. IV) 

LEMMA 10.I. - Co(~) ~ uno  spazio di moll ipl icatori  per  ~2,0(fl, 8) se 
o ~ 9 < I ;  Co,~(~, ~), o < a ~ l ,  ~ uno  spazio di  moll ipl icatori  per ~2,~(~2, 8); 

2~ 
C o, :(~2, ~), o < ~ t,  ~ uno  spazio di  mo l l ip l i ca lor iper  £2,°(~2, ~) con 0 - - n  + 2 + t .  

I nd i eh i amo  con W~,~,°(ft) il sottospazio di W2,~(ft) delle funzioni  u tali  ehe 

In  modo analogo si pub def in i re  W2,~,0(ft). 
Si ha  questo r i su l ta to  di inc lus ione  (err. [8] n. 4): 

LEh[MA 10.I[. - S i a  ~l(R) il  c i l indro C*( R) X (o, T}, R > O. Se u e W2,~,°(~2(R)), 
o ~ 0 < 1, al lora le derivate Dot ( i - - 1 ,  2, ..., n) appartengono a £2,~(~2(R), 8) 

2(n + 1) 2 
con ~ - -  n - 4 - 2  - 4 - n + 1  2 + 0  e si ha  la maggiorazione (~) 

(10.3) Ei I! Diu tI~, ~(~(R ), ~) - -  < c h~ ~ JI Dh Dk ~ I12~2, o(a(m" ~) 

Cib posto, d imost r ia lno  ad esempio che il t eorema 9.V con t inua  a va lere  
anche  se u ~ soluzione de lFequaz ione  (10.1). 

Pon i amo  g~--12(1). Le  ipotesi  sono: 

f z  £2,0(~, 8) con 0 ~ 0 < 1, a,j e b h  e C°(~), u ~ ~ , ~ ( ~ )  e u(~c, o) = 0. 

(i4) Come ~ basra prendere un insieme convesso. E chiaro poi the per qaesto risuttato 
suffieiente supporre che le derivate DhD~u appartengano a ~2,0(9 " ~) e non c'~ bisogno 

~u 
di supporre nulla sulla ~¥. Abbiamo volatamente enunciato questo lemma riferendoei alla 

situazione che si ha nei teoremi 9. V, 9. VI, e 9. VII. 
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Fiss iamo R, o < R < 1. Ser iviamo l ' equaz ione  (10.1) nel seguente  modo 

(10.4) I E -- "gt u = f + Mu = f + ~h bhDau. 

Seegl iamo un  R~ > o tale che R < R~ < 1. Poieh6 u e ~(V~,~(12) le der ivate  
2(n @ 1) 2 

D~u appar tengono  a ~,1~(~2, ~) con ~ --  n --[- 2 4- 2 ed avendo supposto 
' ' n @ l  

ehe bh e C°(~) anche  Mu appa r t e r rh  a £~,~(f~, ~), in virtfi  del  l emma  lO.I. I1 
teorema 9.V, p receden temen te  dimostrato,  ass icura  a l lora  ehe 

12 2 D 2 

dove ~ = rain (0, ~). E quindi ,  per  la (10.3), 

(10.5) 

Se ~ --  0 la (9.39) ~ provata ;  se invece ~ --  ~ < 0 si r ipete  il p roeed imento :  
da l la  (10.5) e dal  l emma 10.II dedue iamo che le der ivate  Dhu appaI t engono  a 

2(n -~ 1) 2 2 @ ~ > ~. Seegl iamo un  R2 > o tale £~, ~(~(R~), ~) con ~ --  n + 2 -~- n + 1 

ehe R < R2 < R~. Appl ich iamo nuovamen te  il t eorema 9.V e o t ten iamo che 

dove ~ --  rain (0, ~). 
E cosi si prosegue.  Dopo un numero  f ini to  di i terazioni  la (9.39) res ta  

provata.  
I n  modo del tu t to  analogo si d imos t ra  che i teoremi  9.VI e 9 .VII  conti- 

nuano  a valere,  a pariti~ detle a l t re  ipotesi, anche  per  soluzioni u de l l ' equa-  
zione (I0.1) se si suppone che i coeff ic ient i  bh(X) abbiano lo stesso esponente  
di holderianiti~ dei coeff ie ient i  aij(X). 

A p p l i c a z i o n e  d e i  r i s u l t a t i  o t t e n u t i  a l i a  r e g o l a r i z z a z i o n e  
d e l i a  s o l n z i o n e  d e l  I o p r o b l e m a  a l  c o n t o r n o .  

11. Siano A e B due aper t i  ] imitat i  di R ~ e x ~ ~(x) una  appl icazione 
di A in B di component i  ~i(x). Dieiamo che x ~ ~(x) ~ di elasse C k, % k intero 
> o e o < ~z~  1, se le funzioni  ~ e C k,~(A) i - -  1, 2, ..., n (~5). 

(l~)Ck' ~(A-) ~ la classe delle funzioni f definite in A dotale di derivate k-sime ~-holde- 
r iane (hoIderianit~ rispetto al la metrica euclidea). 
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Un omeomorfismo az ~ ~(x) di A su B si dice di elasse C k,~ se ~7 e ~ -x  
sono di elasse C k,~. 

Dieiamo che un aperto O C R '~ ~ di elasse C k, ~ se per  ogni we e 3O esiste 
un sue interne ~perto Q(~0) c u n  omeomorfismo x ~ ~(x) di classe C k, ~' che muta 

O(xo) nella sfera C(1) (1~) e, in partieolare, Q(~co)~ 0 nell~ semisfer~ C*(/)--- 
= 0(1)~ {x. > o}. 

Sia 12 il cilindro Q X ( o < t < T ) ,  T < + ~ ,  diremo the  12 ~ di classe 
C ~,~ se O b di classe C ~,~. 

Consideriamo due eilindri ~ --  A X (o, T) e ~ --  B(o, T) e sia x -* ~(~) un 
omeomorfismo eli A su B allor~ 

(11.1)  ,: . ( x ,  t) ~ (~(~) ,  t) = (y, t) 

i~ un omeomorfismo di ~ su ~ .  Diremo the  • ~ di elasse C k,~ se ~ /~ di 
classe C e, ~. 

Sia O ~  ~(0) la funzione definita nei l ' in terval lo  o, n+~2]  nel seguente mode 

/ 0  se o ~ 0  < 1 
/ 

I~(0)-- / ~o, ao e (o, 1) fissato, se 0 - -  1 
\ 

\ n - k - 2  n + 4  
2 ( 0 - - 1 )  se l < 0 < - - - - . n + 2  

Supponiamo ehe il cilindro 12 = O X (o < t < T) sia di classe 02,~ (°) (C ~,° = C=) 
e che u sia la soluzione del problema di DIRICKr,ET (cfr. n. 6) (~7) 

(11.2)  

( E ( X ) - - ~ t ) u  : f e~ ,o (n  , 5) 

Supponiamo infine che i coefficienti  a#(X) appartengano a Co,~c°)(~, 8). 
Si pub trovare un numero finite di aperti  di R", Qo, QI... Qm tali ehe 

Q o C C Q ,  Q C U  Qj e per ogni Qi ( J - - l ,  2,.. . ,  m) esiste un omeomorfismo 
j=o 

--~ ~(j) (x) di classe C ~,~(°) che muta Q1 N Q nella semisfera C*(1) e quindi 
un omeomorfismo ":i 

• ~ : (x, t) ~ (~g(~)(x), t) : (y ,  t) 

di classe C~,~ 0)the muta il cilindro 12 i : Qjx(o, T) nel eilindro S : C*(1) X (o, T). 

(19 V(R} = I x  : x e R'~, ix] ~ R I. 
{~7) P e r  q u a n t o  r l g u a r d a  i l  s imbo l i smo  e ]e ipotes i  facciarao r i f e r i m e n t o  al  n. 6 e al- 

l ' i n iz io  del  n.  9. 

Annal i  dt M a t e m a t i c a  13 
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Sia  u t la res t r iz ione di u a 12 i. 
L a  funzione  uo ver i f ica  in ~2o (~) le ipotesi  dei teoremi  9.I, 9.II,  9.IV per  

eui abbiamo ehe D~Diuo e ~ t  appar tengono  a £2,°(E~o, ~) e si ha  la maggiora~ione 

(11.3) III Uo tll O( o, <_ {It] u ]lI  + II fli  } 

dove co dipende dal la  costante  di el l i t t ici t~ v de l l ' ope ra to re  E, da ~2o, da 0 
dal modulo  di cont inui t~  oppure  dal coeff ic iente  di HOLD]~n degli a~i. Fissia- 
mo ora  j ,  1 ~ j ~ m,  e poniamo 

v(y, t) = u~(~<]-)~(y), t). 

La  funzione v b def in i ta  in S, appar f iene  a ~V~,~(S), si annu l l a  per  t - - O  
ed ~ soluzione in S de l l ' equaz ione  

(11.4) E i -{- M~ - -  ~ v - -  

dove 

~v 
"- hk ~' Abe(y, t)DhDkv -t- Eh bh(y, t)Dh v --  ~ --  F(y,  t) 

F(y,  t)---fi(~(j-¢(y), t) 

A h~(y, t) - -  ~ [ a , . D ~ j )  h D,~( i )k]  o ~(j-~(y) 

bh(y, t) : -  ~ [a,.~D,.D~Cg~i)h] o ~-~(y). 
r 8  

Poichd ~i ' ( x ,  t)---(~li)(x), t) (~ un  omeomorf i smo di classe C 2,e(e) b im- 
media to  ve r i f i ea re  t he  

f e  £,,o(~, ~)=;, fi e £ . ,o(~j ,  ~)=~ F e  £~,°(S, ~) 

an, e C °, ~(o)(~, ~) =~ Ahk e C O, ~(0)(~, ~) 

a,~ e C °, ~(0)(~, ~) =~. bh e 0 °, ~(0)(~, ~) 

e l ' ope ra to re  El  ~ el t i t t ico in S con una  costante  di ellittieith, Kv. 

(is) Possiamo senza restrizioni supporre che ~o sia di tipo ~ rispetto alla metrica ~. 
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Util izzando allora i teoremi 9.V, 9.VI, 9.VII, e pit1 pree isamente  la gene- 
ralizzazione che di questi  teoremi 6 stata fatta ne] n. 10, si ott iene che 

~V 
DhDkv e ~ e ~2,o(s(R), ~) 

dove o < R < l  e S ( R ) - ' - C * ( R ) X ( o ,  T), e si ha la maggiorazione 

(11.5) ill ~ it l~=, %<~), ~> 

Posto ~2iR ) = z-~(S(R)) - -  Qi(R) X (o, T), dalla (11,5), appl icando l 'omeo- 
morf ismo "ci, segue abbastanza faci lmente  che 

(11.6) Ill ui ill~, 0<~<,>, ~> < cj {Ill u [1[~ + lI f I1~, 0(~, ~>} 

dove v i d ipende dagli stessi paramet r i  da cui d ipende Co. 

Poss iamo seegliere R cosl vieino a 1 che gli aperti  Qo, QI(R),. . . ,  Q,~(R) 
cost i tuiscano aneora un r icopr imento  di Q; dalle (11.3) e (11.6) si ott iene allora 

<,c i Ill u [1[~ + I If  lt~,o<~,o)} (11.7) ill u lil~, % ~> - 

D'a l t r a  parte, poich6 u b soluzione del problema di DIRIO:~LET (11.2), si 
ha (err. n. 6) 

(11.8) iit u ti[~ ~<_,c(v)i[ [ [l~(a) • 

Datle (11.7), (11.8) si ha in def ini t iva 

(11.9) 1[[ u ][ [~, o(a ' ~) <-- c [t f [[~, 0(v., ~). 

Abbiamo quindi  p rora te  il seguente  teorema:  

Tv, OREMA l l . I .  - S ia  u e W2o,1(~2) la soluzione in  ~ del l 'equazione  ( ° ÷ ,  
E - -  ~t u - -  f. Se [ e ~ ,  o(n, ~), o <_ 0 < n - +  2 '  se [2 ~ di  classe C', ~<0> e se 

-- 27~7 2, I, i coefficienli a~j dell' operalore E sono di classe C °, ~(°)(~2, ~) al lora u e ,. o °(12, ~) 

e s i  ha  la maggioraz ione  

(11.1o) ILl u i ll~,°(~, 6) ~ ~ 1t f I I~, °(o, 6). 
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Si ~ cosi dimostrat% rit, ornando al problema che ci eravamo posti all' inizio 
del n. 9, che:  

Se E~ b di classe C 2,~(°), gli a~j sono di classe C °,~(o) e u ~ la soluzione 
del problema di DIRrCKLET (11.2) allora le applicazioni 

~U 
G~j" f ~ D~Dju e G~" f - .  ~-7 

sono applicazioni lineari e continue da £~,0(~2, 8) in £~,o(~, 8) per ogni 

o <_ 0 < n + 2  
In  pariicolare, tennto eonto del teorema 2.I, se facciamo variare 0 nel- 

n + 4  
l ' in terval lo  1 < 0 < n - ~ - 2  si ottiene che Gi) e G~ sono apl)licazioai lineari e 

continue da C°,~(~, 8) in C°,~(~, 8) per orni a e (o, 1), e assumendo (}-" 1 si 
ha ehe G~ i e Gt sono applieazioni lineari e continue da £~,1(~, 8 ) i n  £2,x(.~2, ~). 

M a g g i o r a z i o n i  i n  L ,  p e r  s o l u z l o n i  d e l  I o p r o b l e m a  a l  c o n t o r n o .  

12. - Sia ~2 il eilindro Q X ( o ,  T) con T < + c ~  e Q aperto limitato di R '~. 
Supponiamo che Q sie~ immagine bilipschitziana di un cubo ~ di R '~. 
Sia d la metr ica cosl definita 

1 

d(X, :O=snp{Ixl--V~l, ix~--Y~l,..., Ix,~--Y,~l, Itx--t~t~}. 

La, metrica d e la metrica 8 definita da (1.1) sono equivalenti  (cfr. n. 2). 
Possiamo, senza alcuna restrizione, supporre che C sia tale che C X (o, T) 

sia una sfera nella metrica d. 
Sia ~ l' omeomorfismo di elasse C O, 1 che muta Q in C e si~ • 1' applicazione 

• (x, t) ~ (~(x) ,  t) _~ (y, t). 

Ovviamente 

immediato verificare ehe l 'applicazione ~ " v(y, l) ~ u(x,  l) - -  v(~(w), t) 
un isomorfismo tra £~,0(C X (o, T), d) e £2,°(~2, 8), ~ 0 ~ o ,  ed b u n  iso- 

morfismo tra L ' (C X Co, T)) e L~(~2), ~ 19 ~ 1. Inoltre, per  quanto si ~ detto 
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nel n. 2, 6 £2,~(~ X (o, T), d ) ~  £~,~(~ X (o, T), d). Dal teorema 3.I si deduce 
allora, come immedi~to corollario, t he  

LEPTA t2.I. - Se G ~ una  applicazione lineare e continua di L~(~2) in  
L~(~) e di £~,~(~, 8 ) i n  £~,~(E~, 8 ) a t l o r a  G ~ una  a.pplicazione lineare e con- 
t inua di LP(~2) in  L~(~2) per 2 ~ p < + o~. 

Basra tener  presente  quanto si 6 detto pifl sopra e il fatto, gi~ osservato 
nel  n. 2, che 6 L°°(~2)C £~,~(~2, 8). 

Suppoiamo allora ehe Q, oltre che immagine  bil ipsehitziana di un  eubo, 
sia di classe C ~,% con ~o~ (o, 1) fiss~tto, e sia u 1~ sohz ione  del problema 
di DInlC]ZLE~ 

(t2.1) 
E ( X )  - -  ~t u = f ~ L f fa) .  

Suppon iamo che i coefficienti  
C o, ~o(~, ~). 

Consideriamo le applicazioni 

aij(X) det l 'opera tore  E appar tengano a 

G~ : f - -  D~Z)~u 

3u 
Gt " f  - - ~  

Gi i e Gt sono applieazioni l ineari  e cont inue  di L~L~2) in L2(~2) (err. n. 6) e, 
per  quanto  si b dimostrato nel  n. 11, sono applicazioni ]ineari e cont inue  
anche da £2,~(~, 8) in £2,~(~2, 8). 

Il l emma 12.I assicura allora che le applicazioni Gq e Gt sono l ineari  
e cont inue  anehe da Lv(~) in L~(12) per  ogni 2 ~ p  <-}-oo.  

Abbiamo quindi  il seguente  r isul ta to:  

TEOR~MA 12.I. - Se il cilindro ~2-= Q X (o, T) ~ di classe 0°,% con 
:¢o e (o, 1), e Q ~ immagine bilipschitziana di un  cubo di R", se i coefficienti 
aij appartengono a C°,~o(~, 8) ed f e L~(a) con 2 ~ p  < + o o ,  allora la soluzione 

u del problema di Dirichtet (12.1) ha le derivate D~Dj e ~t in  LP(~) e si ha la 
maggiorazione 

(12.2) Z [I D~Dju liLy(n) "F -~ L~¢~ > 
q 
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