Equazioni paraboliche del secondo ordine e spazi ¢»¢(q, ).

SERGI0 CAMPANATO (a Pisa) (%)

Riassunto. - Si considera il primo problema al conforno per UVequazione parabolica (E — ‘%) w=f

con dati al contorno nulli e si dimosira che se f appartiene allo spaszio fungionale
2299, 2) allora la soluzione u del problema anzidetto ha le derivate DD e % nello
stesso spazio funzionale. Si oftengono cosi, in particolare, risullati di regolarite del

tipo di Schauder nelle classi holderiane e, come conseguenza, risuliati e maggiorazioni

?
negli spazi Ly per le derivaie D;Du e 5"

Sia Q un aperto limitato di R"+' = Ry;>< R;, X= (¢, f) un generico
punto di R™*, d(X, Y) una metrica in R"+ rispetto alla quale R"*' sia
uno spazio lineare metrico. Indichiamo con I(X,, ¢) la sfera di centro X,
e raggio p >0 relativa alla metrica d e poniamo Q(X,, p) = QNIX,, ).
Indichiamo con £2%(Q, d), 6 =o0, il sottospazio lineare di L*(Q) delle fun-
zioni u(w, f) per le quali

sup | (X, p)l’eflu — Uz, | * daedt < 4 oo
Xoen

S0 &Xo p)
dove |E| ¢ la misura di LEBESGUE di E e ug ¢ la media integrale di u su K.
Se d & la metrica euclidea

@ dX, ¥)=|X—Y)|

gli spazi £ %Q, d) non sono altro che gli spazi £2 %*+1)(Q) che ho utiliz
zato in un precedente, analogo, lavoro relativo alle equazioni di tipo ellittico
(6] ofr. anche [7)).

Nel presente lavoro utilizzeremo gli spazi £°%(Q, ) relativi alla metrica

i

(I 8(X, Y)=sup {|x—yl|, |Ix—tr|*}

€29(Q, d) si normalizza in modo ovvio (cfr. n. 1). Si verifica quindi
facilmente che £2°Q, d) & isomorfo a I*(Q) e si dimostra, sotto certe con-

(*) Questa ricerca & stata parzialmente finanziata da «the United States Air Force>»
col contratto AF EOAR grant 65-42 attraverso «the Huropean office of Aerospaces Researchs.
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dizioni sulla metrica d, che, se & di tipo & e 6 & > 1, £3%Q, d) & iso-
morfo ad un opportuno spazio di funzioni holderiane rispetto a d (efr. [8] e
in 1e2). Le condizioni sulla metrica d sono verificate sia dalla metrica
euclidea (I) che dalla metrica (II).

Supponiamo che Q sia il cilindro @< (o, T) con T < 4+ o0 e ¢ aperto
limitato di R™.

Congideriamo l'operatore (E —ée—t) dove E= 3 a4;D;D; & un operatore
— i

ellittico a coefficienti continui in Q, simmetrici e tali che
V—l‘l lz < 2 aﬁlikigvi}\[g, vy >0
if

v XeQ, VreR"

Indichiamo con Wi '(Q) la classe delle funzioni u(x, ¢) tali che

W€ Lo, T; HYQNHYQ), e 13Q), uw, 0)=0

E noto (efr. [9], [10]) che se @ & di classe ¢l seguente problema

ue Wyl(Q)
(ILI) 5
(E—é_t>u = fe L} Q)

ammette una e una sola soluzione la quale verifica la maggiorazione

(Iv) Z || DiDyu|| zey + ”%U‘mméc(\') 1z @

if
Nel presente lavoro dimostriamo, sotto opportune ipotesi per Q e per i

coefficienti a;;, che se [ appartiene a £2°%Q, 2) allora la soluzione u del

problema (III) ha le derivate D;D; e % appartenenti a £>%Q, %) e si ha la

]
maggiorazione
™ 5 | DDl 0,5+ || o0 <ol
i 5% |1 Q2, 6(q, &) ot 22000, 5) 22,80, 5)
. . n -4 4
e questo per tutti i 6e|o, ;_’_—2«) (efr. teor. 11.1).

In particolare quando 8 & >1 si ritrova un noto risultato di holde-
rianita:
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Se feC>%(Q, 3), 0 < a < 1, allora DiDju e %appartengono a G, 3) e

< n
‘i‘; §85D§u11 €0 (4, §)+ H?t goﬁfﬂ €% % (i, )

C% % (@, 5)

Un caso interessante & anche quello relativo al valore 6 = 1. Lo spazio
£21Q, 8 occupa nella famiglia £*9Q, 3) una posizione limite del tutto
analoga a quella dello spazio &, di JoBN e NIRENBERG nella famiglia di
spazi £2*(Q).

La maggiorazione (V) assicura che se fe £>»%(Q, 3) allora anche D;Du

e %i—; appartengono a £27(Q, 3). Da questo risultato e dal fatto che fe L*(Q)=>

= D,Du e E:;z;, € L*(Q) si ottengono dei risultati e delle maggiorazioni in L?
¢
. u

per le derivate DD e a7 (cfr. n. 12).

Il procedimento & quello gid usato in [7] per le soluzioni di equazioni

S d .

ellittiche. Si considerano le applicazioni Gy: f— D Du e Gy f— % Si @
trovato che queste applicazioni sono lineari e continue da L’(Q) in L*(Q) e
da £53Q, 3) in £2*(Q, 3) allora utilizzando un teorema di interpolazione di
G. SraMPACOHIA (cfr. n. 3) si trova che G, e G, sono applicazioni lineari e
continue anche da LP(Q) in L?(Q) per ogni 2<p < + co.

Quindi accanto ad una gamma di risultati nuovi (0 <8=1) in questa
teoria viene inquadrata in modo wunitario tutta una serie di risultati noti.
B forse interessante osservare che questi risultati somo ottenuti senza 1'uti-
lizzazione della teoria del potenziale e quindi della nozione di soluzione
fondamentale.

11 lavoro si articola in questo modo:

Nei numeri 1 — 4 si fa un’esposizione delle proprieta degli spazi £%%Q, d)
utilizzando i risultati di [8] &, mediante semplici osservazioni, si fa vedere
come anche per questi spazi sussistono alcuni risultati di JoEN ¢ NIRENBERG
e un teorema di interpolazione di STaAMPACCHIA relativi agli spazi £>XQ).

Nei numeri 5, 7 e 8 si stabiliscono delle maggiorazioni locali per
goluzioni dell’equazione parabolica (E—%) a coefficienti costanti. Queste

maggiorazioni costituiscono la parte centrale del lavoro e hanno interesse
in se sfesse.

Nei numeri 9 — 12 si dimostrano dei risultati di regolaritd negli spaszi
259Q, 8) e negli spazi L?(Q) relativi alla soluzione del problema (III). Di
questi risultati si & gia parlato sopra.

Annali di Matematica 8
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Ho considerato soluzioni del problema (III) per esemplificare, su un caso
semplice, il procedimento sviluppato in questo lavoro, ma & ovvio che con
lo stesso metodo si possono frattare anche altri problemi al contorno e si

possono studiare anche operatori pilt generali dell’operatore (E-—%); opera-

tori ad esempio in cui E contiene anche derivate di ordine inferiore (cfr. n.
10) oppure operatori in cui E non & del II° ordine. Il procedimento infatti
non & legato a questi aspetti particolari del problema, a parte le difficolta
tecniche che si- potranno incontrare.

11 lavoro & corredato da una bibliografia minima in quanto sarebbe sta-
ta ardua una citazione anche parziale dei lavori relativi alle equazioni para-
boliche. Una buona raccolta bibliografica si pud frovare in [16] e [11]; a
questa va aggiunta tutta la vasta produzione degli anni. pilt recenti.

1. - Indichiamo con «, ¥, ... gli elementi di R” e con X ==(x, ), Y=
=(y, .. gli elementi di R"M' =R" X (—oco <<+ o).
In R"*+' consideriamo la metrica
i
(1'1) B(X’ Y)=mﬂxi|90—?/’; ltX'“tY‘E};

dove

o

lw“yl=§i§1(mi~yi)zi .

Indichiamo con I(X, p) la sfera di centro X e raggio p nella metrica (1.1).
Se u(x, {) & una funzione sommabile su B, F sottoinsieme misurabile di
R"** con |E|< -} oo (Y, poniamo
uE=l——1—§fu(m, 1) dedt

I
Se O & un aperto di R*+' poniamo
AX, p)=1X, p)NQ, p>0e XeR".

Diremo che O & di classe & (relativamente alla metrica &) se esiste una
costante 4 > 0 tale che

(1.2) [UX, )|=410, p})], ¥ XeQ e 0<p= diam Q.

Se O & il cilndro X (Ty <t< Tv), Q aperto di R", condizione neces-
saria e sufficiente perché Q sia di classe & rispetto alla metrica & & che

(1) Se Z » un softoinsieme misurabile di R»+! indichiamo con || la misura di Lme-
BESGUE di K.
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@ sia di classe € relativamente alla metrica euclidea in R". Questa condi-
zione & verificata, ad esempio, se @ ha Ia proprietdh di cono di SoBoLEV.
Supponiamo  limitato.

Der. 1.1. - Indichiomo con L2%Q, 3), 0 >0, lo spazio delle funzioni
u e L}(Q) per le quali

110, = 5221 X, 21~ [Juty, 01* dyat < +
Xel
P>o X, P)

munito della norma u — ||% || 12,00, 3)

Der. 1.11. - Indichiamo con £2%Q, 8), 0 =0, lo spazio delle funzioni
u & LHQ) per le quali

[?"/]2532 88, 8 sup 1 SZGK) el Of[u(y, 1) - MQ(X,p)lz dydt < 4
08, 9) Xen
>0 9(X,p)

munifo della norma

o)l o200, 5 =l 0l 2a) + [tloz,0(0, 5

Der. LIIL. - Indichiamo con Co*(Q, 8), & > o, lo spazio delle funzioni u che
sono a-holderiane in Q rispetto alla meirica & munito della norma

ol gouia, &) = SUP L8 | == [w]comn(, o)
Q

dove

(X ) — w(Y)

W oou(s. &)= SU
(ulc (@, 9) X,Ygﬁ 54X, Y)

L*(Q, 3), £2%Q, 3) e Co3(Q, 3) sono spazi di Bawacu. Si verifica facilmente
che C°=(Q, 3) si identifica con la classe delle funzioni u(x, {) continue in Q
per le quali esiste una costante M > o tale che

lue, t) — uly, )] <M|e—y|*
lue, t) —ulx, ) < M|{-—1|

per ogni terna di punti (x, #), (g, ), (x, ©€Q.
Sia -4 un aperto di R*, allora:
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0°(4) & la classe delle funzioni infinitamente derivabili in 4. Analoga defi
nizione per 0®(4) (A chiusura di 4).

CX(4) & il sottoinsieme di 0*(4) delle funzioni che hanno supporto compat-
fo in A4.

H*(4), k& intero, & il completamento di C(4) rispetto alla norma (%)
L
(1.8) o |ln,a=1 ]pikll Dol g4 12

H¥4) & la chiusura di C(4) rispetto alla norma (1.3).

Sia B uno spazio di BANACH con norma |.]|5; indichiamo con L¥a, b; B)
lo spazio delle funzioni {-— u(f) di quadrato sommabile in (a. b) a valeri in
B, ciod delle funzioni £ — u(f) a valori in B tali che

(1.4) fnun dt < + oo

munito della norma
b
i
(1.5) 0| 23 oyt 1y = %f“u{fg i)

2, - Sia d(X, Y) una metrica in R"** rispefto alla quale R"*+' sia uno
spazio lineare metrico e sia p un numero reale =1. Si possono definire
gli spazi LP9(Q, d) ed £29(Q, d), §=o0, apportando ovvie modifiche formali
alle Def. 1.I e 1.II (cfr. [2], [8] per gli spazi L7%Q, d) e [8] per gli spazi
£#9%Q, d). In queste famiglie pitt generali di spazi di BANACH rientrano,
come caso particolare, non solo gli spazi L»%Q, ) ed £%%Q, 3) definiti nel
pumero 1 ma anche gli usuali spazi di MorRrEY 1L7:9(Q) e gli spazi £»HQ)
(efr. [3], [4], [B], [6], [19]...) i quali corrispondono al ecaso in cui d & la me-
trica euclidea. Gli spazi L7:%(Q, d) si possono chiamare «spazi di MORREY
relativi alla metriea d».

F stato dimostrato in [8] (teor. 3.1) che se d & una metrica con queste
proprieta:

a) le sfere I nella metrica d sono insiemi convessi,

{®?) Se p ¢ N* & il multiindice (p,, p,, ..., ps) allova [pl=p, +p, + ... + P,



S. CampaNATO: Equazioni paraboliche del secondo ordine e spazi, ecc. 61

b) esistono tre costanti positive M,, M,, m (m =n 4 1) tali che per
ogni sfera I di «raggio» p risulta

Mpm < |I| < Myp™

e se Q & un aperto limitato di classe & rispetto alla metrica d, allora
M peros=H<1, £29%Q, d) & isomorfo a L¥%Q, d)
(IT) per 0> 1, £7%Q, d) & isomorfo allo spazio C*%Q, d) con

m
o =—{0 — 1).
p( )

Questo teorema generalizza un precedente risulfato di CaMpaNaTO-ME-
YERS relativo al caso in cui d & la mefrica euclidea (cfr. [4] per il caso (I)
e [3], [17], per il caso (II)).

Poiché la metrica (1.1) verifica le condizioni @) e b) e in particolare

@1 HQ, o)| =e"** |10, 1)|,  e>o0
si ha il seguente teorema

TrorREMA 2.1. - Se Q ¢ di classe & rispetio alla melrica 3, allora

iyper o<<8 <1, £%%Q, 3) & isomorfo a L»%Q, 8) e in particolare
£29Q, 3)oo L2Q, B)co LX) ()

ii) per 8>1, £29Q, 8) é isomorfo allo spazio Co*Q, 3) con o=
nt2y

2

Siano d, e d, due metriche equivalenti in R**' nel senso che esistono
due costanti positive ¢, e ¢, tali che

(2.2) ady(X, Y)=d(X, Y)<0d(X, V), ¥ X, YeR"

Indichiamo con J(X, p) le sfere nella metrica d, e con I(X, p) le sfere
nella metrica d,. Allora

(3) Poichd
8,220y = X% b 8) e 0% 62(975)

con iniezione continua, dalla proprietd ¢) segne in particolare che, ¥0=0, £% 9@, 8) ¢
I2(Q) con iniezione continua,
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1) Se d, verifica U'ipotesi b) anche d, verifica 'ipotesi b) con lo stesso
esponente m (e si pud sempre sapporre con le medesime costanti M; e M,).

2) Se d, e d, verificano I'ipotesi b), ogni aperto limitato. O che sia
di classe & rispetto a d, & anche di classe & rispetto a d, (e viceversa).

3) Se d, e d. verificano V'ipotesi b) e & di classe & rispetto a d,
e d; allora esiste una costante positiva B =BM,, M,, m, Q) (* tale che
v XeQ e 0<p =p, (p, sufficientemente piccolo)

[ (X, ple)N Q] |J(X, 02?)n91<

29 (X, ple)N Q] =B IX e na|— B

4) Se d, e 4, verificano Dipotesi b) e Q & di classe & rispetto alle
metriche d; e d, allora, M p=1e 6 =0, £P%Q, d,) e £P%Q, d,) sono spazi
di BaNAcH equivalenti (°).

Questo segue facilmente dalla (2.3) e dall’osservazione che l'ipotesi (2.2) im-
plica che ¥ Xe R"*' e Mp>o0

(X, p/e)) CIX, ) CI(X, pfey)
JIX, ¢ip) CI(X, p) CJ(X, c20)

Supponiamo che d verifichi le ipotesi a) e b) e Q sia di classe & rispetfo a
d. Al valore 6=1 corrisponde nella famiglia di spazi £»9Q, d) un certo
«spazio limite> il quale separa la softofamiglia degli spazi di MoORREY
(0 < 1) dalla sottofamiglia degli spazi holderiani (9 > 1). Qualunque sia la
metrica d si ha Uinclusione (algebrica e topologica)

24 L®Q)y C L7, d), 1=p<+oo

A parte questa inclusione le proprietd dello spazio limifte ¢£#-3(Q, d) dipen-
dono ovviamente dalla metrica d.
Consideriamo una metrica di questo tipo

(2.5) d(X, Y)= sup |x,—y,|%/"

1Ei<in-1

dove gli «; sono interi >1 e a == maxa,.

{#) Si pud verificara che § dipende da @ solo attraverso la costante 4 che interviene
nella condizione (1.2).

() E similmente L? %9, d,) ¢ LY 6(9, dy) sono spazi di BANACH equivalenti, Questa
affermazione & contenuta in quella del testo, in virti della proposizione (I),se d, e dy veri-
ficano anche Pipotesi a).
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Sa ay=0,=..=0,=2 e a,,; =1 si ha una metrica equivalente alla
metrica & definita in (1.1) (fx = By by == Yppr)e S€ 0y == 0tz == ... == a4 = 2
si ha una metfrica euclidea.

Sia Q un cubo di R"*+' di lato 1 a faccie parallele agli iperpiani coor-
dinati (°). Sia d la metrica (2.5) e sia

IX, p)=1Y : dX, Y)<p!

la sfera di centro X e raggio p nella merica (2.5). Sia #(X) sommabile in
.Q allora (cfr [12] teor. 6) per quasi tutti gli Xe Q si ha

. 1 .

pee 1(x,0)
Inoltre, 3 p>o0,
w1
2

10, p)|=p =%

ng

Queste osservazioni permettono di enunciare nel caso che d sia la metrica
(2,5) i seguenti teoremi che JOHN e NIRENBERG hanno dimostrato in [13] nel
caso che d sia la metrica euclidea. Le dimostrazioni date da JORN e NIRENBERG
si ripetono con qualche modifica puramente formale anche nel caso della
metrica (2.5) (cfr. anche [14]).

TrorREMA 2.I1. - Condizione necessaria e sufficiente affinché u e £»*(Q, d)
e [uloiia,q =<K ¢é che esistano due costanti positive H ed a indipendenti da u
tali che per ogni sfera ICQ e N o >0 risulti

ac/K

(2.6) mis { X:Xel, |u—u;|>c}<He | I].

Da questo teorema si deducono varie proprietd dello spazio limite £%Q, 3)
in particolare si vede facilmente che se we& {*%(Q, d) allora ue IL2(Q) ¢ 1<
< p < -+ oo; si deduce inoltre che VY1 <=p < + oo & £BYQ, d)co £1Q, d).

Indichiamo con A{d) un qualunque sistema finito di sfere Z;, nella metrica
d, contenufe in {3 e a due a due disgiunte. Indichiamo con § Vinsieme di
tutti i possibili sistemi A(d) del tipo ora detto.

(¢} Pitt in generale si pud prendere come 2 una gualungue sfera I, nella metrica (2.5),
di raggio fissato R.
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TroREMA 2111, ~ Se ue L(Q) ¢ se per un certo p, 1 < p < + oo, risulia

»
2.7 Efwy=sup X | I; | l—f’(ﬁ % — ur, | dX) <+ oc
A S A(d) v

3

allora w e LP(Q) — debole e si ha la maggiorazione

Ky(u)
G

2.8) mis[X;|u_-uQ|>c;<_:~A(n,p)( }p, o> 0,

Poniamo N?(Q)= {u:ue L}Q), Kyu) <<+ oc}. N?(Q) & uno spazio vet-
toriale che pud essere opportunamente normalizzato (efr. [20]).

3. - Sia d la metrica (2.5) e sia Q una sfera in questa metrica; indichiamo
con F(Q) la classe delle funzioni semplici su Q. Sia T un operatore lineare
definito su F(Q).

TeorEMA 3.1. - Se per ogni ue FQ) si ha

8.1) | T |l Qm(n,d)s- M, || u] zow)
e
3.2) I Tu | 2rgy = Mo || w0 || 27 ()

con M, e M, costanti e p =1, allora Y ue Li(Q) con p=q < -+ oo risulia
3.3 | To || Loy = O | ull 2oy

dove O & una opporiuna costante positiva.

Questo teorema di interpolazione & stato dimostrato da G. STaAMPACCOHIA
in [20] nel caso che d sia una metrica euclidea ma la dimostrazione di STam-
PACOHIA si pud ripetere inalterata anche nel caso della metrica (2.5). In questa
dimostrazione si utilizza in modo essenziale la proprietd degli spazi N?(Q)
contenuta nel teor. 2.III e questo teorema, come si & osservato nel numero
precedente, continua a valere anche se d non & una metrica euclidea ma,
pilt in generale, una qualunque metrica (2.5).

Il ragionamento di STAMPACCHIA si pud sintetizzare in questo modo. Si
dimostra che se T & una applicazione lineare definita su F(Q) e se fue FQ)
si ha

K (Tw) < M, || || z<(a)

Kp(Tu) =M. || u || 270
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allora MY ue&(Q) e v iel0, 1]

K{(Tu)< MM u |l 200
dove

Si osserva quindi che % feS4(Q, d) e 1 < g < + oo risulta
KN=[lospm, 0 | Q|
mentre V fe LP(Q), 1 <p < 4 oc, 8i ha

KN=2|f—rlfalrros4lifilrw-

Ne segue che se T ¢ una applicazione lineare definita su §(Q) la quale verifica
le ipotesi (3.1) e (3.2) allora M ue L (Q), p<<s < -+ oo,

KS(T’M) = %(39 b, Mla MZ) H u “ LF () -

Quindi, per il teorema 2.1II, Vapplicazione G : u — [Tu — (Tu)g] & di tipo (s, s)-
debole per ogni p <s < 4 oo e, per V'ipotesi (8.2), G & di tipo (p, p)-forte.
Un ben noto teorema di MARCINKIEWICZ assicura allora che G & di tipo (g, ¢)-
forte per ogni p<q < + oo. Di qui segue che T & di tipo (g, ¢)-forte, ciod
la (3.3), con un calcolo elementare.

4. -~ In questo numero riportiamo 'enunciato di un lemma che utilizzeremo
nel seguito del lavoro. Questo lemma si trova dimostrato in [6] n. 6 ().

LevymaA 4.1 - Sia { — of) una funzione di RT in R}, { — B(f) una funzione
di (1, +o0) in RE, A una costante > 1, siano infine « e § due numeri veri-
ficanti la relazione 0 < § < a.

Supponiamo che N p > 1 esista un ¥(p) >0 tale che per ogni coppia di

valori p, re€(0, {(p)], per i quali 1 < :—; = p, si abbio

@) o(0)= 4(%)'otr) + Bipye?
allora Ne 0<e<a—B, Mre(0, {d¥)] e Mp, 0 <p <, risulla
a—@
a—t 45
42 o= 48] o) + B S —et.
i — A4

() Rt ={z:xeR, >0, RI ={x:x e R, =0}.

Annali di Matematica L]
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5. - In questo numero dimostriamo alcuni lemmi relativi a soluzioni
regolari dell’equazione parabolica

2
6.1) (A _ a—t)u —0
n k
dove A= 3 D, Df = (3-,5)
i=1 am,-

Poniamo, per >0,
Cr)={x:xeR", |x|<r}
C¥r) = C(r)N{x, > o}

(5.2) Q)= 0y X< (—r* <t <o)
Q¥r)= C*r) X (—r*<it<o)
Mr)= 0 X< <t<r)
M*¥ry= C¥r) (o <t < 7%

LevmMaA 5.1, - Sia u(x, t) una funzione € C4Q(r) soluzione in Q) delle-

quazione (A e %)u = 0. Esiste una costante C > o tale che N pe (0, f] risulta

2
5.3 —L ﬁuiz dedt << 0-1—f[u[2 dadt
©-9) 0] = "T0@]
Qlp) oAr)
e
1 _ : ey 1 f .
(5.4) IQ(P)lé(fplu(m, t) —uw(Y)|® dedi << C(r> ]Q(r)lQ(r\)ul dadt

dove Y ¢ un punto qualungue € Qp).

Dim. - Siano 8(x) e off) due funzioni con queste proprieta:

6(x) € C(R"™), O(x) =1 per [wls%,%;):a per l|x|>r,
(5.5)
K
o<<Blx)<<1, }Dif)lg; =1, 2, ..n)
atye C*Ry), o<o(t)<<1, ofjy=1 per t= _(,_2,):’

(5.6)

! . |ds K

of)=o0 per < —1r ai gr”

K costante positiva.
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DalVequazione (A-—--a%)u::o, moltiplicando il primo membro per 8%°u e

integrando su (r), si ottiene

j{ 2 DauD, (b u)+ ° geg? u] dadi = o
Q(r) i=1

Di qui

1 9(0ou)

to g (dwdt=

f 3Z'(D,-90 u)
o'

®.7)

u*e* Z (D) dadt + f 0*u’c %i duedt
o Q)

Tenuto conto delle (5.5), (5.6) e del fafto che

2
5 f (Bouy’ 4 dt=;: f 0wy, 0)da = o
Q) Cin)
dalla (5.7) si ha che

K”+K

(5.8) f“ | D |* deedt < f *daedt =c(K, 1) f’u ddt
@(r) olr) en)

2

Poiché ogni derivata alla u verifica in @) le ipotesi del lemma, la
maggiorazione (5.8) continua a valere se al posto della # mettiamo una qua-
lunque derivata della u. Si pud allora maggiorare lintegrale delle derivate

seconde D; D con lintegrale della u; d’altra parte %Z_Aw e quindi si

maggiora anche l’integrale della %—t— con lintegrale della u. Ponendo nella

(5.8) %1: al posto della u si maggiora lintegrale delle derivate seconde del

tipo D,-% con l'integrale di z—? e quindi di #. E cosi via ... si riesce a mag-

giorare 'integrale di una qualungne derivata della u mediante l’integrale
della u. Si arriva quindi ad una maggiorazione del tipo

(59) K I ;Ik(Q(;)) = 61(7')f‘ u)? dedt
Q(r)
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D’alira parte M p s(o, g}

5.10) [t dedt <1 0] sup 10
) a3

e similmente 3 Y€ Qp) e pG(o, g]

610 [lute, 0 - )| dedt< cing'| Q) sup (2D + (5]

é) d3)

Per un noto teorema di SoBoLEV, se k ¢ sufficientemente elevato
sup {u]* < Ga(i’)iiuif%kM{n

2
(5.12)

eup (21001 + 7]} = o0l

Dalle (5.10), (6.11), (5.12) e (b.9) segue che VPE(O, ?-”} e \Ye Qp)

2
(5.13) J}u} 2 dxdt << cir)| Q)| f}u |* deedt
(p) Q(r)
e
(5.14) f | (e, t) — w(Y)]? dedt < cs(rip®| Q)| f [w)® dedt
Qp) Ar)

Si pud precisare la dipendenza da r delle costanti cr) e cs(r) in questo

modo: Se u(x, ) & soluzione in §(r) dell’equazione (A -————%)u:: o la funzione

vy, 1) = u(dy, A’t), A > 0, & soluzione della stessa equazione in Q(%) Assu-

miamo A =r e scriviamo le maggiorazioni (5.13) e (5.14) per la funzione
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v(y, t) e gli insiemi Q(;) e §(1)

f e z){zdydcg@(nlg(;)] f [y, o) dyds
Q(%l (1)

(.15)

f |y, ©)—v(X)|* dyde < 65(1)(5,)2
[

4

dove X & un generico punto di Q(;) Nelle (5.15) effettniamo il cambiamento

. Tt @ EoL
di variabili y=_ v=m 8 oftiene

i o

(1)

f [u|? deedt < c4(1) Q(-;)\ f \o|? dacdlt

(o) Qir)

(5.16)

Q l )g w, §)— w(Y)|? dedt < os(1) (g)i Q’\g) u )\W dwdt

Tenuto conto che

| Qo)1
1 Q(r)]

) =
9[) =101
restano dimostrate le (5.3) e (5.4).

I lemmi che ora enunceremo seguono come semplici corollari dal

lemma b5.I1.
Useremo le notazioni

2

Ju

el = f; I | DDju)* 4 (gf;){ dacdt = gup,p,unim + [ T

i1

Lx4)

(B.17)

du
pd, u)== 3 {D;Dju} 4200 +(§Z)At

DO -
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LeMMa 5. IL - Sia we C®(Qr) una soluzione in Q(r) dell equazione

(A —-i)u= 0. Esiste una costante C > o tale che N p€ (o, r] risulia

ot
518) o= O(8) il
e
2 p\"+* 2
5.19) e —p@te), 011 o= O(E)" 111w — 2@, 101

Dim. - Le derivate D;Dju e %%‘

lora dalla (5.3) segue la (5.18) ¥ pe(o, ;X

verificano le ipotesi del lemma b5.I. Al-

Similmente la funzione U = u — p(@Q(r), ) verifica le ipotesi del lemma

5.I. e quindi lo stesso vale per le derivate D;D;U e %tg . Allora dalla (5.4)
T

2
stante C le maggiorazioni (5.18) e (5.19) valgono M pe(o, r}.

segue la (5.19) pe(o, ] B infine evidente che pur di modificare la co-

LeMMA 5. II1. - Sia (s, t) una funzione € C°(M(r) soluzione in M(r)
dell’equazione (A —%)u =0 e nulla per {t =o0. Esiste una costante C > o tale
che N p €0, 7] risulia

(5.20) I

U

o< O(8) " lu o

Dim. - Le ipotesi del lemma assicurano che u si annulla per {=0 con
tutte le derivate. Prolunghiamo allora la funzione u» a tutfo il eilindro illi-
mitato = O(r) X (— oo <t < 7*) ponendola uguale a zero per {<o. La funzione

/u(w, h in M@

Ulx, t) = —
@ 9 o in Cry X (—oo<it<o)

appartiene a 0®(Q) ed & ivi soluzione dell’equazione (A -—-—%\)Uz 0. Lo stesso

—g. Scriviamo per queste derivate la mag-

avviene per le derivate D,D,;U e aat

giorazione (D.4) prendendo

Qle) = M), Qr)=0@r)X<({*—r* <i<p?, Ye(lp
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~

Nel punto Y si annullano le derivate D.D;U e 3y . Dalla (5.4) si ha

ot
‘. r
quindi ¥/ p e(o, él

I 30 = 105y = O(E)™ 11 U1 = )™ el

Cio® la maggiorazione (5.20). Pur di modificare la costante C questa mag-
giorazione vale ovviamente per tutti i p&(o, 7r].

6. - Sia Q il cilindro X0 <i< T), T< -+ oo e @ aperto limitato di
R". Indichiamo con W#(Q)(k =1 intero) la classe delle funzioni wu(x, {)
tali che

6.1) we L¥o, T; H¥Q)) e %%ELZ(Q)

e indichiamo con W{f’l(Q) la classe delle funzioni w(x, #) tali che

6.2) we o, T; HYQNHQ), %ftielﬁ(g), (@, 0)=o.

La condizione %%E L*(Q) equivale a dire che ‘;—;-‘e L¥o, T L*(€)) (derivata nel

senso delle distribuzioni a valori in L*@)) e per quanto riguarda la condi-
zione u(x, 0)= o ricordiamo che una funzione v & W'(Q) e a maggior ragione
we Wri(Q) con k&> 1) & quasi ovunque uguale ad una funzione continua di
[o, T] — L¥Q) (cfr. ad es. [1B] p. 11).

Sia E(x, t)= E(X) Voperatore differenziale

(8.3) E(-Z?o, t)= 2 ai,(ao, t)D,D]
if

dove i coefficienti a;; verificano le condizioni

a) =0, 0;€ Go(ﬂ_l)

b) vUAPP S B o, DA < vIX|®
it
per un certo v>o0 e N AeR".

Sia fe L}(Q). Consideriamo il
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ProBLEMA 6. L. - Trovare una funzione ue W3'(Q) tale che
3 .
6.4) (E(X) — ﬁ)u =f in Q

B noto (ofr. ad es. [9], [10]) che se 3Q & di classe C* il problema 6.1
ammetfe una e una sola soluzione u{x, #) e si ha la maggiorazione

2 . ou\? .
llull= f [ = w0 +(ﬁ)]dwdtsc<v)ﬂf * dwdt

Questo risultato vale in particolare se loperatore E ha coefficienti costanti.
In tal caso perd la dimostrazione di quesio fatto diventa assai facile.

7. - In questo numero dimostriamo alcuni lemmi relativi a soluzioni
nella classe W2* dell’equazione parabolica (A—%)u:f con f di quadrato

sommabile.

Gli insiemi Q(), Q*r), M(r), M*(r) che intervengono in questi lemmi
sono definiti come in (5.2).

LeMMA 7. L. - Sio ue W=(Q@) una soluzione in Q) dell’equazione
(A ——a%)u = f. Hsiste una costanie ¢ > o tale che N pe(o, v)

| 2 L n+2 2 2
. el =e| ()" Il wlllfo + Il an

e

2 2 -k 2 2
(1.2) ||| w—p(Q), W] pr>*£0K;,) [ — p(Qw), ) ||| gm + Hf—f@mﬂmmm} .

Dim. - Decomponiamo u nella somma v + w dove
we W3 (Q)
(7.3) s 3 '
(a—gr=r i om

ve WHHQr)

(7.4) (A_%)Q,zo in Q)
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Quindi ve CX(QE)NN W>(Qr), M pe(o, 7).
Applichiamo alla v la maggiorazione (5.18); si ottiene M p&(o, 7)

& lollizo =) Mollis

Applichiamo alla w la maggiorazione (6.5)

(7.6) Wl o =< cllfl|xem, ee€lo, 7]

Dalle (7.5) e (7.6) segue che M p€(0, 7)

e o = o ()l i+ (B) ™ M0 2 + 11 e

e quindi la (7.1).
Per dimostrare la (7.2) si ragiona in modo analogo: si considera la fun-

zione U= u — p{Q), u); Ue WH(Qr)) e kA -—%)U: f— fow . Si decompone
U nella somma v -+ w dove v e w soddisfano le condizioni (7.4) e (7.3) con
f — fom al posto di f. Alla funzione v si applica la maggiorazione (5.19) e
si oftiene M pe€(o, 1)

2 p\" 2
@ llo— 200, Oz = o8] v —p@m, o)l
Alla funzione w si applica la maggiorazione (6.5) e si ha %/ pe(o, 7]
(7.8 w0 Il =< olIf — Fam Il zxary

Dalle (7.7), (7.8) segue la (7.2) tenuto conto delle relazioni

MU —pd, Ollz=Ilu—p4, by, A4S

o, mllfs=<llwlly, 4< 0.

Levma 7. IL - Sia we WY M) una soluzione in M(r) dell’equazione

(A —-%)u =f e ulx, 0)=o0. Esisle una costante ¢ > o fale che Y p€ (0, 7)

9 30 = o (£ I+ 111 |

e

na _ .
@10) flu—e(%g), Mo =e|(E]" I —(3),., Wk 17— o oo

Annali di Malematica 10
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Dim. - Come nel lemma precedente si decompone u nella somma v 4+ w
dove

we Wi (M@r)

(A ——;—t)w =f in M

Di conseguenza ve WM (r)) e verifica in ogni M(s), o €(o, r), le ipotesi del
lemma 5. III. Dalla maggiorazione (5.20) scritta per la v e dalla maggiora-
zione (6.5) scrifta per la w si oitiene allora M pe(o, ) la (7.9).

Per dimostrare la (7.10) osserviamo che la funzione U= u - {fuy ve-
rifica ancora le ipotesi del lemma con f— fyy in luogo di f. Si pud quindi
scrivere la maggiorazione (7.9) per la funzione U

2 p\"+* 2 2
1O =& 1 Tl e + 17— Pl €0, 7
Da questa maggiorazione segue la (7.10) tenuto conto delle maggiorazioni

[lE))

du
ot

I =uviz, 4y

o=l =G,

Nei due lemmi che seguono indichiamo con HyC*r) la classe delle
funzioni v e HYC*y)) che hanno traccia nulla sull’iperpiano «,=0 e indi-

chiamo con W20*#) X (& < t < b)) la classe delle funzioni w tali che

e ()
ionzs|le— (%),

2

gy AC M@).

A

d
A

we L, b; BYCE)NHYC)] e %‘ € I¥(Q)

Lemma 7. IIL - Sia we W3YQ¥r) una soluzione in Q) dell’equazione

(A — %)u = f, Esiste una costanie ¢ > o tale che M p€(o, 1)

@.11) o o =<e|(B) Ml + 1 o
e

(7.12) ||| w— p(@*@) W) |l oo < © [(§)+ I} — p(@*r), )| gy + 11 F = Farmll@ren

(8) Dall'equazione si ricava che

ou
58+ F sy = [Bwilzag) = ¢ 2 IDeDs Wz
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Dim. - Consideriamo le funzioni U e F definite in @(r) nel seguente
modo

u(e, 1) 8 Ty =20
(7.18) U, 1) = _
\—u(x, — X, 1) se x, <0

fle, §) se x, =0
(7.14) Fle, )= -
\-—f(w-, — %y, §) S0 %, <o

dove &= (s, Tz, ey Xr).
La fanzione Fe LAQ(r) mentre Ue W 4Qr) ed & soluzione in Q) del-

d
Pequazione (A m%)lf = F. Quindi U verifica le ipotesi del lemma 7.1. Allora

le maggiorazioni (7.11) e (7.12) seguono dalle (7.1) e (7.2), scritte per U ed
F, tenuto conto che M s € (o, #) risulta

MU o =2 [l ] ovr
10— (Q0), U)llaw=2ll|u— p(@), v)||| e
W FY

Zaeon = 2|1 71 Zxgron

| F— Foe) || zxaen = 20\ [ — Foro || Zavion -

Lemma 7. 1V, - Sia ue W2=1(M*(r)) una soluzione in M*(r) dell’equazione

(A — %)u = e sia u(x, 0)= 0. Hsiste una costante ¢ >o tale che N pe(o, r)

.15 I = o |(&)" e o 1|
e
@14 e — t(%%mp) Wi = [(;) w m v i(%?)wm jw‘(r)

+ I f — fusml] 3:2<M*(r»}

Dim- - Definiamo U e F in tufto M(r) mediante le posizioni (7.13) e
(7.14). La funzione Fe L*(M(r)) mentre U verifica in M(r) le ipotesi del lem-
ma 7.1I con F in luogo di /. Le maggiorazioni (7.15) e (7.16) seguono allora
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dalle (7.9) e (7.10), scritte per U e F, tenuto conto che \foe&(o, )

U o) = 211 6 ] basor
NF 1 by = 2] f [l 3o

o= a2

W F — Faoy | Zoaaion=2 | f — Farsco) || Zecarooy

2

H — t(?ﬁ
ot )M‘(a)

M*(q)

8. ~ Consideriamo ora l'operatore parabolico (E —%)u dove
(8.1) By = X a;; D;Duy
i
® un operatore ellittico a coefficienti costanti, con costante di ellitticitd v.
Quindi Qi == Uy ©
(8.2) v’ B agee; < v|x|’, MaeR"
if
Poniamo a = {a;;}, 4 =0a"*={4;}. Indichiamo con %, A;, ..., A, gli aunto-
valori (positivi ma non necessariamente distinti) della trasformazione w—awx

e sia A%, A% ..., A" un corrispondente sistema di aufovettori normalizzati e
? ? ’ p
tali che

A::detiAf}:l

Le trasformazione x~Ax ha come autovalori A, A7, .., A, e quindi
anche la forma quadratica ¢(x)= X 4, xx; verifica la relazione
4

(8.3) e B Awa;<viz|l W oeR"
ij

Per ogni ¢ > 0 poniamo

D) = jw:xe R", glx) < e’}

@*p) = D(p)N {2, > 0}

L’applicazione x- Glx) =y dove

1
8.4 = (x, Aw), (=1, 2, ...,
(84) Yn Ve (@, An), ( n)

trasforma, con evidente significato dei simboli, I'operatore E, nell’operatore
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A,, Vinsieme @p) nella sfera C(p) e ®*p) in una semistera che mediante
una rotazione & possiamo far coincidere con C*p)= Clp)Niy, > o0i.

Osserviamo inoltre che una rotazione & sulle variabili mx. ..z, lascia
inalterate le quantitd [Je| gy, (% — vall 2y, [l wllla, ||l —pd, w4 A
softoinsieme misurabile di R" > R,, mentre con la trasformaszione lineare di
coordinate

le medesime quantitd diventano

|2, )] ;E(A)=AH”(-’L'; ) Hiﬂ(B)

|| — ug “ EQ(A) =Av—wsll %’(B)

1

el =A(2 2o 1mDelio +| ] )

()
3t Az

. 1 .
e —p(4, w)llja= A(;‘i e | DrDiv — (DpDivtel z2m) +

oo
IXB)

dove si & posto

A= \/7\1 Y PR Y uy, &)= %(%_1(?/): £, B = T(A)'

Quindi tutti i lemmi che abbiamo dimostrato nel n. 7 si enunciano inalterati
anche per soluzioni ue W' dell’equazione (E——a%)u == [ gostituendo formal-
mente agli insiemi @, Q% M, M* definiti dalle (5.2) rispettivamente gli insiemi
Qu(r) = D) X (—r* <t <o)
QX (r)= D*r) X (—r* < t < o)
8.5)
M(r)=0r) X0 <t <)

MEr)=0%r) X {o <t <?

La costante positiva ¢ che figura nelle mggiorazioni (7.1), (7.2), (7.9), (7.10),
(7.11), (7.12), (7.15) e (7.16) verrd in questo caso a dipendere dalla costante
di ellitticitd v.
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Teoremi di regolarita negli spazi 2%, 9).

9. — Indichiamo con il cilindro @X (o< i< T) dove T & <-4 co e
Q@ & un aperto limitato di R™, sufficientemente regolare. Indichiamo con
E(X)= E(x, {) Poperatore ellittico 2 a;;(X)D,D; definito in Q, a coefficienti
— i
continui in e simmetrici, il quale verifica la condizione

(9.1) VAP S D ap(XA < VIAE M AeRY, Y XeQ
i
con v>>o0.
Sia fe LX) e sia ue W(Q) la soluzione in Q del’equazione (E(X) — %}u ==f

(cfr. n. 6). Indichiamo con Gi(f) (3, j=1, 2, ..., n) e con G(f) le applicazioni
lineari di Z*(Q) in L*(Q) definite nel seguente modo

Su
Gt : f—"-a-t‘

La maggiorazione (6.5) assicura che le applicazioni G;; e G, sono continue
da L*(Q) in L*Q). Allora Gy; e G, sono applicazioni lineari e continue anche
da £20(Q, 3) in L*(Q) per ogni =0 (cfr. la nota (%).

Noi wvogliamo dimostrare che, se 3Q e i coefficienti a;; sono opportuna-

mente regolari, le applicazioni Gy ¢ G, son lineari e continue da $2%(Q, 3) in
, n -4 4

2,0 . << L. 9

20(Q, &) per ogni 0_.9__%+ 5 (cfr. teor. 11. I) (°).

Questo risultato seguira, con ragionamento standard, dai teoremi che
dimostreremo in questo numero.

Utilizzeremo i lemmi dimostrati nel n. 7 i quali, come si & osservato
nel n. 8, restano validi anche per gli operatori a coefficienti costanti (8.1).
La costante positiva ¢ che figura nelle maggiorazioni (7.1), (7.2), (7.9), (7.10),
(7.11), (7.12), (7.1B), (7.16) viene a dipendere in questo caso da v e possiamo

(¢} Volendo, & sufficiente dimostrare questo fatto per le applicazioni G; in guanto per
la G; viene di conseguenza tenuto conto della relazione

Gif = ZayGyf — If
if

I applieazione ideniica,
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supporre che questa c(v) sia la stesa in tutte quelle maggiorazioni. Possiamo
anche supporre ¢(v) > 1. Non staremo a ripetere ogni volta queste precisazioni.
Nel seguito nseremo le seguenti notazioni

Fee il 22004, = 2 1 DDy [ 2(4,2) +” £20(4,2)

| 2u |l 2

2 || L2(4,2)

(Il 11l Z20(4.0) = HDDMILzeAa)-l-

Se ©, & il cilindro @, X {0 <t < T), scriveremo O, CC £ nel caso che sia
Q.C CQ. Ricordiamo infine ché I(X,, o) & la sfera di centro X, e raggio o
nella metrica (1.1) e che QX,, o)=I1(X,, o).

TrorEMA 9. I - Sia ue WY(Q) una soluzione in O dell’equazione

3
(E(X) )u = [ con la condizione u(x, 0)=o0. Supponiamo che i coefficienti

a1

ai; stano continui in Q e che fel2%(Q, 3) per un cerlo 6, 0<0 < 1. Allora
per ogni cilindro Q.C CQ, di classe & rispetio alla meirica 3, risulla

DiDju € L2’G(Qg, a), ?ﬁ' 6 L (QG, 5)

e si ha la maggiorazione

(9.2) |l Zeoionn =<0, 8, Qo) ‘Me%wz)g‘l‘ 1 2008

dove c(v, 8, Qo) dipende da Q, solo allraverso la costante che interviene
nella condizione & ed r é un numero positivo definito dalla (9.5).

Dim. - Indichiamo con R, la distanza (euclidea) di @, dalla frontiera di
Q e poniamo

_ o (f VT
To = mMIn 2v\;, “—2'—

Se X, =(x,, t) & un punto di Q, indichiamo con a(X,) la matrice {a;(X,) e
con {Ay{X,)} la matrice a='(X,). Poniamo -infine

CP(XO; x) = Z Ai;(Xo) {ae; — 23,0 (‘x:] — &4, ), ®€R"
4

O(X,, o)={x:xeR", 9(X,, ®) < %, >0



80 S. CamranaTo: Equazioni paraboliche del secondo ordine e spazi, ecc.

Per ogni ¢ > o0 si ha (%)

O(ﬁ'o s ‘,53) CO®X,, o) C C{“’O: VVVG)

e quindi risulta (X,, o) C @, V* Xo€Q € M g€ (0, 5. Poniamo

9.3) o(r) = sup sup sup la(X ) — ai(Xo) | *

i XEQ XeXoVvr)

Poiché i coefficienti a;; son continui infﬁ, o) & infinitesimo con 7 e quindi
esiste una applicazione p—r(p), definita per p > 1 a valori in R, tale che

9.4) o) S —y) Ve, (D)

pn—;-z?
Poniamo p(y, 6) = [2c(v)[#+26—0T" ¢
(9.5) r = min (r(p), 7o)

Sia f{—¢(f) una applicazione di R+ in R} e per ogni coppia di valori g, »,
0 < p<<r=r, si abbia

g\t
(9.6) P(p) =< (v) I(;,) o(r) -+ o@)g(r) + r D F

con F costante =o0. Il lemma 4.1 assicura che per ogni coppia di valori
o, ¥, 0 < p < r=<r, risulta

2 (n-+2)0
9.7 olp) << 2c(v)(;) o) + (v, B)pmt2s F.

dove c(v, §) & una costante positiva, facilmente deducibile dal lemma citato.
Basti osservare che, fissato un p > 1, da-(9.6) e (9.4) si ottiene che per ogni

coppia di valori p, re(o, 7(p)], tali che 1 <£ <p, si ha

p\"+?
3 o) = 2e0[E) " otr) -+ cpro - pins

(19 C(X,, #) = |x:x g R", & — x,| < r}. Ricordiamo la (8 ).
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Cid posto, il teorema 9.1 sard dimostrato se noi provereme che V X,€Q, e
3 p > o0 si ha una maggiorazione di questo tipo (')

©.9) 11 xS b, B30l L 17150

B sufficiente provare la. (9.9) per tutti i pe(o, ar) (¢ reale positivo fissato)
perché se p =ra si ha banalmeute
pbint2)
lH“M&XO,MSWHWH’{Z

Per dimostrare la (9.9) distinguiamo dae casi.

a) - t, =1x, = 0. Indichiamo con M(X,, ) un insieme di questo tipo
(9.10) M(X,, r=90X,, r) X0 <t <r’
Per ogni re(o, ) si ha

r
9.11) Q(Xo, 7\—,) C M(X,, 1 CQ

Fissato 7 la funzione u appartiene a W*XM(X,, 7)), si annulla per t=o0 ed
& soluzione dell’equazione

/ 2

(B - )u — FLX) = fX)+ 3 [a(X0) ~ 0] DDy

ot

con F(X)e L(M(X,, ). La maggiorazione (7.9) del lemma 7.II assicura al-
lora che N pe(o, 1)

n--2
1] 8 1]] 3t = C(V)K;) I |l 3oy + L F MZL?(M(Xe;P»l

e quindi M p€e(o, 1)
012 ]l b= e 10+ 00 0 7521 o

Questa maggiorazione si identifica con la (9.6) qual’ora si assuma ¢(f)=

{#1) Questo perché ||[ul|3 (x p)ﬁ(ilul]]f}(xo 0 e inoltre, avendo supposto £, di tipo &,
ol :

P12 < (ogt, 124(X,, P)\a.

Annali @i Matematica 1
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= || ]| mxn ed F:c[\f“zm,etg,a). Quindi, per quanto si & provato prece-

dentemente, si avra . p€(0, 7)
2 e 8{n-4-2) B .
(9.13) Il %Il 3z =< 20(V)(;) % [l agcxmy + e(v, 0™ +29 || £l Ta0()
A maggior ragione, ¥/ p €0, 7),
u 2
n el s, 4 G5 4 11
Da questa maggiorazione, tenuto conto della (9.11), segue la (9.9) per tutti i
r
e e(o, V—;)

b) - Sia Xo= (@, t)€Q e 0 < t,<< T. Indichiamo con Q(X,, p) un in-
sieme di questo tipo

(9.15) Xy, o) = DX, p) X (to — p* < t < 1)

Proveremo che %f pe(o, r) risulta
u 2
(9.16) lulll xupna =< alv, 6)9"‘""’”{‘%@%" + 1f1i Z2s(2,2)

Supponiamo per un momento di aver dimostrato questo fatto. Osserviamo
che 3 p (o, ) risulta

AN £ 2 2
Q(Xo,lv;>—ﬂnl(Xm v;)C{(D(XO: pyX (e — <t <t + 3]NQ

E quindi, posto f=min ({, +¢% T) e @(X,, o) =P(X,, o) X (¢ —p? < t < 1),

P ,
o[ 1) Lo, anaivew,, o
Anche @(X,, p) & un insieme del tipo (9.15) per cui dalla (9.16) segue la
(9.9) per tutti i pe(o, V%)

Dimostriamo allora la (9.16).
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Poniamo 7* = min(r, Vi). Allora & QX,, r*)C Q. Fissiamo un 7,
re (o, r*]. La funzione ue W*Y(Q(X,, r)) ed & soluzione dell’equazione

(E(Xo) _ %) w=F) = f(X) + 2 [0X) — ayX DDy

con Fel*QX,, r)). La maggiorazione (7.1) del lemma 7.1 assicura allora
che Y pelo, )

2 P s 2 2
©17) 1 0 s = o [E)" 1l s - 03 s+

oord R || f “3‘,2,6(9,6}}

Questa maggiorazione si identifica con la (9.6) qualora si assuma ¢(f)=
= [llu|ll oxuty €d F=clfli L0z Quindi dalla (9.17) segue che %/ p € (0, %)

H(n-+2)
9.18) lulll oen < 2°(V)<;%°) 1ot 1] Gexorsy 4 €0v B2 Fll T20(0,)

Qui si presentano due possibilita:
Se r*=r, dalla (9.18) si ha subito la (9.16) M pe (0, 7).

Se invece 7* = Vi, la (9.18) si pud scrivere in questo modo

" |l qex .
(9.19) 1 #4)] By < a(v, Bt 2 MTQA%%%Q +r IILz,ﬁ(Q,a)}

Ora perd
QXy, Vi= MX,, Vi) =DX,, Vi) (0 <t<t)

e quindi dalla maggiorazione (9.14) si ha che

el g, v ul]| g 2
Mos® < o, 0 LR+ 171 e

(9.20)

Dalle (9.19) e (9.20) segue anche in questo caso la (9.16) per tuiti i p € (o, V—to).
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Se poi Vi,<p<r allora QX,, p)NQC M(X,, p) e quindi per la (9.14)

b= 110 S o 0o | Ll Ly

Osservazione 9.1 - In relazione al teorema ora dimostrato si puo osservare

2 .
P e supponiamo che
i coefficienti @i, anziché continui in Q, appartengano a Co¥Q, 3) con a =

8(n - 2y
=72
nelle ipotesi attuali w(r) verifica una maggiorazione di questo tipo

quanto segue: Supponiamo che fe L2%Q, &) con <

, allora nella maggiorazione (9.2) si pud sostitnire  con r,. Infatti

o) < A r*e = Arf+2, Nore (o, 1)

per cui dalla maggiorazione (9.6), supposto, come & lecito nel caso che a noi
interessa, che {--¢(f) sia non decrescente, si ottiene

A
©:21) we=cnfs] o) + redotr) + F)

per ogni coppia di valori p, v verificanti la relazione 0 <p <r=<r7,. Il lem-
ma 4.1 assicura allora che per ogni coppia di valori p, 7, cono < p <r<r,
risulta

9.2 )= 200(E) " t0) - et O dgtr) + ).

TeoreMA 9. II - Sia ue W>'(Q) una soluzione dell’equasione

(E(X) aa t)u ==f con la condizione u(x, 0) = 0. Supponiamo che f € £>1(Q, 3) e che

i coefficienti a;;e Co%Q, 3), 0 <a<1. Allora per ogni cilindro Q. CCQ, di
classe & rispetto alla metrica o, risulta

DiDju € 22,1(90, a), %"g € 22 1(907 a)

e 8i ha la wmaggioraszione

(9.23) ol angyzy = o, 4, Q)[%’ 1 Baen)
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Dim. - ro, ®X,, o), olr) sono definiti come nel lemma precedente. Nelle
ipotesi attuali sui coefficienti a;; si ha

(9.24) o(r) < sup [@lgoeyr* = Ar*
i

Il teorema sard dimostrato se mnoi proveremo che per ogni X, e Q, e
0 < p < kry (k > ofissato) si ha la maggiorazione

020 [u—po, o) Wllhao= e | LA L 17120 0

con ¢ costante opportuna.
Premetteremo una osservazione. Sia Q; = @,>< (0, T) un cilindro di clas-
se & scelto in modo tale che

i) QCCUCCQ
i) detta B, la distanza di @, dalla frontiera di @, si abbia

r°<r1—m1n(R‘ VT)

<™
4 Vv’ 2 2

20
Poiché & £3Y(Q, &)« LA wt2(Q, 8) il teorema 9.1 e P'osservazione 9.I assicu-
rano che

026 I8 m 22 y= %0 A IEE  0

Cid posto distinguiamo due casi (*%)

a) - Xoeﬁo e ly=1tx = 0. Fissato 7, re(o, %’l, gi ha

r
(9.27) Q(Xo, V;)CM(XO, 7y C s

La funzione u appartiene a W» (M (X,, 7)), si annulla per =0 ed & solu-
zione dell’equazione

(E(Xo) a)u_. FX)=f(X)+ 3 [aiXo) — ag; (X)|DiDu

i

(*?) Utilizzeremo le notazigni introdotte nella dimostrazione del teorema 9.1,
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In virtd del lemma 7.II (maggior. (7.10)) si ha allora % ¢ e (o, 7)

m w—t (88*?)140:0,‘:} {
9.28) < c(\'){(g)wi }“ - t( M(Xor)

p\"+* u
= "“”K;) “- "(‘a?)mxmr)

D’altra parte la (9.26) assicura che

2
=
M(XmP)

Ol peg

+ | F— Fax,n Hﬁmxo,rnl =

) M (XO/")

o Ars || | drton + 7 fllfzz,l(sz,a)]

M(Xyr)

9.29) ]2y S 0, oy [ m,,ﬂlm +1f “5232,1(52,5)}

Da (9.28) e (9.29) segue in definitiva che - p € (o, 7)

2 n-i-4 2
oo ] o )
M(X0) r 3t | x,m ||| X

e m.,,p)l K]

dove

A questo punto si ufilizza il lemma 4.1 e si conclude che per ogni coppia

di valori p, r con o<p<rg%°

mu_t(a;:)mxo,m 2 = ot % A)Kg)”“

M(Xyp)
. [ Ty
e quindi ¥ p e(o, Z)

=45 o |

Da questa maggiorazione, tenuto conto della (9.27), segue la (9.25) per tutti

. ’}‘0
1pe(o,m .

2

|

+ " K l

u
u — t(-—
0l (X |l| M(Xoyr)

2

<< ¢yfv, a, Ap"*+? [_ﬂ%& + Hf“éz,l(gla)]

M(XOW)
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b) - XoeQ e 0 <tf,=<1T. Indichiamo con QX,, p) un insieme di que-
sto tipo

AXo, o) = D(Xo, p) X (fo—p° <t < o)

7,

Per dimosirare che vale la maggiorazione (9.25) per tufti i pe(o, Z\'}f\;) baste-

ra provare che per pe (o, %) si ha

O30 = KOKo, 0, Wl = oo Weli g i1,

Poniamo 7* = min (%9, \/t_o) Fissato re (0, r*] la funzione ue WY (Q(X,, r)

ed & soluzione dell’equazione
(E(Xa) - %)u = )+ 3 ay(X) — &, X)IDDu
La maggiorazione (7.2) del lemma 7.1 assicnra allora che %/ pe(o, 7)
o —pQXe, ), w)||| oxn <

< ¢fv)

) = UG, 3 0+ 405 0 77 U
e tenuto confo della (9.26) si ha, M pe (o, 1),

= D09 Xo, 00, ) 1l e, < v, 2, A)[(g)"“ o= D(QXo, 1), ) [ 2y + r""‘EK}

dove

K= m,,?_ﬂ%; + 1 22 (e

Applichiamo il lemma 4.1 e concludiamo che per ogni coppia di valori p, r
con 0 << p <r=r*

(9.31) Il —p(QXe, o), W] oz n <

n4-2
<at, & A& ln =20, 1) 0l + 0 K |

A questo punto si presentano due possibilita:
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Se r*=% dalla (9.31) si ha subito la (9.30) ‘ pe (o, 2) Se invece r* = Vi,
dalla (9.31) si oftiene M pe (o, Vi)

e —p(@Xs, 0), W] G, <

Il#— p(@Xo, Vi, u)

< c¢(v, &, A)|p"t? -
() )p (Vto)r_l_z

IHQ(XOs\/t_o) + Pn+2KJ

D’altra parte, per quanto dimostrato in a),

] u—p(Q(XO; vt—o)) M)l : A [
I AL | ox, vy — [I’l?f,[_yzn‘i'l[fllﬁz,l(ga)J
e quindi M pe (o, Vi)
932  [u—p@Xe, 0), || e < o, 4 Ao "+2[”'i‘ﬂl“+ifilgﬂm]

F chiaro che pur di modificare la costante c(v, «, 4) la maggiorazione (9.32)

vale anche per tufti i pe [\/?0, %") in quanto per questi p risulta

X, p) COX,, p) X (0 <t <p?)

E immediato verificare che ripetendo la dimostrazione che abbiamo dato
per il teorema 9.II si pud dimostrare il seguente risultato che contiene e
generalizza il teorema 9. II medesimo

TrOREMA 9. III ~ Sia ue W>'(Q) una soluzione delt’equazione

(-2

che @ coefficienti ai; appartengano a Cos+Q, 3) con

28
d )u—— f con la condizione u(x, 0)== 0. Supponiamo che f M ara(Q, ) e

>0, =0, at+f=1

Allora per ogni cilindro Q, CCQ e di tipo & risulia

n+z+zg

(9.33) Hlumszz’l nta = 4, % B Q) Ilwli Q"'Hfuzzl+n+zm D)

Per § =0 si riottiene il tecrema 9. II.
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CoroLLARIO 9.1 - Nelle stesse ipotesi del teorema 9.111 le derivate D;Dju

. 0 - . .
(4, =1, 2, ., n) e U somo limitate in Qo e si ha lo maggiorazione

ot
(934) m u m Loo (£) =< C(V A o ﬁ Qo) l: fflﬂii&:; + H f“ 2:1**'”—_*_;(9 8)]
‘ ¢
dove || mias = 3 DDl e + S0
K Loo(0)

, , . L. . 28
Dim. - Pmché_ Q, & di tipo & il teorema 2.1 assicura che 532’1"'"%((20, 3)
o isomorfo a C%%(Q,, 3). D’altra parte se v e C°F(Q,, 3) si ha

H {Lm(ﬂo) = G(gf QO)H v kﬂgiﬂe) + { }20055 (59,8)%
La (9.34) & coseguenza allora di questa maggiorazione e della (9.33).

TroreMA 9.1V - Sia we W'(Q) una soluzione dell’equazione

(E(X) aa t)u = con la condizione u(x, 0)=o0. Supponiamo che fe SO, o)

4
con 1<9<.%+

P
n+ 2
%= (6 — 1). Allora per ogni cilindro Q, CCQ e di lipo & risulla

e che i coefficienti ai; appariengano o 0oxQ, 5) con

D,;D,‘%G Qz’e\ﬂo, 5), Y] 522’6(Q0a 5)

e si ha la maggioragione

9.35) 11 a0, <ot 4, 6, 00 ella 4 s, W)J

Questo teorema migliora il risultato del teorema 9.ITI per il fatto che i
coefficienti a; hanno lo stesso esponente di holderianita della f anziché un
esponente maggiore. Nel teorema 9. IIT « era positivo, qui « & zero.

Dim. - La dimostrazione & analoga a quella del teorema 9.II per cui
oi limiteremo a tratteggiarla rapidamente. Il simbolismo che useremo & quel-
lo gia introdotto nelle dimostrazioni precedenti.

Dobbiamo provare che per ogni X,€ Q, e 0 < p <kry (k> o fissato) risulta

(9.36) w —pUXo, 0, Wl fx, = "+ mmﬁj)e %0

Annali di Maiematica 12
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Sia Q, = @, X (0, T) un cilindre di classe & scelto in modo che verifichi
le condizioni @) e 94) (cfr. dimostr. del teor. 9.1I).
Distinguniamo due casi

a) XoeQ e fo=1x,= 0. Fissato r, r e(o, %} si ha

9.37) Q(Xo, V%> CMX, NC O

La funzione w e WM(X,, 7)), si annulla per { =0 ed & soluzione del-
I’ equazione

(E(Xo) 9 ) w=f(X)+ Z [ai(Xo) — ay{X)]DiDju.

In virth del teorema 7.I1 (maggior. (7.10)) si ha allora che \fp € (o, )

(9.38) Hu — t(%) Hz =
3 Jaacx,, il %, o
< p\*te ou 2 (n-4-2)(B—1) 2 (n+2)0 2
= o5 e, AT i, o P £, )

D’ altra parte, per il corollario 9.1,

m u”]}zmxo, ) =ecrvt? m U “’iw(ﬂ ) <c{v, 4, B -Qi) \im(n-;ﬂ)‘: + H f“;z’ e(ﬂ, 6‘)} ynt2

|

n-ta
=cv, 4, 8, Qo)[(g)

e quindi M p € (o, 7)

2

.

| 3 hex,, ol ez, p)
du

M - t<at> XO’ T)

I 2
K:W + 1/ llg= 00, o)

2

+ pint20 K]

M(XO ’ ’l")
dove

A questo punto si utilizza il lemma 4.1 e si conclude come nel punto
a) della dimostrazione del teorema 9 II.

b) —X,e 0, e 0 <f,<T. Si procede come nell’analogo punto b) della
dimostrazione del teorema 9.II con 1’unica variante (gia applicata nel ecaso
a)) che anzich® utilizzare la (9.26) si utilizza, nella medesima circostanza, il
corollario 9.1
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Nei teoremi che seguono indicheremo con (R), R > o, il cilindro C¥*(R) X
X (0 <t<T)dove O¥R) & la semisfera (x:xe R" |x| <R, x,>o0}. In par-
ticolare porremo Q(I)N: ¢}

Ricordiamo che H(C*R)) & la classe delle funzioni = — u(x)e H(C*(R))
che hanno traccia nulla sull’iperpiano x, =0 e W»Y(Q(R)) & la classe delle
~ ’\

funzioni u e L¥o, T; Hy(C*R)) N HY(C*R)) per le quall cu eLz(Q R)).

Daremo tre teoremi, analoghi anche per quanto mguarda, la dimostrazione
ai teoremi 9.I. 9.II e 9.IV, relativi a funzioni we W»*Q) che si annullano
per { = o e sono soluzioni in Q = Q) dell’ equazione (E(X) a)u = /.

Ci soffermeremo solo sulla dimostrazione del primo di questi teoremi, al
fine di mettere in evidenza 1’ utilizzazioné che viene fatta dei lemmi 7.I11 e
7.IV. Ci limiteremo invece ad enunciare i due teoremi successivi.

TreoREMA 9.V. - Sia we W5YQ) wuna soluzione in Q dell’ equazione
(E'(X) ;t) w=1 con la condizione u(x, 0)=0. Supponiamo che a;e CoQ) e
che fe L»%Q, 8) con 0 <0 < 1. Allora R e {0, 1) risulta

DD e LMQUR), B, ave LAY(R), 9
e si ha la maggiorazione
1
.89 st 0|l 1 o

dove r ¢ definito datla (9.41).

Dim. -~ Poniamo

(9.40) o = min (1—:;_{—%, }_/_T )

per il resto usiamo le stesse notazioni introdotte nella dimostrazione del
teor. 9.1; in particolare

of)=sup sup  sup _[ayX)— ay(Xo)[*
4 X,eniR) X€Q(X, r/v)

La continuitd dei coefficienti a; assicura che esiste una applicazione
p — #(p), definita per p > 1 a valori in RT, tale che

1
oS i, ¥ 7 e (o, r(p)
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Poniamo p(v, 8) = [2¢(v)][(r+20—0]7 ¢
(9.41) r = min (#(p), 7o)

Se t — o(f) & una applicazione di Rt in R} e per ogni coppia di valori
e, ¥ con 0 <p<r=r,si ha

_
(9.42) Ple) =c(v) [(;) o(r) + o(r)pr) + r*tIF|, F>=o0

il lemma 4.1 assicura allora che per ogni coppia di valori ¢, r, con 0<p<
< r <r, risulta

6(nt2)
) 9+ o, Dot

(9.43) ote) =200 ?

Il teorema sard dimostrato se noi proveremo che % X,e QR) e ¥
p € (0, ar) (x> o fissato) si ha una maggiorazione di questo tipo (*¥)

9.44) el o= et et e e,

Sia X, = (], ;, ..., ®°, t) = (X0, f) un punto di Q(R). Avendo presente

I’ artiticio- applicato nel punto b) della dimostrazione del teorema 9.I, sard
sufficiente dimostrare la maggiorazione (9.44) in queste quattro situazioni

a) x, = t, =0, b)w;:Oe;StOST
th=0erVv=a2<T, d X, tale che QX,, 7) sia C Q.

Nei cast ¢) e d) la maggiorazione (9.44) si prova ripetendo la dimostrazione
del teorema 9.I. Esaminiamo brevemente i casi a) e b).

a) x? = t, = 0. Poniamo
DHX,, r) = DX, )N {mn > 0}

(9.45)
M*X,, 1) = ®HX,, r) X (0 <t<ry

M re(o, r) si ha

r

X,,
(9.46) Q ( Vi

)c MMX,, 1) C Q.

{*3) Osserviamo che @(B) & di tipo & rispetto alla metrica &.
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Fissato r la funzione u appartiene a W (M*(X,, r)), si annulla per {==0
ed & solnzione dell’equazione

(BX) — gy = FOO= 130 + 3 [@(X0) — aX)DDy.
4

La maggiorazione (7.15) del lemma 7.1V assicura allora che \fpe (0, 7) si ha

(€] e+ 1 s
o M (X, 1) (LM {( X, 7))

11 [/ 3r2cx,, 0 == €(¥)

e quindi Mpe(o, 1)
nt2 ! 2 2
o [[[320c,, = O(V)I@ o {3, vy T O 8 g, ry + or9 42 £l 300 a)]

Questa maggiorazione si identifica con la (9.42) qualora si assama o) =
gg q b4
= ||| w0 ||[arx 1) ed F:c[\f[}zz,em,m, quindi in virtd della (9.43), si ha che

Mee(o, 1)

fgnt2)
HEIoe p)gzc(v)(S) 19 [[lazvcx, 7 + ov, @+ 1f 11 720.q,
A maggior ragione, Y/p € (0, r),
I3

e, o = e, ool B gy
Da questa maggiorazione, tenuto conto della (9.46), segue la (9.44) per
¥
tutti 1 pe (o, V‘j)
b) 25, =0 e r<<t, < T. Poniamo
(9:47) A Xo, 1) = DHX,, )X (fy — 1* < E <),
Sara sufficiente dimostrare che \fpe (o, ) risulta

(9.4:8) IH u IHzQ*(XO; p) = 01(‘/ 6)56(%-{-2) HLMLI_L)Q‘}_ \xflley 6(9 3)

perché da questa maggiorazione segue immediatamente la (9.44) per tutti i
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e e(o, {:) Per dimostrare la (9.48) si ragiona esattamente come nel punto
v

o) utilizzando il lemma 7.111, anziché il lemma 7.IV.

TroREMA 9.IV. - Sia we W>XQ) una soluzione dell’ equazione < (X)— )u_..f

con lo condizione ux, 0) = o. Supponiamo che fe L>YQ, 8) e che ¢ coefficienti
aije C%2Q, ), o <a<<1. Allora R e (o, 1) risulta

DiDe SHAR) B, Gre SQR), D
e 8t ha la maggiorazione

: A 2
(9.49) lellon oy = = B[ 7™+ Fllgng

dove r, é definito come in (9.40).

TrorEMA 9.VIL - Sia ue W»YQ) una soluzione dell’ equazione (E(X) at)u_-f

con la condizione u(x, 0) = 0. Supponiamo che fe £25Q, 8), con 1 <§ < n i ;
e che i coefficienti a;; appartengano a CH%S, 3) con « S j 2 Allora

M Re(o, 1) risulla
D;Dju e £20(Q(R), B), %%f € £ %Q(R), ?)

e si ha lo maggiorazione

9.50)

Hl u 1”222’ O(Q{R), 3)

<, 6, B) ’?’J wllla e

Sint2) £2%q, 5

dove r, & definito come in (9.40).

10. - I teoremi dimostrati nel numero precedente valgono inalterati, a
parita delle altre ipotesi, anche se u & soluzione di un’equazione del tipo

(10.1) ( )+ ME) — 5 =

dove E(X) & I’ operatore ellittico gia considerato nel n. 9 ed M & un operatore
del primo ordine

(10.2) M= Z‘h‘ bu(X)Dy, .
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B sufficiente supporre che i coefficienti &4/X) abbiano la stessa regolarita
dei coefficienti ai(X) dell’ operatore XK.

Per il segnito ci servird la generalizzazione, nel senso precisato sopra,
dei teoremi 9.V, 9.VI, e 9.VII percid a questi faremo riferimento.

Facciamo alcune semplici considerazioni.

Dati due spazi di BANAcH 4 e B, costituiti di funzioni definite su Q, si
dice che 4 & uno spazio di moltiplicatori per B se % ped e  we DB si ha

vueB e [uplls=|olaluls.
Si ha questo risultato di dimostrazione immediata (efr. [6], app. I teor. IV)
Lemma 10.L - CQ) & uno spazio di moliiplicatori per £>%Q, 3) se
o<<b<1; CH%Q, 8), 0 <a=<<1, & uno spazio di moltiplicatori per S$*3Q, 3);
20
n 2+1.
Indichiamo con W2 19(Q) il sottospazio di W?**(Q) delle funzioni » tali che

C% Q) 8), 0 <a<<1, é uno spazio di moltiplicalori per £2%Q, 8) con 6 =

] 2 ?ng,em,s) < o0,

In modo analogo si pud definire W219(Q).
Si ha questo risultato di inclusione (cfr. [8) n. 4):

Lzmma 1011 - Sia Q(R) il citindro C*(R) X (0, T), R>0. Se ue W' %(Q(R)),
0=<H <1, allora le derivate Dy i =1, 2,..., n) appartengono a 2>¥QR), 8)

- 2(% + 1) 2 9 . : ; 14
con W =— ) +n+ {4 + 0 e si ha la maggiorazione (**)
(10.3) % I Diwe [oz. Par), 5 = ¢ ,?‘k | DrDiers ”5232’ Sam), 8

Cid posto, dimostriamo ad esempio che il teorema 9.V continua a valere
anche se » & soluzione dell’equazione (10.1).
Poniamo Q = Q(1). Le ipotesi sono:

fel»%Q, 8) con o<<0<1, ajebre CQ), wue W2=1(Q} e ulw, 0) = 0.

{14} Come 2 basta prendere un insieme convesso. B chiaro poi che per questo risultato
& sufficiente supporre che le derivate D,D,u appartengano a QZ’S(Q, ¢} e non ¢’® bisegno

on
di supporre nulla sulla 7 Abbiamo volutamente enunciato questo lemma riferendoci alla

situazione che si ha nei teoremi 9. V, 9. VI, ¢ 9. VII.
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Fissiamo R, 0 <« R < 1. Scriviamo 1’equazione (10.1) nel seguente modo
/ ¢)
(10.4) B é’t) = f -+ Mu=f-+%bpDuu.
h

Scegliamo un R, > o tale che R < R, < . Poiché u e W) le derivate

Dpu appartengono a £24Q, 8) con p = 2n + 1) + 2 __ 2 ed avendo supposto
P w2 w1 PP

che bne C°(Q) anche Mu apparterra a £=¥(Q, 3), in virth del lemma 10.I. 11
teorema 9.V, precedentemente dimostrato, assicura allora che

e 12 oy = Ul A 17 e g o+ DU DR ez

dove £ == min (6, p). B gquindi, per la (10.3),

(105) <ol + 7Bt ]

2
e MLZ’ o, » @ )

Se E=10 la (9.39) & provata; se invece £=p <0 si ripete il procedimento:
dalla (10.5) e dal lemma 10.IT deduciamo che le derivate Dyu appartengono a

2 u(Q(Ry), 8) con p, == 2n 1) -+ ;n—_?:—l — 2 4 E> p. Scegliamoun R, > o tale

che R < R, < R,. Applichiamo nuovamente il teorema 9.V e otteniamo che

=il wfify + 1125

ft2
”' (i Il]Lz’ g(ﬂ(Rz); §) (Q, 8)]

dove & = min (§, 1)

E cosi si prosegue. Dopo un numero finito di iterazioni la (9.39) resta
provata.

In modo del tutto analogo si dimostra che i teoremi 9.VI e 9.VII conti-
nuano a valere, a paritd delle altre ipotesi, anche per soluzioni % dell’equa-
zione (10.1) se si suppone che i coefficienti bx(X) abbiano lo stesso esponente
di holderianita dei coefficienti a;(X).

Applicazione dei risultati ottenuti alla regolarizzazione
della soluzione del I° problema al contorno.

11, Siano A e B due aperti limitati di R* e x — G(x) una applicazione
di Ain B di componenti Gix). Diciamo che x — G(x) & di classe C% ¢, k intero
>0e0<a<1, se le funzioni T;e Co-44) i=1, 2, .., n ().

(15)C% *(d) & 1a classe delle funzioni f definite in A dotate di derivate k-sime a-holde-
riane (holderianitd rispetto alla metrica euclidea).
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Un omeomorfismo « — Ga) di A su B si dice di classe C% % se G o G
sono di classe Ck 2,

Diciamo che un aperto @ C R* & di classe CF 2 ge per ogni x, € 3Q esiste
un suo intorno aperto Q(x,) e un omeomorfismo x — G(x) di classe 0% « che muta

Q(x) nella sfera C(1) (%) e, in particolare, Quc,) N @ nella semisfera C*1)=
= 01N {x,>0}.

Sia O il cilindro @ X (0 <t < T), T < -+ oo, diremo che O & di classe
Ckse ge @ & di classe CFio,

Consideriamo due cilindri &§ = 4 X (0, T) e B = Blo, T) e sia x — G(x) un
omeomorfismo di 4 su B allora

(1L1) T (w, 1) — (Clw), )= (y, 1)
o un omeomorfismo di & su B. Diremo che t & di classe (%2 g T & di
classe C% 2, nid
Sia 6~ p(6) 1a funzione definita nell’intervallo [ +2> nel seguente modo
6
/ 0 seo<fcl

oy, O & (0, 1) fissato, se =1
\n+2 n+4.
7 -+ 2

Supponiamo che il cilindro Q = @ X (0 < < T) sia di classe 028 (C*°= (")
e che u sia la soluzione del problema di DiricHLET (cfr. n. 6) (*')

wo) =

7N\

B—1 sel<o<

ue W)
(11.2)

(E(X) ;t)u = feL»9(Q, ?)

Supponiamo infine che i coefficienti ay(X) appartengano a Covo(Q, 3).
Si pud trovare un numero finito di aperti di R®, @, Q... @n tali che
w
@CCQ QCUQ; e per ogni §; (=1, 2,..., m) esiste un omeomorfismo
=0
x — Gy (@) di classe %0 che muta @; N @ nella semisfera C%1) e quindi
un omeomorfismo T

Ty 1 (@, ) — (og(i)(m}’ =, 1t
di classe C>v 9 che muta il cilindro Q; = @;><(0, T) nel cilindro S = C*(1) X (0, T).
(#5) C(B) == {a: 2 € R, || < R}.

{17} Per quanto riguarda il simbolismo e le ipotesi faceiamo riferimento al n. 6 e al-
Pinizio del m. 9.

Annali di Matematica 13
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Sia u; la restrizione di u a Q;.
La funzione u, verifica in Q, (**) le ipotesi dei teoremi 9.1, 9.I1, 9.1V per

cui abbiamo che D;Dju, e %@? appartengono a £29Q,, &) e si ha la maggiorazione

(11.3) T 111220, 5y << o {1l e]lfa + [ I 0 )

dove ¢, dipende dalla costante di ellitticitdh v dell’operatore E, da Q,, da 6 e
dal modulo di continuitd oppure dal coefficiente di HorLpER degli a;;. Fissia-
mo ora §, 1 << j < m, e poniamo

oy, 1) = w(G; ), 1)
La funzione » & definita in S, appartiene a W2%(S), si annulla per ¢=0
ed & soluzione in S dell’ equazione
0

= 2 Ansly, ODADi0 + 3 taly, HDno — X rw b

dove |
Fly, ©) = f{Sqw), b
Anly, ) = }; [0rs Dy G5y 1 DsBjyie] o By ()

bk(y, t) = )] [aa'sDrDs‘G(j)h] O%E)I(Q).

Poiché ¢ : (x, ) — (Gj(x), ) & un omeomorfismo di classe C»¥® & im-
mediato verificare che

fef2%Q, 8)=>fie2%Q,;, 3)=> FeL>%S, 9
Ups € OO BO(Q, 3)=> Anx € 0% HOYS, 3)
Ups € O O(Q, 3) => by & 0% wOYS, 3)

e 1’operatore E; & ellittico in S con una costante di ellitticita Kv.

(18) Possiamo senza restrizioni supporre che €, sia di tipo & rispetto alla metrica 2.
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Utilizzando allora i teoremi 9.V, 9.VI, 9.VII, e pilt precisamente la gene-
ralizzazione che di questi teoremi & stata fatta nel n. 10, si ottiene che

DpDiv e %—3622’0(8(1?), )

dove 6 < R <1 e S(R)= CHR) X (0, T), e 8i ha la maggiorazione
(11.5) o020, = I+ Pl )

22595 5

Posto Q1) = 'c?.—l(S(R)) = Q{R) X (0, T), dalla (11,5), applicando I’omeo-
morfismo 7;, segue abbastanza facilmente che

(11.6) [ 2t 182806y, 5 <003 £l ¢ llla + 1 £ 6200, 5]
dove ¢; dipende dagli stessi parametri da cui dipende ¢,.

Possiamo scegliere R cosl vicino a 1 che gli aperti Q. Q:u(R), ..., Qu(R)
costituiscano ancora un ricoprimento di @; dalle (11.3) e (11.6) si ottiene allora

(L7 o figan, 5 =< tllelll 417 lasg, )

D’ altra parte, poiché u & soluzione del problema di DirRrcHLET (11.2), si
ha (cfr. n. 6)

(11.8) ERIF=LON PRI P
Dalle (11.7), (11.8) si ha in definitiva
(11.9) o llge0 5 S CU G0y, 4

Abbiamo quindi provato il seguente teorema:

TeoreMA 1LI - Sia we W2YQ) lao soluzione in Q dell’equazione
/ r n -+ 4 .
—_—— - 70' < e ———— 2, (6)
(E at)u—f. Se feg2%Q, &), 0_9<n Lo se & di classe C%® e se

i coefficienti a;; dell’ operatore E sono di classe C%#0X(Q, 3) allora we W5 @, 8
e si ha la maggiorazione

(11.10) HES H‘Qz’ﬁ(n, 5 =0 I Tllg20g, 5-
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Si & cosl dimostrato, ritornando al problema che ci eravamo posti all’inizio
del n. 9, che:

Se Q & di classe C%e®), gli a; sono di classe 0%#% e u & la soluzione
del problema di DiricaLer (11.2) allora le applicazioni

Gi,':f—*D,iju e Gy f~

sono applicazioni lineari e continue da £2%Q, 3) in £2%Q, & per ogni

n+ 4

<8 ————— e

0="<% + 2
In particolare, tenuto conto del teorema 2.I, se facciamo variare 6 nel-
Vintervalle 1 <8 <%$§ si ottiene che Gy e G; sono applicazioni lineari e

continue da C%2Q, 3) in C%#Q, 3) per orni ze (0, 1), e assumendo 6 =1 si
ha che Gy e G; sono applicazioni lineari e continue da £%%Q, 8) in £%%Q, 3).

Maggiorazioni in L7 per soluzioni del I° problema al contorno.

12. - Sia O il cilindro @ X (0, T) con T < 400 e Q aperto limitato di R”.
Supponiamo che § sia immagine bilipschitziana di un cubo € di R™
Sia d la metrica cosi definita

kS
AX, Yy=sup{le,—yl, [22— ), [00—Y0l, ltx— iy |}

La metrica d e la metrica & definita da (1.1) sono equivalenti (cfr. n. 2).
Possiamo, senza alcuna restrizione, supporre che C sia tale che € X (0, T)
sia una sfera nella metrica d.

Sia G ’omeomorfismo di elasse C°* che muta @ in C e sia t ’applicazione
T, ) — (G), §)=(y, b

Ovviamente

Q) = C 4 (o, T).

E immediato verificare che 1’applicazione o :v(y, & — u(x, t) = v(%(x), 1)
& un isomorfismo tra $29C X (o, T), d) e £26(Q, 8), * 0=0, ed & un iso-
morfismo tra L#C X (o, T)) e L¥Q), & p=1. Inoltre, per quanto si & detto
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nel n. 2, & £&4C X (0, T), d)co £%C X (0, T'), d). Dal teorema 3.I si deduce

allora, come immediato corollario, che

LeMMA 121 - Se G ¢ una applicazione lineare e conlinua di LQ) in
L) e di £5YQ, 3) in £2YQ, 8) allora G é una applicazione lineare e con-
linua di LP(Q) in LP(Q) per 2 <<p < + oo

Basta tener presente quanto si & defte pilt sopra e il fatfo, gid osservato
nel n. 2, che & L®Q)C %Y, 3)

Suppoiamo allora che @, oltre che immagine bilipschitziana di un cubo,
sia di classe O»», con «, e (0, 1) fissafo, e sia w la soluzione del problema
di DIricHLET

ue WoQ)
(12.1) ;
(E(X) _ §t>u = fe L¥Q).

Supponiamo che i coefficienti a;(X) dell’operatore E appartengano a
Con(Q, 3).
Consideriamo le applicazioni

Gij . f — DiD,-u

. ou
Gt.f—*”a“z

Gy e Gy sono applicazioni lineari e continue di Q) in L*Q) (cfr. n. 6) e,
per quanto si & dimostrato mnel n. L1, sono applicazioni lineari e continue
anche da £%%Q, &) in £%Y(Q, 2).

Il lemma 12.I assicura allora che le applicazioni G; e G sono lineari
e continue anche da L?(Q) in L?(Q) per ogni 2 <<p < 4 oo,

Abbiamo quindi il seguente risualtato:

TroreMA 12.1. - Se 4l cilindro Q = Q X (0, T) ¢ di classe C%*, con
%€ (0, 1), e Q ¢ immagine bilipschitziana di wn cubo di R", se i coefficienti
ai; appartengono a 0% *(Q, 8) ed fe LP(Q) con 2<p < -+ oo, allora la soluzione

u del problema di Divichiet (12.1) ha le derivate D;D; e ;—i in LPQY) e st ha la
maggiorazione

ou
(12‘2) 5 H DiDju HLP(Q? + %—t

Lp(q) =¢ ” f“‘Lp(m .
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