
Elast ici t~ asimmetrica.  

Memoria di ~IUSEPPE ~RIOLI (a Padova) 

Ad Antonio Signorini nel suo 70 '~o compleanao. 

Stmto. - Si sviluppa una teoria generale dei corpi elastici con caratteristiche di tensione 
asimmetriche, valida per deformazioni finite. La  struttura del potenziole elastico iso. 
termo vie~,e determinata in modo esplicito nel caso dei evrpi isotropi poco deformabili. 

A mia conoscenza, non esiste una teoria completa r iguardante  le defor- 
mazioni e lo stato tcnsionale dei corpi elastici con caratterist iche di tensione 
asimmetriche,  neppure  nel caso di deformazioni infinitesime. I pi~:! noti 
trattati  di teoria matemat ica  dell'elasticit~L generaImente non fanno neppure  
cenno di tale questione, con qualche rara  eccezione. Risale al 1910 una 
nota t 1) di C. SO~IGLIA=~A contenente le relazioni generali per  il caso delle 
piecole deformazioni.  

I1 problema ~ stato eonsiderato successivamente  da BODASZEWSKI (2} il 
quale  ne feee anche un 'appl icazione al l ' idrodinamica.  Tut tavia  ~ da osser. 
varsi  ehe i r isultati  contenuti  in detti tavori si fondano su postulazioni 
intuit ive dell '  espressione del lavoro delle forze interne di contatto [nel primo] 
e delle relazioni linea~i tra sforzi e deformazioni [nel secondo] che non mi 
sembrano accettabili~ come risulter~t dalle considerazioni che seguiranno. 

Un ' a s immet r i a  delle carat~eristiche di tensione pub presentarsi  in pre. 
senza di momenti  di massa, cio~ quando le forze di massa agenti su ogni 
elemento di volume sono riducibili  ad una forza e a d  una coppia, il che pub 
accadere,  ad esempio, in presenza di forze magnetiche~ ed ~ questo il caso 
r i tenuto pifi interessante.  

Tuttavia,  anche escludendo la presenza dei momenti  di massa possono 
portarsi  esempi (~) in cui i dati r iehiedono per la soluzione asimmetria  delie 
carat ter is t iche di tensione, almeno in eerte pat t i  del corpo. In tall casi l 'abi- 

(~) C. SOMIGLIA~A, Sopra un'estensione della teoriadell 'etasticit~, ~Rend. A.ce. dei 
Lineei ~, 1910, Vol. XIX, 1 ° sera. 

(2) S. BODASZEWSKI~- On the asymmetric state of stress a,ld its applications to the 
mechanics of continuous mediums~ ~ Arehiwam Mechaniki Stosowanej ~, 5 (t953)7 p. 351. 

(3) E. RmSSNEr~, Note o~ the theorem of the symmetry of the stress tensor~ ,, Journal  of 
Mathomatics and Physies ~, Vol. X X I I I ,  1914, pag. ]92. 
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tuale teoria con carat terist iche di tensione simmetriche porta fatalmente a 
soluzioni con singolarit'X [polidromie, infiniti] e non ~ da escludersi che il 
superamento della soglia plastica sin spesso dovuto proprio a quelle singolarita. 
Questi motivi, da soli, possono riuscire sufficienti  a dare interesse ad una 
teoria in cui le earat terist iche di tensione possono es~ere asimmetriche anche 
in assenza di momenti  eli massa. 3In in tal caso non si pub a s s o l u t a m e n l e  

escludere la presenza di momenti  superficiali.  Si deve, ciob, necessariamente 
ammettere che l ' ins ieme delle forze interne di contatto che si esplicano 
attraverso un qualunque elemento superfieiale inferno di un eorpo siano, 
geueralmente,  riducibili  ad una forza applicata in un punto del l 'e lemento e a d  
uua coppia il cui momento dirb ~o~J~e~to super f ic ia le .  In tal modo si possono 
t, 'attare in uu campo di regolarith. (~) fed i~ qui l' interesse] problemi che nell'am- 
bito della, teoria abituale ammettono solo soluzioni con singolarit~ la cui 
esistenza non ~ certo plausibile dal punto di vista fisico. 

Quatche Autore ('~) trova difficolth ad ammettere la presenza di momenti  
superficiali  per il motivo che non si riesce a concepire un modo di realizzarli 
ma mi pare c h e s e ,  in effetti, ci pub essere impossibilit~ [o diff!colt~] di 
realizzare momenti  snperfieiali  esterni non si pub tuttavia esclndere la possi- 
bilith che essi siano presenti ne l l ' in terno di nn corpo, supponendo piccolissimi 
ma non evanescenti  i suoi elementi. Del resto non mi sembra neppure faci]e 
indicare il modo eli realizzare le distribnzioni di forze superficiali  che in 
t, ,tta generalith si ammettono nel l ' abi tuaIe  teoria dei corpi elastici. 

]~ dunque mia intenzione di impostare lo studio di una teoria con carat- 
teristiche di tensione asimmetriche, ammettendo non solo la presenza di 
momenti  di massa - -  spesso inessenziali - -  ma anche quella di momenti 
superificiali .  Cio farb nel t ' ipotesi  di deformazioni finite, il che non mi sembra 
un ' inu t i l e  eomplieazione neppure se si ha di mira l ' i s t i tuzione di una teoria 
l ineare valida per corpi poco deformabi l i :  ho potuto, infatti,  constatare che 
nun trattazione diretta della teoria in tale caso, parallela a quella del caso 
simmetrico, lascia delle indeterminazioni nella struttura del potenziale elastico 
[e quindi nel ]eg.~me sforzi-deformazioni] ehe diff ici lmente si possono togliere 
senza fare diseeudere ]a teoria l ineare da quella delle deformazioni finite 
come teoria di pr ima approssimazione, e senza considerare una  speciale 
condizione che nel l 'ambito  dellle deformazioni finite si deve imporre al 

potenziale stesso. 

Se si pensa decomposto il tensore degli sforzi nella somma di due tensori, 
ulLo simmetrico e l ' a l t ro  emisimmetrieo [nulto quest 'u l t imo,  nella teoria 

(4) Vedi esempio, in fine. 
(5) VoIoT~ Theoretische Studien i~ber die Elasticit/itsve~'h(iltnisse de~" Krystalle, • Abhand 

K. (~es G~ttlngen ~: 1887. 
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abituale], si trova ehe il lavoro delle forze interne di contatto, per  ogni spo- 
s tamento in[initesimo a part ire  dallo stato attuale, non dipende dalla par te  
emisimmetr ica  e dipende dalla rotazione locale solo at traverso le sue derivate. 
Se si suppongono nulli i rnomenti superficiali  interni l ' espress ione di quel 
lavoro diviene identica a quella del caso simmetrico anche se le carat ter is t iche 
di tensione sono asimmetriche per la presenza di momenti  di massa, i quali  
ultimi da soli [in questo caso] determinano le asimmetrie degli sforzi. 

La conoscenza del l ' espress ione  del lavoro delle forze interne di contatto 
essenziale affinchb con considerazioni termodinamiche ben note si stabilisca 

il tegame sforzi-deformazioni m% a differenza di quello che capita  nel caso 
simmetrico, si presenta la circostanza nuova che gli sforzi dipendono non 
solo dalla conoscenza di una funzione termodinamic% l'euergia libera, ma 
anche da quella  di un certo parametro che pur  non interviene nell '  espressione 
del lavoro. Si presenta  in effetti, una certa analogia formale con quanto 
capi ta  nella teoria dei corpi elastici incemprimibil i  ~6} ma mentre  in tal caso 
la condizione di incomprimibilit/~, che rappresenta  un ~incolo interno, per- 
metre di determinare il parametro che ivi si presenta, nella teoria elastica 
as immetr ica  non ~ evidente il modo di determinarlo e, almeno allo stato 
at tuale delle considerazioni da me svolte, sembra, in generale, costituire un 
elemento da fissare prevent ivamente  come avviene per  la s t rut tura  del poten- 
ziale termodinamico.  

Ho sviluppato gli argomenti  che seguono ponendomi in condizioni statiche 
ma ~ evidente la validith delle relazioni generali anche in condizioni dinamiche, 
salvo l ' aggiunta  delle forze d ' inerzia nei secondi membri delle equazioni 
indefinite. Cosl pure mi son posto quasi  sempre in condizioni isoterme ma 
risulta e'~Tidente l'applicabi]it/~ di tutto quanto al caso adiabatico~ mediante 
il solito uso della condizione di isoentropia. 

~Nel caso di piccoIe deformazioni,  ammettendo l ' ipotesi  - -  per  me atten- 
dibil issima - -  che lo stato tensionale che si crea per effetto di un qualunque 
spostamento irrotazionale infinitesimo a part ire  da uno stato naturale  abbia 
i momenti  superficial i  interni tutti  nulli, ho potuto dimostrare che, almeno 
nel caso isotropo, il parametro interveniente va posto uguale a zero e il 
potenziate termodinamico r isul ta  la somma di una funzione delle sole carat- 
terist iche di deformazione e di nna delle sole derivate della rotazione locale. 
Di queste funzioni [nel caso isotropo] la prima ha la s t rut tura del potenziale 
elastieo della teoria classica delle piccole deformazioni, mentre  la seconda 
dipende dalla conoscenza di un solo coefficiente ed ~ tale ehe le equazioni 

(~) A. StG~ol~I~;~, Questio~i  di  e las t ic i t~  ~on  l i n e a r i z z a t a  e semi l inear i zza ta~  ,,:Re~d. 
di Matematica~ Roma ,,~ 1959~ vol. 18~ p. 95. 
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indefinite scritte nelle eomponenti  di spostamento~ sono ognuna del quarto 
ordine. 

Non mi ~ sembrato superf luo portare, alla fine, un esempio in cui r isulta 
ehiaramente  come la teoria svi luppata  porta ad una soluzione regolare in un 
easo in eui la soluzione che si o t terrebbe nel l ' ipotesi  di s immetria  delle 
carat ter is t iche di tensione avrebbe cer tamente  delle singolarit~. 

I. - I m p o s t a z i o n e  d l  u n a  t e o r i a  d e l l e  d e f o r m a z i o n i  f i n i t e .  

1. Equazioni fondamentali in forma euleriana. 

Siano:  ~ la configurazione attuale, d ~  il suo elemento di volume, E i l  
eontorno di ~, dE l ' e [emento  di contorno. 

Le forze di massa agenti sull '  elemento dC siano riducibili  al r isul tante Fd~ 
applicato in un punto interno a d ~  e alla coppia di momento MdC, mentre 
le forze superficial i  agenti su dE siano riducibil i  alla forza superficiale fdE 
appl ieata  in un punto inferno a dE e alla eoppia di momento rodE. 

Si supponga che ]e forze interne di contatto siano rappresentabi l i  mediante 
due vettori, ~v ,  Wv, di cui il primo b l ' ab i tua le  sforzo specifico mentre  il 
secondo ~ de[inito in maniera  analoga a (I)v ma r iguarda i momenti. Si ritiene, 
in altri termini, che fissato il vettore applicato {P, v) con v unitario, l ' ins ieme 
delle forze interne di eontatto che si esplic,~no attraverso un elemento infi- 
nitesimo da circostante a P e contenuto nel piano ~ ortogonale a v in P, sin 
r iducibile al vettore (P, Ovda) e alla coppia di momento Wvda [con conven- 
zione analoga a quella  valida per ~v ,  ~v  si riferisce, precisamente,  alle 
forze the  gli elementi  della porzione di corpo non contenente (P, v) esplicano 
su quelli de l l 'u l t ra  porzione. 

Con riferimento al caso statico, per una porzione c tutta interna a ~ e 
di eontorno z, detto n il versore della normale interna a z, le equazioni 

cardinali  si scrivono 

G 0 

° ,  

G C U C 

Da esse, ol tre a 

(3) c~plim -'° f ~ ,do  = - -  F, 
G 

MdC -~- O. 
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diseende 

(4) 

eve (') il 

lim - 1 f W . d ~  --" Z c ,  A cp. - -  M ,  
e~P 0 s 

5~ 

signifieato delie O, ~ il solito. Pe r  ottenere la (4) si ~ supposta 
valida la relazione 

(5) O~ ---- Z ¢ ,v ,  
8 

e le equazioni indefinite di CAuc]~Y che, naturalmente,  sussistono, in base 
a[le (1), (3). 

I v8 sono i eoseni direttori  di v rispetto ad una presupposta terna di 
r i fer imento ~,  t r i ret tangola levogira. 

Con procedimento parallelo a quello con cui da (3) si deduce la (5) 
[tetraedro di CAUc~Y], da (4) segue 

(6) W~ - -  Z W,v, 
$ 

con evidente significato di W~. La (6} [come la (5)] ha evidentemente carat- 
tere generale e sussiste anche nel  case dinamico, com'~ facile rieonoscere. 

Dalle (1), (2), tenure eonto di (5), (6), si dedueono, oltre alle equazioni di 
CAUCR¥, le equazioni indefinite e al contorno per i vettori W~, valide nel 
case statieo. 

Nel lore complesso esse, in forma euleriana,  sono 

(7) Y ~ '  = s 3x, F, [in ~ ] ,  

(8) z ¢ , ~ ,  = ¢ [su z], 
8 

(9) Z ~W, ~x~ - -  Z~ e~ ^ eg, + M, [in ~], 

(10) Z ~ ,57 .  - -  m,  [su Z], 
y 

eve le x~ sono le coordinate di P rispetto a ~;. 

(7) :Nel seguito si deve  in tendere  t h e  gli  indic i  del le  sommatorio come pure  quel l i  
scopert i  va r i ano  da urlo a tre, sa lvo contrar io  avviso.  

Annali  di  Matemat ica  ~,a 
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2. Espressione euleriana del lavoro delle forze interne. 

Per  il seguito, porrb 

(11) X~, = e,. X @~, 1F,., --___ e,. X W,, 

se con c,. si denota il versore del l 'asse  d ' indice  r. 
Si supponga ehe il corpo subisca uno spostamento infinitesimo a partire 

dallo state at tuale per il quale a d ogni punto corrisponda lo spostamento 
8P_~ (Su~) e la rotazione del l 'e lemento eircostante di eomponenti  (s) 

1 psi,+. 
(12) 8'm, ---- ,~ [ ax,.+~ axe+, j "  

II corrispondente lavoro 8£ (~) delle forze interne di contatto agenti in e 6 

(13) ~ . ~ - x S P d e - -  f X S P d E - -  

- -  ~ X  8 ' (ode- -  e, A ~ , X S ' m d e - -  mXS' todZ.  

Alla (13) si giunge tenendo presenti  le (7), (9). 
Tenendo presenti  anehe le (8), (10), da (13) si trae 

t14) 8~(0 = Z X,., ax---7 +" ~I;" -}7~7j q- Z 8'm, (X, .+, , .+=- X,.+=,.+I) d e .  
~ ' , 8  r , 

8 

Per  l ' e lemento d@ il lavoro delle forze interne si ottiene, cioG moltipli- 
eando d e  per l 'espressione 

88u,. 
(15) 81(o = E X, ,  ax, _ _  + ¢.,. ava.,l x {x,4,,+= - 

(5) ~ a t u r a l m e n t e  se l ' i n d i c e  r 4 - i  supera  3 esso va  dimirtuito di  3. Cosi s empre  nel  

seguito.  
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Si oonstata subito che 51< ~) d ipende solo apparenlemente dalle ~'c% non 
derivate.  Infatt i ,  tonendo conto delle (12), la (15) si pub scrivere 

r ~ u~ ~ u.+~ 
(16) ~t(O --- E¢ IX.. -~-~ -[- X.+:.+~ ~x.+. + 

÷ X.+~.+~ ~x.+~ ÷ 2 (X~+~.+~ - -  Xr+..+~) \ ~x.+~ ~x.+~ 1{ ÷ 

e quindi  

E W~ ~8' to. 

(17) 
~u~ 

= x . .  + 

PerLanto, posto, 

x .  ÷ x~ r i ~,~, 
(18) ~" = 2 

si ha 

c o n  

Si trova cost il r isul tato the  8l(0 non d@ende dalle 8'to. non derivate e 
per  quanto  r iguarda  le X., ,  esso dipende solo dalla dilatazione contenuta  
ne l l ' omograf ia  euler iana  di tensione, quando si pensi  questa  decomposta  
nelta  somma di una  dilatazione e di un 'omogra f i a  assiale (9). 

Anzi, se si pensano null i  gli m 0 le Wr, senza che, per  la presenza di M, 
le Xr. siano da supporsi  s immetr iche,  8l(0 non dipende in nessun modo 
dalle 8%~, 

3. Equazioni fondamentali in forma lagrangiana. 

Per  ot tenere in forma lagrangiana  le equazioni fondamenta l i  nel caso di 
deformazioni  finite, conviene r iprendere  le (1}, (2). In  forma scalare esse si 
serivono 

f ,  

I,,l j x..,.<,o + f o, 
x 

(9) Invece  1' espressione postulata in  loco cit. in  nota  (i) nel  caso di piccolo deformazioni  
fa d ipendere  51~ di re t tamonte  da X , . ~ - - X , ,  o da ~'m.. Tra l ' a l t r% cosl, ~l (o non  r isul ta  nul lo  
per  uno spostamento r ig ido  gonerico. 
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~') 
S 

ff V 

7. 

+ j 

Detta ~* una  presuppos ta  configurazione di r i fer imento,  sin P*  il corri- 
spondente  di P in essa (~o) e y,. le coordinate di P*  r ispet to a ~.  

Posto 

le cara t ter is t iche  lagrangiane  Y,., di tensione median te  le 

1 E Xr,  --- --~ Yzm wr, z x s, m 
IM l , m  

(21) 

si in t rodueano 
formule  (11) 

(22) 

Pongo 

(23) 

(24) 

F*d~*  - -  F d ~ ,  f*d  Z* --- fd  Z ; 

M*dC* = M d ~ ,  m*d ~* = m d  Z.  

Da (1') seguono le ben note equazioni  l ag rang iane  (~) 

(25) z 
m, |  

Tenendo  presente  le relazioni (13) 

n, dc = dz* Z C~tnt*c~ X c ~  - -  dz* E C, tnt* 
~,t t 

1 ZcpzmW~,lX,,m, 
W,., - -  ~ z., 

(26) 

e ponendo 

(27) 

(i0) Ponendo l'ast, erisco sul simbolo cli un ente di C intenderb sempre r i fer i rmi  al  suo 

eorrispondente in C*. 
(ti) Po t  indicare  la derivazione di una generica funzione f delle y, r ispetto acl una di 

~f 
esse porrb l ' ind ice  di quella coordinata y dopo la v i rgola :  ~ - ~ f , s .  

(l~) "V'edi A. SrGNORINI, Trasformazioni termoelastiche finite, ~ e m o r i a  la ;  • Annal i  di 
~¢Iatematiea pura  ed appllcata *, serie 1V; Tomo X X I I  (1918), pp. 33-i43 [pag. 106]. 

(13) Con Crt si indiea il complemento algebrico di Xr, t nel determinante (21). 
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la (2'), in base a (22), (26), (27}, assume l ' a spe t to  l agrang iano  

(2s) f D - -  E x~, ~ (~vr+~ x~+~, z - -  ~v~+~ ~cr+i, z) Yz,~ E C,t nt*do* + 
m l s  t 

¢* ~7 $ 

Ne segue 

(29) f --  ( x * - -  x~+2F*+~+M~*)dC*+ E Yz~(x~+~xr+2, z xr+2~%+~,z)n*d~* -~ ( r+IF~+ 2 
l m  

(~$ C$ 

l m  
(y$ 

da cui, t enure  presen t i  le (25), si deduce  

(30) 
lm  

c$ 

Data  l 'arbi trar iet~t  di C* e l ' i n d i p e n d e n z a  delle funzioni  i n t eg rande  dal  
campo  d ' in tegraz ione ,  da (30) segue, quasi ovunque 

(31) 
/m  Zm 

Le equazioni  indef in i te  di eqai l ibr io  sono per tan to  le (25) e le (31) che 
per  il seguito,  posto 

(32) ~,~,n = ~ ¢Pz,. x~.,~ 
l 

eonver r~  ser ivere  nel la  fo rma  

(33) Z ~rm,,,~ ~ E (xr+l, zx~+~,~ - -  x,.-~,.~x~.+2,~)Y~,. + M,.*. 
m ~m 
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Alle (25}, (33) vanno associate le condizioni al contorno 

(34) 
Z Yz, , ,~, . ,zN, ,* = f, .*, 

lm 

Z X , . , , ~ *  = m,.*. 
s u  :E* 

4. Espressione lagrangiana del lavoro delle forze interne di eontatto. 

La determinazione di un'espressione lagrangiana del lavoro delle forze 
interne si pub fare a partire dalle equazioni generali lagragiane ora stabilite, 
ma riesce pifi semplice arrivarci trasformando opportunamente F espressione 
euleriana (19}. 

A tal fine comincio con l 'osservare che i~ 

(35) 
3x,  - -  D ~ 

88' to~ 1 
~ - -  -~  Z z O,(8'~°A , ,  

(36) d ~  = D d ~ *  

e che le (18), (22), implicano 

1 Z Tz,,,x~,~x~,,~ (37) ~"~ -- D z~ 

c o n  

(3S) 
Y,., + Y~z 

Le (27), (35), {36), (37) pemettono di mutare la (19) nella espressione (~') 

(39) ~*l(O -- ~)- r~7~q 

equivalente a 

(40) 

che, posto 

lm r r 

(41) b~ = ~ xi,~x~,s , 
i 

(i4) I1 prodotto dC*~*l(1) espr ime ev iden t emen te  il ]avoro del le  forze in terne  di eontatto 

r e l a t ive  a l l ' e lemento  dC*.  
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pub anche seriversi 

(42) 
Im 

5. Un 'oppor tuna  trasformazione dell'espressione del lavoro delle forze 
interne. 

Nel caso di deformazioni finite non si vede di quali funzioni delle y~ le 
~'~t possono considerarsi le vari~zioni, nel passaggio dalla configurazione 
earatterizzata dai valori attuati delle xr a quella eorrispondente a valori 
variati x~ ~ ~x~. 

Tale ineonveniente rende impossibile l 'e legante applieazione della ~ermo- 
dinamica ~5) che nel easo dell 'elasticit~ simmetriea permette di uguagliare 
.-8"I(0 alla variazione di una funzione termodinamiea, renergia libera di 
Helmotz. A eib si pub ovviare trasformando opportunamente l 'espressione (42) 
di 81(o nel modo che stabilirb 

Comineio con l 'osservare che, dette u , - - x i -  Yi le eomponenti dello spo- 
stamento ~*--* C e interpretate le 8u~ quali variazioni delle u, nel passaggio 
da ~ ad aria eonfigurazione vieinissima, ovviamente risulta 

(43) 

mentre se F(x) ~ una funzione ehe dipende dalle y,,  solo per tramite delle 
X~,h, si ha s imultaneamente 

(44) • . ~Xi,  h pq ~Xi, h~Xp, q ui~ 

t ~ ~2F 
--" [ ih~r~ i ,a  ], s i h [ ~ X i ,  h pq aXi ,  haXp,  q ' ]" 

Risulta pertanto 

(45) = 

In  base alla (35,1), si rieonosce ehe l 'espressione (12) 
porsi nella forma lagrangiana 

delle ~'¢0~ possono 

(46) 1 

(i5) E. e F. COSSEr~AT, S u r  l a  thdorie de l 'd last ic i td ,  Premier m6moire; pag. 59 o segg. 



400 G. GRIOLI: Ela,~ticitO, asim~etrica 

Da (43), (44), (45), (46~, segue 

[[ ~ {G+I.,~ . ~ /G+,.,',l 
( 4 7 )  (~ '~o , ) , ,  = ~ , , ~ %  , - 

- [u.~,,.., ' IG-~''~\ ~ ~ ) ~ ( u ~ , ~ ) } +  
cxv, q \ 19 ] ~xp, 

12D ,,, 

1 E [u~+2, ..~ C~+. , ,  - -  u , + l ,  s,,~ C r + l . ] ,  

1( 3L. I E [ x,~luP+l'q"3 ~-, [Cp+~.\ ~ [Cp+l.~].  
(49) 

diviene, in base a (471, 

(5o) ~*z,; = r~[T. = 2- + (M~. + N~) ~(u~,,) + X,.,~. 
r s  k 

ehe pub anche scriversi [vedi (41)] 

(511 ~*l(~) = Z i[ Z T~sx~,~ + M,., + N~] ~(u~,,) + X~ ,~ , .  
r s  l 

La (51) costituisce la preannuncia ta  espressione del lavoro delle forze 
interne di eontatto. 

6. Introduzione del potenziale termodinamico. 

Supposto il sistema a trasformazioni reversibili e introdotta la funzione 
energia libera lermodinamica 

(52) ~ -- e~X - -  eTE, 

[e)~ energia interna, T temperatura assoluta, E entropia, e equivalente mec- 

La (42t, posto 
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canico del ealore, ben note considerazioni termodinamiche (~) implieano 
1' uguaglianza 

(53) ~*l(~) + e E S T  - -  - -  ~,5 

per ogni trasformazione infini tesima del sistema a part ire dallo stato attuale. 
Le (51), (531 mostrano chiaramente  ehe ~ deve pensarsi  dipendente dallo 

stato at tuale solo per t ramite delle x~ ,~ ,  ~tr~ e T .  

Nel caso di s immetr ia  delle carat ter is t iche di tensione da (531 seguono 
immedia tamente  le relazioni che le esprimono quali derivate della ~ rispetto 
alle car~tterist iche di deformazione. 

Nel caso asimmetrieo, invece, da (53) non seguono formule analoghe. 
Infatti, si deve ora tenere presente che le ~t~ e conseguentemente le ~(up, ul e 
le ~,-s non sono ira loro indipendenti  ma risulta ideaticamente,  com~ facile 
constatare in base a (48), 

(54) r~ c , , ~ .  = o, 
¢'8 

nonch~ 

(55) r, l z ~C.,  ~(up, q) ~ ,  + C., ~ ,  = 0. 

Ne segue c h e l a  (53) si deve r i tenere  valida non per variazioni arbi trarie  
~(up,~), 8~t~8 ma per tutte e sole quelle ehe verificano la (55). 

In  assenza di vineoli interni  da (53), [55) si deduce, pertanto, 

(56) 

(57) k~8 -~- ~C~ --  - - -  

2,5 (58) eE = - -  ~ r '  

ove ~ b un parametro  del quale non si pub a priori escludere la dipendenza 
dallo stato attuale, cio~ dalle x~,~ e ~t,.8 . 

quasi superfluo avvertire che helle (56), (57), (58), la derivazione della 

(~6) Loco cir. in nora (i5). 
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rispetto alle x~,~, F,' , ,  T va fatt~ pensando quali  indipendenti  tall varia.  
b i l l  Da (56) segue subito 

La conoscenza della ~ e del parametro -c -- cio6, generalmente,  di due 
funzioni delle x~,  F,.~, T - -  determina, in base alle (56), (57), {58), le espres- 
sioni delle T,.~ delle k~ e di E. Nel caso isotermo eib i~ sufficiente per pareg. 
glare nel sistema delle equa~ioni indefinite (25), (33}, tenuto conto delle 
relazioni (38), il numero delle incognite a quello delle equazioni. Analoga- 
mente nel caso adiabatieo, come si potrebbe dimostrare con eonsiderazioni 
anatoghe a quelle  ehe si fanno nel caso simmetrico. Cosi pure  ~ evidence 
che ]e espressioni  ot tenute mantengono validith, nel caso dinamico. 

7. Equazioni di condizione per l'energia libera. 

Si pub fin d;ora affermare che la funzione termodinamica ~ e i l  para- 
metro ": devono soddisfare le equazioni che esprimono la s immetria delle 
T~8. In  base a (59), esse sono 

(6o) ~, c,~ [~7~,~ .M,, + ~% + ~ ~ ~ - 

[m _,c~, 11 
Si potrebbe credere che le (60) siano atte a determinate  il parametro 

ma cosl in realt'h non ~, dato che le (60) solo apparenlemente contengono il 
parametro  ":. 

Infatti ,  posto 

~,, = ~, ( C,,  N~. - c~. tv,.,), 
(6i) 

zp~\ Z,s 

con un po' di pazienza si trova essere 

(62} 

. . . .  C~, 8CPql 

1 

1 

1 r ~ct.~ ,~ ~ c , . .  ] 
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ed ~ facile r iconoscere the  se si identifica k~, con --C~,  si ha 

(63) ~,+~, - -  0, [per k~, - -  - -  C~,] 

(64) a,+~, q- ?,+~, ----- O, [per It, -- -- C~,] 

mentre  ~ evidente t he  la funzione delle (60) ~ completamente esauri ta  se esse 
si considerano per  s - - 1 ,  2, 3 ed r - - s  + L 

Si conclude the  le (60) sono ident icamente  soddisfatte se in esse - -  tenuto 
conto delle (49) si identificano le k~, con le --zC~,,  il the  ~ quanto dire che 
il coefficiente di • n e l l e  (60), tenure presenti  le (49), ~ identicamente nullo. 

Da quanto sopra si r iconosce t he  le equazioni i60)equivalgono al sistema 

(65) 

da oonsiderarsi quando nelle (62, 1, 2) si ideniifiehino le ),~ con - -  ~--~-~ • 

I1 sistema (65), tenuto conto di (62), si presenta [a questo punto] con 
coefficienti  dipendenti  dalle derivate seconde delle componenti di spostamento 
mentre  la ~ dipende da esse solo per t ramite  delle ~rs. Cib vuol dire che le 
(65) debbono [in apparenza] valere ident icamente rispetto alle derivate seconde 
delle u~. l~'on {~ pertanto superfluo dimostrare,  come subito farb, che nel 
sistema (65) i coefficienti  dipendono da quelle derivate seconde solo per tra. 
mite delle ~ e t he  quindi le (65) costituiscono un sistema di tre equazioni 
alle derivate parziali cui 6 condizionata la s t rut tura  della ~. 

h. tal f ine innanzitutto osservo the  le (62, 1) possono scriversi 

(66) 
1 

~lJ  Imc 1 

+ u,+,. ~. (C,+,. x,,.+~ - -  C,. ~z+~,.+~)]h~ 

e che le (65), tenuto conto di (62, 2), (66), divengono 

Tenure conic delle uguaglianze 

2 D ~ [ Duz, q~+~ -- m~ y' C~m xt, ,+ 2 us, q,,,] 3~z---~q =0. 

(68) 
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facile eonstatare che risulta 

e inoltre, tenuto eonto di (48), c]ae 

~70) I 1 lqs ~t 

7qm q 

Poich~ il determinante  delle C,.~ ~ cer iamente  non nullo le (67) equival- 
gono al sisiema che da esse si deduce molt ipl icandone ]a generica per C~s+2, 
sommando rispetto ad s e facendo variare v da 1 a 3. Cosi facendo, il sistema 
(67), tenuto conto di (67), (70) si mnta in definitiva, nel sistema 

(71) Eq ~ ~Xv_t_2,--- q Xv+-l'q ~'~v@l,q 3('v}z'q -~ ~£v+eq ILvfZq ~tv_~_l q ~V@2q ~ = 0 

i cui coefficienti  dipendono solo dalle x,.,~ e ~t,,~ e the  costituisee certo la 
forma pifi oppor tuna per  il sistema (60). 

Natnrahnente .  se il sistema considerato i~ un corpo elastieo, il lavoro 
delle forze interne per  un qua lunque  spostamento non rigido isotermo a par- 
tire dalla configurazione di equilibrio spontaneo, C* b negativo. Supposta  
nulla  la ~ in Q,* da (53) segue in tal caso 

(72) g > O, 

in ogni eonfignrazione distinta da C* e non ottenibiIe da essa mediante uno 
spostamento rigido. 

Si r iconosce che le (71) sono certumente soddisfatte se g dipende dalle 
w~,s solo per  tramite delIe b~ [vedi (41)] e dalle ~,.~ solo per  tramite delle v~, 

o re  sia 

(73) v~ ----- Z l~i,. ~ .  i 

IL - T e o r i a  l i n e a r i z z a t a  d e l l ' e l a s t i c i t / ~  a s i m m e t r i c a  i s o t e r m a .  

1. S o l u z i o n i  d i p e n d e n t i  da nn p a r a m e t r o  - T e o r i a  l inearizzata.  

Si sosti tuiscano i vettori F*  etc., con i vettori hF*, hM*, hf*, hm* ore h 
un parametro indipendente dalle coordinate. Le x~., Yt,n, ecc. saranno da 

pensarsi  funzioni di h. 
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Supporrb che esse siaao derivabili rispetto ad h almeno una volta nel- 
I ' in iorno dello zero e per  la generica fanzione, ~, di h porrb 

(74) lira ~-~ = h(% (n ---- 0, 1, ..., n), n ~ t .  
h ~ o \  / 

Supponendo che ~* sin la configurazione del sistema corrispondente 
ad h - "  0, si dovri~ r i tenere  

(75) 

ment re  potrg essere 

(76) 

Inoltre riterrb 

(77) 

(o) ~ O, U r 

:~ ~ 4= o, ~ (02 • o. 

- o  dq  ° \ a v d  - -  b ~ '  

per ognuna delle funzioni di h e delle y che in terverranno nel scguito. 
In  part icolare si ha 

i78) (x~, ~t~ °) = ~,~, ( ~ ,  z)(1) = u ( ~  

ore 8*.z b il simbolo di KRONEC, KER, mentre,  dette ~*.s le earat ter is t iehe di 
deformazione (~7) r isulterg 

(79) e(°) --" 0, 
r $  

(80) u (°) = 0, ~(I) __ (o(1) 

ore  le 

(81) 1 
*'+x, *.+21 

rappresentano le componenti  della rotazione locale inerente al passaggio 
mediante lo spostamento di componenti  u(rl) dalla configurazione C* ad una 
configurazione vicinissima. 

(~7) Per  semplicith chiamerb cosi le espressioni delle ~.~ da cui provengono le s(r~ ), nono- 
stante per r=~= s~ tale denominazione spetti alle quantith 2e,.~. 
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Tenuto  conto di (74), (75~, t77), (78), le (25), 133), (34) posto in esse hF,.*, 
ece. al posto di F~, eee. [il eh~ supporrb  sempre  in seguito] danno, per  h ~ 0, 

(8.~) 
i E v (°) 

~ + ~  ~+~ = 

(83) t y,~<0) ~7"--13 

che vincolano lo stato tensionale  even tua lmenie  preesis tente  nella presuppos ta  
configurazione di equil ibrio spontaneo.  

Si constata  subito che in una  teoria in eui si r i tengano necessar iamente  
nul le  le )~,~ lo stato tensionale  even tua lmente  preesis tente  non pub che 

essere simmetrico. 

Si valut ino adesso i l imit i  per h - - - 0  delle derivate  pr ime rispetto ad h 
dei due membr i  delle eqnazioni  (25), (33), (34}. Tenuto  conto di (78), si trova 

(84) 

~ y~O~o.(~)~ [in C*] 
m lrr~ 

,,rm. m "" ~r+~r+2 - -  **+2r+l "-~ z,[Ur+l, l~ ~Zr+2 
m l 

v (O)  ~ . (1) ~ ,  (o) . .v--(o) ~1 - -  ~,-+~zp -F ~-~  ~,,t z , - + ~  - ~z.+~l j  -t- M,.* [in C*] 

(85) 

I ~ V ( 1 )  ~T* - -  ~,, v ( o )  ~ (1) ~-r* 

[su ~*] 

In  base a {38) si deve r i tenere  

(86) 
i 

Le (82,1), (83,1) divengono, in conseguenza,  

(ST) 

v~.(o) . 1  vn(o) )(o) 
, 7 ~ . , , . ,  ~ 2 7L..~÷~,, ~+1 - -  . + . ,  ~+~j,. = O, 

[in ~*] 

[su ~*] 
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ment re  le (84,1), (85,1) d iventano 

-o )  _ 1 r~(t) )(~) 1 ~. (~) ,.(o) 
q4q, ~I0/, 

i u(~),17(o) 171o)). , I M* * 
- -  ,~ , , , , z t  ,~  - -  ,J ,  -I- Y, .  -I- ~ ( ,.+2,,.+~ - -  M~.+~,,.+~), 

(88) 
1 rV~) N* ~(~) * ~uO) ,,(o) :~ T~2N* + ~ ~ L".÷~,~ ~+1 - -  ~+~., ~ ~ ; . ~ ]  = - -  ~ ,  ~, Z~Z. - -  

m Zm 

1 u(~) ,~<o) -v/(0),1-/%7* 1 17~* AT* .M* AT* % 

Le (88) ins ieme alle (84,2) e alle (85,2) rappresen tano  il s is tema differen- 
ziale fondamenta le  della teoria liuearizzata. Se C* rappresenta  una  configu. 
razione di equilibrio naturale  e risulta,  pertanto~ Y(~) - -  ),(~) _-- 0, te (88), (84,2), 
(85,3) divengono 

.~ TO ) 1 r'~ 0-) ~(~) I , . .~, ~ + ~ z L ^ - + ~ , , , + I  - , + 1 , , , + ~ j , ,  = F: + 

1 M* * 
+ ~ [ ~+~, ~+~ - -  ~+~,,+~1, 

(8% 

~ T ~  ~V* + ~ 7~ .~ ~,.~,~+~ - = 
w$ 

1 2t* ~* 

[in ~*] 

(9o) 

-(I) - ~(i) (I) , 

[su ~,*] 

e vanno associate alle 

(91) y~(~) --}- ys(~ ) - -  2T~(,~). 

Le (89), (901 ev identemente  possono ottenersi ,  in via di approssimazione 
d i re t t amente  dalle (7), (8), (9), (10) ident i f icandole  con le X~s con le Y~,  le 
~ con le ~ , ,  e le x~ con le Yr. 

2. Potenzia le  elastieo i so termo per  le piccole t r a s fo rmaz ion i  dei corpi  
i s o t r o p i .  

5Tel seguito supporrb  che C* sia configurazione di equil ibrio naturale .  
l~ell ' ipotesi  di piccole deformazioni  non c'~ motivo di non r i tenere valida 
una  legge del tipo di quel la  di HOOKE e di non r i tenere  ehe le 'r(I) ~(') siano 
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polinoini omogenei di primo grade nelle u (~) . a) ,,~ e nelle ~ .  A tale risultato si 

giunge, del resto, derivando una volta rispetto al parametro h le relazioni 
general i  (57), (59), facendo tendere h a nero e r i tenendo x e g dipendenti  da 
h per  t ramite  delle x~,~, 9rs e T. Anzi, la r ieerea delle relazioni vatide nel 
case delle piecole deformazioni per deduzione dal case delle deformazioni 
finite, anzieh6 per  via diretta, 6 certo molto utile, almeno nel problema che 
sto considerando, date che ci6 porterh ad una completa caratterizzazione delle 
relazioni tra sforzi e deformazioni e della s t rnt tura  d e l l ' e n e r g i a  l ibera,  altri- 
menti  diff ici lmente ottenibile. 

In  base alle (57) si ha, innanzitutto, 

[ ~,3 (o) 

da cui si vede che - -  se ~* 6, come suppongo, s ta te  n a t u r a l e  - -  deve essere 

2,3 (o) { ~,3 t(o) 
(93) -do) + (~-~) = 0, \~t~,! = 0, 

Da (59) segue 

194) ~(°) ( ~ / (°) 

ehe implioa 

(95) \~x~.,--~/ = o. 

per r =~: s. 

Da (59), derivando rispetto ad h e facendo tendere  h a nero, r isut ta  

[( V u(') ( ] (°)-('1 (97) ~,) = - ~(o)c~, ) -  ~ . . ' G ) - z ~  [ ~ . /  ~ , ~ + ~ q /  ~pq 

ed 6 facile constatare che 6 

(98) 

C (o) 

(i) 
~o) (1) (e) 2, r+2) Ors+x Ur ~ 3, r -- , '~rs --" ~rs(Urq-x, r+1 -{- Urq 

cpqhI°~. ") ~ . .  ")  • (~! ~.+, ~(r#. 
v q  
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Per  r 4 - s  da (96), (97) segue, in base a (98), 

_ [ 1  ~ x  \(~) 
(99)  n :  > ~(o>(~.+~. (" " '" " ,~[bx,,~x.,.) : p r + 2 r  "[- Ors+l ~ r + l r )  - -  ~ "'" 

. 

P/oq i ' 
(r + s) 

lOq 

-{- [ ~23 )(o)~q)l' (r =~= s). 

Da (71), der ivando rispetto ad h e facendo tendere  h a zero, in base 
alte (93), si deduce 

(101) v i i (  ~2g /(o) [ ~2g yo)] u(1) 

r _ t "  r l l  __ ~(o)~,,(1) . (i) 

+ [\~x~+~,~+~.~/ t~x~+~,~+~a~.q- ~ j ~  + ,~,,+~+~-- ~+ .+~  = O. 

Supporr6  --come mi sembra plausibi le  - -  t h e  per  ogni spostamento 
inf ini tes imo irrotazionale a par\ i re  da C* [per il quale  le p.¢)~) r isul tano nulle] 

)(1) r iescano tut te  ugual i  a zero. le +(~], e quindi  le ,,,.~, 
Ne segue che ogniqualvol ta  sia 

0o2) i )  (~) u~,~+~-  ~+~,~ = o 

(1) i(i) e, conseguentemente ,  sono nul le  le ~8,  ]e ,,r~ devono essere tut te  ugual i  a 
zero. Da (100), per  s - - r  + 1, si deduce che affinch~ cib avvenga oecorre, 
tra l 'altro, che r isult i  

(103) z( °> . . . .  O, 

men\ re  da (101) si deduce  

(104) z(°) + \~x , ,  ~._+.~ ~,.~.+lJ - -  \~x,.+l, ,. ~ , ' , '+U 

Da (103}, (104) segue 

--0.  

I1o51 (_ ~m 7°>= o, +o~ -1~+~ ~ 4  j = o .  

Annali di Matcmatica $2 
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Attre eonseguenze possono dedursi  dalle (101) e dalla eondizioue posta 
~(~) per le ,.,~, Ma rinunzio ad esporle dato ehe bastano le (105) per  dedurre  che nel 

c, aso isotropo - -  che solo considererb in seguito - - p u b  supporsi  hullo il para- 
metro ~ e la ~ somma di due funzioni, una, g~, delle sole x~,s, l 'altra, g~, 
delle sole ~,.~. At tualmente  la (105, 1) permette  di asserire che l'espressione 
di T~+~, dedotta  da (99), per  s = r + 1 manca del termine di ~ + ~ .  

D'altronde, un 'espressione l ineare omogenea in Tel): 

(106) ~'(~) r - u (~) (~), J-rS ---- ~ tllbrSpq p, q ~-- n r spq  ~pq  
Pq 

corr isponde al easo isotropo quando e solo quando i tensori mrs~q, n,.~q sono 
isotropi, ciob quando, con r i fer imento cartesiano, r isul ta  t~s) 

(107) 

con a, ~, eeo., coeffieienti  arbitrari .  
Ne segue 

(108) ~"<~> = ~ ~ Y, (~) au (~) a> ~, (o ~, ~ r s  . P'p,p 
P I) 

ehe, per  ta s immetr ia  delle ~-q.s,'ra> implieano 

(109) ~t = y, ~t' - -  y'. 

Si ha quindi, 

(110) ) = z + + + 
P 

e poichb l 'espressione di ~v(1) , (~) z,.r+~ deve mancare del termine in ~r~+~, non pub 

che essere 

(ill) ~' = o. 

L'espressione di T~ ) ~ pertanto quella del caso simmetrico. 
Considerazioni analoghe indicano che un 'espressione lineare omogenea 

di ).(~ he1 caso isotropo ~ del tipo 

(112) )(I) _(1) ic~' U (1) (1) 

P 

Qs) Vedi ,  a d e s . ,  B. !~ixzI, C a l c o l o  t e n s o r i a l e  e a p p l i c a z i o n i ,  Zaniehel l i ,  pag.  100 
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che, dovendo r isul tare  nul la  per ogni spostamento irrotazionale, implica 

(113) A' = 0, B' + C' - -  0 

mantra  la (100), scri t ta per s -  r-~-1,  mostra in base a (105, 1), ehe l'espres. 
stone di ,,~+1 non pub contenere il termine in - ~ , 1 .  Nella (112) dave pertanto 
essere 

(114) B' = ' C '  --  O. 

]~ evidente dunque,  in base a (110), (111), (112), (113). (114), che le espres. 
sioni delle T~ ) dipendono dalle sole ~s ) mentre  quelle della ),(¢~) dipendono 

• ( 1 )  
dalle sole ~r~. D'altronde, se si effet tua la derivata seconda d i g  rispetto ad 
h e si fa tendere h a zero, tenendo presente che ~ dipende da h solo per 
t ramite  della x~.~ e ~t~,~, si rieonosce che i coefficienti della forma qnadrat ica  
~(~) che cosl si ottiene coineidono con le derivate seconde della g rispetto a]le 
x~,~, ~ ,  e che quindi, in tutte le considerazioni e formula precedenti  ~ lecito 
sostituire ai limi~i, per h tendente a ~ero, delle derivate seeonde della 
rispetto alle x~,s, ~trs le analoghe derivate seconde della forma qua dratica 
che esprime -~(~). In  definit iva si conclude, per le considerazioni precedenti  
ehe, almeno nel case iaotropo della piccole deformazioni si pub r i tenere z = 0  

( 1 )  e ~--~(~)  con g(~)= W~ T W~ e W~ forma quadrat iea nelle sole ~s, W2 
nelle sole ~t~ ). 

Da (97), (112), (113), (114) segue, in particolare, 

1 (115) w, = )  y, (B ~p~ + C~qp) ~pq. 
Pq 

Se si deriva la (71) due volta rispetto ad h e si fa tendere h a zero, tenendo 
eonto di (93) si trova, tra l 'a l t ro 

t116) E [ (  3~ /(1) ' (1) ( ~ 1 (I) . ( i ) ]  

c h e s i  t raduce in 

(117) Z [ ( ~ ( 2 )  1 '  (~) ~2~ .(1) ].(1) ~ l m  - - -  I~+lq] 0 

e the,  in base a (115) diviene 

(118) C~ ' , ( I )  .(1) .(1) .(1) 1~+~q F'qv+1 ~ l~v+lq l~q~+~! --- 0 
q 
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e impl ica  

(119) C - -  0 .  

Nel caso dei eorpi elastici le (72], (115), (119) impl ieano the  siano defi. 
nite positive W~ e W.~, s ingolarmente .  

In  part icolare,  dovrh essere 

(120l B > O. 

3. Riepi logo delle equazioni  general i  valide per  pieeole t ras formazioni  
i soterme,  qua lche  osservazione.  

A questo punto  non mi sembra  inut i le  il r iepilogo delle equazioni fonda- 
menta l i  valide nel la  stat ica delle piccole deformazioni  isoierme a par t i re  da 
uno stato na tura le  per  i corpi isotropi con carat ter is t iche di tensione asim- 
metr iche.  Soppr imendo  per  semplic i th  di scri t tura,  l ' ap ice  (1 )e  l 'aster isco,  
ormai  superflui ,  esse sono 

(121) Yr ,  -4- lZ,r = 2 Tr,, 

(122) Yr+~r+~ - -  Yr+~+~ = Z ),r,.,,- -- Mr,  [in ~] 
t¢b 

(123) ~ ),r,~N., - -  m r ,  [ s u ~ ]  

(124) 

1 
Try,.. + ~ 2 0'r+:.,r+~ - -  Z.+l.,r+.),. = 

$ 

1 
Fr  + 2 (Mr+ ~, ~+~ - -  Mr+~, r+2), [in C] 

1 N.+I X.+.... N.+.) = 

= f .  + (M.+.5~+, - -  M.+~N.+.), [su ~,]. 

A queste,  in t roducendo le costanti  di L A ~  y, v, vanno associate le relazioni 

(1~5) w(~, ~ ) =  w l ( ~ ) +  w2(~), 

(126) 
1 

qr r 

(~27) Wg~) = Z ~ ,  B > O ,  
r 8  
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(128) 
1 (u~,, + m,~), 1 

~ = ~ (u~+,,.+~ - -  u~+:, ~+~),, 

OW ~ W  
(129) T~. - -  ;%, - -  

(130) ~l(~) = E [T,.~ $~,.~ --]- ~.,.~ ~1~,.~]. 

Le (122) mostrano che in una teoria in cui si ammette  la possibilit~ di 
momenti  saperficial i  k~ non nulli, le carat ter is t iche di tensione riescono 
generalmente  asimmetr iche (~9} anche in assenza, di momenti  di massa e 
superficiali  esterni [Mr-~ m~ ~ 0]. Cib pub togtiere alle soluzioni della teoria 
classica singolariti~ non sempre plausibili dal panto di vista fisico, come 
mostrerb pifi avanti con un esempio. 

In  una teoria in cui si suppongano necessar iamente nulle le )~s, [ B - - 0 ]  
e le m~, le equazioni (122), (124) divengono 

(131) Yr+t~+2--Yr+2¢+I-----M~, 

(132) 

1 
z T . . , .~  = F .  + ~ (M.+~+~ - -  2d~+~+~), 

1 (M~+~N~+~- M.+~N~+~), ZT~.,N,.=fr+~ 

mentre  le (123}, non vanno pifl prese in considerazione. La (130) divieae, inoltre, 

(133) ~l(~) ~ Z Tr~ ~ .  
q'8 

Dall'identiti~ di ~l (~) c o n - - ~ W  per ogni trasformazione infiai tesima 
isoterma segue 

(134) ~ W  = - -  Z T , ~ . , .  
¢'8 

Le espressioni (133), {t34), sono formalmente  identiche a quelle che si hanno 
nell ' ipotesi  di s immetr ia  degli sforzi e la struUura della W non muta nel 

(1~) Sulle (122) si noti anche la differenza con i risultati gih citati di BODASZEWKI e 

SOmGLIA~A seeondo i quali le quantit~ Y~--Y~.  dipendono linearmente dalle rotazioni 
locali. 
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passag.qio dal  caso s immetrico a quello asimmetrico se non  si ammet te  l 'esi.  

s tenza di  moment i  superficial i  di  contatto (20}. 

Le (132) mostrano the  per le T~, valgono le medesime proprietor di 
media (2~} valide per  le Y~ del caso simmetrico, pu t  di modificare opportu- 
namente  la definizione delle coordinate astatiche, iperastatiche, ecc. tenendo 
eonto di M~, m~. 

4. Signifleato di un esempio. 

Si consideri  un prisma di sezione quadrata  di lato a, sollecitato sulla 
superficie laterale ma privo di forze di massa. 

La terna di r i fer imento ~ abbia l 'or igine nel punto medio di uno spi~olo, 
l' asse y~ parallelo ad esso e gli assi yl,  y~ paralleli  ai l a t i de l  quadrato sezione. 

Si supponga the  il vettore f the  earatterizza la sollecitazione esterna 
superficiale,  non dipenda da y~ e sin ortogonale a l l ' asse  Y8 e si cerchino 

soluzioni per  le quali  sin:  

(135) u3------0, u~ e u2 indipendenti  da Ya. 

Denoterb con f , ,  la componente i -es ima di f sulla faccia y, = :0 ,  con 

f~) sul lato y, = a, {s = 1, 2). 

In base a (125, (126), {127), (128}, le equazioni {124,1} si r iducono a due 

e precisamente  nile equazioni 

B ,~[ Z~ A~U~]- 0, (r 1, 2), (136) vh~u~ + (v + 7) Z 2 u~,~ + T u~,~ - -  - -  

mentre  le equazioni al contorno (123), (124,2) da associare sono 

(137) (u2,~ -- u~.2), ~ = 0, per  yz -~ O, a, 

(138) (u,,~ - -  u~.2), ~ = 0, per Y2 = 0, a, 

/ - -  f11, per  Yl - -  0, 
(139) (y + 2v)ul, 1 + yu~,== \ f~), per  y l - - a ,  

(so) Ile (t31), (132) sono equivalenti alle (~), (3') di SOM[GLIANA [loco cit. in nora (1)]. 
Invece la (134) ne differisee notevolmente, dipendendo ivi  ~W anche dalle ~¢~.. 

(2,) G. C~RIOLI~ R e l a z i o n i  q u a n t i t a t i v e  per  lo s ta to  tens ionale  di  u n  q u a l u n q u e  s i s t ema  
con t inuo  e per  la  de formaz ione  d i  u n  corpo elast ico i n  equilibrio~ • Annali di Matematica 
pura ed applicata ,, Serie I~' ,  Tomo X X X I I I ,  1952. 
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/ - -  f2~, per Y2 ~ 0, 
(140) (Y "t- 2v)u~,~ q- Vul, ~'-- ~ f(~) per Y2 - -  a, 

(141) 
per Yl - -  O, 

v(uz,~ + u~, ~) - -  5~(u2, ~ - -  u~, ~) ---- \ f~), per Y l :  a, 

B 5z(u2,~--u~,z)----- / --f~2, per y~---0, 
(i42) v(uz,~ ~- u~,2) + ~- \ f(~), per  y~--a.  

Si supponga 

(143) f~ = 0, f~2 = 0. 

Trattasi  quindi  di una  solleeitazione che ~ di taglio sulla faccia y~--~0 
normale sulla faecia Y2 ~ 0. 

Con una semplice verifiea si r iconosce c h e l a  coppia 

(144) 
ul ._ b l [y ~ ~,q--2Vy~]_v 

us ~ 0,  

B Y q- 2v sh ky2 -b sh k{a - -  Y2) f 
2v ~ sh ka ~ ' 

con b eostante non nul la  e 

verifica le equazioni indefinite (136), e, tenure presenti  le (143), (145), le 
condizioni al eontorno {137), (138), (139,1), (14~,1). 

Inoltre,  sulla faecia y l - - 0 ,  risulta, in base a (141,1), {145) 

(146) f~l--2(~, "}" 2v)b IY2-[- t / ~  chky2-chk(a-y2)]sh ka 

e s i  h a  

= 2(y + 1 - -  ch k~a (i47) 
y~=o v ~  sh ka " 

In altri termini,  sulla faceia yl-----0 si ha una sollecitazione di taglio ehe 
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per y ~ 0  tende ad un limite non nullo mentre  sul lato Y 2 = 0  si ha una 
sollecitazioue purament, e normale. ]~ quindi 

(14s) 
lira :Y~(0, Y2) = 2(,( + 2v)b / 1 - -  c h  kct 

y~ --~ o s h  k a  

tim Y~2(y~, 0 ) = 0 .  
\ y l  .-..-~ o 

::t = 02 

Anzi, generalmente ,  r isul ta  

B 
(149) Y21 - -  Y~ ---- - -  Z 9,3~, ~ = -~ u~,222 = - -  2b(y + 2v) 

8 

Dunque, in un problema in cui i dati siano tall che gli sforzi di taglio 
assegnati  sulle facce Yl = 0, Y2 ~ 0  hanno limiti differenti  quando si tende 
allo spigolo, la introduzione delle k~s porta ad una soluzione regolare e in 
part icolare a s[orzi m o n o d r o m i  come si riconosce facilmente in base a (144). 

lnvece la teoria classica che vuole nulle le X~, implica singolarit~ sullo 
spigolo. 

E si badi che tale singolarith 6 dovur, a non a lF esistenza del punto ango- 
lare mu al fatto che i daft sugli sforzi di ta.glio presentano la particolarit'~ 
sopradetta. 

infatti  facile r iconoscere c h e s e  si fa tendere B a zero, il problema 
al contorno tende a quello ben noto del caso simmetrico, mentre  le (144) 
[vedi (145)] tendono alla sua soluzione: 

(150) u~ - -  b (y~ ? + 2~ v )y.2, us  --" O. 

Essa ~ regolare con tutte Ie sue derivate ma corrisponde ad assegnati  
sforzi di taglio che tendono ad un  medesimo Iimite quando si tende allo 
spigolo del prisma y~ --- y~ ~ 0. 

Si ha infatti, com'~ facile riconoscere, tenuto conto di (150) 

(151) lim (Y21-- Y12) = 0, 
B.---,.-O 

(152) lim f~ --- 2b(7 -{- 2v)y2, 
B -'.--~ o 

(153) lim lira f21 - -  0. 
y ~ 0  B ~ o  



G. GRIOLI:  Elasticitc~ asimmetrica 417 

Invece,  nel easo simmetrico, [B == 0] 1' assegnare sforzi di taglio sulle 
facee y~-~ 0, y~ ~ 0 con limiti differenti  quando si tende allo spigolo comune 
implica genera lmente  po]idromia negli sforzi e divergenza nelle loro derivate. 

Cib capita (~2), ad esempio, se si dh sforzo di taglio nullo per Y 2 = 0  e 
costante non nullo per  yl ~-0 .  

Datle considerazioni sopradette  si deduce che pub essere conveniente 
una teoria in cui si suppongano non nulle le )~s al fine di evitare nella 
soluzione delle polidromie cer tamente  non platTsibili dal punto di vista fisieo. 
Del resto, anche se si pub obbiettare ehe non si conosce il modo di realizzare 
momenti superficiali ,  cib a rigore implica [come ho osservato] che si debba 
r i tenere la sollecitazione esterna sui vari elementi superficiali  r iducibile a 
forze fd~ [e, generalmente,  non ~ neppure  facile indicare il modo di realiz. 
zare ]a loro distribuzione superficiale], senza coppie [m ~ 0] ma senza escludere 
a priori la possibilit/~ di )~, non null% relat ivamente allo stato tensionale 
inferno. 

(~-2) Loco oi l  in nota (s). 


