
Sur les surfaces de genre P~2> 1. 

par P0L ~BuRbTIAT (Bruxelles) 

En souvenir de Guido Castelnuovo, ~ l'occasion gu premier centenaire de sa naissanve. 

R~sum~. On ddmontre l'existence des surfaces algdbriques F(P~ ~ 1, p ( i ) ~ 1 )  et 
~(P.q --~Pa ~ O, p(f) ~ 3) signaldes dans les dnoncds I e t  I I  des pages 2 et 3. 

Introduction. 

Selon la tradition, on d~signe par Pa, P g ,  p(1) les genres arithm~tique, 
g~om~trique, lin~aire d 'une surface alg(ibrique, par /)2 son bigenre. 

Scion la classification propos~e par F. ENRIQUES [i], l 'ensemble E des 
surfaces alg~briques de 12-genre /)1~ >1 peut ~tre subdivis~ en deux grands 
sous-ensembles  E~ et E2. Duns E~ f igurent  les surfaces de genre p(~ ' --1,  
duns E~ f igurent  les surfaces de genre p(~) > 1. 

L ' au teu r  de cette classification precise :  

i% Les surfaces F°(P12 > 1, pC~--1) portent  uu faisceau de grenre  p 
de courbes ell iptiques a °, soit le faiseeau f a°}. Elles sont dot~es des genres 

Pa~O, p g ' - p + p a  ou pa"---1, p g - - p ~ O .  

Duns le dernier  cas, elles portent  en outre un faisceau elliptique de courbes. 

2 ° . Les surfaces de genres P12> 1, pC~)> 1. Celles-ci admettent  des 
modules i -canoniques,  i ~  1. 

Si on veut pousser plus loin la classification, la question se pose imm~. 
dia tement  de savoir. 

1. Quelles sont les valeurs atteintes par/)2 sur les surfaces F°(P~> 1, p(1)-- 1) 
pour p et pg dorm,s ? 

2. Quelles sont les valeurs at teintes par p(t) s u r  les surfaces F°(P~ > 1, p(~)> 1) 
pour Paet pg donn~s? 

Voici une dizaine d'ann~es~ les connaissances i~ ce propos dtaient demeur~es 
fort indigentes. 5Tous nous proposons de rassembler  iei les contributions qae 
nous avons apportdes et apportons encore duns ce domaine.  

On peut  ainsi r~sumer la teneur  de ce travail.  
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P. BURNIA~: Sur les suryaces de genre P12 > 1 

I .  - / ) 2  > 1,  p~l~ __ 1 .  

Une surface F°(P2 > 1, p(l~__. 1) por~e un faisceau {a °} de genre p de 
courbes el l ipt iques a °. Son syst6me canonique  pur  ]K* l e s t  done la somme 
d 'une  parf ie  A form6e h Faide de morceaux  de genre 1 de courbes a ° parmi  
lesquels  m ~_0  moiti6s art moins de parei l les  eourbes;  I K*I est eompl6t6 par  
une  s6rie l in6aire g,~ de courbes a ° sur  {a°}. 

Nous d6montrons  essent ie l lement  ce qui suit. 

Soit p le genre du faisceau (a ° } de courbes elliptiques a ° portd par  une 
su~'faee F ° --  F(P~ > 1, pC1) __ 1) et soit g ,  la sdrie lindaire du faisceau {aOl 
contenue dans le syst4me canonique de F °. Cela dtant, 

1% Le bigenre des surfaces F°(pg > p) a pour expression 

1)2 - -  2pg q - p  - -  1 q- m. 

De telles surfaces existent, aver P a - - P g - - P ,  pour  tout p g ~ O  et tout m ~ O  
tel que P2 > 1. 

2 °. Le bigenre de surfaces F ° ( p , q -  p) a pour  expression 

P 2 = 3 p e - - l q - m  ou P 2 = 3 p g - - 3 + m  

suivant  que la sdrie lindaire g .  est une sdrie g~p-1 ou la sdrie canonique g2p-2 
du faisceau {a°}. De telles surfaces existent, suivant  le cas, avec P a - - O ,  pour  
tout P a S O  et tout m ~ 0  tet que 1)2 > 1, ou, avec p ~ - -  .-- 1, pour tout p g ~ O  
et au moins tout entier m pa i r  ~ 0 tel que P2 > 1. 

3 °. Le bigenre des surfaces F ° ( p g -  p -  1) a pour  expression 

3pg + 

De telles surfaces existent, avec Pa = - - 1 ,  pour lout p q ~ O  et au moins tout 
entier m ~ 0 pa i r  tel que P~ > 1 (1). 

L a  classification de Enriques ne reconnait pas l'existence de ces derni~res 

surfaces F ~ de genre pg - -  p - -1 .  

(l) Des plans 23-uples qui sent des surfaces du type 30 vienuent  d '4 t re  eostruits, pour 
tout an ~ 0 tel que Pu ~ 1, par  Mite VAb~DEZAND (Bruxeltes), 
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II. - P~ > 1, p(1, > 1. 

A ce propos, avons montrons que 

I1 est des surfaces rdguli~res de genres 

pg --  O, p(~) --  3, 4, ... 7. 

pg --  1, 2, p ~  = 3, 4, ... 8p9 + 7, 

pg ~ 3, p(~ - -  2pg - -  3, 2pg ~ 2, ... 8pg + 7. 

L a  valeur  p(~) - -  8pg + 2 n'est toutefois pus  assurde pour  pg --  1, 2 et les 
valeurs  paires  de pg de la forme 6~ + 4, a ~ O ,  qui  ne peuvent  se mettre sous 
la forme 

p a - - r ( s - - 1 ) + s ( t ~ l ) + t ( r - - 1 ) ,  r ~ s ~ t ~ l ,  s ~ 2 .  

~'ous simplifions la d~monstration de ces rdsultats que nous avons 
donn6s en 1958 et 1959 [12]. 

§ 1. - R a p p e l s  r e l a t i f s  h d e s  s u r f a c e s  2 ~ - u p l e s  a b 6 1 i e n n e s .  

1. - Rapportons un espace S h trois dimensions aux coordonn~es cartd- 
siennes x l ,  x2, x~. Pour  simplifier l '6criture, repr~sentons par x le triple 
de hombres x l ,  x~, x3. D6signons par ¢¢(x)--0 l '6quation de la surface 
repr~sent6e par % 

Faisons choix d 'une surface alg6brique irr~ductible F puis de trois sur- 
faces F~, i ~-1, 2, 3, dont aucune ne contient F, et sat isfaisant  les conditions 
suivantes : 

1 ° . Chaque surface Fj-+-Fh,  i ~ j = ~ h - - 1 ,  2, 3, est d'ordre pair  2n~, 

2 °. Les courbes multiples de F~ + F h sont mult iple d'ordre pair et les 
courbes mult iples de F sont multiples d'ordre pair ou nul pour Ft-{- F h. 

Duns ces conditions, la courbe de diramation de la fonction z~--Vt4~(x)Fa(x) 
eat la partie simple Ejh de l ' in tersect ion  Ff~  (Fj + Fh). La  courbe E~, qui 
est h la fois de diramation pour zj et z~, eat done la partie commune ~ E 0 
et E~h. On a par consequent Eth --- E~ + Eh. Sur  E~, on a z t -- z h --  0. 

Consid6rons un point simple X de F. Supposons-le,  soit mult iple  d'ordre 
impair  pour E~ et d 'ordre pair pour Ej et Eh,  soit mult iple d'ordre pair pour 
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E~ et mult iple d'ordre impair  pour E~ et Ea. D'apr~s la deifinition des courbes 
E~,  on volt de suite que X (consid~r~ comme courbe exceptionelle de premiere 
esp~ce sur F) est composante de Ei. 

0bservons qu'on peut (~crire, avec A~ courbe convenable, 

On dit que A, est la courbe de diramation apparente pour z,. 

Duns tout ce qui suit, le sens du vocable ~courbe)) est celui que lui 
conf~re la g~om6trie algdbrique sur une surface. 

2. - Soit F ° uno surface ayant  le champ de rationnalit~f 

2 H ° = {x, ~1, ~ ; /~(~) = 0, z~ = / ~ ( x ) F ~ ( x ) } .  

I1 est clair  que H ° 9 zs = VF~(x)F~(x) = z~z~ : £~(x). On peut (lone at t r ibuer  les 
eoordonn~es (x, z~, z~, zs; F(x) = 0) /~ un point gt~n~rique de F °. Cette surface 
porte done l ' involut ion  I ° des quaternes de points X ° =  IX o, X~, X~, X~}, 

X o ( x ,  ~ ,  ~ ,  ~ . ) ,  x ~ ( x ,  z~, - - ~ ,  - - ~ ) ,  

x ~ ( ~ ,  - -  z~ , z~ , - -  z~), x . ( x ,  - -  z~ , - -  z~ , ~ )  , 

qui est induite sur F ° par le 2-~-groupe G = {To, TI, T~, T~;  T 6 : X o ~ X ~ }  
d'automorphismes de H°;  l ' involut ion I ° est eompos~e avec les involutions 
I, d 'ordre 2 engendr~es sur F ° par les automorphismes T~; q=0 ,  1, 2, 3, i = l ,  2, 3. 

Les courbes de points unis de I ° sont les courbes U~ de points unis pour 
les trois involutions I~, e'est-/~-dire les eourbes de points fixes pour les 
automorphismes T~. On voit faci lement que TjU~ - U i  et que, par suite, 2U~ C I% 

La surface F est  une image F°/1  ° de I °. Soit X le point X ° / 1  ° de la 
surface F. Consid~rons l ' appl ica t ion , : X ° - - - ~ X : F ° ~  F. Les courbes de 
diramation de a -1 sont celtes qui sont /~ la lois de diramation pour les 
fonctions des couples zj et zh; ee sont done les courbes E ~ =  ,(2Ui). 

Si C est une courbe de F, C O -- z-~C C I °. l~Ioyennant E --E~ + E2 + E~ 
et U = Ux+ U2+ Us, on a done sur F ° les 6galit~s 

o 1 o E o =  2U. z-IEi  = E~ = 2U~, U~ = ~ E~ , 

On dit que F o appar t ient  /~ la classe d~une surface quadruple  4F  dot~e 
des courbes de diramation E~. Pour  le rappeler, on ~crir a F ° = 4F(EI, E2, Es) 
et, plus souvent, F ° =  4F. 
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3 .  - Soit c u n e  section plane g~n~rique de F. La surface F j +  Fh est 
d 'ordre 2n~. Prenons  une surface ¢?t(x)--0 d 'ordre n~ darts S. La  fonction 

2 V~(x) : Fj(x)Fh(oc) " ?~(x) - -  z~ " ¢?~(x) 

est rat ionnel le  en les coordonn~es d 'un  point X de F. Etle induit  sur F une 
~quivalence lin~aire 

E~ + Ea + 2A~ ~- 2me ==~ E i + Eh ~ 2(n~c - -  Ai). 

La fonction z~: ~t(x) est rat ionnelle  en tes coordonn6es d 'un point  de F o. 
Elle induit sur  F o, d'apr~s ce qui prOc~de, l '~quivalence lin(iaire 

1 o o o 
E i +  E h + A ~ - ~ n ~ c  ° - - ~ U  i +  U h = n ~ c  ° - A  ° 

ell ver tu des (1) et, par  suite, moyennant  n t c -  At =--et, 

(2) E: + l;,, =- 2e , + Uh =_ e °, Ut + 

Les courbes  eanoniques  impures  K et Ko de F et F ° satisfont le th~or6me 
de ENRIQUES-CASTELNUO~O 

K° -~ U + K ° :=~ Ko ~ U~ + (et + K) ° ~ Ko ~ Ut + (e~) ° 

si selon l 'habitude, C' repr~sente les adjointes d 'une courbe C de /~: 

On d(~duit faci lement  de l~ que I KoI est la eombinaison lin~aire de ceux 
des systbmes lin~aires de courbes fixes darts le groupe G 

U + t K 1  o et V +le;Io 
qui sont effec~ifs. 

D~signons par  r o - - 1 ,  ri ~ 1  et So- -1 ,  s t -  1 les dimensions effectives et 
les dimensions vir tuel les  des syst~mes respect i fs  IKI, l e~!. Les genres g~om~- 
t r iquc et ari thm~tique de F ° ont pour  expressions,  d'aprSs ce qui pr~cbde, 

(3) pg = ro + r~ + r~ + r~ , Pa = so + s~ + s2 + s~ . 

I1 est clair  que ro et So sont les genres g~om~trique et ar i thm~tique de F. 

On trouve encore 

t2Kol = t2U + 2Ko I - - I ( E +  2K)°t = i(E")ol 
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et, par consequent, si p(~) est le genre lin~aire de F ~ et si I(E")°I 
syst~me bieanonique pur de F ~, 

1 1 
pa, -- 7t 2/(o. 21(o + 1 - -  ~ (E") o • (E") o + 1 - -  E"  . E"  + 1.  

est le 

§2 .  - P ~ > l ,  pa~ : 1 .  

4. - A notre connaissance, au titre de r~sultats non uccidentels concer- 
nant  les valeurs prises par P2 sur les surfaces F°(P~> 1, p a ~ _ . l ) ,  on ne 
dispose que de ceux fournis par des plans doubles d'E~RIQuEs [2], plans doubles 
construits  pour toutes les valeurs de pg,  qui ont le genre Pa " - P g  ou p ~ l .  
Chaque valeur de p.q ne correspond qu'h un hombre tr~s restreint  de valeurs 
de P2 sur ces plans doubles. 

R(fcemment (2), nous avons (itabli l 'existence de surfaces de genres 

pg = p ~  = 0 ,  P ~ = 2 p g - t - p - - l + m  

p ~ 0 et m ~ 0 entiers arbi traires donnant  P~ > 1. 

5. - 2~[ettons en ~vidence un caraeti~re qui s ' indique  nature l lement  comme 
61~ment de base pour une classification des surfaces F°(P2> 1, pa~__ 1). 
Montrons aussi comment ce caracti~re permet de fournir  les diff~rentes 
expressions de i°2 sur les surfaces F ° correspondantes,  sons la r6serve qu'exi- 
stent ces surfaces. 

Une surface F ° dont il est question n'est pas une r~gl6e. On en conclut que 

Pg - -  P ~ Pa ~ - -  1 ::=~ pg ~ p - -  1. 

Puisque p a ) - - 1  et P 2 >  1, F ° porte un faisceau ta°t  de genre p ~ 0  de 
courbes elliptiques a ° et le syst~me bicanonique pur  ]2K*] de la surface 
comporte une partie variable qui est une s~rie g~, de dimension P 2 - - 1  ~ 1, 
lin~aire sur le faisceau I a o}. Observons que si ge est sp~ciale, elle doit 
donner 

Le syst~me canonique pour IK*] de F ° poss~de le degr~ K *  . K * - - p  (1)- 1--0. 
Duns le cas, /~ certains ~gards le plus g~n~ral, I K*I est donc la somme de 
deux parties. La  premi~re~ soit A,  est formic  h t 'aide de morceaux elliptiques 

(2) Bull. ~kccaddmie royale de Belgique~ 1962-3-pp 290.295. 
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de courbes  a o. La  seconde est une s~rie lin~aire g,~, ~ventuellemen~ non 
effective, de courbes a s sur  I ao}. La  s~rie g~ de 12K*I est done la somme 
de 2g,~ et des eomposantes  de A qui~ compt~es deux lois, sent des courbes  a ~. 
Par  consequent,  

~ - - 2 n + m ,  m ~ O .  

Trois cas seulement  peuvent  se p resen te r :  

t% La s6rie g~ n'est  pas sp6ciale (pg ~ p -  1). 

Ce eas est le seul possible pour  pg > p. I1 donne 

n - -  p~, + p - - 1 ,  t~ = 2pg + 2p - -  2 + m. 

La s~rie g~ n'est pas sp~ciale, car p ~ 2  entraine p g ~ p - - l ~ l ,  donc 
~ >  2 p - - 2  et 

(I) P 2 = 2 p a + p - - l + m .  

p- -1  
2 o. La s6rie g~ est la s6rie canoniqae  g2p-~ du faisceau {aO}, (pg =iv). 

Alors, n - -  219 - -  2, t~ = 41o - -  4 + m, la s6rie gt~ n'est  pas sp6eiale, ear 
p ~ 2 entraine t~ > 2 p - -  2 et 

(ii) P.2--" 3 p a - - 3  + m. 

3 °. La s6rie g~ est nne s6rie sp6eiale gV-~. 

Alot~s~ on volt ais~ment que, le faiseeau t a 0 } pouvant  ~tre hyperel l ipt ique,  
on a n --  2p - -  3 ou n = 2p - -  4. On irouve que g~ ne peut  ~tre sp6ciale que 
si n = 2 p ~ 4  e t p - - 2 ,  m = 2  ou p - - 3 ,  m-----0, ce qui ambne les solutions 
ar i thm6tiques 

p g - - l ,  P ~ - - 2  ou p g - - 2 ,  P~----3. 

Dans tout autre  cas~ g~ est non sp~ciale et 

P~ - -  3pg - -  2 -{- m ou P~ - -  3pg - -  4 -{- m (~}. 

Dans les expressions de P~ qui pr(fcbdent~ m ~ 0  repr~sente un entier  
arbi t ra i re  sat isfaisant  toutefois la condition P~ > 1. 

Rappelons  que la classif ication de E~nIQVES refuse  les surfaces  F ° de 
genre pg - - p  - - 1 .  Passons maintenant  aux th~or~mes d 'exis tence annonc~s. 

(8) ~7ous n ' avons  pas rencontrd  de telles surfaces. 
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6. - Soil p ~ 0 un  entier quelconque. Pour toute valeur et p~ ~ p, il est 
des surfaces de genres p(~ --  1, Pa - -Pa  - - P  et de bigenre 

P~ = 2p~ + p - -  1 + m, 

m ~ 0 entier arbitraire assurant  la condition P~ > 1. 

Duns l 'espaee S, ddsignons par  f**(d s) une surface d 'ordre  n passant  s 
lois par  une  droite donn~e d et par  fn(O*~-d~'), r > s, la mSme surface dot~e 
d 'un  point  0 r - u p l e  donn~ sur d; les valeurs  des ordres n, r, s doivent 0tre 
en tendues  au sens de valeurs  assignees. 

P renons  un cone F--f~+~(0P+~ ~ d ~) p ~ 0; F est hypere l l ip t ique  pour  
p ~  2. D~signons par  {a / le faisceau de ses g~n~ratriees a. En taut  qu'Stre 
s implement  infini,  {a} est b i ra t ionne l lement  ident ique ~ une section p lane  
g~n(irique c de F. Pou r  p = 0, la droite d est ~videmment  incidente  ~t 0 mais 
n 'est  pus situ~e sur  F. 

Repr~isentons par  I a~! et !a~+21 les s~ries l in~aires g~ et  g~--}-2 de droites 
F A I f~(d)I et F(~  l f~(0)l, par  Ia ~I une  sdrie lin~aire d 'ordre m sur  {a}. 

Le systi)me canonique  i m p u r  I Kt  du cSne F est formel lement  d(~fini eomme 
intersect ion de F avec le syst~me ] f~_2(0 ~ -[- d~-l) l -- I(P ~l)f~(d)-[- 5 (0 ) - -  2/'11 
de ses adjointes  d 'ordre  (p ~ 2 ) - - 4 - - p -  2. On a done 

I KI "- I(P - -  1)a2 -~ a~+2 - -  2c I . 

Pour  p ~ 1, [(p - -  1)a2 ] e s t  la s~rie canoniqae  du faisceau { a }. Pou r  uni- 
formiser  le language,  disons que la s~rie non effective gZ~2 "- - l - -a~l  est la 
s~rie canonique  de ce faisceau pour  p----0. 

Suivant  le eas, nous derirons 

I KI = l(P - -  1)a~ + a~+~ - -  2c I -- I k + a~,+~ - -  2c i = l a~, - -  2c I . 

On sait que l ' adjoint  d 'un  syst~me lin~aire I CI de courbes de F a pour  
express ion I C ' I -  I C q - K  t a la condi t ion d ' i ne lu re  darts les courbes K, au 
t i tre de courbes exeept ionnel les  de premiere  esp~ee, les po in ts -base  de I Ct 
qui  sont s imples  pour  F. 

7 . -  Par tons  de la surface F ° - -  4 F  d~finie par  le cSne F et trois 
surfaces g~ndrales 

Fl~f=,(d=") ,  F=~f2~+2(d2S), F 3 ~ f , ,  r ~ O ,  s ~ O .  

Ces surfaces ont l 'ordre de mult ipl ici t~ pair  sur d. Elles ont avee F les 
eourbes d ' i n t e r sec t ion  s imple 

El ~ 2ra2, E2 = 2sa~ + 2c, E3 --  2c ; 
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on trouve imm~diatement  (n ° 3) 

e~ =-- sa~ -F 2c, e~ =-- ra~ + ~, e~ =-- (r + s)a~ -F c, 

E --  2(r -]- s)a~ ~- 4c 

et, puisque e~ - -  K + e~, E" ~ E + 2K 

el =-- sa~ + 2~ -~- (a~  - -  2e) ~- a ~ + ~ ,  el _---- a~+~,. - -  c, e~a ~ Ctalo.~-2r.t-2 s - -  O~ 

On sait (n ° 3) que le syst6me bicanonique de F ° est fourni  par  la relation 
]2K t - -  ](E")0[, e 'est-~-dire ,  d~apr~s l 'expression donn~e c i -dessus  de E", 

12KI est done compos~ avee les eourbes a ° du faisceau {a °}--  a - l { a }  de F °. 
I1 s 'ensuit  que 12KoI est une s6rie lin~aire d 'ordre 6 p - ~ 4 r - { - 4 s  non sp~ciale 
de courbes a ° sur  (ao}, que les courbes a ° sont elliptiques, que le syst~me 
12Ko], d~pourvu de part ie fixe, est le syst~me bieanonique pu t  de F ° et qu% 
par suite, F ° poss~de les genres 

p(~' - -  1, P2 - -  5p -]- 1 -F 4r -]- 4s .  

(n ° 3). D'autre  part, parmi les syst6mes tel!, seul le syst6me I e~l est effectif.  
Le syst~me eanonique I Kol se r(iduit par eons~iquent (n ° 3) au syst~me 
lin~aire i~ part ie  fixe 

t K o I =  U~ + ie;I o 1 o ,lo" 

Or on vient de le voir, le systbme l e;] est une s6rie lin(iaire l as~+281 sur le 
fa iseeau {a}. II vient  done 

Pa -" 2p -F 2s -F 1 ~ P~ - -  2pg Zc p - -  1 -F 4r. 

Retournons  h la formule (3). Le c6ne F, de genre p,  de genre g~omeitrique 
r0---0 et de genre ari thm~tique So- - ' - -p .  Le syst~me I ell est une s~rie lin~aire 
non spgciale sur  {a}. I1 s 'ensuit que r l - - - s l - - p g .  Nous allons voir qu~on 
a 8 5 - - 8 8 - - - 0 .  

Les syst~mes ]e'~], i - - 2 ,  3, ont la forme l a y - - c  t. Ces syst~mes donnent  
5videmment r2 = r8 : 0. Soit ~ la dimension vir tuelle du syst~me ]a~l , ~ est 
aussi  la dimension de la s(frie lin~aire ponetuel le  v N l avl. Pour  contenir  
une courbe c, l avi doit done sat isfaire formel lement  ~-~-1 condit ions et 

A n n a l i  g i  M a t e m a t i v a  2 
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I a r - - c ]  est de dimension virtuelle ~ - - ( ~ + 1 ) - - - - 1 .  D~s lors, s~----s~--0 
et F o poss~de les genres (n ° 3) 

Pa "- Pg ~ P, P(~) --  I, Pa - -  2p -~- i -{- 2s, P2 - -  2pg -{- p - -  1 --I- 4r. 

8. - Pour  8 - - 0 ,  o n a  

pg - -  2p ~- l,  P2 --  2pa -~- p - -  l -l- 4r. 

Pour  s > 0, d~formons la surface F~ jusqu"~ lui faire toucher  le e6ne F 
le long d 'une droite a ~ d. La chose est toujours possible. En effet, une 
surface f~_~(d 2s-~) augment~e d 'un plan f~(d) tangent  i~ F e n  dehors de d 
r6pond h cette condition. 

S ~ il e n e s t  ainsi fair,  la courbe de diramation E2~E~ et la courbe E perdent  
la part ie 2a et le syst~me [e~l est diminu6 de a. I1 r~sulte de lh que les 
ordres des s~ries te'~l-----le~ + K t ,  ]E" t - - i  E--I-2K t sont diminu4s respective- 
ment  de 1 et de 2, si bien qu'on obtient de la sorte des surfaces F o dories 
des genres 

p g - -  2p + l - k  ( 2 s - - 1 ) ,  P~ - -  2p~ q- p - -  l - k  4r. 

Au total, on peut af f i rmer  qu ' i l  est des surfaces F o dories des genres 

P a - - P g - - P ,  p~J - -1 ,  p a - ' 2 p - I - l - l - n ,  P ~ - - 2 p g - ~ - p - - l W 4 r ,  

p ~ 0, n ~ 0 entiers arbitraires.  
I1 est en tendu que nous supposons t0ujours m choisi tel qu'il donne P~ > 1. 

9. - Pour  r - - 0 ,  on a 1 ) 2 - - 2 P g - ~ P - - 1 .  

Pour  r > 0, disposons de Fun des 2r plans f~(d) de F~ pour faire passer 
celui-ci  par un point Q de l ' in tersect ion  E2 N Es. Observons qu'il est 

E~. E8 --  20.2o --- 4(p + 2) ~ 4 

pareils points (simples pour cette intersection).  A ce moment, la courbe 
E~ -~ E3 reste inehang~e mais la courbe E se voit doter d 'un point triple en Q. 
Ce point est done base simple pour le syst~me I E"I dont la dimension diminue 
ainsi de 1, l eli restant  le m~me. 

D'autre  part, si Fun des plans de F~ devient tangent /~ F l e  long d 'une 
g~n~ratriee a, l ell ne change pas, El ,  done E et la s~rie I E"I perdent  2a et 
/'2 diminue de 2, pg restant  inchang~. 

Enfin, si on proc/~de successivement  h c e s  deux operations, la dimension 
de i E"t d iminue de trois unit~s. 
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Sans  t o u c h e r  /~ pg,  p o u r  r > 0, on p e u t  donc  c o n s t r u i r e  des su r faces  F ° 
dot6es  du  b i g e n r e  

P 2 - - - 2 p g + p - - l + m ,  m - - 4 r ,  4 r - - 1 ,  4 r - - 2 ,  4 r - - 3  

et on pen t  a f f i r m e r  q u ' i l  est  des su r faces  F ° dot6es des genres  

P, - - P a - - P ,  P (1)---1, P a - -  2p + i + n, P2- -  2pa + p -- I + m, 

m ~ 0 en t i e r  a r b i t r a i r e  d o n n a n t  tou te fo i s  /)2 > 1. 

1 0 . -  On p e u t  pr6eiser .  D~signons  p a r  q la g6n6ra t r i ce  OQ, p a r  q* la 
d ro i te  q dot6 du  p o i n t - b a s e  ass ign6 Q qui  est  t r ip le  p o u r  E.  D~aprbs ce qu~on 
a vu :  0n. a 

t2Kol = [(E"--  q)o i ~- q,o. 

P a r t i e  de la eou rbe  E~ dorman t  E ~  2U1, la eou rbe  q,o est une  c e r t a i n e  
cou rbe  b compt6e  d e u x  lois h p ropos  de l aque l l e  on p e u t  6c r i re  

q* . q*- -  - -  l ~ q*° . q,O --  2b . 2b - - - -  4 ~ b • b -- --  1. 

a . q * - - O ~ a o . b - - O .  

D~autre par t ,  si w est  le g e n re  de b, on sal t  que  

2Ko .  b = (E" --  (/)o. b -t- q* o ~ b - -  2(2w - -  2 - -  b .  b) - -  4w - -  2. 

Mats ( E " - -  q)o. b - -  0, ca r  ( E " - -  q)O est une  somme de courbes  a °. De  plus ,  
q,O. b : 2b .  b : - - 2 .  Dds lots ,  on a 

- -  2 -'- 4 w - -  2 : = > w - -  0 

et  q,o est  une  c o u r b e  e x e e p t i o n n e l l e  de p r e m i b r e  espbee  de F ° eompt~e  d e u x  
fois. E l le  est donc  n 6 c e s s a i r e m e n t  c o m p o s a n t e  f ixe  de f2Ko[.  

1 L  - Avant  de p o u r s u i v r e  no t re  d6monstrat ion~ ~tabl issons  l '6noncd su ivant :  

On peut construire des triples de surfaces F, Fz, Fa dotdes de t ~ p + 2 
contacts isolds inddpendants en t points d'une conique C. 

I1 suf f i t  de d 6 m o n t r e r  l ' i n d O p e n d a n c e  p o u r  t-----p-4-2, 6v idemment .  

Les  cSnes F f o r m e n t  un  sys tbme l in6a i re  de d i m e n s i o n  
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pour d et 0 donuts .  Ceux de ees cSnes qui touchent  un cSne quadrat ique 
F* - -  f~(O ~) i r reducible  le tong de p q- 2 de ses gSn6ratrices, soit les gSn~ra- 
trices q~, i ~ 1, 2, ... p ÷ 2 ehoisies en position ge~n~rique, forment un syst~me 
lin~aire Z de dimension 

~ ~ 3 p ÷  5--  2(p ÷ 2)= p ÷  L 

Or le cOne F* est fondamental  pour ce syst~me. I1 est done dans Z ~ e - ~  
cSnes F contenant  17.. )~ais ees cones F d~eomposds sent ceux du syst~me 
Z* c ~  compos(i h l 'aide de F* et d 'un qroupe de p plans f~(d) variables. 
I1 s 'ensuit  que Fon a 

~ - - l = r : - - ~  : r ÷ l  

et les condit ions de contact  sont bien ind~pendantes comme annonc~. 

0bservons  que Z s'obtient en combinant  l in~airement le syst~me F* ÷tpf~(d)t  
avee un c6ne W de Z n~appartenant pus /~ Z*. Le cSne g~n~rique F de Z 
n'a pas de part ie  fixe commune avec un c6ne d~crivant Z*,  un e6ne de Z 
et un cSne de Z* ne sont pus composgs avec les cSnes d 'un mSme faiseeau. 
I1 s 'ensuit  que le eSne g~neirique de Z est irr~ductible. 

Maintenant,  consid4rons la eonique C d~coup~e sur F* par  un plan 
gSnSrique de  S e t  le fa isceau :Y des quadr iques  tangentes ~ F* le long de C. 
Deux quadr iques  gSnSriques de :Y touchent  F en chacun des p ÷ 2 points 
C C~ q~--Q~ et notre aff irmation init iale est ~tablie. 

12. - Par tons  d 'une surface F ° associ~e h u n  cSne F et trois surfaces  

Fl~f=,(d="), F2--F==--f2, F=4r=, r~O,  

W, F2, F8 ~tant choisies tangentes en t ~ p ÷ l  points Q~ d 'une conique 
G, i - -  1, 2, ... p ÷ 1. 

Actuellement,  les courbes E2 ~ 2c, E= ~ 2c passent  doublement  par  chaque 
point de contact  Q~. Chaque point Q~ est donc double pour  les courbes el et 
quadruple  pour  E. Ce point est par  suite base-s imple  pour  ]e~ 1 et base double 
pour  ]E"]. D~isignons par  b t l e  syst~me des t droites q~, par b~ le systbme 
dest  t droites pointSes q* - - -q~ - -Q~ .  On a alors 

lell la~p btl ÷ b•, tE" t  la6~+~,.-- 2btt '-b ~,t , 

ear les systbmes leVI, t E"I sont des s~ries lin~aires de g~ndratrices du 
fa iseeau ( a}.  

Remarqnons  qu 'une droite q* ne rencontre E q u ' e n  le seul point qua- 
druple Q~. La restr ict ion de a -1 h q* n'a done pus de diramation et q* se 



P. BURNIAT: Sur les surfaces de genre P~ > 1 13 

d6compose en quatre courbes rat ionnelles  deux ~ deux disjointes. Or 

q*. q* --  - -  1 @ q,O. q.O _._ _ 4, 

ees quatre courbes rationnelles deux a deux disjointes ont donc le degr6 --1 
et q.O est la somme de quatre conrbes exceptionnelles de premibre espbce 
de F °. 

De ce qui pr6ebde, il r6sulte que les systbmes lin6aires 

1 0 
] K * I - - 2 / ~ - k - [ a , p - - b t ]  °, t2K*i  - -  Ict6~+~,,-- 2btl ° 

sont les syst~mes canonique et bicanonique purs de la surface F ° actuelle- 
ment  construite.  De plus, I a ~  - -  bt I - -  l c t~ - t  i et I E " - -  2b~i - -  ] a~+4~_~t I sont 
des s~ries lin~aires non sp~eiales sur le faiseau ( a } ,  car leurs ordres respectifs 
d~passent 2 / o -  2. On en eonclut que les surfaces F o en question poss~dent 
les genres 

p~ = pg - -  p, pa - -  2p -~. l" - -  t ~ p, P2 = 5p -t- l -~ 4r - -  2t ~--- 2pa -~ p - - 1 +  4r. 

Enfin, les courbes E2, Ea poss~dent encore 

E2. Ea - -  4t ~ 4(p + 2) - -  4(p -t- 1) = 4 

points &intersect ion simple. Pour  r ~ 0 ,  op6rant comme il a 6t6 fait a u n  ° 9, 
on peut d~duire des surfaces pr6c6dentes de nouvelles surfaces F ° dot~ies 
des genres 

p g ~ p ,  P 2 - - 2 p g + p - - l ~ m ,  p ~ - - p ~ - - p ,  P ~ > I .  

13. - P o u r  tout entier p ~ 1, i l  est des sur faces  F o dotdes des genres 

p ,  - -  - - 1 ,  pg ---- p - -  t ,  P~ - -  2pg --~ p - -  l -F 2m - -  3pg + 2m, 

m ~ 0 entier arbi traire a s suran t  toutefois la r~lation P2 > 1. 

Prenons  encore une surface F ° du type precedent mais supposons main- 
tenant  que les surfaces F, F2, F~ sont dories de p-~-2  contact~ isol~s Qi 
distribu~s de fa~on quelconque sur une conique C. 

Un ra isonnement  analogue i~ celui qu'on a adopt~ a u n  ° 12 conduit  i~ 
la relat ion 

1 .o 
IK*I - - ~  ~1 + lasp - -  b~+~l°, t2K*I - [asp- -  2b~+~ + 4ra~p. 
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Rappelons (n ° 6) que 

a ~  - -  k -~ a~+~, k ~ (p ~ 1)a~, 

I k[ ~tant la s~rie eanonique de droites a du faisceau /a} .  On d~duit de lh 

1 o 
I K *  I = i E~ + I k + a~+~ - -  b~+~ i o, 1 ~K* I = 1 ~k + ~a~+~ - -  ~b~+2 + ~ r ~  i o. 

A pr6sent, les p + 2 droites composant b:o+2 ne sont pus coplanaires, 
car e]les sont distribu6es sur un cSne quadrat ique F* (n ° l l ) .  La  courbe 
2b~+2, eependant,  est l ' in tersect ion eomplbte F (5 F*. De lh d6coulent les 
relations 

1 %+2=i=b~+2== ~tK,l_~Eo +Ik,lo, ik,l~_la~_~t~[kt, 

2up+2 ----- 2bp+~ :=~ 12K* ] -~ ] 2k o + 2ra°~i - -  1a~_4+4,. I = I a~[, 

La s~rie lin~aire Ik*l - -  Ia2~_21 n'est pas sp~ciale et pa -----p - - 1  ~ 0 .  

Si r - - 0  et p - - l ,  on trouve ~ - - 0  et P ~ < 2 .  Alors la surface F ° ne 
r~pond p a s h  notre propos. I1 rant donc prendre p -~ - r  ~ 2, ce qui entraine 

> 2p --  2. DSs lors, ge n'est pus sp~ciale et P2 --  3/) -- 3 ~ 4r ~ 3pg ~ 4r. 

0bservons que la surface F ° de genre p g - - p - - 1  qui porte le faisceau 
I a ° } de genre p est n~cessairement de genre Pa ~ - - 1 ,  ee qui ~tait pr~vu (n ° 3). 

Actuellement~, l ' intersection E~ A E3 est confondue en les p ~ 2 points Q~. 
Le ra isonnement  fair au n ° 9 conduit  imm~diatement h des surfaces F ° de 
bigenre P ~ - - 3 p g - - 3  ~ 4 r - - 2 .  Mais E2, E~ ne comportant plus de points 
d ' intersect ion simple, on ne peut plus passer aux autres valeurs de P~. 

En somme, il est des surfaces F o dotdes des genres 

Pa - -  - - 1 ,  pg - -  p - - 1 ,  P2 - -  3 p - -  3 + 2m = 3p.q + 2m, 

m ~ 0 entier arbitraire assurant  la condition P2 > 1. 

Notre 6nonc~ d u n  ° 13 est ainsi (itabli. 

14. - Pour  p ~ O  entier quelconque, il  est des sur faces  F ° dotdes des genres 

Pa "~ - -  1, Pg -~ P, P2 -~ 3p.q - -  3 ~- m, 

m ~ 0 entier p a i r  arbilraire f ou rn i s sa n t  P2 > 1. 

Supposons main tenant  

r l  =- f~,(d2~'), ~'2 -~ F8 --= f2(q2), ~ :4= ~ ,  r ~ 0, 
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avec q droi te  g6n6rique de l 'espaee S. Main tenan t ,  les courbes  E~ et E~ sont 
d e u x  couples  de courbes  c~ du  fa i seeau  I c i t - - F ( 3 I f ~ ( q ) I  e t  E~, E8 passen t  
doub lemen t  par  les points  Q~ de l ' in te rsee t ion  q (3 F. Dans  ces condi t ions,  les 
p + 2 points  Qi sont  situ6s dans  le p lan  f~(O + q).  Con t r a i r emen t  /~ ce qu 'on  
a eu  plus  haut ,  on a dans  le cas pr6sent  ar+z ~ b~+2 et les syst~mes I K*] ,  
]2K*] se r6duisent  r e spec t ivemen t  h 

1 
I K *  I - -  ~ E° + I(P - -  1)az 1 °, 12K*I " -  [ 2k° -{" 2ra°l - -  Ja i l .  

On consta te  d 'apr~s ce l l  que 

1 Io ]o /) - -  O =~ l K * l - -  ~ t~°~ - -  I - -  a2 : ] a_2 :=~ p g - -  O. 

p - - t  P o u r  p ~ l ,  (p--1)a2 est la s6rie canon ique  g~p_~ du  fa i sceau  la} e t / ) g = / ) .  

D ' au t r e  part ,  ~-----4/)~4+4r. On ne peu t  accep te r  l 'hypoth~se  / ) - - l - ~ - r - - O ,  
car  cela  en t r a ine ra i t  ~ - - 0 ,  done P 2 ~  1. I1 s ' ensu i t  que 1 9 - { - r ~ 2 ,  done 

> 2 I ) - - 2  et g~ n%st pas  sp@iale.  I1 r~sul te  de lh que 

P2 == 3/) - -  3 -f- 4r  - -  3/)g - -  3 -k- 4r. 

Disposant  convenab lemen t  de la sur face  F1 (voir n ° 9) on peut  passer  /~ 
des sur faces  F ° sur  lesquel les  P2 "- 3/)g - -  3 -4- 4r  - -  2. 

En somme,  il est b ien  des sur faces  F ~ ae tue l l emen t  consid6r~es pour  
route va l eu r  du  b igenre  

P2 - -  319o - -  3 ~- 2 m  > 1. 

On pour ra i t  ca lcu le r  le genre  /)~ de F o en s ' a p p u y a n t  sur  l ' express ion  
donn6e ~ ce genre  au  n ° 3. I l  est p lus  in t6 ressan t  de v6ri f ier  que 

A cdtd d u  f a i s c e a u  (ao}, les s u r f a c e s  F ° ici  e x a m i n d e s  p o r t e n t  encore u n  
1 

f a i s c e a u  el l i / ) t ique de courbes de genre  ~ (P2-1-/)a + 1). 

0 L a  res t r i c t ion  de l ' i n v o l u t i o n  1 o de F ° ~ une  courbe ct por te  

1 0 
c~ ° - U -  ~ c l . E  ° -  2 c ~ . E =  2c~. (2ma + 4c) = 4 m  

0 points  de d i ramat ion ,  car  a . c l ~ l  et e l . e l - - ' 0 .  Le  genre  w de ct est lib 
m e t  au  genre  /) d ' une  courbe cl par  la fo rmule  de ZEUTHEN qui  s '6erit  ici 

2w - 2 --  4(2/) - -  2) + 4m =:~ w - -  1 - -  4/) - -  4 + 2m. 
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) I o y e n n a n t  une  h o m o g r a p h i c  c o n v e n a b l e  de l ' e space  S e n  soi, on p e u t  
d o n n e r  au  f a i s ceau  de p lans  I f~(q)l l ' 6qua t ion  x~ = cte. Alors,  on a 

F,(x) ~ F g x d ,  Fgx)  = Fs(xd 

et la cou rbe  C* d '6qua t ion  

est  e l l ip t ique ,  ca r  Fz et F8 sont  des p o l y n o me s  du  second degr6 en x l .  

Si cl est  la cou rbe  d '~qua t ion  z~--~ ~ du  fa i sceau  I c l l - - - F  C~ lf~(q)t , on a 

z~ - -  F2(a~)Fs(~) - -  A = cte  

0 0 sur  c~. II  s ' ensu i t  que  cl est  d6compos6e  eu d e u x  pa r t i e s  c* et c**  su r  

l e sque l l es  on a r e s p c c t i v e m e n t  z~ = ~ VA- et z~ = - - V A .  L o r s q u e  c~ d6cr i t  
I c~[, ~1 et cl d6c r iven t  le f a i sceau  I c*l d '6qua t ion  (I) sur  F ° et ce f a i sceau  
est  b i r a t i o n n e l l e m e n t  i den t ique  h la c o u rb e  C*. 

Une  c o u r b e  c~ est  donc  la  somme de d e u x  courbes  c*. D ' a p r ~ s  u n e  for- 

mule  de NOETHER b ien  connue ,  le genre  w de c o et le genre  w* de c* sa t i s font  

la r e l a t i on  

w - -  1 " -  2 ( w *  - -  1 )  -1- c *  • c *  - -  2 ( w *  - -  1 )  = >  w *  - -  1 - "  2p - -  2 + m, 

si on t ien t  compte  de la v a l e u r  p lus  h a u t  o b t e n u e  p o u r  w. Conna i s san t  les 
e x p r e s s i o n s  P2 - -  3pa - -  3 + 2 m  e t  pg - -  p, on v~r i f ie  i m m 6 d i a t e m e n t  que  

1 
w* = ~(P~ + p .  + 1). 

La  su r f ace  F ° po r t an t  les f a i s c e a u x  de courbes  {a °} et {c*} de genres  p 
et 1, r e spec t ivemen t ,  le genre  Pa de F ° sa t i s fa i t  les cond i t ions  

- -  l ~ p a ~ p a  - -  p - -  l : = ~ p a - - - - 1 .  

Nous  avons  a ins i  achev6 d '6 tab l i r  les a sse r t ions  fo rmul6es  au  n ° 14. 

§ 2 . -  P 2 > I ,  p m > l .  

1 5 . -  La  d ~ t e r m i n a t i o n  des  syst~mes de v a l e u r s  (Pa,  Pg ,  pro) a t t e in te s  
sur  une su r f ace  a lg~br ique  a fa i t  l 'obje t  de r e c h e r c h e s  sys t6mat iques ,  soit  
p o u r  Pa ~ Pg donn6s,  soit  pour  p<l~ donn~. P e u  de r~su l ta t s  ont  6t~ ob tenus  
i~ ce p ropos  avan t  1958. R a p p e l o n s  r a p i d e m e n t  l ' e ssen t ie l  des  c o n n a i s s a n c e s  

acqu i ses  dans  ce domaine .  
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En 1891, G. CASTEL~VO¥O [3] construi t  la famille des surfaces ~ syst~me 
canonique simple et irr~ductible sur lesquel les  pa est max imum pour p(~ 
fix~, c ' es t -k-d i re  les surfaces  de genres pa ~ 4, p<*~--3/9 a - - 6 .  

La  construct ion de surfaces  project ivement  eanoniques ( p a ~  4) simples 
et r~guli~res amine  les valeurs po> --  5, 6,'7, 8 (E/~RIQUES [4], FRA~C]~E~A [5] ), 
p<~ --" 8, 9, 10, 1 1 (L. GODEAUX [6] ). 51OUS avons obtenu des modules de genre 
p (~ ' - -9 ,  10, ... 17 [7]. La progression duns eette vole se heur te  i~ de grosses 
difficult6s et ne concerne que p g - - 4 .  Nous avons signal~ 6galement des 
quadr iques  doubles eanoniques pour p(~ - -  13, 14, ... 33 [8]. 

Les  tentat ives de r~soudre le probl~me pour  Pa - -  P ~ ' :  0 n'ont pus permis 
de d~passer p ( ~ =  3 (L. GODEAUX [9], L. CAMPEDELLI [10]). Pour  pa = 1, 2, 
on connait  des modules de genre pCX)--2, 3 [14]. 

16. - Pour  ~tablir notre thbse, nous construisons des modbles projecfifs  
qui sont des plans quadruples  F ° - - 4 F  (au sens donn(t au n ° 2). 

Une  courbe alg(~brique du plan F d 'ordre assign4 n et poss(idant les 
ordres de multiplicit~ assign6s r, s, ... en les points donn~s A, B,  ... sera 
repr6sent~e par C,(A  ~ + B s + ...). 

Une surface F ° --  4F est caract6ris6e par  ses courbes  de diramat ion El ,  
E2, E~. Les  systi)mes que nous avons d~sign6s par  l e~l (n °- 3), I E"I et les 
entiers ri,  si, Pa,  Pg,  P(~, en d~coulent h la suite de calculs ~16mentaires. 
Ceux-ci  seront (~pargnCs au lecteur.  

Pour  d iminuer  la valeur  de p(~), p~ restant  fixe, on ehoisira une courbe 
Ei passant  par  m intersect ions simples de E i ~ E n .  La courbe E sera de la 
sorte dot~e de m points triples, le syst~me t E"t sera ainsi dot~ de m points 
base simples suppl~mentaires  et _#~ sera diminu~ de m unit~s. 

Eu particulier,  si IEi] contient un syst~me 1Cn(B")I et si E j A E h  contient 
au moins n + 2 intersect ions simples, on peut  construire  une courbe E qui 
poss~de m -  0, 1, 2, ... n + 2 points triples en faisant  choix, au besoin d 'un 
point B align~ sur les points d 'un couple ou de deux couples convenables  
de cette intersection. 

17. - Consid(irons une surface F ° qui est un plan quadruple  4F caract~- 
ris5 par  les courbes de di ramat ion 

E, _--- G,,+,(X ~'+~ + Y) + Z,  E~ = O=,+I(Y ~'+* + Z) + X, 

E:~ - -  C~+I(Z 2t+1 + X )  + Y, r ~ s ~ t ~ 1 

avee des points X,  Y, Z non en ligne droite. La prdsence des composantes  
ponctuel les  Z, X ,  Y des courbes El ,  E2, E~ r~sulte de la d~ifinition des courbes  
de diramafion Ei (n ° 2). 

AnnaZ4 d4 Matematica 3 
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Le syst6me l in6aire  IE21D I C~:(Y:s)I et on a E , . E : = 2 r .  2 t ~ 2 s .  On pent  
done (n ° 16) doter  E de m ~ 2 s  + 2 points  t r iples  A. 0 n  t rouve f ac i l emen t  
que, ac tue l lement ,  (n ° 3) 

(1) P a  - -  P g  - -  r ( s  - -  1) q- s ( t  - -  1) + t ( r  - -  1), 

C ~X ~'-1 Y~-~ Z ~t-1 p<~' 8 p g +  7 - - m .  (2) E"  = 2,-+2~+~t-~ + + + Z A ) ~  = 

0bse rvons  que s --  t ~ 1 ---------~pg --  r - -  1 et 2s -"  2. Les  va leurs  a t t e in tes  
pa r  p<l~ sur  les sur faces  F o co r re spondan tes  sent  done 

(3) #1, = 8p~ + 7, 8p~ + 6, ... 8p: + 3. 

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  s ~ - 2 ,  t - - l : = ~ p g - - 2 r - - l ~ s  et 2 s - - 4 .  II est 
alors des sur faces  F ° pour  chaque  va l eu r  du genre  l in4ai re  

(4) p<l, = 8pg + 7, sp.~ + 6, ... sp~ + 1. 

De m6me, avee : ¢ ~  1 et 

r = 2:¢, s - -  t --- 2 :=~pg --- 6~, 

r - - 2 ~ + l ,  s = 3 ,  t = l : = ~ p ~ = 6 a + 2 ,  

4rant donn6 qu 'on  peu t  m a i n t e n a n t  p rendre  m . ~  6, on voit  qu 'on  cons t ru i t  
des sur faces  F o pour  toutes  les va leurs  du genre  l in6aire  (4). 

En somme,  nous  avons obtenu des sur faces  F o dot4es des genres  
l in6aires  (4) pour  route va l eu r  de Pa sauf  pour  les va leurs  pg --  0, 1, 2, 4 et 
les va leu r s  Pa -"  6~¢ -C 4 ~ 6 qui  ne sent  pus jus t i c i ab les  de la fo rmula t ion  (1) 
avec s ~ 2. 

En  par t i cu l ie r ,  la th6se 6nonc6e au  I I  de l ' i n t r o d u c t i o n  est jus t i f i4e  
pour  Po - -  O. 

En dehors  de pg-----0, 1, 2, les seules va leu r s  de pg pour  lesquel les  la  
va leu r  p ( 1 ) :  8pg--}-2 ne soit pas assur6e sent  les va leurs  paires  du type  
6~ q-4 ,  0¢ ~ 0, non  jus t i c i ab les  de la fo rmule  (1). 

18. - Sur  des surfaces  F o de genre  P a -  1 sent  at teintes ,  d 'apr6s ce qui  
pr6c6de, les va leurs  du genre  l in6aire  p(1) = 15, 14, ... 11. 

P r enons  les courbes  de d i r a m a t i o n  

E~ -~ G(X'),  E= --- G(Y*), E~ _= G. 
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Elles donnent pg = 1, Ex. E8 -" 8 et on peut disposer de E2 (n ° 16) pour donner  
h la courbe E m ~ 6 points triples A. On a alors 

p , , - - p g = l ,  E "  --~ C,(X2 -q- Y~ q- ZA)-- -~  p(~' = 9 - -  m .  

D6s lors, on peut aff i rmer  l 'existence de surfaces F ° de genres p a - - p a - - 1  e t  

p(1) = 15, 14, ... 11, 9, ... 3. 

La  th6se 6nonc6e au I I  de l ' in t roduct ion  est ainsi v4rifi6e pour pg = 1. 

1 9 . -  Les surfaces F ° assocides respectivement aux triples de courbes 
de diramation 

E ,  ~ G , . + d X = ' + ' ) ,  E,_ = G(Y*), /~  -~ G ,  r ~ 2, 

E~=__ G,(X~.), E~-~ G(Y~), E~----- G(Y~), r ~ 2 ,  

donnent  toutes P a - - P , q  = r. De plus, elles entra inent  

E"  ~ Cz , .+dX 2r --1- Y~) ::=~ lo (1) - -  8pg q- 1, 

E "  ~ G , , ( X  2~+2 if- y2) :=~ pa~ = 8pg - -  7. 

Duns le premier cas, E2. E~ -- 8. On a 2r H- 2 5 6. Disposant de E~ (n ° 16), 
on peut doter E de m ~ 8  points triples. Duns le second cas, E 2 - E 4 - - 4 .  
On peut disposer de E~ pour que E poss6de m ~ 4 points triples 

En r~sum6, dcpuis le d6but de ce §, on a d6montr6 l 'existence de surfaces 
F ° poss4dant les genres 

p ~ 2 ,  p c l ' = S p o - F  7 , . . . 8 p g - F 1 , . . . S p q - - 7 , . . . 8 p g - - l l  , 

a v e c l a  r4serve d6jh formul6e pour pa) = 8pg q- 2. 

20. - Traitons s6par6ment les cas pg = 2, Pa = 3. 

Avec les courbes 

on t r o u v e p g = 2 .  )~ais E ~ . E a = 5  et le syst6me I E~} est c~ 9. On peut done 
doter E de m ~ 3 points triples A, c'est-/~-dire obtenir 

E "  ~- C d X  2 q- ZA):=> p ~ = 6 - -  m .  
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R a s s e m b l a n t  les r~su l ta t s  j u sq u '~  p r e se n t  ob tenus  p o u r  p a - - 2 ,  nous  
voyons  qu ' i l  est des su r faces  poss~dant  les genres  

pg - -  2, p(i) ._ 23, ... 19, 17, ... 3. 

Avee les cou rbes  

El =-- C~(X ~ + Z),  E2=-- C~( Y~ + X + Z) ,  E ~  C4(X + Z~), 

on ob t i en t  p a - " - p ~ = 3 ,  E 1 . E s - - 1 0  et tE~JDIC~(X2)]. I1 est poss ible  de 
d o n n e r  m ~ 4 po in t s  t r ip les  i~ E. II v ien t  a lors  

E" ~ C6(X 8 -~ Y~ ~ Z ~ ~ EA)=~ p a~ = 1 5 - - m ,  m ~ 4 .  

D ' au t r e  par~, les courbes  E~ ~ E~ ~ E8 ~-Ca p e u v e n t  d o n n e r  l ieu  ~ une  
cou rbe  E poss~dant  m ~ 7 poin ts  t r ip les ,  si b i en  que  

E" ~ C~(ZA) ----~p(1) = 10 - -  m, m ~ 7. 

R a s s e m b l a n t  tous les r6su l ta t s  jusqu'~,  p r e sen t  r~colt6s p o u r  p g - - 3 ,  nous  
voyons  qu ' i l  ex i s te  des  su r f aces  F o poss(idant  les gen re s  

pa  - -  3, p~l~ = 3 t ,  32, ... 3. 

L '6nonc6  du I I  de l ' i n t r o d u c t i o n  est conf i rm6 p o u r  pg = 0, 1, 2, 3. 

I1 r e s t e  i~ e x a m i n e r  les cas pg ~ 4 

2I .  - Chois issons  des en t i e r s  

t ~ s ~ O ,  r = 2 t - [ - 2 - - [ - e ,  s - - 0  ou 1. 

I ls  d o n n e n t  l ieu  aux  r e l a t ions  

2 r - -  4s ~ 2r --  4t ~ 4, 2 r - -  2s ~ 4 

et r peu t  p r e n d r e  route  v a l e u r  ent i~re  su p 6 r i e u re  i~ 1. 

Les  cou rbes  de d i r a m a t i o n  

E~ = C~,._.(X ~'-~ + ¥),  E~ =-- Q~+~(X ~ + Y~ ÷ Z~), E~ =-- C~(]( + Z ~) 

e n t r a i n e n t  

pg  "- 2r ~ 4, E" ~-- C ~ _ ~ + 2 ( X  2"-~s-2 -[- Y~ -{-- Z~):=~ pa, __ 8p~ - -  1 6 s  - -  12. 
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D'  au t r e  par t ,  

E~. E, ~ ~ (X~) .  C~(¥~ ÷ Z) = 9 .  

P u i s q u e  le sys t~me tE31 est ~ o ,  on p e u t  fa i re  pas se r  une  c o u rb e  E~ p a r  
m ~ 6  po in t s  doub les  de la c o u rb e  E~-~-E2 (en dehor s  de X ,  Y, Z) .  A ce 
momen t ,  E est dot6e de m poin ts  t r ip les  et  les su r f aces  F o c o r r e s p o n d a n t e s  
sont  dot6es  des  genres  

P a : P g - - 2 r ,  p ( 1 ) _ S p g _ 1 6 s _ 1 2 _ m ,  m ~ 6 .  (a) 

Ensu i t e ,  les courbes  de d i r a m a t i o n  

E~ ---- C'~,~_,~_~(X~'-~-~), E~ ----- C~+~(X '~ + Y~),. E~ =-- C,(Y ~) 

d o n n e n t  6ga l emen t  Pa -" P¢ ~- 2r et 

E" ~ C2,._2s(X ~ ' - z ' -4  + y2):=~p(l~ ._ 8p a _ 19 - -  16s. 

On v~ri f ie  que  ]Es] est  c,o 1~, que  

II est  done au moins  ~ cou rbes  E~ passan t  pa r  m ~ 8  poin ts  de l ' i n t e r .  
sec t ion  E~ N E~ qui  en eompte  au moins  8 don t  p lus  que  2 ne  sont  pas  
al ign~s sur  Y. L a  cou rbe  E ainsi  r6al is~e compte  m points  t r ip les  et les 
su r faces  e o r r e s p o n d a n t e s  ont  le g e n re  l in6a i re  

p C ~ > _ - 8 p g _ 1 6 s _ 1 9 _ m ,  m ~ 8 .  (b) 

E n  somme,  do rman t  h~ m l e s  va l eu r s  qu ' i l  p e u t  p r e n d r e  dans  (a) et  (b), 

on t rouve  qu ' i l  est  des  su r f aces  F ° poss~dant  le g e n re  l in6a i re  

p~) - -  8pg - -  16s - -  12, 8pg - -  16s - -  13, ... 8pg - -  16s - -  27. 

D o r m a n t  m a i n t e n a n t  ~ s les va l eu r s  0, 1, ... t et r e m a r q u a n t  que  la p lus  pe t i te  
v a l e u r  ob~enue p o u r  s - - s  o p r e c e d e  i m m ~ d i a t e m e n t  la p lus  g r a n d e  v a l e u r  que  
p r e n d  p(~' pou r  s - - s  o -[-1, on cons ta te  qu ' i l  est  des sur faces  de gen re s  

pg - -  p ,  ~- 2r, pa) --- 8pg - -  12, 8pg - -  13, ... 8pg --- 16t - -  27. 
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0 b s e r v o n s  que,  a e tue l l emen t ,  

r = 2 + 2t + e =>16t  = 8 r - - 1 6 - - 8 e  ==> S p ~ - - 1 6 t - -  27 = 4 p g - -  l l  + 8 a ~  41ov--3 

et on  cone lu t  h l ' e x i s t e n e e  de su r faces  F ° p o u r  l e sque l l es  

p a - - p g = 2 r ,  p m - - 8 p g + 7 ,  8 p g + 6 , . . . 4 p a - - 3 ,  

m o y e n n a n t  la r~serve  h a b i t u e l l e  fi, p ropos  de la v a l e u r  8pg-}-2 .  

0 e e u p o n s - n o u s  de pg ~ 4 impai r .  P o u r  ce, p r e n o n s  Ies t ro is  t r ip les  de 
courbes  de d i r a m a t i o n  

E~ --= O,~_,,(X'"-") + Z, E~ _= C2,+,(X ~* +Y~ + Z), E~ ---- C,(Y ~ + Z~), 

E, ~ G , . _ , , ( x " - " )  + Y, E,_ _ G , + , ( x  ~, + Y~), E. = C,(Y), 

qui  f o u r n i s s e n t  routes  p~ -= pg --  2r + t ~ 5 et, r e spec t i vemen t ,  

E" ~ C~_~,+~(X 2''-~'-~ + :g~ + Z) ,  E" = C~_~ ,+dX ~'-~'-~ + ¥~) 

E" ~ C~,._~s(X2"-~'-'), 

puis  

pm - -  8/) a __ 16s - -  12, pm - .  8pg - -  t6s  - -  16, po) _ 8pg - -  23 - -  16s. 

Dans  les d e u x  p r e m i e r s  cas, IEIIDIC,(X~)I  et on a E ~ . E s ~ 8 .  Disposan t  
de E1 on peu t  d o n n e r  m ~ 6  poin ts  t r ip les  h E. 

Duns  le d e r n i e r  cas, I E t l D I C ' ( X 2 )  I, ]E~!DIC4[ ,  I E s [ = I C ~ i .  I1 est  
t ou jou r s  poss ible  d ' a s su j e t t i r  d e u x  c o u rb e s  C~ i~ se c o u p e r  en  m ~  8 poin ts  
si tu~s sur  les d e u x  dro i tes  c o m p o s a n t  C~(X~). 

R6un i s san t  les r~sul ta ts  qui  p r eceden t ,  on cons ta t e  que  pm p e u t  p r e n d r e  
route  v a l e u r  a l l an t  de 8 p a - - 1 6 s - - 1 2  ~ 8pa - - 1 6 s  - -  31, puis,  d o n n a n t  h s 
les v a l e u r s  suceess ives  0, 1, 2, ... t, routes  les v a l e u r s  a l t an t  de S p a - - 1 2  h 

8pg - -  16t - -  31. De plus,  

r = 2t -t" 2 + ~  ~ 16t - -  8r  - -  i6  - -  8~ - -  4pg - -  20 - -  8~ =~ 

:=~ 8p~ - -  i6 t  - -  31 - -  4pg - -  11 + 8~ ~ 4pg - -  3. 

Di~s lors, il est  des  su r f ace s  de gen re s  

pg --  2r + 1, p,1, __ 8pg -t- 7, 8pg q- 6, .,. 4pg - -  3. 
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En somme : 

I1 est des surfaces F" pour tons les couples de genres 

Pa = P~ ~ 4, p~) = 8po + 7, 8pg + 6, ... 4/0~ - -  

avec la rdserve d6ji~ formulae i~ propos de p r o =  8p~-I-2 

, 

22. - Pour  terminer,  prenons encore les triples de courbes 

~," r~ ~X ~ E ~ C ~ ,  r ~ 2 ,  E~ ~ O~,.+I(X ), E~ ~ , ~ , . + ~  ~, 

E~ ~ C~+~(X'") ,  E~ ~ C~,.+~(X~"+~), E~ ---- C~, r ~ 2. 

Elles donnent respectivement pg = 2r et pg = 2r -Jr- 1. 

Duns le premier  eas (~), E~. E~ = 4r -{-- 1, E l .  E8 = E2. E~ -- 6r ~- 3. De 
plus, le syst~me lin~aire levi --  levi de courbes rat ionnelles  est de dimension 
4r n= 2. Celles de ses courbes qui passent par 4r-t-1 points g~n4riques de E3 
forment  un faisceau dont la base est pr~cis~ment donnde par le point X et 
ces 4r + 1 points. I1 s 'ensuit  que E pent acqu~rir m ~  4r-1-1 points triples, 
ce qui conduit, pnisque 4r ~ i = 2p9-f -1 ,  h des surfaces F ° de genre 
p m =  4p~ ~ 2 4p~ --  3 .. . .  4p~ - -  2 - -  (2p~ -{- 1) = 2p~ - -  3. 

Dans le second cas, 

E" ~ C4,.+I(X 4'') =~ p(~ = 8r + 2 --  4pg - -  2. 

De plus, E l . E 3  = 6r ~ 3 et le syst~me de courbes rat ionnelles I E2t est de 
dimension 4r ~ 6. Le syst~me E des courbes E2 qui passent par m ~ 4 r  
~- 3 = 2pg + 1 des 6r-{- 3 points simples de l ' in tersect ion  E1 (3 Ea est de 
dimension 6 r - { - 3 -  m = ~ 2r ~ 4. Dans E on peut done ehoisir une eourbe 
E2 ne eontenant  pus E~, car l e a -  E~ 1 = IQ(X~)I est ~ 2  seulement.  On pent 
done disposer de E~ pour donner m ~ 4 r  ~ 3 = 2pg-t-1 point triples ~ la 
courbe E et, par suite, construire des surfaces F o de genres pg = 2r ~-1 ~ 5 
et pm = 4pg - -  2, 4pg -- 3, ... 2pg - -  3. 

Ce qui precede fach~ve la d~monstrat ion de l'6nonc~ du I I c e  l ' introduction.  

23. - 0fi en est le probl~me posd apr~s la pr6sente contr ibut ion? I1 est 
difficile r~pondre /~ cette question. 

En effet, si on connait  la valeur minimale p(1)= 2 p g N 3  du genre lin~aire 
sur une surface de genre p g 5 3 ,  valeur minimale rulable sons des conditions 
tr/~s larges: on n 'en connait  pas la valeur  maximale.  

(4) E" ~ C4r_dX 4~'-~) :=>pro = ~pg _ 2. 
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D e s  f o r m u l e s  l i m i t a n t  p(~ s u p S r i e u r e m e n t  

s i m p l e  

p~) - -  l l p a  + 17, [16] 

on t  6t~ p r o p o s d e s .  L a  p l u s  

es t  dub  a ~][ARGKIONNA. U n e  a u t r e ,  

p ( ~ ) - ~ 2 p ~ q - S p a q - i l - - r ,  [15] 

a dr6 d o n n 6 e  p a r  SEVERI, r d 6 s i g n a n t  le n o m b r e  b a s e  de  la s u r f a c e  s u p p o s 6 e  

d 6 n u 6 e  de  c o u r b e s  e x c e p t i o n n e t l e s .  A u c u n e  i n d i c a t i o n  n ' e s t  f o u r n i e  s u r  la  
v a l i d i t 6  6 v e n t u e l l e  de  l ' 6ga l i t6 .  U n  p r o b l ~ m e  d e m e u r 6  jusqu ' f i  p r 6 s e n t  d i f f i c i l e  i~ 

r 6 s o u d r e  r e s t e  d o n e  pos6.  
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