
Sulla totalit'~ delle relazioni general izzate  di t t u rwi t z  
di u~a  matrice  quasi  abel iaua.  

)femoria di FABIO CONFORTO (a ~oma). 

Sunto.- Premesse alcune considerazioni generali sulla teoria aritmetica dells funzioni e 
delle variet~ quasi abeliane, destit~ate a venir riprese ed esposte eompiutamente in altri 
lavori, si app~'ofondisce, lo studio da un puuto di vista stvettamente aritmetico delle 
relazioni generalizzate di ttU)~WlTZ relative ad una matrice quasi abeliana ~)~ determi. 
nando che in una s'imile relazio~,e, che ~ del tipo Aol ~ ¢,~I (con la I matrice ad elementi 
tnteri e la A matrice ad elementi complessi), la ] individua la A s e e  solo se ~'-~-~. 
Inoltre la I pub esser data ad arbitrio see solo se p ~ p. Se invece p ~ p, la I si riduce 
in generale alla ~U (ova ~ d u n  intero qualunque e la U ~ la matrice diagonale uni. 
taria). ~Per valori particolari dei moduli alla soluzione I -~ ~;U possono tuttavia aggiun- 
gevsi adche altre soluzioni. 

1. Introduzione.  - -  5[ella presente memoria prosegao F esposizione di un 
complesso di ricerche, tendenti  ~ trasportare al campo delle funzioni quasi 
abeliane, la eui teoria b stata reeentemente eostruita da SEYERI (~), quella parte 
de l la ,vas ta  teoria delle funzioni abeli~ne, ehe va sotto il home di t eor ia  del le  

m a t r i c i  d i  R i e m a n n  (SCORZA (~)) 0 di teor ia  a r i t m e t i e a  delle f u n z i o n i  abe l iane .  

In mode pifi precise, dirb c h e l a  maggior parte dei risultati ,  dei quail sono 
gih in possesso, si aggirano in quel eomplesso di idee e di questioni, ehe, 
nel case abetiano, ~ dominate dalla considerazione del eosiddetto i n d i t e  d i  

mol l ip l icabi l i td t .  Non sono invece aneor~ riuscito ad isolare nel easo quasi 
abeliano aleunch6 di analogo a l l ' i n d i t e  d i  singolaritd~; che si introduce nella 
teoria delle matrici di RIS3MAN~. 

Senonehb, anche limitandosi alle questioni di moltiplicabilit/~, si palesano 
differenze profonde t r a i l  ease abeliano e quelto quasi abeliano, ehe fanno 
sembrar lecito l 'affermare ehe la t eor ia  a r i t m e t i c a  del le  f u n z i o n i  q u a s i  abe l iane  

b dest inata ad assumere un 'ampiezza  forse anche maggiore della eorrispon. 
dente teoria abeliana, senza ad ogni modo ridursi  affatto ad una pifi 0 meno 
ovvia generalizzazione di questa. Una delle anzidette differenze profonde, ehe 
ha carat tere  generale, b eonseguenza del fatto ehe, meptre una matriee di 
R I E ~ A ~  (~ i n d i v i d u a  un corpo di funzioni abeliane, e ciob il corpo eosti- 

(i) 1~. SEVERI, F unzioni quasi abeliane, ~ Pontificiae Academiae Scientiarum Seripta 
Varia ,~ n. 4~ 1947 ; tale .Memoria sar/~ citata in seguito con lV. Q. A. 

(e) Cfr. le due "fondamentali Memorie di G. SCORZA, Interne alla t, eoria generale delle 
matrici di Riemann e a d  attune sue applicazioni, ~ Rend. Palermo ~, t. 41, 1916 e Le algebre 
di ordine qualunque e le matrici '  di Ri~mann,~ Rend. Palermo ,,~ t. 45, 1921. 



300 F. CONFOm'O: S Mt(~ tot~,lil~'~, dclle rclazio~ff genc~ali~,zole di H~rwitz, ecc. 

tuito da tulle le funzioni meromorfe con la ~abella di periodi primitivi to, 
avviene invece che vi possano essere pii~ corpi di funzioni quasi abeliane 
con la stdssa tabella to di periodi (primitivi}, tutti  contenuti  nel corpo pi~ 
ampio di tulle le funzioni meromorfe con la ~abella di periodi to. Da eib 
consegue the,  mentre nel caso abeliano le proprieth ari tmetiche deIla matrice to 
si riflettono univocamente nel campo funzionale, pub inveee a priori aw~enire 
he1 caso quasi abeliano ~ ed effet t ivamente avviene - -  the  una  proprieta 
ar i tmetica delia m si interpreti  in modo diverso in rapporto ai varl corpi 
quasi abeliani con la t}~bella di periodi to. )fentre pereib la teoria delle ma- 
trici di RIE~A~¢ pub essere sviluppata, come ad es. avviene nelle eta ssiche 
rieerehe di Scouz& laseiando comp~etamente da parle ogni aspetto funzionale. 
senz~ the  con questo venga sostanzialmente menomato il suo contenuto, 
l 'aspetto funzionale deve iuvece essere enuto sempre presente nel caso quasi 
abeliano, giaechb esso non b assorbito dal l 'aspet to aritmetieo. 

Scendendo ora a qualche considerazione piO concreta, ricorderb ehe gih. 
in ateuui preeedenti lavori (a) ho avuto occasione di introdurre le relazioni 
generalizzate di HURWI~Z di una matrice quasi abeliaJ a'to Idove intendo per 
matriee quasi abeliana ogui matriee a = t i t h e  ed a = ' ~  2r: eolonne, In quale 
si possa considerate come la tabella dei periodi primitixi di un corpo di fun- 
zioni quasi abel iane;  se ='~--2~ la matrice eonsiderata diviene una matrice 
di RIE~IA~N di gene re  = ed il corpo un corpo di funzioni abeliane). Dieesi 
preeisamente relazione generalizzata di HURWITZ della matriee quasi abeli~ na to, 
ogni relazione del t ipo:  

(1.1) A~o ---- mI, 

nella quale I ~ una matrice quadrata  ad elementi interi d 'ordine  r~' e A 
una matrice quadrata  ad elemm~ti comunque comptessi d'ordine =. ]~] ben nolo 
che, nel caso abeliano, le due matriei A ed I s~individuauo reciprocamente 
e che per moduli generici l ' un iea  seelta possibile per la 1 ~ la I = T U ,  
essendo ~, un intero arbitrario ed U la matriee diagonale unitaria,  d%rdine 2~. 
Per moduli particolari  pub tut tavia darsi c h e l a  I possa essere scelta anche 
in mode diverso dalla ,~U, mai perb potendo essere data arbi trar iamente.  
Ora, nel terzo dei lavori citati in (~) h o f a t t o  vedere ehe anche uel caso quasi 
abeliano la A individua la /,  mentre semplici esempl dimostrano c h e l a  I 
non individua sempre la A. Pub inoltre avvenire che la I possa essere data 
arbi t rar iameute .  

(a) F.  OO~FORTO~ Sopra  tS t r a s f o r m a z i o n i  in  s~ del la  va~'ietdt d i  Jacobi  r e l a t i v a  a d  u n a  
c u r v a  d i  genere effett ivo diverso dal  gene~'e v ir tuale ,  i n  ispecie nel  caso di  get,ere effett ivo 
nul lo ,  ,, A n n a l i  di  M a t e m a t i c a  % t. X X V I I ;  1948; Alcune  osservaz ioni  s u l l a  teoria delle f~n .  
z ion i  e delle va~'iet& quas i  abelia~e,  ~ Boll .  d e l l ' U .  ~[. I. ,, se r ie  I I I ,  a n n o  I V ,  u. 1~ 1949; 
Sopra  le corr i sponde~ze ,  m~ivoche t ra  i p n n t i  d i  u n a  varietdt quas i  abe l ia~a  di P icard ,  
rappresen ta t e  da  congruenze l inear i  t ra  gli  i n t egra l i  v i r t u a b n e ~ t e  di p r i m a  specie~ ,, ]{end. 
Ace.  L i n c e i  % ser ie  V l [ l .  Vol  V, t948. 
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Nella presente  Memoria db r isposta completa alle varie quest ioni  t he  
cosi si pongono, determinando la condizione necessaria e suf f ic iente  perch~ 
la I i n d i v i d u i  la A e peroh~ la I si  possa  dare arbi t rar iamente .  Viene altresi 
precisato il problema di de termina te  tutte le A che, ins ieme ad  u n a  da ta  I, 
danno  luogo, per  un 'assegna ta  to, ad  u n a  relazione (1.1). La trattazione ha ea- 
rat tere esclusivamente  ar i tmetico;  e si conclude mettendo in evidenza il fatto 
che le matrici  quasi  abelian% per le quali  in rapporto alia quest ione t ra t ta ta  
si hanno pvoprieta analoghe a quelle delle matrici di RIEMA~,  sono quel le  
per cui i carat ter i  p, 8~, ~.~, p introdo~ti daSEVERI soddisfano alle eondizioni:  

t l  valore del carat tere ~ non ha invece a lcuna influenza. 
L 'aspet to  funzionale delle r icerche qui esposte, in rapporto alle trasfor- 

mazioni in s~ (algebriche o no) delle variet/~ quasi  abeliane di PICAI~D~ alle 
involuzioni tracciate su una tale variet~ (che siano o no birazionalmente equi- 
valenti alla varieth data), aila teoria della moltiplicazione e della trasforma- 
zione delle funzioni quasi abeliane, sino a.ll 'introduzione di un indice di mol- 
tiplieabilit'~ per  ogni matrice quasi  abeliana, sarh oggetto di altri lavori. 

2. Un'osservazione p r e l i m i n a r e . -  ]~] facile persuadersi  che i problemi di 
determinare tutte le relazioni generalizzate di ttURWI~Z relative a due matrici  
quasi abeliane effuivalenti  coincidono. Per  due matrici equivalent i  (~)s'intende 
qui due matviei quasi  abehane  (, ed to', che siano legate tra loro da una  
relazione del tipo : 

(2.1j to' --- atoA, 

essendo a una qualunque  matrice quadra ta  d 'o rd ine  z: a determinante  non 
nul[o ed A una qualunque  matrice d 'ordine r:' unimodulare,  ossia ad elementi  
interi col determinante  ~ 1. 

La dimostrazione (~ identica a quel la  che si svolge net caso abeliano; 
onde baster/~ aceennar la  rapidamente.  Se :  

(2.2~ A~o = ~oI 

una relazione generalizza~a di HURWI~Z, relat iva alia m, da essa si deduce 
subito una relazione analoga per  la so'. Infat t i , ,  dalla (2.1) si r icava imme- 
dia tamente  : 

to = a - , o ) ' A - i  

(~love 18 A -*, come inversa di una matrice unimodulare,  sarh ancora unimo- 
dulare) e qu indi :  

A~,) - Aa- ' to 'A  -~, ¢oi - ~- 'o ) 'A-*I .  

(') F. Q. A., n. 4:~. 
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onde ,  p e r  la  (2.2) s a r h  a n c h e :  

h a - ' t o ' A  -~ ----- ~-'to'A-'I, 

os,:ia, m o l t i p l i c a n d o  a s i n i s t r a  p e r  la  a ed a d e s t r a  p e r  la  A :  

(2.3) (~Aa-  ' j .  to' = to'. (A-'IA), 

che  i~ u n a  r e l a z i o n e  di HURWITZ p e r  la  (o', e s s e n d o  o v v i a m e n t e  la  A-~IA 
u n a  m a t r i c e  ad  e l e m e n t i  in te r j .  

I n v e r s a m e n t e ,  da  u n a  r e l a z i o n e :  

A'to' ~ to ' I '  

p e r  la  to', si r i e a v a ,  t e n u t o  con_to d e l i a  {2.1): 

A'~toA =amAI ' ,  
d a  cu i  : 

=  .(AV/4 '), 

che  ~ u n a  r e l a z i o n e  di I - IuRwtTz  pe r  la  to. 

~ o n  p o s s o n o  poi  d u e  distinte r e l a z i o n i  di  I-Iul~wI~z pe r  la  to, s i ano  e s s e :  

(2.4) A,to = m I , ,  A2to = toi l ,  

d a r e  l u o g o  a l i a  stessa r e l a z i o n e  p e r  la to', g i acehb ,  p e r  la  (2.3), d o v r e b b e  

a l l o r a  e s se r e  : 
a h ~  -~ = ~A~a -~, A-~I~A ~ A 'I~A, 

e da  q u e s t e  si r i c a v a  s u b i t o :  

A l = A.,, 1, = I~,  

s icch~  le d u e  r e l a z i o n i  (2.4) n o n  s a r e b b e r o  d i s t in t e .  
Si  c o n c l u d e  che  vi  ~ c o r r i s p o n d e n z a  biunivoea t r a  le r e l a z i o n i  di H l . m w I ~ z  

p e r  la  to e p e r  la  to'; e c on  la  c o i n c i d e n z a  a n z i d e t t a  dei  d u e  p r o b l e m i  de l l a  

d e t e r m i n a z i o n e  di  tal l  r e l a z i o n i  p e r  la  to e pe r  la to'. 

3. A l c u n i  r i c h i a m i .  - -  I n  base  a q u a n t o  de t to  al  n. 2, s a r h  d u n q u e  suf- 

f i c i e n t e  l i m i t a r s i  a l i a  de t e rmin ,~z ione  di tu t t e  le r e l a z i o n i  g e n e r a l i z z a t e  di 

HURWI~Z pe r  u n a  m a t r i c e  q u a s i  abel , iana  ne l l a  forma normaIe di SEVEI~I~ 
oss ia  p e r  le m a t r i c i  q u a s i  a b e l i a n e  del  r ipe {~): 

A(P,P) p.(v,v) 0(2o,<) I (3.1) t o =  0 (~,,p) ~,(<,P~ B (~''<l • 

0(~,p) Q(~,p)  0(~,<) 

(~) In  realth la dimostrazione del fatto che ogni matrice quasi abeliana b equivalente 
0d una matrice in forma normale b subordinata al verificarsi di un'ipotesi~ detta da SEVER1" 
• l 'ipotesi L,,, the potrh eventualmente essere restrittiva (cfr. F. Q. A., nn. 45 e 47). Se 
l'ipotesi L dovesse veramente risultare restrittiva vi potrebbero o~ssere corpi di funzioni 
quasi abeliane~ per i quali la matriee dei periodi non potrebbe essere ricondotta alla forma 
normale. Tall (eventuali) eorpi ai intendono comunque esclusi dalle considerazioni delia pre- 
sente memoria, nella quale la forma normale della matrice dei periodi ha un ufficio essenziale. 
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Nel la  (3.1) si ~ ind ica te  con A(*,~) (e s imi lmen te  con ~2~*,~), ~2~(*,~), eec.) 
una  ma t r i ce  ad r r ighe  e a d  s c o l o n n e ;  (0(~, s) r a p p r e s e n t a  in pa r t i co la re  la 
ma t r i ce  ad r r ighe  e ad s co lonne  con gl] e l ement i  tut t i  nulli). Ne segue  t h e  
la ma t r i ce  to nel la  (3.1) i~ u n a  ma t r i ee  a ~ : : p  + ~ -~-~ r ighe  ed a ='----2p -~, ~, 
colonne.  Inol~re B('~,~) ~ la ma t r i ce  d iagonale ,  i eai  e l ement i  su l la  d ia~ona le  
p r ine ipa l e  va lgono  2~i;  e la  ma t r i ce  

(3.21 It A(P,~) ~2~v,~)II 

u n a  ma t r i ce  di R~F, MA:~  ~ormale di genere  p,  pe r  gu isa  {~} t h e  A(p,p) 6 
la ma t r i ce  d i a g o n a l e :  

(3.3) A(P,P)~--- 

27:i 
d~ 

2r~i 

d. z 

27:i 

eve i flivisori elemenlari  d~ (i ~-~ 1, 2, ..., p) sono i n t e r i  posi t ivi  tali che d~ ----- 1 
e d~ (i --= 2, 3, ..., p) ~ mul t ip le  di d~-l, ment re  ~(P,P) ~ una  ma t r i ce  simmetrica,  
tale  che le par t i  real i  dei suoi  e l ement i  si possano  p rende re  come i coeff ic ient i  
d i u n a  fo rma  q u a d r a t i c a  de f in i t a  e nega t iva  in p var iabi l i  (reali). 

Sia  avver t i to  esp l ic i tamente ,  una  vol ta  per  tut te ,  the ,  nel  seguito,  quando  
occorrer '~ a d o p e r a r e  in mode  cor ren te  n u m e r o s e  matr ici ,  si t r a lasce r~  la scrit- 
t u ra  dei due  indici  ind icant i  il n u m e r o  del le  r ighe  e del le  colonne,  e v e - c i b  
s] possa  fare  senza c rea re  ambiguitY. Se cosi ad es. capiteri~ che, nel corse  
di un calcolo,  gli in ter i  p, ~ ,  ~ siano fissi, la ma t r i ce  (3.1) si scr iver~ sem- 
p l i cemente  nel la  fo rma  : 

A g~ 0 1 t3.4t ~ o =  0 ~2 t B . 

0 Q~ 0 

Accan to  ai tre caratleri  in ter i  (positivi  o n u l l i ) p ,  ~,, ~ ,  SEVER1 ha an- 
t h e  in t rodot to  i ~) un  quar to  carattere intero ~ ( ~  0}, che r a p p r e s e n t a  la  carat-  
t e r i s t i ea  de l la  ma t r i ce  ~2~, onde sari~ s e m p r e :  

(3.5) ~ ~ P, ~ ~ ~2. 

In t rodo t to  it ca ra t t e re  ~, si pub  sub i to  cos t ru i r e  una  ma t r i ce  equ iva l en t e  
a l ia  (3.1), ehe ha  la s tessa  fo rma  del ia  ( 3 . 1 ) m a  pe r  la qua le  la ~-2 ha  l ' a spe t to :  

IIC(P '~) P~',(P,P-~) 
(3.6) ! ~ ( ~ , p ) ~  0(~-e,~) O(~-P,p-. ~) , 

(~) Cfr. ades .  il mio volume: Funzioni abeliane e mabrici di Riemann, p. I, ~ Corsi 
delFIstituto ~azionale di Alia ~¢[afematica % Roma; 1942; cap. I; n. 48. 

(7) F. Q. A., n. 55. 
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dove la C ~ la matr iee  diagonale, che ha tutti  gli elementi  sulla diagonale 
principale eguali a 2rci. 

Nel seguito si far~ costantemente  r iferimento alte matrici  quasi  abeliane 
della forma (3.1) o (3.4), per  le quali  la fi~ abbia  l ' espress ione  {3.6). 

Oceorre anche r ieordare (8) ehe, compatibi lmente con l 'es is tenza di un 
eorpo K di funzioni quasi  abeliane di 7: variabili ,  la matriee to nella forma 
(3.1) pub essere scelta arbitrariamente,  nel senso ehe, scelti ad arbi t r io:  i tre 
interi {positivi o n u l l i ) p ,  81, 82, tali ehe r c ~ p - t - ~ t  + 8 2 ;  u na matrice di 
RIEMAI~N normale di genere p del tipo (3.2) con divisori elementari  qaals ias i ;  
due matrici  ~2t(~,,P) , ~22(~,P) , e eostrui ta  ~ con tall elementi la matr ice (3.1), esiste 
sempre un  eorpo di funzioni quasi  abeliane, cha ha, la matr iee {3.i) come 
matr iee dei periodi primitivi.  

Da quanto ora de$to, consegue in particolare,  con riferimento alla (3.6), 
ehe anehe il earat tere  f~ pub essere dato arbi trar iamente,  compatibi lmente con 
le (3.5); e ehe arbi t rar iamente  possono anche esseie  assegnati  gli elementi  
della matrice Q'.~ nella (3.6}. 

Si consideri infine la totalittt delle matriei  quasi abeliane di dati carat- 
teri p, 8,, 8~, ~, per le quali  si immaginino inoltre fissati i divisori elemen- 
tart, che ne]la (3.1) intervengono nella matr iee Alp, p), definita dalla (3.3). 
Fissati  p, 8~, 8~, ~ ed i divisori elementari ,  la anzidetta totalit'~ si pub 9tte - 
nere lasciando variare in mode cont inuo:  

p(p  -l- i) 
v - ~ ~ p 8 1  + p ( p - - e ~  

modul i  (9) tra loro indipendenti,  ehe, r iferendosi alle (3.1), (3.2) e (3.6), sono 
semplicemente gli elementi  della matriee s immetr ica f ] e  ~li elementi delle 
matrici Q~ ed ~'~. Detta variazione ~ in sostanza arbitraria,  salvo la condi- 
zione di carat tere qualitativo, esprimentesi  eio5 con disuguaglian~e, che le 
pat t i  reali degli elementi della Q siano i coefficienti  d i u n a  forma quadrat ica  
definita e negativa. 

La totalith delle matrici quasi  abel iane di dati carat ter i  e divisori ele- 
mentari  eosti tuisce percib un unico continuo a v dimensioni. Ha  percib senso 
di parlare di matrice quasi abel iana generi~a o a modul i  generali~ ovvero 
anehe di proprieth valide in  generale per le ma, trici di detta totalit'~. Come 
al solito s'intender~t con cib dire che le matrici della, totalith che non soddi- 
sfano alla proprieth eonsiderata~ formano uno o pifi continui di dimensione 
minore di v. 

4. Sul la  individuazione della A data la 1. - -  Mi propo:~go ora di inda- 
gare anzitutto la possibilith di determinare  la A data la I, quando sia soddi- 

(~) F. Q. A., n. 54. 
(~) F. Q. A., n. 55. 
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sfatta per una  data matr ice 
Hunw~wz de1 tipo (1.1). 

Assunta  alFuopo la ~o nella forms (3.1), si ponga:  

(4.1) I =  

quasi abel iana ~o una  relazione generalizzata di 

con l ' in tesa  che gli elementi  
mendo allora che 
zioni ira matr ici  (~°}: 

(4.2) 

della I~a (h, k = 1, 2, 3) siano interj. Espri- 
soddisfatta la (1A), si perviene al sistema di hove rela- 

A I~, + (gIs, 

A I~  + QI~ 

A L s + ~ L s  

--= A, IA 

= A , i ~  + A , ~  t + AiaQ.2 
= A,~B 

: A.2,A 

: AsiQ -t- A ~ ,  + A~sQ 2 
: A~B 

fl~I~, = AsiA 

Q~I~  : A3tf~ + A s ~  t + AaaQ~ 

fl2/~s = Aa2B. 

Per  vedere sd e sino a qual punto la I individui la A, si eoncepiseano 
nelle t4.2) le Ink (h, k : 1, 2, 3 ) c o m e  date e si cerchi  di risolvere detto 
sistema rispetto alle matr ici  Ahh (h, k = 1, 2, 3). 

A questo scopo si osservi che le matr ici  A e B, essendo (n. 3) diagonati  
con gli elementi  sulla diagonale prineipale tutti non nulli, son certo dotate 
di inversa A -I  e B -l .  Dalla prima, terza, quarts ,  sesta, sett ima e nona delle 
(4.2) si pub quindi senz 'al t ro r icavare :  

A,,  = (A 1,, + ~I , , )A-  ' 

A,~ = (A 1,s + ~2/~s)B -' 

(4.3) 

As~ 

A23 

Ne consegue c h e l a  matrice I ind iv idua  le matrici  A , , ,  h,~, A.2t , A ~ ,  
As~ , ossia, per la seconds delle {4.t}, le pr ime  due colonne della matrice A. 
Per  de te rminare  ta terza colonna della matr ice A, ossia le matr ici  Als ' 
h~:~, r imangono la seconds, la quin ts  e la ottava delle equazioni (4.2). 

(io) Gih indicate al n. 4 del primo dei miei lavori  citati alia nots (s). 
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Tall equazioni, sostituendo in esse le espressioni (4.3) per le 
A~,, A~,  A~,, A~,  divengono : 

(4.4) A,~9, - -  L(~,~), h~2~ = M(~,,~), h ~  = N(~,,~, 

ore  si ~ posto:  

A,,: A,,. 

L = AI,~ + f l I~  - -  (AI , ,  -t- ~ I ~ , ) A - ' ~  - (AI,~ + QI23)B-'~2 , 

(4.5) 31= ~,I~ +BI~  --(Q+I,, +BI,,IA-'(2 -- {P-~L~ + BI~.~)B-'Q, 

17 = ~ I ~ - - [ t ~ I ~ , A - ' Q  - -  ~ : I ~ B - ' ~ , .  

Data la I e la % le matr ici  L,  M, Z r son da r iguardarsi  come note. 
~¢on 6 ora da pensare che dalle (4.4) si possano r icavare le A,3 , A~3 , A3~ , 

molt ipl icando a destra per l ' inversa  di ~2 : an~,itutto perch~ la Q~ pub essere 
una  matr ice ret tangolare,  essendo a ~ righe, e a p eolonne;  e d 'a l t ronde,  
quand'  anche la ~ fosse quadrata,  essa potrebbe non essere dotata di inversa. 

Per  fare una trat taziene generale,  occorre percib proeedere al modo 
seguente.  

Introdotto (n. 3) il carat tere  p ed assunta la ~, 

A~(~, ~-'} ----- It R~ (~' ~) R~ ~ '  ~-r~) 

nella forma (3.6), si ponga 

N 
(4.6) I] 

Ji 
ed : 

{4.7} -~I(~'P) : II M, (~''~) 31I-J e~'p~~e) II ; 
N -= II Ny- ) II 

la pr ima delle (4.4), tenuto conto della (3.6} e delle (4.6} e (4.7}, d iviene:  

C ~'~ 
lIP, P~tt 0 0 = I L L ,  

'dal la quale si deducono le equazioni:  

Pi C =- L~, PiQ'~ = L 2 . 

l}, 

Procedendo in modo simile per le ul t ime due delle (4.4), il sistema delle 
equazioni (4.4} si t raduce alla fine nel sistema equivalente di sei equazioni :  

(4.8) Q,C - -  M , ,  Q,~'~ = M~ 

R,  C ~-  N,  , R,Q'2 --= N.2 . 

Ora, tenu~o conto (n. 3) che la C ~ una matr ice diagon~le con tutti gli 
elementi  sulla diagonale principale non nulli  e quindi dotata di inversa, 
dalle tre equazioni della prima eolonna delle [4.8), si r ieava:  

(4.9) Pi  = L ,  C- i ,  Q~ --~ M , C - ' ,  R ,  = N~C -~. 
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Le (4.9), tenuto conto delle (4.5) e (4.6), mostrano che la matrice I indi- 
vidua la pr ima  colonna delle matrici A~3 , A~3 , A3s, serille nella forma (4.6), 
ossia le matr ici  P4, Qt, Ri .  Le matrici  P2, Q~, R~, ehe eostituiscono la 
seconda eolonna r ispet t ivamente  delle A~3 , A~3 , A33 netla forma (4.6), non 
intervengono invece affatto helle (4.8), onde esse r imangono assolutamente 
arbitrarie.  

Dopo cib, tenuto conto delle (4.1), (4.3), (4.5), (4.6), (4.7), (4.9), si pub con- 
cludere col 

TEOREtXI[A i - Tulle e sole le matriei A, le quali, insieme ad una deter- 
mi~uzta I, soddisfano ad una  relazio~+e ge~eralizzata di Hurwitz  della malrice 
quasi abeliana (3.1) (per la quale la ~2 ha la forma (3.6)), sono le matriei 
della forma : 

( A I ~ - F  ~I~)A  -~ (AI~ 4-~I~3)B -~ L~C- '  g.~ I 

(4.10t i : (Q+I+,-+- BI3,)A- '  (£~,1+ a +BI+3+~)B -~ M , C - '  Q+ L 
~)~I.2,A - t  Q.~I2 ,B - i  N, C -~ R2 

dove L , ,  M,, N, sono rispettivamente le matrici formate dalle pr ime 9 colo~ne 
delle ~nalriei L, 5f, N definite dalle (4.5) e P~, Q~, R 2 sono matrici a ~.2--P 
colonne e rispettivamente a p, ~ ,  ~ righe, assolutamente arbitrarie. 

l~ella matr ice (4.10) intervengono cosi in totale:  

parametr i  arbi t rar l  onde si pub dire che le matrici A che, insieme ad una 
delerminala 1, soddisfano ad una  relazione get~eralizzala di Hurwi tz  della" 
matrice quasi abeliana (3.1) sono ~,(~-e).  

Dal Teorema I r isulta evidente ehe la matr ice I non indi.vidua di regola 
la A. Perch~ tale individuazione abbia luogo occorre e basra che nella (4.10) 
vengano a maneare  le matr iei  P:,  Q:, R 2. Ora ei5 succede o quando 
p -~ ~ ~ ~ ~ 0, ovvero quando ~ -~ ~ .  It primo caso i~ da sear tare  perchi~ 
allora sarebbe p - ~ - ~  +~ .~7 : - - - - -0 .  0ccorce dunque e basra che sia ~ ;  
e si pub percib concludere col 

TEOREMA II - Condizione necessaria e sufficiente perch~ nelle relazioni 
generalizzate di Hurwi tz  di una matriee quasi abeliana la malrice I individui  
ld  matrice~A ~ the sia : 

~ -.~ ~ . 

5. Le equazioni di condizio~e per la mat r ice  L - -  Sorge ora la questione 
di de terminare  tulle le matr ici  /, ehe, in rapporto ad una data matr ice  ¢o 
quasi abeliana possono entrar'e in una relazione generalizzata di HunwI~z  (1.1). 

Pe r  decidere su questo argomento, si ricordi ehe il sistema (4.2) 6 equiva- 
lente al sistema delle (4.3) e deile (4.8). 0 r a  le (4.3} e le tre equazioni della prima 
colonna delle (4.8) permettono, nei limiti in eui ci5" b possibile, la determi.  
nazione della A data  la I. Ma r imane  da eonsiderare  l 'uffieio delle tre equa- 
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zioni della seconda eolonna delle (4.8), le quail, tenure present i  le (4.9) si 
sorivono : 
(5.1) L,C-'Q'•  ---- L , ,  M , C - ' Q ' ,  = M , ,  N , C - ' Q ' ,  -~ N , .  

Per  le (4.5} e (4.7), le (5.1) non involgono pifi gli elementi  della matrice A 
ma rappresentano relazioni ira gl i  elementi  delle matr ic i  ~o ed I. in numero 
d i a l  pi i t  : 

p p - ÷ 8 , ( p  - + 8 (p - = ( p  8 ,  + 8 j ( p  - = = ( p  - 

Per  l 'equivalenza t r a i l  s istema delle (4.2) ed. il s istema detle (4.3)e ~4.8), 
le (5.1) sono le sole relazioni, a eui debbono soddisfare gli elementi  della I. 

Si t rat ta  ora di indagare se e quando le (5.1) siano ef fe l t ivamente  vinco- 
lant i  per la matriee / .  

All 'uopo si osservi t he  le (5.1) vengono a maneare se p = 8, - -  8~ = O, 
ovvero se t~--~-P. Ma la pr ima ipotesi va seartata perehb impliea 7: _-: O, sicehb 
le (5.1) non esisteno allora e solo atlora che sia p = p .  In tal easo, la ma- 
trice I pub ovviamente venir  seelta ad arbitrio, non essendoei alcun vineolo 
da rispettare.  

Proverb era ehe il case ~ = p  ~ l 'unico, in cui la I pub esser data ad 
arbitrio. 

Poichb, per  la prima delle (3.5), 6 ~ p ,  se non b ~--~p sar/~ ~ < p .  Sia 
dunque  ~ < p  e suppongansi  le (5.1) risolubili  con quals ias i  matrice I del tipo 
indicate dalla pr ima delle (4.1). Si trover'~ un assurdo, siech~ deve essere 
proprio p = p. 

Poiehb ~ 0  e ~ < p ,  sar~ certo p ~ l ,  siechb la matrice I~  b certo 
presente nella I, definita dalta pr ima delle (4.1). Si scelgano allora nella I 
nulle tutte le matriei c h e l a  compongono, tranne la Ij2 , ehe si r iduea alla 
matrice diagonale unitaria.  Pe r  la pr ima delle (4.5) sari~ a l lora :  

L = A  

sieeh6, posto, tenure oonto e h e l a  A b per  la (3 3) una matriee d iagonale :  

A ~(~, ~) 0(~, v-~) 
(5.2) A = O(v-l,,~) A(v-e,  lo-~) ' 

si avr/~ dalle (4.7t: 

(5 3) L~ ~ A~(~, c.' II 
O(~,v-P) 

O(v-~, ~) ' L.~ --= A~_(p-e, v-P~ " 

Cib premesso, ]a prima delle 15.1} deve essere, per ipotesi, soddisfatta da 
qua lunque  matrice I e quindi anche dalla I costrui ta  nel mode anzidetto. 

Per  le {5.3), sar/~ percib 



]~. CONFORTO: S~dlr~ tota~litd delle relazioni gene~alizzate di Hurwitz, ecc. 309 

c h e s i  scinde helle due equazioni :  

A~ C-ifl'~ --- O, 0 - -  A~. 

Ora, la seconda di tali equazioni (cbe, per essere ~ < p ,  non svanisce 
certamente) 6 manifes tamente  assurda, tenuta  presente  la (5.2) e la forma (3.3) 
per la matr ice  A. 

Si conclude per tan o ehe 6 certo 0----p; e si pub enunciare  il 
TEOR]~MA I I [  - Condizione necessaria e sufficiente pereh~ helle relazioni 

generalizzate di Hurwi t z  d i u n a  matrice quasi  abeliana si possa dare ad arbi. 
trio la matrice I ~ che sia : 

6. I1 case ~ < p .  - -  In  base al Teorema III ,  le equazioni (5.1) sono eHet- 
tivamente vincolanti la I quando e solo quando sia ~ < p. Anche in t a l  case 
vi possono essere tuttavia matriei  I, per le quali le (5.1) risultino soddisfatte 
per tutte 1.e matrici  quasi abeliane (di dati eara t ter i  p. ~ ,  ~ ,  ~ e di dati 
divisori e lementar i  nella matr ice  A), per le quali cio6 le (5.1) risultino iden. 
tieamente soddisfatte, al var iare  della matr ice  quasi abel iana to. Di matr ic i  
siffatte ne esistono eertamente,  giacchb la (1.1) r isulta certo soddisfatta, qua. 
lunque sia la to, ponendo per la A e la I le matr ici  diagonali uni tar ie  (d'or- 
dini rispettivi ~: e ~'). In quanto segue, le matr ic i  del tip~)anzidetto verranno 
determinate  tutte. 

Si t ra t ta  dunque  di de te rminare  tutte le matr ici  I, per le quali  le (5.1) 
siano soddisfatte per  tutte le to del ripe (3.1), essendo la A data dalla (3.3) e 
la ~ del ripe (3.6). 

All 'uopo si ricordi (n. 3) che nella (3.1i gli elementi  delle matr ici  Q~ ed 
~2'~ possono essere dati arbitraifiamente. Suppongasi  allora di seegliere gli 
elementi  di ~'~ tutti nulli. Le prime due delle (5.1), dovendo essere soddisfatte, 
forniscono necessariamente,  tenure conto che, come r isul ta  dalle (4.5), gli ele- 
menti  della ~'~ non entrano nel le  matr ici  L, M (e quindi neanche  ~elle L~, M2) : 

(6 .1)  = O, = O. 

Dovendo essere soddisfatte le (6.1), le pr ime due delle 
scrivere nella fo rma :  

(6.2) L, C-~f f  2 ~ O, M, C - ' f f  2 - -  O, 

(5.1) si possono 

che debbono ancora valere qua lunque  siano, gli elementi  di ~'~. Si scelgano 
allora gli elementi  di ~2'~ tutti nulli, t ranne  quello the  occupa l ' i -eslmo posto 
(1 ~ i ~ )  nella prima colonna. Dalle (6.2~ segue allora che debbono essere 
nulli  tutti gli e lementi  della i -es ima colonna delle matr ici  L~C - t ,  M i C - i ;  e 
poich~ i pub variare  da 1 a ~ (se ~ = 0  le (6.2) non esistono), si conclude 
che deve essere :  

L l 0 - '  = O, M~ O -~ -= O, 
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sar/~ dunque : 

e quindi : 

ossia, moltiplieando a destra per la C: 

(6.3) L~ - -  O, Mi = O. 

Tenure  presenti  le (4.7), le (6.1) e (6.3) equivalgono a dire che deve essere:  

L--O, 
ossia, per le (4.5}: 

(6.4) I ~,I~.~ + B I a , -  (~ , I . ,  + B I3 , )A - ' f f t  - -  ( ~ , I ~  + BI:~3)B- ' f l  ~ ---- O. 

Le (6.4) devono essere ora verificate scegliendo ancora arbi t rar iamente  
gli elementi  della ~ , .  Scegliendo tall elemJenti tutti  nulli, dovrh perci6 essere: 

AI, ,  -~- gI,~ = (AI,, + g±. , l )A - 'U  
(6.5) 

s i  consideri anzitutto la prima delle (6.5). La matr ice ~ ha cer tamente  
determinante  non nullo pereh~ al t r imenti  si potrebbe trovare una matr ice  ¢(Lp) 
ad elementi  non tutti  nulli, per cui "~f] sia nu l ta ;  e ci6 si palesa subito in 
contrasto con la nota disuguaglianza di RIEMANlq. Si pub quindi par lare  della 
inversa f~-~ della ~. Dalla pr ima delle (6.5) si deduce al lora:  

( A I , ,  + ~ I , ~ ) ~ - '  -~- (AI,, + ~I , , )A- ' .  

Posto : 
o: = (AI,~ + ~I ,~)~- '  ----- ( A I , ,  + ~ I ~ , ) A - ' ,  

a A  -~  A I ,  + f~I~,, ~ = AIv~ + f~I~ 

I I,, 1 
(6.6) a IT A f~ II ~-- II A P. II I~, I~ " 

La (6.6) ha la forma di una  relazione di HURWI~Z per la matr ice  di 
RIEMAI'~N l[ A ~ II; e eib, tenuto conto che tale matr ice di RIEMAI,~N pub ancora 
variare arbi t rar iamentc  {rimanendo perb fissi i divisori elemcntari ,  ehe com- 
paiono nella A), porta alla conseguenza che deve essere (~): 

(6.7) I , ,  - -  yU, I , ,  = O, I~, = O, I~2 - -  ? U, 

essendo U la matrice diagonale uni tar ia  d 'ord ine  p e ? un intero arbitrario 
(positivo, negativo o nullo). 

Dalla seconda delle t6.5} si r icava invece anzitutto, moltiplicando a sini- 
stra per la B -~ :  

16.8) L,  A - ' g  = L~- 

Se, in quest ultima relazione, si prendono, come ~ possibile (n. 3), gli 
elementi di ~ tutti real i ,  la A-~Q ~ ad elementi  immaginar i  puri, onde. es- 

tii) Cfr. ad es. loco citato in (6), cap. II, n. 18. 



F. CONFORTO: 8ulla iota,lira dellc relazioni generalizzate di Ht~rwitz, etc. 311 

sendo le Isl ed Ia~ ad elementi  interi e quindi reali, il primo membro della 
(6.8} 6 ad elementi  immaginari  purl  ed il seeondo ad elementi  reali, hie segue:  

I s l A - ~  = O, 1,2 = O, 

ossia, molt ipl ieando la pr ima di queste  a dest ra  per la Q-~A: 

(6.9) Is, = O, I~  ~--- O. 

Tenuto conto ehe debbono eosi essere necessar iamente  verifieate le (6.7) 
e le (6.9), le (6.4) forniscono:  

I (AI,3 ÷ ~2I~a)B-~,  = 0 (6.m) 
t (Qi12a + BI33)B - ~ ,  = YQI, 

le quali  debbono ancora essere soddisfatte prendendo arbitrariam(ente gli ele- 
menti  eli ga~ e di t2, questi  ultimi perb con la condizione della s immetr ia  e 
col vincolo the  le loro parti  reali siano i coeffieienti  di una  forma quadrat ica  
definita e negativa. 

Si prendano allora, come caso particolare, gli elementi  di ~ e di ~2~ 
tutti reali. Tenuto  conto ehe le matrici  A e B sono diagonali ad elementi  
immaginari  purl  (per guisa ehe lo stesso si pub dire della B- ') ,  segue the  le: 

sono ad elementi reali, mcntre  le :  

Q.I~3B-~flt , ~ , I23B- 'QI  

sono ad elemcnti immaginari  puri. 
Dalle (6.10) segue pereib:  

{6.11) t AI~:~B-'.Q, : O, (BI3aB- '  - -  "~U)Q~ : 0 
~2I~sB-'~2, = O, g a , I ~ B - ' ~ ,  : O. 

Ma se, per  una matrice a 8~ colonne, S, ~: 

SQl = 0 ,  

dove Q~ ~ una matr ice  a ~ righe ed a p colonne ad elementi  reali arbitrari ,  
si r ieava subito : 

S - - ' 0 .  

Infat t i  l ' i -es ima colonna di S (i = 1, 2, ..., ~)  si prova subito essere tut ta  
nul la  prendendo nella ~ nulli  tutti  gli elementi  t ranne Fi-es imo nella pr ima 
colonna. 

Dalle (6.11) segue perc ib :  

A I ~ B  -~ = O, B I ~ B  -~ = ?U, ~I~sB -~ = O. 

Dalla prima di queste, molt ipl icando a sinistra per A -~ ed a dest ra  per  B, 
segue :  I ~  = 0. Dalla seconda, molt ipl icando a sinistra per  B -~ ed a des t ra  
per  B, segue:  I ~ = ~ U .  Dalla terza, moltiplicando a ~inistra per ~-~ ed a 
des t ra  per B, si ha inf ine:  I~a = O. 



312 F. CONFORTO: Sull~ tota~litd, delt e reh~zioni c/eq~eraiizzate di Hurwitz, ece. 

Alle (6.7) e (6.9) sono quindi da aggiungere le :  

(6.12) 1,8 - -  O, /~a- -  O, 13~ = yU. 

Per  le (6 7), (6.9) e (6 12) la I data  dalla prima delle (4.1) diviene : 

o oil (6.13} I - ~  0 "rU(P, el 0 -~. yUt2p+s',~P +s*l. 

Pereh~ dunque una I sia tale che le (5.1) siano ident ieamente  soddisfatte, 
neeessario c h e l a  I abbia la forma (6.13), essendo y un intero arbitrario. 

]~ ora facile verif icare che, se la I ha la forma (6.13), le (5.1) sono sem- 
pre soddisfatte. 

Invero, quando la I ha la forma (6.13), dalle (4.5) si r ieava subi to:  

L ---- O, M = 0, N ~--- 3"~)~, 

sieehi~, per le (4.7), tenuto eonto della (3.6), si avrh :  

16.14) Nt = ~(C ~'f~'~ 
0 ' N ~ =  0 

Le prime due delle (5.1) sono quindi senz 'al tro soddisfatte, mentre  per 
la terza si ha :  

0 0 ' 

che si scinde hel le :  

yCC- i~ ' ,  = Yff2, O- C - i ~ ,  = O, 

le quali, essendo sempre soddisfatte, most,'ano ehe a, nehe la terza delle (5.1) 
i~ ident ieamente  soddisfatta. 

Si pub dunque eoneludere ebl 
TEOREMA IV - Se ~ ~ p, tutte e sole le matrici  l, per le quali  ~ soddi. 

sfatla una  relazione generalizzata di Hurwi t z  : 

qualunque sia la matrice quasi  abeliana o) (di dati caratteri), sono le matrici  
che si ottengono moltiplicando la matrice diagonale uni tar ia  per un  intero 
arbitrario. 

Per  il Teorema I, seelta la I a norma del Teorema IV, tutte e sole le A 
corrispondenti  ad una data I, ossia ad un dato T, hanno {tenute presenti 
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le (6.14)) la f o r m a :  

t6.151 A = 0 ~'U(~, ~,) 0 Q~ 
O 0 y U(~, ~) R'~{~, ~'-'--.~) ' 

0 0 0 R"~(~-~, ~-~¢') " 

con gli e lement i  del le  P~, Q~, R'~, R"~ arbi t rar i .  
Dal la  (6.15) seende  subi to  il 
TEOnEMA V - Quando sia: 

I : yU (~p+~,~p+~) 

con T intero arbitrario, tutte e sole le A c h e  insieme a tale I entrano in una 
relazione generalizzata di Hurwilz  sono le matrici della forma : 

A --~ O{~_~,p+~,+ P W(~,_~ ' ~_p) II 
dove gli elemenli delle malrici V e W sono assolutamente arbitrari. 

Quando si fissi una  d e t e r m i n a t a  I e ques ta  non si r i duca  al la  ~, U("p+~,ep~-~1), 
le equazioni  (5.1), in base al Teo rema  IV, non possono essere soddisfa t te  da 
qualu~,que (% onde in tal caso le (5.1), t h e  non r i su l tano  iden t i camen te  soddi- 
sfatte,  r app re sen tano  le equazioni  di u n a  varietfi., a pr ior i  anche  vuota,  
subordi~ata al cont inuo  v -d imens iona le  (n. 3) r appresen ta t ivo  di tu l le  le 
mat r ic i  (,) (di da t i  cara t ter iL Cib s igni f ica  che u n a  (eventuale) to, per  la quale ,  
in cor r i spondenza  a l la  d e t e r m i n a t a  I, r i su l t ino  soddisfa t te  le (5.1), ~ u n a  
ma t r i ce  quas i  abe l i ana  non pifi gener ica  ma  a moduli particolari. Per  una  to 
a moduli generab, non possono invece  esis tere a l t re  I a l l ' i n f u o r i  de l la  
TU(2P+~,2~'+~), perch~ appun to  per  una I d i s t in ta  da l la  ~,U(2p+~I,uP+~) le (5.1) 
possono essere soddisfa t te  solo da to particolari. I1 t eorema IV si pub per- 
cib anche  enunc i a r e  al modo s e g u e n t e :  

TEOR~([A VI  - Quando sia ~ < p, tutte e sole le relazioni generalizzate 
di Hurwitz ,  alle quali soddisfa la matriee quasi abeliana generiea di dati  
caratteri e divisori elementari sono quelle per cui la matrice I ~ la matrice 
dia'gonale uni taria  molt;plicala per un intero arbitrario. 

7. Ah.une cons ideraz ioni  compara t ive  e c r i t i che .  -- :Nella teor ia  ora svolta 
r i en t ra  come caso par t ico la re  il caso delle mat r ic i  di RI:EMAm,I per  le qual i  si ha  : 

(7.1) p > 0, ~i = ~ = 0, 

]~ pereib in te ressan te  r i cavare  come caso par t icolar% anche  per  eon fe rma  
dei r i su l ta t i  ot tenut i ,  i r i su l ta t i  not i  a proposi to  del le  ma t r i e i  di R I E M A ~ .  

A n n a l i  d* Maternal*ca.  8 e r i e  I~V, Tomo X X V I I 1  $0 
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Pe r  la seeonda delle t3.5) e delle 17.1), sarh, per  una tal matr ice :  

p_<$, = 0 .  
e quindi : 

La ~ = O, combinata con la prima delle (7.1), mostra che t~ anche 

~ < P .  

Si possono quilldi applicare i Teoremi 1I e ¥ I ,  r i t rovando cosi le pro- 
priet/~ note the  per  ulla matrice di RtE~JA~ la I individua la A {per essere 

- -  $~), melltre, se la matrice b generica, ]a I si r iduce alla sola ,(U@,~t )) {per 
essere ~ < p ) .  I1 Teorema I I I  indiea poi che, nel caso di ulla matrice di 
RIEMA:NN anche particolare,  la I non pub moi  essere data arbi t rar iamente.  

Poichb poi in base alle (4.7) la L si r iduce al'la L~, mcntre  le L~, M,,  
M2, Nl ,  N~ vengono a mancare  tper essere p = $ ,  -=$ .2=0) ,  le (5.11 si ridu- 
cono alla L =  0, ossia, per  le (4.5) (tenuto conto ehe la Q~ v:ene ora a man- 
care), a l l ' equazione tra matr ic i :  

(7.2} A I ~  + ~I~.~ = (AI, ,  -4 ~ I . , , I A - ~ ,  

ehe si r iduce a p~ equazioni, che legano tra lore gii elemcnti della f~ e gli 
elementi della L 

La (7.2) coincide con la prima delle {6.5) che si pub portare  alla forma {6.6L 
Se ora M b una matrice a coefficienti  interi costruita con i coefficienti di 
una forma principale della matriee di RIEMaN~,~ : 

in modo the  sia:  

(7.3~ 

la (6.61 si s t r ive :  

(7.4) 

~ = l l A  QI], 

toMO)_ l = O, 

e molt ipl ieando a destra per la matr ice  _Mo)_t, tenuto conto della (7.3 b la {7.4) 
si r iduee a l la :  

(7.5) ¢~M %_, : 0 
dove : 

M '  = I M  

aneora una matrice ad elemellti interi. La {7.5) rappresenta  una recipro- 
cit& r iemam~iana della ~o; ed appunto  dalla 17.5) prellde ]e mossc Sco~zA 
per s tudiare  le questioni  di moltiplicabiliifi  delle matrici di R]E~L~cN. 

Un secolldo caso part ieolare interessante b quel]o in cut p : 0 ,  che ho 
approfondito llel pr imo dei lavori citati in l~). Per  la prima delle t3.5t ~isulta 
qui :  ~ = p = 0 .  I Teoremi I I e  I I I  assicurano allora the  la I pub essere 
sempre data arbi t rar iamente  (per e~sere ~ = p )  e che la A risulta individuata 



F. COXFOI~TO: S~ll(; tola~il() delle rel,lzio,~i qene, alizzate di Hurwitz,  etc. 315 

o no dalla I ~ seconda che sia ~ : = 0  o ~z > 0. Nel pr imo caso si lla infatti  
~--8~ e nel secondo ~ ~ ~ .  Tutto cib ~ in perfetto accordo con i r isultati  

del n. 5 della Memoria ora citata. 
Infine, giova inettere espl ici tamente in. evidenza che, in base ai teoremi 

trovati, le matr ic i  quasi  abeliane che presentano le l~ii~" strette analogie con le 
matrici  di R I m I A ~  (individuazione della A data la I, r iduzione della I 
alla yU per b~ matrice generica, possibilitfi, di I diverse dalla, y U  per m.oduli 
partieolari) sono quelle per cui : 

= ~.2, ~ ~ P .  

Le matrici  di R IEMANN rientrano come caso part icolare tra tall matrici  
quasi abeliane. 

Come 5 ben noto dalla teoria delle matrici di RIElgANN, si possono effet- 
t ivamente trovare matrici  particolari ,  per  Ie quali  la I sia' dist inta dalla y'U; 
ed anzi, se si iml)one la condizione the  l~ I sia unimodulare  , le I distinte 
dalla __+ U p~)ssono essere in numero finito o infinito. Si pub domandare  se 
tall circostanze si present ino anche pet* un~ matriee effetlivamente quasi  abe- 
liana, per ia quale sia ciob 8~ ::~0 o 8e =~: 0. La risposta ~ affermativa,  come 
r isul ta  da earl  esempi, che sono gi~ in mio possesso. Se la I si suppone tut- 
tavia unimodulare,  sono riuscito soltanto a costruire esempi part icolari  per  
le qnali  le possibili  I sono in numero infinito. Rimane dunque  aper~a la 
questione se possano esistere matrici  effet t ivamente quasi  abeliane, per  le 
qnali esiste (oltre alla ~:  U) un numero finito di I unimodulari .  

Ma sul w s t o  campo delle questioni,  che cosi si aprono, come anehe sul 
significato funzionale dei risultati  della presente 3[emoria, r i tornerb in altri 
lavori. 


