Problemi al contorno ellittici, con dati discontinui, dotati
di soluzioni holderiane.

Memoria di Guipo StampaccHiA (8 Genova)

4 Giovanni Sansone nel suo 70m° compleanno.

Santo, - 5¢ frovano alcune condizioni le quali assicurano che la soluzione di un problema al
contorno per una equuzione differenziale del secondo ordine, di tipo ellittico e con dati
discontinui, ¢ hilderiana.

Sia u(x) una funzione, definita in un insieme aperto Q di E™ ed appar-
tenente ad HYQ), la quale, per ogni v di una opportuna varietd lineare
V (HyQ) <=V <= HYQ)) soddisfi una relazione del tipo (%):

[31";{},?101‘]'(%)1)1‘2&1)1” -+ IS bi{x)Diu 'uidm :f§f°v 4 5 fiDw | da
) i : Pl
0

'7]

ove i coefficienti a;fx) sono misurabili e limitati in Q e tali che, per ogni
x €Q, si abbia la (2.1).

Se:fo=[i=0,0=0(=0,1,..., m), E. DE GroreI [1] e J. NasH [13] hanno
dedotto, con metodi differenti fra loro, I’ htlderianitd di u(x) nell'interno di Q.
Nel caso piu generale considerato, ho dimostrato, in un precedente lavoro
[17], che se bix) € L™Q) e fix)€ LP(Q)li =0, 1,..., m) mentre Q soddisfa ad

una «condizione di cono», segue che: u{x)€ LIQ) {;— >% — 'ni@; Qg =oc 8¢ p> m).

In questo lavoro, supponendo che f;€L?Q) con p>m ed imponendo
alcune restrizioni all’insieme Q, deduco I’hdlderianitd di u(x) in Q. Per 'enun-
ciato di questo risultato rimando al § 1 ().

Il metodo di dimostrazione si avvale della tecnica introdotta da E. Dm
G10RGI nel lavero sopra citato [1]; in questa gioca essenzialmente la disrgua-
glianza (7.1), conseguenza della (2.1) e la validith di maggiorazioni nel tipo
{3.1) analoghe a quelle, ben note, di SoBoLEV; la validith di queste maggio-
razioni & assicurata in tutto @ dalle ipotesi relative all’insieme Q (cfr. def.
(3.1)). Dalle suddette maggiorazioni si deducono opportune informazioni

() Per le notazioni rimandiamo al lavoro [12].
(®) cfr. anche [18].
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2  G. Sramraccia: Problemi al contorno ellittici, con dati discontinui, ecc.

sull’insieme ove la funzione u{r) & maggiore [minore] di un numero %k le
quali permettono di dimostrare I'holderianitd della w(x) stessa in tutto Q.

I risultati qui raggiunti sfuggono a quei procedimenti di regolarizzazione
i quali utilizzano la sommabilith delle derivate della funzione ux) di ordine
troppo elevato (cfr. (12), cap. I1I) e perché i coefficienti non sono necessaria-
mente continui, e perch® & ha frontiera che non possiede necessariamente
iperpiano tangente variabile con continuitd e ancora perché la varietdh V non
¢ necessariamente di tipo (9T) (efr. [12] pp. 305-306).

Recentemente C. B. MorrREY ({7}, utilizzando la tecnica da lui stesso
introdotta in [5], cousistente nella valutazione della variazione dell’ integrale di
DiriosLEr su sfere di raggio variabile, — la quale ha gia fornito risultati vera-
mente pregevoli nel caso di due variabili (NIRENBERG [14]) e, nel caso di pia
variabili se i coefficienti sono supposti continui e V'insieme @ & piu regolare
(C. MiranDa [8] C. B. MoRREY [6)) — ed utilizzando anche la tecnica di Dx
Gi1oraI, ha studiato il problema in questione nel caso che: V= HyQ) otte-
nendo risultati pitt generali per quanto rignarda i coefficienti dell’equazione
dei termini di ordine minore di 2 e meno generali per quanto riguarda
Vinsieme. '

Sono venuto a conoscenza del lavoro citato di MORREY quando la stesura di
questo lavoro era gia terminata. L’uso di alcuni artifici utilizzati da MORREY
permetterebbe di migliorare i risultati di questo lavoro anche per problemi
al contorno diversi da quelli di DIRICHLET circa le ipotesi dei coefficienti
dell’ equazione.

Mi sono state molto utili per la forma della stesura del lavoro le conver-
sazioni che ho avuto con MAGENES, MIRANDA e NIRENBERG e di queste sono
loro molto grato.

§ 1. Premesse ed enunciati.

1. Sia R™ lo spazio euclideo ad # dimensioni i punti del quale indichiamo
con @ = (L1, Xz, e Lw); Y= (Yoo Yoo es Ym)y oo Indichiamo con Iy, g) la iper-
sfera ‘aperta di R™ di centro y e raggio p e con I'(y, p) Vipersuperficie sferica
contorno di Iy, g). Se & & un insieme misurabile di I'(y, 1), indichiamo con
‘S| la sua misura (m — l)}-dimensionale; in particolare:

T(y, 1)] = Sm—s=2 W/I‘(Z&)

mentre, se £< R», indichiamo con mis E la misura secondo LeBEscue del-

I'insieme F.
Sia @ un insieme aperto e limitato di B™ e indichiamo con oQ la sua
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frontiera e con Q la sua chiusura; poniamo:
Qy, o) =20 Iy, p) per y € Q.

Sia C* (Q) lo spazio delle funzioni reali w(x) continue con le derivate
parziali prime in Q tali che: u€LYQ), D€ ILAQ)i=1,2...,m) (¢=1) ed
introduciamo la norma:

Il o =1/l + 5 1| Dot s

Indichiamo con H%%Q) il completamento di CYQ) rispetto alla norma
lllll;, ¢ (porremo per semplicith: H*(Q) = H%*Q)). Indichiamo poi con Hjy %)
il sottospazio H® Q) costituito dalla chiusura, in H-Q), delie funzioni di
0YQ) che hanno supporto contenuto in Q (porremo, per semplicita: HYQ)=
= Hy Q).

2. Sia V una varietd lineare di H*Q) tale che:
HyQc V< HYQ).

Siano poi aifx), (i, § =1, 2, ..., m) funzioni reali, misurabili e limitate in
Q soddisfacenti la seguente condizione:

(2.1) W AP S aepdy <M E AF (NERY ©€Q; p>0l,
i=1 i, 4 §=1

%7

bi(w), be(x), ..., bulx) funzioni misurabili e limitate in Q con |bix)| <L e fo(x),
file) ..., fmlx) m 4 1 funzioni € LP(Q) con p = 2.
Poniamo ora, per u, v € HYRQ):

alu, v) = / V'8 4ijw)DauDp + 3 i) Do+ v do

i, 7 (£ Y

(f; ’U)='/S{fov +i§1 fil)wédw.

Q

Una funzione %(x)€ V, la quale, per ogni v € V, soddisfa la relazione
(2.2) afu, v) =(f, v}

sara indicata, brevemente, con u(x) = &(Q; V).
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Indichiamo con iu ¥ 2 ] la funzione che si ottiene troncando superior-
mente [inferiormente] la fanzione u, ciod la funzione definita nel modo
seguente!

fu*k=u se u=tk [lur=u se u=k
fu*=k se u=k [lux=k se u<k]
E noto che se w¢ HYQ) segue: {u ¥, {u!x € H'(Q) per k€ R.

DErINIZIONE {2.1). = Indichiamo ora con HH{yR—(y)] un insieme di valori
k€ R* per i quali esiste p(y) >0 in modo che: ju *a(r)€ V[.u 'ra(x)€ V] qua-
lunque sia la funzione w(x)€ V e la funzione afx)€ C'(B™) e con supporto
contenuto in Iiy, ply).

HKiy) pud indicare a volte H+(y) o H-(y).

Se ¢&: V= H4Q) & ovviamente:

K+ =H () = (— o0, + o0

e ofy) si pud prendere indipendente da y; se V & il sottospazio delle funzioni
di H%Q) che hanno traccia nulla su una parte 8,Q di 2@, posto 3,2 =2Q — a9,
si ha, per y€2,Q:

HKHy) = (0, + o), H(y) = (— oo, 0)
con ply) indipendente da y, mentre, per y €3,Q, si ha:
HHy) = K-yl = (—oc, + o)

con p(y) = dist. (g, L) (“).
3. Fissato un numero 3>0 ed un insieme aperto 4, indichiamo con
§(@; 4)
la famiglin dei sottoinsiemi B di 4 per cui si ha:

" ‘ 1 1 1
(3.1) 9]z <8 3 || Dt lzray con F=im

qualunque sia la funzione u(x) € C'(4) e nulla su Be 1<g<?2.
B evidente che se B, B, e B,€ &(3; A4) allora anche B, € &(3; 4).

(®) Con dist(y, E) indichiamo la distanza del punto y dall'insieme K.
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Poniamo ora la seguente definizione:

DErINIZIONE (3.1), = Diremo che Q ¢é h-ammissibile (0 < X < 1) rispetio alla
varietd v se esistono due numeri 3>0 e {>0 e. per ogni y€30 & possibile
determinare 5*yb>() in modo che per ogni p<—§{y) & verificata una delle se-
guenti condizioni:

i) per ogni u €V si abbia: (%

E[u = 0] 0 Quy, p) € §18; Ry, o)),
i) comunque si fissa un insieme misurabile E< Qy, ¢} soddisfacente
la relazione:
mis E > X mis Qy, p)
gi abbia:
E€§3; Ay, o))
e inoltre si abbia:

mis &y, ¢)>{mis I(y, p).

Indichiamo con 2,2 Uinsieme dei punti y di 32 che soddisfano la condi-
zione i) e con 2,Q Vinsieme di quelli che soddisfano la condizione ii).

Studieremo nel § 2 alcune proprietd della famiglia &3; 4), mentre nel
§ 4 mostreremo che vaste categorie di insiemi @ soddisfano la condizione (3.1).

4. I teoremi principali, che dimostreremo al § 3, sono i seguenti:

TroREMA (4.1). - Sia u(x)=6(Q; V) con %-ammissibile rispetto a V e sia
file) € LPR)¢ =0, 1, ..., m) con p>m.

Per ogni y€3,2 sia HHy) = (0, + oo} e H~(y) =(—o0, 0) e, per ogni
y€2.Q sia H+{y) = H(y) = (— oo, + o). Alora la funzione u(x) & continua in Q.

TeOREMA (4.2). - Se, nelle condizioni del feorema precedente, si suppone
che esista 3> 0 tale che per ogni y €,Q si abbia:

- ~

min [p(y), ely))>d
e, per ognt y € 3,R, si abbia:

min [p(y), ely)]> min [3, dist (y, 2,Q)]

(*) Una funzione u(x) € HYQ) si annulla nell’insieme EcQ se esiste una successione di
CaucHY {u,| econ u,(£)€CHY) tale che u,~—r1u in HY(Y) e u,(x) =0 su B.
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cioé, come diremo, si suppone che @ sia umfermemenie5—&;;@7;:233;63!@ rispetio a
-t

V, allora la funzione u(x) é hélderiana in Q.
Nel § 5 mostreremo I'applicazione di questi teoremi ad alcuni problemi
al contorno per equazioni del secondo ordine con dati discontinui.

§ 2. Alcune disuguaglianze per le funzioni di Hvq.

5. Prendiamo in esame la famiglia &(B, 4) dei sottoinsiemi B di 4 defi-
nita al n. 3 e cominciamo col dimostrare il seguente lemma:

LeMMA (5.1). - Se ux) € H9(4) con g>1 e Elu =0]€ & B, 4) segue :
1 1 1)

"
5.1 o < 8 3 1Dl (=z— )
=1
Intatti, nella ipotesi del lemma esiste una successione di CAUCHY {u,!}

di funzioni di CY(4) tali che E[u,=0]€ &3, 4) e per cui

Jim (o — e =0.

Si pud allora scrivere, per ogni n:
e
| ”
| tn |y =B 2 [ Dt sy
1=1
e richiedere che la successione #, converga quasi ovunque in A verso u{x).

Per il lemma di Fatou segue allora che u € L(4) e che sussiste la (5.1).
Dimostriamo ora i seguenti corollari del lemma precedente:

LEMMA (D.2). - Se u(x) € Hv1(A4) con q>1 e Elu=0]€§(B, 4). si ha:

- P— q m
15.2) (mis | FJw}> o] <5 [ £ | Dusprde
Jot==1
(5.3) [ | l2de < g ] % | D 9das (mis B[ w| > O)jaim.
=1
4 4

Per dimostrare la (5.2) basta osservare che:

o mis E[lu} > o] < / | |Tdux
A

ed utilizzare la (5.1).
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La (5.3) si oftiene anch’essa dalla (5.1) utilizzando la diseguaglianza di
SCHWARZ.
Enunciamo ancora due lemmi che ci saranno utili nel seguito.

LemMMa (5.3). - Sia ' = T(x) una frasformazione bilipschitziana (°) che
applica I insieme aperto A nell insieme aperto T(4). Fissato §> 0 esiste §>0
tale che se BE€F(B, A) allora T(B)€ &, T\4)).

Sia infatti o(x') una qualunque funzione di C*(T\4)) nulla su T(B}; posto
u(x) = v(T(x)), poiché wu(x) ¢ lipschitziana in 4 e nulla su B si pud, per il
lemma (5.1), scrivere la {5.1). Di qui, mediante il cambiamento di variabili
x' = Tix) segue, per un opportuno §' > 0:

[[v]lporray < 3 ||DWHL4 T(4))

Lemma (5.4). - Sia 4= Iy, p); fissato A>0(<1) sia Ny, ¢) la fami-
glia dei sotloinsiemi misurabili E d@ Iy, o) per cui:

mis £ > 2 mis I{y, o).
Esiste un numero 3 > 0, indipendente da p. tale che si abbia:
Wz(?i; C@'ﬁ, ( Y, )

Non diamo qui la dimostrazione di questo lemma in quanto la proposi-
zione & un caso particolare di un teorema pint generale che dimostreremo al
§ 4 (teor. 10.3).

6 Fissata una funzione u(x) € H-4Q)(g = 1) poniamo:
A*(k) = Edu(x) > k]; 4-(k) = E.fufw) < k]
e, per y€Q, scriviamo:
Ak, o) = A% (k) 0 Qy, p); A (k, o) = A~(k) 0 Qy, ¢)

sottintendendo, nei simboli a primo membro, il punto y.
11 simbolo A(k, p) stard poi ad indicare a volte A*(k, p) e a volte Ak, ¢).

(*) Ciod una trasformazione o' = T(x) biunivoca tale che, per una costante ¢>> 0, «i
abbia:

c 1‘ix!~m77|5|T(w/)_T(a;ll):\Sc‘wl_wH|.
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Dimostriamo ora il seguente teorema (%),

TEOREMA (6.1). - Sia ulx) € H-4R)qg > 1) con @ A-ammissibile rispetio alla
varieta. V. Si pud trovare una costanle ¢, tale che per ogni y€9Q, p < E(y) 8i
abbia :

(6.1) / ) — pde S co ) S |Da }qdw‘: [mis A(E, pjem
v fuz
Ak, p)
m—g
(6.2) [mis A(h, o] w" < - i [ S | D |2dw

Alle, ) —Ath, )
ove Ak, o) = A*ik, o[ Ak, o) = A~(k, ¢l) e b > K <K]
i) con ogni k positivo (negativo) se y € 2,2,
ii) con ogni k positivo (negativo) tale che:
(6.3) mis Ak, p) < (1 — &) mis &y, ¢)

se yeQU 2,Q.
Incominciamo ad esaminarce il teorema per valori positivi di % e conside-
riamo le funzioni:

(6.4) B = — ()%, {5 a(u) = {wi® — (uikh> k)

che appartengono anch csse a H»9Q) ed osserviamo che esse sono nulle su
Q — Ak
Se y € 3,9, poiche A nu) = 0] = B[tk (u) = 0] Elu = 0],

o
(6.5) Flte(u) = 0] N Q(y, o) € F(B, Ly, o))
Se y €2,Q” oppure y €, essendo:
Bt ) = 0] 0 Qy, o) = Qy, o) — A+(k, o)
e, per la (6.3):
mis ; B[tz (u) = 0] 0 Qy, o)} > X mis Qy, p),

si deduce ancora, per la delinizione di o per il lemma (5.4), la (6.5).

(%) T teoremi (8.1) ¢ (6.2) generalizzano aleuni teoremi di Dr Giorai [1] (pp. 2833).
Lia dimostrazione da noi data metic in evidenza il logume delle maggiorazioni di Dr Gionar
con quelle ben note di Sosorev [15].
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In ogni caso utilizzando il lemma (5.2), mediante la (5.3) per la funzione
{5 (u) e mediante la (5.2) per la funzione ¥ a(u) e assumendo per o valori minori
di A —k che fendono a i — k, si deducono la (6.1} e la (6.2).

In modo analogo si esamina il teorema per valori negativi di k.

Dimostriamo ora il seguente corollario:

TrEOREMA (6.2). - Nelle ipolesi del teorema precedente e q = 2 esiste una
costante ¢, >0 tale che:

66) (mis 4, o = = 52 [ Do | fmis A, o) — mis 40h, o)
- g e
Ak, P)

sotlo le stesse condizioni per k dette al teorema precedente.
Infatti, per la diseguaglianza di ScHwARz, dalla (6.2) per ¢ >1, si ha:

q
2m—2q

[mis A(k, o)) i = . / 2 | Dauf'de | (mis A(k, ¢) — mis A, )i

Co
th — k)

A(k’ P)

Passando al limite per ¢ tendente ad 1, si ottiene la (6.6).

§ 3. Magglorazioni e proprieta di u(x)=§Q; V).
7. Ricordando le definizioni poste al n. 6, dimostriamo ora il seguente:

TeorEMA (T.1). - Se u = &(Q; V) é possibile determinare due costanti vy, A
dipendenti da w, M, L, tali che per y€Q, 0<p <B<¢ly) e per ogni k € Hiy),
si abbia:

(7.1) 3 §Diu12dx§3~——Y ,{[u—k}zdw-}-A[ g L dac
=1 (R —pf J =0
Ak, p) Ak, R) Ak, B)

ove Hly) = H=(y) e Ak, o) & rispettivamente Ak, o) e A~(k, o).

Dimostriamo il teorema supponendo A(k, p) = A+, p), Hiy) = H+(y); in
modo analogo si procede se Ak, p) = A~(k, ¢) e Hiy) = K—(y)

Osserviamo anzitutto che, posto £3(u) = u — {u %, si ha:

Ditk‘T(u(ac)) =0 q. ov. in A7(k, ¢g) e = D q. ov. in A+, p).

Sia poi a(r) una funzione non negativa, continua con la derivata prima
per 0 <7< 4 oo tale che afr)j=1 per r <p e a(r) =0 per r= R ed osser-

Annali di Matematica 2
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viamo che, per la definizione (2.1), per ogni y €Q, 0<p< R<p(y) la funzione:
ol) = i (u(@))a(| 2 — y )
ove r == |® — y| indica la distanza dei punti x ed y, appartiene a V, perché

k€ RKiy).

Possiamo allora serivere, essendo wu(x) = &(Q; V):

Lo 1..m —_— Y
(7.2) j 3" afr)asjie) D Dyudz + / 5" o rlasie) Deul(z) — 1) 2L i -
‘3,}

A(k, ;z)j Ak, B
B \ g o T — Y
+ | I bilx)Difu(x) — Klalr)de = | ,-%oc('r)Dm + [u — Eje'(r) — dc +
i, By Ak, B)

+ j fofu — Klar)de.

Ak, B)

Per la (2.1) si pud scrivere:

" L.
(7.3) o ap) 3 |Dupde <3 / oe{r)ctisloc) Diaa Dyl
dwemy "1 i, By

mentre, per la diseguaglianza di ScHWARZ, si ha:

5l / o)t foo) Diuie) — 1) Y i <
i,j ¥

(7.4)

A(k, B)
=mM 3 [a(r)l‘%mle [2de %»‘a U “a((:;

Ak, B) Ak, R)

 (uia) — kpda [t

PR

3 byx)Diu[w — Kla(r)dw i =
Ak, B

<7} ar) 3 | Daupde | ar)ute) — kPdo .
{
Ak, By Ak, By

Con semplici considerazioni si deduce ancora:

{ fiz(r)Dmdm‘ = ma;c:(r} j firde + g / a(r)| Diu {*dx
A(K,RB) Alk, B) A(k, R)

(7.6)
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e, in modo analogo, per ogni ¢>0:

(7.7) [ folu — k}a(r)dx; <e / | — E[*da + m"“z:m / f.rdx.
Ak, B) A%, R) Ak, R)
Ancora, per la diseguaglianza di SCHWARZ, si ha:
(7.8) [ fio e — Wy Y dac‘ =} / fida %‘% | [« — k]zdw%*;W
A%, R) Ak, B) Ak, B
Dalla (7.2), tenendo conto delle relazioni (7.3)... (7.8) si deduce:
(7.9) _g; /«(ri” 2 | Do P + { 1§”}iedag; <
AkR) Ak, B)
< H(p. By, | afr) 5 | D lPdee +-| 2 fidx §§; f{u — EPdx $'§’+
A my AR B) A R) '
+ Aufp, <) f S fode + maz:{’r) / fodo + ¢ [ (o) — P d.
406, R) Ak, R) Ak, R)
Ove si & posto: Hfp, R}:maxl max i@, max %), max ar)|.
pr<i %(F) p<r<R o<r<R

Per soddisfare le condizioni imposte alla funzione «(r) basta assumere,
per p = r< R:

(R — AR — 2r — 3p)

=T m
. - . 36 . .
e si trova, se ply) & piccolo, Hig, R) S((_R—-p)z e max a(r) < 3. Sostituendo
tali valori nella (7.9) e ponendo e:ﬁ, si ottiene la (7.1).

8. Dimostreremo intanto alcune proposizioni importanti per il seguito:

TeorEMA (8.1). - Sia ufx)=8&(Q; V) e Q sia \-ammissibile rispetio o V
(O<i<1)e per p>m, si abbia:

(8.1) LELPQ) (=01, 2,.., m)
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Fissato 0 <c <1, supponiamo che esista un numero k, >0 tale che si abbia :
(8.2) (e, + oe) = HH(y).

E allora possibile determinare un numero positivo ¥ = ¥{o} in modo che, fissato
Yy EQ, p < min [p(y), ely)] per ogni k> k, tale che:

(8.3) mis 4+k, p) =3 mis Qy, ),
si abbia:
8.4 mis A*(k 4+ ad, o —op) =0
ove:
1 2(1_ %) 0ueett 2
(8.5) dzzﬁ?ﬁ/]u-—ki”dx—}—p U Z |fi|”dm‘p.
Atk 0) A+ )

Determiniamo ¥ in modo che risultino verificate le limitazioni seguenti
ove Gy, ¥, A, §, sono le costanti considerate nei numeri precedenti e
¥m = mis {0, 1):

N
(8.6) o= gt —2)
S Yo < !
2(P-+3)géyxm7:_¢ 2(H+1)Axml+ 7,2; - ;T
2 4 2 2 2
Vi gy W b
2\J frolinl 5G°Yxm4;n—« ZVT +300AXm_;'T
ove:
p = max <p :}'_;_1——2 + 4, Qm)
(8.7
) — (p — 4
=t

Osserviamo ora che per le (8.7); si ha:

2 2 m— 2 11
(8.8) v_>.m,v<1+;a—-§>2g, p.—4_y_g@—_, v(%—§)>1.
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Supponiamo dapprima che y €23,2Q, cioé che in y sia soddisfatta la condi-
zione i) della definizione (3.1); sussistono allora per il teorema (6.1) le {6.1)
e (6.2) per ogni k positivo e queste, insieme alla (7.1), valida per ogni
k€ KX+(y), forniscono le diseguaglianze seguenti:

(8.9) [|u-—~h}2dx:£'/|umk|2dm£
A+(R, ") A+(k, )

_<;§—9f oY [ u—kide+A| E frde %[mis A*(k, o

. =0

A+(E, o7} Ar{k, p’)
(8.10) [mis A (h, offm = —S | ¥ [ w—kfdm+ A [ B frae!
1=0 :

<<
TSR =R — )P -
Ak, 0) Ak, o)

per ogni k> k, e per ogni p' <¢” dellintervallo (s — op, p).

Supponiamo ora che y €Q U 2,Q; per il lemma (5.4) possiamo dire che
in y o soddisfatta la condizione 41} della definizione (3.1). Osserviamo allora
che per ogni k€J*y) che soddisfa la (8.3, per >k e per r tale che
p—oe<r=<p si ha:

mis A*(h, r) = mis A+, o) < & mis Qy, p) =< ¥ mis I(y, l)pm < & Hﬂ(slﬁ_?j,_c;iz;’f <

= mis Qfy, r) < (1 — 1) mis Qy, 7).

¥

T—apt
Sussistono ancora, per il teorema (6.1), le (6.1) e (6.2) per ogni % che

soddisfa la (8.3). Si deduce, come precedentemente, che sono valide le dise-
guaglianze (8.9) e (8.10) per ogni k>, che soddisfa le (8.3), per h>% e per
ogni p’' <p” dell’intervallo (¢ — a0, p).

In relazione ai numeri ¢ e d di cui all’enunciato ed ai numeri p e k che
intervengono nella (8.3), poniamo:

op aod
Pw=p—0p+57; ka=k+od—5

n*

(8.11) U, = /]u—kizdx

A+<kaz’ Pn)

o, =mis 4°(k,, p,).
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Otteniamo allora dalle (8.9) e (8.10) e dalla diseguaglianza di ScHWARZ:

Co'}' 92("—r1)

(8.12) Uy = o u,,a,,m + ATa,'" "—,"1’5
:?,: o2 ;(ZTU { «(92<n F1) w. + ATa, —-; } '

ove si & posto:

(8.13) T |filpdw < Tt

1==0

Dimostriamo ora, per induzione, che per ogni #, si ha:

(8.14) an < 2" mis 10, 1)
(8.15) o= 2% g,

Le (8.14) e (8.15) sono verificate per n =0 a causa delle (83) e (8.6);
supponiamo che esse siano verificate per valori non maggiori di »; si ha
allora, per le (8.12):

2z 1—]-2_E (1, 2‘—'2') 1+—2”_E
60722(”'§“1) «3-\@'” %‘mxmpz PA%‘ » me T PYm ™ P
uu+1 d M‘&{ZE{——‘ 25;.)3, vn < _{___. _E)
2m 2 P/

w—2 592 (h4-1) ( Y_p(n—f—l) Fpmd? Al 7 p ”‘{ ;) 12 )

a " .<_: D 3 Xm Py
nt1 d*s* ( o'c? A 2y(1_;)m \[
Ora a causa delle (8.6), {8.7),(8.8), segue:
dpmd? dpm
Unis S gomrrys Gnis S gy wis 10, 1),

Le (8.14) e (8.15) sono quindi verificate per ogni »; passando al limite per
#n ~ -4 oo si trova la (8.4).
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In modo analego si dimostra il seguente:

TEOREMA (8.2). - Sia u(x)6(Q; V) e Q A-ammissibile rispetto a V(0 <L <1)
e, per p>m, si abbia:

(8.1) fi € L?(Q) =0, 1,.., m).
Fissato 0 <o <1, supponiamo che esista k, <0 lale che si abbia:
(8.16) (— o0, k)= A (y);

¢ allora possibile delerminare un numero positivo ¥ = ¥(c).in modo che, fissalo
¥ €Q, o < min [ply), ply)], per ogni k<k,, lale che:

(8.17) mis A~ (k, p) =3 mis Qy,p),
st abbia:
(8.18) mis A=(k —od, p —op) =0
ove:
= 2 1 2(1— T) " 2
(8.5) = |u—kpde 4+ -5 }/ £ |pfranlp.
e, A=)
(ke

Una prima conseguenza dei teoremi precedenti ¢ il seguente:

TEOREMA (8.3). - Sia u(x) = 6(R; V) con 2 A-ammissibile {0<X<1) rispetto
a Ve per p>m, si abbia la (8.1). Esistano due numeri k,= 0, k, <0 tali
che si abbia:

(=00, k) SH(y); (kr, + o0) = HH(y.

Allora la funzione ufx) & limitata in Q.
Poiché @ & limitato (e chiuso) & possibile trovare un numero finito di
punti di €: y,, 9,,.., yy tali che si abbia:
- N _
Q=Y Qfy, elys) — oelyd)

ove ply;) < min [o(y;), p(y:)]. Detto poi k [k] un numero positivo > k; [negativo
<k;) tale che per ¢ =1, 2,..., IV si abbia:

mis A+(k, p(y:)) < % mis Qy;, ()

(mis A—(k, elys)) = & mis Qly;, p(y))]
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si deduce che q. ov. in Q. p(y) — so{y:)) si ha:

k—od <u<k-+od

ove .

d">&—m)f'“'2d“+ diom 0F (=) / Z, |fiPde

e di qui la tesi (7).
Dai teoremi precedenti si deduce il seguente:

TeoREMA (8.40). -~ Sia ulx)= 8(Q); V) ove Q & A-ammissibile (0 <t < 1)
rispetio a V e, per p> m, si abbia la (8.1). Fissalo y € Q e 4p < min [p(y), oly)] sia:

(8.19) l,= sup ux), I;= inf wux)
x€0(y, 4p) x&Q(y, 4p)

e

(8.20) w=o8c (#, 4p) =L — L

e per n < 1 sio
{le — nw, -+ o0} CH*(y)

(8.21)
mis 4*(l, — nqw; 2p) _
mis O, %)
oppure
{(—o0, I+ no) CH-(y)
(8.22)

mis A~(l, + nw; 2p)

<
mis C(y, 20) =%

ove ¥ ¢ il numero delerminato ai feoremi (8.1) e (8.2) in relazione a o= ;-

Allora esistono due numeri y ed Ny < 1), indipendenti da o e da y, per cut
si ha:

{8.23) osc (u, p) <7 ose(u, 4p) + No ».

Supponiamo, per fissare le idee, che siano verificate le (8.21). Potremo
allora determinare un numero 7, >0 in modo che, per k =14 — 70 sia

(") Per un teorema analogo cfr. |17] p. 231,
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verificata la' (8.2) e inoltre si abbia:
mis A+l — N5 2p) < ¥ mis Q(y, 2¢).

Pertanto per il teorema (8.1), poiché utilizzando la (8.13), si ha:

%‘(;)197’;[ (w— I, + o) de + 92\1— 5) { [i’:ﬁo i lpdx}p =

A+ di—n0; 2) A+ (—mo; 20)

1 1_"_!2
Mo 4 T2 p P] = d?

segue, che q. ov. in Q(y, ), si ha:

1 » 1 m

1 1.5 1-= 1 1 -1-=
u(m)£z1~mm+2mw+§rz@ P:Zl~—§')71w+gfzp P

e quindi:
1 | ]
os¢ {#, pj<z sup u —L<(l —zplo + ;1% »
xey, p) 2 2
e cosi la (8.23). Alla stessa conclusione si giunge se in luogo della (8.21) si
suppongono verificate le (8.22),
Dimostriamo ora il teorema seguente :

TeorEMA (8.5). - Sia ufw) = 6(2, V) con Q %— ammissibile rispetto a V

e, per p>m, si abbia la (8.1). Fissalo y€3 sia H*(y)=(— oo, + oo} se
Y€ e Ry = (0, +oo), H(y) =(—o00,0) se y€dLQ. Allora per ogni
e <min [ply), ply)] € verificata la lesi del feor. (8.4), cioé la (8.23),

Cominciamo  a supporre dapprima che €L -+3,2 per modo che
KHy) = R (y) = (— oo, +=<). Posto allora I = iliz—li {cfr. teor. precedente),

una almeno delle due relazioni & soddisfatta:

1

{8.24) mis A+(, 2p) =5 mis Uy, 2¢)
(8.25) mis A—(, 2¢) g%mis Qy, 2p).

Per fissare le idee, supponiamo che sia verificata la (8.24); a piu forte
ragione sard:

(8.26) mis A, —nw; 2¢) < % mis Q(y, 2p)

1
se N< g quindi per il teorema (6.2) sussiste la (6.6).
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s . . w .
Se invece y€3,2, uno almeno dei numeri /;, — I, superaz; per fissa-

w. allora sard:

re le idee, sia ;> X

ll_”{;w>0

per 7 <;e quindi ancora per il teorema (6.2) sussiste la (6.6},

Premesso ¢id dimostreremo ora che per ogni y € Q, sussiste la (8.23).
Consideriamo invero la successione:

Yo =54 7)1:?"', njxgj_g_l

ool —

ed, in corrispondenza ai numeri b ==1, —v;3.0, k=1, — 7;» scriviamo, per
la (6.6)

. 2m—2 0122(;'+2) m ., .
[mis 4+ — njpa0; 20)] m < e 2 |Dyu|'de mis (A+(l, —nw; 2¢) —
i=1
A+ (1 —mn,03 2p)

— Al — njpaw; 20)
Ma, per il teorema (7.1), possiamo scrivere ancora:

2m—2 Da(j+2) m{i- 2
[mis A+ (l, — njw; 20)] m siT—ggp— f (— by -+ 0,0 dee + xmAT(dp) (2.
Ai(li—'njw; 2p)

«mis { A%l — nw; 20) — AF(l — Nyaw; 20) k.

Se ora j ='n, si ha, maggiorando:
L]

oM 2 o)t o 2
[mis A+l — naw; 20)] 7 = xm | CyA™ + o ATa" - 5)2 ('P'Ef) %pm~2-

~mis { A¥(l — 5 2p) — AF( — nja0; 20)}

e, sommando rispetto ad j da 1 ad n, si ha:

Lo e 2

2m—2 ? .
m— 2
14 .

(1.2
(8.26) n[mis Al —Nn0; ) = Xf,,; Cf{‘l’”‘-‘+01A114m\1“§>(2"+2-p—(-;£) |



(. StamraccHiA: Problemi al contorno ellittici, con dati discontinui, ecc. 19

Posto ora:

T 9am—2

R=— XmCr {Y4m—l + AFJ:m\l—%) } !

. . . L. .
fissiamo # in modo che, detto & il numero determinato per o = 5 nei teoremi

3
(8.1) e (8.2), si abbia:
(8.27) Ri’”;f < 9.

Xm”z_mtz

Cid posto, se:

olp) <2723

la (8.23) risulta verificata; se invece si ha:

ofp) > 22—

segue dalla (8.26) e dalla (8.27)

Bom—s is Ry, 20) < % mis Qy, 2p).

- m
n—2_
K 2m—2

mis A, — n.0; 2o <

Dal teorema (8.4) allora, essendo in ogni caso:
(l1 — MW, ‘I" oo) < g{_l_(y)

si ha la (8.23). Alla stessa conclusione si giunge se in luogo della (8.24) &
o o
3 si ha —l,>=.

verificata la (8.25) oppure invece di ;> 5
Possiamo ora facilmente dedurre il teorema seguente :

TrEOREMA (8.6). - Sia ulx) = 6(Q; V) con Q %-wmmz‘ssz‘bile rispetto a V e,

per p>m, si abbia la (8.1). Supponiamo inolire che H—{y) = (— oo, 0),
Ay =0, + o0} se y€,2 e che H*(y) =K (y)=(— oo, + oc) se y€3,Q.
Esistono allora tre numeri >0 ed o con 0 <a <1 e 3(y)>0 tali che per ogni
YyE€Q e per ogni p < 3(y) si abbia:

(8.28) wfp) = osc (4, p) = sup ux) — inf wux)< Hp=
z& Ky, p) ze iy, p)
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Tnfatti posto r(y)mmln[l ola), o], per il teorema (8.5) si ha la (8.23) per
ogni p <r(y) con y ed N indipendenti da y.

Detto @ un numero con n <a< 1, scegliamo « in modo che 4“7) =a<l
e poniamo:

o« = min [a 1—-?}—31

Sia poi, per T—ZJ—) =g =<ry
wlp) = Me~;
allora, dalla (8.23) si deduce, se %l == iij) poiché ¢’ y;s.‘ p*:

w(p) <v4"Mp* 4+ Np*

e, in generale, 4£J y) <p < iij y) si deduce analogamente:
am =16 | { N |
o(p) < | M(4™) —}—NE 4%y o = {Ma® + p*.
$=0 § ; 1l—a 3

Detto 4 un numero tale che

Mot < 1
si deduce che, se p <3(y) = jr), si ha la (8.28), ove:
= N
=tz

Dal teorema (8.6) si dednce immediatamente che la funzione u(x) = 8(Q; 1)
¢ continua in § e quindi & dimostrato il teor. (4.1).

Ma, di pid, se 3(y), ciod p(y) e p(y) hanno un estremo inferiore 3 in o
positivo, si deduce anche che la funzione ufw) & holderiana in O, nel senso
che esiste una costante T tale che, comunque si fissano due punti o, e 2
in 4, si ha:

t (“1)""“-’1'2)]<T

O<a<l).
T — @ O<a<l)
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. 2 max | wiz) ]
Basta invero assumere 7T == max ———BL——-L, | ed osservare che, se

|2, — x| =8, 8i ha:

| eelz,) — ulz,) | 2 max | ulz) |

..... < 5

mentre, se |z, — 2| <&, si ha, per la (8.28):
[u(z) —u(z,) | Sol|2, — ) SH |2, —a

Ma, nelle applicazioni la condizione richiesta che sia 8(y)= 3> 0 non &
sempre soddisfatta e pertanto dobbiamo sostituirla con una condizione pin
generale.

Supporremo allora che 1’ insieme Q sia% — ammissibile rispetto a V e sod-

disfi inoltre la condizione seguente:

Esista uwn numero 3 > 0 fale che:

o~ -

min [py), e(y)] >8>0 per ogni y€23,Q

min [p(y), p(y)]= min[5, dist(y, Q)] per ogni y € 3.2.

. . 1 oo
Diremo allora che Q@ & wuniformemente 5 ammissibile rispetio o V.

In queste condizioni il numero Z(y) del teorema (8.6) ¢ inferiormente
limitato da un numero positivo 3 per » €9,Q e si pud assumere (cfr. lemma

(5.4)):
8(y) = min[3, dist (y, 2,Q)] per y€Q U 3,Q.

Come nel caso precedente, possiamo limitarci a considerare punti «, x,
di Q tali che |@, — .| < 3.

Indichiamo con Q5 I'insieme di punti di Q che distano da &7 per mnon
meno di 8

Q71

Qs = By o[dist (y, 2,Q) = 2).

Se uno dei due punti z,, z,, sia z,, appartiene a Q3 si ha:

|2 — 2 | <8 < dist (z, 3,Q) < 3(z)
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e quindi per il teorema (8.6)
(8.29) ufey) — u(z) | S K|y — 24 |

Se x, e z, non appartengono a QF, ma uno dei due, sia z,, appartiene
a 3, segue, come prima, la (8.29).

Se invece x, e z, non appartengono a QF e nessuno dei due appartiene
a &,Q si possono presentare due casi:

a) |z — 25| < max [dist (z,, 3,Q), dist(z,, 3,L)]
b) | @y — », | > max [dist (x;, ,Q), dist (z,, 2,Q)]
Nel caso a) per almeno uno dei due punti, sia z,, &:

| 2y — @, | < dist (z,, 0,Q) = 3(,)

e quindi la (8.29). .
Nel caso b) esiste almeno un punto z, € 3Q per cui
[y — | < | 2 — 2, |

e quindi:
‘.’E1"‘“$2‘S‘2|m1—‘w2|;

si ha allora, essendo la (8.29) gid provata se uno dei due punti & in 3,7

=%

3

Abbiamo cosi completamente dimostrato il teorema (4.2).

9. Prima di terminare questo paragrafo facciamo rapidamente alcune
osservazioni ai teoremi precedenti.

E noto che, come abbiamo gia richiamato nella introduzione, supponendo
i coefficienti a;(x) continui in Q e I’insieme aperto Q pil regolare di quanto
& stato qui supposto, si dimostra (cfr. [8]. [6]) che se fi(z) € L7({) con p > m,
esistono due costanti positive L ed v (0 < v < 1) tali che per u(z) = 8('3; H (L)),
si ha:

(8.30) f 5 | Do Pde <Lp™ 27 fe<r, y€Q)

S
Ap, )

m
con v=1——,

p
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Di qui, utilizzando un ben noto teorema di MORREY (cfr. ad es. [6], p. 111),
si deduce che u(z) & holderiana con esponente v = 1—% in €.

Nelle ipotesi da noi poste nel teorema (8.6) si pud ancora dedurre per
u(z) = 8(Q; HYQ)) una limitazione del tipo (8.30) con v=1— g , localmente.

Cid si dimostra osservando che in Q(y, p) per la funzione u(z) — u(y) si pud
scrivere una diseguaglianza del tipo (7.1) con k=0 (cfr. C. MiraxDaA [8]
pp. 102-103} e da questa, tenendo conto della (8.28), si deduce la (8.30) con
v coincidente con il valore « considerato nel teorema (8.6).

In altre parole qui la (8.30) & una conseguenza del teorema (8.6} anzic-
ché essere una premessa come nel caso dei coefficienti a,lx) continui.

Si osservi ancora che, a differenza di quanto accade nel caso dei coef-
ficienti continui, I’esponente di HOLDER di u(z) pud effettivamente essere piu

piccolo di 1 — m.
b

§ 4 - Alcuni insiemi O ‘-ammissibili rispetto a V.

10. Accanto alla famiglia &(B; 4), definita al n. 3 (%), consideriamo la
nuova famiglia dei sottoinsiemi B di un insieme aperto 4 definita nel modo
seguente:

Fissato un numero §> 0 ed un insieme aperto .4, indichiamo con:
8(p; 4)
la famiglia dei sottoinsiemi B C A per cui si ha in 4:

(10.) | ule) | <5 f £ | D | L
4

|2 — |t

per ogni funzione wu(z) € C¥(4) e nulla su B.
Dimostriamo allora il seguente teorema, conseguenza immediata di noti
risultati di SoBoLEV:

TrorEMA (10.1) - Fissato B> 0 e un insieme A esiste un numero § >0
tale che:

8(R; A CFEF; 4)

(°) Osserviamo che se 4 soddisfa I'ipotesi di cono (o & di tipo (§), cfr. [173, p. 225)
allora nella definizione di & (8, 4) si pud assumere nella (8.1) ¢* =q.
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Infatti se B€ &3; 4) ed u(z) & una qualunque funzione di C*(4) nulla
su B, si ha la (10.1) e quindi, per un teorema di SoBoLEV [15], segue la (3.1)
con un opportuno valore §' di B; cido implica che B€&(§"; 4).

Fissato ora un insieme 4 di B™ ed un punto z di A ed un insieme
chiuso F contenunto in 4, considerianmo l’insieme dei raggi che escono da z,
passano per un punto generico P di E e sono tali che il segmento di estremi
¢ e P appartenga per intero ad A. Tale insieme di raggi interseca P(x, 1) in
un insieme chiuso la cui misura (m — 1) dimensionale sard indicata con:

ang iz, E, A}

e si chiamerd angolo sotfo il quale si vede da = Uinsieme E in A.
Se pei E non & chiuso porremo:

ang{z, B, A} = sup ang iz, F, A}
Fc Kk

ove F & un qualsiasi insieme chiuso contenuto in K.
Evidentemente se E, < E,, A, < A, e € A, si ha:

ang {z, Iy, 4:] < anglz, K, A}
Premesso cid dimostriamo il seguente:

TrOREMA (10.2). - Se esiste una coslante p >0 tale che per ogni z¢€ A
si ha:

anglxz, B, 4{> ¢

[

. . ol .
8i pud trovare una costante [3( = <P) per cui:

Beg;3, A) [BeF3, A)

Fissato £ € A, diciamo ¢ un insieme chiuso e limitato contenuto in B
tale che:

{10.2) angiz, e Al= ;

e sia u(r) una funzione di C'(4) e nulla su B. Se z€ e la (10.1) & ovvia; se
invice z ¢ e sia S{z) Vinsieme di Uyr, 1) tale che i raggi, uscenti da =z e
passanti per i punti di esso incontrano almeno un punto P di e in modo
tale che il segmento di estremi z e /> appartiene ad A; & allora per la (10.2):

(10.3) el >3,
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Per ogni £ di A poniamo r =z —{|e, detto £ il punto di I'(z, 1) che si
proietia da z in {, poniamo ancora:

uft) = u(r, &)
Si ha allora, per ogni punto § di X(z):
(&)

a u(r, §)dr

essendo wu(r(g), &) = 0.

Integrando primo e secondo membro rispetto a £ su Z(z) e, utilizzando
la (10.3), si ha:

*__fzww —adi

Poiché questa relazione vale per ogni €4 e per ogni u(z)€ CY4) e
nulla su B segue:

Be§(@B, A
e quindi, per il teorema (10.1), variando eventualmente B:
BEF@B, 4)
Dimostriamo ancora il seguente teorema:

TrorEMA (10.3). -~ Sia A un insieme aperto e { un numero positivo tale
che:

mis 4

¢ < Tam 47

Supponiamo che per ogni z€ A & per un valore X con (0 <X <1), si abbia:
A = Aa) U Ayfa)
con Ai(z) conlenente x e stellare rispetto ad z (°) e

mis Ax(z) <A mis A.

(%) Ciod tale che i raggi uscenti da « incontrano 2 in un unico punto.
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Fissato allora una costante A > A, esiste una costante ¢ >0 tale che, per
ogni insieme B < A, per cui

mis B> A mis 4

si abbia:

ang{z, B, 4]=¢

qualungue sia = € A.
Fissato z € 4, poniamo:

B = By(z) U Byz)

ove Bi(z) = Ai(z) N B e Biz) = Aiz) n B.
Poiche:

mis By(r) < mis A,(z) <A mis 4

segue:

mis By(z) = mis B — mis By(z) > (A — A} mis 4.

Detto Z(z) la proiezione di Byz) da z su Lz, 1) si ha:

diam 4 A
* ; m
{diam 4) (a)!

{h — Ajdiam A)” < (A — X mis A < mis By(z) = [dw Rt dr = T

() 0

e quindi

ang{x, B, Al>angi{z, B, 4}> m(ik —2).

Poiche z ¢ un punto qualungne di 4, segue la tesi del teorema.

Da questo teorema e dal teorema (10.2) discende immediatamente il lem-
ma (5.4). Se infatti 4 = I(y, ¢) si pud assumere { =yx,, =misl(y, 1) e 4;=4
e quindi A = 0.

11. Consideriamo ora alcuni esempi di insiemi & A-ammisibili rispetto
a V.
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Esempio {11}, - Sia Q un insieme aperto ed esistano due costanti Ce A,
comprese da O ed 1, tali che per ogni y €3Q esista p(y) >0 in modo che per
ogni p < o(y) si abbia:

mis Qfy, p)
mis Iy, p) =" 0

e inoltre, detto E, l'insieme dei punti di Qy, ¢) che si vedono da z in
Q(y, p), si abbia:

mis B, > (1 — 1) mis Qfy, ¢) per ogni z € Q(y, ¢).

Allora Q ¢ A-ammissibile rispetto ad HY(Q) per ogni X > A, Infatti si ha:
mis { Qy, o) — B, } < X mis Q(y, p)

e quindi per il teor. (10.3) e per il teorema (10.2) ogni insieme E per cui:

mis E > X mis Q(y, o) con A> A

appartiene a &F(B, Qy, p)) per un 3 opportuno.

Per ogni punto y €30 & quindi soddisfatta la condizione ii) della defini-
zione (3.1).

Mostriamo che I’ insieme Q considerato nell’ esempio (11.1) é anche di tipo
(S) ()

Poiché Q & un compatto, & possibile determinare un numero finito di

punti #., %, ... yy e, in corrispondenza di essi, dei numeri ps, ... oalp; < ply,] in
modo che si abbia: |

N
Q< U Q(?fi; Pi}'

=y
Indichiamo ora con p un numero che soddisfa la condizione seguente:

mis I(0, o) <(1 — 1) min mis Qy,, p,)

1,2 0., IV

(") Cfr. [17], n. 1, p. 225; se & soddisfatta «Pipotesi di cono» risulta evidentemente
che @ & di tipo (§).
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Fissato z€Q, esiste di certo un valore di #1=<¢i << N) in modo che:

z €Qy,;, p) e inoltre, posto: E = Q(y;, e.) — I(z, p) si ha:
mis E > X mis Q(y,, ¢))
e quindi, per il teorema (10.3), esiste 9 > O tale che

ang { T, E’ Q(yi; Pi) 2 > 9.

Esistono quindi due numeri ¢, ¢ e, in corrispondenza ad ogni z€Q, un
insieme 3(z) di [(z; 1) con |Z(z)| > ¢ per cui I’insieme dei punti di Iz, g) che
si proiettano da z in Z(z) appartengono ad .

Si osservi a questo proposito, che un insieme Q di tipo {§) pud anche
non essere del tipo considerato all’esempio (11.1). Infatti I’insieme aperto Q
del piano ottenuto togliendo dai punti interni ad un cerchio una poligonale
8 di tipo (8), ma non rientra nell’esempio (11.1) per valori di 2 che dipendono
dagli angoli della poligonale.

Esempro (11.2) = Diremo che £ ha frontiera lipschitziana se per ogni
y €372 esiste un numero p tale che 1'insieme 9Q N I{y, ¢) ammette una rap-
presentazione del tipo:

(11‘1) gm =E(§19 g% rer s &m—-:{)

rispetto ad un opportuno sistema di assi ortogonali &, &, ..., &, con lori-
gine in y ove la funzione E(, &, .., §,-1) © lipschitziana ed i punti per
cui £, = Z(51, &, ., Em—i) 4 ¢ appartengono o no ad Q secondo che g, pic-
colo, & positivo o negativo.

Si pud dimostrare facilmente che se Q ha frontiera lipschitziana e le fun-
zioni (11.1) hanno coefficiente di Lipschilz sufficientemente piccolo, Q & del
tipo degli insiemi considerati all’esempio (11.1) e quindi A~ammissibile rispetto
a HY{).

In particolare se Q ha frontiera dofata di iperpiano fangente che varia
con continuite esso & A-ammissibile rispetto a HYRQ) con ogni valore di
Mo < X< 1)

I/ affermazione precedente discende dal fatto che per ogni punto y di
37 esiste un «cono» y(y) di ampiezza abbastanza grarde, avente asse paral-
lelo all’ asse &,, tale che:
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Osserviamo perd che non si pud prescindere del tutto dalla condizione
che i coefficienti di Lipsomirz sianc abbastanza piccoli. Basta per questo
cousiderare, nel caso bidimensionale, I’insieme Q come in figura:

=Y

Fig. 1

il quale possiede frontiera lipschitziana, ma non & del tipo di quelli corsi-
derati all’esempio (11.1) (pure essendo di tipo ($)) in quanto vi sono valori
di p, piccoli quanto si vuole, tali che in Qy, ¢) vi sono punti z dai quali si
«vede» una porzione di Q(y, p) di misura piccola ad arbitrio.

Ma si osservi che questo esempio non esclude che un insieme Q A~ amis-

sibile possa avere dei punti ove non esiste I’iperpiano tangente, come spi-
goli ete.

12. Counsideriamo ora alcuni esempi di insiemi Q A-ammissibili rispetto
a Hi(Q).

Se esistono due costanti >0 e p >0 tali che per ogni y€3Q e per
ogni p <5 si ha:

NIy, o) € &8, Qy, ¢))

allora Q & ammissibile rispetto a HYQ). (In questo caso la definizione di
Q«A-ammissibile » & indipendente da 2).

Infatti per ogni u € Hy(Q) si ha =0 su 32 (*) e pertanto la condizione
imposta equivale alla condizione i) della definizione (3.1).
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Esempio {12.1) - In base al teorema (10.2) possiamo affermare che @ &
ammissibile rispetto a H'(Q) se esistono due numeri ¢ >0 e p >> 0 tali che
per ogni ¥ €2Q si abbia:

ang {z, 9Q N Iy, o), Qy, e}l =0 qualunque sia z € Q(y, o).
B facile provare che se Q ha frontiera lipschitziana, Q ¢ ammissibile
rispetto ad H Q).
Se m =2 e diciamo I un numero che maggiora i coefficienti di LipscHITZ
delle funzioni (11.1) si ha, per ogni z € Q(y, ¢):

ang {z, 3Q O Iy, o), Uy, e}} > © — 2arcig-L.

B interessante osservare perd che possono esserci anche degli insiemi Q
ammissibili rispetto a HY®) la cui frontiera non & lipschitziana. Per m == 2
consideriamo l'insieme Q dei punti del rettangolo R{— 1<z <1, O<y<1l
che sono esterni ai cerchi di raggio unitario e di centri nei punti (—1, + 1)
e (1, 1). La frontiera di quest’insieme non & lipschitziana ma & ammissibile
rispetto a H(Q).

Si osservi anche che questo insieme, presentando dei punti cuspidali, non
¢ di tipo (3).

Si pud facilmente vedere che un insieme Q ammissibile rispetto ad H (1)
non pud presentare delle cuspidi «rientranti> come nel caso seguente: &
costituito dai punti del rettangolo R e dai punti dei due cerchi prima consi-
derati. Infatti per y=1(0, 1)€239Q, in Ry, p) vi sono punti che vedono
20 0 Iiy, o) sotto un angolo suscettibile di divenire piccolo quando p tende
a zero.

I'esclusione di domini siffatti & ben naturale se si pemsa al classico
esempio di LEBESGUE che mostra 1’impossibilith di risolvere con funzioni
continue il problema di DIRICHLET ordinario.

Nel lavoro citato di C. B. Morrey [7] gli insiemi Q presi in counsidera-
zione sono della classe S*a, p) (0 <« < 1) ciod sono tali che:

mis [I{y, p) — Qly, p)]> « mis Ify, ¢) per ogni <peydQ.

Si pud facilmente mostrare ripetendo i ragionamenti del teorema (10.3)
che se Q & della classe §*«, ¢} allora esiste una costante >0 tale che:

200 1y, p)€8(3, Ay, o)) per p<p e yEIL

e quindi se Q & della classe 8%, ¢) allora Q & ammissibile rispetto ad H(Q).
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Non & difficile d’altra parte costruire un esempio di insieme  che &
ammissibile rispetto a H}(Q), ma che non & della classe &*«, p).

Pig. 2

Esso si ottiene togliendo da un cerchio C una infinitd numerabile di
semicorone circolari (cir. figura) concentriche con C e che costituiscono un
insieme di densitd nulla nel centro.

13. Consideriamo ora la varietdh V delle funzioni di HYQ) che hanno
traccia nulla su una parte 3,Q chiusa di 2Q e diamo degli esempi di insiemi
A-ammissibili rispetto alla suddetia classe.

E chiaro che se in ogni punto y€23,Q2 & verificata la condizione del-
Pesempio (12.1) e, per ogni punto di 2,2 =232, — 2,2, quella dell’esempio
{1L.1), allora Q& & A-ammissibile rispetto alla varietd considerata.

Diciamo I' I'insieme di 3Q =9,QN3,0 e vediamo sotto quali condizioni si
pud assicurare che nei punti di esso & verificata la condizione dell’ esem-
pio (12.1).

Supponiamo che I' sia una varietd a (m — 2) dimensioni regolare e che,
per ogni g€ e p<p, Qly, p) si possa trasformare, mediante un’applicazione
bilipschitziana, in un sottoinsieme B, dell’insieme:

xm > 07 xm-—-l > O

in modo che T' si muti nella varietd x, =0, %, =0, 3,Q nell’ iperpiano
xm =0 e 9, nell'iperpiano @, ,=0; supponiamo ancora che in B, la por-
zione di iperpiano wx, ==0 si veda sotto un angolo positivo.
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In tali condizioni, per il lemma (5.3), si ha, per un B opportuno:

20N I(y, p) €EF(B, Qly, ¢))

e quindi nei punti y €I' & soddisfatta la condizione 7) della definizione (3.1).

Mostriamo ora che tale condizione & soddisfatta anche se 98 = 3,2 n 2,Q
ammette nei punti della varietdy regolare I' iperpiano tangente. Supporremo,
senza ledere la generalitd, che 9.2 sia in un intorno di y € I' Piperpiano x,, =0
e che I' coincida con la varietd 2, =0, ®,_. =0 per modo che, in 2,.}, si
abbia a,_, =0 e, in 2,Q, X, <O.

Supponiamo dapprima m == 2. Allora Q(y, p) si trasforma mediante 1’ ap-
plicazione bilipschitziana & = T\§)

X, =&

. € se & <0
”Z‘{az—sl se £>0

nell’insieme B,, unione dei due insiemi:

—p<=5E =<0 0=E =p
0<E < Vo —E’ :&£@S@+Vﬁ~§

ove il segmento, immagine di &%, & visto da tutti i punti di B,, inB , sotto

. . o T
un angolo inferiormente limitato dag.

Nel caso di m qualungue si ragiona analogamente; Qy, p) viene tra-
sformato, mediante I'applicazione bilipschitziana:

= &; i=12 .., m—1

( &m se &m—1 =0

O S By — By 86 By =0

in un insieme B(, che & Punione dei due insiemi:

BY =182 0; G <05 £ 2

i=1

|

(2) {2 M e . Sl
Bp = 3 Em—1 = O, _‘\-‘ &= 923' Em—l = &m = &m—] + (P - i§1 Ei)

=1
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mentre 3£ NIy, p) & trasformato nell’insieme 4,:

LR
A(,Eﬁmzam_l, D & <% By =01

23

Mostriamo che da ogni punto di B, si vede in B, 'insieme 4, sotto up
angolo inferiormente limitato da un numero positivo, indipendente da p.
Ricordiamo, a questo proposito, che l'angolo sotfo il quale si vede in RB™ dal
punto x, U'insieme 4, & dato da:

(13.1) — cos edo

1 f 1
| Plaeo, 1]/ | — g™
4,

ove @ & l'angolo che il vettore x — y forma con la normale all’iperpiano che
contiene 4, Osserviamo ora che cos ¢ si annulla solo se wx, appartiene al-
1’iperpiano' di 4, e che Iintegrale (13.1) calcolato su due punti x e P la
cui congiungente passa per un punte y di 4, assume valore minore in quel

punto che dista di pitt da y. R di qui segue facilmente quanto asserito.

§ 5. Continuita delle soluzioni di alcuni probiemi al contorno.

14. In questo numero accenniamo rapidamente a qualche applicazione
allo studio dei problemi al contorno per equazioni lineari del secondo ordine
di tipo ellittico.

TrEoREMA (14.1). - Sia Q wun insieme aperio uniformemente ammissibile
rispetto ad HiQ) (cfr. pag. 21); siano a,(x) [a,; = a;], bix) funzioni misurabili
e limitate in Q e sio soddisfatia la (2.1) e si abbia flx)€LPQ) con
p>m(i=0,1,..,m). Se la funzione ulx)€ H)Q) soddisfa la relazione :

(14.1) j {Lfau(m}}}iul)jv -+ Eb,(x)Diu -v } dae = / S folxcyv -}—gf,-(m)Di@ % dx
i i=1
a

. 2 =1
0

per ogni v € Hy(Q), allora la funzione u(x) ¢ holderiana in Q.

Il teorema discende immediatamente dal teorema (4.2).

Esso fornisce un teorema di regolarizzazione per le soluzioni (in senso
debole) del problema di DIRICHLET per l'equazione :

Lo.a¥ l..an l...m 1.
(14.2) du=—"3D% a,) D) + ¥ b,@)Dau = 3 Dif,
J i 2 i
con dati al contorno omogenei.

Annali di Matematica 8
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Dimostriamo ancora il teorema :

TeorEMA (14.2). - Sia Q un insieme aperto con frontiera localmente lip-
schitziana, siano ay(x) [a,le) = a;{x)], blx), clx) funzioni misurabili e linitate
in Q e sia soddisfatta la (2.1) e inoltre si abbia :

(14.3) dpelr) — TBa) = v > 0, fx)€ LA(Q) con p > m.

=1

Esisle allora una funzione ulx)€ HyQ) che soddisfa la relazione:

(14.4) / {l'ﬁlfna,-,(w)l)iu Dyv ~l~_g bi(x)Du + v + clcjuv } di = [ ,’Zn fix)Dwda
2,1} =1 .

==l
Q

per ogni v € HyQ) e tale funzione u(x) é hiolderiana in Q; di pin esistono due
costanti a0 <a < 1) e C dipendenti da Q e dalle costanti w e M che com-
paiono nella (2.1) tali che si abbia:

(14.5) 4l < CE £, uro

ove |u |, indica il coefficiente di HOLDER della funzione u(x) in Q.

Infatti se Q ha una frontiera localmente lipschitziana, Q & di tipo () e
inoltre ¢ uniformemente ammissibile rispetto ad Hq(<).

Per la proposizione (5.1} di [17] si deduce che u(x) esiste ed & limitata
in 3. Ponendo allora fy(x) = — c(x) u{x), per il teorema (14.1), si deduce che
u(x) & holderiana in Q.

Il teorema del grafico chiuso permette poi di assicurare la validita
della (14.5).

Dimostriamo ora:

TEOREMA (14.3). - Nelle stesse ipotesi del teorema (14.2), se d(x) ¢ lo
traccia di una funzione w avente in Q derivate prime (nel senso delle distri-
buzions) in L?(Q), si deduce, per ogni funzione: wu(x)€ HYQ) avente traccia ¢
su 3Q e soddisfacenie la (14.4) per ogni [unzione v € HYQ), che esistono due

costanti {0 <a < 1) e C lali che:

(14.6) ful, < c gé:“ fi HLp(m +§1“ D ||zeo) + H ullzr -
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Tenendo conto di vn risultato di E. GacLIARDO [4], la maggiorazione
precedente pud essere sostituita dalla seguente:

Jle< C%éﬁ fillwooy + N HI}

(P)y— () |P L
M= Ge)+ [/‘[U’)’f’@w?%g'” dPC’dQG]p-

X0

ove.

Il teorema si dedunce facilmente osservando che la funzione w=u—nuc€H(Q)
soddisfa le ipotesi del teorema (14.2).
Relativamente al problema di NEUMANN ci limitiamo ad enunciare il

soguente teorema, la dimostrazione del quale & analoga a quella del teorema
(14.2).

TrorEMA (14.4). - Sia Q un insieme aperio che soddisfa le ipotesi dell’e-
sempio (11.1) con X = % e le funzioni a;(z) [ay(z) = a,(z)], cz) siano misurabili

e limitate in Q con ¢z} =v > 0 menire si abbia:_g(x)éL"{Q) con p > m. Esiste
allora una funzione u(x) € HYQ) e holderiana in Q che soddisfa la relazione:

(14.7) / z 1“E'Imw,,,(:z;)D,-uD,v + clz)uv ? dz = / gvdz
ij
a Q

qualunque sia v € HY(Q); di pia st ha; per a0 < o< 1) e C costanti opportune
(dipendenti da p, M e da Q):

(14.8) lul,=<C|l glleray

L’ importanza dei teoremi precedenti consiste nel fatto che I’ htlderianita
della soluzione & assicurata in ipotesi molto generale sui coefficienti e sul
dominio Q. Nel teorema che ora enuncereremo relativo al problema misto la
natura stessa del problema presenta discontinuitd nei dati del problema anche
nel caso che i coefficienti e, la frontiera di Q e i termini noti siano molto

regolari. Per interessanti esposizioni relative a questo problema rimando a [11]
e a [10].

TEOREMA (14.5) - Sia 3Q =23,Q U 3,Q con 3,Q localmente lipschitziana e
posto T' == 3,0 N 3,Q supponiamo che siano werificate le condizioni del n. 13.
Se sono soddisfatte inoltre le condizioni del teorema (14.4) esisle una fungione
u(z) € HY(Q) con traccia nulla su 3,Q che soddisfa la (14.7) qualunque sia

v € HYQ) e con traccia nulla su 3.Q; u(x) ¢ holderiana in Q e soddisfa inolire
una limitazione del tipo (14.8).
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Questo risultato, per dati al conforno nulli, si collega con un pregevole
risultato di C. MIRANDA [9], ma non richiede che le porzioni 3,Q e 3,Q si
congiungano fra loro in modo particolare. Questo stesso risultato si collega
anche ad un feorema enunnciato da G. Ficuera [2] (*} precisando il carattere
holderiano della soluzione. (%)

Aggiungiamo ancora che per il problema di trasmissione considerato in [16]
(p.- 4 wtilizzando il teorema (4.2) si pud concludere che, oltre quanto dimostrato
in [16], le soluzioni sono holderiane in D,(1 =1, 2).

Non ci occupiamo qui delle numerose applicazioni che il teorema (4.2)
trova anche in problemi al contorno relativi ad equazioni non lineari; fra
questi ricorderemo un problema relativo al moto di un fluido compressibile
irrotazionale considerato da R. FiNN e D. GILBARG [3] e !’estensione del
teorema di DE GI0RGI relative all’analicith delle estremali di un infegrale
multiplo al caso piu generale in cui sull’integrando compaiano sia la varia-
bile indipendente che la funzione estremale oltre alle derivate di queste.
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