Intégration analytique d’un systéme d’équations
différentielles non linéaires dans le voisinage
d’un point singulier, IL

Par Masauiro Iwano (& Tokyo, Japon).

Résumé. = Nous avons formé dans le premier mémoire une solulion formelle de (28.1)
ordonnde suivant les puissances enlidres des solutions de (E). En annulant les Z; qui

x
correspondent aux polynomes Aj(x)= f Aj@myx—c-lde de degrés différents de oy%(< o),
L= o]

nous oblenons une solulion formelle (F,). Dans le chapitre III, nous cherchons la con-
dition suffisante pour la convergence uniforme de la série formelle (Fy). Dans le chapi
tre IV, ce résultat est élendu au cas o la solulion formelle dépend essenticllement des
polynomes Aj(x) de divers degrés. Le dernier chapitre est consacré & U extension du
théoréme d’existence de M. M. HukUHARA gui joue un role important dans notre
Mémoire.

Introduction.

28. Hypotheéses. Comme an mémoire précédent, nous traiterons le systdme
d’ équations différentielles non linéaires

d ,
(28.1) wotr S = Aoy, + ahyw, 41, e, ) G=1,.,n)

sous les hypothéses 1°, 20, 3° que nous allons expliquer ci-dessous.

1o. Les hyx, 41, ..., 4s) (j = 1,..., n} sont des fonctions holomorphes de
X, Yy Yo, e, Y dans le domaine

(28.2) €O, O, 7], [#: |0, [Ya <7 ()
de sorle que les séries entiéres
hy@, Y5 s Ya) = X5 + et 2 2 @y k()Y yle (=1, n)

convergent absolument . el uniformément pour (28.2) et les am, ..y (w) sont des
fonctions holomorphes et développables asymplotiquement en séries entitres de x

Aty .. 1, () == B Gjieg, .. 1, 20

(*) Quant & la définition du domaine P[6_, 8., 1], voir M. Iwano [1].
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dans le domaine D[O_, B, r]. 2° Les Ajx) (j =1, ..., n) sont des polynomes
de x de degrés au plus égaux a o — 135 U une au moins des valeurs 2,(0), ..., 2,(0)
est différente de zéro et X, (j=1,..., n) sont des constantes; si U'on a & la
fois X, (x) = Xu(@), Xjo = Ag, (mod. 1), on @ Xj; = Axo; & aulre port, Uinégalité
;=0 entraine A;(x) = () ef Aj; = Aji1,. En faisant, 8’il est nécessaire, une
transformation linéaire 2 coefficients constants, on peut donner & & wune
valeur positive aussi petite que 1’on veut.
Posons

@x

(M) LR A
(28.3) Aj(ﬂ') o ]wﬂ'_"l"l dr = — 5 ?x e mw"- .

=<}

Nous désignons Aj—,, (3= 0) par };, o; étant le degré de Ax) en o~

30. Soit (0,) une direction quelcongue non singuliére (°) des A;x) et des
Ajx() = Aj) — Ax(x) (7, & = 1, ..., n) se trouvant entre les directions (B_) et (8.).
Nous supposons que V' on ait les inégalités

(H,) RAifr) < . < RALx) <0 < BAy i) < .o S RA()
pour argx = 8,, [x|[< 3 ef
Bhot1o = e SR > 0> B2 > o Z Bhjo, Affr) =0 (f=ca+1,..,7)
et que les degrés o; des polynomes Ajx) satisfassent aux inégalités
(Hy) 01== . == 04 > Gg 43 = oo = 0p, > 00 D> O 41 = o0 7= O (% =0, ap = a).
Nous écrivons briévement ox* =0, 1=..=0, E=1,.., k).

29. Transformation formelle et Solution formelle. Faisons une transfor-
mation formelle

(29.1) y;== 2+ 2 Pigp, ... pn:)cptb'zft e B0 G=1,.., n).
Soit
99 ¢ dz;
(29.2) ot 122 M) + @ (Rioty + eitjas) +
+ @72 Gy p, .p H T e B =1, n

le systdme transformé de (28.1). Nous avons déja remarqué (°) que I'on peut

(2) Cette hypothdse entraine gu’aucun des degrés des Ajw) et Aa(x) ne se diminue

quand on y pose arg x ==0,.
(®)Voir M. Twano [1].
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déterminer les coefficients Pipyp ..p des séries (29.1) de maniére que U'on ait

Cipyp, -9, = 0 (Po=ps — 3 —1)
sauf le cas ot Pon a
(Ro) Ajx) = pAs(a) + .. + p. A, (),
(Ro) Ais=Po+ 14 Pidio+ oo + Dukeo

pour p+ ...+ p, 22, ¢ est-d-dire, que ¢jpp, ..o F0 entraine (R, et (Ro).
On voit, en vertu de (H,) et de (H.), que les » — § dernidres des équations
(29.2) sont satisfaites si 'on y pose

(29.3) Zai1= .. =2, = 0.
Les § premiéres des équations (29.2) deviennent (%)

dz,

(E) wott o = Mf)ej + #°(Ri0%) + e2y41) +
+ @ E 0jp p, . .pg®" 2L .zgﬂ G=1.,H
ot
Cip,p, wpg = Cipp, e pg0.. 0
Si

Cipyp, 0 F 0, P+ . + 0222, B,
on a nécessairement
iRs) Ajle) = p.Aifw) + ... + pehsl),
(Ry) Ao = Do + 1 + Pidis + ... + Pprpo-

Pour que I’on ait (R,) et (R,), on doit avoir

P=pi=..=p; =0,

¢’est ce que V'on voit facilement d’aprés (H,) et (H,). On peut donc résoudre

par quadratures la derniére des équations (E) et puis I’avant-dernidre et ainsi

de suite. On peut écrire la solution générale z; = ¢;(@, Cg,.., Cj) j=1,..., )

de (E) souns la forme

(29.4) ¢i(@, ¢) = eAi@x?ofg; 1 (polynome en ¢;4s, ..., g, log )]
g=1,.., B\

Désignons par #; = Zj(w, ,, #°) la solution holomorphe de (E) répondant

(*) Les seconds membres de (E) sont des polynomes en #, 2,,.., £g. On peut done
remplacer I’é6galité formelle = par la vraie égalité.
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aux valeurs initiales @,, #;°. 8i C},..., Cg sont les valeurs de C,,..., Cp défi-
nies par les relations

2P0 = cp,(wo, 0507 e s Gjo) i=1.., B)
on a
pi@, G ..., C;%) = Zjz, x, 2) G=1,,., B

En portant les expressions (29.3) et (29.4) dans la transformation formelle
(29.1), on oblient une solution formelle du systéme (28.1) contenant § constantes
arbilraires de la forme

{F) Yi== afzi + 2" pr! __,PB(SU)Zf‘ e Zg& J= L., %),

ot 8; est égale & 1 ou O suivani que j =1, ..., B ou non.

Nous avons démontré (f) que la solution formelle (F) qui s’ obtient en y
posant C’a,ﬁ1 =..= Og =0 est convergente dans un domaine confenant la

direction (8;). Le probléme que nous allons résoudre, dans le chapitre I1I, est
le suivant: chercher les conditions pour que la solution formelle (F) ou Uon
pose Cr=0 (ko +1,.., a,; v> 1)} s0it convergenie dans un domaine
angulaire contenant la direction (8,). Mais, on rencontre de nouveau une diffi-
culté. Je me contenterai de donner seulement des conditions suffisantes.

Le chapitre IV est la partie la plus importante de ce Mémoire. Dans la
section I, nous considérons une solution formelie (F,,) qui dépend des Z;
correspondant aux Ayx) de degrés différents: o,* et o,* (5,* < 0,*) et cherchons
une condition suffisante pour la convergence. Le résuliat obtenu dans cette
section peut étre étendu sans peine au cas plus général. Nous énoncerons
geulement le théordme 7 sans démonstration, sous certaines conditions suffi-
santes qui me semblent des conditions les moins restrictives pour la conver-

gence de la solution formelle (¥, ..,) dédendant des Z; qui correspondent aux

Ajx) de divers degrés: oj ..., oy . Cette condition est appelée 'hypothése H*.
Le théordme 8 donne des conditions suffisantes pour que I’ hypothése H* soit
vérifiée. Dans la section III, nous donnons deux exemples pour lesquels les
conditions du théoréme 8 sont vérifiées.

Dans le dernier chapitre, nous donnons, I’ explication de la ligne de la
démonstration du théordéme &’ existence, énoncé sans démonstration au n. 10
dans le premier mémoire, par la méthode de M. M. HUKUHARA, par laquelle
il a établi le théordme d’existence pour le systéme des équations différentielles
linéaires.

En terminant cette Introduction, I’ auteur se fait un honneur d’exprimer
ges remerciments les plus vifs & Monsieur Masvo HUKUHARA, Professeur &

(%) Voir M. Iwano (1]
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P Université de Tokyo, pour I'intérét qu’il m’a t6moigné et pour les conseils
qu’il m’a donnés au cours de la préparation de ce Mémoire. L’auteur
remercie aussi Monsienr YAsUTAKA SIBUYA & I’ Université d’ Ochanomizu
de la bienceillance sincére en me donnant de diverses suggestions profitables.

Craritre II1I. - CONDITIONS POUR QUE LA SOLUTION
FORMELLE (F,) SOIT CONVERGENTE.

30. La solution formelle (F,). La solution formelle, dont nous allons
chercher la convergence, est de la forme (%)

(F,) Y == 8,Z; + 3 Pigla) 2% ... 27" (=1,.., n),
(30.1) Pjg(#) 2= X' Py ga®s

5 = { 0 (.., o)
§— .
1 (j=d,.., a)
et
8= (pa.'; weey pa”)’

%" désignant la sommation étendue 3 tous les arrangements fels que
pa,+...+pa/,22.

81. Le domaine ou les développements asymptotiques des coefleients
Pjglw) sont valables. Nous ordonnons I’ensemble des arrangements ( 7 8) de
la méme maniére qu’au n. 18.

Supposons déja déterminés tous les coefficients Piqfe) tels que g+ ...
w++ gu» <N comme des fonctions holomorphes et développables asymptoti-
quement en séries (30.1) dans le domaine DO}, 8, , r], dont la définition
sera précisée plus tard. Les P;glx) seront calculés pour p, + ..+ pp =N
comme il suit. En portant dans (28.1) les séries (F,), on a les équations
différentielles linéaires du premier ordre

ap;
(8L.1) w18 = (gle) + )52 Pjg + 2 Q5te)

ol Q;g(r) est une forme linéaire des Qjk, ...k () tels que k; + .. 4 k, < N dont
les coefficients sont des polynomes des Pralx) tels que (k; Q) < (j; 8),

(°) Pour simplifier I'écriture, nous écrivons o, o au lieu de «y—1-1, ay, de sorte
e’
que kEa” par sxemple, désigne la sommation éfendue & tous les entiers % tels que ay—i <<

<k§€(v.



96 M. Iwano: Intégration analytique d’un systéme d’équations, ete.

alt

a’f
;glx) et X;g, désignant respectivement k,'(w)-—k._‘f‘a__a,pklk(m) et Ajp — k?';a'pkkka.

On peut done considérer @;g(x) comme une fonction connue qui est holomorphe
et développable asymptotiquement en série entidre de x pour P[8,, 8, r].
Si d(’:nc on suppose le domaine D[B,., 8, r| propre (') pour A;g(w) = Ajfx) —
— 2 prlw(w), on peut définir () les Pjg(x) de manidre qu’ils soienf dévelop-
k=qa’

pables asymptotiquement en les séries (30.1) dans le domaine D[8,", 8}, 7],
en supposant, bien entendu, I’inclusion D8}, 8}, r)1C DO_, 6, r]. Pour
détinir P[O,_, 8)'., r], il faut distinguer trois cas suivants.

1° Pour les j tels que o, > o,* une région propre pour A,x) I’ est aussi
pour A;g(w). Nous désignons par D, Vintersection des régions propres maxi-
males pour A,(x)(s; > ¢,*) contenant la direction (f,).

(i) Pour les § tels que j >y 4 1, cette direction est contenue dans une
des régions & partie réelle non négative pour Ayx). Par suite, la fonction
exp Ajg(x) tend vers 1'infini pour argw =0,, ® — 0. Cependant,

(ii) pour les j tels que j=1,.., o' —1, on a aumssi o;> o, mais la
direction (6 est contenue dans une des régions & partie réelle négative
pour Ayx).

20 Considérons les indices j tels que o, <g,* Si o, =0,% on suppose
de plus py + ... + por > N,, N, désignant un -entier positif suffisamment
grand. Désignons par 9, I’intersection des régions propres maximales pour
— A{), ... , — Ay{2) contenant la direction (8,). Lorsque le point o # approche
indéfiniment de 1’ origine le long de la direction (f,), la fonction exp A;g(x)
tend vers I'infini et 9, est propre pour A;g(w).

3° Considérons enfin le cas oi 'on a of=06* et py ..+ p, <N,.
Désignons par @D, I'intersection des régions propres maximales pour Ajs(a:)
(Pw + .. + por < N,) contenant la direction (6,).

Nous prenons pour 9[0,_, ;".,., 7] =9 une région fermée contenue dans
I’intersection des régions D[O_, 6., 7], ,, D., 9D,. La série (30.1) représen-
tant la solution formelle de (31.1), il existe au moins une solution de (31.1)
développable asymptotiquement en la série (80.1) dans le domaine D[8,-, 8}, 7).
Dans les cas 1° (i) et 29, elle se détermine d’une seule manidre par la formule

(31.2) Pigiw) = o8 i8¢ [ o= Qyglale™ 8@ 8oy,

0

(") Pour la définition, voir n. 7.
(*} M. HuguHaRraA [1]
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Il en est de: méme du cas 1° (ii) et le cas 3°, si le domaine D[6,._, 8}, 7]
contient une direction suivant laquelle exp A;gix) tend vers I'infini. Dans
les autres cas, on doit définir la solution Pjglx) de (31.1) par la formule

@x
(31.3) Pygle) = 18718 {p}g + / 2 Qiglale Y880z
xo
8
°g désignant un point convenable sur I’extrémité radiale {*) de @{8;“_, :4-: 7]

et p; i8¢ 35’(0%’)( 13) %485 une valeur quelconque assez petite en module d’aprés
le résultat de M. M. HuxvuHARA {1}

Il peut arriver qu'une infinité de Pjg(x) ne se déterminent pas d’une
seule maniére. Il en sera ainsi certainement, si, dans le cas 1° (ii), il existe
au moins un indice j tel que le domaine DB}, B, 7] est contenu dans
une des régions & partie réelle négative pour A x) (**). Cette circonstence nous
empéche de démontrer la convergence de la solution formelle (F,). Nous intro-
duirons done I’ hypothése smivante:

Hypothese A,. Dans U intersection de la région D[B)", 8}, r] et des régions
& parties réelles négatives pour A, (), .., Ay(x), se irouve, pour chaque §j tel
que 1 <j < o, au moins une des dz’reotions singuliéres du polynome A,(x).

On a alors la

Proposition. Si I’hypothése A, est remplie, on peut déterminer les Pigl)
de proche en proche @’ une seule maniére & partir d’un ceriain rang comme

solution de (31.1) developpable asymptotiquement en les séries (30.1) dans le
domaine P[0, 6, r].

32. Remarques sur I’hypothése A,

1. Supposons que Pon n’ait pas I’hypothése A,. Si I’intersection de
la réglon DO, 8, r] () ot des régions a parties réelles négatives pour
Apf), ..y, Agla)e <8 < &”), par exemple, contient, pour chaque j fel que
1<y < «, une des directions singuliéres 'du polynome A,w), on pourra faire
une discussion tout A fait analogue pour ce qui suit si ’on annule les con-
stantes Cy pour & <k <«

(°) Pour la définition de I extrémité radiale, voir n. 7.

(*?) C’est-a-dire il ne se trouve dans D[OF , Ry "+ 7] aucune direction suivant laquelle
la fonetion exp A;g(a:} tend vers Pinfini pour o — 0.

(1) 9er ., 6 +, r] est un domaine angulaire fermé quelconque contenu dans 1'inter-

a
section de D6, 8., r] et des régions propres maximales pour Ajx) — = prAa(x).
k=a/
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2. Au n. 81, nous avons supposé v<k+1. Silon pose Ci=..=C(,=0
dans (F'), nous obtenons une solution formelle (Fy ;) contenant § — a constantes
arbifraires:

th+1) yj =T aij + 2”P 31(0))217‘”1 ZgB (j = 1’ weay n),
(32.1) Jgr(m) S P grmp“

ot 3 est égal & 1 ou O suivant que j=a -4 1,.., § ou non et § désigne

(Patas -, P
Le domaine D[Bsy,—, 8iy.y, 7], olt les développements asymptotiques des

coefficients Pg.(m) sont valables, est une région fermée quelconque qui est
contenue dam ’intersection de la région P[B_; 6, , 7] et des régions propres
maximales, contenant la direction (8;), pour les polynomes A,x) tels que

a; > 0.
Puisqu’'on a Aj@)=0 et &X;;>0 pour j=a - 1,.., B, I"hypothése A,
peut &tre remplacée par la suivante:

Hypothése Aj,,. Enire les directions (O3..-) et (Bx.y), il existe au moins
une des directions singuliéres de Xjx) pour chaque j tel que 1 <j < a.

33. Inégalités. Posons
PfN(w’ Z) —_ . ]N xq Doty ess y zau) —

= szi + 2N '5’(“’)25"' ¥ ‘.7 =1,.., ”)y

al’

ot I} désigne la sommation étendue & tous les arrangements (Dars ooe s Por) tels
que 2 S Pur t oo+ Dary Patar + o+ parpar < N, px = (ﬁ(lk/(a' 3'0")0") 8i 7,
et 1, sont des nombres asses petits, les fonctions hfx, ¥s,..., ¥u) (=1, .., #)
sont holomorphes pour

méﬁ){@i'_, :+’ roh 19 S M50 s | Yn| = 1,-

Puisque Pjn(x, 2) (j=1,..., n) sont des polynomes en 2., ..., 2, sans terme
constant et que les ooefﬂclents P,g(ac) sont des fonctions holomorphes de o
dans le domaine D[8) , 8., r], on peut choisir les nombres positifs 3, §,
de maniére que I’on ait les inégalités

lPiN(m: z)i+6<730 (jzl,'",”‘)
pour

x€POL, 8, 1.} ma.;xfzk e < G,
k=a'
Si le systéme (28.1) se transforme en

dv; .
(331) wﬂ‘ld ( )/0} + gi(w’ Zoty ey gy U1y, Vn) (i= L., ”’}
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par le changement des variables

(33.2) ¥ = Palw, Z) + v (=1L, )

on aura, aprés un calcul élémentaire, les égalités

(33.1') w"g,(w, Zaryerey Barry Viyseey ’Dn) =
= A@)[ Pjnlx, 2) — 8;2;] + x°hyfie, Piy + 1y ey Puv 4 v) —
— gt a—%—” — [ ;2_“ 3ot %Zf — lej(w)zi] -
@7 dey | OP;n \
—_ ob1 28I 18 S, = 1. ..
ki}“ex dm{ 071 5”‘] (G=1,0, m)

ot les wot? %25 doivent étre remplacés par les seconds membres de (E). Tous

les termes dans les seconds membres de (33.1') contiennent ° comme facteur.
Par suite, g, 2, v} (j=1,.., n) sont des fonctions holomorphes de
(@, Zary ey Zary Uiy, Un) pour

all
(33.3) x €O, :—l-’ rol, x’?a‘x |an Ml < G,
g
|01 3, e, |om ] Z 8.
Si Pon pose
(33.4) v; = ehi®y, G=1,.., n),
le systéme (33.1) se change en

(335) « % =0i@, Zury ey Zury M@y, .., Sel®y)e=2®)  (j=1, .., n).

Les séries

B, == X ; Par , ZPa" j=1,..
(Fyn) j IuﬁizNP"g(w)Z“' zt: =1.,n
représentant une solution formelle de (33.1), les termes indépendants de
V1, ... ; Uy -dans les seconds membres de (33.1) ne peuvent contenir ancun terme
de degrés moindres que N par rapport aux Z.'¢, .., Z¥«’. On en coneclut
que I’on a les inégalités

(33.6) lgjia, 2, v)| <4 é | 0% | + By Igax lox e (j=1,..., n)

pour (33.3), 4 désignant une constante indépendante de N et telle que
A> |2l Fei (f=1,.., n)

34. Famille § et Transformation G. Nous définirons au n. 39 le domaine
DA, -, Ay, 1), ot la solution formelle (F,) est convergente. Il est, bien
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entendu, contenu dans le domaine DB, 8, r] o les coefficients P;gl(w)
sont holomorphes.
Nous considérons la famille & des sysiémes de n fonclions {{.(x, 2., ...
ey Zan)yeeey Yuly 240, oo, 2,0) ) Satisfaisant a la condition suivante :
Les Yi{®, 2oy, 2an) = Oji0, 2) (j=1,.., n) sont des fonctions holomor-
phes de (®, 2y, ..., 2,) dans le domaine
all

(34.1) x€EDA,—, Ay, 1), max | 2 |V < G,

k=a’
et satisfont aux inégalités

(34.2) |4, #)| < Ke— 5@ max |z, iy (=1, n),

E=a/

K étant un nombre positif tel que KN <3,
Puisque le systéme {0,..., 0} appartient & &, la famille & n’ est pas vide.
Posons

(34.3) Wi, ©,, 2°) = Ui, @y, 25, ..., 20n) =
= i, Zul@, Ty, 20}y ey Zar(®, %, 2ar)) (j=1,.., n)
(84.4) Gilx, x,, &) = G, 2y, 25, ..., 23) =

= g,«(w, Zw, ey Za,,’ eA:(m)IIfl, e el\n{w)w”) (j =1,.. , ,n).

Nous définissons les §{x,, #°) = q)j(wo s By 230) (j=1,.., m) par

Lo

(34.5) $ilae, 2°) = f x Gy, x,, 2°)e—2@dx (j=1,.., n)
0

Nous démontrerons plus tard, en choisissant convenablement les chemins d’in-
tégration Iy, que, si (w,, 2°) appartient au domaine (34.1), les intégrales (34.5)

sont convergentes.
T est alors la transformation qui fait correspondre au systéme des fon-

otions - { s, 2), ., Uul@, 2)} le systéme des fonctions {d,(@, 2),..., bu(®, 2) ).
36. La démonstration de la convergence de la solution formelle (F\).

On voit immédiatement la proposition :

1. La famille & est fermée, convexe el normale.

Nous démontrerons ensuite les propositions:

11. Les intégrales (34.5) prises le long des chemins I, sont convergentes.

IIL. Le systéme { di(x, 2), ..., Gulx, 2)} oppartient & &, ¢ esi-a-dire,
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IIl'. On a les inégalités

(85.1) | $yfe, #)| < Ke—BA5@) max | 2 Ve (F=1,.., n)

k=q'

et

IIY". Les fonctions ¢jx, 2) (fj=1,.., n) sont holomorphes dans le
domaine (34.1).

IV. La transformation G est continue.
Alors on sait, d’aprés le théordme d’existence des points fixes (voir
M. HuokunARA [3]), qu’il existe un systéme de » fonctions tel que l’on ait
{ala, 2), oo, bl 2) ) = { Dilar, 2), ., O, 2) )
Puis nous démontrerons la proposition suivante:
V. Le systéme des fonctions j(x, Z{x, %o, 2°) (f =1, ..., m) est une solution

des équations (33.5). Nous la désignons par ¢n(@, Z) (j = 1, ..., n).
Alors, d’aprés les relations (33.2) et (33.4), le systdme des fonctions

Sin(w, Z) = Pin(m, Z) + pinle, Z)e*™ (f=1,., n

est une solution des équations (28.1). Si §;y(x, Z) (j = 1, ..., n) sont indépen-
dantes de N, la solution formelle (F,) est convergente. Donc, nous démontre-
rons la proposition suivante:

VI. La solution du systéme des équations (33.5) telle que ¥ on ait

(35.2) u; = O(e—RAi) max | Zufe, 0, 21%) V') (F=1,.., n)

k=a'
est unique pourvu que N soit assez gramd. Car, si N’ > N, les expressions
wi= e N Pindx, Z)— Pinlw, Z) + o, Z2)e™)  (=1...., n)

représentent une solution des équations (33.5) satisfaisant aux relations (35.2)
et 'on a

87’1\/’(‘”) Z) = ng(m, Z) (f - 1: vy 'n’)'

36. Conditions imposées aux chemins &’ intégration ;4. Le point le plus
délicat de la démonstration consiste & déterminer les chemins d’intégration
ljr,. Nous les prenons de maniére que I’on ait la condition suivante:

Soient @, 22,,.., 2, des valeurs quelconques appartenant au domaine
(84.1). Les chemins T;., sont contenus dans le domaine D(A,—, A, r,) et toutes

les fonctions x—'Gix, x,, z"}e“i‘”’ sont définies sur les chemins T',,.

Dans le cas le plus simple ot on a étudié dans le mémoire précédent,
nous avons pu déterminer le domaine 9(A*, A}, r,) de maniére que I’on puisse
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choisir les chemins T, satisfaisant & cette condition. Cependant, dans le
cas général, la possibilité de déterminer le domaine D(A,_, A, , r,) me semble
douteuse si I on ne suppose une certaine condition plus forte que la condition (A,).

Nous désignons par p et p les coordonées polaires du point variable
sur I';;, par r et 6 cenx du point x, et par s la longueur de I’arc de la
courbe I';, compté de I’origine jusqu’au point z.

On voit d’abord que la condition écrite ci-dessus est équivalente & la
suivante :

Lorsque « varie sur Ui, les valeurs de (@, Z,, .., Z,n) restent loujours
dans le domaine (34.1).

Pour que 'on ait cette condition, il suffit que 'on puisse délerminer
dans le domaine D(A,_, Ay, r)) les chemins 'y, de maniére que Uon ait &
la fois les inégalités

| 2 |

d » ’ 1
(36.1) o (RAk(x)) = g sin oxe k=d,.., )
sur Iy, ¢ élant supposé assez petit.
Si I'on a les inégalités (36.1), on voit que la valeur de ma;xgzk}”w: tend
k=a’

vers 0, en décroissant monotonement lorsque le point variable « sur I, tend
vers I’ origine.
D’ autre part, (33,6), (34.2), (34.3) et (34.4) entrainent

|e—1Gy, ., 2929 | < (AK + By)|a|-*e—R44(®) z;f;x | Zx [N1iy,

G=1.., n),
et la convergence de 1’intégrale
Yo 1’
(362) [I @ |"Ie—$Aj(w) max | Zr |Nlpk ds:
. k=a’
0

entraine II, s, désignant la longueur de la courbe I'j,. Pour les j tels que
0; < o,% la fonction & intégrer tend vers O lorsque « s’approche de I’ origine
le long de I'j,. Pour les j tels que o;> o,* le facteur exp(— RAx)) est
prépondérant. Nous supposons donc en outre que V'on a I’inégalité

(36.3) I (o) 2 ';ﬂl sin a8
P

sur Tyz. On voit alors que la fonction exp (— #A,(x)) tend vers 0, en décrois-
sant monotonement lorsque x s’approche indéfiniment de I’origine le long
de T'js. La fonction & intégrer converge aussi vers 0 lorsque x tend vers 0
le long de I';,. La condition II est donc remplie.
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Pour démontrer ITI', il suffit que I’on ait les inégalités

89

(36.4) [ (AK -+ By) | x [~ e~ R4 g‘i‘ax | o [Merds <
1 =
< Ke—84jlx)) max | Zx® [Nl j=1,.., n).
Ke=a/

Les inégalités
(36.4) (nAK + By)o—e—FAita) inaax | Z [M1e <

k=a’

sur Ty, entrainent (36.4).
Or, pour les j tels que o; < g}, celles-ci découlent de (36.1). En effet,
puisqu’on a

d a" Z N{ d Z Nl

—=-{max bp e — Bty

¢:l.<>’(k=€,,»i el k) das'f w [y
pour un certain indice k' tel que &' <k <", on a

d/ N d ar’
ds(mafok lN’**l:) o ds(longk,l)maXl7k Vley =

k=a’
_N[1 dZ] @
= 175 ds]kf’fIZkl b >
.N d o ¥ N a 1 l art .
> S, P | 20 2 g | 2 (@ial i | 2

On a done

d . alt
I [e—BAi) max | Zie |F1m] > -

—&Aj(x) 1 d z — _‘1 . - Nj
> =00 | Smin |- £ (@e(a))| — Z (A fol) mux | 2 [,
d’ott, puisque o; < o,*, on voit que cette dernidre expression est plus grande
que I’expression

N

e— R () mm

—a!

pi 2 @)

max | Zic |Nlv

pourvu que N soit assez grand. Par suite, pour que Ion ait les inégalités
(86.4), il suffit que I’on ait

(36.5) o~ mdK + By) <EN min {1 &

R0 s o B4
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En tenant compte de (36.1), I’inégalité (36.5) est évidemment satisfaite si 1’on
prend N et K suffisamment grands.

Puisque les inégalités (36.1) entrainent la croissance de m:mx[Zk [*'tx pour
k=qa/
p < 1y, Uinégalité

P~ (nAK + By) S K& (— B fa)

entraine (36.4). Si o; > o,* cette inégalité est une conséquence immédiate de
(36.3), si I’on prend r, suffisamment petit et K suffisamment grand.
En somme, on arrive & la conclusion:

Proposition. Pour que U’on ait I1 ef I, il suffit de déterminer un domaine
D(A,—, A1, 1o) et les chemins Tjy,, pour un point quelconque x, € D(A,_, A,y , 1)
donné, de maniére que, pour ftous les j, on ait les inégalités (36.1) sur Ty, el
que, pour les j tels que o; > o,%, on ait en oulre les inégalités (36.3) sur L'y,

37. Définition des chemins @’ intégration I';,,. Soient (Axi) et (0x_) (k= </, ...
w, &"} les directions singuliéres de Ax(x) (k = «, ..., &") immédiatement supé-
rieure et inférieure & la direction (6,) respectivement. (6z;) et (8x—) sont des
directions singulitéres ascendante et descendante de A,(x) respectivement,
car on a (H,). Posons
a’’ at!

0. = max 6, 6 = min8,.
Jom=gy! Je=zp!

Pour les j tels que g; < ¢,*, nous définissons A; et A par
A; = max (), 6)), Ay =min (0, 6%).

Pour les j tels que o;> o,* et j >y -1, nous désignons par (8;) et
(8;-) les directions singulidres de Ajx) immédiatement inférieure et supérieure
a la direction (8,) respectivement. (8;;) et (8;_) sont des directions singuliéres
ascendante et descendante de Ajx) respectivement, car on a (Hy) et (H,). Nous
définissons alors Ay, A,/ par

Ajv = max (@:‘_, e;.‘_., e]‘+), A]-v' = min (@:_l_, 6:‘_,_, B]'_).

Considérons enfin les indices j=1,..., &/ — 1. On a nécessairement o;> g,*
Puisqu’on suppose 1’bypothése A, remplie, il existe an moins une direction
singulidre de Ajx) entre les directions (max (8, 6,2)) et (min (8, 8y)) et
puisqu’on suppose le domaine D[, 0., r;] propre pour Ajw), il existe
au plus deux directions singulidres de Ajx) entre (max (8, 6,.)) et
(min (8, 6})). §’il n’y en a qu’ une, nous la désignons par (6;-) ou (8;;)
suivant qu’elle est descendante ou ascendante. 8’il y en a deux, ’une est
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descendante et I’autre ascendante. Nous les désignerons respectivement par
(8,-), (8;4+). Les quatre cas suivants seuls peuvent se présenter :

1o 6, <max(8), 82) <8;_ <6, ot §;, estla direction singulidre
immédiatement inférieure & (8;_);

20: 0, <8 <min (), 8)) <8, ot §;_ est la direction singulidre
immédiatement supérieure & (0,);
3°: max(8), 6-) <0 <0;— <6;
40: 6 <0;y <0;— <min (8, 8).
Nous posons
Aj, =max (B, 6), A =0,-
dans le premier cas et
Ay =0y , &,=min(0), 6})
dans le deuxidme cas et
Ajy =0, , Ap=0_

dans les deux derniers cas.
On voit immédiatement que, si N est suffisamment grand et si e est

a!
suffisamment petit, la fonction ¢~ FA5(*) max | Z; |Nis; converge vers 0 expo-
k=a'

nentiellement, lorsque « &’ approche de 1’origine suivant une direction telle
que 4; + 2e <o <A — 2e.

Nous définirons au numéro suivant pour chaque j les angles 8;,, 8, et
la fonction 4;(¢) continue et satisfaisant & 1’inégalité sin 4;(p) > 0 dans les
intervalles [9;,, A; -+ 2¢] et [A), — 2¢, €]

Cela posé, les chemins T, seront définis comme il suit:

Si on a Aj, 4 2¢ <argw, < A, — 2¢, le chemin T, est le segment joi-
gnant a, & origine.

Si Pon a Ay — 2e < argx, < 0, le chemin I, est formé de la courbe

9
(37.1) p = r eXp /cot A;(9)dyp, Ay —2<¢<H
8
et du segment:
-A'j,—-ze
p < rexp [ cot A(p)dyp, =4 — 2.
8

14
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Si Pon a 8, <argw, < 4, + 2¢, le chemin I'j;, est formé de la courbe:

37.1) p=r expfcot A()dy, 0<o<l;y+ 2
o
et du segment:
Ajv+2e
p<roxp[cotdnllde, =4+ 2e.
0

38. Définition de ©;,, 6';, et de A;(9). On a évidemment

o | Ax| cos {wg — o) 1
ol w; est I’argument du coefficient Ax.

Sur la partie rectiligne de Iy, on a A - 2 < < Ay — 2¢, d’olt Pon
déduit |wp — orp | <®/2 — 260, pour k=, ..., o, car 6L < A, <A, <O .
On a done (36.1) pour tous les j. Pour les j tels que o; > 6,*, on a en outre
|w; —ojp — 7| < n/2 —2e0;, car on a 0, <A, <A <6, et puis (36.3)

Sur la partie curviligne de I';,, p est une fonction de ¢ donnée par (37.1)
on (37.1'). En différentiant par ¢ la relation (38.1), nous obtenons

d o) — 12| cos (4;i(p) + wr — oxgp) 1
. g M = “sin 40) + 0(5)'

Oron a
ds = pdy [8in A;(¢) on — pdy/sin 4;(9)

suivant que 'on a (37.1) ou (37.1'). La partie principale de g—gcﬂ{l&k(pe‘@) est

A
(38.3) la,,lfl-l cos (A;,(9) + ox — oxp) pour (37.1)
(38.3) — '3;'1 cos (4;,(9) + wr — oxp) pour (37.1').
4

Pour que I’on ait (36.1) sur la courbe (37.1), il suffit que I’on ait
(38.4) cos (4;(9) + ox — orp) > sin 20,% k=d,.., a").
Pour que I’on ait cette condition et sin A;(¢) > 0, il suffit que I’on ait
(38.5) max (0,59 — 6,5 + 2¢), 5,%) < Ay(9) < min (0,5 — 6,7 — 2¢), T — o,*).

11 est clair que, si ¢ est suffisamment petit, on a

a Mo — 65 + 2¢) < 0¥ — 6,5 — 2e).
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Les inégalités
a,*e g Gv*(cp - 9:_ - 25)’ Gv*(:P - B:+ + 25) g T — o
sont équivalentes respectivement &
n

(38.5) 6. +3e <o, cpgef.,'i‘;;;i — Be.

Si Pon pose

, T

(38.6) ®jv = 8:+ + -&? - 3e
pour o; <o, on a

9:‘«- é Ajv < A,jv = e:}« < a’jv (01 é cv*)r

et puis (38.5') dans l’intervalle [A";, — 2¢, 6';], pourva que e soit un nombre
positif assez petit. On définit A,(p) par

Aj(9) = min (o,%(p — 6,2 — 2¢), © — a,%) (0; < 0%).
On a alors (38.5) et sin A;(p) > 0 dans I’intervalle [A'y, — 2¢, 6]
Considérons ensuite le cas ol o; > o,*. On doit vérifier (36.1) et (36.3).
Sur la courbe (37.1), on a (36.3) en vertu de
(38.7) — 008 (4(7) + w; — o;9) = sin 205,

Alors, d’aprés (38.4) et (38.7), la condition, & laquelle doit satisfaire la fon-
ction 4,,(9), peut s’ écrire

(38.8) max (0,49 — 0% + 2¢), oi{p — 8 + 2¢), 0,%) < Afe) <

< min (o4 — B — 2¢), ofp — 0;, — %), ©— q,%).
Il est clair que, si e est un nombre suffisamment petit, on a
oXe — 0% + 26) < oM — 0" — 2e),  ojlp — 0, + 2¢) < o — By — 26).
Les inégalités
o, % < 0,*(p — 0, — 2¢), o, (p — 0 + 2¢) < — g%,
o%e Z ajlp — 0y — 2e), oilp — 8~ + 2e) S m—qy%,

o, *(p — 874 + 2¢) < 0{p — 01 — 2e), oilep — 8- + 2€) < o, ¥(p — B, — 2¢)
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sont équivalentes respectivement &

B +3<¢ , @sO+-5—3

. o, * w ¥
97‘.<+6(2+?)_.£_(9 ) wéﬁj—-i-"a-ws(?-l-c_),
i )} a

/]
* . *
ol —0,%05 | < < 91'91— - °v=!f9v_— .
o; — av* + 363 =? b4 = o; — O',,* 257’
ol ¢; = ¢{o; + 0,%/(0; — o,*). Or on a
o8 — o, %% 68, — o *6F
38.9 i A i e P i< 2L e
(38.9) o — o <Y+ ) 8- < o —oF

car ces inégalités sont équivalentes respectivement & 6, <6, 6,_ > 6 . De
plus, d’aprés la définition de A;,, Ay, on a
max (6,5, 6,,) <A, < 4, pour o; > a,*.

On en conclut que I’ inégalité (38.8), ot I’ on supprime 4;(y), est remplie dans
Pintervalle [A'j, — 2¢, ©';], si I’on pose

T . 9

(38010) 8,"” = min 9:_,_ + ;—* — 35, B]_ + T;j“ —_ Ejy’ —‘“I"——"*—;“-— — 257 3
v 7

e;, désignant 2 + 0,*/0;). Nous définissons 4;(¢) par

4;(%) = min (5,%p — 8- — 2¢), oj(p — 84 — 2e), m— %),

La fonction 4;(g) est continue et satisfait & I'inégalité (38.8) et a 1’inégalité
sin 4;(9) > 0 dans I’intervalle [A';, — 2e, 8';), ot I’ on a évidemment A, < ®, par
1a définition.

Posons

(38.6) 8, = 6% — ci* + 3¢,

A.‘f“(cp) = max (Gv*(fp - 6:—{— + 26) + =, 0",*8)

pour o; < o, ef
o9, — o, 0*
(38.10) 6, = max {e,"‘. — &-’; + 3¢, 0,4 — % ey, ety 9t

*
gj — Oy

Ajv(cp) = max (Uv*(fp - 6:&- + 26) + T, Gi(cp - ei— + 2€) + , G,,*E)

pour o; > ¢,* Alors, on verra comme ci-dessus que ’on a (36.1) sur la courbe
(37.') pour j=1,..., n et en outre (36.3) sur la méme courbe pour g;> o,*
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39. Définition du domaine D(A,_, A, , ry). Soient ¢, et @, les racines
des équations linéaires en ¢:

oo —0). —2)=mn/2 et o¥o—0)+ 2)Fn=1/2
respectivement. On voit sans peine ¢, < ¢,. Nous définissons 4,(p) par
max (o,%¢ — 0,5 + 2¢) + m, o%¢)  pour ¢ =<o,_
Ale) = /2 pour @, < 9= @yt
min (o,*(¢ — 8, — 2¢), © — o,%) pour ¢ <.
Alors la fonction A4,(p) est comtinue dans 1’intervalle (— oo, oo) et satisfait

aux inégalités

4j(p) = Ai(9) pour A%, —2 <@L 6,

Azp(P) = 4.(%) pour By <¢ =<4, + 2,
car on a

o, e — 8f 4 2e) + 1 > 0¥ — 8 — 2e).
On a toujours
8, <4, <N, <6y,

Pour les j tels que o; < o,* ou tels que o;> 0% el j= 14 |, on a de plus
(39.1) 8; <8, <9,

mais U inégalité (39.1) n’est pas toujours satisfaite pour j =1, ..., o/ — 1, 11 est
nécessaire que ’on ait (39.1) pour tous les j et qu’il existe dans le domaine
DA, -, Ay, ro) les directions singulidres de Ajx) pour les j=1,.., o/ —1
déja définies an n. 37. Donc on suppose I'hypothése plus forte que I hypo-
these A,. '

Hypothése B,. L’inégalits

A,_ = max (n_lax 8, 8;"_) < 8, < min (m,;in o, 8:‘_;_) =4,
=1 j=1
est remplie. De plus il se trouve entre les directions (max (b, , 0,")) et
(min(A,4 , %)) une des directions singuliéres 8 pour chaque j (=1, ..., o’ —1).
Cela posé, soit D[A,_, A,;, 7] le domaine
¢
0<p<rexp / cot 4,(p)de pour 4,_<o¢<4,,
Y
(v, ) désignant une des ses extrémités radiales,
On voit que, si I'on définit la partie curviligne de Iy, par (87.1) ou (37.1),
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les deux propositions II, III' au n. 35 sont certainement remplies dans le
domaine D(A,—, Ay}, 7).

40. Remarque sur le cas de o,* =0. On suppose que 1’hypothése A,
(# = h + 1), citée au n. 32, soit remplie. dux inégalités (36.1) correspondent
dans ce cas les inégalités

(40.1) 4\ o] > | m‘kc;’_)‘lp‘fiisin . k=a+1,.., )

ds

. : (] . . s : B
On voit que, si les inégalités (40.1) sont satisfaites, la fonction max | Zy |V
E==g--1

tend vers O, en décroissant monotonement lorsque x s’ approche de I’origine
le long de Ty, px désignant Rix, Kk =a +1,.., p)

Nous pouvons définir de méme les directions (3;z) et (A'jn) et les angles
B;» ot ©'j pour tous les j et la fonction Aju(¢) pour chaque j. Puis on définit
la partie curviligne de I';, par (37.1) ou (37.1) Il n’est nullement nécessaire
de considérer la partie curviligne de I, tel que o; =0.

Sur la partie rectiligne de I';,, on voit sans peine que, pour les & tels
que a 4+ 1<k <y, on a (40.1) seulement et que, pour les j tels que 5;>0,
on a (40.1) et (86.3), o Yon pose j=1,.., «, v+ 1,.., n. Pour les j tels
que o; =0, on peut prendre A et A'js respectivement pour O et @' .

On verra que 'on a

(4.02) @jhl <8, < @'jw

pour j =« + 1,..., #n. Pour que I’on ait cette inégalité aussi pour j=1,.., «,
il suffit de supposer au lieu de I’hypothdse B, la suivante:

Hypothése By . L’inégaliié

n n

. : : *

Ay_ = max (max O, 85_) < 0, < min (min &', Bxy) = by
f==1 j=1

est satisfaite. De plus il existe entre les directions (An_) et (Bw ) au moins une
des directions singuliéres de MAjw) déja définies dans U hypothése Ay pour
chague j tel que 1 <j< .

~ 41. Démonstration des propositions III", IV, V et VI. Nous appliquons
au systéme (33.5) les lemmes 1, 2 énoncés au n. 25 dans le premier mémoire,
en prenant pour les équations (25.1), les solutions Zx (k=1, .., m) de (25.1),
les fonctions Hjw, @, 29 (f =1, ..., n) et les intégrales (25.3) respectivement
les équations (E) qui ¢’ obtiennent en y posant 2, = .. =2y 4 = Fprqs = .0
.. =23=0, les solutions Zi(x, @, #°) (k =a..., «’) des équations ainsi
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trouvées, les fonctions aG;(@, #,, 2°)exp(—A4®)) (j=1,..., n) ot les inté-
grales (34.5). Les relations (25.4) deviennent alors

(41.1) $i(@n, 2 = [ e Gy, ®,, 20)e e =
i'ixo

o
= f e Gy, 0, 2°)e N da + [ oG, %, e e (j=1,..., n).
%

@

ff“’»"o

On suppose ces relations démontrées. On voit, d’aprés (36.4), que les intégrales
(34.5) sont uniformément convergentes par rapport aux 2!,,..., 2!, pour les

af! B
valeurs felles que max|z° [Y#x <{. Donc la proposition III” est une consé-
k=a’

quence immédiate du lemme 2.

Pour démontrer la proposition 1V, il suffit de démontrer que la conver-
gence uniforme de ¢, 2) (f =1,,.., n) entraine celle des fonctions ¢;fx, 2)
(j=1,.., n

Considérons un systéme de valeurs (w, 2°) appartenant & un ensemble
fermé dans (34.1). Si T'jx; est la partie rectiligne de I',, le rapport |,/ w,-'
est borné lorsque 2, parcourt D(4,—, A, ro). | ;| reste donc supérieur a un
nombre positif 8. Si x € I‘,-wj est au plus égal & & en module, on a

B, 2)|< [ (AR + Bulote— M) max | 2, s
£ 14
0

et on peut déterminer &' indépendant de x, et de #° de manidre que le second
membre soit inférieur & un nombre positif donné & 1’ avance. Désignons par
o/ le point de I';, tel que || =75 et par ) la valeur de Z; pour x = x;.
La longueur de la courbe I, étant bornée lorsque x, parcourt D(A,_, A4, 7o),
la convergence uniforme de ¢;{w, 2) entraine celle de ,{w,, 2°) — bila';, 29
La continuité de la transformation ¥ est donc démontrée.

Grace aux relations (41.1) la proposition V est aussi une conséquence
immédiate du lemme 1,

Par suite, pour que I'on ait les propositions III" et V, il suffit de
démontrer que I'on a les relations (41.1).

Soient £ et £ les points d’intersection de la circonférence || =17,
de rayon assez petit, avec les chemins Tx, et I'jx, respectivement. Pour que
Pon ait (41.1), il suffit que I’on ait

E'jo

(41.2) l f € Gy, o, 2% P | — 0 (G=1,u, n)
F:on
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pour %' — 0, le chemin d’intégration étant l'ars de la circonférence de
centre 0 et de rayon v'. D’ aprés les inégalités (33.6), on a

|2—2G,(w, @y, 29)e=21®) | < (WAK + By)o—le—H4il) max VAL

k=a'
sur arc &;f'je. Cet arc est contenu dans le secteur: Ay 4 Ze <o <A — 2¢
el
dans lequel la fonction e~ #A/® max |Z; |Niw tend vers O pour @ — 0. On a
k=al

donc les relations (41.2).

Démontrons enfin la proposition VL. Les dérivées partielles des seconds
membres de (33.6) par rapport & v,,..., v, ne surpassent pas en module une
certaine constante 4 sur le segment argax = A’y — 2¢, || < ¥, si &' est assez
petit. La solution telle que w;=o(|x|4) pour argx = A'j — 2¢, x — 0, est
done unique. La condition (35.2) entraine u; = o(|x|4) quelque grand que
soit 4. La proposition VI est done établie.

42. Conelusion. En résumant le résultat obtenu pour le systdme (28.1),
on peut énoncer le

Théordme 3. Si I'on suppose les hypothéses (H,), (H.) el B, remplies, on
peut écrire une solution sous la forme y; = @jlx, Zy,..., Zy) = Dyfx, Z)
(j=1,.., nj oiv les Q;lx, #) sont des fonctions développables en les séries

(F,) @@, 2).= 8;2; + 3" Pig(x)els ... 287" (=1,.., n

a/l

convergentes pour les valeurs de , 2y, ..., 2, telles que
(34‘1) @ E '@(Ay—, Av~§. 3 ro}, I;cla,x I 2k 11“"& < Co,

5; étant égal a 1 ou O suivant que j =d, ..., o« ou non; ;=0 (j=o,.., ")
et ox = Zr |k =&, .., &") représentent lo solution holomorphe de (E) telle que
la valewr initiale 2,° en x, soit nulle pour j== o, ..., «” et les coefficients Pjg(x)
sont des fonctions holomorphes et développables asymplotiquement en les séries

(30.1) dans le domaine D(A,—, Ayv, 7o)
Dans le cas de o, = .= ou_, = o,% Uhypothése B, n'introduil aucune

restriction mouvelle et on retrouve le résullat que nous avons oblenu dans le
mémoire précédent.

Dans le cas de o* =0, d’aprés les remarques des n* 382, 40, on peut
énoncer le

Théoreme 4. Si I’ on suppose les hypothéses (H,), (H.) el By remplies, on
peut dcrire une solution sous la forme y;= @il ®, Zogas ooy Zp) = Ppdc, Z')
(j=1,.., n) ot les @plx, ') sont des fonctions développables en les séires

(Fw) Dy, o) = Bz, + B Pigilac)elots .. o (F=1,.., 0
J B
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convergentes pour les valeurs de ®, 2,44, ..., 2g lelles que
B
x € D(Ap—, Apy, 7o)y max [z [ <G,
k=a+1

3; étant égal a 1 ou O suivani que j=a 4 1,.., B ou non; Z' a la signification
analogue que Z et les coefficients P;g(x) sont des fonctions holomorphes et déve-
loppables asymptotiquement en les séires (32.1) dans le domaine D(Ay—_, Ay, 7o)

43. Exemples. Dans ce numéro, nous donnons des exemples satisfaisant &
I hypothése B, ou Bj et un exemple ne satisfaisant jamais & 1’hypothése A,.

1. Exemple satisfaisant & 1’ hypothése B,. Soient X,(x), A;(x), ..., Aefx) les
polynomes définis par

7 _n
M) =eBa?, Afw)=e B, Afx)=4a°,

Me)= e, M) = e at, )= - 1,

oll ¢ est un nombre positif suffisamment petit. Nous considérons le systéme des
équations diffdrentielles non linéaires

d .
2t U = 2 faly; + i, g1, s 9) (G=1.,6)

ol les hy (x, %, ..., ¥s) (=1, ..., 6) sont des fonctions holomorphes de x, ¥, ..., ¥
pour

br =

we@[—i_z-’ g‘,

1.'], '?lxl—i"):---, lyﬁlén'

Nous démontrons que I’hypothése B, est remplie en prenant 8, =0 et
o =3, " =5b.

On a d’abord

m _m

et e 8 1
A1(w) = _'2"55 ’ Az(m) = - oxt ’ As(m) = - xz’

et

e —
Mo =—-%  , AMe=- " , Am=g

On a donc évidemment 1’ inégalité
RAi(x) < RAsx) < RAslar) < RA () = RAs(x) < 0 < RAq(w)

Annali di Matematico 15
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sur le segment: argax =0, {2|<¥,. On a alors

on T
91+=——-3— 3 e2+_=1—2‘ s BH_:_?_S: s
T Ve T
61__:—_'—6 y OZ_ZE N 96_=g s
n 3
93+=§ » e4+=§+5, B 95+=g—8, »
T T , ,
bo=—3 , B=—z+¢, Bs_::—-g-—-e
Ces relations entrainent
5 T
Gf_—rlxclffuk_,....-—-~+e , 6,,+._1,:11:16k+_§--e'

et on voit que la région propre maximale pour Ajx) (j =1, 2, 6) contenant
2 = n
372 “gta ")’
® =© In T W W, T [ S
@(1_2’ D 2 + 2 > @("‘“ g —~4} g + ‘1’ ") ¢ GSt—a-dlre ) @(—— ~g._ 3 s ;r)

et que la région propre maximale pour Ajx) -.kz: prAx(x) (j = 3, 4, D) contient
=g

la direction (0) est égale & I’intersection des 99(

au moin le domaine ED(—-g-]- ¢, g—-e’, r). On a donce

@{@:_, :'%’ 'r}:@I_?SE"I"a,’ g”_—slg 7}:

&' étant un nombre positif suffisamment petit.
D’aprés la définition de (0,_) et de (0,.), on voit facilement que I’hypo-
these A, est satisfaite. Les angles Aj, et A'j, sont définis par

3 , T 3 ,
A1v=_§n+5’ AZV:E’ Asy = Asy = ADsy =_‘8E+87A6v=—gr
A’lv - —‘g’ Ay =1§"_ 8!; Ay =ANow=Aw= g - 8’9 Algy == ‘g’

Si Von calcule les valeurs de 0';, et de 8;, par les formules (38.6), (38.10)
et (38.6'), (38.10') respectivement, on obtient sans peine

7 4] 3
O=——g +¢+ 5, ®zv=——’3‘ +¢ 46, 0, =0, =0, =— +
0 o _= ., 13n b
+$’+38, 9‘5”"“ 3+ + 383 lv—g ¢ —65 829—‘ 12 "72%7
3 , ' 10
@sv—®’4v—@'5v-—'—21—t—5'—'3€, @ﬂy-—g—.%— 33.
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Par suite on a les inégalités
®§y<0<9',\, (j:l, oy 6).
On peut alors poser
T B T ,
A,_=—3+a + 6¢, AH_::B-—-e-—-—Gs.

Les directions singulidres (6,_) et (8, ) se trouvent évidemment entre les

directions (max(4,_, 6;-)) = (max (wg +¢ 1 6e, — {2‘ + s,)) of (min (A, , 62)) =

= (min (g — ¢’ — B¢, g- s')) . I’hypothdse B, est donc vérifiée.

2. Exemple satisfaisant & 1’ hypothése B,.. Nous considérons le systéme
des équations différentielles non linéaires

d; .
28 S = ) faly; + @, 95 ) G=1,.., 6
dont les seconds membres sont holomorphes pour
T
wéﬁ){—;, i’ r}, G [0 s B S0

Ici, Afx) (j =1, ..., 6) sont des polynomes de x de sorte que les intégrales

x

f Ajx)x—°dx, des polynomes de x~* de degrés 4 am plus, 8 écrivent sous la
QO

forme
6_5?7;_‘ es;n .
Aufw) = — 3 0 A= — o 0 Ade)= i

As(ar) = Af) = Ayfxr) =0
et Ajs (j =3, 4, 5) sont des constantes définies par
134 = 4 ) 144 — 36is, 3 )\54 —_ 23‘_{5’ 3

¢/ 6tant un nombre positif suffisamment petit.
Alors on a I’ inégalité

i) < RA(x) <0 < RAql)
pour argx =0, |x| <&,/ et
3{«7\34 > 3144 > 5{1“ > O et Ai(m) = O (j = 3, 4, 5),

8, étant supposé assez petit.
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On a alors
T 9=n
61+=E , 0y = 16 s 96-{—-—"'%,
19= T
bo=Zg o b=—g ,  bo=g

d’ot I’on déduit que la région propre maximale pour A,(x), As(x), Asx} con-
tenant la direction (0) est égale & 1’ intersection des régions propres maximales

f# =« 19n = 9 = T X T T T W
o5 w5 ) %5 ~wts )51 5D )
y R 131‘5 375 . * *
¢’ est-d-dire & B ~48’ 8’ r). La région D[B7_, 8, , r] est donc égale a

T T
59[—1’ Iy r]’

I’ hypothése A, est donc remplie en prenant 6, =0 et a4 1=3, § =5
Nous définissons 4, et A'; par

T
3 Asn'———‘—g:

=

, A2,,,=—’1‘ , Agy =Dy = Ay = —

=NE

Alh’ =

k3 11
A’ ::A, 1=A, $ T A, I
Y 4h (11 4 3 8h 8

¥

=l

T
? ’
Alh’zl y Ath:-—'

Si on calcule les valeurs de &', et de 0, par les formules correspon-
dant & (38.6), (38.10) et & (38.6'), (38.10') respectivement, on a sans peine

br ¢ 8 , 9n ¢ 8 13n ¢
bw=—pgt3ty Ow=1g—5 3 O="gFat%®
! 3n ! n 4 ' ! 'n.
@zk,zig——%—ige;@sk,:—_@4k,=@5h,=~—1, 63&’=®4k’=@5h’=17

r ¢  be _,
®6h'=_1+z+_2'7 85;.':4—1—-,—-,
d’ ot I’on déduit 8, <0 < @', pour tous les j. On a de plus

6
Ay_ = max (max B;ns (9,’,'5_) = max(-—— % +3+ 835, —1i

j=t

6 ’ €
A,,,_l_:min(min & @,’,’?ﬁ::min(%%——%—-&, E)—_—. '3))1%—%—35.

j=1
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Par suite les directions {6,,) et (9.—) se trouvent entre les directions (——Z—g +
,+§+§3—5) et (?{—g-—% -—-38). L’ hypothése B, est donc vérifiée, en prenant
b =0et a+1=3, f=5H.

3. Nous donnons un exemple pour lequel I'hypothése A, n’est jomais
remplie. Nous considérons les polynomes Az}, Agfx), ..., Agx) en x—* défi-
nis par

; 1 1
Aslo) = — % A (@) = Mol =— 5, M) =—_;,

i i 1 1
M) =5, Del) = — —, Adfar) = —, Aof) = — —-.

Nous démontrons que I’hypothése A, n’est jamais remplie si ’on prend
o =7 &' =8.
Calculons d’abord les directions singulidres des Ajx) (j =1, ..., 8) se

trouvant entre les directions (--g—-) et (ﬁ;) On a sans peine

2r  k=n T [
e1+=§+§ k=0, 1, 2), el—=?+§n k=0, 1, 2, 3);

b

w kx . 2r  kr
92+=~§—+—3—- (k::O, 1, 2,3), 62_=§-+'§ (k'::O, 1, 2)

2kn 2k~

5% T
93+=§+ 3 k=0, 1), 93-=—2—+T k=01 )
T %= 5 2k
By = + 0 k=01, Ob_=F+5" k=01 ;
8y =m , 95..:-72:——}-163! k=0, 1) ;
es+=;"+zm k=01, O_=m= :
3
b= , b=g ;
0, = —2"— , Bs_ = 37"

On peut alors trouver un systéme des régions 9, = ED(—;— R %f, r), D, =
2n ' bn Tn 4 7 3
ZED(F:W: 1‘), @3::@(“6“, B’ 'r): 594:9(“7 '77‘:’ 'r)’ 96:-5)("6:5; '227 1')
qui sont des régions propres pour les polynomes A,(x), A(x), ..., Ag(x) contenues

T 3n
dans ED(?, T r).
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On voit sans peine que les domaines D,, D,, Dy, D,, D; sont contenus
respectivement dans une des régions & partie réelle négative pour (As(x), Aslz)),
As(x), Adz), Aqyx), (As(), Aqf))

Sait (8,) une direction quelconque se tromuvant entre les directions (12:)

et (%15) On voit alors que 'intersection de la région propre maximale pour
Aj{x) (s; > 1) contenant la direction (6,) et de la région & partie réelle négative
pour A,(x) contenant la direction (8,), ¢’ est-a-dire de @(g , %E, r), est contenue

dans une des régions a partie réelle négative pour certain polynome Axfx)
tel que o > 1. Ce fait montre que I’hypothdse A, et & fortiori 1’hypothése B,
n’ est jamais remplie pour &« = & =7.
11 en sera de méme si ’on permute les indices 7 et 8.
Par suite, comme un exemple pour lequel U hypothése A, n’est pas remplie,
il suffit de considérer le systéme des équations
d .
a’ a%: M@y + R, Yo, e, Yo) (G=1,.., 8)
o Mfx) = o' ‘—%A,(:c). Pour ces équations, nous ne pouvons dire rien sur la

convergence de la solution formelle contenant Z, ou Z;.

44, Complément. Pour que la solution formelle (F,) soit convergente, il
suffit que les six propositions an n. 35 soient valables. Pour cela, on a vu
qu’ il suffit de déterminer un domaine 9* tel que, pour un point quelconque
x, € D* donné, on puisse choisir dans D* les chemins I, de maniére que,
pour les j tels que o; <o,* on ait (36.1) seulement sur Iy, et que, pour les
j tels que ;> o,* on ait (36.1) et (36.3) sur I',. Or, pour les j tels que
g; > o,*, les inégalités (36.3) joment un role essentiel, mais les inégalités (36.1)
ne sont pas nécessaires. En effet, il suffit que les valeurs de (x, Zy, ..., Z i}
restent toujours dans le domaine (34.1) lorsque % est sur les chemins I';, de
manidre que 1'on ait (36.3) sur [y, .

On peut donc énoncer le théoréme suivant un peu plus général que le
théordme 3.

Théoréme 5. Soit D[V}, 0, r] le domaine fermé quelconque qui est con-
tenu dans U intersection du domaine D[O_, O, r] oiv les seconds membres des
équations données sont holomorphes, et des régioo/@s propres maximales pour

Afw) (5; > 0,%) et Ag@) = Afa) — T pehal) (o; = o.*) contenant la direction ().
k=a'

Supposons qu’ il existe dans DB, 8y, r] un domaine D* = D(A,_, 8,4, 7o)
satisfaisant & la condition swivanle:
Pour un point quelconque x, € D* donné, on peut choisir les chemins Ty,
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conlenus dans D* de maniére que, pour les § lels que o;<o,* on ail (36.1)
seulement sur Uy, el que, pour les j ftels que o; > o,* on ait (36.3) sur Ty, ef
les valeurs de (¢, Z,,..., Z, ) restent toujours dans le domaine (34.1) pour
X € Piwo'
Alors la solution formelle (F,) est convergenie dans le domaine (34.1).
Dans le cas de ¢, =0 aussi, on peut énoncer un théoréme analogue.

Crapitie 1IV. - CONVERGENCE DE LA SOLUTION FORMELLE.

1. Solution formelle (F,).

45. La solution formelle (F,,). Nous considérons les solutions formelles
(By) et-(F,) (**) olt 6,* < g,* Dans le chapitre précédent, nous avons démontré
que, si les hypothéses B, et B, sont remplies, les solutions formelles (F,)
et (F,) sont convergentes respectivement dans les domaines 9,* et 9,* définis
par (¥)

, art
D*: ®€DA—, Ay, 1), max | Zy |t < G,
=gt’

144

g
Dt X E€DA,-, Ay, 1), lgag | Z [Yex < Gy

Dans cette section, nous cherchons la condition suffisante pour que la
solution formelle (F,,), que lon obtient en posant Cr=0 (k== o, .., o,
B,y B”; 1<p <v<F) dans (F), soit convergente. Naturellement, nous sup-
posons les hypothéses B, et B, remplies. La solution formelle (F,,) dépend

des Z; auxquelles correspondent les polynomes Ajx) de degrés o,* et o,* et
peut & écrire sous la forme ()

(va) ?!i =z q)jv(w’ Zon’; see g Zoc”) + 57'25 + 2’ .Pjgu(w, Zar y see g Zau)Zg,g' ase ZpB”

B(’ ¥
{45.1) Pjg,(w, Boryens Bgr)ac D Pjgg, (o) zg,“’ zfg‘” s
45.2) Pjgi(x)zx %! Pjpos’g" 2%,
ot Q‘g == (pa': vor y pa/r), 5’ = (pﬁr, ey pB”))

]':

1 (j = p’) ey Bﬂ))
0 (j==§,.., §")

(**) La solution formelle (Fyy) ¢’ obtient en posant ¢j =0 pour j Fap—1-+1,..., oy dans (F).

(*3) me’r simplifier I’écriture, nous éerivons §,..., B au lieu de ap—1 -t 1,00y ap, de
sorte que, ’E > par exemple, désigne la sommation étendue 2 tous les entiers k tels que
ap,_.1 < k é ap. .

(%) Lies fonctions ¥, 227, ..., 247) sont les mémes qui se frouvent dans le théordme
3 ou le théoréme 4 suivant que o,* >0 on o,* == 0. Par suite, elles sont holomorphes.
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46. Le domaine o les développements asymptotiques des coefficients
Pjg'(-w, Zary e s @y} SOBE valables. Nous ordonnons 1’ensemble des arrangements
(7; &) de la méme maniére qu’au n. 18.

Supposons déja déterminés tous les coefficients Pig'(, 24, ..., 247) pour
| 8| < N comme des fonetions holomorphes et développables en séires (45.1)
convergentes pour

alt

b max fepin < WS G
=o'

(46.1) x € @[6;‘;__, @:;;
La définition de ce domaine sera précisée plus tard. Les Pig'(w, Zy,..., Zu)
seront calculés pour |[&|= N comme il suit: Si on porte dans (28.1) les
séries (F,,), on a les équations différentielles linéaires du premier ordre

dP;g
(46.2) aott -a(—ig = {l}g’r(ﬁ}) -+ )sjgrcx") P]Z;” 4 a'}“nge(x, Zaf, ey Zan),

i

B Brr
ol )\ﬂl(m) = Aj(x) —~kEB 'pkkk(w), ljgna = Xjs —“’CEB /pklka ef ngl(w, Baty ver s Bon)

est une forme linéaire des a, .« (¥) (ki + ... + k,<N) dont les coefficients
sont des polynomes des Prgi(®, #uw, ., %) (k; Q) <(§; &)). On peut done
considérer @g(®, 2y, ..., %) comme une fonction connue qui est holomorphe
ot développable en série ‘de zy,.., 2,,, convergente pour (46.1), dont les
coefficients sont des fonctions développables asymptotiquement en séries-
entidres de @ dans le domaine 5)[@:;_, 0 s 7).

Si Pon pose

46.3) Pjg" — eAjgl(w) 28 ngr ,

les équations (46.2) se changent en

dV‘ ' — A - J
(46.4) wjd—f; = Qjglx, 20, By ey 2yy)€ i8'®) 58 9,
ol ng,(w, Loy 2350y 2y) = stf(ao, Zo A, oy 2o)y ey Zarl®, %o, 2.,)), % et
@S, -, 2, 6tant des points quelconques appartenant a (46.1). Supposons done

que le domaine ED[@:‘F_, @;; .» 7] est une région. propre pour

"X @) 1% 1
A' 1 = jg,—d =—_ Jg, o( )
]8’ ("E) [ w1 & Gjé” ngg, + xgjgy

0

et contenue dans D[A,_, A,,, r] telle que I'on puisse choisir toujours un
chemin Iz, contenu dans DOy, 6}y, 7] joignant x, & un point frontiére
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de D[B.—, 85, 7] et satisfaisant aux conditions suivantes: 1° on a I'inégalité

d | 4 |
&Tg(“ ( ))> 8+1smcgna
al! alt
sur Lig, 5 2° la valewr de la fonction gla,x[Z;c ilf%*x/r]?aaszk fflex ne surpasse
- g f

pas un certain nombre fini. lorsque x est sur Vg, . On pent alors définir Ia
fonction ng,(w, Loy 20500y #0,) = ngl(w, «,, #°) de maniére que la fonction
Pjg(x, 2) définie par

~ Azt Aicor
Piglx, 2) = Vig(x, 2)e 78'(®) 118 ’

f?jgn(x, 2«') = I’?gr($, &, 2}

soit développable asymptotiquement en série (45.1) dans 9[8,},_, 8,5, , 7]. Pour
définir le chemin T;g,, , il faut distinguer trois cas:

(1) Pour les j tels que o; > g,*, une région propre pour Ajx) I’ est aussi
pour Asg(x). De plus I’ intersection du domaine D[A,_, 4,4, 7] et de la région
propre pour Ajg,»{x) contient la direction singulidre (§;—) ou (6;4) qui se trouve
dans I’ hypothése B,. On prend la courbe I';g, =Tj; qui est définie au n. 87.

(2) Considérons les j tels que o; < g,* Si o; = ¢,* on suppose de plus
|8|>N,, N, étant un entier positif suffisamment grand. L’intersection des
régions propres pour — Ayw) (j=§',..., B} est propre pour Ajz(x). D’autre
part, les hypothéses B, et B, entrainent I’existence du chemm g1, sati-
sfaisant aux conditions 1° et 20 dont la démonstration sera renvoyée au n. 49,

(3) Considérons enfin les j tels que o; =o,* et |§'| < N,. Dans le cas
ou entre les deux directions (**) (max(A,—, 6, ©})) et (min(4,,, 6, 8})
ne se trouve aucune direction telle que exp A;g(x) — oo pour x — 0, il me
semble douteux que ’on puisse définir V, Vigix, o, 2, .., 25,). En effet, dans
ce cas, puisque 'on doit donner la condltmn mltla}e en un point o 'jg Sur

V’extrémité radiale de P[O* , B+

a’r

7], la valeur de max\Zk [ter / maxlzk R

vp—7 Tvpt?
sur I'yg, surpasse toujours un nombre déterminé donné a I’avance, quelque
petit que .soit |2°|. On suppose donc la condition suivante remplie :

Hypothése C,.. I existe entre les directions (%) (max (A, 8, B}, 8,-)
et (min (A4, ¢t , G:+, 8,4)) une direction telle que exp Ajg/(x) — oo pour x — 0.

(15) 8"‘ ot 8* ont la méme signification que 6} , 8 .

(*%) Nous déﬁmssons 09.... par min §;_ pour Ies J tels que 6;_ se tfrouvent entre
i

(max(dy—, 0 )) et (minfdyq, 6¥ ")) pour j=F§, ..., ”. On définit de méme By1..
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On verra alors, d’ aprés le raisonnement aux n°s 36, 37, 38, 39, 1’ existence
o'’

du chemin Ijg, tel que les fonctions max|Zy [ix et exp (— KA g(x)) tendent

K==
vers 0 en décroissant monotonement lorsque x — 0.
Cela posé, dans tous les cas, la fonction ngu(m, Xy, 2°) se détermine d’ une

seule manidre par la formule
@®

'”‘A- 4 ""l. ]
(46.5) Vg, #,, 2°) = [ 0~ Qjgi(, %o, 2°)e i8 (x)ac %' g,
0
I1 nous reste & démontrer les propositions snivantes:
1 T7jgz(w, Z) est une solution de U équation (46.4); 2. 17}-3'(96, z) esl une
fonction holomorphe de x, 2y, ..., 2, pour (46.1).

Ces deux propositions entrainent la convergence des séires (45.1). Or,
d’aprés le raisonnement tout a fait analogue & celui du m. 41, on pourra
établir aisément ces deux propositions.

On arrive done & la conclusion:

Proposition. Si Pon suppose les hypothéses B,, B, et C,, remplies, on
peut déterminer de proche en proche d’une seule maniére les séries (45.1) con-
vergenies pour (46.1) avec les coefficients Pjggg&r{a}) développables asymploliquement
en les séries (45.2) dans @[@fp_, @:;L L+ 7] de sorie qu’elles représentent les
solutions de (46.2) si V'on y remplace les z par les Z.

47, Convergence. Pour démontrer la convergence de la solution formelle
(F,,,) nous raisonnons comme aux n> 33, 34 ot 35.

1. Inégalités. Posons (')
P]-N(.’;U, 2, Z)‘N:—: .P]‘N(w, Bty enny - ZBI, eiesy 26/1) = @ﬁ{%, Bl s see s z“'/) +

+ sz] + {”53<NP~’.5”($, Doty aney zan)zg,ﬁ’ e zg’,‘?" (j _ 1, oy n),

ot = { i, e , Pipr }, v d6signant la partie réelle de Ax/ow(3y €)%k (£ =§ ..., f").

Si les deux transformations succesives

(47.1) y; =Pz, Z, Z) + v (j=1,.., n
vj = ujedi® j=1,.., n

aménent le systéme (28.1) en

au; 5 A A
(47.2) x —a—olz i@, Z, 7, P u,. .., P u,) e

(] =1,.., ”‘)J

(A 2= { 2o, o, B}, 2=} By Bpy i
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on verra de méme que les gix, 2, 2, V1,..., V) = gj{x, 2, 2, v) sont des fonc-
tions holomorphes de x, z, 2z, v pour

al’ ”

8
], max1 2 [t <G, max |2 e < G4,
=B

k=g

473) xeO:

. VF‘?"
|02 <8, e, |Un| < B

et qu’elles satisfont aux indgalités
. " g
47.4) lgilx, 2, 5, v)| <4 kZ | ve| 4+ By lllclag | 21 [Niv G=1,.., n

pour (47.3), A et By ayant la méme signification qu’an n. 33.

2. Famille § Nous considérons la famille & des sysitémes | {i(x, 2, 2), ...
vy Yulx, 2, 2)} de n fonctions qui sont des fonctions holomorphes de x, 2, #
dans le domaine

4 1

o B .

(47.5) €D, By, 1), xllcxa,x | 2 o2 < Gy, gxaéx |2k 1o < G
=q/ =3

et satlisfont aux inégalités

-~ B/I
(47.6) | bil, 2, 2)| < Ke—FA) max | 2 |Nivy i=1.., n)
k=g
K étant un nombre positif tel que KGN < 3. Les nombres §; et 3 sont supposés
assez petits; les angles 4,, , A,,. seront définis plus tard.

Paisque le systéme {0, ..., 0} appartient & &, la famille § n’ est pas vide.
Posons

(47.7) Wi, o, 2° 2°) = i, Zx, x,, 2°), 2('.1:, %o 50)),
47.8) Gilx, %, 2%, 2) = gjl®, Z, Z, eMDW,, .., AW,

Nous définissons les q_a,-(:vf,,z% z"“) = J,-(a:, Loy Zopyeeey By By o, #,) par
&g
(47.9) oo, 2, 70) = f TG, @0, #, PNV (j=1,.., n),
0

ol I’intégration est prise le long des chemins T, . Nous démontrerons au n. 48
que les intégrales (47.9) sont convergentes,
G est alors la transformation qui fait correspondre au systéme {{,(x, 2, z),
4 q)ﬂlm? z’ )} ]'e ByStéme q)l(m’ z’ z)) q’"(w’ z) z}"}'

3. Convergence. On voit immédiatement la proposition :

I. La famille & est fermée, convexe el normale.
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Nous démonfrerons ensuite les propositions :
IL. Les intégrales (47.9) convergent.
IIL. Le systéme { d,fx, 2, 5), ey Pule, 2, E) | appartient & F; o est-d-dire,

IIY. On a les inégalités

(47.10) 3w, 7, 7)| < Ke—HAi) lllcliét‘f o [V G=1,.., n)
el B .
II1". Les fonctions Yz, 2, 2} (j =1, ..., n) sont holomorphes pour (47.5).
IV. La transformation G est continue.
On saif alors qu’il existe un systéme de n fonctions tel que
(s 2, 2y Bl 2, 2)} = (Bl 2, 2), e, Dl 5, ).
Enfin, nous démontrerons les deux propositions:

V. Le systéme des fonctions G, Z, Z) (j=1,..., n) est une solution
de (47.2).

VL. La solution du systéme des équations (47.2) telle que

sf’
47.11) ;=0 (e—v‘»‘mj(w) max | Z JNiw,) G=1,., n)
k=g’

est unique pourvu que N soil assez grand.
La convergence de la solution formelle (F, ) résulte de ces propositions.

48, Condition imposée aux chemins & intégration I';,. Nous prenons les
chemins TI';,, de manidre que Von ait la condition suivante:

Soient xo, 2,, .., 25, z;,, A z;,, des valeurs quelconques lelles que U'on
ait (47.5). Les chemins L., sont contenus dans D(A,,_, B,,,, 1) et toules les
fonctions &Gy, %,, 2°, 2%) exp (— Ajx)) sont définies sur [js,.

Cette condition est équivalente &:

Lorsque x varie sur Ty, les valeurs de (&, Zyy ., Zoyy Zgr oo, Zgn) restent
toujours dans le domaine (47.5).

Il suffit, pour obtenir cette condition, que V'on puisse délerminer dans
DA,—, Dyyy, 11) les chemins Ty, de maniére que U on ait & la fois les inégalités

| Ak |

d .
(48.1) 3o B 2 Shsinos  E=d,., o e, )

sur Tjx,, € élant supposé assez pelit. Ces inégalités entrainent la coroissance

alt 1/

B
monotone des fonctions max | Zx [V et %ax[Zk [+/ex.
k=a’ =g



M. Iwano: Intégration analytique d’un systéme d’équations, etc. 125

D'aprés les inégalités (47.4) et (47.6), on a
~ gll
| &Gy, @y, 20, )™M | < (AK + By) ||~ e EM max | 7, M
( j = 1, ey n)
et la convergence de 1’intégrale

8

8”
/ | & |~te—RA/@ max | Zy |V ds UG=14L.,n)
. k=g

entraine la condition II. Pour les j tels que o;<o,* la fonction & intégrer
tend vers O lorsque le puint variable « sur I'j, s’approche de I’origine. Pour
les § tels que o; > o,* la fonction exp (— RA{x)) élant prépondérant, on suppose
en outre que Von ait U inégalité

(48.2) 3 — a2 2] ] i

sur I'jy,. La fonction & intégrer tend aussi vers 0 en décroissant monofone-
ment lorsque « tend vers O le long de I'js,. La condition II est donc établie.
La condition IIT' résulte de 1’inégalité (48.1) pour o; < o,* et des (48.1)
et (48.2) pour o; > o,*,
Pour le voir, on peut discuter de la méme maniére qu’au n. 36, en
remarquant que I’on a 1’inégalité '

Bf/ l BI/
max | Zi |Niex s > = mm( 1 s &Ak(m))- max | Zy [Nl
k=B'

ds 23;3/}1.

sur Ij,.
On a done la

Proposition. Pour que Von ait 11 et 1L, il suffit de délerminer un domaine
D(Byy—, Dy, 1), qui est, bien entendu, confenu dans Uintersection de
D(A,-, By, 1) et de D(B,_, Ay, ?), et les chemins Ty, pour un poini quel-
conque x, € D(B,,—, Ay, ri) donné, de maniére que, pour fous les j, on ait les
inégalités (48.1) sur T, et que, pour les j tels que o; > o,*, on ait en outre les
inégalités (48.2) sur Ty, .

Si 'on suppose !'existence de tels chemins TI',,, on pourra aisément
établir les propositions IIT”, IV, V et VI sans aucune meodification essentielle
dans la démonstration an n. 41.

49. Vérification des inégalités (48.1) et (48.2). Nous démontrons, sous les
hypothéses B, et B,, l'existence du domaine P(B,,.., A, r) et des
chemins Tj,,.

1. Définition des chemins I'y,. Pour tous les §, nous définissons les
angles A;, et A's, par max(4;, A;) et min (A, A’;) respectivement.
D’autre part, pour les j=1,.., ' — 1, puisque ’on suppose les hypo-
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theses B, et B, remplies, on a A';, = A’;, =0, dans le premier cas (*) et
Aj = Aj,=0;;. dans le deuxidme cas et Aj =4;, =10;, & = 4%, =6;_
dans les deux derniers cas.

D’ aprés la définition des 4;,, A'y,, on a

max (05, 8%) < Ay, < Ay, < min (8%, 65,).

On voit donc que, si N est suffisamment grand et si e est suffisamment

petit, les fonctions e~ RAs@) ?Z‘XIZ" [Niv et Il?o;,,Xle |/t convergent vers O
= == gf
exponentiellement, lorsque x texfd vers I’ origine suivant une direction ¢ telle
que Ay, + 2e < < Ay, — 26
Cela posé, les chemins [';;, seront définis ecomme au mn. 37, ol on
remplace 4;,, &', O, O et A;fe) par Apy, Ay, 65y, 0y ef 4,e)
A;,,(7) ayant la méme signification que 4;(y).

2. Définition de 4;,(9), 8/, et ©,,. Sur la partie rectiligne de I';,, on
aura (48.1) pour tous les j et en outre (48.2) pour les j tels que 5;> 6,7
puisqu’on a Aj, + 26 <o <Ay, — 2e.

Sur la partie curviligne de I'j,, ¢ est une fonction de ¢ donnée par
(37.1) ou (37.1'), ott Uon pose A=A, A=A, 0 =0y,, 0 =20,

A5(9) = Ajup(9)-
Pour que Pon ait (48.1) sur la courbe (37.1), il suffit que I’on ait

08 (4;,,(¢) + wr — oxp) > sin 2oxe k=0, §, ., B

c’est ce que on voit facilement d’aprés (38.2), (38.3). Pour que l'on ait
cette condition et sin 4;,(y) > 0, il suffit

(49.1) max (0,4 — 05 4+ 2¢), 6,4(p — Ops + 2¢), 0,%¢) < Aj(9) <
< min (6,4 — 6= — 2¢), o,*(v — 05— — 2¢), ® — a,%e).
Les inégalités
sfe < o¥p—05 —2),  o¥e— 0 + 2)<n—o%, A=v, p)
o e —8r, + 2 <oMp—0r —2), o Fe—6F + 2 <o (p—0F —2)

sont équivalentes respectivement &

* { Gv* * i 2 <3'v* )\ —
91——+3(2+aﬁ)§_% ‘Péem'i‘gl;—"s +;l;, (A=v, p)
6, %0F  — o,%0% o,* + o,* 6, %0, — o,%0, 0% 4+ 0%
¢ O v Uyt w v p Up _ 9. % ]
(49.2) o, — o,F + 2 opF — Gv*é % 9 o, — o,F & P —

(*®) Paisqu’on suppose I'hypothése By remplie, pour les j =1,.., B — 1, les quatre cas,
ayant la méme signification qu’'au n. 87, peuvent se présenter.
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Or on a
6,0 — o,*0F 6,*0F, — o,*0%_
(49.3) _l‘_c_*‘;k__c"?_}‘i < max (8*_, 9;—), mxn( 0* ) < B UP::___ cv* =,
n v > ’

car ces inégalités découlent de 6% <8* , B;‘_ <8, 0 < 6;‘_.
Si ’on pose

. l cv* '*9* - v*e:f 9y
(494 @"M=mm{9i’+ + %_8(2+ .___,), e e 2 — 2 Up*__]:c*}

o * o,* — o,* g,
pour ¢;<c,*, on a
max (0, 9:._) LAjup < 8 < Ay < miin e 8: )} <B4 (6,50

et puis (49.2) dane Uintervalle [d";, — 2e, ©';,], si ¢ est un nombre positif
suffisamment petit. On pose

Aj(9) = min { Ap(e), o, e — 0:_ — 2ej (05 < 6%

On a alors (49.1) et sin Aj;,(¢) > O dans I’intervalle [A";, — 2¢, &;,,].
Considérons ensuite le cas ol o; > o,* Pour ces indices, on doit consi-

dérer (48.1) et (48.2). Sur la courbe (37.1), on voit, d’aprés (38.7) et (49.1),

que la condition & laquelle doit satisfaire la fonction A4;,,(¢), peut & écrire

(495) max (o,%(p — 0% + 2¢), oue — 6% + 2¢), 0j(p — O + 2¢), 0,%¢) <
< Aj(¢) S min (0,4 — 0,1 — 2¢), o,*(p — 6 — ), oj(p — B — 2¢), ©— q,%).
Les inégalités
o,%e < oy ¥(p — B — 2e), ¥ — 0% + 2¢) < w-— g%, A=v, p),
ot S 09 — 0ip —2¢),  oflp — 0 - 2) Sm— o),
01— 0+ 26) S oo — B — 26), oo — i + 20 Sor¥p— 05 — 26), (A=v, p)
oMo — 0% 4 2) < oMo — B — 2¢), oMo — 8% + 2¢) <o ¥(p — 87 — 2¢)

sont équivalentes respectivement &

&
el_+e(2+ )<c,o, @§9f++5%——~6(2+%), (=v, ),

2 g,
y++€(2+ )<cp, @gefm—%-—gws(?—i-?),

a8j — a¥03, o; + o ¥ 60— — 6 *0x- si+o
”cj--—cl T+2 z o <9 ¢ ch_“;;*l —_— c;ici*’ r=v, ),
*
50— q, y++2 0p +cv*~% o< P*e#+“cv*e\t‘___2€°w*+cf

& & % b
Oy C'v % —— G, GP'* _ Gv*
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Or, on a les inégalités (38.9) ot I’on remplace v par A (=v, p). On a done,
d’ aprés (49.3), Iinégalité

max (B, i, 81) < Ay < Apyy < Oy (67 > o™),
si Pon pose

’ . ki3 Gy*‘ L4 O'y*
(49.6) @,vp_-—_mln{ef++a—l§—e(2+&?), 9]'__*_;;_5(2_;.;;),

*
040y — 0B ge St +o*  Ofi-— @t o %+ Gx
’ 6, ¥ — g% 6, * — 0,*’ o; — o* —o0
[ * 1 A gj ¥

Nous définissons 4;,,(¢) par
A;y(¢) = min { 4;,(9), 0,4 — 87 — 2e), o(p — 8y — 2¢)} (o5 > o,%).

On en conclut que ’on a I’inégalité (49.5) et la condition sin 4;,,(¢) > 0 dans
Iintervalle [A';, — 2¢, 6'5,]
Posons ensuite

*
o, *0 — q,*0) e 6,* 4 o,*
*

¥ _ s ¥ g*
oA a, S, g,

(49.4)  6j = max oy — 7 ~+ s( 4 :1*)

Ajvp(cp) = max { 4;(y), o, — e:—i— +2¢) 4w}

pour .g; < o,* et

1 T cg* ™ Gv*

69_*9 Gy*6v+ O'}L* + O’v* O‘ﬁ,_l_. — G GH, G’ +_0‘13
T og¥—a + 2 o *—o*  oj— ¥ +2 j—cl* ’
Ajyy(9p) = max { 4;(9), oy e — 6 +. -+ 2¢) + =, oj(9 — b+ 2¢) + 7}

pour o; > c,*. Alors, on verra comme ci-dessus que 1’on a (48.1) sur la courbe
(87.1) pour tous les j et en outre (48.2) sur la méme courbe pour o;> o,*

8. Vérification de I’ existence du domaine D(d,,-, 4,4, r:). Soient ¢,y
et ¢,,— les racines des équations linéaires en ¢:

min { 6,%(¢ — 0, — 2¢), 0, — 9:_ — 2¢)} = #/2
et
max { 6,%(p — Oy + 2¢) + 7, o, ¥p — 63y + 2¢) 4w} = /2

respectivement. On aura alors

Popet = MAX (Poy Ppt)  Pup— = 0 @0y Py
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d’ ot @y < @yup.. Posons
min ‘ cv*(cp - B:— - 25)7 cp*(cp - B:—- — 25)? n— cv*e } 3 cpvpr-l- § ¢

AVP(CP) = { /2 v Pyp— <¢ § Popt-
max {0, %(p —bF ++2e) 47, o, ¥(o— OP_|_+ )+, 0%, o< Pyp—

Alors 4,,(p) est une fonction continue dans 1’intervalle (— oo, oo) et satisfai-
sant aux inégalités 4;,.(¢) < 4,,(9) pour A}, — 26 o <Oy, of Aj,(3) 2= 4ulo)
pour 8, <o <Ay, + 2.

Puisqu’ on suppose les hypothéses B, et B, remplies, on a toujours

(49.7) By < 0 < &)y, (G=1,.., n),

car on a les inégalités (49.3) et (08,1 — 6:*051)/(6; — o¥) < 8, < (6,8, — &,*0%)/
/(6 — ,*) (A = v,.p). La derniére inégalité est une conséquence immédiate des
hypothéses B, et B,.

Les inégalités (49.7) entrainent

A,y = max (max Bju s 8"2--) < 6, < min (mm O jup.s @:H) =A,..

j=1 =t
De plus on a

max (4,,—, 6,-, ) = max (4,—, 6;=, 4,—, 6;),

min (4,4, MR ep+) = min (4,4, 0, Bpts 0::-%)9
puisqu’ on a (49.3). Par suite, on a la

Proposition. Les hypothéses B, et B, entrainent, la condition B,,: II existe
entre les directions (max (4,,_, 6, 63)) et (min (Av:x-i-: 0%, 654) zme des direc-
tions singuliéres ;o pour chaque j =1., —

Par conséquent, le domaine S)(Am_, Ay, ) est défini de la méme
maniére qu’au n. 39, oit ’on remplace A4,(y) par 4,,(p).

50. Conclusion. En résumant le résultat obtenu pour le systéme (28.1), on
peut énoncer le

Théoréme 6. Si Ion suppose les hypothéses (H,), (H,), B,, B, et C,, rem-
plies, on peut écrire une solution sous la forme y; = CD,.,P(a:, ary sy Loy
Ly ey Zipn) = Ojulx, Z, Zy (j=1,.., n) o les Dy, 2, 2) sont des fonctions
develomables en les séires

(Fy) Dy (x, 2, 2) = dz; + 2 Pjgg(@jel? ... o0 (j=1,.., n

convergentes pour (47.5), 8; étant égal & 1 ou O suivant que j=o,..., o,
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g

B,e, B ot mon; 2, =0 (jFo,.., &, B0, 1 el =2 k=¢d, ..,
§y «, B") représentent la solution holomorphe de (Ej telle que la valewr initiale
2 en w, soit nulle pour jfo, ..., o, §, .., B

Remarque. Dans le cas de ¢, =0, on suppose 1'bypothése B,, remplie.
Aux inégalités (48.1) correspondent dans ce cas les inégalités

d el o,

s (RAx(x)) 2 i Gk’:_ll sin oze kE=§, .., 8
(50.1)

dﬂslm"kqgm"ka]%ﬂsme k=at1,., B

Nous définissons de la maniére analogue les directions (Au), (4'j,), les
angles O, O, et les fonctions Ajuu(p), Awup) pour chaque j. Le théo-
réme 6 peut alors s’ étendre & ce cas.

II. Extension au cas général.

On peut étendre les résultats de la section précédente au cas plus général.
Le calcul devient plus compliqué Mais la difficulté essentiellement nouvelle
ne se produit pas. Nous nous contenterons donc d’énoncer seulement les

résultats.

51. Notations, Pour simplifier !’ écriture, nous introduisons les notations

suivanfes :
E, est I’ ensemble dont les éléments sont «,—, 41, ..., «,; &, est I’arran-

gement (P, 4i,.., Pau); |8, désigne Zpx (k€ E); 25, est I'ensemble dont
k

les éléments sont 2, 11,.., 24,5 Ajg(®) et X;g,; représentent respectivement
Aj(x) ——i‘;pklk(w) et Xjo — %pklk,, ot k parcourt I’ensemble E,; A;g(x) est le

polynome en x—* défini par

@

Xig, 1 g {
Mg () = | B g = — — I8 o( )
]gu(m) f got+1 L cjgv mcjgv + mcjgv ’

[+ o]

DOF, ), r) est une région propre maximale contenant la direction (6,)
pour les polynomes Ajx) (o; > o,*) et les polynomes A;g (x) (5; < 0% | 8,] < Ny,
ou N, est un entier positif suffisamment grand tel qu’ une région propre pour
— Afz) (j € E,) Vest aussi pour Ajg () et réciproquement; DOX, 6, 7) est
I’ intersection des régions & parties réelles négatives pour les polynomes Ax(x)

(k€ E,) contenant la direction (§,). Posons enfin
Rk | ox(3, €)%k) k=1,.., «

He= ﬁlfcc (k =a+ 1) ey ﬁ)
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52. La solution formelle (Fy . ). Soient h,,.. , h,, des entiers quelcon-
ques tels que 1<h, <h < ..<h,<k. Les équations (Ej sont satisfaites
pour j¢ En, ..., Epn, si Von y pose 2, =0 (j¢ En, ..., Ep ). Les autres équa-
tions forment un systéme (E). Les séries (F) o I'on pose C;=0 pour
J¢ En, ..., Ex, représentent une solution formelle de (28.1) que nous désignons

par (Fn_..»). Elle contient E (an, — an, ) constantes arbitraires. Nous dési-
k=1

gnons Ej et &, respectivement par K, et Q,.

53. Théoréme fondamental. Hypothése H*: I/ existe des domaines Dn =

= E})[Ah _, AR A 1y =1,.., m) satisfaisant & lo condition suivante:
D, coincide avec @[Ah —y Br,p, 7]; le domaine Dy, (v < m) est contenu

dans l’mtersectwn de Dn,, et de ES)(@h — Oh 4, v} et, pour un point quelconque
x, € Dn, donné, on peut choisir les chemins 1‘;20 contenus dans Dn, de maniére
1° que, pour les j tels que o; < Gh,,, on ail les inégalités (48.1), on k€ K,, ou
(50.1) sur I3, suivant que off, > 0 ou of, =0, les valeurs de {x, Z Kypar s 2K,

restant toujours dans le domaine D,0+: €Dy , max | Zx[t, < (t=v+1,..., m)
keK,

pour xél‘}‘;’o, 20 que, pour les j tels que o; > c;‘fv, on ait Uinégalilé (48.2) sur

l‘ﬂo, les valeurs de {w, Zx,, ..., ZKm} restant touwjours dans le domaine D,

pour x €I, 30 que, pour les (j; Q,) fels que o; =0n,, | Q| < Na,, on ait les
inégalités (48.2), on I’ on remplace Afx) et o; par A iQ, (w] et oiq,, sur I‘;‘;Zo I‘(‘%mo

les valeurs de max|Zy [m/max |2’ [ (1= +1 m) ne surpassant pas
kEK, keK,

un certain nombre fini pour x € I“,”}o, l‘;‘;’o est une courbe joignant le point x, &

U origine ou & un point convenable sur I extrémité radiale de Dn, suivant qu’ il

se trouve dans Dy, une direction telle que exp Ajq, () — oo pour % —0 ou non.

On peut alors énoncer le

Théoréme 7. Si Pon suppose les hypothéses (H,), (Ha), et H* remplies, on
peut écrire une solution de (28.1) sous la forme y; = P . n(@, Zxs e, Zx,)
ot Qjpn . n(@, 2x,,..., 2k ) sont des fonctions développables en séires (Fa,,.. hl)‘
convergentes pour.les wleurs de &, 2x,, o , 7 telles que

(63.1) wE€DBi—, Air, m), max gl <G f=1,.., m),
. €y

dont les coefficients Piq,. .. @‘(m) sont des fonctions holomorphes et développables
asymptotiquement en séries entiéres de x dans le domaine D[A_, Mgy 1)

54, Conditions suffisantes, Hypothése Cr, 1, o 1L existe entre les directions

k=vy-H1

- m ~
(max (Ah o max O,—, OF _, 9’%—)) el (min(A;fvﬂ_l_, min 05, 6 1, Bhv_l_))
k=y+1



132 M. Iwaxo: Intégration analytique d’un systéme d’équations, etc.

une direction telle que la fonction exp(— RAjq (x) pour chague (§; Q.),
| @, | < Nu, converge vers O pour x — 0.

Remarque. Si 2,4, =h,,, cette condition se réduit & lacondition O ,
au n. 46.
On aura alors le

Théoréme 8. Si Von suppose les hypothéses (Hi), (H,), Ba,,.., Br et
Ci s s Ok, remplies, toules les hypothéses (H.), (Hj), H* sont vérifiées.

Plus précisément, les exirémilés inférieure et supérieure de Dby _, ALy, 7)
sont définies par les relations:

x ®
Ah’m’“ - Ahm” ? Ahm“** - Ahm""

¥ XK * 0k * *
* * O, Ghv“' - chkahk+ + 28(5’% + Gh;‘)
(64.1) Ap— =max{Ads ., Ap_, max . "
vk Zm Op, = On,
* % * A% * *
- . . . On,bat — OnOn— — 2fﬁ(ah\, + on,)
(64.1') Ap 4+ =minl Az 4, Ap.., min
v y+17? v * * ’
y<k=m Chv —_— Uhk

pour 1<v<m—1.
La démonstration sera faite comme au n. 46.
ITI. Exemples.

55. Exemple. Nous donnons des exemples satisfaisant & I’hypothése du
théordme 8, Soient A,(x), Ay(x),..., Ag(a) les polynomes définis par

_m smi T i
e ° et e * et
A;(w) = — }'3—' , A2{Q7) = 253 3 Aa{w) — — ——a}2— 3 A4{x) _—— 5—m—2 5
3 et et 1
Asfar) = — o y Adw) = — o’ Arfe) = — ! Agl) = o y

¢ étant un nombre positif suffisamment petit.
Si 8,( > 0) est assez petit, on a évidemment 1’inégalité

{65.1) FAi(x) < RAfx) < ..o < RAg(ar) < Ao{x) <0 < RAsl)

sur le segment: argw = 0, | x| < 3. Nous désignons A;(x) par ' (%Aj(m). Alors

les A{x) sont des polynomes de x de degrés au plus égaux a D et I'une au
moins des valeurs A40),..., As(0) n’est pas différente de zéro. Par suite la

condition imposée aux Aj{x) est aussi vérifiée.
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Nous considérons le systéme des équations différentielles non linéaires
d .
(552) x’ ._d‘_jl - )‘I‘m)y? + lgax Yi + %" hy ((E, Yi; ey ys) (} = 1; tee 8);
ou les hjx, y:,..., ys) (j =1, ..., 8) sont des fonciions holomorphes pour

xé@[ lyzlg?z,m,iysig’fh

ki1
T
de sorte que les développements suivant les puissances de y,,..., ¥s commen-
cent par les termes de degrés au moins égaux a 2.

D’aprés le premier mémoire, on sait qu’il existe une solution formelle
de la forme

(F) Y2 8,Z; + X'Pyy ()21 ... 2P G=1,..,8),

3; étant égal & 1 ou O suivant que j=1,..., 7 ou 8 Les Z; ont la méme
signification que celles qui se trouvent dans les sections précédentes.

56 Vérification de la convergence de la solution formelle (F). Nous allons
démontrer la proposition suivante:

La solution formelle (F) converge toujours dans le domaine

=
' 48
E,, E,, E; représentent respectivement les ensembles (I, 2), (3, 4), (5,
6, 7) et 8,, &, 33 respectivement les arrangements (p,, p., 0, ..., 0), (0, 0, p;,
Dy, . O 0 O) (O O Ps; Des p'l)
Pour que 1’ on ait la proposition, il suffit de vérifier que toutes les hypo
theses B,, B,, B, et O, O, sont remplies en posant o,* = 3, o,* =2, g* = I.

wéﬁ)(-—»~+10 — 10¢, rl), maXleIVf‘k<C1

57. Sur I’hypothése B;.

1. 8i I'on désigne par (fxy) et (6x_) les directions singulidres des Ax(x)
{(k =5, 6, 7) immédiatement supérieure et inférieure & la direction (0) respec-
tivement, on a

] T %, T, T, ®
95_=—§, B =g Gs~=—-§+€, Qs+=§+3§ 31-~=~“§—3, 37+=§—F—s
d’ott 'on a

83.......11‘.;:1&?9]5_:_————!-5 93+__.x§cun6k+ g—e

2. Le domaine Q[B;_, 67, r}; onr les développements asymptotiques des
coefficients Pjg (x) sont valables, est D|— + 8’, i - ¥, rl , & étant un nombre

positif suffisamment petit. En effet, les réglons propres maximales contenant
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la direction (0) pour Ai(x), Ax(x), Asfx), Adx) et As(x) sont définies respective-
ment par

®n ® 3%, = i 17=
@(’ﬁ“‘é’@””“é”’) = @( 31 2L )
197 = T on 3bn 13rn
@( pe 5’“?6'*"5”’) = @( w B’
n ® bn = P 3 9n
o5 sty = o-% 5 7)

cx»};f

)

Omﬁ

2n = T .n
o3 -5 —5+57) = o~

!-M:!

T T 7T 7w
@(_12"‘6’1”2’”{”6”) = 5’( 1 )

De plus les degrés des Ajg (x) (j =15, 6, 7) en x~* étant égaux & 1, la région
propre maximale contenant la direction (0} pour Ajgfg(w) peut contenir toujours
le domaine @(—z, z, r).

Ici nous remarquons en passant que 'on a

3r T br T T
= T —— — 0, = — = o
= 8’ 6. 16 °’ = 87 6’ e 12’
7 19= T 2n o
el_i_:é;;’ 63_}_:——%—, 83+:g, 94_*_:-—‘-'3*—, 68-}‘:—"'1_2‘

3. Calcul des angles @', et O;. D’aprés les formules (38.6), (38.10) et
(38.6'), (38.10'), ces valeurs sont calculées comme il suit:

3m T,
' . s‘n: . n Te 3(§)M(—§+E) )
0’y = min (-2-e +7 - 3e, 8 +3 g g es —
. {3mn , , 1w Te 13n ¢ | _1Tn Te
=min g —¢—8 or — g 1§ T2 =%y

N
]

Te %(?%)—(g“s') 2

@13 :max\~—-~——|— —71"“["’3 24 3+3,""'-——3T_*1—"“'—+4E \ s

« 7 s
:max%~§j+s’+3s, —-Q—z-i—?;, ——%—{—%4—45% z—ifg+§—}~4e;
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7 T,
, . Sl"m , n Te 3(«-~1—é)—(—§+e) )__
0, = mmeg ¢'—3e, — 16+5 o 37 —488—
. {3 , 13 7¢ b g bn ¢
== min g——a — 3¢, 71—85-—-—35, gg—g——tls =g§—-§——4a,
564
0,; = max —%f+s’—f—3e,-3?f Z-{-i;, 42_12 +4e\ =
3 R 35 27 3br 7
=max |~ ety —F 4y, — ST 44 e ==+
, . {3 , 5 5 ) ,
0’y = min —;—r——-a—Se,g-{—g——g, 2(§)~(—g+e)—6e;=
. i3n , 9n De T=m ) 9% De
= min —2—-e-—35, g5 Z—E—-BE% =53’
3 Be T T,
0., = max 2—}-3 —}—35,8 2+—2~,2(8)——(§—e)+65€ =
= max —%-z+e’+3e,——3-8—n+%é,——z+e'+65 =-—~Z+s'-{-65,
, . {3 % T,
0y = min | o —&'— 6—|~-2 2, wg)—(—é—l—e)_ =
:min%%ﬁme'—ﬁe,g 525 g g — be :g—»s' s,
O, = max —?—:ZT—C+5’+33, ——%— 2—{-2,.4( 2371:) (g~3'>+65 =
3 , 7 5 11 5
=max|— g b 48, — g4y, —m bt =— T4
@’53=,63=@'73=;‘E_é'+7‘““‘33 =8§nws_3s’
B55 = Oy = Oy, =—g+€"”7€+ 3e =“3'§1E+€’+3€;
n T,
O = min |2 —e'—8e, T 4T _13¢ G(Té)-(_fre) s
= [2 1276 6 6—1 5 ) T
-min3§1} ¢ 8. T 18 m ¢ 14¢ _m ¢ 14e
- 2 4 6’6 b5 b 65 b b5




136 M. Iwano: Intégration aenalytiqgue d’un systéme d’équations, etc.

n 13¢ 6(“%)"@”51) +_14e§=

B = max | — 5+ ¢ +B, g 61 5
_ (___§§ , 13¢ 14s$ _ om ¢ 14e
=max|—F +¢+38, —3 4+, —g+g -+ =—gt5ts

4. On a done

A;, = min (mln O, B4
=1

b ¢
J=5—5—1

Ay_ = max (msax 0y, 8;"_> = — ?16: + .;_ + 4e.

i=1

Alors on voit immédiatement qu’il existe entre les directions (max (4,_, 6, )) =

3n ¢ . br ¢ . . . .
= (»«— 6 -+ 3 -+ 45) et (min (4;,, 054) = (32 5— 45) les directions singuliéres

(Bis)s (B2-), (8s4)s (6a—) des Ayx) ponr j =1, 2, 3, 4. L’ hypothése B, est donc
vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme 3, la solution formelle (F) o

. , 3n ¢ b ¢
Z;=0 pour j ¢ E, converge dans le domaine 9 (——- 16 + ) + 4e, o 4de, r).

58. Sur les hypothéses B, et Cj;.

1. Si Von désigne par (7r—) et (6'x+) les directions singulidres des Axfx)
k=1, 2, 3, 4 immédiatement inférieure et supérieure a la direction (0)
respectivement, on a

Vi = % y B = 14387: y Bt =—§ y Hep= g,
B P .
d’ott Pon déduit
R R T
=mie= g W =i =g

2. Les développements asymptotiques des coefficients Pjg (x) sont vala-
bles toujours dans le domaine D6, 8, r] =D 4 + &, E — ¥, r|. En
effet, Ajg (@)(j =3, 4) étant des polynomes de &~ de degrés égaux & 2, ce
domame est certainement propre pour gyg(m)
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3. Calcul des ©';, et 8,,. I’ aprés (38.6) (38.10). et (38.6'), (38.10'), on a:

P £ I 3 = 8e 3n T
Glz—mln{§+§—~3€, —8—+§'——3—, 3(*‘8—)'—2("*6‘)"’ 105} —

=min{§§_3s,%’-‘-_%,%%—mez = 58-—“—3e,
6w =max| —F— 748 G~ T+ 8{gg)— 2(g)+ 10 =

= max —%E+Se,—g+%§,—§+1052 =—g—+103;
0,, = max{———%——%—}— 3e, —%~g+§g, 3(-- %c)— 2(3—)—{—105} =

=max3—%’£+35,—3—f-8?+%f,—%13§+105} =—-?;+33,
V== Oy = Oy = &, =g-+g——3& = 5;3-1‘-33,
O =01 = Oy = By =By = — 7 — 5 + 3¢ =-—?§+33;
@'sz=mm?%’.‘_3e,l_’;+g_if, 6(1’;)6_2‘& };)_43{ =

=mm%§8{c——3,;c 235,52)—2-.-4} = %—49,

\ 2n t 7w  Te 6( _7_5_)_2(’“) )

@sa=maxi_§+3’ % 6+3’ 22 5 8_1_488 =

=maX{-g§+ T %+4} = i’—’};ﬂe

Annali di Matemaiico 18
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4. On a done

in

8 T L
A, = max (m.af 0y, 0} ) =— §+ 10e, A;y=min (mzlil 0, 08)= & 10e.

1.—_‘
Alors on voit sans peine qu’il existe, entre les directions (max (4,_, 6*))=
=(—-§ + 105) et (min (8,4, 6})) = (g), les directions singuliéres (6...), (g2-)

L’ hypothése B, est donc aussi vérifiée.

Soient (0sp4) les directions singulidres ascendantes des Aj(x) — pA,(x)
K13

telles que fspy = g pour p= 0 et (:p—) les directions singuliéres descendantes
A fxx) — pAs(x) telles que 6, = —g— pour p =0. Alors on a

~ T T -

ez-— = 64—=—€ < 63p-0- =§ =l == Uy et —giem— <%-

D’ autre part, on a
~ 3n ¢ T , ®m™ ., =«
max (Ay_, 0, 6, 6, )= max(— gtatds—5+e —5+9, ——) =
: p . (bm ¢ = ,T LT
min (43, 654, 021, 0,4) =min (3—2— 37— 4e, g &g 5,§)
La condition O, est donc vérifide.

9. Sur P hypothése Ci. On voit d’aprés le théoréme 2 dans le premier
mémoire, la solution formelle F ol I’on pose Z; =0 pour j¢ E, est conver-

gente toujours dans le domaine 5)(-—% + ¢, g—— ¥, r). Les extrémités de ce

domaine sont calculées comme il suit:
On voit d’abord que les développements asymptotiques des coefficients

Pg () sont valables dans le domaine ED[— g—l- g, g— ¥, r], ¥ étant sup-

posé un nombre positif suffisamment petit:
Puis on a

0, =0,=03=0,=0,=0,,=0,= %fl + g"“ 3¢ = £ —3e,

T T 19n

0y =0y =0y =0, =86, =04 =@71=—1—6‘—§+33="’4—8“+35;

r . 43 B _
9“"‘“““{@' % 9t — 2 6—3 S_
. n  De 1llm 1in
=mm{§‘—3’4 2’ 8 65} = 5%
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19 I T T T 12/ “\24
@81=ma"‘{—@+3€7—ﬁ-6+?’ §—3 +65}—
9% | . w  De bHr _ brm ,
="‘“{"K+3’E’ —3t3 —21+6€} =—g5 16

d’ott I’ on déduit

. :
A,_ =max (max 8, 8 ) = max(—%-{- 3e, —g—Z—l— Ge, —%—]— 6’): _§+ &

j=1

. 8. ; * . 375 ,
A1+=m1n(m1n@ﬂ,®1+)=m1n(—8——3 65,6— -

e _l_l_n T 6’) T
=1 ’ 48
Si Pon désigne par (9,,4) les directions singuliéres ascendanfes des
gne p p g
T

Ay(x) — pAs(x) telles que 6, = gq Pour p = 0 et par (Y,_) les directions sin-

gulidres descendantes des A,(x) — pA,(x) telles que 0,, = pour p =0,

T
16
on a sans peine

61—:92—‘_“'"'% <91p+§.§l=91+=§1+; —I%gez,,_<2£4.

D’ autre part, on a

max (A2*—7 e;—, es*— ’ @:—; bl—) -

T

T T, ., ® T\ ®
_max(——§+105, -8 —‘2‘+5; — T v, —’1@>— 16’

min (A% 6%, 05, OX, By) =
. (Tm T T , % ., T T
= min (4—8—105, g 3% 8——6, ﬂ)"‘ﬂ’

dont les valeurs de As, A, seront calculées au n., 60. L. hypothése Cj; est
done vérifice.

60. Définition du domaine DA’ , A, 7) ou la série formelle (F) con-
verge uniformément. On a vu que les hypothéses B,, B., B; et Cg, Cx

sont remplies. La série formelle (F) est donc convergente dans le domaine
Q(A:—y :—]—7 ”').
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Calculons les angles A, AF, et AY , Af : Grace aux formules (54.1) et
(64.1'), on a:

3(55)— 2 (=)
1 k=2 6) _ 10e="11" _10e

Y 3—2 24 ’
(1) *6)
;6_2 ¥ 100 =T 1 s
a5+
24 2 hr ¢
V-—l,k—-g. 31 — 4e = 16 5—48,
o8-
16 2 11 '
e +de = — 2“-1- S de;
5)=(=5+¢) . s
v=2k=3: 51 65._-4———~e~—65,
-
6 2 5 ,
2)_1 —|-65=——6—n+e + 6¢,

d’ ot I’on déduit

3n ¢ n 5n , T
A:_:max(w]z+§"+48, —"'§+105, '——6——!"‘5 +65)‘_‘:-—§+106,

. (bm n 3n n .
A;+:m1n(-;g—2 — R — 10¢, T 35) 18— — 10e;
Ap =max(— T 10s, — 45, — 1 10, — g 5o de) = — F 10
- 6 > 716 32 8 ’
VE: , 1ixn br ¢ Tn
A "mm(48 106, & —2, éz“—los’fé—i““e) 15— 10

11 nous reste i définir I extrémité radiale du domaine ED(-—- g—!—l()s,

I= — 10, r). Pour cela, il suffit de définir la fonction Aau(9p).

48
61. Dans I’exemple étudié, il n’y a aucun polynome tel que Ajx)=0.
Nous donnons de nouveau un exemple dont la solution formelle (F), qui

dépend des Z; correspondant & Ajx) = 0, converge.
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Nous considérons le systéme d’équations différentielles non linéaires

N’ .
(61.1) 2t S = 2 fa)y; + X'y + Shi, oy 9 (=1, B)
ot les k{2, 9., .., ys) sont des fonctions holomorphes dans le domaine
n Tn
wEED{—ﬁ, a0’ T\’ EARS PRV |

et les 2;(x) sont des polynomes de x de degrés au plus égaux & 2, de sorte que

les intégrales Ajw) = [} {w)je—*dx sont des polynomes de w—*:
=~}

i i s _oms
e e® e 19 e 1
Al(w) = =’ Az(w) =— =’ A3(w) = - 9 A5(w) =3

Afx) =0 et Ay = 1. Alors on a 1’inégalité
RAs(r) < RAsx) < RAs(x) <0 < RA(x), Adfw) =0, KAy >0

sur le segment: arge =0, |z | <8,
D’aprés le théoréme 1 dans le premier mémoire, on voit qu’il existe une
solution formelle de la forme

(F) yj =Rz 53'21' + ) j&&gs(m)Zf‘ ven Zf‘ (j = 1, ceey 5),

o & =(p, 0,0, 0, 8 =(0, p:, ps, 0), = (0, 0, 0, p,) et 3; est 6gal a 1
ou O suivant que j=1, 2, 3, 4 ou 5.
Nous démontrons que la solution formelle (F) est convergente toujours

dans le domaine ES)(;—%C-}- 6e, g—— 6e, r). Pour démontrer cette proposition,

il suffit que les hypothéses B,, B,, By et Og;, CJ) soient vérifides.
Soient (0;4) et (8;-) respectivement les directions smguhéres ascendante
et descendante des Ajx) (j =1, 2, 3, ) définies par

i 3r 17n n
61_-—.—8 ) 02_._—§ 3 63_—."1"6“ > 65_=i-6,

bn 1= n 13=
81+=—-g— 3 92+:—~§~ 3 63+=i~6; 3 95+=—’4-§'.

Si I on désigne par (6;_) et (6';;) respectivement les directions singulisres
des Ay@) {f =1, 2, 3) immédiatement inférieure et supérieure 3 la direction
{0), on obtient

3 T 5%, 3n

’ / ’ / 7 15
61+=§-, 91-““»«-‘“‘—8; 92+=—8—; 92—='—“8"598+“—“I'g’ Voo =— i

16’
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d’ ot I’on déduit
* 3n e;: 8 3n

=g 8’ 62“{"—'1;?1116’”'_16’92"—11;3,3156,’5"_”»8“
1. Sur I’ hypothése B,. On voit sans peine que le domaine D[O;_, 0, 7],
ol les développements asymptotiques des coefficients Pjg (w) sont valables,
est D L r}
127 20’
Puisque A, = 1, les formules {38.10) et (38.10') deviennent respectivement

('*)3-_9,_+—--2e( + ) 3_97+-—+2s(1+ )
d’ol1
16w

O — T 4 3e, By = T —Be; By — " de, Oy e By — 1T
8 8 6

2B iz _, Tw m 8 1im 8
+4e, O3 = 16 —4e; @43:—'1—2; 8433%; ®53=—E+"3', 953275—??-

Par suite on a
6 7 5
A= max‘(max B, @s*_.) = — l—g 4 4e, A;, = min (min ©'s, (H);"+) = g — 4.
=1 =1

Les directions singuliéres (8,_), (6._), (0:+) sont contenues dans le domaine
D(As—, Asy, 7). L’ hypothése B; est donc vérifide.

2. Sur les hypothéses B, et Cs;. On voit que les développements asymp-
totiques des coefficients P;g (1) sont valables toujours dans le domaine
PO, OF., 7] -.:fﬁ)l—-—g - &, %, r}, & étant supposé assez petit.

‘Puis nous calculons les valeurs des ©p et 0. D’ aprés (38.6), (38.10),
et (38.6'), (38.10') on a sans peine

17 , 9
®Ilz=18r_65, ®/22=®’323@,4z=1_;— 33, Oy = 3—;‘:—45;
11 7
612——‘_'!'2; ®22—@32—@42———“’m+33 52——-"‘%"‘45,

d’ ot I’on déduit

Az, = min (mm 0, @H) g— be, A,_ = max (m;x 0z, @z*._):: —_ ’i—g -+ 4e.
f=1 j=1

On voit alors qu’il existe entre les directions (max (A,., 6;“_))=(--5—8T—t) et

(min (4,4, f+)):<lité) la direction singuliére descendante (6,_) de Aifx).
I’ hypothése B, est donc vérifide.
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D’ autre part, on a

~ 3 = 3n T
92_=62_ 8n<62p__<16__93+ 02+, _'§'<98p+ > 16,

ot (0,,_) sont des directions singuliéres descendantes des A,(@) — pAs(x) telles

que 92,,,_=—3—'8“—t pour p =10 et (6;,) sont des directions singulidres ascen-

dantes des Aglx) — pAg(x) telles que 6, =1% pour p=0. On a de plus

max (A, 65, 0F , 6, ) =— 3:'—17, min

8

cblF'

(84, 83y, O, 2+) =

Par suite 1’ hypothése C* est aussi vérifiée.

3. Sur 1’hypothése Cx. Les développements asymptotiques des coeffi-

cients Pjg (x) sont toujours valables dans le domaine P[O* , 9;‘+, r] =

ic Tn
=9~ 5 20 ]
On a de plus
’ ] 7 , 19 82
9’11=@’21=®31=841=§n—33, @51=-1§n-—-§-’
b 29
@11=@21=@31=641:—“8"E+337 @51— 8n+8’
d’ou Yon a
A i 51 0y, B A max(m;xﬁ @)*)——71:
1+-'—mn(mn Fi ) ) 20’ 1— = i1 Jls 1-2'

Dans ce cas, 'hypothése C;; n’introduit aucune restriction nouvelle, car
on a Aig (@) = Ayfw) — pAix) = — (p — 1) Ayfa).

4. Nous avons vu que les hypothéses B,, B,, B, et Ck, C* sont refaplies.

Par suite la série formelle (F) est convergente dans le domaine

Daf , Ay, r) dont les extrémités A* et A¥ sont calculées d’aprds les
formules (64.1) et (54.1) comme il suit:

. 3 T P %3 T T 3n Q. ..
V_.l,k.__3, _8 —-I———— 5_—.—._35’ _.___.__l_35—_._+,33’
_—2 = - —_———— —_ e — _—_—— — e—— .
vy ,k 3 16+2 45——18 45, E 2—'—48_ +4e’

. 5. ofSm 3n _9n m (n\,. b=
v=1,k=2: 2(§)_(— -8—)— 6e = — b, 2(_§)_(.1_6)+5s =— 0% 6.



144 M. Iwano: Intégrotion anelytique d’un systéme d’équations, etc.

On a done
. [m T = bwm 9 9 m
A;+=m1n(—8—_4€} g'—BS, %, —8——“‘33, ]-:-6—"45, 8——’63)::8-—68,

. Tn (£ = 3n = _bm _
Al_—max(nl'—6'+4:5, —'i-g+4€, —"'-i'é, _§+38, 8 +45, 16-‘!—-68)-—-
Br
=—‘-1—6+63.

CHAPITRE V. - THEOREME D’ EXISTENCE.

62. Le premier probléme. Nous allons maintenant résoudre le premier
probléme, que nous avons énoncé dans 1 introduction du premier mémoire,
c’est la rocherche d’une solution développable asympfotiquement en série
entiére de x. Ce probléme, pour les équations différentielles linéaires, a été
résolu compldtement, en 1942, par M. le Prof. MAsuvo HURUHARA. L’ extension
pour les équations différentielles non linéaires est immédiate sans aucune
modification essentielle dans ses raisonnements.

Soit donné le systéme des équations différentielles non linéaires

d .
(62.1) ot «d—y&f = by(x) + Mlxly; + bz, Y1,y ya) (=1, ..., n).

Nous supposons 1° que les hylx, ¥, ..., Yn) == hy(x, y) sont des fonclions holo-
morphes pour

(62.2) x€DO_, 0., 1), [snl<n,., [ynl <7,

de sorie que U'on o les développements

hyx, y) = élajk(w)yk+w2” Wik ke, (Y1 Y (=150, 0)
uniformément el absolument convergenis pour
(62.2') BEDO_, O, 1] I [<n o, [gwl <,
20 que les coefficients a(x) e am ..x(@) sont des fonctions développables

asymplotiquement en séries entiéres de x dans le domaine DO_, 6,, 7],
30 que les A(x) ont la méme signification qu aux chapitres précédents, 4° que
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bs(x) est une fonction développable asympiotiquement en série entiére de x (*)
oo

(62.3) bi(x) = x°a(x) == x° Zoa]-mm"‘ ,
m—

et B° qu’il existe une solution formelle

0w
(62.4) Y=z T dpmae™ j=1,.., n)

m=1

Théoréme 9. (Théoréme & existence). Si le domaine D[O_, 6., 7] est
propre pour les polynomes Ai(x), Asx) ..., Au(x), il existe une solution dévelop-
pable asymploliquement en les séries (62.4) dans le domaine DO_, O, 7]
Le degré de liberté de la solution est égal auw nombre des indices j fels que le
domaine D[O_., O, , oo] soit contenu dans une des régions & partie réelle
négative pour Ajx).

63. Détermination des angles 6'; et inégalités. Soient 1,..., «'(<a) les
indices tels que le domaine D[O_, 6, oo] soit contenn dans une des régions
&4 partie réelle négative pour Ajx) et soit () une direction guelconque telle
que O_ <0, < O,. Si (6;—) et (B;1) sont respectivement les directions singu-
lires de Aj(w), pour j=1,..., &, immédiatement inférieure et supérieure 3
la direction (f), (8;,-) et (8;;) sont respectivement des directions singulidres
descendante et ascendante de Aj(x) et on a

b <6_<6, <6y (f=1, )
Nous définissons les angles 8/ (j = 1,..., ') par les relations (*)

(63.1) %f_:’g’;f = %-_—6?:7 G=1,u, o)
que nous appelons < relation de Hukuhara»>. On en déduit immédiatement
ei— <Oe_ <o <0, < 9i+ =1, )

Puis nous définissons 0 (j=1,..., &) par

x® =r/e; (i=1.., )

(*%9) Le développement de b;(x) commence en général par un terme de degré 1. Mais,
dans le cas ou il existe une solution formelle développable formellement en séires entiires
formeiles de «, le systéme peut se transformer facilement 4 un systdme des équations de
la forme {62.1}.

(2) Bi 6;— = 6_ et RAs(r'eidi—) < 0 pour r' assez petit, on prend 97 égal & 6_. L’indice j
est alors compté parmi (1,.., &). Dans ce cas, on a nécessairement 64 < ;4. Si 8j—==6_
et RAj{r'efdi—) >0, Pindice j n’appartient pas '3 (1,.., /). 1l en est de méme du . cas de
8;p =964,

Annali di Matematica
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r? étant les mombres tels que les points =, soient sur l'extrémité radiale
de P[O_, 6., 7]
Si 'on fait comme d’habitude successivement les deux fransformations

; Nipg—1

2) S ¥ = ,,il Aimx™ + v; G=1,., n),
Q 0 = u;je’® 7=1.., n)

le systdme (62.1) se change en un systéme de la forme

(63.3) 2 B4 = (b/(0) + Hife, oMo, ., o)A (j=1,..., )

ol les bj(x) et Hjx, v:,..., vs) = Hj(x, v) sont des fonctions continues pour
xE€EDO_, By, ) || <Mg»ers |Vn| <N et holomorphes dans le domaine:
TEDO_, O, 7)) || <Noserey [Vn]| <N (1,7, My <7 et satisfont aunx
inégalités

(63.4) [bf(@)| < By |2 ", | Hilw, ’UHSAE {or |- G=1.,mn

Pour que V'on ait le théoréme 9, il suffit de démontrer la proposition
suivante:

Si nd < N, il exisle une el une seule solulion de (63.3) satisfaisant aux
conditions
u; = O] & [Ve=1s) (f=1,, n)
et aux conditions iniliales
u® = uj(wjo) (j=1,.., )
64. Démonstration de la proposition. Nous considérons la famille & de
n fonctions u;(x) (§ =1, ..., n) holomorphes dans le domaine DO_, 0., 7o),
continne dans le domaine D[O_, O, ] et satisfaisant aux inégalités
(64.1) |ujx) | < K|z |Ne- #A44() (j=1,.., n.
Nous définissons Ugax,) par

Xg

642)  Uilw) =up + j 2= b/ (@) + Hyz, eS@ula)led@dz  (j=1,.., @),
mf

(64.3) Ujfaco) = / b/ () + Hjfo, er®@u(x))]e—A@dx (j=o +1,.., n)
4]

olt les chemins d’intégration I'j, seront définis au n. suivant, x, étant un
point quelconque appartenant & D[O_, O, 7o}
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Il suffit de démontrer que les fonctions Ujx,) satisfont aux inégalités
(64.4) | Uifee) | < K | g [V o™ FAss) (F=1,.., n).

D’abord on suppose
[y | égl x ING_SRA"(W) g=1,.., a)
En tenant compte des inégalités (63.4), il suffit, pour obtenir (64.4), que I’on ait
(64.5) (’nAK + BN)PN_IO'— RA=x) g _12.{: -(?_s { I € INe'—g{'AJ(w) i ,

s désignant la longeur de Parc de la courbe compté jusqu'au point x du
point x;° ou de I’origine suivant que 1’on a (64.2) ou (64.3).
D’ autre part, on a

a ; ey d d
d_s§ | @ lNe—-éiiAJ(w} | =@ |N-te R A{x) Ngéiwl + | x| d—s(-~ KA {x)) % .

Par suite, il suffit, pour oblenir (64.5), de déterminer les chemins T;,,, pour
un point quelconque x,€D[O_, O, ;] donnd, confenus dans D[O_, 6, , r),
de maniére que, pour les j lels que o; > 0, on ait I’inégalité

a | Al
ds poit

sur i, et que, pour les j tels que Ajx) =0, on ait I'inégalité

(64.6) (— RAsfx)) =

sin o;e

d .
(64:7) -d—slmlzsms
sur g, ¢ élant un nombne positif suffisamment petit.

65. Définition des chemins I';;,. Nous définissons les chemins I';,, comme
au n. 37.

D’ abord nous définissons les angles A; et A;.
1. Pour j=1,.., &, nous posons
A:,‘ = 6" ooy AI’ .

Pour les j tels que j=1do 4 1,..., n, il existe entre les directions (9_)
et (0,) au moins une pour laquelle la fonction exp &A(x) tend vers I infini
pour x — 0 ou bien I'on a Ajx) =0.

2. Pour les § tels que le domaine D[O_, O, r,] soit conienn dans une
des régions & partie réelle non négative pour As(x) tout entier, nous posons

A=6_, AN;=6,.
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8. Pour les j tels qu’il n’existe, entre les directions (B_) et (8.,
qu’ une direction singulidre descendante (6;_) de A x), nous posons

Aj=0_, A;j=0_—2.
En particulier, si §;_ = 6_ (*'), nous posons
A]' = ej"_ e A’j .
4. Pour les j tels qu’il n’existe, entre les directions (8_) et (8}, qu’ une
direction singulidre ascendante (0;;) de Ax), nous posons
Aj=10; + 2, &;=80,.
En particulier, si 6,1 = 6., nous posons
4j = 0j = 4.
5. Pour les j tels qu’il existe, euntre les directions (O_) et (B} des
directions singuliéres descendante (8;) et ascendante (4;,) de Aj{x), nous posons
Aj=0j1+ 2, Aj=0_—2e.

Des raisonnements plus hauf, il suit que 6_ < A; <A; <6,

Cela posé, les chemins I';,, seront définis comme il suit:

Si 'on a A;j<arga, <A/, le chemin Ty, est un segment joignant le
point z, & I’ origine ou le point x;°.

Si Pon a A/ <argw, <O, le chemin [}, est formé de la courbe:

$
(65.1) p = r exp [ cot dife)dy, A;<oe<H
b
et du segment:
A
J
> _ o pour (64.2)
p: = 7 exp / cot A;{¢)de, ¢ =4/, pour (64.3).
= 6
Si PYon a O_ <arga, <A;, le chemin T, est formé de la courbe:
¢
(65.1') p =7 exp [cot Ajlp)de, <o A
o
et du segment:
4
= . pour (64.2)
¢ : =7 exp‘[ cot A;(¢)dy, p=A4;. pour (64.3).
- b
(24) Par exemple, si 0;_.==6_, on suppose que la fonction exp fA;(x) tend vers I’infini

pour  — 0, argx — 85



M. Iwano: Intégration analytique d’un systéme d’équations, etc. 149

L’ extrémité radiale du domaine D[O_, 6, r,] est définie par la courbe

¢
p =1 exp / cot Alp)dy, O_<e<8,,
b
le point e étant sur Dextrémité radiale du domaine D[O_, 0., 7).
z0 = r,"eie'f étant sur 1’ extrémité radiale du domaine, on a
o,
4

ri =1 exp [ cot A(p)de .
o

66. Sur les fonctions 4;(¢) et A(p). Sur la partie rectiligne des chemins
Tz, on a sans peine (64.6) pour o; > 0 et (64.7) pour Agw) =0, puisque s =p,

Le probléme & résoudre est le suivant: délterminer les fonctions Alyp) et
A(p) de maniére que, pour les j tels que o; >0, on ait I inégalité (64.6) sur
Tiu, et que Uon ait Uinégalité oje < Ai(9) < A(o) <n—aje dans Uintervalle
[Af, ©4] et Uinédgalité oje < Alp) < Ajlo) <m—o;¢ dans Dinfervalle [8_, Aj).

Prof. MAsuo HUKUHARA a résolu le probléme. Pour le résoudre, il faut
faire un calcul délicat. Iei, on doit remarquer que la détermination des
angles 6/ par (63.1) est trés efficace. Si I’on définit les angles 6/ autrement,
on ne pourrait 8’ attendre au théoréme 9 et le domaine, ot les développements
asymptotiques de la solution sont valables, deviendrait en général moins
étendu que le domaine D[O_, B, , 7).

J’ai beaucoup profité les deux mémoires [1], [2] de M. M. HURUHARA,
qui m’ont mis sur la voie pour résoudre le premier et le deuxidéme probldmes,
sans quoi je n’aurais pas pu achever le présent travail,

J’ajoute que les résultats principaux de notre travail sont achevés
pendant que je prenais, de 1954 & 1956, des lecons de Monsieur le Professeur
Masvo HURKUHARA 2 I’ Université de Tokyo.
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