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R~!sum~i. - Nous avons formd dons le premier mdmoire uns solution formelle de (28.1) 
ordonnde suivant les puissances enii~res des solutions de (E). En annnlan~ les Zj q#i 

corresFondent au~ polynomes Aj(x)~--fhj(x)x--q-ldx de degrds diffdrcnts de a~,*(~at*), 
O0 

nous obtenons une solution formelle (~).  Dons le chapitre III, nous cherchons la con. 
dition su[fisante pour la convergence uniforms de la sdrie formelle (~) .  Dons te chapi 
tre IV, ce rdsultat est dtendu au cos og la solution formelle ddpend essentiellement des 
polynomes A~(x) de divers degrds. Ls dsrnier chapitre est consacrd d l'ex~ension du 
thdor~me d'e~istence de M. M. HUKUHARA qui jOUe un r~le important dons notre 
Mdmoire. 

I n t r o d u c t i o n .  

28. Hypotheses. Gomme au m~moire precedent, nous traiterons le systbme 
d'~quations diff6rentielles non lin~aires 

(28.1) x,~+ 1 dyj _ ~j(x,)yj ~ ~bj(x,, y l ,  ... y , )  O" "-" 1, n) 
d ~  - -  ' "" ' 

s o u s  l e s  h y p o t h e s e s  1 o, 2 o, 3 ° q u e  n o a s  a l l o n s  e x p l i q u e r  c i - d e s s o u s .  

1 °. Les  hj(~, y l ,  . . . ,  y,~) ( j -  1, . . . ,  n) song des f o ~ t i o n s  holomorphes de 
x,  y l ,  y2, . . . ,  y,, d o n s  le doma ins  

(28.2) ~E~[O_, 0+, r], ]Yl lg~ , . . . ,  lY, , Ig~ (1) 

de sorts que les sdries enti~res 

h,(~, y~, . . . ,  y , )  = Xjoy~ + ~jyj+~+ ~ ~" a~,.. ~.(x)y~ ... y~. ff = ~, . . . ,  ni 

convergent absogumeng, et uniformdmeng pour  (28.2} eg les aik~...~,(w ) song des 
fonvtions holomorphes et ddveloppables asymptotiquement en sdries engi~res de x 

(l) Quant ~t la d~ifinition du domains ~)[0_, 0+, r], voir  M. IWANO [1]. 
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dans le domaine ~)[0_, O+, r]. 2 ° L e s  ).~(x) ( j -  1, ..., n) sent des polynomes 
de ~ de degrds au plus dgaux & o -- 1 ; l' une au moths des valeurs ),1(0), ..., ~,(0) 
est diffdrente de zdro et ),j: { j -  1, ..., n) sent des eonstantes ; si l 'on a a la 

lois ;~(x)--Xa(ae), )~i~--~ Rk: (mod. 1), on a ),io " - ~  ; d' aulre part, l' indgalitd 
~j =~: 0 entra~ne ),~(x) " -  ;~i+dx) et Xi~ - -  ;~i+~" Ea  faisant, s' il est n~cessaire, une 
transformation lin~aire ~ coefficients constants, on pout donner k ej une 
valour positive aussi petite que l' on your. 

Posons 

(),~(w) 1 ~jo __ ~i.-~ 
(28.3) Aj(x) = j ~ + ~  d.~ = - -  -o ~ "'" - -  - - -  

O0 

Nous d4signons ki~_q (:~=0) par Xi, °i 4tant le degr6 de At(x) en w -~. 

3 °. Soil (0o) une direolion queloonque non singuli~re (~) des ki(w) et des 
A/~(x) = Ai(x ) ~ h~(x) (j, k = 1, ..., n) se trouvant entre los directions (O_) et (0+). 
Nous supposons que l' on air los indgalitds 

(H1) ~AI(X) < ... <_ ~,%(x) < 0 < ~Ar÷dx ) < ... ~ ~A,,(~) 

pour a r g $ : 0 0 ,  [ ~ 1 ~ o  et 

a~x~.~o__> ... > ~x~o  > o__> ~ x ~ + ~ . = >  ... => ~ x ~ o ,  A~(~) ---- 0 ( i  = ~ + ~, . . . ,  ~) 

et que los degrds o t des polynomes A~(~) satisfassent au~ in~galitds 

(H~) o.  = ... = o~, > ~ + ~  - -  - -  o~, > ... > o~h_,+~ = ... = ~ (ao = O, ~ = o,). 

~Xous 6crivons bri6vement o a * =  oa~_~-~x- - -oa ,  (k = 1, ..., h). 

29. Transformation formel le  et Solut ion formelle.  Faisons  une transfor- 
mation formelle 

yj == zj + ~. P~p,,p~ ... p & " ~ '  ... zP-, (j --- 1, ..., n). (29.1) 

Soit  

(29.2} x~ +, dz~d =.~ ;~Ax)zi + x~(;~josj + ~j~j ~,) + 
d,x 

+ ~ + '  ~ "  ~sp¢, . - - p S ' ~ '  "'" ~p~. (d = 1, ... , n)  

le syst~me transform6 de (28.1). Nous avons d4j~ remarqu4 (3) que l 'on pout 

(~) Cette hypoth~so entralne qu 'aucun des degr~s des Aj(~) et Asx('.v) n e s e  diminue 
quand on y pose arg x - ~  0,. 

{S)Voir M. IWA~O [1]. 



M. Iw~so :  Intdgration analytique d'un systgme d'dquations, etc. 93 

ddterminer los coefficients Ptno'nt...n,, des sgries (29.1) de mani~re que l 'on air 

cj~,on ~ . . .~ ,  = 0 (Po = Po '  - -  ~ - -  1) 
sau[ l e c a s  oit l' on a 

(Ro) 

At(n) ------p, Adn) + ... + p,,A,,(n}, 

pour px ~ ... T P ,  ~ 2, e' est-~t-dire,  que  cjj,°n~...~, =~ 0 en t ra lne  {R~) et (Ro). 

On voit, en ve r tu  de (H1) et de (tL), que  los n -  ~ dern ibres  des  4qua t ions  
(29.2) sont  sa t i s fa i tes  si l ' o n  y pose  

(29.3) z~, ~ - -  ... = z ,  = 0. 

Los ~ p r emie re s  des ~qua t ions  (29.2) d e v i e n n e n t  (4} 

(E) no+~ dz~ 

-I- n "÷~ ~'' t i p@, . .~  o~p° $~' . .  z ~  (j : 1, . . . ,  ~), 
off 

¢yp0p~ ...p~ --- Cjpop t ...p~0 ... o • 
Si 

cjp0p,...p~ # O, p, + ... + p~ > 2, j < fl, 

on a ndees sa i r emen t  

(Ro') hj(~) __= p1A~(~) + ... + p~A~(n), 

(Ro') Xj~ = po + 1 + p~L, + . . .  + p~X~. 

P o u r  que  1' on air (R~'} et (Ro'}, on doit  avoi r  

P l  - - p ~  - -  ... - - p j  = 0, 

c' est  c e q u e  1' on voi t  f ae i l emen t  d' apr~s  (H1) et (H,}. On pout  donc  r~soudre  
pa r  q u a d r a t u r e s  la 4e rn ibre  des  ~quat ions  (E)e t  pu i s  1' avan t -de rn i~ re  et a insi  
de suite.  On peu t  ~crire la so lu t ion  g~n~rale z i ---- ?i(n, C~, ... ,  G~) (j - -  1, . . . ,  ~) 
de (E) sous  la  forme 

(29.4) ?i(n, c)--eAJ(~)~XJo[Ci + (polynome en cj+~, . . . ,  c~, log z)] 

( j - - I , . . . ,  ~). 

D~signons  pa r  ~ i -  Zi(n, no, ~i °} la so lu t ion  ho lomorphe  de  (E) r~pondant  

(4) Los seconds membres do (E) sont dos polynomes en x, zi, .... el3. On pout dono 
remplacer r ~galit~ formelle -- par la vraie ~galit~. 
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aux valeurs  ini t iales  Xo, zi°. Si C~, .. . ,  C~ ° sont les valeurs  de C~,..., C~ ddfi- 
hies par  les re la t ions 

• ? =  o o} ( i =  . . . ,  

on  a 
v o, . . . ,  o i  o) = 1, , . . ,  

En portant lea expressions (29.3) et (29.4) dana la transformation formelle 
129.1), on obtient une solution formelle du syst~me (28.1) contenant ~ constantes 
arbitraires de la forme 

(F) yj ~ ~jZ~ + E" Pi~, ...z~(a:)Z~' ... Z[~ (j = 1, ..., n), 

oil ~j est dgale ~ 1 ou 0 suivant que j - - 1 ,  ..., ~ ou non. 

Nous avons d~montr~ (5) que la solution formelle (F) qui s'obtient en y 
posant C ~ , + 1 -  - - C ~ - - 0  eat convergente darts un domaine contenant la 

direction {0o). Le probl~me que nous allons r~soudre, dans  le chapi t re  I l I ,  est 
le su ivan t :  chercher lea conditions pour que la solution formelte (F) o/t l' on 
pose Ck --  0 (k =1= a~_~ -{- 1, .. . ,  a~ ; v > 1) soil convergente darts un domaine 
angulaire contenant la direction (Oo). Mais, on rencont re  de nouveau  une  diffi- 
cultY. $e me contentera i  de donner  seulement  des condi t ions suffisantes.  

Le chapi t re  IV est la part ie  la plus  impor tan te  de ce M~moire. Dans la 
sect ion I, nous eonsid6rons une  solut ion formelle {F~) qui  d~pend des Zj  
cor respondant  aux Aj(x) de degr(fs diff~rents : ¢~* et %* (a~* < %*) et cherehons  
uue  condi t ion suff isante  pour  la convergence.  Le r~sultat  obtenu dans  cette 
section peut  Otre ~tendu sans pe ine  au cas plus g~n~ral. Nous 6noncerons 
seulement  le th~!orbme 7 sans d(fmonstration, sous cer ta ines  condi t ions suffi- 
sautes qui me semblent  des condi t ions les moins  restr ict ives pour  la conver- 

gence de la solut ion formelle (Fh~... h~) d~dendant  des Z i qui  correspondent  aux 

hi(a: ) de divers degr~s : ~*h,~, ..-, ah~*. Cette condit ion est appel4e l 'hypothbse  H*. 
Le th4or/~me 8 donne  des condit ions suff isantes  pour  que l 'hypoth~se  H* soit 
v~rifi~te. Duns la section I I I ,  nous donnous  deux  exemples  pour  lesquels  les 
condit ions du th~or~me 8 sont v~rifi~fes. 

Dana le dern ie r  chapitre ,  nous donnons,  l ' exp l ica t ion  de la l igue de la 
d~monstra t ion du th~or~me d' existence,  ~inonc~ sans d~monstra t ion au n. l0  
dana le p remie r  m(fmoire, par  la m~thode de M. M. HVXUHAR~, par  laquel le  
il a 6tabli Ie th~orbme d' exis tence pour  le syst~me des (fquations diff~rentielles 
lin~aires. 

En  t e rminan t  cette In t roduct ion ,  l ' a u t e u r  se fait  un  honneur  d ' e x p r i m e r  
sea remerc lments  les plus  vifs it Monsieur  M~suo  HUKUHARA, Professeu~ k 

(5) Voir M.  IWA~O [1]. 
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r Universitd de Tokyo, pour l ' intdrgt qu' il m 'a  tdmoignd et pour les conseils 
qu ' i l  m ' a  donnds au eours de la prdparation de ce Mdmoire. L 'auteur  
remereie aussi Monsieur YASU~AI~A S~BUYA ~t l 'Universitd d' Oehanomizu 
de la bieneeillance sincbre en me dormant de diverses suggestions profitables. 

CHAPITRE I I I . -  CONDITIONS POUR QUE LA SOLUTION 

FORMELLE (F~} SOIT CONVERGENTE. 

30. La solution formelle (F~). La solution formelle, dent nous allons 
ehercher la convergence, est de la forme (~) 

(~) ~-~=- ~ z ~  + ~," P .  (,)z~,, =' ... z~:,:, " (J = ~, ..., ,0, 

o ( j # ¢ , . . . ,  ¢') 
~ - "  1 ( j - -  a', , 

et 
= (~o:,, . . . ,  p=,,), 

sommation ~tendue ~t tous les arrangements tels que • " ddsignant la 
p~, + ... + ~ , , , >  2. 

31. Le domaine oh ies d~veloppements asymptotiques des coefficients 
Pj~(~) sent valables. Nous ordonnons l 'ensemble des arrangements ( j ;  $) de 
la m~me mani~re qu ' au  n. 18. 

Supposons d~j~t d~termin~s tous les coefficients Pj~(a:) tels que q~,-4-... 
• . .-b q~,, <_N comme des fonetions holomorphes et ddveloppables asymptoti- 
quement en sdries (30.1) dans le domaine ~[0"_, 0 " ,  r], dent la d~finition 
sera pr~eis~e plus tard. Les Pj~(x) seront calculus pour p~, ~ ... ~ - p ~ , -  N 
comme il suit. En portant dans (28.1) les series (F~), on a ] e s  ~quations 
difffirentielles lineaires du premier ordre 

(31.1J ~+~ dPj$ 
d ~  = (~J~(~) + ~J~o~°)P~ + ~°qJ~(~), 

oh Qj~(x)est une forme lin6aire des a~, . . . ,  (a~) tels que k ~ - [ - . . . - t - k ~ A  r dent 
les coefficients sent des polynomes des P/~d~(~) tels que (k; d~)~ ( j ;  $), 

(6) Pour  simplifier l '~criture, nous eerivons ~', ~" au lieu de a~--14-1~ ~y~ de sorte 
~pt 

que • ~ par 6xemple, d~signo ]a sommation ~tendue /t t o u s l e s  entiers k tels que ~ty--1 < 
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~1! CU,¢ 

Xj~(a~) et Xj~ d~signant respectivement Xj(a~)- : p,X,(,) et X i , -  ~ P,X,~. 

On peut donc consid~rer Qj~(x) comme une fonction connue qui est holomorphe 
et d~veloppable asymptotiquement en s6rie entibre de a~ pour ~)[0~*_, * ~3~+, r]. 
Si donc on suppose le domaine ~)[0"_, * 0~+, rj propre (~)pour Aj~,(o~)-----Aj(~)- 
- -  ~ p~h~(a~), on peut d6finir (s) les Pj~(x) de manibre qu' i ls  soient d6velop- 

/¢ ----0~t 

pables asymptotiquement en les s~ries (30.1) dans le domains ~)[0~*_, 0~*+, r], 
en supposant, bien entendu, r inclusion ~)[0"_, 0"+, r] ~ ) [ 0 _ ,  0+,  el. Pour 
d~finir ~[0"_, 0"+, r], il faut distinguer trois cas suivants. 

1 ° Pour les j tels que ~j > a~*, une r6gion propre pour Aj(a~) 1' est aussi 
pour Aj~(~). Nous d~signons par ~)~ r intersection des r6gions prop res maxi- 
males pour A~(x)(~ > q~*) contenant la direction (0o). 

(i) Pour les j tels que j ~ y - { - 1 ,  cette direction est contenue dane une 
dee r6gions ~ partie r6ello non n6gative pour A~(z). Par suite, la fonction 
expAj~(a~) tend vers F infini pour a r g ~ -  0o, z - - - 0 .  Cependant, 

(ii) pour ] e s j  tels q u e j = l , . . . ,  a ' - - l ,  on a ausei o~>e~*, mais la 
direction (0o) eat contenue dans une des r6gions /~ partie r6elle n~gative 
pour Aj(a~). 

2 ° Consid~rons les indices j tels que ~ ~ ~*. Si o~ = ¢~*, on suppose 
de plus p~,-{-... +1o~.>1f~, N~ d~signant un ent ier  positif suffisamment 
grand. D6signons par ~)z 1' intersection des r~gions propres maximales pour 
-- A~,(a~), ..., -- A~,,(x) contenant la direction (0o}. Lorsque ]e point a~ s' approche 
ind~finiment de l 'origine le lon~ de ]a direction (0o) , la fonction exp A1ff(x) 
tend vers 1' infini et ~)~ est propre pour Aiff(w). 

3 ° Oonsid~rons enfin le cam off l' on a a~!--~* et pa,-}- .... -FP~,, ~ 2V~. 
D~signons par ~)s l 'intersection des r6gions propres maximales pour Aiff(a~) 
{P~,-{-... ~ia~,, ~ N~) contenant la direction (0o). 

Nous prenons pour ~[0"_, 0"+, el---~) une r6gion ferrule contenue dans 
l ' intersection des r6gions !~[O_, 0÷, r], ~)~, ~ ,  ~)s. La s6rie (30.1)repr6sen- 
taut la solution formelle de (31.D, il exists au racine une solution de (31.1) 
d~fveloppable asymptotiqucment en la s~rie (30.1) dans le domains ~)[0~*_, 0~_, r]. 
Dans les cas 1 ° (i) et 2 °, ells se d6termine d' une seule mani6re par ]a formule 

= Qj I )e- 
0 

(7t P o u r  l a  d~finition~ v o i r  n.  7. 
(~) M. HUKUHARA [t]. 
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I I e n  est de.m~me du eas 1 ° (it) et le eas 3 °, si Ie domaine ~)[0~*_, 0"+, r] 
contient une direction suivant laquelle expAj~(~) tend vers l ' infini. Dans 
lee autres cas, on doit d6finir la solution Pj$(~} de (31.1} par la formule 

~ dasignant un point convenable sur l 'extramit6 radiale 1 ~1 de ~)[0~*_, O~*+, r] 

et p~ee ai~(~i~ .~)x~, une valour quelconque assez petite en module d' apr6s 
le r6sultat de M. M. HUKUHARA [1]. 

I1 pout arriver qu 'une infinit6 de P~$,(z) ne se d6terminent pas d 'une 
seule mani6re. I1 en sera ainsi certainement, st, dane le eas 1 ° (it), il existe 
au moins un indiee j tel que le domaine ~[O~*_, 0~*+, r] est contenu dane 
une des r6gions "~t partie r6elle n6gative pour Aj(a~) (~o). Cette circonstenee nous 
emp~che de d6montrer la convergence de la solution formelle (F~). Nous intro. 
duirons done t' hypoth6se suivante: 

Hypoth~se A~. Dane r intersection de la r~gion ~[0"_, 0"+, r] el des r~gions 
parties rgelles ndgalives pour A~,(a~), . . . ,  Aa,,(a~), so trouve, pour chaque j tel 

que 1 <_~j < ~', au moins une des direvtions singuli~res du polynome hj(~). 

On a alors la 

Proposition. Si l'hypoth~se A~ est remplie, on ~ u t  d~terminer lee Pj~(~) 
de proche en proche d' une seule mani~re ~ partir d 'un  certain rang comme 
solution de (3i.1) d~veloppable asymptotiquement en lee series (30.1) dane le 
dom ine 0"+, r]. 

32. Remarques sur l'hypothbse A~. 

1. Supposons que 1' on n 'a i t  pas l 'hypoth6se A~. Si l ' intersection de 
la r6gion ~ [ 0 ~ .  * (~) 0~+, r] et des r6gions /~ parties r6elles n6gatives pour 
A~,(a~), ..., A~(a~)(~'~ ~ < ~"), par exemple, contient, pour chaque j ~el que 
1 ~ j  < ~', une des directions singuli6res ~du polynome Aj(~), on pourra faire 
une discussion tout / t  fair analogue pour ce qui suit si l 'on annule les con- 
stantes C~ pour ~ ~ k_~ ~". 

(9} Pour  la ddfinition de l 'extrdmitd radiale, voir D. 7. 

(le) C'est-h-dire il ne se trouve dans ~)[0"_, 0"+, r] aueune direction suivant laquelle 
la fonetion exp Aj~(~) tend vers l ' infini pour aa--* 0. 

(li) ~)[0" , Ova_ , r] est un domaine angulaire ferm6 queleonque eontenu dans l ' inter- 

section de ~)[0_~ 0 . ,  r] et des r6glons propres maximales pour A j ( ~ ) -  ~. 10~A~(~). 
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2. Au n. 31, nous avons suppos~ v <h-{-  1. Si l ' on  pose C~--.. ,  = C a - - 0  
dana (F), nous~obtenons une  so lu t ion  formelle  (F~+~) contenant  ~ -  a constantes  
arbi t ra i res  : 

~F~+~) ~ ~ ~Z~ + ~"P~X(~)ZP~ ~ ... Z ~  (J = 1, ..., '~), 

oh ~¢ est ~gal ~ 1 ou 0 su ivant  q u e j - - a - [ - 1 , . . . ,  ~ ou non et ~' dfisigne 

Le domaine  ~[O~+l- ,  * Oa+~+, r], Oh les d~tveloppements asymptot iques  des 
coefficients Pi~,(x) sont valables, est une  r~gion ferm~fe que leonque  qui  est 
contenue  dana l ' in te r sec t ion  de la r~gion ~ [ 0 _  ~ 0 + ,  r] et des r~gions propres  
maximales ,  con tenant  la direct ion (0o) , pour  les polynomes  A~(x) tels que 
~ > 0 .  

P u i s q u ' o n  a hi(x ) ~ 0 et ~),i~ > 0 pour  i --  a ~ 1, ..., ~, l 'hypoth~se  A~ 
pea t  ~tre remplac~e par  la su ivan te :  

Hypothi~se h~+~. E~tre les directions (0~+~_) el (0~+~+), il exisle au moins 
une des directions singuli~res de Ri(x ) pour chaque ~ tel que 1 < j <_~ a. 

38. Indgalit(!s. Posons 

: ~zi  T Y'~Pj~(w)~,~' ... %P,?" (j : 1, ..., n), 

off E~ d~signe la sommat ion  (!tendue ~ tons les a r r a n g e m e n t s  (p~,,, ..., pa,,) tels 
que 2 ~ p ~ ,  ~-...-t-P~,,,, P~'t~, , + ... -t-.P~,,~,,, < /V, ~k : ~(),~,/(8'0d°°)"k) • Si ro 
et ~o sont  des nombres  assez perils, les fonctions hi(x , y~, ..., y,) ( j - - 1 ,  ..., n) 
sont ho lomorphes  pour  

x ~ ~ [0"_ ,  0"+, to], ly ,  1 < ~o, ... , lY, t <= ~o. 

P a i sque  Pi~(x, ¢) (j "- 1, ... ,  n) sont des polynomes  en z~,, ..., z~,, sans terme 
c o n s t a n t  et que les coefficients Pjff{x) sont des fonctions holomorphes  de x 

dans  le domaine  ~)[0"_, 0"+, to], on pea t  choisir  les hombres  positifs 8, ~o 
de mani~re  que 1' on air les in~fgalit~s 

t + < (1 = 1, . . . ,  n) 
pour  

k~gv 

Si le syst~me (28.1) se t ransforme en 

(33.1) (y=  1,..., 
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pax le changemen t  des variables  

(3}~.2) y, = Pi,~(~, Z)  + ~,~ 

on aura,  aprils un  calcul  616mentaire, les ~galit~s 

(33.r) 

( j - -  1 , . . . ,  n), 

z ~ g g x ,  z=, , . . .  , z=,, , v~ , ... , v , ,)  = 

= ~,j(z)[l'iN(x, z) - -  ~jzj] + z~hj(x, P~N + v~, . . . ,  P, .~ + v,,) - -  

_ ~ T _ ~ _  _ Y" ~ d x  - -  ~J ) ' i (~ l z~  - -  

- -  Z ~ 4  ~ - - - - - -  ~i~ ( j  = 1 , . . . ,  n), 
] 

dz~ 
oh lee x~+~--- doivent  6tre remplac~s par  les seconds membres  de (E). Teas  

dz  
les termes dans les seconds membres  de (33.1') eont iennent  ~a ~ comme facteur.  
Par  suite, gi(~, z, v) ( j - - 1 , . . . ,  n) sent  des fonctions holomorphes  de 
(x, za,, ..., as,,, v~, .. . ,  v,) pour  

{gl¢ 

!33.3) ~ e ~)[0"_, 0"+, %1, max ]zlt [ah,k < go, 
k~a' 

i v ~ t < ~ , . . . ,  t v , , l < ~ .  

Si l ' on  pose 

{33.4) v i = eAA~)u~ (j = 1, ..., n), 

le syst6me (33.1) so change en 

(33.5) ~¢ dui 

Les s~ries 

(F,~) 

= gi(x, Z~,,, . . . ,  Z~,,, eA,(X)u~, . . . ,  eA,,tX)u,,)e--AAx) (j  = 1, . . . ,  n). 

vj ~.~ Y. P.~zIZP~' ZP~" (j = 1, ..., n) 3 ~  ~ ! a '  "'" att 

repr~sentant une solution formelle de (33.11, les termes ind6pendants de 
vl ,  . . . ,  v ,  clans les seconds membres de (33.1) ne peuvent contenir aucun terme 

' ~I/~a' z~l~a" On en conc]ut  de degrds moindres  que N par  rappor t  aux ~a, , . . . ,--~,, ,  • 
que l ' on  a l e s  in6galit6s 

~,t 

(33.6) ] gi~x, z, v) ] < A E ]vk + BN max I z~ liv/~k (j --  1 .... , n) 
k ~ l  k ~  t 

pour  (33.3), A d~signant  une  cons tants  ind~pendante  de ~7 et telle que 
A > i k i : i q - e  i { j : l ; . . . ,  n). 

34. Fami l l e  ~ et  T r a n s f o r m a t i o n  g .  Nous d~finirons au  n. 39 le domains  
~)(Av_, A~+, re) , oh la solution formelle (Fv) est convergente.  I1 est, b ien 
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entendu, contenu dans le domaine ~)[0"_, 0"+, %] oh les coefficients Pi~(w) 
sont holomorphes. 

Nous consid~rons la famille ~ des syst~mes de n fonclions {~(x, z~,, ... 
..., z~,,), ..., ~,(a~, z~,,..., z~,,) } satisfaisant ~ la condition suivante; 

Les ~p~(z, z~,, ..., z~ , , ) -  ~(x ,  ~) (j : 1, . . ,  n) sont des foncaons holomor. 
phes de (x., za,, ..., z~,,) dans le domaine 

(34.1) z ~ ~)(A~_, A~+, ro) , 

el salisfont aux  indgalitds 

max I z~ J~/~ < ~o 

f 34.2) I +i( w, z ) [ ~  K e  -gA+(=) max I"~ t ~ "  (j - -  1, ..., n), 

K dtan~ un hombre positif  tel que K~o N < ~. 
Puisque le syst~me { 0, ..., 0 } appartient [t ~, la famille ~ n' est pas vide. 

Posons 

(34.3) 

(34.4) 

%(~, ~o, ~°)_ ~i(x, ~o, ~',,. . . ,  ~0,,)= 

= o za°,,)) (j  = 1, ..., n), +gz, z=,(~, ~o, ~=,), ..., z=,,(~, ~o, 

aj(~, ~o, ~°)-:-Gj(~, ~o, ~", .'., ~'~")= 
= gj(w, Za,, ..., Z:,,, eA'(:)W~, :.., eA,(=)W,) (j  : 1, ..., n). 

Nous d6finissons les ~i(Xo, z °) ~-~i(Xo, z°~,, ..., z~,,) (j : 1, ..., n) par 

~o 

(34.5) ~gXo, z o ) - / ~ - I G j ( x ,  Xo, ~°)e-Ai(~)dx (j = 1, ..., n). 
0 

Nous d~montrerons plus lard, en choisissant convenablement les chemins d' in- 
tegration rj~o, que, si (Xo, ao) appartient au domaine (34.1), les int~grales (34.5) 
sont convergentes. 

est alors la transformation qui fait correspondre au syst~me des fon- 
ctions t ~l(x, z), ..., ~.(x, z) } le syst~me des fonetions / ~Pl(~ z), ..., ~(~ ,  z) t. 

35. La d~monstration de la convergence de ia solution formelle (F~). 

On volt imm~diatement la proposit ion: 

I. L a  famille ~ est fermde, convexe et normale. 

Nous d~montrerons ensuite lea propositions: 

I I .  Les int~grale~ (34.5)prises le long des vhemins Pj~o sont eonvergenles. 

I I I .  Le syst$me { ~(x ,  z), ..., ~,(w, z)} appartient a ~, c~ est-&-dire, 
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I I l ' .  On a l e s  indgalitds 

(35.1} (J = 1, . . . ,  n) 

et 

I I I " .  Les fonvtions ~i(~, z) (.j = 1, ... ,  n) sont holomorphes dans le 
domaine (34.1). 

IV. La transformation ~ est continue. 

Alors on salt, d 'apr~s le th6or~me d 'exis tence  des points fixes (voir 
M. HUKUHARA [3]), qu ' i l  existe an  systi~me de n fonctiont~ tel que l 'on  ait 

t +,(x, ~), ..., +,I~, ~ ) 1 =  I ~(x,  z), ..., ~,(~, ~} I. 

Puis  nous d4montrerons la proposition suivante :  

Y. Le syst~me des fonctions ~t(~, Z(~, so, z°)) (~ "- 1, ..., n) est une solution 
des dquations (33.5). Nous la d~signons par  ~i2v($, Z) {j = 1, ..., n). 

hlors,  d 'apr~s les relations (33.2) et (33.4), le systi~me des fonctions 

SiN(X. , Z) --  P]N(a~, Z) -~ +yN(X., z)eAt ~=) (] "-- |, ..., n) 

est une solution des dquations (28.1). Si SjN(~, Z) (j  = 1, ..., n) sont inddpen. 
dantes de N, la solution formelle (F~) est eonvergente.  Done, nous ddmontre- 
tons la proposition suivante :  

VI. La  solution du syst~me des dquations (33.5) telle que l' on all 
~ft 

(35.2) uj --  O(e--~tAt(x) max I Zk(x , xo, z~ °) IN/~k) ( j  - -  1, ..., n) 
k ~ a r  

est unique pourvu que 1~ soil assez grand. Gar, si i ? ' >  N, les expressions 

¢ - -  e--A'(~(PjN,(x, Z) - -  PjN(~, Z) + ~jN,(X, Zie As(~)) (J - -  1 .... , n) 

repr(fsentent une solution des ~quations (33.5) satisfaisant aux relations (35.2) 
et l ' on  a 

SjN,(X, Z) - -  SIN(X, Z) (j  ---- 1, ..., n). 

36. Conditions impos(fes aux chemins d'int6gration F/~o. Le poin t  le plus 
d~lieat de ]a d~monstration eonsiste it d~terminer les ehemins d ' int~grat ion 
Fino. Nous les prenons de manibre que l ' on  ait la condition suivante :  

Soient So, z*,, . . . ,  ~,,  des valeurs quel~onques appartenant au domaine 
(34.1). Les chemins rj~o sont contenus dans le domaine ~ (hv - ,  hv+, to)e t  toutes 
les fonotions x-lGi(x, wo, Z°)e Aj(~) 8ont ddfi,des sur les ohemins Fi, o. 

Dans le c~ls le plus simple off l ' on  a ~tudi~ duns le m6moire pr6e6dent, 
nous avons pu d6terminer  le domaine ~)(A*_, ~ ,  ro) de mani~re que l ' on  puisse 
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ehoisir  les chemins  1~t~o sat isfaisant  /~ cette condition.  Cependant ,  dans  le 
cas gdndral, la possfbilitd de ddlerminer le domaine ~(5~_, A~+, re) m~ semble 
douleuse si l' on ne suppose une certaine ~ n d i t i o n  p lu s  forte que la condition (A~). 

~Tous d6signons par  ~ et T les coordon6es polaires  du  point  variable 
sur  Pi~o, pa r  r et O ceux du point  Xo et par  s la longueur  de l ' a r c  de la 
eourbe rt,. 0 compt~ de l' origine ju squ '  au point  w. 

On volt d ' abord  que la condi t ion 6tr i te  c i -dessus  est ~quivalente k la 
su ivante  : 

Lorsque ~ varie sur  Pi~o, les valeurs de Ix, Z~,, ..., Z~,,) restent toujours 
clans le domaine (34.1). 

Pou r  que  l ' o n  air cette condition,  il suffit  que l 'on  puisse ddterminer 
dans le domaine ~)(A~_, h~+, re) les ehemins Ui~0 de mani~re que l 'on all d 
ta fois les indgalitds 

(36.1) d I ~ I sin ake (k = £, 

sur  Fi~ , e dtant suppos~ assez petit. 

Si F e n  a l e s  in6galit~s (36.1), on volt que la valeur  de maxlZ~l: /~k tend 
k ~ q /  

vers 0, en d6croissant  monotonement  lorsque le point  variable x sur  Fi~ o tend 
vers !' origine. 

D' autre  part, {33,6), (34.2 b (34.3) et (34.4) en t ra lnent  
a,I  

( j =  1,..., n), 
et la convergence  de l ' in t~gra le  

(36.2) 

$0 

4-1e- sJ( I ds . 

0 

ent ra ine  II ,  so d6signant  la longueur  de la courbe Fi~ o. Pou r  les j tels que 
a j ~  ~y*, la fonct ion ~t in tdgrer  tend vers 0 lorsque x s ' approche  de l 'o r ig ine  
le long de F ie .  Pou r  les j tels que ~j > ay*, le facteur  exp ( - - ~ A j ( x ) ) e s t  
pr6pond6rant .  Nous supposons  done en outre que l 'on a l'indgalitd 

d I~i! sinoj ~ (36.3) d-s ( -  ~Aj(~)) > 

su r  P ~ .  On voit alors que la fonet ion exp (--  ~Aj(x)) tend vers 0, en ddcrois- 
sant  monotonement  lorsque z: s ' app roehe  ind6f in iment  de l ' o r ig ine  le long 
de Fix o. La  fonct ion /~ int6grer  converge aussi  vers 0 lorsque a~ tend vers 0 
le long de I '/~. La  condit ion I I  est done r empl i e .  
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(36.4) 

P o u r  d6mont re r  Iir ,  il  suffi t  que  I' on air les  in6gali t~s 

$o 

(nAK + Ba) [~ [ - l e  -~A~(tt) m a x  ]z~ t~%ds ~ 
k=od 

0 

N Ke-$thJ l~d m a x  ] Z~ ° ]~rl~,k 

Les  in~gali t6s 

(36.4') 

( / =  1, . . . ,  n). 

(nAK + BN)~ -1 e-aAi  ~®) max 1 Zk.t ~'1~ < 
k.-----ad 

d ~" ) 
< K .-- (e -gA1'lx) m a x  I Z~ I~/~k 

s a t  Vt~'o e n t r a l n e n t  (36.4). 
Or, pour  les j tels que  ~ i ~ a * ,  ce l les -c i  d~eoulent  de (36.1). En effet, 

pu isqu '  on a 

d / ~'' \ -~ [max  [Z~ iN/~,k) d INI~ ~ 

pour  un  ce r ta in  indiee  k' tel que  £ <_~k'~ £' ,  on a 

_-- /max 1Zk [N/~ - -  N d a" 

11, dZ 'l 
- -  ~t~, ~ ds I maxk=a, ] Zk [~v/~ :> 

N d ~" N ~" ~ 1 ~ ~" {~A~,(x)} m a x  t Z~: llvt~'k > -= min  1 - -  d > 2-~k, ~=a' = 2 ~:=a' f'ttk fl~S (o.~h,~(w)) t maxk=a, l Z~: I~t~k. 

On a done 

e--g~AS(x) max  t Z~ ]lv/~] > 
k=ct  r 

tf l I } d ] 0~?¢ I N  ~. , 1  d 
> e--aA~(.)LZ ~=~, I ~ ~ ~-~ m,n ~ (~A~(~)) - -  a ,  (~A~(~)~=~ma5 I Z~ I~'~, 

d' off, pu i sque  ai< ~*, on volt  que eet te  dern i~re  express ion  est  p lus  g rande  
que 1' express ion  

Ne_~A~(x) rain (~A~(x)) max  ] Z~ [m)~, 
~ = , , ~  ~=~, 

p o a r v u  que  /V soit assez grand.  P a r  suite,  pour  que  l ' on  air les in~galit~s 
(36.4), il  suffi t  que  r on air 

(36.5) O-~(nAK + B~v) < - ~  mln  I (~A~(~)) 
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En tenant compte de (36.1), l ' in~galitd (36.5) eat 6videmment satisfaite si l 'on  
prend N e t  K ~uffisamment grands. 

Puisque les in6galit6s (36.1) entrainent  la eroissance de max I Z~ I~l~ pour 

p < to, 1' indgalitd 

~-~(nAg q- BN) < K d 
= ds  ( -  

entraine (36.4'). Si a1 > a~*, cette in6galit6 eat une cons6quence imm6diate de 
{36.3), si l ' on  prend ro suffisamment petit et K suffisamment grand. 

En somme, on arrive ~t ia conclusion: 

Proposit ion.  ]=)our que l' on ait I I e t  III', il suf f i t  de ddterminer un domaine 
~(5~_, A+,  to) el les chemins Pi~o, pour un point quelconque no E ~)(hv-, A+,  to} 
donnd, de mani~re que, pour tous les j ,  on air lea indgalitds {36.1) sur r/~o el 
que, pour les j t e l sque  a i > a~*, on air en outre les indgalitds {36.3} sur Pt~o" 

37. D6f in i t ion  des chemins  d' int6gration Fj~ o. Soient (0k+) et (0~_) (k = a', ... 
..., £') imm6diatement sup~- £'} lea directions singuli~res de Ak(~} (k - - a ' ,  . . . , .  
r ieure et inf~rieure ~t la direction (0o) respectivement. (0k+) et (0k-) son, des 
directions singuli6res ascendantc et descendante de Ak(x) respectivement, 
ear on a (H~}. Posons 

~tt ~t? 

0~*_ --  max 0~_, 0"+ --  rain Oe+. 

Pour  les j t e l s q u e  ~i ~ z~*, nous d~ifinissons hi~ et 5j~' par 

5t~ -- max (OL, 0:_), ~#' - -  min (0"+, 0,+).* 

Pour los j tels que ~ i>  ~* et j ~ ' f - [ - 1 ,  nous d~signons par (0/+) et 
(0i_) lea directions singuli6res de Ai(x ) imm~diatement inf~rieure et sup~frieure 

la direction (0o) respectivement. (0j+) at (0i_) son, des directions singuli~res 
ascendante et deseendante de A/(x) respectivement, car on a (H1) et {H2). Nous 
d6finissons alors AI~ , hj~' par 

, ~ - - m a x  (0"_, 0"_, Oj+), ~j~ ' - - ra in  (0"+, O h ,  0i_ ). 

Gonsid~rons enfin les indices j --  1, ..., £ - -  1. On a n~cessairement ~j > ~*. 
Pu isqu 'on  suppose l 'hypoth~se A~ rempIie, il existe au moins une direction 
singuli6re de Ai(~ ) entre lea directions (max(O*_, 0"_)) et (rain (0"+, 0"÷)) et 
puisqu 'on  suppose le domaine ~[0"_,  0"~_, to] propre pour Ai(x), il existe 
au plus deux directions singuli~res de Ai(~) entre (max(O*_, 0"_)) et 
(min (0~*+, 0"+)). S ' i l  n 'y  en a qu 'une ,  nous la d~signons par (0i_)ou (0i+) 
suivant qu' elle eat descendante ou ascendante. S' il y e n  a deux, 1' une eat 
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descendante  et l ' a u t r e  ascendante .  Nous les d~signerons respec t ivement  par  
(0i_), (0i+). Les quatre  cas suivants  seuls peuvent  se p r e s e n t e r :  

1 o • Oj+,ffi~ max  (0"_, 0"_) < Oj_ < 0o, oft Oi~ est la direct ion singuli6re 
imm6dia tement  inf6r ieure ~t (Oj_); 

2 ° " Oo < Oi+ < min  (0"+, 0"+} ~ Oi_ , oft 0 i_ est la direct ion singulii~re 

imm~dia tement  sup6r ieure  ~ (0i+); 

3 ° " max  (Or*-, 0~*_) < Oj+ < Oj_ < Oo ; 

4 ° " Oo < Oj+ < Oi._ < min  (0~*+, 0"+). 

Nous posons 

hi~ -" max  (0"_, 0~*_), 

dans le p remier  cas et 

Ai~ : 0t+ 

dans le deuxi~me eas et 

A'i~ = 0 i_ 

, h'i~ = min  ( 0 5 ,  0 5 )  

A# "-- Oj+ , A'i~ = 0 t_ 

dans les deux  derniers  cas. 
On volt imm~idiatement que, si l"V est suf f i samment  grand et si = est 

ostl 

suf f i samment  petit,  la fonct ion e-$iAi(x) max  IZ~ [~v/~k converge vers 0 expo- 
k ~ a t  

nent ie l lement ,  lorsque $ s ' app roche  de l ' o r ig ine  suivant  une  direct ion telle 

5Tous d~finirons au num~ro suivant  pour  chaque j les angles  Oi~ , 0 '#  et 
lar fonction Ai~(cp) cont inue  et sat isfaisant  ~ l ' in6gal i t~ sin Ai~(cp)> 0 dans les 

AI t interval les  [O#, Ai~ + 2~] et [ j ~ -  2e, Oi~ ]. 
Cela pos~, les chemins  P/Xo seront  d~finis comme il su i t :  
Si l 'on  a h i ~ - } - 2 ~ a r g x o ~ A ' i ~ - - 2 ~ ,  le the re in  ri~ o est le segment  joi- 

gnant  Xo ~ l 'or igine.  
Si 1' on a h ' i ~ -  2~ < arg ~o <_ 0'i~, le chemin  Pixo est form6 de la courbe 

'eot Ai~(~)d~ , A'I~ - -  2~ < ~ <__ 0 (37.1) p --  r exp 

0 

et du s egmen t :  

p :< r exp . f c ° t  Aj~(~)d~ 
0 

, ~o = A'iv - -  2e. 

14 
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(37.1') 

et du segment: 

Si l ' o n  a 0i~ ~ argxo < hi~ n t- 2e, le t h e r e i n  Pi=0 est  form~ de la  c o u r b e :  

p = r e x p f c o t  Ai~(?)d?, ~ ~ ? ~ Ai~ .-]- 2s 
0 

p =<: r exp  [ cot A~(~)d? ,  

0 

? = Ai~ -{- 2e. 

( a s . 2 )  

Or on a 

38. D d f i n i t i o n  de ~i~, O'i~ e t  de Ai~{?). On a ~ v i d e m m e n t  

{38.1) ~ A k ( p e ' ~ ) -  I )'1' ' c °s  (°~k - -  ~ ? )  + o (pl--~) 
~k Lg~k 

oh to~ es t  l ' a r g u m e n t  du  coef f ic ien t  )q:. 
S u r  la  pa r t i e  r ec t i l igne  de ri=o, on a 5t~ n t- 2 e <  ? ~ h ' i ~ -  2e, d 'o f i  l ' o n  

- -  = . . .  a " ,  o * _  < " . d6dui t  I tok o~? I <: ~/2 - -  2eok p o u r  k = =', , car  _~ < h'i ,  0,+ 
On a done  (36.1) p o u r  t o u s l e s  j .  P o u r  les j tels que  ~i > d~*, on  a en  ou t re  
[ ~j - -  oi? - -  ~ ] ~  z~/2 - -  2eaj, car  on a 0t+ ~ Ai~ < 5'i~ ~ 0i_ , et pu t s  (36.3). 

S u r  la p a t t i e  cu rv i l i gne  de Fi=o, p e s t  une  fone t ion  de q~ donn~!e pa r  [37.1) 
ou  (37.1'}. E n  d i f f6 ren t i an t  pa r  ? la r e l a t ion  (38.1), nous  ob tenons  

d-7~ p% s in  Ai~(?) "{- \p~]  

ds - -  pd~ / sin Ai~(? ) ou  - -  pd~ / sin Ai~(? ) 

d ~A~(pe~ ) est  s u i v a n t  que  P e n  a (37.1} ou {37.1'). L a  par t i e  p r i n e i p a l e  de ~-s 

(38.3) [X~ t O~k+-- ~ cos (Ai~(?) -k o)~ - -  o~?) p o u r  (37.1) 

(38.3') - -  [ )'~[ cos (AjJ?) Jr  ¢0k - -  o~?) p o u r  (37.1'~. p-k+1 

P o u r  q u e  l ' o n  air {36.1) s a t  la courbe  (37.1), il suf f i t  que  l ' b n  air 

(38.4) cos (Ai~(?) -[- ~k - -  ~k?) ~ s in  2a~*e (k --  a', . . . ,  ="). 

P o u r  que  l ' o n  ait  ce t te  cond i t i on  et  s in  Ai~(? ) > 0, il  suf f i t  que  l ' o n  ait  

(38.5) m a x  (av*(? - -  0 ~  -[- 2e), ~*e) ~ At~(? 1 ~ rain (a~*(? --  0~*_ - -  2s), ~: - -  o~%). 

II  est  c la i r  que,  s i e  est  s u f f i s a m m e n t  pet i t ,  on a 
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Los int~galit4s 

~*~ < ~*(v - -  0"_ - -  20, 

sont  Oquivalentes r e spee t i vemen t  

(38.53 0"_ + 3~ =< ~ ,  

Si l ' o n  pose 

(38.6) 

pour  °i < a~*, on a 

~,*(~ - -  0,% + 2~) <~ = - -  o~% 

- -  - -  3 ~ .  =< o*,. + o ,  

0'~, = o$+ + =-- - -  3~ 

o*_ _< a i, < ~'i, < o:+ < o'~ (¢~ ~ ~,*), 

et puis  (38.5') dans  l ' i n t e rva l l e  [A' b - - 2 %  O'#], pou rvu  que  • soit u n  n o m b r e  
posi t i f  assez peti t .  On d~finit  Ai~(cp) par  

AiJ~ ) = rain (a~*(~ - 0~*_ - -  ~), = - -  a~*~) (~i < a,*). 

On a a lors  (38.5) et sin Ab(~)> 0 dans  1' in te rva l l e  [ A ' t ~ -  2e, O'b]. 
Consid~rons ensu i te  le eas  off ~t > a,*. On doit  v~rif ier  (36 .1)e t  (36.3). 

S u r  la eourbe  (37.1), on a (36.3) en  ve r tu  de 

(38.7~ - -  cos (A te (? )  - [ -  co~ - -  ai~ ) > sin 2aie. 

Alors, d' apr~s (38.4) et (38.7), la condition., ~ l aque l le  doit  sa t i s fa i re  la fon- 
e t ion Ai~(~), peut  s '~e r i r e  

(38.8) m a x  (a~*(cp - -  O h + 2¢), ai( ~ - -  0 i_ -I- 2¢), a,*e) < Ab(~) 

min  (a~*(~ - -  0"_ - -  2e), ai( ~ - -  0i+ - -  2e), ~ - -  a~*e). 

II est  c la i r  que,  si ¢ est un  nombre  s u f f i s a m m e n t  peti t ,  on a 

Los in~galit~s 

a,*~ _<_ a~*(~ - -  0"_ - -  2~), 

a~*~ ~ ai( ~ - -  Oi_ ~ - -  2~), 

~*(~ - -  0% + ~ )  <__ ~i(~ - -  Oi+ - -  ~ ) ,  

ai( ~ - -  0 i _  + 2~) ~ ~ , ~  - -  0~+ - -  20 .  

ajl+ - -  Oj_ + ~)  =< a,*(+ - -  0"_ - -  2 0  
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sent  f iquivalentes  r e spee t ivemen t  

or* + 3~ =< ~ , 

+ , 

oi / 

= 3e, ~o =< 0"+ + ~r- ~ - -  

75 ( Or s 
oi-+ 

¢~iOj+ - -  6r*O*+ + 2~j < ~o ~o =< ~ t0t- - -  ~,*0~*_ 

oa  ~ = ~(~ + ¢~*)/(¢'i - -  z~*). Or on a 

(38.9) ~ i +  - -  o~*0~*+ < 0t + 0i - < o~0 i_ - -  ~;*0"_ 
(~j ~ ~r* ' ¢~i - -  Or* ' 

car  ces in~gali t~s son[ ~iquivalentes r e spec t ivemen t  ~ 0i+ < 0"+, 0j_ > 0"_. De 
plus, d'  apr6s la d~finif ion de Air, A't~, on a 

max  (0"_, 0i+ ) ~< Ai~ < A'i~ pour ai > ~* .  

On eu conelu t  que  l ' in~gal i t6  (38.8), off l ' on  suppr ime  Ajr(~), est r empl ie  dans 
l ' i n t e rv a l l e  [ h ' j ~ -  2~, 0'i~ ], si l ' o n  pose 

l ': 3e, 0 i _ +  = (~i0i---¢'~*0'---2~,1, (38.10) 0'i~ : min  0"+ + ~r-- ~ - -  ~ - eta' o i - -  o~* 

ejr dfisignant e(2 + zr*/aj) .  Nous dfifinissons Ai~(¢~) par  

Aj~(+) - -  min  {~r*(~ - -  0"_ - -  2e), zi(~ - -  0~+ - -  2e), ,: - -  a~*e). 

La  fonet ion Air(cp) est cont inue  et sat isfai t  ~ l ' in6gal i t6  {38.8) et /~ l ' in6ga l i t6  
sin Aiv(+)> 0 daus  1' in~ervalle trA'ir - -  2e, 0't~], off l' on a 6v idemment  h'i~ < 0't~ par  
la  dfifinition. 

Posons 

(38.6') Os~ = 0"_ ': , + 3 s ,  ~y 

pour  ~ i .<  z,* et 

Aj~(~) = max  (z~*{~ - -  0~*+ + 2e) + =, o~*e) 

l 7g 
(38.10) Oir = m a x  0~*_ ¢Tr* 6 i 

aiO ~,. - -  ~*0"+ 
aj ~ or* + 2ei j , 

Ai,(~ ) --  max (g,*(~0 --  0"+ -[- 2e) -}- ~, ~i(~0 --  Oj_ -4- 2e) -]- ~, o,*e) 

pour e l>  gr*. Alors, on verra eomme ei-dessus que Fen a (36.1) sur la oourbe 
(87.1') pour j - - I ,  ..., n et en outre (36.3) sur Ia m~me eourbe pour gi > o~*. 
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39. D~if in i t ion du d o m a i n e  ~)(h~_, h + ,  ro). Soient ~ +  et %_ los  racines 
des 6quations lin6aires en ~:  

~*(~ - -  0*_ - -  2~) = ~: / 2 et  ~* (?  - -  0~* t. + 2~} + n = ~ / 2 

respeetivement.  On voit sans peine T~_ < V~+. Nous d~ifinissons A~(~) par 

max (o~*(¢¢ - -  0 5 + 2~) + u, ore) pour ~o ___< %_ 

A~(~) = ~ / 2 pour %_ __~ ~. ~ %+ 

rain (o~*(~ -- 0*_ - -  2¢), ~: - o~%) pour V,+ ___< ? .  

eo l t inue  duns l ' in terval le  ( - - ~ ,  ~ t  et sat is fai t  Alors la fonetion A~(~o) eat 
aux in~galit6s 

oar on a 

A~(~) =< A~(~) 

&~(V) > A~(~) 

pour A'~ - -  2, ~ ~___< 0 '~,  

pour Oi~ _____< ~ ~ Air + 2 , ,  

o : ( ~  - 0*+ + 2~) + ~ > o~*(~ - -  0*_ - ~). 

On a toujours 
Oi~ ~ Aj~ < A'i~ ~ 0'~" 

Pour les j tels que ~j <~ o~* ou tels que aj > o~* et j >_~ T + 1, on a de plus 

(39.1) 0i~ < 0o < 0 '~,  

mats t'indgalitd (39.1) n'estpas toujours satisfaite pour j -  1, ..., £ - - 1 .  Il est  
n~oessaire que l 'on  nit (39.1) pour  t o u s l e s  j e t  qu ' i l  existe dans le domaine 
~(h~ _, A + ,  to) les direetions singuli~res de Ai(x) pour  los j - - 1 , . . . ,  £ - - 1  
d~j'~ d~finies au n. 37. Done on suppose l 'hypoth~se plus forte que l 'hypo- 
th~se At.  

Hypoth~se B~. L'indgatitd 

(" :) (" -+) 5~_ -~ max max Oiv, O < 0o < rain rain O'i~ , O ---- A~+ 
x ~=1 x i=1 

e.st remptie. De plus it se trouve entre tes directions (max(A, , 0*_})-et 
(rain(A,+, 0*+)) une des directions singuli~res O#: pour ehaque j ( =  1, ..., £ - -1} .  

Cela pos~, soil @[h~_, A,+, to] le domaine 

? 

0 < p < r '  exp./, cot A,(~)d~ pour A,_ _< ¢p =< A,+ 
6' 

(r', 0') d(fsignant une des ses extr~mit6s radiales.  
On volt que, si l 'on d~finit la partie curvil igne de F m par (37.1) ou (37.1'}, 
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les deux proposi t ions I I ,  I I I '  au n. 35 sont ce r ta inement  rempl ies  dans le 
domaine  ~(h~_, A~+, ro). 

40. Remarque sur le eas de a ~ * =  0. On suppose que l 'hypoth~se  Ah, 
( h ' - - h  + 1), cit~e a u n .  32, soil remplie .  Aux, indgalitds (36.1) correspondent 
dans c~ cas les indgaZitds 

(40.1) ~Sl m~'ko I __>-- l xx~ t I )-k= I sin • (k - -  a 4- 1, ..., ~}. 
P 

On voit que, si les in~galit6s (40.1) sont satisfaites,  la fonct ion max  I Z~ i~]~k 
k=a÷x 

tend vers O, en d(Icroissant monotonement lorsque 0o s'approehe de l'origine 

le long de Fifo, ~tk d4signant ~),k~ (k--0¢ 4- 1, ..., ~). 
Nous pouvons  d~finir de mSme les direct ions (~ih') et (h'tw) et les angles  

0p,, et 0'ih, pour  t o u s l e s  ] e t  la fonction Ajh,(~) pour  chaque j. Puis  on d~finit 
la pa t t ie  eurvi l igne  de Fi~ o par  {37.1) ou (37.1'). I1 n ' e s t  nu l l ement  n~cessaire 
de consid~rer  la part ie  curvi l igne  de Pi~0 tel que a i - - 0 .  

Sur  la part ie  rect i l igne de Fi~0, on voit sans peine que, pour  les k tels 
que a-{--1 ~ k  ~ y ,  on a {40.1} seulement  et que, pour  les j tels que ~i > 0, 
on a (40.1) et (36.3), oh l ' on  pose ] - - 1 , . . . ,  a, ? 4 - 1 , . . . ,  n. Pou r  l e s j  tels 

A ~ que o I = 0, on peut  prendre  5ia' et p, respec t ivement  pour  0ih' et 0'ih'. 
On verra  que l' on a 

(40.2) 0ij,, < 0o < 0'pc 

pour  j -- o¢ -l- 1, ..., n. Pour  que l ' on  air cette indgalitd aussi pour  j = 1, ..., a, 
il suffit  de supposer  au l ieu de l 'hypoth~se  B~ la suivante : 

Hypoth~se Bh,. L ' indgal i t4  

n n 

Oh,-} < 0o < min  (mm 0 iw, 0~,+) = Ah,+ h~,_ ~ max  (m.ax Ojh,, * " ' * 
2~--4 j=l 

est satisfaite. De plus il existe entre les directions (hw_) et (Aw÷) au moins une 
des directions singuli~res de hi(x ) ddj~ ddfinies dans l'hypolh~se Ah, pour 
chaque ] tel que 1 ~ j  ~ ~. 

41. D4mons t ra t ion  des propositions III", IV, V e t  ¥ I .  Nous appl iquons  
au  syst~me {33.5)les lemmes  1, 2 ~nonc~s au n. 25 dans le premier  m4moire,  
en  p renan t  pour  les (iquations (25.1), les solut ions Zk ( k - - 1 ,  ..., m) de (25.I), 
les fonctions Hi(x, xo, z °) ( j -  1, ..., n) et les int~grales (25.3} respect ivement  
les ~quations (E t qui  s' obt iennent  en y posant  z~ --  ... - -  z~,_l - -  z~,,+l -- . . .  
. . . _ z t ~ = 0  , les solutions Zk(x, xo, zk °) ( k - - £ , . . . ,  o:") des ~quations ainsi  
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trouv6es, les fonctions a:-~Gi(a~, Xo, ¢°)exp(--A~(a~)){j--1, . . . ,  n ) e t  les int6- 
grales (34.5). Les relations (25.4) deviennent  alors 

(41.1) 

= Xo, ~°)e-~Y('~)dx-{-f~-~Gi(x, ~o, ~°)e-A~(~d~ 
z'o 

( j  - -  1, ..., n). 

On suppose cos relations d6montr6es. On voit, d' apr6s (36.4), que les int6grales 
(34.5) sent uniformfiment convergentes par  rapport  aux z ° z ° pour  los ~ t  y " ' °  , ~ t r  

6~f! 

valeurs telles que max I z~ o [ll~k < ~. Done la proposition I I I"  est une cons(!- 
k=g t 

qtience immediate  du lemme 2. 
Pour  d6montrer  la proposition IV, il suffit de d6montrer  que la conver- 

gence uniforme de ~bi(x , z) (j = 1, ,.. ,  n) entralne cello des fonctions ~i(x, z) 
( j =  1,. . . ,  n). 

Consid6rons an syst6me de valeurs (~:o, ~o) appar tenant  /t un ensemble 
ferm~ dans (34.1). Si rj=j est la partie recti l igne de l'ixo, le rapport [xo I/I a~il 
est born6 lorsque a:o parcourt  ~(A~_, A~+, re). I wj] reste done supfirieur /~ un 
hombre positif ~. Si x E 1~i~ i est au plus 6gal /t ~' en module, on a 

f a'.  
I ~j(x, Z) I.< - ( n A K +  B~v)p-le--~hJ( x) max I Z~ ]Nl~dp 

0 k~a~ 

et on pout ddterminer ~' inddpendant de xo et de z ° de mani6re que le second 
membre soit infdrieur / t u n  hombre positif donnd /~ l 'avance.  D6signons par 
x i' le point de l'i~, 0 tel que I xj'l - -  ~' et par  z~') la valour de Zg pour x --  x/ .  
La longueur  de la courbe r1~ o 6tant bornde lorsque a:o parcourt  ~)(A~-, A~+, re), 
la convergence uniforme de ~bi(x, z) entraIne cello de ~i(a~o, z°)--d/#(x/i, z'#)). 
La continuitd de la transformation ~ est donc ddmontrde. 

Grace aux  relat ians (41.I} la proposition V e s t  aussi une consdquence 
immddiate du lemme 1. 

Pa r  suite, pour que l ' on  ait los propositions I I I"  et V, il suffit de 
ddmontrer  que l ' on  a l e s  relations (41.1). 

Soient ~io et ~'io les points d ' interseet ion de la cireonfdrence l x t - - ~ ' ,  
de rayon assez petit, avec les chemins rt~o et Fi=, o respectivement.  Pour  que 
l 'on  air (41.1), il suffit que l' on ait 

~'jo 

( j  = 1, ..., , )  
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pour  ~'--~ 0, le chemin  d ' in t~gra t ion  ~tant Fa re  de la eirconf~rence de 
centre  0 et de rayon ~'. D' apr~s les in~gal i t~s  (33.6), on a 

i~-~G~(x, xo, $o)e--~¢(:~)l ~ ( n A K  + BN)~-~e - ~ A x )  max  I Z~ Ixl~ 
I¢~qJ 

sur  1' are ~io~'to. Cet arc est eontenu  dans le secteur  : Ai~ -{- 2~ ~ ~ ~ K~ - -  2a 

dans lequel  la fonction e--~A~(~)max[Z~ ]N/e~ tend vers 0 pour  x--~ 0. On a 

done les relat ions (41.2). 
D(!montrons enfin la proposi t ion VI.  Les d~rivdes part iel les  des seconds 

membres  de (33.6) par  rappor t  k v~, .. . ,  v ,  ne surpassent  pas en module  u n e  
cer taine constante  A sur  le segment  arg x- -A ' i~  ~ 2e, 1 ~ ] ~  ~', si ~' est assez 
petit .  La  solut ion telle que u t - -  o(Ixl ~) pour  a r g x - "  h ~ - 2 ¢ ,  x ~ 0, est 
done unique.  La  condi t ion (35.2) en t ra lne  u i - -  o{]w] "~} quelque grand que 
soit A. La  proposi t ion VI  est done ~tabtie. 

42. Conclusion.  En  r~sumant  le r~sultat  obtenu pour  le syst~me (28.1~, 
on peut  ~noneer le 

Th~or~me 3. Si  l 'on SUlapOSe les hypotheses (H1), (H~)et By remplies, on 
peut dcrire une solution sous la forme Y i -  ggj~(x, Z~,, ..., Z~, , )~ ¢i~(x,, Z} 
l j - "  1, ..., n) oie tes ¢Pj~(~, z) sont des fonctions ddveloppables en les sdries 

(~ )  %~(x, ~).= ~j~j + ~" P j ~ ( x ) ~ y . . .  ~,~," (j  = 1, ... ,  n) 

convergentes pour les valeurs de ~, z~,, ..., z~,, teUes que 

(34.1) x E ~(h~- ,  h~+, ro), max  lzk 11/~ < ~o, 

8 i grant dgal ~ 1 ou 0 suivant que ] - -  a', ..., £'  ou non ; z i -" 0 (j :4: £,  ..., a") 
et z~ --  Z~: (k - -  £, ..., a")" reprdsentent la solution holomorphe de (E) telle que 
la valeur initiale ziO en xo soit nulle pour j ~: £, ..., a" et les coefficients Pj~(x) 

sont des fonctions holomorphes et ddveloppables asymptotiquement en les sdries 
(30.1) darts le domaine ~)(h~-, h~+, to). 

Dans le cas de ~ - - . . . - - a a ' - ~ - ~  ~*, l'hypoth~se By n ' introduit  aucune 
restriction nouvelle et on retrouve le rdsultat que nous avons obtenu dans le 
mdmoire prdcddent. 

Dans le eas de ~* ~ 0 ,  d ' aprbs  les remarques  des n °s 32, 40, on peut  

finoneer le 

Thdorbme 4. Si l' on suppose les hypotheses (H~), (tIz) et Ba, reml~lies, on 
peut dcrire une solution sous la forme Yi "-¢ia,(x,  Z~+~, ..., Z~) ~ Cja,(x, Z') 
(j ~. 1, ..., n) oi~ les ~Pia,(x, z') sont des fonctions ddveloppables en lea sdires 

(Fh,) %h,(z ,  z') = ~jz i + ~," l,.~,lx~zP~+,3~ , , ~+, "'" z ~  ( j  = 1, ... , n) 
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convergentes pour  les valeurs de w, za+~, ... ,  z~ telles que 

0e E a~(Ay_, Ay+, to), max  I z~ t1/~ < ~o, 
~=~+1 

~i dtant dgal & 1 ou 0 suivan~ que j = a + 1 , . . ,  ~ ou ~wn ; Z' a ta signification 
analogue que Z et les coefficients Pj~,(x~) sont des fonctions holomorphes et ddve. 
loppables asymptotiquement en les sdires (32.1) dans  le domaine ~ ( A v - ,  Av+, to). 

43. Exemples .  Dans ce num4ro,  nous donnons  des exemples  sat isfaisant  
l 'hypoth~se  B~ ou Ba, et  un  exemple  ne sat isfaisant  j ama i s  ~ l 'hypoth~se  A,. 

1. E xe m ple  sa t i s fa i san t  k l 'hypothi~se B~. Soient  k~(x), ),~(x), . . . ,  X6(z) les 
polynomes  d , f in i s  par  

X~(x,) = e 8 ~ ' ,  X,(x,)  = e 8 ~ ,  X , ( ~ )  = x , ' ,  

X,(x,)  = e" ~ ' ,  Xo(~)  = e -~'  x,', X.(x) = - 1 ,  

off , '  est un  hombre  posi t i f  suf f i sammont  petit.  Nous considOrons le syst~me des 
~quations diffbrentiel les non lin~aires 

x,,-~7 = )~J(x,)Vi + #hi{x', Yt, . . . ,  Y.) d~ 
(j  - -  1, ..., 6), 

off les  hj (~, yx,...,  Ye) ( j - -  1, ..., 6) sont  des fonct ions holomorphes  de x,, yt , . . . ,  Ye 
pour  

x,E~[ 5': :t r] 
1 2 ' 3 '  ' f w l < ~ ' " "  l v ' l < ~ "  

Nous d*montrons  que l 'hypothi~se B~ est remplio en p renan t  0o = 0 et 
£ = 3, £ '  = 5. 

On a d ' abord  

e-* . . .  e -~- _ . _  1 A I / 

,~11~J = 2x , '  ' A,tx,).. = , A , i x , )  = - - -  2x ~ x, 

ei¢ e-ie 1 
A,(x) , A , / x , )  = - -  - -  ^ . ( ~ )  = / = ~ . . .  i 

On a done ~videmment  l ' in*gal i t6  

~Al(x,) < ~tA,{x,) < ~Aa{x,) < AA.(~) = ~Ao(x,) < 0 < ~A.(x,) 

Annall dl Matematica I5 
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sur  le segment  : arg x = 0, [ x t ~ ~'o. Oa a alors 

2u ~r 
01+ = - -  -~ , 02+. = 12 ' 

01_ = - -  6 , 0~_ = T~ ' 

0 . +  = - -  

Oe_ = ~  

08+ = ~ , 0 , +  = fi + ~' 0~+ = ~' 

0 ._  = - - ~  , 0 , _ = - -  ~ +  ~' ,  0 o _ =  ~ . 

Ces relat ions en t ra Inent  
5 7~ ~t 5 71: ~t 

0~*_ --  maxk=a Ok_ -- - -  ~ + , 0v*+ --  min~=. Ok+ - -  ~ 

et on voit que la r6gion propre maximale  pour  Ai(x ) (j : 1, 2, 6) eontenant  

la direct ion (0) est 6gale ~ l ' in te r see t ion  des ~ 3 2 '  6 ~,  r ,  

~r 77: ~ ~: ~ ~ ~: c' es t -~-di re  it ~ ~,  r 
~ 1 - 2 -  2 '  12 , r ,  ~ )  8 4 '  8 + 4  ' r '  8 '  

6 
et que la r6gion propre maximale  pour  Af(w) - -  E p~hk(x) t j  - -  3, 4, 5) eont ient  

k = a  

au moin  le domaine  D( rc ~r ) ~ + d ,  ~ - - d ,  r . On a done 

~ [ o L ,  o*+, r] = ~ -  + ~', g - ~ ' ,  r ,  

8' ~tant un  nombre  positif  suf f i samment  petit .  
D 'apr6s  la d6finit ion de (0t_) et de (0~+), on volt faei lement  que l 'hypo- 

thibse A~ est satisfaite. Les angles  A~ et A'~ sont d~finis par  

A,1, = - -  ~, ,, = :]--  8', a' , ,  = A,,, = a o, = 3 ~', A'o, = S. 

Si l ' on  ealeule les valeurs  de O'i~ et de 0i~ par  les formules  (38.6), (38.10) 
et (38.6'), (38.10') respect ivement ,  on obtient  sans peine 

77: d 5g ~: ~, 3T: 
o1~ = - -  -6-  + + y , o~v - - -  -g-  + + 6 = , o ~ = o ~ = o ~ , = - -  T +  

137: 5E ~: . 1 0 ~  7: ~' - -  6 ~ ,  0 '2~ - -  - -  
+ d - { - 3 ~ ,  06~------~ + - g - ,  0 ~ - - ~ - -  12 2 '  

37: ~: ~' 10~ 
d - -  3 ~ ,  0'6~ - -  0'8~ - -  0 ' ~  - -  0 ' ~  - -  2 3 3 3 
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P a r  su i te  on  a les  in~gali t~s 

Oj, < 0 < O' i, ( j  - -  1, .. . ,  6). 

On peu t  a lors  poser  

A_=_~-}. +6¢ ,  A,+=~__~'__6~. 

Les  d i rec t ions  s ingul i6res  (01_) et  (02+) se t rouven t  ~v idemment  en t r e  les  

( (  direct ions  (max ( ~ - ,  0~*_)t = m a x  - -  ~ + ¢ + 6~, - -  2 + ~' et (rain (Av+ , 0v*+)} - -  

"-  rain - - ~ ' - - 6 ~ ,  ~ -  d . L ' h y p o t h ~ s e  B~ est  done v~irifi~e. 

2. E x e m p l e  s a t i s f a i s a n t  k l ' h y p o t h ~ s e  Bh,. Nous  eonsid~rons  le systi~me 
des  ~quat ions  d i f f~rent ie l les  non l in6ai res  

# dyj = ~(z)Yi + #hj(a~, yl ... Y6) ( j  = l,  , 6} 
d~  ' ' "'" 

den t  les  seconds  m e m b r e s  sen t  ho lomorphes  pou r  

Ici, ~i(~) ( j  = 1, ... ,  6) sen t  des  po lynomes  de x de sor te  que  lea in t~grales  
x 

fxj(~)~-~d~, des po lynomes  de ~-1  de degr~s 4 au  plus,  s '~e r iven t  sous la 
CO 

fo rme  
6r~i $n i  

e l a  ~ s 
A~(~)= 3~ ~ A,(~)= 2~ ~ hd~) 1 

A.(~) - -  A,(~) ----- A~(~) ~ 0 

et },p ( j - - 3 ,  4, 5) sent  des  eons tan tes  d~finies  par  

~u = 4 ,  ~,~ = 3e ~¢ , k~ - -  2e -~ '  , 

~' ~tant un n o m b r e  posi t i f  su f f i s ammen t  peti t .  
Alors  on a l ' in~gal i t~  

o~h~(~) < ~A~(~) < 0 < ~ho(~) 

pou r  a rg  ~ = 0, I ~ I <~ ~o' et  

~o' fitant supposfi  assez peti t .  
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On a alors 

0~+ - -  1 6  , 0~+ - -  16 ' 0~+ -'- - -  ~,  

19~t ~: ~t 
0~_ - -  48 ' ~ -  = 16 ' 0~_ - -  ~ ,  

d ' o h  l ' o n  d~duit  que  la r~gion propre  m a x i m a l e  pour  A~(x), A~(x), A~(x) con- 
t enan t  la d i rec t ion  (0) est  6gale ~ 1' in te rsec t ion  des r~gions p ropres  m a x i m a l e s  

/ u  ~t 19u ~: ) ( 9~t ~t ~ rc ) ( r~ ~ ~ = ) 
~)~i-6 3 '  48 + 3 '  r , ~ .  16 2 '  1 6 + ~  , r ,  ~ 8 4 '  8 + 7 1 '  r ,  

13:; 3r~ ) 
e ' e s t - ~ - d i r e  k ~) - -  48 ' 8 ' r . La  r6gion ~[0~._,  0~,+, r] est done  6gale 

~ - - ~ '  ;l' r . 

L'  hypoth6se  A~, est donc r empl i e  en p r e n a n t  0o - -  0 et ~ -F 1 --- 3, [~ : 5. 
Nous  d~finissons Ai~, et h'~, pa r  

A6h I - -  ~ ~ ,  ~ hs~,  : h ~ ,  = h .~ ,  = - -  , ~  , A , ~ , = ~  , ~ , = - - : ~  , 

= = A ' ~ ,  - -  A',h, - -  a's~, -"  ~ , A'sh, = 8.  

Si l ' o n  ca leu le  les va leurs  de O'ih et de  Oiu, pa r  les fo rmules  correspon-  
dan t  ~ (38.6), {38.10} et ~ (38.6'), (38.10') r e spee t ivement ,  on a sans pe ine  

57: 5' 8 .  9 ~  
o , ~ , = - - ~ + g + ~ ,  o',~, = i~- 

5' 8~ 1 3 ~  ~' 
3 3 ; 0 ~ ,  - -  16 ~- 2 -}" 3 5 ,  

3~ 
O ' ~ k ' -  16 

5 ~ '/T .~  
2 3~ ; 03h' " -  O~h, = O~h' - -  - -  71' 0'3h' - -  O',h, - -  0'sh, - -  :~ ; 

$r ~¢ ~ ¢, 55 
O ~ h , = - - 4 + ~ + - - , O ' ~ h ' - - 4  4 2 '  

d' oh 1' on d~dui t  Ojh < 0 < O'jA, p o u r  tous les j .  On a de plus  

hh , -  = m a x  m a x  Oih, , 0~,_ - -  m a x  - -  ~ 

Ah,+ = min  min  O'jh,, 0~,+ = rain 3e, = 

) 5 ~  ¢' 8~ 

3~: sP 
3e. 

16 2 
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P a r  sui te  les d i rect ions  (0,+) et (02_) so t rouvent  ent re  les direct ions  ( - - ~ - } -  

+ + et ~ 2 3 ~ .  L 'hypo th~se  B~, est done v~rifi~e, en  p renan t  

0o--0  et o:-{-1--3,  ~ - - 5 .  

3. Nous donnons un exemple pour lequel l'hypoth~se Av n'est jamais  
re,nplie. Nous eonsid~rons les polynomes  Ax(x), h2(x}, .. . .  he(a~) en x - :  d~fi- 
nis par  

i i 1 1 
A~(~) = - -  - -  A~ (z) = A~(~ = - -  A.(~) - -  ~ . ,  - ~ ,  ~ ,  - - - ~ ,  

i i I 1 
A~(z) = ~ v ,  A.(~) _ ~ ,  A,(z)  = - -  A.(~) = - - -  

5Ious d~montrons  que l 'hypothi~se A~ n ' e s t  j amais  rempl ie  si l ' on  prend 
o¢ --  7, ~" ~-- 8. 

Caleulons d' abord les direet ions  singuli/~res des Ai(~) [ ~ -  1, ..., 8) se 

(;) t rouvant  entre  lea direct ions et ~ . On 

0 1 + = - ~  + y ( k = O ,  1, 2), 0 ~ _ =  ~ +  

o,+ = -~ + (k = O, 1, '2, 3), 0 , _ = - ~  + 

57: 2k~ (k = 0, 1), 03_ ~ 2k~ 
o ~ + = 6 - +  3 = ~ - + - ~ -  

5n 2kn __ ~ 2ku (k = 0, 1), 04_ --  + 
o . . _ ~ +  3 -6- - 3 -  

0~+ = 7: , 05_ - -  ~ + k= 
7~ 

o~+ = -:2- + k~ (k = O, 1), 0o_ = 

3u 0% = ~-  

0~÷ = 

a sans peine 

(k = O, l ,  2, 3); 

On peut  alors t rouver  un  syst~me des 

(k = 0, 1, 2) ; 

(k --  0, 1} ; 

(k = o, 1) ; 

(k = o, 1) ; 

7g 
0 7 _ _ - - -  - -  

2 

3~ , 0~_-- ~- 

r~gions ~ ) ~ = ~ . 2  ' 6 '  r ,  ~)~-- 

qui  sent des r~gions propres  pour  !es polynomes Al(a:), A2(x), ..., A.(a:) contenues  

dans ~)(~ 3n ) 
2 '  2 ' r "  
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On voit sans peine que les domaines ~)~, ~)2, ~8,  ~ , ,  ~)~ sent contenns 
respect ivement  dans une des r~gions ~t part ie r~elle n6gativc pour (A~(~), A~(~)), 
A~(~), A,(~), h,(~), (h,(~), A~(~)). 

So.it (0o)une direction queleonque se trouvant entre les directions (-~) 
V'-/ 

et ( ~ ) .  On ~oit ~blors que l' in tersect ion de 1. ~a.gion propre  m . x i m a l e  pour  

Ai(x) (~i > 1) contenant  la direction (0o) et de la r~gion i~ partie r6elle n~gative 
(7: 3u ) 

pour  h~(~) contenant la direction (0o), c'cst-~-dire de ~)~2, 2 ' r , est contcnue 

~lans une des r~gions ~t partic r~elle n6gative pour certain polynomc A~(x) 
tel quc ~ > 1. Ge fair montre que l 'hypoth~se A~ et k fortiori 1 ,hypothi~se B~ 
n' cst jamais  remplic pour a' - -  ~ - -  7. 

I1 en sera de m6me si l ' on  permute les indices 7 et 8. 
Par  suite, comme un exemple pour lequel l' hypoth~se A~ n' est pus remplie, 

il suffit  de considdrer le syst~me des dquations 

z;(x)y  + . . . ,  ( j  = . . . ,  8), 

dxh~(~v). Pour oes dquations, nous ne pouvons dire rien sur la 

convergence de la solution formeUe contenant Z~ ou Z~. 

44. Comphiment. Pour  que la solution formelle (F~I soit convergente, il 
suffit que les six propositions a u n .  35 soient valables. Pour  cela, on a vu 
qu ' i l  suMt  de d~terminer un domaine ~*  tel que, pour un point quelconque 
xo E ~)* donn~, on puisse choisir dans ~*  les chemins ri~ o de mani~re quc, 
pour  les j tels que ~i__~*,  on air (36.1) seulemcnt  sur r j~  et que, pour les 
j tcls que ~ j>  o~*, on air (36.1) et (36.3) sur  Fix ° . Or, pour les j tels que 
oj > ~*, les in~fgalit~s (36.3) jouent  un role cssentiel, mats les in~galit~s (36.1) 
ne sent pas n~cessaires. En effet, il suffit que ]es valeurs  de (~, Z~,, ..., Z~,,) 
restcnt  toujours dans le domainc (34.1) lorsque ~ est sur les chcmins l~j~ de 
mani~re que r on air (36.3) sur  r i ~ .  

On peut donc ~noncer le th~or~me suivant un peu plus g~n~ral que le 
th~or~me 3. 

Th~or~me 5. Soit ~)[0"_, 0"+, r] le domaine fermd quelconque qui est con. 
tenu dans l'intersection du domaine ~)[0_, 0 + ,  r] o/e les seconds membres des 
Equations donndes sent holomorphes, et des rdgions propres maximales pour 

hi(~) (¢~i > ¢~*) el Aj~(x) ---- A t ( x ) -  ~ pkAk(x) (a i "-- (~*) contenant la direction (0o). 
k~a r 

Supposons qu' il existe dans ~)[0"_, 0"+, r] un domaine ~* -- ~(h~_, 5~+, re) 
satisfaisant ~ la condition suivante : 

Pour un point quelconque ~o E f~* donnd, on peut choisir les chemins Fi=. 
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contenus dans  ~*  de mani~re que, pour  les j tels que ~ ~ ~*, on air (36.1) 
seulement sur  Ft~ o et que, pour  les j tels que ~i > a~*, on air (86.3) sur  Fifo et, 
les valeurs de (~, Za,, ..., Z~,,) restent ioujours dans  le domaine (34.1) pour  
x E Piooo. 

Alors la solution formelle (F~) est convergente dans  le domaine (34.1). 
Dans le eas de a~*--0 aussi, on peut ~noncer un th~or6me analogue. 

(]HAPITRE IV. - CONVERGENCE DE LA SOLUTION FORMELLE. 

I. S o l u t i o n  f o r m e l l e  (F~). 

45. La solution formelle (F~e). ~ous considfirons les solutions formelles 
(F~) et-(F~) (~) oh ~ * <  %*. Dans le ehapitre pr6cfident, nous avons d6montr6 
que, si les hypoth6ses B~ et B~ sont remplies, les solutions formelles (Fd 
et (Fe) sont eonvergentes respeetivement dans les domaines ~ *  et ~ *  d6finis 

~)~* : x q ~(A~_, A~+, ro), max I Z~ I'/P~ < ~o, 
/ ¢ ~ a  t 

k=l~' 

par (") 

Dans cette section, nous cherchons la condition suffisante pour que la 
solution formelle {Fv~), que l 'on obtient en posant C~ ~-0 (k=l: ~', ..., ~", 
~', ..., ~" ; 1 ~ I ~ < v <= h') dans (F b soit eonvergente. Naturellement, nous sup- 
posons les hypoth6ses B~ et B~ remplies. La solution formelle [F~)d~pend 
des Zj auxquelles correspondent les polynomes Ai(~) de degr~s ~* et %* et 
peut s' ~crire sous la forme l ~) 

tF~,~) yj ~ *~t~, Z=,,..., z=,) + ~jZj + ~' P~,I~, Z=,, ... , Z~,,)Z~,~'... Z~", 

(45.~) p~ , (~ )~  ~, p ~ . ~ ,  ~0 ,  

o~ ~ = (p=, , . . . ,  p~,,), ~, = (p~, , . . . ,  p~,,), 

= t 1 ( j = ~ ' , . . . ,  ~"), 
o (j # :  ~', ~"~ 

(l~) La solution formelle (F~) s' obtient en posant Cy -m- 0 pour j:~= %--1 -+- 17..., % clans (F). 
(t3) Pour  simplifier l'4criture~ nous 6erivons ~'~..., ~" au lieu de % - 1 + 1 , . . . ,  ~t~, de 

8,, 
sorte que, Y. , par exemple~ dgsigne la sommation 4tenduo h tous ]es  entiers k tels que 

%-1 < k ~ % .  
(t4) Les fonetions ~/v(~ za,,-"7 za-) sont les m~mes qui se trouvent dans le th4or~me 

3 ou le thdorbme & suivant que av" > 0 ou a~* = 0. P a r  suite, e]les sont holomorphes. 
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46. Le domaine oil les d~veloppements asymptotiques des coefficients 
Pjg,(x, z~,, ..., z~,,} sent  valables, l~ous ordonnons l ' ensemble  des arrangements  
{j; $') de la mgme mani~re q u ' a u  n. 18. 

Supposons d~j~ d~termin~s tous les coefficients P~g'(x, z~,, . . . ,  z~,,) pour 
I ~ ' 1 <  N ' c o m m e  des fonetions holomorphes et d~ve]oppables en sfiires {45.1) 
eonvergentes pour 

(46.1) a~ ~ ~) O* O* r], max I z~ p/~, < ~o'( < ~o). 
W ' ~  ~ v l ' t+  ~ k = a '  - - -  

La d~finition de ce domaine sera pr6eis~e plus tard. Les Pig'(w, Za,, ..., Z~, ) 
seront calculus pour t~' I = N eomme il sui t :  Si l ' on  porte dans (28.1)les 
sfiries (F~), on a l e s  6quati0ns diff~rentielles lin6aires du premier  ordre 

(46.2) 
x "+~ dPjg, 

d~ = ( ~ ' ( ~ )  + ~ ' ~ )  ~ '  + ~°¢~'(~' Z~,, . . . ,  z~,,), 

o4 xjx(z)= x ; (z ) -  : wx~(~), xja,o = x j o -  s p~x~o et QCx(z, ~, , . . . ,  ~,,) 
k=I~' k=W 

est une forme lin~aire des ajk, . .1,(x) (k~ + ... + k,, ~ }  dent  les coefficients 
sent des polynomes des Pk(~,(x, z~,, ..., z,,,,) {(k; ~ ' )<~ (j; $3)- On peut done 
consid6rer Qi~,(x, z~,, ..., za,,) comme une fonction connue qui est holomorphe 
et d~veloppable en s(irie d e  zo,,,..., za,,, eonvergente pour (46.1), dent  les 
coefficients sent des fonetions d(iveloppables asymptotiquement en s~ries. 
enti~res de ~ dans le domaine ~)[O*_, 0"~+, r]. 

Si l 'on pose 

(46.3} P ~ x  = A ~ , ( ~ ) # ~ X o  ~ , ,  

les fiquations (46.2) se ehangent  en 

(46.4) dx- - - -  ~¢' "'" ' ~"J ' 

o~, Qj~,,(~, ~o, ~° . . . ,  ~°o,,)-- • ~' -.. ~0 ~,, Qj~,,(~,, z~,,(~, ~,o, ~,), , z~,,,(~, ~o, ,,,J), ~'o et 
z ° z a ~tant des points quelconques appar tenant  k (46.1). Supposons done 
que le domaine ~)[0" , 0 ~ + ,  r] est une r~gion propre pour 

[ 
O0 

d ~ =  a/g, a~./~', + o 1 

et eontenue dans ~[A~_, A~+, r] telle que l ' on  puisse ehoisir toujours un 
ehemin rjg,xo eontenu dans ~[0"~_, 0"~+, r] joignant  ~eo k un point fronti~re 
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de ~[O~*p-, O * -  ~p÷, r] et satisfaisant aux conditions suivantcs:  1 ° on a l ' in~gali t~ 

~II CCtI 

bur Fj~,x0 ; 2 ° la va leur  de la fonct ion  max I Zk ]~/P~ / max I zk° t ~lP~ ne surpasse  
k=at . k ~ r  

p a s  u n  certain hombre t in t  lorsque x est sur  f ~$,xo. On pent alors d~finir la 
fonction Vj$,(x, Xo, z °~,, . . . ,  ~,,) ~-Vj~,(~,  OCo, z °) de mani~re que la fonction 
Pjg,(ae, z) d~finie par 

0 *  * soit d~veloppable asymptotiquement en s~rie (45.1) duns ~[  ,~_, 0,~+, r]. Pour  
d6finir le chemin Pj$'x0, il faut dis t inguer  trois cas:  

tl) Pour  les j tels que ai > %*, une r~gibn propre pour Ai(x) 1' est aussi 
pour  Ai$,(x). De plus 1' intersection du domaine ~ [n ,_ ,  5 ,+,  r] et de la r~gion 
propre pour hj~,{~c) contient la direction singuli~re (0i_) ou (01+) qui so trouve 
dans 1' hypoth~se B,.  On prend la courbe Fj~,z~ = 1Pj~ ° qui est d~finie a u n .  37. 

(2} Consid~rons les j tels que ¢ti~ %*. Si , j  = %*, on suppose de plus 
[ $ ' I ~ T ~ ,  hr~ ~tant un entier positif suffisamment grand. L ' in tersec t ion  des 
r~gions propres pour - -  AI(~c) t j  - -  ~', ..., ~") est propre pour Ai~,(0c ). D' autre 
part, les hypothbses B, et B~ entra~nent l"existence du chemin i'j~,~0, sati- 
sfaisant aux conditions 1 o et 20, dent  la d~monstration sera renvoy~e au n. 49. 

(3) Consid~rons enfin les j tels que *i = %* et I $'l  < hr~ • D a n s  le cas 
oh entre les deux directions (~) (max  (h,_,  0"-, 0~_)) et (rain (A,+, 0"+, e~+)) 
ne se trouve aueune direction telle que expAj~ , (~ )~  co pour ~--* 0, il me 
semble douteux q u e  1' on puisse d6finir Vj~,(~, ~o, ~o , , ,  .,., zo,,). En effet, dans 
ce cas, puisque l 'on  doit donner  la condition initiale en un point ~r°j~, sur  

1' extr~mit~ radiale de ~)[0,*_, O* r], la valeur  de  max [ Z~ [~1~,/max [~o I~/p, 

sur Fj~,xo surpasse toujours un nombre d~termin~ donn6 it l 'avance,  quelque 
petit que.soi t  f z~ o l- On suppose done la condition suivante remplie : 

Hypoth~se C,~. II  existe entre tes directions (~) (max(h~_, 0 " ,  O~_, 0~_)) 
et (rain (A,+, 0"+, 0",+, 0,+)) une direct ion telle ~ue exp A/$,(~) - -  ~ p o u r  ~ - -  O. 

(l~) 0?_* et O'p+ ont la m~me signification que 9 * , 0 * + .  

(i6) 2fous d~finissons "6p_ par rain Oj_ pour les j tels que 0i_ se trouvent entre 
J 

(max(A~--, 0"_)) et (min(A~+, 0"+)) pour j~---~', ..., l~'. On d6finit de m~me Op+. 
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On verra  alors, d' apr~s le ra isonnement  aux n °~ 36, 37, 38, 39, 1' existence 
at? 

du ehemin I'j~,Xo tel que les fonctions max I Z~ ]~/e~ et exp (--~kj$,(~)) tendent  

vers 0 en d~croissant monotonement  lorsque ~ - *  O. 
Oela pos~, duns tous les eas, la fonction Vj$,(x, Xo, ao) se d~termine d' une 

seule mani~re par  la formule 

{46.5) Vj~,(~, xo, :)=./x,-~qj$,fx,: xo, :)e -aj~'(~)- :~,'o dx. 
0 

I1 tmus reste k d~montrer  les propositions suivantes :  

1. ~ , ( x ,  Z) est une solution de l'dquation (46.4); 2. ~rj~,(x~, z ) e s t  une 
fonotion holomorphe de a¢, ~ , ,  ..., z~,, pour (46.1). 

Cos deux propositions ent ra lnent  la convergence des s~ires (45.1). Or, 
d'apri~s le ra isonnement  teat  ~ fait analogue k celui du n. 41, on pour ra  
~tablir ais(iment ees deux propositions. 

On arrive done k la conclusion:  

Proposition. Si l 'on suppose les hypotheses By, B e e t  C~ e remplies, on 
peut ddterminer de proche en provhe d'une seule mani~re les sdries (45.1) con- 
vergentes pour (46.1) aver les coefficients Pj~,(x)  ddveloppables asymptotiquement 
en les Mries {45.2) duns ~ta~rO*~e_, O*~e+, r] de sorte qu'elles reprdsentent les 
solutions de (46.2} si l' on y remplace les z par les Z. 

47. Convergence. Pour  d~montrer  la convergence de la solution formelle 
(F~e,) nous raisonnons comme aux n °~ 33, 34: et 35. 

1. Indgalitds. Posons (17) 

PiN(~,, ~, ~)'=-- PiN(Z, z~,,, ..., ~,,, z~,, .... , ~,,) : ~'j~(,~, ~,, ..., ~,,) + 

, P~f P ,t + ~j zi + Y~ Pi~,(x, z~,, . . . ,  z~,,j a~, ... %:, Ij = 1, . . . ,  n), 

oil ~ --  t ~ , ,  ..., }~,, 1, [~k d~signant la partie r~elle de ~k/~k(8o' e~°°J~k (k --  [Y, ..., ~"). 
Si les deux transformations suceesives 

(47.1) Yj "-  PIN(*, Z, 2 )  -}- Vt {j = 1, ..., n) 

v~ = uieAj(*) ( j  = 1, . . . ,  n )  

amSnent le syst~me (28.1) en 

dui - -  e At(~) , e A n(~) u n )  e -A/~=) (47.2) m ~ - -  gi(~, Z, Z, u~ .... (j = 1, ..., n), 

(,7) z =  I~',.. . ,  ~"I ,  ~=1%,, . . . ,  z~,, I. 
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on verra de mgme que les gi(x, z, z, v~, ..., v,)  = gi(x, z, -z, v) sent des lone. 
tions holomorphes de x, z, z, v pour 

(47.3) x ¢ ~ [ O *  , O* r],  maxlz~]~/~'~<~ maxlz~[~ le~<~,  

et qu' elles satisfoat aux~ indgalitds 

(47.4) ] g~(x, z, z, v) ] < A E ] v~ [ -4- B~v max ] z~ [~v/~ (j --  1, ..., n) 

pour (47.3), A e t  BN ayant la mgme signification qu' a u n .  33. 

2. Famil le  ~. Nous considdrons la famille ~ des systdmes t +~(x, zi "z), ... 
..., d/,(x, z, z) } de n reactions qui sent des fon~tions holomorphes de z, z, ~z 
darts le domaine 

(47.5) a: ~ ~ ( h ~ _ ,  A~+, r J ,  

et saris font aua: indgalitds 

(47.6) 

max l zk tl/Fk < ~1, max] zk 11/Fk < ~1 

(j  = 1, ..., n), 

K gtant un nombre posi t i f  tel que K ~  N < ~. Les nombres ~ et ~ sent supposes 
assez peti ts;  les angles A~e_, 5~÷ seront d~finis plus tard. 

Puisque le syst~me { 0, ..., 0 } appartient it ~, la famille ~: n' est pas vide. 
Posons 

(87.7) %(~,  ~o, zo, io~ = ~j(~, Z(x, Xo, zoo, 2(x, ~o, ~°)), 

(47.8) Gi(w, xo, z °, z °) --gi(x,  Z, Z, eA~(=)W~, ..., eA,Jx~llY.). 

Nons a~ in i s~ons  les ~(~o,  ,o, ;o1 __-- ~;~(~, ~o, , o ,  ... , ,o~,,, , ; , ,  ..., ,;,,1 

(47.9) "~,(x~o, z °, ~o)-- f x-~G,(x, x . ,  ~o, ~O)e-AS'*,dx 

par 

( j =  1,..., n), 

off 1' intdgration est prise le long des chemins Ff~ o. Nous ddmontrerons au n. 48 
que les int~grales (47.9) sent convergentes. 

~7 est alors la transformation qui fair correspondre au syst~me t ~(x,  z, z), ... 
..., ~,(x~, z, ~) t le syst~me f ~(a~, z, z),..., ~,(x, z, ~)}. 

3. Convergence. On volt imm6diatement la proposit ion: 

I. La  famille ~ est fermde, convexe et normale. 
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l~ous d~imontrerons ensuite les propositions: 

I I .  Les intggrales (47.9) convergent. 

I I L  Le syst~me { ~(x, 4, ~), ..., ~.(~, z, z)} appartient d ~ ; o' est-k-dire, 

I I I ' .  On a l e s  indgalitgs 
~rr 

(47.10) [ ~i(x, z, ~ ) [ ~  ge--~hs(°:) max [z~ [N/~ (j --  1, ..., n) 

et 
I I I " .  Les fonvtions ~i(x, 4, z) (j : 1, ..., n)sont  holomorphes pour (47.5). 

IV. La transformation ~7 est continue. 

On sail alors qu ' i l  existe an  syst~me de n fonctions tel que 

t 4, i),  . . . ,  i ) }  = t . . - ,  4, !. 

Enfin, nous d~montrerons les deux proposit ions:  

¥. Le syst~me des fonctions ~i($, Z, Z} ( j -  1, ..., n) est une solution 
de (47.2). 

VI., La solution du syst~me des dquations (47.2) telle que 

( ~" ) (47.11) u i = O e -$tA~(::) max t Zk I~/~ 
k=~  t 

est unique pourvu que N soit assez grand, 

(j = 1, ..., n) 

La convergence de la solution formelle (Fv~) r~sulte de ces propositions. 

48. Condition impos~e aux chemins d'intdgration Fi~. Nous prenons les 
chemins Fi~ o de mani~re que l',on air la condition suivante :  

4 0 ~o o , o Soient ~o, ~,,. . . ,  ~,,, %, ....  , %. des valeurs quel~onques telles que l 'on 
air (47.5). Less chemins ]:io~o sont contenus dans ~)(hve_ , 5~+ ,  rl) et routes les 
fonvtions x-lGi(oc, o~o, 4 °, z °) exp (--Ai(o~)) sont ddfinies sur Fix o. 

Gettc condition est 6quivalente /t: 

Lorsque x curie sur FtXo, les valeurs de (x, Za,, ..., Za,,, Z~,,..., Z~,,) restent 
toujours duns te domaine (47.5). 

II suffit, pour  obtenir cette condition, que l 'on puisse ddterminer dans 
~)(5~_, 5~+ ,  rx) les chemins l'jx0 de manidre que t' on all ~ la lois les indgalitds 

(48.1) d ( ~ h ~ ( ~ ) ) ~ s i n  ~k~ ( k - - £ ,  , . . .  ~", ~', , ~ " , . . .  

sur Fix0, ~ grant supposd asses petit. Ces in~galitas entrainent  la oroissance 

monotone des fonctions max [Zk I~/~* et max I Z~ l~/~,. 
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D'aprbs les indgalitds (47.4) et (~7.6), on a 

I z-lGi( x, Xo, z°, s°J e-A:(x) l =< ( n A K  + B#) [ z [-le--~Aa(x} ~" max ] Z~ liv/t~* 
k=13t 

( j =  1,..., n) 
et la convergence de 1' intdgrale 

so 

I x l-Xe--~AJ(x) max I Zk l~tPkds (j -- 1, .... n) 
• k = ~ ,  
0 

entralne la condition II. Pour les j tels que e ~  %*, la fonction ~ intdgrer 
tend vers 0 lorsquo le point variable x sur rixo s' approche de 1' origine. Pour 
les j tels que o i > %*, la fonction exp ( -- ~Ai(x)) diant pr@onddrant, on suppose 
en outre que l' on air l' indgalitd 

(4S.2) d I Xil ~-~ (-- ~Aj(~)} ~ >  sin o# 

sur r m.  La fonotion ~t intdgrer tend aussi vers 0 en ddoroissant monotone- 
ment lorsque x tend vers 0 le long de ri~ o. La condition ii  est done dtablie. 

La condition I I r  rdsulte de l'indgalitd (48.1) pour oi<__%* et des (48.1) 
et (48.2) pour a i > %*. 

Pour le voir, on pout discuter de la mOme manii~re qu 'au n. 36, en 
remarquant que l 'on a l'indgalit6 

d ,  ~" t>~ 1 d ) ~" 
- -  max ~Ak(x) • max] Z~ [u/~k t I z,= 

sur I'i, o. 
On a done la 

P r o p o s i t i o n .  Pour que l' on air II et IIi', il suffit de ddterminer un  domaine 
~(h~_ ,  A~+, rl), qui est, bieit entendu, contenu dans l'intersection de 
~)(h~_, A~+, r) et de ~)(A~_, A~+, r), et les chemins r i~ ,  pour u n  point quel. 
conque xo~) (A~_ , A~+, rx) doand, de mani~re que, pour tous les  j,  on ait les 
indgalitds (48.1) sur r ~  et que, pour lea j tels que o~ > %*, on air en outre les 
indgalitds (48.2} sur ri~ o. 

Si l 'on suppose l 'existence de tels chemins I~i~o, on pourra aisdment 
dtablir les propositions III", IV, V e t  VI sans aucune modification essentielle 
dans la ddmonstration au n. 41. 

49. V(!rification des inSgalit~is (48.1) et (48.2). Nous ddmontrons, sous les 
hypothSses By et B~, l 'existence du domaine ~(A~_, A~+, rl) et des 
chemins ri~ 0. 

1. D(!flnition des chemins F/~o. Pour tous les j, nous ddfinissons les 
angles Ai~ ~ et A'i~ ~ par max(Air, Aj~)et min(A'i~, A'i~ ) respectivement. 

D'autre part, pour les j = 1 , . . ,  ~ ' - -1 ,  puisque l 'on suppose les hypo- 
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th6ses B~ et B~ remplies,  on a A'iv--A' .  j~----01_ dans le premier  eas (18) et 
h ~ = / l i ~ - - 0 j +  dans le deuxi6me cas et 5 ~ - - h j ~ - - 0 i +  , 5 ' i~--  5 ' J r ' - 0 i -  
dans  les deux  derniers  eas. 

D 'apr~s  la d(ffinition des 5 j~ ,  h ' i~ ,  on a 

m a x  (0"_, o~_) < , ~ j ~ <  ' ' * o* 

On volt done que, si N e s t  suf f i samment  grand et si e est suf f i samment  

petit ,  les fonetions e-~AJ(x) max  I Zk l~v/~k et max  I Zk t~/~k convergent  vers 0 

exponentiellement, lorsque x tend vers l'origine suivant une direction qo telle 

Gela posd, los ehemins  l'/~ o seront  ddfinis comme au n. 37, off l ' on  
remplaee  hj~, h'j~, Oj~, O'i~ et A]~(~o) par  Aj~, h ' -~,  Oiv~, O']~ et A#~.(~), 
Ai~(~) ayant  la m~me significat ion que Ai~(~o ). 

9. D~fini t ion de AI~(~) , 0#~ et O'iw. Sur  la part ie  rect i l igne de F~o, on 
aura  (48.1) pour  tous les j et en outre  (48.2) pour  les j tels que o1> %*, 
puisqu '  on a Ai~ ~, -~- 2e ~< T _~ ~ h'-~ --  2e. 

Sur  la part ie  curvi l igne de Pi~o, P est une  fonction de So donnde par  
(37.1) ou (37.V), off l ' on  pose Ai~ - -  5i~r, h'i~ = 5 ' .~ ,  0~ - -  0 ~ ,  0't~ = O'i~ r, 
A / ~ )  = &~(~) .  

Pour  que 1'on ait (48.1) sur  la courbe (37.1), il suffit  que l ' o n  ait 

- -  " - "  ooo ~ O~"/~ cos (At~(~o) + m~ - -  o~qo} >__ sin 2o~e (k a', ~', ..., ~"), 

e ' es t  ee que i ' on  voit fac i lement  d ' apr6s  (38.9), (38.3}. Pou r  que l ' on  air 
cette condit ion et sin Ai~(~)> 0, il suffit  

(49.1) max  (o~*(~o - -  0~*+ + 2e), %*(qo - -  0~*+ + 2e), ~*e) £ Ai~(~o ) 

min  (o~*(¢~ - -  0"_ - -  2e), %*(~ - -  0~* - -  2e), ~: - -  o~*e). 

Les in6galit6s 

o~*~ < ~*(~ - -  0~_ - 2~), ~*(~ - -  0;~+ + ~ )  =< ~ - o~*~, ()~ = v, ~), 

o~*(~ - -  0 - ÷  + 2~) < %*(~ - -  0* - -  2~), %*(~  - -  0*  + 2 ~ ) ' <  ~*(~ - -  0*  - -  2~) 

sent 6quivalentos respee t ivement  ~t 
[ 

< %  =< o~ + o~* ~ ( o~*~ (x ~, - - -  ~ 2 + - ~ ] ,  = ~t, 0~_ + ~/2 + ~,1 ¢~ 

(49.2) %*0;_ - * * ~ • % * o ; + -  o~*o*_ 
- a~* o~* % o~ ~= % ~ o ~  - -  2e %* • 

(is) Pu i sq u '  on suppose  l 'hypoth~se  B~ rempl ie ,  pour  les j ~ 17 .. . ,  ~' - -  1, les  quat re  cas, 
a y a n t  la m6me s igni f ica t ion  q u ' a u  n.  87, peuven t  se pr6senter .  
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Or on a 

(49.3) a~*O~_ - -  o,*O*+ < m a x  (0--,  0 " ) ,  m i n  (0"+, 0~+) < %*0~+ - -  o,*OL 

ear  ees in~gelit~is d4eou len t  de O* < 0"+, O* < 0"+, O* < 0~+. 
Si P on  pose  

= - - - ~  2 + ~ / ,  lvP" O~* 

p o u r  oi g %*, on  a 

- -  2~ %* -t- n~* } 

m a x  (0~*, 0~_) =< A#~ < O0 < a ' ~  =< rain tO~*+, 0~+) < 0'-,,~ (o t <_ %*} 

et  pu i s  (49.2) d e n s  l ' i n t e r v M l e  [ A ' i ~ e ~ 2 ~ ,  O'i~e] , si ¢ est  u n  n o m b r e  posi t i f  
su f f i s emmen~  pet i t .  On pose  

Aiw.(~) - -  rain { Aid(cO) , o~*(¢O - -  O* - -  2~) } (o t < %*). 

On e e lors  (49.1) et  s in  A#e(¢~)> 0 dans  l ' i n t e r v a l l e  [A'~,~--2~, 0'i~]. 
Oons id6rons  ensu i t e  le eas off o i ~> %*. P o u r  ces indices ,  on doi t  consi- 

d4re r  (48.1) et (48.2). S u r  la courbe  (37.1), on volt,  d ' a p r 6 s  (38.7} et  (49.1), 
que  le  cond i t ion  ~ l eque l l e  doi t  sa t i s fa i re  la fonc t ion  AI~(~), p e u t  s' 4 t r i t e  

(49.5) m a x  (%*(¢p - -  0"+ + 2~), %*t¢~ - -  0~* + 2~), ai( v ~ 0 i_  + 2e), o~*~) _~ 

Ai~(T) £ rain (a,*(cp - - O *  - -  2~), %*(¢? - -  O~ - -  2s): aj(T - -  Oi, - -  2t), ~: - -  a,*~). 

Les  in4gal i t6s  

~.*~ <__ o~*(~o - -  0~_ - 2~), 
o~(~ - -  0 i_  + ,  ~ ) < = -  o~*~, 

(;~ = v, Iq, 

o~*(~- 0¢+ + 2~) < oi( ~ -  % -  2~}, o i ( ~ -  % + 2~)< ox*(~- 0¢_ - 2~), (x = v, ¢1, 

o.*{~ - 0% + 2~) <= %*(~o - -  %*_ - -  20; %*{~ - -  %* + ~ )  < ~ * ( ~  - o L  - -  ~) 
son t  6qu iva l en t e s  r e s p e c t i v e m e n t  i~ 

( o,*~ r: ( o~*~ 
, - - - - ~  2 + ~ , i ,  0f_ + • 2 + ~ / <  ~ ~ < 0~÷ + o~* O. = v, p.), 

o i ~ a~* oi - -  o~.* ~ % o i ~ oz* ~ o i - -  o:~* ' 

O~* ~ ff~* al~* ~ Ov ~ $  -~- % ~ ~ ffl~ - - ~  ~ Oy* - -  al~* - -  O~* " 
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Or, on a les in~fgalit6s (38.9) off l ' o n  r e m p l a e e  v par  ), (--v, ~). On a done,  
d' apr~s (49.3), l ' in~gal i t6  

si l ' o n  pose 

(49.6) 0 ~ min  0~+ -{- ~ - -  e 2 -~- ~.-~, 0 i_ -~- e 2 - -  
a1 / 

(~ > %*), 

Nous d~finissons Ai,~l~) pa r  

Ai~(¢~) - -  rain { Aiv(~), %*(¢~ - -  0~* - -  2~), %.(~ - -  0i+ - -  2e) } (ai > %*). 

On en  conclu t  que  l ' o n  a l ' in6gal i t6  (49.5) et la  condi t ion  sin Ai~(¢~)> 0 dans  
M l ' i n t e rva l l e  [ b~ - -  2e, 0 ~ ] .  

Posons  ensu i t e  

(49.4') 0~.~ = m a x  i 0~_ - -  - -  ~ ,  + ~ 2 + ~ , 1 ,  % ,  __ ~ ,  % __ ~ ,  

Aj~(V) = m a x  { Ajv(cp), %*(T - -  %* Jr- 2e) -t- 7: .} 

p o u r  aj ~ %* et 

+ 
%,__ ~ ,  ~) __ ~ , .  

Aiv~(T) : max  { AI~(~), %*(~ - -  0~*+ -~- 2e) -~- ~, aj(cp - -  {}i_ -{- 2e) -~- n 

pour  a i > %*. Alors, on ve r r a  eomme  e i -dessus  que  l ' o n  a (48.1)sur  la courbe  
(37.1') p o u r  t o u s l e s  j e t  en ou t re  (48.2) su r  la m6me  eourbe  pour  ai> %*. 

3. Ydr i f l ca t ion  de l ' e x i s t e n e e  du  doma ine  ~)(5,~_, 5n~-k, rl). Soient  %~+ 
et ~,~_ les r ae ines  des ~quat ions  l in6aires  en ¢p: 

* 2e) i = ~ / 2  rain { a~*(~ - -  0*- - -  2e), %*(~ - -  0~_ 
et 

m a x  { av*(cp - -  0"+ -I- 2e) -{- u, %*(~ - -  0~_ -{- 2e) -~ n } - -  ~:/2 

respec t ivement .  On a u r a  alors  

~y~+ ---- m a x  (~v+, ~,+), %~,_ ~ mln  ( ~ _ ,  %_), 
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d' oh %~_ < %e÷. Posous 

A~e(~0) = 

r a i n  I ~*(~o  - -  0"_ - -  2 , ) ,  %*(~0 - -  0 ~ *  - -  2 , ) ,  ~ - -  ,~** } ,  

u / 2  

m ax t ~v*(~ - o*+ + 2~) + ~, ~e*(~-  0~+ + 2~) + % ~*~ }, 

~ + < ~  

¢P ~ %e-" 

Alors A~e(¢¢) est une fonction cont inue dans l ' in terval le  ( - -0% oo) et satisfai- 
sant aux indgalit~s Ai~e(~o ) ~ A~e(e~) pour A'b~ - -  2e < ¢p ~ O'#e et Ai~e('~) > A~e(~} 
pour 0i~ e ~ ~ ~ A ~  + 2*. 

Puisqu '  on suppose les hypotheses B~ et B e remplies, on a toujours 

(49.7) 01~ ~ < Oo < 0'~ e (j --  1, ..., n), 

oar on a l e s  indgalitds (49.3} et (%:0t+ - -  ¢~x*0~*+)/[a i - -  ax*) < 0o < (*j0i- - -  crx*0~_)/ 
/ ( ' i - -  c~z*) (). = v ,  ~t). La derni~re indgalit~ est une consequence imm*diate des 
hypotheses B~ et B e. 

Los indgalitds (49.7} entra]nent  

(- ) h~ e_ ----- max max Ob~ , O* ~e-- < 0o 
k j = l  

De plus on a 

< min (m~n O'be , O'e+ ) ~--- An, + . 
x j = x  

m a x ( h ~ _ ,  0"-, 0~_) --  max (Av-, 0 " ,  Ae-, 0e*), 

min (Av~+, 0"+ * * , 0e+ ) = rain (A~+, 0"+, Ae+ , 0~+), 

puisqu'  on a (49.3). Par  suite, on a la 

Proposit ion.  Les hypotheses B~ et B e entra~nent, la condit ion B~e: l l  e~iste 
entre les directions (max (A~e_ , 0"_, 0~_)) et (min (A~e+, 0"+, 0~+)) une des direc- 
tions singuli~res Oil- pour chaque j - -  1, ..., ~' - -  1. 

Par  consequent,  lo domaine ~(Av~-, /%~+, r~) est ddfini de la m~me 
mani~re qu' au n. 39, oh 1' on remplace A~(~o) par Ave(~o). 

fi0. Conclusion. En rdsumant le rdsultat obtenu pour le syst~me (28.1), on 
pent dnoncer le 

Thgor~me 6. Si l' on suppose les hypothAses (H1), (It2), By, B e et Cve rein- 
plies, on pent dvrire une solution sons la forme y j -  ¢1~e(~, Z~,, ..., Za, ,  
Z~,, . . . ,  Z~,} =-- ePi:e{~ , Z, Z)  (j . -  1, . . . ,  n) of~ les ¢i,e(~, z, z) sont des fonettons 
ddveloppables en les sgires 

~onvergentes pour (47.5), 8 i grant ggal ~ 1 ou 0 suivant  ~lue j = £, ..., ~", 
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~', ... , ~" ou  n o n ;  ~ = 0 ( j  ~= ~', . . . ,  ~", ~', . . . ,  ~") et ~ = z ~  (~ = ~', . . . ,  ~", 
~', ..., ~") reprd~entent la solution holomorphe de (E) telle que la valeur initiale 
zi ° en ~o soit nuU~ pour j:~= £, ..., £', ~', ..., ~". 

Remarque. Darts le eas de (~*--0,  on suppose 1' hypoth~se B~,, remplie. 
A u x  indgalitds t48.1) correspondent dans ce cas les iudgalitds 

d_ 
ds (~A~(x))~ ~ {k ~', ..., ~") 

(5o.~) 
d I ) ~  I sin • (k = a + 1, ..., ~). 

Nous d~finissons de la mani~re analogue les directions (bib,e) , (5'i~,~), les 
angles OS~,e, O'i~, e et les fonetions Ai~,I~(~), A~,e(~) pour ehaque j. Le th~o- 
r~me 6 peut alors s' ~tendre ~t ce eas. 

I I .  E x t e n s i o n  a u  c a s  g ~ n ~ r a l .  

On peu~ ~tendre les r~sultats de la section prdc~dente au eas plus g~n~ral. 
Le calcul devient plus eompliqu~ Mais la difficulh~ essentiellement nouvelle 
ne se produit pus. :Nous nous contenterons done d'6noncer seulement les 
r~sultats. 

51. Nofations. Pour simplifier l'~criture, nous introduisons les notations 
suivantes : 

Ev est l 'ensemble dont les 61~ments sont ~¢v-1-[-1, ..., a~ ; ~'~ est l 'arran. 
gement ~p%_~+~,..., p~) ; t ~1 d~signe Zpk (k E E~); zE v e s t  l 'ensemble dont 

k 

les all,merits sont z~_,+l , . . . ,  z~; ),j~($) et )'j~vz repr~sentent respectivement 
),i(~)--Ep~),k(x) et )'t~--Epk),k~, Off k parcourt l 'ensemble E~; A/~(x) est le 

k k 

polynome en w-~ d~fini par 

x 

~)(0"-, 0"+, r) est une rfigion propre maximale contenant la direction (00) 
pour les polynomes Ai(x ) (a i > ~*} et les polynomes hj~Jx) (~ ~ ~*, t ~ ! < _N~), 
off N~ est un entier positif suffisamment grand tel qu 'une rfigion propre pour 
--Ai(x) {jEEr) l 'est  aussi pour Aj~(x) et rficiproquement; ~)(0"_, 0"+, r) est 
l ' intersection des r~igions ~t parties r6elles nfigatives pour lea polynomes Ak(a~) 
(k E E~) contenant la direction (0o). Posons enfin 

1 ~(),~/~k(~o'e~O0)%) (k = 1, . . . ,  ~) 

~ = ~ (k = ~ + ~, . . . ,  ~). 
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52. La solution formelle (Fa~,... a,). Soient h~, .. , h,, des entiers quelcon- 
ques tels que l ~ h ~  ~ h~ ~ . . .  ~ h m ~ h ' .  Les ~quations (E) sont satisfaites 
pour j ~ Ea,, ..., Eh~, si 1' on y pose z y - - 0  (j q Eh~, . . . ,  .Ehm). Los autres fiqua- 
tions forment un systbme (E'). Les s6ries (F) off l ' on  pose C i =  0 pour 
j ~ E~,  ..., E~,, repr6sentent une solution formelle de (28.1) que nous dfisignons 

par (Fh,,...a~). Elte eontient E (ah~-  :¢~_~) constantes arbitraires, l~ous dfisi- 

gnons Ea~ et *h~ respeetivement par K~ et ~ .  

53. Th{ior~mo fondamental .  Hypoth~so H * :  1t existe des domaines ~)a~ = 

_-- ~)[A~_, h~+,  r] (v--  1, ..., m) satisfaisant ~ la condition suivante : 
~ , ~  coincide avec ~[ha ,_ ,  hh,,+, r]; le domaine ~ (v ~ m) est contenu 

dans l'intersection de ~ + ~  et 

x o ~ ~ donnd, on peut choisir 

1 ° que, pour les j tels que z i 

de ~(0*a_, 0"~+, r) et, pour un point quelconque 

les chemins F (?)~0 contenus dans ~ de mani~re 

~ ,  on air les indgalitds (48.1), o/t k ~ K ~ ,  ou 

1~(?) * ~ 0 ou  * (50.1) sur ~ o  suivant que Ch v ah~ --- O, tes valeurs de { x, ZK~+I, ..., ZK~) 

max Zk 1/~ (~-- 1,... m) restant toujours dans le domaine ~)~(~+~) : xE ~)h~, k~:~ I I < v+ 

EF (~) 2 ° que, pour les j tels que ~y ~ ~* , l' pour ~ i~o, h~ on air indgalitd (48.2) sur 
[,(~) 
y~o, les valeurs de Ix,  ZK~,..., ZK } restant toujours dans le domaine ~(~) 

(y* pour xEgl~o, 3 ° que, pour les ( j ;  ~ )  tels que ¢71-- a~, [ ~ [  < Na~, on all les 

indgalilds (48.2), oh l' on remplace Ay(x) el ~i par  A/~(x) et ~j¢2~ sur F ~.~ ~(~) , ~xo ~ ~j~vx o, 
les valeurs de max I Z~ [~Y~/max ] z~ ° t~/e~ (~ --  v + 1 .... , m) ne surpassant pas 

k 6 l t ,  r k E K,  r 

p(?). I~(~) un certain hombre tint pour x 6 -~xo, yxo est une courbe joignant le point Xo 

l' origine ou dt un point convenable sur l' extrdmitd radiale de ~h~ suivant qu' it 
se trouve clans ~)h~ une direction telte que exp Aja~(x ) --. cx~ pour x--~ 0 ou non. 

On pent alors ~noncer le 

Thdor~me 7. Si  l'on suppose les hypotheses (H1), (H~), et H* remplies, on 
peut dcrire une solution de (28.1) sous la forme Y 1 -  ¢ia~...a~(x, ZK, .... , Z K J  
Oit ~yh~... a~(a~, z~:~, ..., zK~) sont des fonctions ddveloppables en sdires (Fh~...h~) 
convergentes pour. les valeurs de a~, ZK~, ..., ZK telles que 

(53.1) ~c ~ ~)(h%~_, * , ... Aa~+, r~) max )z~ )~/l~ < ~ (z - -  1, , m), 

dont les coefficients Pj~ .... ¢2,(x) sont des fonetions holomorphes et ddveloppables 

A* asymptotiquement en sdries enti~res de x dans le domaine ~)[ h~-, * ha,+, r~]. 

5~. Conditions suffisantes. IIypothi~se C* ~ + ~  : [l existe entre les directions 

( (  ° - .  . )) O* * Oh,-- et rain ~+1+, ~=~+~ max Aa~+~_ , max h~--, 0h~_, min 0h~+, Oar+, 0a~+ 
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une direction telle que la fonvtion exp (--~Aid~(x)) pour  chaque (j ; ¢~), 
{ ~ I ~ 1Vh~ converge vers 0 pour  ~ --~ O. 

Remarque. Si h~+~--hm, cette condition se rdduit it lacondi t ion Ca a~ 
au n. 46. 

On aura alors le 

Thdorbme 8. Si  l 'on suppose  les hypothdses (H~), {H~), Bn~, ..., Ba,~ et 

C~ h _~, ..., C~,n~ remplies, routes les hypothbses (H~), (H~), H* sent vdrifides. 

P lus  prdvisdment, les extrdmitds infdrieure et supdrieure de ~)(h~_, h ~ + ,  rj 
sent ddfinies par  les relations: 

* h *  Ah,,,-- "-- Ah --, hm+ = hhm+, 

(~.~) aL_  l ' 
- -  max h~v+~_ , Ah_  max 

v<k ~m 

, , _ o,o,  
* ~ ~hv - -  

l * * __ if* n* 0 ~ ff:¢ } 
(54.1') ~* A* ah~h~+ h~h~-- - -  -~(~h~ + ~) h~+ = nlin he÷l+' Ahvt-~ v.~k~mmin ah* - -  a*a~ t ' 

p o u r  1 ~ v ~ m - -  1. 
La ddmonstration sera faite comme au n. 46. 

I I I .  E x e m p l e s .  

55. Exemple.  Nous donnons des exemples satisfaisant it l 'hypoth~se du 
thdorbme 8. Soient A~(x), A2(x), ..., As(x) les polynomes ddfinis par 

ant 5rri ~i ~i 
e 8 Oao e a e a 

A~(x)-- ~ , A~(x)_ ,2x ~, As(z)= ~ , ,  A,(x)-- 5~ ~, 

3 2e w e -i~' 1 
h o ( x ~ = - - -  Ao(x)-- , h T ( x ~ = - - - - - - ,  h s (~ )=  

s' 6tant un nombre positif suffisamment petit. 
Si 80'( > 0) est assez petit, on a dvidemment l ' indgalit6 

(55.1) ~Al(X) < ~ h , ( x )  < ... < ~A,(x) < ~RA~(x) < 0 < ~Rhs(x) 

sur le segment:  arg w -- 0, ] ~ I ~- go" Nous ddsignons Xi(x ) par ~ £ Ai(x). Alors 

los )~i(~) sont dos polynomes de a~ de degrds au plus dgaux it 5 et l'une au 
moins des valeurs )%(0), ..., )~s(0) n'est pas diffdrente de zdro. Par suite la 

condition imposde aux ),i(a~) est aussi vdrifide. 
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Nous considdrons le syst~me des dquations diffdrentielles non lindaires 

(55.2} ~ "- Zi!x,)Y~ A- ),iox+Yi + $'h~(x, y~, ..., y+) (j - -  1, . . . ,  8), 

oh los hi(x , y~, . . . ,  ys) (j = I, .. . ,  8) sent des fonctions holomorphes pour  

x ~  4 '  4 '  r ,  ly~ l<~ , . . . ,  ly+l_<_~, 

de sorte quc los d6veloppements suivant les puissances de y~,. . . ,  ys common- 
cent par los termes de dcgr~ts au moins 6gaux fi 2. 

D 'apr6s  le premier  m6moire, on suit qu ' i l  existe une solution formelle 
de la forme 

(P) ~; ~ ~;z~ + ~"~j~ , . . .~ j , )zp ,  ... z ,~  ( j  = l, ..., s), 

~i ~tant agal ~ 1 ou 0 suivant que j - -  1, . . . ,  7 ou 8, Les Z i out la mSme 
signification que cellos qui se trouvent duns los sections pr6c~dentes. 

56 V6rification de la convergence de la solution formelle (FJ. Nous allons 
d~montrer la proposition suivante :  

La solution formelte (F) converge toujours duns le domainc 

( ~ 7 ~rC ) 7  
x E ~  - - ~ + 1 0 %  4~- -10% r~ , m a x l Z k l x t ~ < ~ l .  

k = l  

E~, E, ,  E3 repr~sentent respect ivement  los ensembles (I, 2}, (3, 4), (5, 
6, 7) et ~ ,  ~ ,  $~ respect ivement les ar rangements  (p~, p~, 0, ..., 0b (0, 0, pa, 
p , ,  0, 0, 0), (0, ..., 0, p0, p+, p+). 

Pour  que l 'on  ait la proposition, il suffit de v6rifier que toutes los hypo. 
thi~ses B~, B2, Bs et G*, G2* sent remplies en posant ~* --  3, ~** - -  2, ~* --  1. 

57. Sur l'hypothi~se Bs. 

1. Si l ' on  d~signe p a r  (Ok+) et (Ok_) los directions singuli~res des Ak(x) 
{k --  5, 6, 7) imm~diatement sup~rieure et inf~rieure ~ la direction (0) respcc. 
t ivement,  on a 

0+_----~, o++ = O+ =.--~+~', ~+=~A-+,; O,_- ~ +, o~+=~-~',  

d' off 1' on a 

08"-- = max Ok_ --. - -  0"+ = - -  
k=5 

2. Le domaine ~[0"_,  0"+, r]~ oh les d~veloppements asympto¢iques des 

[ ~ ~ I U ~ t a n t u n n o m b r  e coefficients Pj~3(x) sent valables, est ~) - -  ~ ~- U, ~--- 8', r , 

positif suffisamment petit. En offer, les rdgions propres maximales  contenant  
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la direction (0) pour A~(x), A~(x), Aa(w), A~(x) et As(x) sont d6finies respective- 
ment par 

~) 24 3 '  8 "it '3' r = 6) 24' 2 4 '  r , 

( 19= n 7: ~ ) ( 35~:  13u ) 
" 48 3 '  16 + 3 '  r = ~ 4 8 '  4 8 '  r , 

( ) ~) 2 '  8 + 2  ' r  = ~ 8 '  8 ' r '  

~ ---3- 2 '  6 + 2  ' r  : ~ 6 '  3 ' r '  

~ )  12 6 '  12-[-6 ' r : ~ ~ '  4 '  " 

De plus les degr6s des Aj~Jx) {j : 5, 6, 7) en w-~ 6rant ~gaux/~ 1, la r6gion 
propre maximale contenant la direction (0) pour Aj3~(w ) peut eontenir  toujoul's 

le domaine 6) 4 '  4 '  r . 

Iei nous remarquons en passant que l 'on  a 

37: 7: 08_ 57: ~ ~: 
0 1 _ = ~ - ,  0 z _ =  16 ' = - 8 - '  0 4 - - - - - 6  ' 0 s _ = ~ ,  

u 19= 7: 2= = 
0 ~ + - - ~ ,  0 ~ + = - - ~ - ,  03+--8 , 0~+-- 3 '  0~+= 12" 

8. Calcul des angles 0'i~ et 0i~. IFaprbs les formules (38.6), (38.10) et 
• f (38.6), (38.10'}, ces valeurs sont calcul6es comme il sui t :  

O'i~ = rain --~'-t-7: ~3~, 37:_} 3 3 ' ......... 3 - - i  . . . . . . . . .  

: m i n l ~ _ _ ~ ,  3~, 17v: 7~ 13r~ s' } 
24 3 ' 16 2 4s i 

17r: 7~ 
- - -24 3 '  

O~a -- max! - -~ -~-a  --= '4-  

' 

3 % ~ - - ~ + ~ - ,  3 - - 1  -4-4~t, = 

77: 7~ 3,: ~' 
24 + 3 1 6 + ,  ~ + 4 ~ I  ' t 

3 ~  ~.' . 

= - - i 6 + ~ + 4 ~ ;  
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O'~s ~ rain 

m i n  

O~a - -  m a x  

- -  m a x  

O'~a ~ m i n  

m i n  

03a ~ max 

- -  m ~ x  

O ' 4 a  - -  m i l l  

- - d - - 3 ~ , - - ~ -  3 

13; - -  d - -  3~, 48 

l 3r: , . 19= 
- - ~ - + ~  +3~, 48 

i - -  + ~ ' - F 3 ~ ,  

7~ 3 - - ~  ,~+~ 1 
3 '  , ,',--4~ - -  

7e 57: d l 5~ d 
3 ' 32 2 4~ --  32 2 4~, 

-/ ~9=\ /= ) 1 
. . . . . .  3-~-3-' 3 - -1  +4~ -- 

35~: 7~ 
48 - -F~ ,  - - - -  

27= ~' 1 35= 7~ =--Xg-+-~ ; 

-" m i n I ~ - - ¢ ' - -  3~' r: 13~ ~ t '  ,14e l 
4 6 ' 5  5 

3= , ~ = 13~ 6 - ~  -- - -  + d  
(0'8~ : m i n  !~----e - - 3 e ,  ]~ - [ -  ~ 6 ' 6- -1  

7~ 

O' ' ' - -  ~' 

- -  l n a x  

04a ~ max 

7= 5~ 

) l 3~ t - 

117: 
6 -}- 6~ -{- g I 

7u 5e =---~ + ~ ;  

3 =  
- - -  - -  d - -  3~, 2 

--  - - ~ + g + 3 ¢ ;  

14~ I = 

d 14~ 
- - 5  5 5 '  

"- min - - ~ ' - - 3 ~ ,  3 2 '  6 - -  h - -  ~'  - -  6 ~ ,  

- ~ ' - - 3 ~ ,  7: = 5~ 2 -  - - -  + d - - 6 ~  -- 
2 2 '  

1 ~ 3= 5~ = 1 = ' -- + d --[- 3~, - - - - 8 - + 2  , 4 --F ¢' --]- 6¢ ----~7~-k- ~ --b 6~; 

8 2 '  4 - - 8  2 '  

l - ~ ; - ~ ' - 3 ~ '  ~ ÷ 2  2 '  2 ( ~ ) - - ( - - 2 ÷  l 
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Oss - -  m a x  t 
~: , 14~ 

- -  +~'-{-3~, 12 6 { ' 6  ~ ~ -5 - -  - -  

t 3~: d 7: 13e u ~' 14~1 7: ~' 14~ 

4. On a done 

( .  , ) 5 .  g 
As+ ---- min  rain 0 ts, 0"+ - -  4~, 

\ i=1 32 2 

A s _ - - m a x  (max 0,8, 08")  3r: ~' 
\ i=1 = - -  i g  + 

Alors on voit imm6d ia t emen t  qu '  il exis te  en t re  les d i rec t ions  (max (A3-, 0"-)) - -  

_--(--  ~3= "k- "]- 4~) et (min (h ,+ ,  0 " + ) ) -  (~57: d2 4~) les  d i rec t ions  s ingul i~res  

(0~+), (0~_), (0s+), (04-) des  At(x) ponr  j -  1, 2, 3, 4. L ' hypo th~se  Bs est done 
v~rifi~le. P a r  consequent ,  d ' ap r~s  le th~or~me 3, ]a solut ion formel le  (F) oh 

( 3~ ~' 5~ d ) 
Zt = 0 pour  j q Es converge  dans  le domaine  ~) - -  ]~  -{- ~ + 4~, 32 2 4~, r . 

58. Sur les hypotheses B~ et C'2. 

1. Si 1 'on d6signe par  (~'k--)et (0'g+) les d i rec t ions  s ingul i6res  des A~(xt 
(k " - 1 ,  2, 3, 4) i mm6 d i a t e men t  inf~r ieure  et sup6r ieure  ~t la d i rec t ion  (0) 
respee t ivement ,  on a 

0'1+ = 2-4 , O's+ = 48 , O's+ -" ~ , 0 ' ,+ '=  ~, 

77: 7: 3~ 
0 ' I _ - -  0's_---- - - - -  O t 4 ~ - - "  - -  -- 

24 ' 0 '3 - - - - -16- -  ' 8 ' 6 '  

d'  off 1' on d~duit  

:+ O' n _ _  ° 0"_ - -  max  0 k -  -" - -  - -  0 - -  rain k+ --  2--~, k=l 16 ' k=l 

4 7~ 4 7~ 
0"_ - -  max  O'k_ - -  - -  0"+ - -  min  O'k+ --- 

k=3  6 ~ k ~ 8  

2. Les d(!veloppements  asympto t iques  des coeff ic ients  Pi~2(x) sent  vala.  

[ 1 bles toujours  dans  le domaine  ~ [0"_ ,  0"+,  r] - -  ~ - -  ~- -}- ~', ~ - -  ~, r . En  

effeg, Aj~(x) (j - -  3, 4) 6rant  des  po lynomes  de ~-1 de degr~s ~gaux ~ 2, ee 
domaine  est c e r t a i n e m e n t  propre  pour  Ajg2(~ ). 
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3. Oalcul des 0'j2 et O~2. D' aprbs (38.6) (38.10). et (38.6'), (38.10'), on a:  

~ - - m i n  ~ + ] - - 3 ~ ,  + 3  8, I -  
t58 17,~ 8~ 35,~ } = m i n  --3~, - ~  -- 3 '  24 lOs = ~--~--3., 

Ox, = max ~ ~-+ 3~, 2-4 3 + , 3 - -  2 + 10~ 

- - m a x  - -  + 3 s , - - 2 - ~ +  3 '  8 + l O s  = - - 8 + l O e ;  

° '  l ~ - - m i n  - 8 - - - 3 ~ ' - - ~ n  t 3 3 '  --~-6 - -2  - -  --10~ -- 

= min - -  --  3~, 48 3 ' 4-8-- 10~ = ~--~--10., 

0~2 : max 6 2 ~" 3~, 19u ~ ~ ( ~ 8  u) (8) f 48 3 ~" , 3 - -  - - 2  +IOE -- 

- - -  m a x  l - ~ + 3 ~ '  35': 8~ 23': 1 48 -~ 3 ' 16 + 10~ = - - y  +3*;  

O' ' ' O' O' 8 + 7: 8 , = 0 , ~ = 0 . 2 =  e ~ =  , ~ =  ~ - - - 3 s  

7~ 7~ 
= - - - ~  + 3 e ;  

O's, -- rain ,~ 6 12 6 
- -  3~, ~ ~- ~ , ~ - -  4~ t 

= rain --  3e, 4 3 ' 24 4e 
5 ~  

= 2-4--4s' 

t 

Os,~ - - m a x  _ +3~,  12 6 + - 3 '  
6 - - 2  "{-4s t 

• 4nnall  dl Matemai ica  I8 
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4. On a d o n e  
s s 7~ 

A,_ "-- max  (max 0t,  , 0 " )  "---- ~ i=t g +  10~, A~+-- min  (min:=~ 0 ~ ,  0"+) = ~-~ - -  10e. 

Alors on voit sans  peine  qu ' i l  existe, entre  los direct ions (max (A,_, 0 "_ ) ) -  

" - - ( - - 8  + 1 0 , ) e t  (min (4,+,  0 ,%))-  (8) ,  les direct ions singuli~res (01+), (02-'. 

L ' h y p o t h ~ s e  B2 est donc aussi  v~frifi~e. 
Soient (0~+) les direct ions singulii~res aseendantes  des A~(x ) -  pA~(x) 

7~ 
telles que 0~+ = ~ pour  p --  0 et (0,~_) les direct ions singuli~res descendantes  

A~(~)--pA,(~) telles que 0~_ = - - g  pour  p = 0. Alors on a 

= o , _  = < = o , +  = e t  < o , , _  < 

D'au t r e  part,  on a 

A* O* 3~ ~' :~ 7: ~ - - 6  = - - 6  max(  ._ ,O*_,  2-,  02_) - -max  - - ~ - 6 + ~ - { - 4 e , - - ~ - + ~ ' , - - ~ - + o ' ,  

min(5*+,O*+ O* 02+)--rain 57: d ~: ~ 8 ' 8  8 ' ' + '  ~ 2 4~, ~ - - g , ~ - - -  = - .  

La  condit ion Ca* eat done vdrifide. 

59. Sur  l'hyp.othi~se C'21. On voit d ' apr~s  le thdor~me 2 dans le premier  
mdmoire,  la solution formelle F off l ' on  pose Z# =-0  pour  j ~ E1 est conver- 

genre toujours  dans le domaine  @ - -  @ 8', ~ - - ~ ' ,  r . Les extrdmitds de ee 

domaine  sent  ealculdes eomme il su i t :  
On voit d ' abord  que les ddveloppements  asymptot iques  des coefficients 

I ° ~ ' ~  ], ~' 
P/~l(x) sent  valables dans le domaine  ~) - -  6 + o, g -  ~', r ~tant sup- 

posd un  hombre  positif  su f f i samment  petit.  
Pu i s  on a 

7: 7: 3~ 3~, 
0'1~ = 0'~1 = 0'~1 = 0',1 = 0 '~ = 0 ~  = 0'~ = ~ + , ~ -  3¢ = ~- - -  

011 = 021 = 081 = 041 = 051 = 061 = 0 7 1 - -  16 3 + 3 ¢ =  - - - -  

Os~' - -  m i n  
7: 7: 5~ 6 ~ - - 3  - - ~ _ _ 6 ~  --  

- -3~,  ~ -~+~  2 '  6 - - 3  

19~ 
48 + 3~; 

5~ 11u 6~ --  - - - -  6~ 
--  rain - -  3~'4 2 ' 48 --  48 
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197: 
0~1 "-  m a x  - -  -a t- 3¢, 

.7~ 5 5  

12 6 4 - 2  , 

6--i  --3 
6 - - 3  + 6 ~  = 

- - m a x  - - - - + 3 ~ ,  - - ~ - +  2 ' 57: I 5~ 
24 + 6 ,  - -  24 "]- 6*, 

d' oh 1' on d~dui t  

A~_ -"  max  (maxi=t 011, 0"_) - -  m a x  - -  - -  -a t- 3¢, - -  ~94 -a t- 6¢, - -  ~ -a t- ~' - -  --~-+~: 

Ax+ = min  (min 0'~1, 0"+) = min  - -  3e, - -  6% ~ - -  ~' 
i=1 

m - - m  ~ t  

- - 6  

Si l ' on  ddsigne pa r  (01~+) les d i rec t ions  singulii~res a seendan te s  des  

A~(~)--pA~(a~) tel les  que  01~+--2-4 p o u r  p = 0 et pa r  ( ~ _ )  les d i rec t ions  sin- 

gul i~res  de seendan t e s  des  A21~) --pA~(~j tel les  que  02~_ - -  - -  i-6 pou r  p = 0, 

on a sans  pe ine  

7~ 7~ 7~ 7~ 
0"1- : 0~_ - -  - -  ~ < O~p+ ~ 2-~ = 0~÷ - -  "0~+, 16 < 02~_ < ~-~. 

D ' a u t r e  par t ,  on a 

A* m a x  ( z - ,  02*_, 0"_, 0"_, "01_)---- 

- - m a x  - - g + l O ~ ,  6 '  2 -~d'  - - g + ~ ' ,  - -  - - - - - -  
7~ 

16'  

rain (A*+, 0"+, 0"+, 0"+, ~-t - ) - -  

: m i n  ~ - - 1 0 ~ ,  8 '  2 d, g - - ~ ' ,  2-~ : 2 - ~ ,  

dent  los va leu r s  de A * ,  h*+ seront  ealeu]6es  au n. 60. L ' h y p o t h ~ s e  C* est  
done v~frifi~e. 

60. D(!flnition du doma ine  ~)(A* , A*+, r) oh la s~irie f o rme l l e  (F) con- 
verge uni form( iment .  On a vu  que  les hypo theses  B1, B2, Ba et C'2 C* • ~ 21 

sent  rempl ies .  L a  sfirie formel le  (F) est  donc convergen te  dans  le domaine  
,). 
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Caleulons les angles  5"_, h*+ et h*_, 5"+: Gr~tee aux  formules  (54.1) et 
(54.1'), on a :  

v : l ,  k - - 2 :  3 ~-4 - -  2 - -  11~ 106 
3 - - 2  - - 1 0 6 =  2-4--- ' 

3 - - ] - ~  - -  2 7,: 
3 - - 2  + 10s = - -  ~ + 10s; 

v = l , k - - 3 :  
3 ~ - -  --~+~' 

3 -  1 - -  46 57: ~' - -  16 2 46, 

( ° ) ( : )  3 --~-~ - -  - -  2' 117: 6' 
3 - - 1  - { - 4 ~ : - -  32 ~ - 2  ~ 4 ~ ;  

v - - 2 ,  k : 3 :  

d' off 1' on d~duit  

3 ~  
$, - -  6$ 2 - - 1  - - 6 ~ = 4  ~ ' 

2 - - 1  -]- 6¢ : - -  -ff q- 6' q- 6~, 

37~ 6' 
h*_ --  max  - -  ~ -{- -~ -~ 4e, - -  -~-106, - - - -  56+6'-I- 6~ :--~-[- 106, 

mi.(  d 7u 37: ~ ' --  3~) 77: 
2 - - 4 6 '  ~ - - 1 0 6 ,  T - -  = 4 8 - - 1 0 6 ;  

~: u 7,: 
a*_ = m a x  - - ~ - [ -  10~, - - ~ - t -  ~', 1 6 + 1 0 6 ,  

l l u  ~' \ 7: 
32 -t- -~- + 4E) = - -  ~ +106, 

(7r~ ~c 11~ 5~: 
h*+ = rain ~-~ - -  10s,  ~ - -  ~', ~ - -  106, 16 

~' ) 7u 
2 46 -" ~ - -  10~. 

I1 nous reste h d~finir  l 'extr~mit~f radiale  du  domaine  ~) - -~ -{ -106 ,  

r) 48 106, . P o u r  eela, il suffit  de d6finir  la fonet ion As~(~). 

61. Dans l ' exemple  6tudi6, il n ' y  a aueun  polynome tel que A/(a~)~ 0. 
Nous donnons  de nouveau  un  exemple  dont  la solut ion formelle (F), qui  
d~pend des Zj cor respondant  k A i ( x ) ~  0, converge. 
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~Tous 

(6L~) 

consid~rons le syst~me d '~quations diff~rentie!!es non lin~aires 

x2 dyi -dx = )'i(~c)Yi + )'t~Y~ + #hi(x'  y~ ' ""' V~) (j - -  1, ..., 5), 

ell les hi(x , Yl, ..., y,) sent des fonetions holomorphes dans le domaine 

: v ~  12' 20'  r , [ y ~ ] < ~ , . . . ,  [ y , ! < ~  

et les ~.~{~) sont des polynomes de x de degr6s au plus ~gaux it 2, de sorte que 

les int~fgrales Ai(x)--f),~(~lw-~dw son~ des polynomes de ~-~.: 
~O 

e ~  ~ la  - e a~ 
A~(~)= ~, ,  A.(~)-- ~ ,  A . ( ~ ) = - - - - , ~  A~(~)= ~ , 

A~(w) ~ 0 et X~ = 1. Alors on a 1' in~galit~ 

sur le segment : a r g o - -  0, I x I ~ 80'. 
D'apr~s le th~or0me 1 dans le premier  m~moire, on volt qu ' i l  existe une 

solution formelle de la forme 

(~) ui =~ ~izi + ~Pi~,$,~(*)zf'  ... z ,  ~' (j = 1, ..., 5), 

off $1--(Pl", O, O, 0), ~ = (0, P2, Pa, 0), $8 "-(0,  0, 0, 1?4) et 8j est ~gal it 1 
ou 0 suivant que j = 1, 2, 3, 4 ou 5. 

Nous ddmontrons que la solution formelle (F) est eonvergente toajours 

dans le domaine ~ ( "  57: ~ ) i-6 + 6¢, ~ ~ 6,, r . Pour  d~montrer eette proposition, 

il suffit que les hypothOses B1, B~, B8 et G*, G*~ soient vdrifides. 
Soient (01+) et (0i~. } respeetivement les directions singuli~res aseendante 

et descendante des Ai(~) ( j -  ], 2, 3, 5) d~finies par 

3~ 17~ 
0 1 _ . = - - ~  , 0 , _ - - - - ~ -  , 0 8 _ - - 1 6  , O~_- - -N,  

01+ = 5,: 03+ = 117: 0a+ = 13.: 
8 ' 8 ' = l g  , 0~+---- 48" 

Si 1' on d6signe par (0'i_) et (0'i+) respeetivement les directions singuli~res 
des Ai(w ) (j = 1, 2, 3) imm~diatement  inf~rieure et sup~rieure it la direction 
(0), on obtient 

37: O' 7: O' 5 7 :  O' - -  37: *: 15.: o'~+=~, ~ _ = - - 8 ;  , + _ ~ - ,  ~___v;O,~+=~,o,~_-- 16' 
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d'ofi l 'on ddduit 

--~-, 0"_ ---- --/~ ; 0=*+ --- min~== 0'~+ ----- ~-~, 0"_ --- max,== 0'~_ --- - -  ~ - .  

~)[O~_, ~+, r], 1. Sur  Fhypoth~se B~. On voi~ sans peine que le domaine * O* 
off les d~veloppements asymptotiques des coefficients Pjg~Ix) sont valables, 

I ~ ~ ] est ~ ,  1 2 '  2 0 '  r . 

Puisque ),~ ---- t, los formules {38.10) et (38.10') deviennent  respectivemen~ 

(+1) 
O'i. = 01_ -t- ~ - -  2~ 1 

d' off 
7= 

0 ~  = - -  -g- + 3 g  0'1~ = ~ - -  3~ ; 0~3 = - -  - -  

25= 7= 7= 7= 8s 
+ 4g 0 '~ = -~ -  - -  4s; O . a :  - -  ]-2, 0 '~ = ~ ;  O~a = - -  ~ + ~-,  0 '~ = 

Par  suite on a 

A 3 _ - - m a x  maxO# ,  0"_ -"--~-6-}-4z, h3+--~-min minO'i~, (93*+ 
i=~ \ i=1 

, 0 i s = 0 j + - - ~ q - 2 s  1 J r  

157: = 7u 
+ 4~, 0 '~  = ~ - -  4~; 03~ = - i-6 + 

11= 8s 
48 3" 

7~ 
- -  8 - - 4 s .  

Los directions singuli~res (01_), (02_), (0s+) sont contenues duns le domaine 
~)(fls_, As+, r). L 'hypoth~se B3 est donc v~rifi~c. 

2. Sur les hypotheses B2 et C'3~. On voit que los d~veloppements asymp- 
tofiques des coefficients Pjg~(x) s o n t  valables toujours dans le domaine 

[; ~)[0"_, 0"+, r ] - - ~  - -  -]" ~" 2-0' r ~tant suppos~ assez petit. 

'Puis nous calculons los valeurs des 0'i2 et 0ia. D'apr~s (38.6), (38.10), 
et (38.6'), (38.10') on a sans peine 

~: 17:: 
0'12 : ~ 6~, O' ' - -  za - -  0 8z ----- O'~z - -  16 

9= 5~ 1D: 
012 = - -  g + 2 - ,  O= = O= = 0 ~  - -  8 

d' off 1' on d~iduit 

97~ 

77~ 

( )= = (5 o)_7  A~+ = min \min 0'12,]=~ 0"+ =8 - -  6z, 5~_ max \max Oj2,i=~ ~ - -  - -  ~-g -}- 4~. 

On voit alors qu ' i l  existe entre les directions (max (A2-, 0 " _ ) ) - - - ( - - 8 )  et  

(min(A~+, 0"+))= i- ~ la direction singuli6re descendante t0~_) de A~(w). 

L 'hypoth~se B~ est done v6rifi6e. 
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D ' a u t r e  par t ,  on a 

3:: ~: 3:: 

oil (02p_) sont  des d i rec t ions  s ingul i6 ies  descendan te s  des  Adz  ) - - p A d x  ) tel les  
3:: 

que  0 ~ _ - - - - 8 - p o u r  p -  0 et (0a~+) sopt  des d i rec t ions  s ingul i6res  ascen- 

dan tes  des  A , ( x ) - - ~ A d x  ) te l les  que  0 ~ + - - ~ - ~  pou r  p - - 0 .  On a de p lus  

A* O* * 37: ~: 0 ~ + ,  = ~ .  max  ( ~_, ~_, O~_, 0,_) -"  - -  -~- , man (A*+, 0"+, * 0~+) 

P a r  sui te  l ' hypo th6se  C* 2 est  auss i  v4rifi6e.  
3. Su r  l 'hypothi~se O* 1. Les  d4ve loppemen t s  

c ients  Pj~(~e) s o n t  t ou jou r s  va lab les  dans  le domaine  ~)[0"_, 01.+, 

7,: 7:: ] 
= ~  ~ ,  ~O, r "  

On a de p lus  

__ , 7:: 
0 '~ i=  0'~i --0 ~i = 0 ' , i  : -~- -- 38, 

asympto t i ques  des  coeffi- 
r] - -  

01, = 0~i : 0~i = 0,1 -- 

d' off l' on a 

19:: 88 
0'51 - -  4 8  8 ' 

5:: 29:: 8~ 
8 + 3~, 0,1 - -  48  + ~-' 

5 
a l+  -" rain (rain 0'/1, O*~_) 7:: 5 7:: j=i - -  ~-~, Al_ = max  (max Oj'i, 0"_) - -  

j=~ 12" 

Dans  ce cas, l 'hypoth~se  G'21 n ' i n t r o d u i t  a u c u n e  res t r ic t ion  nouvel le ,  ca r  
o n  ~ Al~,(x)  = &(0~) - - p A l ( x )  = - -  (io - -  1)Adx) .  

4. l~ous avons  vu que  les hypothi~ses B1, B~, B8 et G* ,  C~*~ sont  re~nplies. 
P a r  su i te  la s~rie formel le  (F) est  convergen te  dans  le doma ine  

9 ( 5 * _ ,  a*+, r )  dont  10s ext r4mi t4s  5-_ et 51" + sont  ca lcul4es  d' apr6s  les  
fo rmules  (54.1) et  (54.1') comme  il su i t :  

7: 5u :: ~ 3,: 
v - -  1, k - -  3 : + ~- - -  3~ - -  -8- - -  3~, 8 4 + 3a - -  + 3a ;- 

:: ~ 9 ~  
v ----- 2, k = 3 :  ~ -t- ~ - - -  4~ = ~-g-- 4~, 3,: :: 7:: 

8 2 -{- 4~ ---- - - - 8  --{- 4~; 

v - - l , k = 2 :  2 - - - -  --6~---8---6~ , 2--~__~-~q_6~--__i_~q_6~" 



144 M. IWANO: Intdgration analytique d'un syst~me d'dquations~ etc. 

On a done 

8 7: 77: A*+ "- rain - -  4e, ~ - -  6e, 20 '  57: 3a, - -  4~, - -  6~ 
8 

7: 

77: 77: 77: 
A*_ = max -- ~ +  4s, 16 -~4s, 12 '  

m N - -  
w 

37: 7~: 57: \ 
8 ~ 3~, - -  ~ -]- 4~, - -  ~ -{- 6¢) ~- 

57: 
16 ~ 6s .  

CHA~PITI~E V ,  - THI~OR~ME D '  E X I S T E N C E .  

62. Le premier  problbme. Nous allons maintenant  r~soudre le premier 
probli~me, que nous aeons ~none~ dans l ' in t roduet ion du premier  m~moire, 
e ' es t  ia recherche d ' u n e  solution d~veloppable asymptot iquement  en s~rie 
enti~re de a~. Ce probl~me, pour  les ~quations diff4rentielles lin(iaires, a ~t~ 
r~solu compl~tement, en 1942, par  ~¢I. le Prof.  MASUO HUKUItARA. L' extension 
pour  les ~quations diff~rentielles non lin~aires est immediate sans aucune  
modification essentielle dans ses raisonnements.  

Soit donn~ le syst~me des ~quations diff~rentielles non lin~aires 

(62.1) x:+~ dy~ __ bj(w) "t- )~(x)y~ -{- ~:hj(x, y~, ... y~) (j  - -  I, n). 
dx, ' "'" ' 

Nous supposons 1 ° que les hi(x, y l ,  ..., y , ) - ~  hi(x, y) sont des fonctions holo. 
morphes pour  

(62.2) x E ~ ( O _ ,  0 + ,  r), [ y ~ t < ~ , . . . ,  [Y ,~I<7 ,  

de sorte que l 'on a l e s  ddveloppements 

t $  

/ r  k h~(x, y) - -  ~, a~k(x)yk ~- x Z ai%..k (x)y 1 , ... y , ~  

uni[ormdment  et absolument convergents pour  

(j = 1, ..., n) 

(622') r], ly115 ,..., ly J£ , 

2 ° que les coeffivients ajk(w) et aj%..~,(w) sont des fonetions ddveloppables 
asymptot iquement  en sdries enti~res de ~c dans le domaine ~ [ 0 _ ,  0 + ,  r], 
3 ° que les ),j(x) ont la m$me signi f icat ion qu' aux, chapitres prdcgdents, 4 ° que 
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b¢(w) est une fonction ddveloppable asymptotiquement en sdrie enti~re de z (~) 
oo 

(62.3) bi(x ) : ~a~(x) ~ ~ Y, air,,m"' , 

el 5 ° qu' il e~iste u ~  solution formelle 

(62.4) Yi " ~  y" di,,,xY' (j  .= 1, . . . ,  n). 

Thdorbme 9. (Thdorbme d 'existenee).  Si  le domaine ~ [ 0 _ ,  0 + ,  r] est 
propre pour  les polynomes Adx), Adx ) ..., Ad@, it eziste une solution ddvelop. 
pable asymptotiquement en les sdries (62.4) clans le domaine ~ [ 0 _ ,  0 + ,  r]. 
Le degrd de libertd de la solution est dgal au hombre des indices j tels que le 
domaine ~[0_~ 0+,  oo] soit contenu dans une des rdgions ~ pat t ie  r4elle 
ndgative pour  Ai(,x). 

63. D 6 t e r m i n a t i o n  des  a n g l e s  0'j e t  i n ~ g a l i t ~ s .  S o i e n t  1 , . . . ,  £ ( <  ~) l e s  
indices tels que ]e domaine ~ [ 0 _ ,  (3+, ~ ]  soit eontenu dans une des r~gions 
~t pal'tic r4clle n~gative pour Aj(x) et soit (0o) une direction quelconque telle 
que O_ < 0o < 0 + .  Si (0i-) et (0j+) sent respectivemcnt les directions singu- 
li~res de Ai(x), pour j = 1, . . . ,  a', imm~diatement inf*rieure et sup~rieure 
la direction (0o), (Oj_) et (Oi+) sont respeetivement des directions singuli~res 
descend~nte et ascendante de Ai(~c) et l ' on  a 

0 i_ < O_ < O+ < Oi+ (j - -  1, ..., a'). 

Rous ddfinissons les angles 0 i' ( j - -  1,.. . ,  £) par les relations {~o) 

(63.1) Oj+ - -  O+ O + -  O'j 
~)_ - -  0 i_  - -  O' i - -  O _  (j  = 1, ..., ~'), 

que nous appclons <~ relat ion de Hukuhara)) .  On en d~duit imm~diatement 

0 i_ < O_ 50 i '  ~ O+ ~ 0i+ (j --  1, ..., ~'). 

Puis  ncus d4finissons m~ o ( j -  1, ..., £) par 

xi ° = r / e %  (i  = 1, ..., ~'), 

0 9) Y~e d6veloppement  de bj(x) commence en g6n~ral par  u n  terme de degr~ 1. Mais, 
dans  le cas oR it existe une  solut ion formelle d~veloppable formel lement  en s6ires entiSres 
formelles de ~ le systSmo peut  so t rans former  faci lement  /~ u n  systbmo des 6quations de 
la fo rme  (62.1). 

(~0) Si  0;_ ~ O_ et ~Aj(r'eiOj-) ~ 0 pour  r '  assez petit,  on p rend  0f ~gal ~ 0_ .  L ' i n d i c e  ] 
est alors compt~ pa rmi  (1~..., oQ. Dans ce cas, on a n6eessai rement  O+ ~ 0 j + .  Si 0 j _ ~ - O _  
et ~Ad(CeiOj--)>O, l ' i nd i ce  j n ' a p p a r t i e n t  pas ~ (1,...,  ~'). 11 en est de m~me d u c a s  de 
0j+ ~ O_ b . 

Annali di Matema~ca 
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r f  6rant lea nombres tels que les points xs ° soient sur l 'extr6mit6 radiale 
de ~ [ 0 _ ,  O+,~r]. 

Si l ' on  fair comme d 'habitude aucceasivement lea deux transformations 

i hr+~--x yj = x d~,,x ~ + vj ( j  = t,  ... , n), 

v i = uieA~ (x) {j = 1, . . . ,  n), 

le ayatbme (62.1) so change en un sy~itbme de la forme 

(63.3) ~ dl~i eA,d®)Un)] e-%(~) (j 1, n), dx -" [b/(x) "4" Hi(x, eA,(~)u~, ... , - -  ..., 

Oil les b/(~) et Hi(x, % , . . . ,  v , ) -  Hi(x, v) sont des fonctions continues pour 
x E ~ [ 0 _ ,  0 + ,  ro] , I % ] < ~ o , . . . ,  [v,,l<.~o et holomorphes dans le domaine:  

0+, to), Iv, l< o (ro_<_r, " ~ o ~ )  et satisfont aux 
int~galit~s 

(63.4) t b/(@ I =< BN ] a: iN [ Hi(z,  v) I <-- A ~ Ivk I" {j = l , . . . ,  n). 
k = x  

Pour  que l ' on  ait le thOor~me 9, il suffit do dOmontrer la proposition 
suivante : 

Si  n A  < IV, il  existe une et une  seule Solution de {63.3) sat is fa isant  aux~ 
conditions 

Ui -- 0([  X [Ne--Ai(x}) (j = i, ..., n) 

et a u x  conditions init iales 

u? = ui(x?) {j---- 1, . . . ,  a'). 

64. D~!monstration de ia proposition. 5Tous consid~rons la famiUe ~ de 
n fonctions us(x ) {j -" 1, ..., n) holomorphes dans le domaine ~)[0_, 0 + ,  to), 
continue dans le domaine ~)[0_, 0 + ,  to] et satisfaisant aux in~galit6s 

(64.1) I ui(x) I < K I x ]Ne - g[A/(x) 

5Tous dfifinissons U~(xo) par 

(64.2) 

(64.3) 

{j --  1, ..., n). 

~o 

Us(xo) = up  -{- j x-l[b/(x) + HI(x, eA(~)u(x))]e-'~J(~)dx (j  - -  1, ..., £), 

Xo 

f Ui(xo) - -  x-X[bi'(~) + Ha(x, eA~)u(x))]e-A¢(~'d~ 

o 

{j = ~ ' +  I , . . . ,  n), 

off les chemins d ' int~gration I'. ~o seront d~finis au n. suivant, xo ~tant un 
point quelconque appar tenant  h ~)[0_, 0 + ,  to]. 
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(64.4) 

D 'abord  on suppose 

[ l  suffit de d~montrer que les fonctions Ui(xo) satisfont aux infigalitOs 

I Uj(xo) I < K[  x° [Ne -aA-~(x°) (j = 1, ..., n). 

[u? = 2 ' 
( j  = l ,  ..., 

En tenant eompte des indgalitOs (63.4), il suffit, pour obtenir (64.4), que 1' on air 

K d  
(64.5) ( n A K  + BN)~N--Ze - ~A~.(x) ~ -~- d-8 { ] W [/Ve--~AAx) i,  

s dOsignant la longeur de l ' a r c  de la eourbe compt6 j u s q u ' a u  point x du 
point xiO ou de l 'or igine suivant que l 'on  a (64.2} ou (64.3). 

D ' au t r e  part, on a 

1 = z l  +  Aj(x)) I . 

Par  suite, il  suffit, pour  obtenir (64.5), de dgter.miner les chemins ~i~o, pour  
un  point quelconque a~o E ~D[O_, 0 + ,  ro] donnd, contenus dans ~ [ 0 _ ,  e + ,  to], 
de mani~re que, pour  les j tels que zj > 0, on air l 'indgalitd 

(64.6) d [ Xi[ ds ( -  ~Ai(a~)) ~ ~j+~-- sin ~t~ 

sur  ri~o, et que, pour  les j tels que Ai(x) ~ 0, on air l' indgalitd 

(64"7) d [ z I>  sin 

sur  r m ,  ~ dtant un  nomb~e pos i t i f  suf f i samment  petit. 

65. D6finition des chemins ri~ 0. 5Tous d~finissons les chemins Fifo comme 
au n. 37. 

D' abord nous d~finissons les angles A i e t  A' i .  

1. Pour  j -  1, ..., ~', nous posons 

hi : 0'i : A'i" 

Pour  les j te]s que j : a ' - { -1 , . . . ,  n, il existe entre les directions (O_) 
et (0+) au moins une pour laquelle la fonction exp ~Ai(x) tend vers l ' inf ini  
pour x--* 0 ou bien l 'on  a Ai (x)=  0. 

2. Pour  Ies / tels que le domaine ~)[O_, O÷, re] soit eontenu duns une 
des r~gions /~ part ie r~elle non n~gative pour At(a~) tout entier, nous posons 

h i = 0_ ,  A'i "- 0 + .  
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3. Pour les j tels qu' i l  n'existe, entre les directions (0_) et (0+), 
qu' uno direction singuli6re descendante {Oi_ ) de Ai(~), nous posons 

= O _ ,  a' j  = 0 j_  - -  

En partioulier, si 0 i - =  O_ (~), nous posons 

h i = 0 i_ = A' i . 

4. Pour les j tels qu' il n' existe, entre les directions (O_) et (O+), qu' une 
direction singuli6re ascendante (0i+) do At{~), nous posons 

A i=O~++2~ ,  A ' j = O + .  

En partietflier, si 0t+ = O . ,  nous posons 

Ai = 0i+ = A'i. 

5. Pour les j tels qu' i l  existe, entre los directions (O_) et (0+) des 
directions singuli~res descendante ~0i_ ) et ascendante (0j+) de Ai(~), nous posons 

h i = 0i+ + 2~, h' t = 0 i _ - -  2~. 

Des raisonnements plus haut, il suit que O_~Ai~A ' i=<O+.  
Cela pos6, les chemins F]~.o seront d~finis comme il suit: 
Si 1'on a A i ~ a r g x o ~ h i ' ,  le chemin Ft~ o est un segment joignant le 

point ~o k l 'origine ou le point xiO. 
Si l 'on a A i ' <  arg xo ~ 0 + ,  le therein J:ixo est form6 de la courbe: 

(65.1) p -- r exp  [ c o t  Ai(~)dT, A' i~cp~0  
] 

0 

et du segment: 
A9 

I >  f , pour (64.2) p ~ r exp cot Ai(~)d % ~ = hi ,  pour (64.3). 
0 

Si l 'on a O_ ~ arg$o < A i, le therein ri~ o est formd de la eourbe : 

(65.1')  

et du segment: 

= r exp f cot Ai(~)d % 

o 

o%+ aj 

I_~ [ pour (64.2) 
~ r exp cot Ai{c~)d % ~ -- hi.  pour (64.3). 

(~l) P a r  exemple ,  si Oj_ ~-~ 0 _ ,  on suppose  que la fonct ion exp ~Aj(x)  t end  vers  l ' i n f in i  

pou r  x --~ O, a rg  x = O j - - .  
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L'extr6mit6 radiale du domaine ~[0_ ,  0+ ,  re] est d6finie par la courbe 

= r' exp f'. cot A(~)d% 0_  < ~ ~ 0 + ,  P 
O r 

le point r'e ~°' 6tant sur l'extr6mit~ radiale du domaine ~ [0_ ,  0+ ,  re]. 

x jo=  r/~O'j 6tant sur l 'extr6mit6 radiale du domaine, on a 

0' i 

r i' = r' exp / cot A(~}d~.  
] 

0 r 

66. Sur les fonetions At(~) et A(~). Sur la pattie rectiligne des chemins 
]:i~o, on a sans peine (64.6} pour *i > 0 et (64.7) pour hj(~) m 0, puisque  s = p, 

Lo probl~me it r~soudre est le suivant:  dgterminer les fonotions Ai{~) et 
A(~) de ,nani~re que, pour lea j tels que *i > O, on air l' in~galitg (64.6) sur  
]~i~ et que l' on nit  l' indgalitg ¢~i~ ~ Ai(~) ~ A(~) .~  ~ - -  ai¢ dans  l' intervalte  
[A/, 0+] et l' in~galitg ~i~ ~ A(~) < Ai(~) ~ ~ - -  ~i~ dans  l' int~rvaUe [0_ ,  At]. 

Prof. MAsuo HU]~UHARA a r~solu le probl~me. Pour le r6soudre, il faut 
faire un caleul d61ieat. Iei, on dolt remarquer que la d~termination des 
angles 0[ par t63.1) est tr~s efficace. Si l 'on d6finit les angles 0~' autrement, 
on ne pourrait s 'at tendre au th~or~me 9 et le domaine, oh les d~veloppements 
asymptotiques de la solution sent valables, devieudrait en g~n~ral moins 
~tendu que le domaine ~)[0_, 0 + ,  re]. 

J ' a i  beaucoup profit6 les deux m6moires [1], [2] de M. M. HUKUHAI~A, 
q u i m '  ont mis sur la vote pour r~soudre le premier et le deuxi~me probl~mes, 
sans quoi je  n'aurais pas pu achever le pr6sent travail. 

J 'a joute  que les r~sultats principaux de notre travail sent achev6s 
pendant que je  prenais, de 1954 A 1956, des lemons de Monsieur le Professeur 
MASUO I-IuKuHAI1A ~, 1' Universit~ de Tokyo. 
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