
Una analisi  F is ico-Matemat ica  del processo 
del cambiamento  di fase. 

~Iemoria di DE~OI~E QUILGHINI (a Firenze) (*). 

S u m m a r y . .  In  this paper .toe study the pheno~nenon of the change of phase from a mathe. 
matical-physics poi~,t of vie~v. 

~Ve consider a medium bo,+nded by two parallel planes and suppose that the thermal 
properties (e g. the mass density) are different in the t+vo phases and that the critical 
temperature is depending on the particle. This study has been done upon making use 
of a suitable mathematical model to which any particular case can bs reduced. 

§ 1. - P o s i z i o n e  di u n  n u o v o  problema del t i p o  di Stefan. 

In due recenti lavori (cfr. [7] (~) e [8]) ha studiato un problema unidimensio- 
nale del tipo di STEFAN relative ad un semispa~io, supponendo the  la tem- 
peratura critica alla quale avviene it cambiamento di state sia funzione del 
pasta mostrando l ' importanza fisica di questa ipotesi. Infatti  nei citati 
lavori, pur avendo fatto ammissioni fisicamente restrittive, quale ad esempio, 
l 'aver supposto costanti ed uguali le caratteristiche termiche nelle due fasi, 
ha mostrato l ' influenza della legge the  definisce la temperatura critica come 
funzione del pasta sul eomportamento asintotico delle soluzioni giungendo a 
risultati fisicamente espressivi. 

Proseguendo nel programm~ di ricerche inteso a formulate in mode 
sempre pii~ corretto, dal punto di vista fisico-matematic0, i problemi del 
ripe di STEPA~, mi sane proposto di analizzare il processo del eambiamento 
di fase tog]iendo aleune restrizioni fatte nei eitati lavori e sempre nella 
ipotesi che Ia temperatura  critica, alla quale il fenomeno si realizza, sia 
diversa da particella det mezzo materiale (~). 

(*) Lavoro eseguilo nell 'ambito delt 'at t ivita del VI  ° Gruppo di Rieerca Matematiea 
del C.~.R. presso l ' Is t i tuto ~Iatemafico ~U. Dini,, della Universi th di Firenze, Viate G. B. 
Morgagni~ 67/a. 

(l) I numeri  ia neretto ed in pareatesi quadra si riferiscono alla bibliografia pasta al 
termine del la~Toro. 

(e) ~Nei citati lavori si suppone the la densith, materiale sia costante e uguale nelle due 
fasi. Quindi, poieh6 1~ posizione di ogni partieella resta immutata nel tempo, ha sense par- 
lare di temperatura critica funzione del pasta. Qui invece, poieh~ ci porremo nell ' ipotesi 
the la densith sia diversa da fase a fase, il che implica il mote delle particelle che si tro- 
~=ano in una fase rispetto a quelle che si trovano nell 'al tra,  allo spostarsi del fronte di se- 
parazione, 6 pitt opportune parlare di temperatura critica funzione della particella. Questo 
concerto sarfi meglio precisato nel seguito del paragrafo. 
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Preeisamente,  oltre a supporre che il sistema materiale in studio oceupi 
uno strato piano indefinito, anzich5 un semispazio~ supporremo che le carat- 
teristiche termiche del mezzo, quali la eonduttiviti~, i[ calore specifico e la 
densit';~ materiale,  par  essendo costanti siano diverse per Ie due fasi. 

Siano S il sistema materiale in esame, a e ~ e le due fasi nelle quali 
supponiamo ehe si presenti  la materia costituente S, natura lmente  quando 
la temperatura  ~ eompresa entro certi timiti, caratterist iei  del corpo in 
questione (~) e che sapponiamo rispettati ,  e siano S,  ed S~ le parti di S ehe 
si trovano r ispet t ivamente nella fuse :¢ e nella fase ~. Indichiamo poi con 
ks, c~ e ~ ,  nelFordine,  la conduttivit'~, il ealore speeifico e la densith. 
materiale  per la fuse ~ e con k~ c~ e ~ le corrispondenti  eostanti per ta 
fuse [i Sin poi P una part icel la  di S e siano v(P, t) la su~ temperatura  
a lF is tan te  t e u(P) la teruperatura critica alla quale 19 pub cambiare di 
fase. Senza alterare la generalith possiamo support% salvo una inversione 
della scala delle temperature,  ehe eve risulti  v(P~ t )<u (P)  la part icel la 
P s i  trovi~ all ~istante t, nella fase ~ e viceversa, analogamente supporremo 
poi v(P~ t)> u(P) se b P ES~ e viceversa. Naturalmente  con eib suppo- 
niamo che non si verifichino fenomeni, del tipo della soprafusione (cfr. [1], 
n. 321, pp. 745-748), di persistenza della materia di S nella fuse ~ al di 
sopra, e nella fuse ~ a l  di sotto, della temperatura  critica. Indicato con Z 
il fronte di separazione tra le due fasi avremo poi v(P, [ ) : u ( P )  se la 
parlicella P si trova, a l l ' i s tante  t, su Y.. 

Riassumendo si ha:  

(L1) 

v(P, t) < u(P) per PCS~, v(]P, t)> u(P) 

v(P, t ) = u ( P )  per 29C~. 

per PES~, 

Cib premesso sia t = 0  F istante dal quale ha inizio il cambiamento 
di fase e, tanto per fissure le ipotesi~ supponiamo che inizialmente sin 
S == S~. Manifestamente se ~c, :~ g~ il volume di S varia quando una  fase 
nyanza suIFal t ra  e, a priori~ pub variare anche la forma di S. Noi ci limi- 
teremo perb a studiare un problema unidimensionale.  Per  questo ci poniamo 

helle seguenti ipotesi:  

i) Inizialmente S occupa uno strato piano indefinito Co di spessore 

So > 0, 

(s) Ad esemloio l'uranio allo stato solido pub presentarsi in fro fasi cristalline distinte. 
La prima ~ stabile fino a circa 665°C, la seconda tra 665°G e 770°G mentre la terza ~ sta- 
bile al di sopra di 770°C. ]~ poi interessante il fatto ehe nella seconda e nella terza fase le 
caratteristiche termiche sono pressoch~ costanti {cfr. [2]~ Tome XV~ f.le Ie~ pp. 283-29~). 
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2) La tempera tura  iniziale delle particelle P di S dipende da P al 
pil:l t ramite  la distanza da uno dei piani ehe l imitano Co, 

3) Le eondizioni per la  tempera tura  sulle facce che l imitano S per  
t ~ 0 dipendono, al pifi, soltanto dal tempo t, 

4) Pe r  ogni fissata part icel la  P di S la tempera tura  eri t iea u(P) alla 
quale pub cambiare  di fase 6 eostante nel tempo e dipende da P soltanto 
t ramite  la distanza alla quale si trova inizialmente P da uno dei piani ehe 
l imitano Co. 

In  queste ipotesi il fenomeno della conduzione del calore in S e del 
cambiamento di stato ~ necessar iamente  unidimensionale  e, anche per t ~ 0, 
S oecupa uno strato piano indefinito C il cui spessore s ~ una funzione 
del tempo, s~---s(l)~ 0, s ( 0 ) ~  so, a priori incognita, legata allo stato di 
avanzamento della fase ~ in formazione sulla fase ~ preesistente. 

A priori, poieh~ la tempera tura  crit iea non ~ la stessa per tut te le 
particelle e nonostante che inizialmente sia S ~  S~, potrebbero verificarsi  
per t ~ 0, inclusioni di una fase nelFal t ra ,  come del resto si verifiea in 
molti casi presenti  in na tura  nei q u a l i  le diverse fasi sotto le quali si 
presenta un dato eorpo materiale  non sono separate net tamente  da un unico 
fronte di separazione ma sono var iamente  commiste tra loro. 

Noi supporremo perb che il eambiamento di fase avvenga in S in modo 
regolare, supporremo eio~ ehe S,. ed S~ siano sempre net tamente  separate 
nel senso di trovarsi da parti opposte di un unico fronte di separazione 
senza c h e  si verifichino mai inclusioni di una fase nel l 'a l t ra .  Le eondizioni 
perch~ eib aeeada dipendono, sempre nelle ipotesi di compatibilit~ r iassunte 
dalle (1.1), in modo essenziate, come vedremo nel § 4, sia dalla legge che 
definisee la tempera tura  cri t iea che daIla tempera tura  iniziale e da quella 
sutle facce che l imitano S per t ~  0. Anzi lo studio di alcune condizioni 
sufficienti  pereh~ il .processo sia regolare ~ uno degli elementi  della analisi 
ehe intendiamo svolgere in questo lavoro (err. § 4). 

Sia adesso g2-~ (x, y, zt un r ifer imento eartesiano ortogonale tale che 
i piani di equazione x : O  e x--~s(t t  eoiucidano con i piani che limitano 
S per  l ~ 0 ,  e, tanto per fissare le ipotesi, supponiamo ehe S~ si formi 
dalla parte  del piano x ~ 0 .  Sia poi f(x), 0 ~ x ~ so, Ia tempera tura  
iniziale delle part icelle P che alFistante t--~0 hanno ascissa x e indichiamo 
con ~(t) e ~(t), t ~ O, le temperature~ r ispet t ivamente sui piani x--~0 e 
x -~s ( t ) ,  per t ~  0. Supposto che il processo sia re~olare, vedremo poi 
sotto quali condizioni cib accadde, indichiamo con h(t), t ~ O ,  h ( 0 ) : 0 ,  
l 'ascissa del piano mobile~ normale al l 'asse x, fronte di separazione tra le 
due fasi. 
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Preeis iamo adesso il tipo di dipendenza di u(P) da P. F issa ta  la par- 
t icella _P di S sia ~ = ~{P} la quantit/~ di materia  contenuta in un cilindro 
di base uni tar ia  sul piano x-----0, con le generatr ici  parallele a lFasse  x e 
di al~ezza uguale a l l ' asc issa  x della part icel la P. Manifestamente pur po- 
tendo var iare  nel tempo l a x  della part icel la  P,  a causa delle variazioui di 
volume sopra specificaie,  la ~ relat iva a P resta costante nel tempo, qnindi 
s e x  0 ~ 1 ~aseissa di P per  t = 0  avremo, r ieordaudo che per  t = 0  b S~-S~: 

qua lunque  sia t > 0. In conseguenza del l ' ipotes i  4) si avr/~ percib:  

u~D) = u ( ~ ( P ) ) =  u(~). 

Sia ora t ~ 0 ~  se in tale istante b P6S~, ,  con che per l ' ase issa  x di P 
in tale istante avremo 0 <--x <h(t) ,  sarh:  

(1.2), ~ = ~x ,  

mentre  se in tale istante b P E S ~  con ehe avremo h ( t ) ~ x  <_ s(t), sarh: 

(1.2)~ ~ = ~ h ( t )  + ~ ( x  - -  h(t)), 

percib, nel r i fer imento g~ u si esprime mediante una forma del tipo: 

u : u t ~ z ) ,  x E [o, h( t ) ] ,  

(1.3) 

u = u(~h( t )  + ~ ( x  - -  h(t))), • ~ [h(t), s ( t ) ] .  

Quindi, poichb all~istante t = O  S ~ S ~ ,  dovremo avere in forza delle 
(1.1), tenuto conto della seconda delle (1.3) e che h ( 0 ) =  0, s ( 0 ) = s o :  

(1.4) f(x) > u(e~x}, 0 < x < so. 

Inoltre, sempre in forza delle (1.1) e tenuto conto che Sa si trova dalla 
par te  del piano x - - - 0  ed S~ dalla parte deI piano x = s ( t ) ,  dovr/~ essere:  

~(0 < u(o), 

(1.5) 

+(t) > u(~h( t )  + ,~(s(t) - -  h ( t ) ) ) =  U(~o), 
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a'~endo indicato coa t~o---~ ~h(t) + y~(s(t)--  h(t)) la ~t relativa alle part icel te 
ehe si trovano sul piano x =  s(t)t~). 

Indichiamo infine con l =  cost. > 0 la quantith di calore emesso, od 
assorbito, dal l 'uni th  di massa nel cambiamento di fase e poniamo: 

k~ k~ 
(1.6) d~ - -  d~ - -  

c ~  

57elle nostre posizioni l ' asc issa  h(t) del fronte di avanzamento, che pen- 
siamo essere una funzione assolutamente  continua di t~ e la tempera tura  
v(x, t) ehe supponiamo continua per  t > 0 e per  0 < x < s(t), derivabile  
almeno una volta rispetto a t e due volte r ispet to ad x per  x:4: h(t), con 
derivate  continue, soddisfano~ supponendo trascurabi le  il lavoro necessari-o a 
spostare S~ rispetto ad ~2, al s is tema di equazioni:  

(i) 

d~ ~'~v(X,~x ~ t) _ ~v(x,~t tt, 0 < t, 0 < x < h (l), 

~v(x, tj d ~v(x, t) ~v(x, t) ~ - - ~ i ~ ( t ) - -  
~x ~ = ~t + ~ ~ 3x 

, o < t, h(t) < x < s (t), 

ks lira ~v(x, t) k~ lira ~vix't)--l~h(t),- t > O ,  

h (o) = o, 

lira v(x, t)----f (x), O < x < s o 
t - -~-  0 

lira v(x, t) ---- ~(t), t > O, 
~e ~ O  

v(h(t), t} = u (~htt)), t > O, 

lim v(x, l ) = ~ ( t ) ,  l > O .  

Infat t i  S~ ~ fisso rispetto ad ~2 e percib nella prima di (I) non compare 
il termine di spostamento the  compare invece nella seconda perch6, quando 
il fronte di separazione si muove, S~ trasla rispetto ad ~ con la veloci t~ 
paral lela a lFasse  x: 

(1.7) ~(t)-  ~ - ~ h(t) ,  

(4) M a n i f e s t a m e n t e  ~ ~0 ~-cost. 
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come si ott iene immedia tameu te  per  derivazione osservando che b: 

(~ .S) ,~h(l) ÷ ~(s(t)  - -  h ( 0 ) =  e~so = ~o == cost .  

Per  giust i f icare  la terza di (I) osserviamo che in assenza di lavoro esterno 
in seguito allo spos tamento  di S~, essa t raduce il bi lancio termico at traverso 
il f ronte di separazione.  Infat t i  se nel tempuseolo  At il f ronte passa dalla 
posizione h(t) alla posizione h ( t ÷ A t l ,  dalla parte  di S~ si ~ t rasformata,  
per  uni th  di superf ic ie  normale  a l l ' asse  x, la quantit~t di materia  
~(h( t  ÷ At)- -  h(t)) uguale,  in forza della  (1.8), a l l a  q u a n t i t t t  di mater ia  
~ ( s t t ) - - h ( t ) - - s ( l - ] - A t } : ÷  h ( t ÷  At)) che si t rasforma dalla par te  di S~. Le 
altre equazioni di (I) si giust i f icano immedia tamen te  t raducendo le condi. 
zioni iniziali, sni p iani  che l imitano S e sul fronte di separazione tra  le 
due fasi. 

~Naturalmente, in forza delle (1.1), la soluzione {h(/), v(x, t)} di (I), 
supposta  esistente,  regge effe t t ivamente  il fenomeno descrit to a condizione 
che r isul t i :  

(1.9) 

v(x, t) < u(e~x), t > O, 0 < x < h(t), 

v(x, t) > u(#~h(t) q- ~(x  - -  h(0)), t > O, h(t) < x < s(t). 

Se la t empera tu ra  cri t ica u ~ costante per tut te  le particelle,  ed 
uguale  perci6 ad u(0), basta che siano verif icate  la (1.4) e le (1.5) perchb 
seguano le (1.9), e cib in forza del pr incipio di massimo (err. [9]) se invece 
la t empera tu ra  cri t ica non ~ costante le (1.9) non seguono d i re t tamente  dalla  
{1.4) e dalle (1.5}. Ad esempio il Prof.  G. SESTI~I, s tudiando in un recente  
lavoro un problema non l ineare del tipo di S~EI~AI~ con ipotesi per  la 
t empera tu ra  cri t ica analoghe nile nostre,  ha messo in evidenza come~ 
affinch6 il processo abbia regolarmente  inizio~ il flusso termico debba sod- 
disfare ad oppor tune  condizioni ([10]). 

Ha percib interesse, soprat tu t to  dal punto  di v i s t a  della tecnica, di 
de terminare ,  una  volta assegnata  la funzioue u, sotto qual i  condizioni per  
f{x), ¢~(t}, .~(t) le soluzioni di (I) soddisfano le {1.9}, e cib perchb le (1.9) 
sono le condizioni affinch6 il fenomeno proceda regolarmente  nel senso gi'& 
precisato,  senza che si verif ichino,  cio~, inclusioni  di una  fuse hel l 'u l t ra .  

Igel § 4 daremo delle eondizioni suff ic ient i  a f f inch~ supposta  esistente 
la soluzione di (I), r i sul t ino verif ieate le (1.9) nel la  ipotesi che u(~) sia una  
funzione l ineare di ~. Suppor remo ciob che sin:  

(1.10) u ( ~ ) : a ~ - ] - b ~  c~ e b costanti.  
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I1 procedimento che seguiremo pub essere perb faci lmente esteso anche 
a easi pifi generali, come vedremo brevemente  al termine del § 2, dato che 
una funzione cont inua pub sempre approssimarsi  mediante una funzione 
l ineare a tratti. 

P r ima  perb nel § 2 si r iduce il sistema (I) ad nn sistema formalmente 
identico a quello che si avrebbe ove la densit~ materiale fosse uguale helle 
due fasi e si fa una analisi f i s ico-matemat iea  del ruolo tenuto dalle varie 
costanti termiehe, giungendo a risultati,  che non mi risulta essere noti, e 
che sono di un certo interesse f is ico-matematico.  Si costruisee infatti  un 
modello al quale si possono rieondurre,  in modo unitario, sin i processi di 
cambiamento di fase nel quale si hanno variazioni di volume sia i processi  
nei qual i  taIi variazioni non si verificano~ dando anche un esempio di appti- 
cazione di tale metodo. 

Nel § 3 faremo invece alcune faeili premesse analit iehe necessarie 
allo studio ehe verrh eondotto sia nel § 4 che nel § 5. In ques t 'u l t imo 
paragrafo viene proposto un metodo per calcolare approssimat ivamente le 
soluzioni di un problema del tipo di S~EFA~ mettendone in evidenza le 
proprietor e verif icandone ta eonvergenza in alcuni casi dei quail  si conosce 
per altra via la soluzione teorica. Questa verifiea ~ stata fatta usando il 
calcolatore I . B . M .  1620 in dotazione a l l ' I s t i tu to  Matcmatieo <<U. Dini)> 
della Universi th di Firenze e desidero qui ringraziare i l  Ch.mo Professor  
LuIc~I Mi~i/LI Diret tore dcl Centro di Calcolo, e i suoi collaboratori  Dott. 
ALDO BELLENI MOt~ANTE e Dott. ALDO PASQUALI per l ' a iu to  prestatomi.  

§ 2 . -  Una analisi fisico-matematica del processo del cambiamento 
di fase. 

Supponiamo the  il s istema (I) ammetta  la soluzione !h(t), v(x, t)} e ehe 
per essa valgano le (1.9). In forza della prima delle (1.2) e pos to:  

e tO --- e(O) ---- o, 

si ha : 

v(x, t) : v (~!, t ) ,  O < t, O < x < h(t}, O ~ ~ ~ e{t). 

Percib posto 
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a v r e m o  : 

(2.1) ~v(x, t) ~v(t~, t) 

ed anche :  

~2.2) 

a Y r e ] ~ l o  

O < t, O < x < h(t), O < v. < e(t), 

_ _ _ - - ~ c v { t ~ ,  t! O < t, O < x < h(t L O < p,< e(t). 
~t ' 

Da qui e dalia p r ima  di (I) segue:  

d~.~i ~;~(7' t) _ ~v(~, 0 o < t, o < ~ < ,  (0. 
~t~ ~ ~t ' 

Dalla seconda delle (1.2} si ha poi:  

v(x, t ) - -~v(~ i+ 'a~- -~  9~h(l), /),  0 <  t, h ( t ) < x  <s( t ) ,  

Posto anche qui :  

eft) < t~ < ~o. 

~v(x, t)_ ~(~, tt 

~t q~t 

O < t ,  

h(0 < x < 8 (0, 

e (t) < ~ < V.o, 

Da qui, r ieordata  anehe la (2.3), dalla seconda di (I) segue:  

c o s t . .  
~t ' ¢ W  

(~.4) 

~v(x, t) t) 
(23) ~x - -  ~ "~'~'~ , O < t, h(t) < x < s(t), e(t) < F < t~o, 

ed anche : 

v-~-~ t~ ~ --~ ~ h ( t ) ,  t)-~v(tL, t), 0 < t, e(t) < ~ < t~o, 
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Rieordando infine la (2.1) e la (2.3) dalla terza di (I) si ha:  

(2.5) k~?~ lim 3v(9, l) 3v(~t, l) ~--~t) 3p. k ~  lim ~ ---~ l e ( t ) ,  0 ~ t .  

La (2.2), (2.4) e (2.5) provano che:  

indipendentemente dalle condizioni iniziali, sui p ian i  che l imitano S e sul 
fronle di avanzamento di una  fase sul l 'al tra,  un  problema del tipo di S te fan  
in  u n  mezzo materiale che occupa uno strato piano indefinito e con densit~t 
materiale diversa per le due fasi  si pub ricondurre ad u n  modello identieo, 
dal punto  di vista formate, a quello dell ~ analogo problema per un  mezzo ma- 
teriale in cui la densit~ ~ la stessa per  le due fasi. 

Questa osservazione, che non mi r isulm essere stata fat ta (tanto che in 
reeenti  studi si ~ eereato di integrate,  senza la nostra trasformazione, i 
sistemi di tipo (I), cfr. [3], n. 11.2, pp. 290.291), valorizza tutti gli studi 
analitici  fatti sui problemi del tipo di S~EFAN nella ipotesi, f is icamente 
restrittiva, che la densith materiale sia la stessa per le due fasi, in quanto, 
salvo un diverso significato per i simboli, tall modelli  analitiei si prestano 
a descrivere il fenomeno anche nell ~ipotesi che vi siano variazioni di Volume 
in seguito al cambiamento di fase. 

Supponiamo adesso che valga la (1.10). Senza al terare la generali t~ 
possiamo supporre, a meno di una traslazioue nella scala delle temperature,  
che sia b----0. Cib fatto poniamo: 

(~.6) 

v(% t) = c~(v(t~, t) - at,), o < t, o < t~ < e(t), 

v(~, t)=c~(v(t~, t ) - -a~ ) ,  O < t ,  

( f ( ~ )  a~) o < ~ < ~ o ,  F(~)=c~ ~ -  , 

• (t)---- ~¢~ (t), 0 < t, 

t~'(t) = c~(¢(t} -  argo), 0 < ~, 

e(t) < l~ < ~%, 

e, ricorctando anehe le (1.6): 

(2.7) d 2 k ~  ~ k ~  D~-~ a ~ - - ,  D ~ - ~ d ~ - -  
Ca ~I~ 

In  conseguenza delle (2.2), (2.4) e (2.5), tenuto conto delle (2.6) e (2.7), 

Annal i  d~ Matemat i va  6 
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segue che la funzione e(t) e la funzione V(~, l) soddisfano al sistema: 

D~V(~, t) OV(~, t) O < t ,  O < ~ < e ( t ) ,  
- ~ 2  ~t ' 

D S'g(~, t ) ~ V ( ~ ,  t) O < t ,  e(tl<V.<V.o, 
~l~ 2 ~t ' 

(II) ~ e(O)--o, 

lim V(tL, t ) = F ( ~ t ) ,  O < ~ < t ~ o ,  
t ~ O  

lira V(~, t) = q)(t), 0 < t, 

(2.s) 

9 

(2.9~ 

v(e(t), t) = o, o < t, 

lim V(t~, t) = W(t), 0 ~.. t. 
t ~ t-'-o 

Le (1.4) e le (1.5) assumono poi, r ispett ivamente,  la forma:  

is(v, ) > o, o < ~ < t~o, 

¢ ( t ) < o ,  w ( t ) > o ,  o < t .  

Inf ine  le condizioni carat ter isf iche perch~ il sistema (II) regga effetti- 
vamente,  nella ipotesi (1.10), il fenomeno descritto al § 1 sono, r icordando 

le (1.9): 

v ( ~ , 0 < o ,  o < t ,  o < ~ < , ( 0 ,  

v ( ~ , t ) > o ,  o < t ,  e ( t ) < ~ < ~ o .  

Nel § 4 s tudieremo sotto quali condizioni per F(N, (I)(t), e 

(2.1o) 

ultime sono verificate.  

W (0 queste 

Diamo qui una analisi del ruolo tenuto, nel modello che abbiamo co- 
struito r i ferendoci  alia coordinata t~, dalle varie costanti termiche.  Sia da 
da prima a ~ 0 .  In  questa ipotesi, e cio~ se la tempera tura  cri t ica 
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costant% dal sistema (II) si ha the  le varie costanti termiche intervengono 

helle equazioni soltanto tramite il rapporto k~. Si ha quindi:  
e 

un  problema del tipo di S te fan  con temperatura critica co~tante in  un  mezzo 
materiale che oeeupa uno strato p iano indefinito e in  cui il rapporto k~/c 
uguale per le due fasi, pu r  potendo essere diverse da fase a fase le singole 
costanti, ~ formalmente identico ,all' analogo problema per un  mezzo maferiale 
in cui tutte le costanti termiche sono ugual i  helle due fasi.  

Acquistano cosi nuovo significato tutti gli studi fatti nella ipotesi, fisi. 
camente  molto restrittiva, che le costanti termiche siano uguali  per le due 
fasi. 

Sia ora a # 0. Se il mezzo mater ia le  b tale che k a ~ - - k ~ @  il problema 
formalmente  identico, come melte in evidenza il sistema (I I ) (vedasi  in 

in part icolare la terza equazione), ad un problema di STEWArt con tempera- 
tura crit ica costante. Pereib per tali sistemi materiali  aequistano significato 
gli studi fatti re la t ivamente a problemi di S~EFA~ in uno strato piano inde- 
finito nella ipotesi di t empera tura  erit ica eostante. 

Supponiamo adesso che S, anzich6 oceupare uno strato piano indefinito 
di spessore finito, oecupi tutto un semispazio. Manifestamente si pub ancora 
dare al problema la forma analoga a quella del sistema (II); basta infatti  
porte  in (II) ~ 0 = ~ .  Percib valgono ancora tutte le propriet/~ messe in 
evidenza per il easo dello strato di spessore finito. 

Faeeiamo qui una applicazione dei risultati  trovati nel easo ehe il 
sistema S occupi un semispazio. 

Poniamo in (II) a = 0 ,  ~ t o ~ o  % F ( t ~ ) = F = c o s t . > 0  per 0 <  t~, 
(I) (t) = (I) = cost. < 0, ~'(t) = F, 0 < t. In  queste posizioni, come si pub 
verif ieare con sempliei ealcoli, il sistema (I1) ammette  la soluzione: 

(2.1t) e(t) = 2 k V D J ,  0 <_, t, 

(2.12) vt , t)= + (1 er-f~ / '  0 < t ,  0 < ~ < e ( t ) ,  

( crfc2~cD# A v/J~ /V/)~  (2.13) = F 1 - -  , 0 < t, e(t) < 
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essendo 

(2.14} 

), ---- cost. > 0 soluzione dell' equazione : 

exp X2 VD~F exp X~D~ - - 

Se ora si suppone che sia ~ ~ ~ ~ p, cio6 c h e l a  densit/~ materiale sia 
la stessa per  le due fasi, con che non si hanno variazioni di vohlme in 
seguito al cambiamento di fase, avremo, tenuto eonto delle (1.2): 

~ = ~ x ,  0 < t ~ ,  O<x.  

Da qui, dalle (2.11b (2.12) e (2.13), tenuto anche eonto delle posizioni 
fatte e delle (2.6) e (2.7), segue la soluzione di N E U ~ A ~  per il problema 
nel semispazio con densit/~ uguale nelle due fasi {cfr. [3], § 11.2, pp. 285-286). 
Se invece supponiamo ehe sia ~ # ~ ,  con che si hanno variazioni di 
volume in seguito al cambiamento di fase, avremo~ sempre dalle it.2): 

e da qui, sosti tuendo al posto di ~ helle (2.11), (2.12) c ~2.13), otteniamo la 
soluzione, espressa mediante l ' asc issa  locale x, del problema del cambia.  
mento di stato in un semispazio con densit'~ diversa per  le due fasi (cfr. 
[3], 11.2, pp. 290-291t. 

Terminando questo paragrafo accenniamo brevemente  a come si pub 
procedere quando la funzione u(fq anzich~ essere del tipo (1.10) 6 una  
qualunque  funzione di } cont inua e derivabile  con derivata l imitata per 

ogni valore di ~t E [0, ~t0]. 

~o con i Dividiamo l ' in terval lo  [0, ~,] in n intervalli  di ampiezza p - ~ n  

punt i  O, p, 2p, .... mp,  Im ' t -1)p ,  .... np ~---~o e approssimiamo la funzione 
u(}t) mediante  la funzione:  

u (t~) = u((m -{- 1)p) - -  uOnp) 
P 

- -  mu(( m "4" 1)p) + (m -{- t )u(mp) ,  

mp ~_ ~ <: (m + 1)p. 

Se n ~ suff icientemente grande diventa f is icamente lecito sostituire ad 
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u (~ )  la funzione u(l~ ) la quale  in ogni interval lo [rap, (m-{-1 )p ) ,  
m - ~ 0 ,  i, 2, ..., n - - l ,  ~ del tipo a , , ~ + b , , ,  a.~, e b,~ costanti.  Percib 
quando e(t), la quale  rappresenta  l 'aseissa  sostanziale del f ronte di avanza- 
mento,  indicando ta quant i t~  di mater ia  ehe si ~ t rasformata  allo is tante t 
dalla parte  S~, appar t iene  a lF in terva l lo  ImP, (m--[-1)p) il fenomeno risulta 
retto da un sis tema del tipo (II) e cib qua lunque  sia m - ~ 0 ,  ], 2, ..., n - - 1 .  
Si possono quindi  r ipetere,  per e iascun intervallo,  i rag ionament i  gi~ fatti 
deducendo  analoghe proprietY. In particolar% r icordando quanto  b gi~ stato 
messo in evidenza, se ~ kap~-----k~p~ il problema pub essere trattato in ogni 
interval lo [rap, (m + 1)p) come se la t empera tu ra  crit ica fosse costante ed 

in sostanza cib che abbiamo ratio in [7] per  d imostrare  il teorema di esi- 
stenza, in [7] avevamo infat t i  supposto che le carat ter is t iche termiche  fos- 
sero ugual i  per  le due fast. 

§ 3. - Alcune osservazioni su una par t ico lare  equazione difl 'erenziale 
ordinar ia .  

Sia v0(~) una  funzione cont inua  di ~ ne l l ' in terva l lo  aperto {~tl, ~2) 
ed ivi un i fo rmemen te  l imitata.  Siano pot A una costante positiva e del resto 
arbitraria ,  fl ed f2 due assegnati  valori  reali. Come ~ noto in queste  ipo- 
test esiste una,  ed una  sola, funzione v(~), cont inua  per  ~6(~1, ~t~), deri- 
vabile a lmeno due volte, con derivate  continue,  tale che:  

( 3 . 1 )  - -  - 

(3.2) lira v{~t) ~ v(~tl -}- ) = / ' 1 ,  l im 

P o s t o  : 

= _ -  A .  

.!  

dove p. ~ un qua lunque  prefissato valore appar tenen te  
[~1, ~ ] ,  si ha pot:  

(3.4) 

all ~intervallo chiuso 
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dove, soddisfacendo alle (3.2), si ha:  

Vh ] [1'1 + 
C1 

\ 
, I~, A)]exp 

VX 

(3.5) 

)Iett iamo adesso in evidenza alcune propriet'~ delle quali godono gli 
integrali  della I3.1) e ehe ci sono necessarie nel seguito. 

a). 1) Se ~ v(~tl+)>~O, v~2--).>_O, vo{~)>~O per ~E(?~, ~2) allora 
pure v(~) ~ O per ~t E{~tl, ~2). 

2) Se poi, ferme restando le attre ipolesi, d v ( ~ - - )  > 0 ~ pure 
v ( ~ ) > O  per ~EiIz~, ~2). 

3} Se infine, oltre ad essere v ( ~ 2 - - ) >  O, d v(~h--[-) = 0 allora si ha 
v'(~l + )  = lim v'(iq > 0. 

Dimostriamo la a l ) . -  Supponiamo per assurdo ehe esista un valore 
p~'E(p~, ~tZ) tale ehe v{? ' )<0.  In  tale ipotesi, a eausa della continuitA di v(~) 
e di v'(~,) e deI fatto ehe v (~  + ) > 0 ,  v(~t2-- )>0,  esister~t almeno un valore 

~E(~t, ,  ~) tale ehe v ( ~ ) = v < 0  e v ' { ~ ) = 0 .  Pereib, tenuto eonto ehe 
F integrale generale della (3.1) ~ della forma (3.4), soddisfaeendo a qaeste 
eondizioni e r ieordando anehe la (3.3), otteniamo per v(p,) l 'espressione:  

Da qui, tenuto conto che T{~, ~, h ) > 0  per ~ --<~, essendo v0(~q>__0, segue 
Iim v ( ~ ) < 0  contro l ' ipotesi  ehe sia v(~t2--}~>0. Siamo percib eaduti  in 

assurdo. Da qui segue poi la al). La dimostrazione della a2) b sostanzial- 
mente simile. La a3) si dimostra provando da prima la esistenza di 
v'(l~l + ) =  lira v'(~) e sueeessivamente ragionando in modo simile a quanto 

fatto per prora te  la al).  
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Accanto alla proprieth a) sussiste la seguente proprietg: 

b). 1. Se 4 v (~+)<- -O ,  v ( ~ - - ) ~ - - 0 ,  vo(~)<:,0 per ~E(~ ,  ~) 6 pure 
v(~) ~_ O per ~ E (~ ,  ~). 

2. Se poi, ferme restando le altre ipotesi, ~ v ( ~ + )  < 0 ~ pure 
v(~) < O per ~ E (~,~, ~t2). 

3. Se infine, ottre ad e~sere v ( t ~ , + ) < 0 ,  6 v(~t=--)=0 altora 
pure v'(~--)---- lim v'(~) ~ 0. 

Dalla al) e dalla bl) segue poi immediatamente: 

c) S e m  ~ il minore ira i humeri v(~t~q-), v ( ~ , - )  e rain Vo(~t), per 
~E{~,, ~), ed M ~ il maggiore ira i humeri  v(~,+),  v (~- - )  e max, vd~t), 
per p~ E (~t, ~ ~t~.), si ha: 

Si ha aneora: 

d) 1. 8ia Vo(~t) ~_ 0 in tutto un interne destro di ~ e inoltre Vo(~) 
eambi di segno al p ih  una sola volta per ~ E ( ~ ,  ~ts). Se accade che 
v(p.~ff-)~O, v ' ( ~ q - ) ~ O  e v { ~ - - ) ~ 0  allora ~ v(p~}~O per ~ E ( ~ ,  l~s). 

2. Se poi, ferme restando le altre ipotesi, ~ vo(~} ~ 0 in tutto un interne 
destro di ~.~ ed ~ v'(~t~ +) ~ O e v(~s--)  ~ O allora ~ pure v ( ~ ) > 0  per 

E 

Dimostriamo la d l ) . -  Ricordando che l ' integrale generale della (3.1) 

della forma (3.4), posto-~ ~ ~tl, v ' (~t~+)~ v"~O, segue, tenuto conto ehe 
v +) = O:  

(3.61 

Nelle nostre ipotesi su Vo(~) si ha poi vo(~t)~ 0 per ~t E(~I, ~') e 
vo( lq~0  per ~E(~', ~2) dove 6 ~'E(~tl, ~t2]. Pereib dalla (3.6) segue v(~)~0 
per ~E(~I, ~') essendo ivi T(~, ~1, h ) ~ 0  ed essenffo v ' ~ 0 .  Inoltre a 
ca,usa della continuith di v(l~ ) 6 v(l~'}~_~0. 

Qaindi se 1~'~ ~t2 la propriet~ 6 dimostrata, se poi 4 i~'~ ~t~ basra ap- 
plieare la proprietg al) alFintervallo iV', ~t~) per ottenere v(~t)~0 per 
~t E(~t', ~s) e quindi ancora la propriet~ dl) testa dimostrata. 

La dimostrazione della d2) b del tutto analoga. 
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Accanto alia propriet~ d ~ sussiste poi la proprieth: 

e) 1. S ia  vd~) ~ 0 in  tulto un  intorno sini~lro di ~ e inotlre Vo(~t) cambi 
di segno al pi i ,  una  sola volta per ~ E (~.~, ~). Se accade the v (~  ~ )  <_ O, 
v ( ~ t ~ - - ) : O  e v ' ( ~ 2 - - ) ~ O  allora ~ pure v (~ t )~O per ~E(p.,, ~2). 

2. Se poi, ferme restando le allre ipotesi, ~ Vo(~) > 0 in  tulto un  
intorno sinistro di ~2 e inollre ~ v ( ~ t ~ )  < O e v ' (~ - - )  > O ~ pare  v(~) < O 
per ~ ~ (~1, ~). 

Sussiste infine la seguente proprietor: 

Qualunque sia ~ ~ (~ ,  ~) si ha: 

lim v (t~) : vo (~) 
A ~ 0  

Dalla (3.4), ricordando la 3.3) e le (3.o), otteniamo: 

(3.7) 

dove: 

01 = f~ 
exp(  l~s " -_~1 ' t -  exp(  ~s ~1) 

02 = f2 

exp 

exp 
V± / 

[i 

si 
Tenuto conto che 

ha immediatamente 
6 un valore fissato in  m o d o  e h e  sia t h < ~ < t t 2  

(3.s) lim 01 = O, l ira (92 = 0 
A ~ O  A ~ O  

Rieordando la (3.3) e t 'espressione di 01, otteniamo, dopo aver molti- 
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plieato nameratore e denominatore per exp - ~-~ ], la seguente espres. 

sione per 0s: 

(3.9) O~ = 
--e~p (2~, VZ VX 

Va / 

Essendo ~ < ~2 il denominatore det secondo membro della (3.9) tende 
ad 1 quando h ~ 0 .  Si ha poi: 

L~ 

f vo (:S) 
p.1 

+ ~ - - = 2 ~  ~ - - e x p  
V A 

- - e x p ( ~ t - - 2 ~ + ~ ) l d ~  I < V - ~  

< M[2 exp ( _  2 ~ - -  ~ - - l t l  

avendo indieato con M il massimo di [Vo(~to) l per ~E(~tl, ~2). 

Da qui, essendo ~tl < ~ <  ~t2, segue che il secondo integrale 
ratore nel seeondo membro nella (3.9) tende a 0 per h ~ 0 .  
percib : 

a name- 
Avremo 

14 

A ~ o  A ~ o  

ore il limite a seeondo membro esista. Proveremo che tale limite esiste ed 
6 uguaIe a vo(~)/2, in eoaseguenza avremo quindi: 

(3.10) lira 0~--  vo(~) 
2 t , ~ 0  2 

Infatti seelto z positivo arbitrario e tenuto conto della continuit~ di 

Annali  di Matemat iea  7 
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Vo(p) de te rmin iamo 8 C (0, p - - P d  tale ehe r i su l t i :  

(3.11) I Vo(~) --  Vo(~ - -  ~,8) I < a per  ~ C (0, 1). 

Osserviamo adesso ehe si ha:  

exp ds 2 + - - -  
Vo( ) 

Ma 

con il soli~o significato per  M. Appl icando il teorema della media,  tenendo 
conto della eontinuit~t di vo(p), ~: 

f 9~-~)-~ exp d ~ - -  2 1 - - e x p  - - ~ ) ~  , 
9 ] 

), E (0, 1), 

percib dalla (3.12), tenuto conto di queste  u l t ime due. segue 

pl 

Quindi,  scelto z posit ivo arbi t rar io  ~ possibile, dopo aver de te rmina te  

BE(0, P - - P d  in guisa che valga la (3.11), de t e rmina te  un  A ~ 0  tale 

ehe per  AC{0, A) r isul t i :  

< a .  
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Da quest 'u l t ima,  dalla 
asserita proprieta  f). 

Da qui segue p o i l a  (3.10). Analogamente si prova che ~: 

lim O, - -  v~(~i 
~ o  2 

{3.10), dalla ~3.8~ e dMla (3.7)segue infine la 

§ 4. - Una condizione sufliciente per la regolarit~t del fenomeno.  

Si torni a considerate  il sistema (II). Se a ( k ~ - - k ~ p ~ ) ~  0 tale sistema, 
come ~ stato osservato gi~t nel § 2, ~ lo schema di un problema ordinario 
del tipo di STEFA~ e. come ~ noto, verificate la (2.8} e le (2.9), se F(~), 
wE(O, ~o), ~P(t} e W{t), 0 ~ t ,  sono continue e uni formemente  limitate il 
sistema ammette  soluzioni atte a descrivere il fenomeno. Per  una abbon- 
dante bibliografia su questo argomento vedasi [11]. 

Sia invece a ( k ~ - - k ~ g ~ ) ~  O. In  questa ipotesi ~ come se al calore 

latente le(t) emesso, od assorbito~ nel cambiamento di fase sul fronte di 
separazione si aggiungesse l 'emissione, o l 'assorbimento,  a seconda del 
segno, della quantith di calore - -  a ( k ~  --  k ~ )  (~). 

Naturahnente  cib non altera le ipotesi qualitativ% come ]a continuiti~ e 
l ' un i forme limitatezza, da farm su F(~), (I)(t) e W(t) affinch~ il sistoma (II) 
ammet ta  soluzioni atte a descrivere il fenomen% mentre  ~ da at tendersi  un 
rafforzamento delle diseguaglianze (2.8) e (2.9) in guisa che la distribuzione 

di t empera tu ra  in S, in part ieolare ~V(~t, t) ~ , sia~ tale da assorbire, o fornire, 

istante per  istante oltre al calore latente normalmente  emesso, anche la 
quantit~ di calore - - a ( k ~ k ~ . o ~ ) ;  vedas% ad esempi% il lavoro del Prof. 
S]~STI~I ([10]) gih citato nel § 1. 

In  questo paragrafo,  ferme restando le ipotesi di eontinuit~ e di limi- 
tatezza, daremo delle condizioni su F(t~), O(t) e W(t), pitl forti delia (2.8) 
e delle (2.9), a t t e a d  ass icurare  il regolare inizio e ]a regolarit~ in futuro 
del fenomeno nella ipotesi che sin a ( k ~ - - k ~ e ~ )  ~ O. Da queste condizioni 
discendono poi come ~ ovvio, la {2.8) e le (2.9) per  il caso in eui 
a ( k ~  - -  k ~ )  = 0 .  

A questo scopo ragioniamo come segue. 

{'~) A causa dell 'analogia formale delle equazioai del sistema (II) con quelle che reg- 
gono gli ordinari problemi di propagazione del calore parleremo anche qui di temperatura 
calore latent% diffusivith~ etcc. ancorch~ si tratti di grandezze fisiche diverse come mettono 
in evidenza le tra~formazioni fatte nel § 2. 
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Supponiamo che il fenomeno sia regolare per  ogni valore di t. Fissat i  
to--> 0 e g t >  0 siano V(~, to), V(~, to-]-~t), V(I~, tot} - 2~t) le tempera ture  
in S r i spe t t ivamente  negli  istanti  to, to 4- ~t e to ~ 2~t e siano e(to), 
e(to-}-8t), e(to-}-2gt) le eorr ispondent i  ascisse, sostanziali, del f ronte di sepa- 
razione. Se b to = 0 ,  r icordando la quar ta  e la quinta  eqnazione di (II), 
avremo V(t,, to) ----- F(~) ed e(to) = O. 

Siano poi (I)(to -{- ~t), O(to -{- 2~t), W(to + ~t)) e W(to + 2~/) le tempera- 
ture, sulle faece the  l imitano S, negli  istanti  to-]-St e to + 2~t. 

Im m a g in i am o  adesso d'i de te rminare  V(I~ , to -}- ~t) ed e(to -]- St) a par t i re  
da V(~t, to) e da e(to), na tu ra lmen te  tenendo conto che b: 

lira V(~, to + ~ t )=  cA(to -{- $t), lim V(t~, to-b ~t) = ~'(to ÷ ~t). 
~ o  t ~ o  

Essendo il processo regolare a l l ' i s tan te  to ~ ~t, avendosi ciob (cfr. le 
(2.10)): 

V(~, t o + ~ t ) < O  per  O < ~ e ( t o + ~ t ) ,  

lz(t~, t o - ~ - ~ t ) > 0  per  e ( t o + ~ t ) < ~ < ~ o ,  

17(~ to) dovr~ soddisfare, nei eonfronti  di e(to), ad oppor tune  eondizioni,  cosi 
come dovranno soddisfare a certe altre eondizioni anche (I) (.to -}- $1) e 
q;(to + ~t). 

Analogamente  immagin iamo di de te rmina te  V(~, to-[- 2~t) ed e(to -}- 2~t) 
a par t i re  da V(~, to-}-~t) e da e(to ~ ~l), na tura lmente  tenendo conto che ~: 

l im V(~, to -~ 2~t) ~- ¢~(to + 2~t), lim V(~, to-~ 2 ~ t ) :  W(to + 2~t). 

Ovviamente~ essendo il processo rego]are anche a l l ' i s tante  t o +  2~t, la 
funzione di ~, V(~ to-~-~/) dovrk soddisfare~ nei confronti  di e(to~-~l),  
alle stesse condizioni alle quali  soddisfa, nei confronti  di e(tob la funzione 
g(tt, to), mentre  O(to-}-2~t) e W(to-}-2~t) dovranno soddisfare alle stesse 
condizioni alle quali  soddisfano, r i spet t ivamente ,  ~P(to--}-~t) e W(to-{-~t). 
Avremo percib risolto il problema di de te rminare  delle condizioni sufficienti  
ad assicurare  la regolariti~ del fenomeno per  t > to se troveremo, ins ieme 
ad oppor tune  condizioni per  (I)(t), e W(t), t > to, delle condizioni per  V(~, to), nei 
confront i  di e(to) tali che, oltre ad assicurare  agli i s tant i  to e to + ~t la rego- 
lari th del processo, sono tali che, una  volta verificate per  V(~, to) nei confront i  
di e(to), sono pure  verificate da V(~, to-}-St) nei coilfronti di e(to + ~l). 
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Cib p remesso  p o n i a m o :  

v(~ ,  to) = Vo(~), v(~,  to + ~t) = v(~), 

e (to) = eo, e (to + ~t) = e ,  

e inol t re  : 

{4.1} D ~ t  = As, D ~ t  --- 5~ a~t =- A. 

R i c o r d a n d o  il s i s t ema  (II) poss iamo supporre ,  pe r  ~t ~ 0 e suff ic iente-  
men te  piccolo,  che la funzione  v(~) ed il valore e soddisf ino,  in forza del la  
p ropr ie th  f )  del § 3, al s i s tema"  

(Ill) 

~ v " ( ~ )  = v (~) - -  Void), 0 < ~ < e, 

~ v " ( ~ )  = v (~)  - -  Vo(~), e < ~ < ~o, 

5~v'(e - )  - -  5~v'(e  + )  = l ( e  - -  e o ) -  A(k~p~ - k~p~), 

v t0 + )  = ~ ,  v (e) = O, v (~o - - )  = qF, 

a condiz ione t h e  es is ta  uno ed un  sol va lo re  e E {0~ 1%), una  ed una  sola 
funzione  v(~), con t inua  per  ~tE(0, ~o), der ivab i le  ahneno  due  volte  per  ~t @e,  
con der ivate ,  ove esis tono,  eont imm,  che soddis fano  a ques to  s is tema.  Indi- 
che remo una  tale soluzione deI s i s t ema  (III) col s imbolo  {e, v(~t)}. 

A ques to  proposi to  suss is tono i seguent i  t eoremi  1 e 2. 

TEOREi~IA 1. - Sic~ a ( k ~ p ~ -  k~p~) > O. In, quesla ipotesi condizioue suf .  
ficiente affinchd il s is tema (III) am~netla una  ed una  sola soluzio~e t e~ v(~)} 

che sia : 

(4 3} 

I Vo (~) < 0, 

1 a Vo(~) > ~ (k~p~ - k~p~)(,~ - eo), 

I* E (0, eo) 

p, ~ {eo, p,o) 
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e the, comunque fissato ~ ~ [0, ~o], la funz ione:  

a 
(4.4) Vo(~, ~) = Vo(~) - V~ ( k ~  - ~ p ~ ) ( ~  - ~) 

cambi di segno al pii t  una  sola volla per 
la soluzione [ e, v{~t)} di ( I i I )  si ha: 

(~.5) 

e inollre, 

v(~) < 0 ,  

vI'~l > - ~  (k~p~ - -  ~ p ~ )  (~ - -  e), 

(~.6) 

~ (eo, ~o) (°). ~n tali ipolesi per 

~6(o, s), 

~ (e, ~0), 

comunque si fissi ~ C [0, ~o], la funz ione:  

a 
v(~,  ~ = v (~ t  - ~ ( k ~ p ~  - ~ p ~ ) ( ~  - ~) 

cambia dg segno al  pii~ u~a  sola volta per  ~ E (e, p.o). 

I n  m o d e  a n a l o g o  si ha  po i :  

TEOBEMA 2. - Sia  a ( k ~ p ~ -  k~p~) ~ O. In  questa ipotesi condizione 
ficiente a/finch~ il sistema t I I I )  ammet ta  una  ed una  sola soluzione 

the sia : 

Vo {~) < - -  n--~ (k,p,  - -  k~p~)(~ - -  eo), ~t E t0, eo). 

su f .  

e che comunque si fissi ~ E [0, ~to], la funz ione:  

a 

(G) Na tu ra tmen te  se ~ z 0 la p r i m a  delle (4.3) non ha luogo, cosi come non hanno luogo 
la seconda  delle (~.3) e q u e s t ' u l t i m a  condiz ione se e0 ~r~0. :Nel corse della d imos t raz iene  
t e r r e m o  eonte  di qnes te  eventual i th .  A n a l e g h e  cens ideraz ion i  debbono  fa rs i  pe r  l ' e n u n c i a t o  

del  t eo rema  2. 
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cambi di segno al pii~ una,  sola volta per ~ E (0, eo). In  tall ipotesi per la 
soluzione le, v{~)} di (III) si ha: 

a 
v(~) < - -  D~ ( k ~  - -  k~e~)(~ - -  e), ~ ~ (0, e) 

v(~) > o, ~ ( e ,  ~o), 

e inoltre, comunque si fissi ~ E [0, ~to], la funzione: 

v(~)+  ~ - ~  - 

cambia di seqno al pii~ una  sola volta per ~ E (0, e). 

Notiamo per inciso che il caso in cui ~ a ( k ~ k ~ p ~ ) - - ~ O  pub farsi 
r ientrare,  come risul terh evidente datla dimostrazione, sia nel teorema 1 che 
nel teorema 2. 

Supponiamo per un momento di avere dimostrato tall teoremi. Tall 
teoremi, oltre a dare delle eondizioni per Vo(,a) ed eo (e quindi per V(~, to) 
nei confronti  di e(to)) sufficienti ad assicurare ] 'esistenza e la unicit~t delle 
soluzioni del sistema (III) permettono di trovare immediatamente  delle 
condizioni sufficienti ad assicurare la regolarit~ del fenomeno per t~> 0. 
Infatt i  tali teoremi ci assicurano che le condizioni alle quali soddis[a Void) 
nei confronti di eo sono tali che, oltre a garant ire  che v(t~ ) ~. 0 per ~ E (0, e) 
e v (~ )~  0 per ~t E(e, ~o) (e percib garantiscono la regolarith del fenomeno 
alFis tante  lo-{-8l), si ripetono per v([~) nei confronti di e. Pereib tenuto 
eonto del ragionamento fatto all ' inizio di questo paragrafo seguono immedia- 
mente, ponendo to- -O,  e qaindi eo-----0 e %(~)-----F(t~), le r ieereate  condi- 
zioni su F(~t), (I)(t) e q/(t) sufficienti ad assieure il regolare inizio e la rego- 
larita in futuro del fenomeno. 

Precisatnente  dal teorema 1 si ha che per a ( k ~ p ~ - - k ~ ) ~ >  0 le condi- 
zioni sono : 

a 
(~.s)1 F(~) > / ) 7  (k.~. - -  k ~ )  ~, ~ ~ (0, No) 

a 
(2.9)~ ¢)(t) < O, tI;(t) > ~ ( k ~  - -  k~g~) ~o, 0 < t. 

Analogamente dal teorema 2 seguono ]e condizioni per a ( k a 9 ~ - - k ~ ) < O  
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the  sono: 

> o, E (0, 

+ < E - 

 qt)>O, O < t .  

Come si verifica immediatamente,  sia dalle (2.8)~ e (2.9h the  dalle (2.8 h 
t2.9)~, seguono la (2.8) e le (2.9) del § 2 per a ( k ~ ? ~ - - k ~ ) = O .  

Ricordando adesso le (2.6) e le (2.7), tenuto anche conto della (1.8), 
seguono le condizioni su f{x), ~(t), e ~(t). Nel caso a ( k ~  ~ k ~ ) >  0 esse 
SOIIO : 

haPa 
(1.4)~ f(x) > ~ -  x, w E(0, so), 

(1.5 h ~(t) < O, + (t) > akj~+. 0 < t, " ' k ~  8 o ,  

mentre  nel caso ia eui ~ a(k~o~--k~,o~)~0 esse sono: 

(1.4 h f(x) > a?~x, x E (0, So), 

Da queste, tenuto conto che u(~.)-~a~, seguono poi Ia (1.4) e le (1.5) 
del § 1 se a(k~?~--k~?~)~-O. 

Rifacendoci,  per comodith, alle (2.8}1, (2.9t~, (2.8)2 c (2.9h possiamo dare 
la seguente interpretazione fisica delle condizioni trovate. 

Sia da prima a(k~a--k~p~)  ~ O. Dalla terza equazione di (II) segue che 
sul fronte di avanzamento v i b  un assorbimento costante di calore per unit'~ 
di tempo e per uni~h di urea. normale  a l l ' asse  x dato da --a(k~p~--k~p~). 

Ovviamente .~ da at tendersi  che tale assorbimento venga <<pagato)> dalla 
parte ((calda>> di S e cio~ da S~ la quale dovr~ essere pereib sufficente- 
mente  calda. Ora in effetti la (2.8 h dice che inizialmente, e cio~ quando. 
helle nostre ipotesi S------S~, il gradiente termico in S deve essere ,,media- 
merited> al di sopra del rapporto tra a ( k ~ , ~ - - k ~ )  e la <( diffusiviti~ >> De; la 
seconda delle (2.9h dice poi che anche per t ~ 0 il gradiente termico in S~ 
deve manteners i  al di sopra del rapporto girl. detto. Per  la prima delle (2.9)~, 
infine, basra che in S~ ta t empera tura  sia al di sotto della tempera tura  

critica. 
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Analoghe considerazioni possono farsi per c t ( k ~ 2 ~ - - k ~ 9 ~ O .  In  tale 
caso sul fronte di avanzamento si ha l 'emissione di calore --a(k~9~--k~9~t. 

Ovviamente ~ da at tendersi  che tale emissione sia assorbita dalla parte 
(< fredda>> di S e cio~ da Sa la qaale dovr~ essere pereib suff ic ientemente 
fredda. In  effetti mentre per la (2.8)2 e la seconda delle (2.9)2 basra the  i n  
S~ la tempera tura  sia Superiore a quella critiea, dalla prima delle (2.9)2 
segue che in S~ il gradiente termico deve manteners i  << mediamente  >> supe- 
riore al rapporto tra - -  a(k~9~--k~9~) e la ~ difusivith>> D~. 

Dimostramo adesso il teorema 1, La dimostrazione del teorema 2 come 
la analisi del caso in cui a(k~9~--k~)~- - -O sono del tutto analoghe. 

Supponiamo di essere helle ipotesi di cui a l l ' enuncia to  del teorema 1 e 
proviamo da prima l 'es is tenza di almeno una soluzione {e, v(t~)} del 
sistema (III). 

Scelto comunque e~ (0, ~to), r icordando la (5.3), ta (3,4)e le [3.5), si 
soddisfa alia prima, alla seconda, alla quarta, alia quinta ed alla sesta 
equazione di (III) assumendo:  

v(~) = 

e 

o, A>_o  oxp oxp 
e oxp( )_oxp(__ 

- v ( ~ ,  o, a=), ~e(o, e), 

[7(~0, e, 5~ ) -4- W] exp ( -~ - )~ t  - -  e _ [7 (~o, e, a~) q- W] exp \( 

oxp(, 

- ~ ( a ,  e, ~ ) ,  ~C(e, ~o). 

Perci6 l 'esistenza di almeno una sohmione {e, v(~t) } di {III) sar/~ pro. 
r a t a  dimostrando che, costruita v(~t) in questa forma, esiste almeno un 
valore e E (0, ~I per  il quale resta soddisfatta la terza di (III). Da queste 

Anna~i di M a t e m a t i v a  
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ul~ime due, r ieordando la (3.3), o t ten iamo:  

&v'le - )  = V ~  

(e)] 
7(6 O, 5~) exp ~ + e x p  - - ~  - - 2 0  

(°)  exp - -  exp Vs , ,  

e i/vo, ,Ioxp ( 
0 

e ~  

a,,'(e + ) =  2 V g  
exp 

r(go, e, a~) + 
(~e=_2_e~p( >--e l" 

Va; / V~ ; 

Da queste,  tenu$o conto ehe ( I ) < 0  e W > 0 ed osservato the  

lira "((e, O, A s ) = O ,  lira y(l_~o, e, A ~ ) = O  
~ 0 ~ ~ [~0 

segue : 

l im A~v'(e - - )  - -  -k- o~, l im h~v ' (e-{-)= quant i tg  finita,  

lira A~v)e- - )  -= quantitfi  finita,  l im A~v'(e + ) - =  -}- oc. 
- - +  i t0  e - - - , -  i~o 

Da qui e dalla continuitfi, r ispet to ad e di v ' (e--)  e di v ' ( e + ) s e g u e  
l ' es is tenza  di a lmeno un valore e E (0, ito) che soddisfa alla terza equazione 
di (111). 

P r i m a  di d imost rare  l 'unieiti~ di tale soluzione anal iz iamone il compor- 
tament% dimost r iamo eiob che helle  ipotesi fatte neI teorema 1 (e, v(it)} 
soddisfa alle {4.5} e inoltre,  eomunque  si fissi ~q El0, ito], la funzione v(it,  ~ 
eambia  di segno al pifi una  sola volta per  it C (e, l'o). 

Si consideri  la funzione v(t~, ~) defini ta  dalla (4.6}. Ricordando la seconda 
di (III) e la (4.4) si ha :  

(4.7) a~v"(~, ~) = v(it, ~) - re(it, ~), h ~ (e, ito), 

dove, na tura lmente ,  le der ivate  sono fatte r ispetto a it. Ricordando poi la 
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quinta  e la sesta di (III), oltre alla seconda delle (4.2), si ha: 

(4.S) 

v(e +, ~) - D~ ( k ~ - -  k~e~)(~ - -  7) ~ 0 pe~' e ~ 7,  

0~ 
V ( ~ o - - ,  7)  = ~ - ~ ( k = ~  - k ~ , ) ( ~ .  - -  ~) > o. 

Posto infine ~ ~ -e  dalla terza di {III) segue:  

(4.9) ~=v' te - )  - a~v'(e + ,  e) = tle - -  eo). 

Distinguiamo ora il caso in cui e ~ eo dal caso eo < e. 

Sia e _~ eo. In questo caso ha cer tamente  senso la pr ima delle (4.3), 
infatti  essendo, eome abbiamo dimostrato, 0 < e < ~o, ~ eer tamente  0 < eo. 
Per  e < eo valgono per ta funzione v(tt), re lat ivamente allo intervalto (0, e), 
te proprieti~ b2) e b3) del § 3. Per  rendercene  eonto basra r ieordare la 
quar ta  e la quinta  equazione di (III) oltre alia pr ima delle (4.3). Dalla b2) 
si ha:  

(4.5)~ v (~) < o, ~ ( (o, e), 

mentre dalla b3) segue: 

v' (e - )  > o. 

Da ques t ' u l t ima  e dalla (4.9), r icordando ehe l ~ 0, e ~  eo, segue:  

(4.10) v'(e + ,  e) > O. 

Se e ~ e o  dalla (4.7), dalle (4.8) per  7 = e e dalla seconda delte @3), 
la quale ha cer tamente  senso essendo eo~---e ~ ~to, segue che la funzione 
vI~, e) gode, re la t ivamente  a t l ' in terval lo  (e, ~to), dell~ propriet~ a2) e si ha 
percib v(t~, e ) ~  0 per  tl E (e~ No). Da qui, r ieordando la (4.6), ot teniamo: 

a 
(4.5)= v(~) > ~,  (k=p~ - k ~ ) ( ~  - -  e), ~ ~ (e, ~o). 

Se poi e <C eo dalla prima del le(4.3)segue Vo(tb e ) <  0 in tutto un intorno 
destro di e eomprendente  anehe eo. Percib nelle nostre ipotesi Voile, e) 
eambia  di segno al pifi una sola volta per  t~ E (e, I~o). 
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Quindi la funzione v(~, e) gode, re la t ivamente  al l ' interval lo (e, ~o), della 
proprieth d2) come si verifica immedia tamente  ricordando anehe ]a (4.7), 
le (4.8) e la (4.10). Si ha percib v(~t, e ) ~ 0  per ~E(e, ~o). Da qui segue 
ancora la (4.5)~. 

Sia ancora e ~ e o  e dimos~riamo ch% comunque si fissi ~IE[0, ~to] , 
la funzione vtt~, ~) cambia di segno al pifi una  sola vo l t a  per  ~ E(e, tZo). Se 
~E[e,  lzo] la dimostrazione ~ immediata  r icordando la (4.5)2. Sia era 
0<:'~i d e .  In  questa  ipotesi, a causa della continuit '~ rispetto a Iz, dalle 
(4.8) segue che v(~t, "~) si annul la  almeno una volta per ~E(e, P~o). Rieor- 
dando ehe ~ ~ e e tenure ancora conto della prima delle (4.8), indiehiamo 
con I ~' il primo zero di v(~, ~) a destra d i e .  Sia cie~: 

(4.11) v(~', ~)=o,  e<v:, v(~, ~)<o,  ~E[e, ~'). 

Da qui, tenuto eonto della continuit~ di v'(~, ~) per [z E(e, i~), segue: 

(4.12) v'(y.', vi) ~ O. 

Si consideri  adesso la funzione vo(~, ~). Ricordando che 0_~'~ ~ e, e 
tenuto conto delle ipotesi fatte sulla funzione vo(fz, ~), si ha che vo{~, v/) b 
negativa ~ in tutto un interne destro d i e  comprendente  anche il valore e0 e 
percib segue, r icordando ancora le nostre ipotesi, ehe vo(fz, ~) cambia di 
segno al pifi una sola volta per [zE(e, ~o). 

Percib, tenuto conto che e ( i t ' ,  possono vericarsi  due casi. 0 si ha 
si ha Vo(~Z, v / ) ~ 0  per ~tE(~.', ~o) oppure ~ vo(l~, ~ ) ~  0 in tutto un interne 
desire di iz' e cambia di segno al pitt una sola volta per ~ E (~', ~to). 

Nel primo ease applichiamo alia funzi0ne v(p~, ~), re la t ivamente  allo 
intervallo (~z', Izo), ]a proprieti~ a2), come ~ ]ecito in forza della (4.7), della 
seconda delle (4.8) e della pr ima delle (4.tl). Da qui segue v(fz, ~ ) ~  0 per 
~E(~', ~o) e quindi, r icordando la seconda delle (4.11), segue che v([,, ~) 

cambia di segno una sola volta per ~E(e, ~o). 
Nel secondo case la fun~ione v(y.~ 0) gode, sempre re la t ivamente  allo 

intervall0 (9', ~o), della propriet~ dl) come segue dalla (4.7), dalla seconda 
delle (4.8), dalla pr ima delle (4.11) e dalta (4.12). Si ha eosl v(~, ~)~_~0 
per ~E(p(~ ~o) e percib r icordando la seconda delle (4.11)si ha di nuovo 
che v{~, ~) cambia di segno una sola vol~a per ~zE(e, ~o). 

Restano cosi dimostrate ne] case che sia e ~ e o ,  le asserite propriettt 

della funzione v(~). 
Sia infine eo ~ e. In  questo case la fuuzione v{l*, e) gode, re la t ivamente  

a! l ' iuterval lo (e, ~o), delia propriet'~ a2). Per  rendercene conto basra ricer- 
dare la (4.7), le (4.8) per ~ ~ e  oltre alla seconda delle (4.3) la quale ha 

cer tamente  sense avendosi eo ~ e ~ ~0. 
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Si ha perei6 v(~, e ) >  0 per  ~zE (e, ~o) e da qui segue aneora la (4.5)5. 
Inoltre ,  poich6 v(~, e) gode anehe, ne l l ' in te rva l lo  (e, [~0)~ della propriet~ a3), 
sar/~ v'(e q-, e ) >  0 e percib dalla  (4.9), tenuto conto che l >  0~ c o <  e, 
segue: 

(4.13) v'(e --)  > O. 

Essendo poi 0 <_ c o <  e . <  P~o, in forza della seeonda delle (4.3) 6 
vo(tL) > 0 in tutto un  intorno sinistro di e, di piil, r icordando la pr ima delle 
!4.3) se 0 < eo, VoiP.) cambia di segno al pifi una sola volta per  ~E(0~ e). 
Percib la funzione t;(~z) gode, re la t ivamente  allo . intervallo (0, e), della pro- 
prietor e2) come si verif ica immedia t amen te  r icordando la prima,  la quar ta  e la 
quin ta  equazione di (III), la pr ima delle (4.2) e la (4.13). Da qui segue 
ancora la (4.5)1. 

Infine,  ragionando in modo sostanzialmente analogo a come abbiamo 
ragionato per  il caso e<_ co, si d imostra  che anche per  eo < e la funzione 
v(~, :q), ~q E[0, lz0], eambia di segno al pi~ una sola volta per  ~E(e, ~zo). 

Siamo adesso in grado di d imostrare  ehe il sistema (III) ammet te  una  
sola soluzione {e, v(tz)}. 

Suppon iamo per  assurdo ehe il s is tema (III) ammet ta  due soluzioni 
{e~, vl(Ez){ ed le2, v~(~)} tra loro distinte.  In  questa  ipotesi 6 necessaria.  
mente  el ~ e 2 .  Se infatt i  6 e~-~--e2, dalla unicit/~ delle soluzioni della (3.1) 
soddisfacenti  atle (3.2)~ tenuto  conto che v:(tz ) soddisfa alle stesse equazioni 
alle quali  soddisfa v:(~), negli  stessi intervall i  (0, e~----e2), ( e ~  e2, tZo), ed 
alle stesse eondizioni  ai l imiti ,  segue v~(~z)~ v2(lz) e quindi  le due soluzioni 
coincidono. 

Se l e  due soluzioni sono dist inte dovr~t percib essere e~ =~ e~. 
Senza a l terare  la general i ta  possiamo supporre  che sia el ~ e2. Tenuto  

adesso conto delle propr ie th  dimostrate  sopra per  le soluzioni le, v(tt)l di 
tIII) si ha :  

(4.14) 
v l (~ )<O per  ~E(O, el), v~(~)>O per  ~E(e~, ~o), 

v2(~)~O per  ~E(O, e2), v~(~)~O per ~E(e2, ~o). 

Quindi,  essendo e~ ~ e2, avremo anche vl(e~) ~ O, v2(el) ~ .0 .  Percib la 
funzione : 

soddisfa, tenuto eonto della pr ima di (III), alla equazione:  

(4.15) A~,w"(Iz) : w(p.), ~ E (0, el) 
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ed alle condizioni: 

n, (0 + )  = O, ~v (e~ - - )  = - v~(e~) > O, 

ed alla equazione: 

(4.16) a~w"(~) = w (~), ~, ~ (e~, ~o~, 

ed alle condiziolfi: 

w(e~ + l  ---- v,(e=) > 0, w(~,o - - )  = 0. 

Quindi, tenuto conto delle (4.14) per l~intervallo (e~, e~), della propriet'~ 
a3) per l ' in terval lo (0, e~) e della proprieth b3), previo un cambiamento di 
segno, per l ' interval lo (e~, Ezo), si ha: 

(4.171 ~v(b~) > 0 per ~z E (0, b~o) 

(4.18) .w'(O -{-) > O, w'(~o --) < O. 

Dalla (4.17} si ha percib: 

(4.19) 0 <" f w t~) d~). 
0 

/= / + / + f 
0 0 Sl e2 

e percib, osservando che pub scriversi: 

avremo, tenuto conto della (4.15), della 
seconda di 

~o 

f w(~)d~ 
0 

(4.16), nonch6 della prima e della 
(HI):  

0 el el 
P'u 

es 
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Effet tuando adesso le integrazioni a secondo membro, tenendo conto 
della terza equazione di (III) della eontinuit/~ di vJ(b~) per ~ q= e, e di 
v2'{Ez} per bt 4: e~, segue:  

~v(~,)d~ = - -  a J ( O  +) + l(e~ - -  e~) + A~w'(go --). 
o 

Da qui, tenuto conto delle (4.18), che 12> 0 e che e~ < e2, segue 
infine : 

f w (v.) d~ < 0 
o 

contro la (4.19). Siamo eosi caduti  in assurdo, e poieh~ l 'assurdo proviene 
dalFavere  ammesso che esistano due soluzioni ~listinte per il sistema (III) 
segue, helle ipotesi del teorema 1, Funicit~t della soluzione {e, vt~z)t di 
(III); il teorema 1 resta cosi dimostrato. 

Mentre la dimostrazione del teorema 2 ~ del tutto analoga la analisi 
per il caso :in cui ~ a ( k ~ - - k ~ p ~ ) :  O, pur svolgendosi sulle stesse linee 
generali.  ~ molto pifi semplice. 

§ 5. - Un sis tema alle differenze associato al s istema tlI). 

Assegnata la costante positiva D e le funzioni F(i*), b~E (0, b~o), ¢( t)  e 
@'(t), t E(0, T], continue e uni formemente  limitate, noti teoremi, err. esempio 
[12], assicurano l 'esistenza e l 'unieit/L nella elasse delle funzioni continue 
e derivabili,  con derivate continue, per  t E(0, T] e per Ez6 (0, b~o), della solu- 
zione V(b~ , t) del s is tema: 

~bt 2 ~t ' 
E (0, ~],  ~ E (0, ~o), 

{IV) 

tim V{V, t) ----- Fi[~.b ~ E (0,-~o), 
t --~O 

lira V(V. , l) = ap(l), t E (0, T], 
~--*0  

lim V(bt, t)~---qf(t), t{EOt T]. 

I1 problema di determinare  tale funzione ~ stato poi largamente studiato 
dal punto di vista' costruttivo con il metodo delle differenze finite. 



64 D. QuILGI-It~I: Una analisi Fisico-Matcraatica deZ proecsso, etc. 

• l "  O~ Vedasi ad esempio, a~ache per una  abbondante blbtlo~,rafla, [4] parte  2, pp. 
88-139 e [5] pp. 419.425. 

In  part ieolare eitiamo il metodo, cosidetto implieito~ eonsistente nel 
sostituire alle equazione alle derivate parziali di (IV} la equazione alle dif- 
ferenze finite : 

(5.1) 
O UttL + A~, t + / , ~ )  - -  2 U ~ ,  t + At) + U(~ - -  ~,,, t + At) = 

At 

(efr. [4] n o 13.3, pp. 101-103). Tale metodo presenta su altri  il notevole van- 
taggio di essere eonvergente comunque si fissi il valore del rapporto 

At Cib deriva essenzialmente dal fat~o che, posto: 

m----- min [F(~), go(t), ~( t ) ] ,  M--~ max [F{~), gO(t}, ~ ( t ) ] ,  

t~(o, T], ~C (0, ~o), 

s i  h a  : 

(5.2) m<_U(~, t),<_M, t~(0, T], ~z6(0, 0:.), 

At 
q u a h n q u e  sia ~ >  0. 

Questo ratio suggerisee di sosti tuire alla equazione alle derivate parziali 
di (IV), anzieh6 t 'equazione (5.1) alle differenze finite sia nei eonfronti  di p~ 
ehe nei eonfronti  di t, l ' equazione:  

D d~v(~" t + At) = v(~,  t + At) - -  v (  tL, t) At > O, 
diL 2 At 

ai differenziali  nei eonfronti  della variabile ~x ed alle differenze finite nei 
confronti  della variabile t. Cib equivale, diviso l ' in terval lo  O, t, t6(O, T), 
in n intervatli  di ampiezza 

(5.3) ~ . . . . .  
• n 

e posto 

A = D~, go, = go(s~), q~°~ = q;(s~), s ----- t, 2 . . . . .  n, 
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ad assoeiare, sostituendolo agli effetti dei calcoli, al sistema (IV) il sistema: 

(¥) 

= - e ( o ,  

vAO + )  = O, ,  v ,(~o--)  = lF,,  s = l ,  2, ..., n, 

= (0 ,  

helle incognite funzioni vst~)-~-v(~, s~), s = 1, 2, ..., n, da r icercare  nella 
classe delle funzioni continue e derivabili, almeno due volte, con derivate 
continue, per ~ E (0; [zo). 

L 'es is tenza e l 'unic i th  della soluzione di (V), nonch6 la proprieth del 
tipo (5.2 L si dimostrano immedia tamente  ricordando i r isultat i  del § 3. 
In part ieolare basra r ieordare  quanto osservato a proposito della esistenza 
e del l 'unic i th  della soluzione del l 'equazione (3.1} soddisfacente alle (3.2} e 
tenere poi conto della propriet/~ c) conducendo il proeedimento dimostrativo 
per induzione complota. Sussiste percib il seguente 

TEOr~MA 3 - Esisle una  ed una  sola ennupla  ordinata di funz ioni  v~(y.), 
s----- 1, 2~ ..., continue e derivabili  almeno due volle, con derivata p r i m a  con. 
t inua  che soddisfano al s is tema (V). Si  ha inollre: 

N S ~..= 1, 2, ..., n. 

Non ci occupiamo qui dei problemi di convergenza del procedimento 
r imandando per questo a [4], n. 13.5, pp. 105-107, l imitandoci a dare, al ter- 
mine di questo paragrafo, un esempio, trattato numer icamente  con l 'elabo- 
ratore I .B.M. 1620 in dotazione al l ' Is t i tuto 3{atematico (<U. DI~I)> della 
Universith di Firenze, per un problema di cui /~ nora la soluzione per al t ra  
via effet tuando cosi un confronto. 

II metodo schematizzato nel sistema (V) mi sembra che presenti,  sugli 
ordinari  metodi alle differenze finite, il vantaggio c h e l a  soluzione pub 
essere faci lmente elaborata al fine di giungere ad ana  forma, la pitt conve- 
niente possibile per il ealcolo mediante un elaboratore elettronico, q u e s t o  
aspetto verrfi messo in evidenza dal l 'esempio che daremo. 

Tale metodo si presta inoltre per i problemi analoghi a quello di S~E~'ASr 
e schematizzati in un sistema del tipo (II) (~}. 

(7) A l t r i  au to r i  h a n n o  r isol to i l  p r o b l e m a  di  d e t e r m i n a r e  la  soluzione di  (IV} m e d i a n i e  
u n a  saecess ione  di  funz ion i  de l la  sola  Xx, e cio~ con u n  me todo  s imi le  a quel lo  qui  esposto  
(err. [13]t. ]gon ml  r i s u l t a  pe r6  che ta le  me todo  s ia  s tato usa te  pe r  i p rob l emi  del  t ipo di  
~TEFAN. 

Annal i  ~ Matemat i va  
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Pree i s amen te ,  diviso ancora  l ' i n t e rva l lo  
t 

piezz~ ~t ~----~ - e posto al solito (cfr. le (4.1)): 
n 

(0, t) in n in terva l l i  di am. 

it s is tema,  ana logo  a (V), da associare ,  sos t i tuendolo ~agli effet t i  dei  calcoli,  
al s i s tema (II), ~: 

a~v~"t~) = v~(~) - -  v ._ . (~ ) ,  ~ ~ (o, e~) 

a~v,"(~) = v~(~) - -  v~_~(~), ~ ~ (e~, ~.o), 

(VI) A~vj(e~ --)  - -  h~v~'(e~ +)  = l ( e ~ -  e~_~) ~ A(ka~  - -  k ~ ) ,  

v~(O~-)=(P~, v,ies)----O, v ~ ( ~ o - - ) : W ~ ,  s = l ,  2, ,.., n, 

eo -= O, Vo~) =- FIN), ~ ~ (0, ~o), 

dove 1 ~ incogni ta  b eost i tu i ta  dall '  ennup l a  ord ina t~  I e, ~ vs(fx) }, s : 1, 2, ..., n, 
del simbolo (e~, vs(~)}, err. § 4). R ieordando  i t eoremi  
( tenendo anche  conto della osservazione fa t ta  per  il easo 

(per il s ignif icato  
d imost raf i  ne l  § 4  

ple ta  : 

si ha  immed ia t amen te ,  p rocedendo  per  induzione  com. 

TEOREt~IA 4. - Se ~ : 

A ( k ~ - - k ~ ) > ~ O ,  c~ <O,  

oppure se ~: 

A ( k ~  - -  k~e~) < O, 

O~ 

6b 

F(~)  = v~(~) > o, ~ ~ (o, ~o), 

8 :  1, 2~ , . . ,  ~ 

esiste una  ed una  sola ennupla ordinata {es, %(~)}, s - - -1 ,  2, ..., n, soluzione 

~ ( o ,  ~o), 

s - ~ l ,  2, ..., n, 
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del s is tema tVI) ed ~: 

m < _ v , ( a ) < O  per aE(O, e,), O < v s ( ~ ) < - - M  per ~E(es, ~to). 

Pe r  completare Ia prova di ques t 'u l t ima parte  del teorema 4, e eio0 
delle limitazioni, basra applicare la proprieth c .  

Anehe per il easo del sistema (VI) non ci occupiamo della convergenza 
del metodo l imitandoei a dare anche qui un esempio numerieo per un pro- 
blema di cui ~ nora la soluzione, effet tuando cosi, un eonfronto. 

Diamo da prima l 'esempio relativo al l 'applicazi0ne del metodo schema- 
tizzato in (V) per il ealeolo della soluzione di (IV). 

Si consideri il seguente problema:  

i 3~z 2 ~t 

(IYh lira V{~, t)-=O, ~ > 0, 

i t~O 
lim V(~, t) --~ 1, t E(O, T). ~ 0 

, t ~ ( o ,  T), ~ > o ,  

Volendo valutare V(~, t) ad un istante l E(O, T) con il meto~[o (V) 
dovremo integrare il sistema (err. la (5.3): 

(v)~ 

~v~"(~) = v , ( ~ )  - v ~ _ ~ @ ,  

v,(O) --~ 1, vs(c~) --  O, 

V o @ = O ,  ~ > 0, 

~ .> O, 

s = l ,  2, ,.., n, 

ed assumere come soluzione approssimata la funzione v~,(~z). 

Posto : 

(5.4) z---  
V~ 

ta soluzione di (V h ~ del tipo: 

(5.5) %(z} = P,(z) exp (-- z), s = 1, 2, ..., re, 

dove Ps(z) ~ un polinomio in z di grado s - - 1  tale ehe:  

P,"(~) - 2P,'(z) + L - I ( * )  = 0, 

P,(ol = 1, 
S ~ 1, 2, ..., n, 
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da determinare  tenendo conto che Po(z; = 0. Posto:  

:I.--S 

P g z )  ~ -  ~ p . ,  ~ z ~-~ 
k, 

si ha, tenuto conto delle formule sopra scri t te:  

8 --~1, 9 re, 

1 
P+ ~ - -  2 (s - -  1) P~-~'~ s - ~  2~ 3~ ...~ n,  

1 s - - k ~ - I  
P~, k ~ 2 (s - -  k) P~-~' ~ ~- 2 P~' ~-~'  s ~ 3 ,  4, . . ,  n~ 

k ~ 2 , 3 , . . . ,  s - - 1 .  

della (5.4), v,, 

(IVh ~ : 

Come si vede, avendo a disposi~ione formule ricorrenti,  la determina- 
zione delle funzioni vs(z) ~ molto semplice mediante l 'uso di un elaboratore 
elettronico. 

Supponiamo adesso di avere determinate  v,(z) e quind% tenuto conto 

(--~=~. Poich~ (cfr . [3] ,  n. 2.5, p. 6 2 ) l a  soluzione del sistema 
k'V~/ 

c o  

= V~ exp ( -  ~ ) d ~ ,  

~47 

/ , , \  
l ' e r rore  che si commette assumendo vn(~ /~)  al posto di V(~, t )~ ,  passando 

% ¥ ~ /  

di nuovo alla variabi le  ~ con la (5.4) e tenendo conto della (5.3): 

E~(z) == v~(2Vn z) --  erfc (z). 

Nelia tavola che segue sono riportat i  i valori di erfe (z), vl(2z) = exp (--2z), 
v4(4z), vg(6z), v16(Sz) e di v~gl0z) per  z che var ia  di 0.05 in 0.05 ira 0 ed t e 
di 0.1 in 0.1 tra 1 e 3. I valori di erfc (z) sono tratti  da [3] pag. 485 e i valori 
di v , ( 2 z ) ~ - - e x p ( - - 2 z )  sono tratti  da [6] pag. 217 e seg.ti. Invece i valori 
delle altre funzioni sono stati ealcolati  diret tamente.  Avendo operato in 
preeisione sempliee abbiamo preso soltanto le prime quattro cifre delle otto 
fornite dal calcolatore e inoltre non pub neppure  dirsi che siano esatte 



D. QUILGHINI: U~ta aJ~t~lisi Fisico-Matematica del processo, eee. 69 

essendo pra t ieamente  impossibile seguire come si propagano gli error i  di 

t rocamento commessi nella esecuzione dei calcoli. In  ogni modo procederemo 
nel confronto come se esse fossero esatte. 

Osserviamo infine che sia erf (z) che vn(z) sono funzioni positive decre- 
scenti. Questa propriet~ ~ immediata  per ei'fc(z) e per v~(z) mentre  per  
v,~(z), n =  2, 3, ..., pub dedursi  faci lmente  osservando che v's"(z)---~v's(z ) -  
--v's_~(z), che v's(O-k)<O~ essendo v : (O+)~--1  e v : ( z ) < l  per  z > O ,  che 
lira v's(z)--~ O, ed applieando la propriet/~ b2) alia funzione v':(z). 

z e~Tc(z) vl(2z) v4(4z) vg(6z) v~i(Sz) v2s(lOz) 

0.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.05 0.9436 0.9048 0.9375 0.9411 0.9422 0.9427 

0.10 0.8875 0.8187 0.8756 0.8826 0.8848 0.8858 

0.15 0.8320 0.7408 0.8147 0.8248 0.8280 0.8295 

0.20 0.7772 0.6703 0.7551 0.7680 0.7722 0.7740 

0.25 0.7236 0.6065 0.6974 0.7126 0.7175 0.7198 

0.30 0.6713 0.5488 0.6418 0.6587 0.6644 0.6669 

0.35 0.6206 0.4965 0.5886 0.6068 0.6129 0.6157 

0.40 0.5716 0.4493 0.5381 0.5569. 0.5634 0.5664 

0.45 0.5245 0.4065 0.4903 0.5093 0.5160 0.5191 

0.50 0.4795 0.3678 0.4454 0.4641 0.4708 0.4739 

0.55 0.4366 0.3328 0.4035 0.4215 0.4281 0.4311 

0.60 0.3961 0.3011 0.3645 0.3814 0.3878 0.3907 

0.65 0.3579 0.2725 0.3283 0.3440 0.3500 0.3528 

0.70 0.3221 0.2465 0.2950 0.3092 0.3147 0.3173 

0.75 0.2888 (}.2231 0.2644 0.2770 0.2820 0.2844 

0.80 0.2578 0.2018 0.2365 0.2473 0.2517 0.2539 

0.85 0.2293 0.1826 0.2110 0.2201 0.2239 0.2258 

0.90 0.2030 0.1652 0.1879 0.1953 0.1985 0.2000 

0.95 0.1791 0.1495 0.1669 0.1728 0.1753 0.1766 

1.00 0.1572 0.1353 0.1480 0.1523 0.1543 0.15.53 

1.10 0.1197 0.1108 0.1157 0.1174 0.1183 0.1188 

1.20 0.0896 0.0977 0.0899 0.0895 0.0895 0.0895 

1.30 0.0659 0.0742 0.0693 0.0675 0.0668 0.0665 

1.40 0.0477 0.0608 0.0532 0.0504 0.0492 0.0487 

1.50 0.0338 0.0897 0.0405 0.0372 0.0358 0.0351 
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~' e~fO (Z) Vl(2Z ) V4(~Z) V9(~Z) V16(Sz) V25(10Z) 

1.60 0.0236 0.0407 0.0308 0.0272 0.0258 0.0250 

1.70 0.0162 0.0333 0.0232 0.0198 0.0183 0.0176 

1.80 0.0109 0.0273 0.0175 0.0142 0.0129 0.0122 

1.90 0.0072 0.0223 0.0131 0.0101 0.0089 0.0083 

2.00 0.00~6 0.0183 0.0097 0.0072 0.0061 0.0056 

2.10 0.0029 0.0149 0.0072 0.0050 0.0042 0.0037 

2.20 0.0018 0.0122 0.0053 0.0035 0.0028 0.002~ 

2.30 0.0011 0.0100 0.0039 0.002~ 0.0019 0.0016 

2A0 0.0006 0.0082 0.0029 0.0017 0.0012 0.0010 

2.50 0.0004 0.0067 0.0021 0.0011 0.0008 0.0006 

2.60 0.0002 0.0055 0.0015 0.0007 0.0005 0.000.4 

2.70 0.0001_ 0.00.45 0.0011 0.0005 0.0003 0.0002 

2.80 0.00007 0.0036 0.0008 0.0003 0.0002 0.00016 

2.90 0.00004 0.0030 0.0006 0.0002 0.0001 0.00010 

3.00 0.00002 0.0024 0.000.4 0.0001 0.00008 0.00006 

Come si pub vedere  da]la  tavola l ' a n d a m e n t o  6 molto regolare  confor- 
tando cosi, in un eerto senso, sul s ignif ica to  delle cifre r iportate ,  (cfr. erfc (2) 
e v2~(10z)). 

D a l F u l t i m a  osservazione fa t t a  e dai  valori  r ipor ta t i  ne l la  tavola per  
z~--~3, valori  che, come abbiamo detto, p rend iamo  come se fossero esatti ,  
segue per  z > 3 :  

I I < 25.10 -4, I E (z) f < 4.10 1 E�(z) ] < 2 .10 -4 

] El.(z) [ <  10 -~, J E~(z) j < 7 .10 -". 

Ef fe t tu i amo  adesso il confronto  per  0 ~ z ~ 3. 

Dallu tavola  si ha  t h e  E,~(z), n =  1, 4, 9, 16, 25, decresce  dal  valore 0 
per  z--~0 ad un  valore  min imo che ~, r i spe t t ivamente ,  de l l ' o rd ine  di 
- -  1250.i0 -~, - -  345.10 -4, - -  t55.10 -4, - -  90. t0 -~, - -  60.10 -4, ed ~ raggiunto ,  
r i spe t t ivamente ,  per  z ne l l ' in torno  di 0.35, 0.45, 0.50, 0,50, 0.50. Success ivamen te  
E,~(z) eresce a n n u l l a a d o s i  n e t l ' i n t o r n o  di 1.20 segui tando  a crescere  fino a 
r agg iuuge re  un  mass imo deli 'orcl ine,  r i spe t t ivamente ,  di 175.10 -4, 75.10 -4, 
40.10 -4 , 25.10 -4 , 15.10 -4 , per  z n e l l ' i n t o r n o  di 1.60, 1.70. 

Come si vede l ' a n d a m e n t o  de l t ' app ross imaz ione  ~ regolar i ss imo confor- 
tando qu ind i  su l la  va l id i th  del procedimento .  

Diamo adesso un esempio re la t ivo a l l ' app l i caz ione  del metodo di cui 



D. QUH~GmN*: Una o~u~lisi Fisico-Mate.matlca del proce~'so, eco. 71 

al s i s tema (VI). Si cons ider i  il s eguen te  problema. (del t ipo di S~v, FAx): 

(II)l 

tE(O,T), O<,~<e(t), 
atJ. ~ - -  at ' 

a~v(g,  t) av (g ,  t) rE(O, T), e ( t ) < g ,  
3b~ ~ ~t ' 

lira aV(bt , t) l im 3V(bt' t ) " e ( t ) ,  /E(O, T), 

e(O)=O, lim V(b~ , t)~--O, O<bb 
t--~O 

l im V(pt, t ) = - - l ,  V(e(t), t)=O, l im V(bt , t)----O, rE(O, T) 

t 
Pos to  al soti to (err. (5.3)) 8 - - - - -  il s i s tema di tipo (VI) associa to  6: 

(v I ) ,  

8v",(~,) = v~(>) - -  v,_ffI~), 0 < IJ- < e~, 

~v ' , (~)  = v,(~) - -  v~_,(g) e, < I*, 

¥~v ' , ( e , - )  - -  V~v' , (e ,+)  - e , - e~_ l  
V~ 

v~(0 + ) . =  - -  1, v,(e,) = O, v~(o¢)= O, 

eo = 0, vo(~) ---- 0, 0 < g,, 

s :  1, 2 . . . .  , n, 

Come si ver i f ic~  fac i lmente ,  posto  

(5.4) 
V 

(5.4)1 m e  s 
a ~ - -  ~ ,V s = l ,  2, ..., n, 

la soluzione {e~, v~(bt)l, s = 1, 2, ..., n, la qua le  es is te  ed 6 un ica  in forza 
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del ~eorema 4, pub seriversi nella forma: 

~t 
8 

- -  I v~_~(~) [exp (~) - -  exp 2 ( - -  d~ 
~ s  

~ s  ~ ~ s  -~- -'l- o 
exp (a~) - -  exp (--  a~) 

a 8 

1 f 
e x p ( z -  a~)-  exp(as--Z)+ ~]v~_l(~)[exp (a,--  ~)--exp(~--a,)]d~[exp(z)--exp(--z)]  

v~(z) __ o 
exp (rt~) - -  exp (--  a~) 

v~(z) = O, a.. < z ,  

2 
0 

ao = O, Vo(Z) =: O, O < z. 

exp (~ - -  z)] d~, 

0 < z < a , .  

Poichb, per il teorema 4, ~ v~(z)< 0 per 0 < z  < a ~ ,  dalla prima delle 
0.6), tenuto eonto auehe della terza, segue 0 = a o  < a~ < a~ < < a,,. 

Pere ib  si ha:  

(XS--  l 

(5.7) (a~ - -  as_~) (exp (as) - -  exp (--  a.0) = 2 - -  I v~_~(~)[exp (~) - - e x p  (--  ~)] d~. 
] 

0 

Come si vede a,~ si determina conoscendo a ,_t  e v~_~(z). Determinato 
poi a~ dalla (5.7), la seconda e la terza delle (5.6) ei permettono di valutare  

vs(z) per ogni valore di z. 
Supponiamo adesso di avere valuta~o a ,  e v,(~) e quindi, tenuto eonto 

l 

n. 11.2, I, pp. 285-287): 

e(t) = 2~,V~ 

erf ~z 

V(y, 1 ) = -  erf 1, 0 < t~ < e (t), 

v(  a, t) ---- O, e(t) < ~, 
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dove )~ ----- cost. < 0 b ta soluzione de l i ' equaz ione  : 

). 
/ i  

(5.8) 2)~ exp (k~)j  exp (--7~2)d7~ 
0 

dal la  (5.3) e da l la  (5.4) segue che eve r isul t i  

l im an_ = ), 
, ~  2 V n  

avremo pure  l im e,~ ~ e(t). Basteri~ pereib, calcolato an,  fare  i! eonfronto  

O~ n 
f ra  ---:-- e ).. 

2 ¥ n  

Dal la  (5.8) si ha :  

0 . 6 2 0 0 < ) ~ < 0 . 6 2 0 1 .  

II caleolo di a,~ per  n =  1, 2, 3, ..., 25 6 s tate  fat to med ian te  il calco- 
la tore e le t t ronico appross imando  gli in tegra l i  con il mete(to dei t rapezi  e 
con passe z = 10 -1. R ipor t i amo qui  di seguito tali  valori  p rendendo  sol tanto 
le pr ime qua t t ro  cifre dec imal i  delle otto forni te  dal calcolatore.  Essi sono, 
n e l l ' o r d i n e  per  n =  1, 2, 3, ..., 25: 

0.9320 1.4767 1.8948 2.2441 2.5490 2.8273 3.0852 

3.3212 3.5460 3.7564 3.9604 4.1498 4.3332 4.5116 

4.6928 4.8640 5.0300 5.1922 5.3516 5.5005 5.6450 

5.7874 5.9266 6.0617 6.1961. 

an In  conseguenza  si hanno  per  
2V~ 

i seguent i  valor i :  

0.4660 0.5219 0.5469 0.5610 0.57b0 0.5770 0,5829 

0.5869 0.5910 0.5939 0.5969 0.5989 0.6010 0.6029 

0.6059 0.6080 0.6100 0.6119 0.6139 0.6150 0.6159 

0.6170 0.6180 0.6187 0.6196. 

aM P u r  non  potendo ga ran t i r e  sul la  esattezza dei valori  t rovat i  per  
2 V n  

sia perehb non a b b i a m o  seguito gli errori  di t roncamento  connessi  sia, 
p r inc ipa lmente ,  perchb il metodo seguito per  va lu ta re  gli in tegra l i  ehe 
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c o m p a i o n o  n e l l a  (5.7) e n e l l a  s e e o n d a  de l l e  (5.6) ~ p o c o  p r e c i s o ,  d a l l a  ~avola  

~n 
r i p o r t a t a  si  v e d e  e h e  l ' a n d a m e n t o  di  2-Vn ~ s u f f i e i e u t e m e n t e  r e g o l a r e  in  

q u a n t o  l ' i n c r e m e n t o  t r a  u n  v a l o r e  e i l  s u c c e s s i v o  d e c r e s c e  r e g o l a r m e n t e  a l  

c r e s c e r e  d i n  c o n f o r t a n d o  eos i  s u l l a  validit '~, de i  c a l co l i .  

C o n f r o n t a n d o  po i  con  il v a l o r e  t r o v a t o  p e r  )~ s i a n o  i n d o t t i  a c r e d e r e  

n e l l a  v a l i d i t ~  de l  m e t o d o .  

P u r t r o p p o  n o n  ~ s t a t o  p o s s i b i l e  e s e g u i r e  c a l e o l i  p i l l  a c e u r a t i ,  d i m i n u e n d o  

il p a s s o  di i n t e g r a z i o n e  p e r  il c a l c o l o  d e g l i  i n t e g r a l i  s o p r a  de t t i ,  a c a u s a  

d e l l e  l i m i t a t e  c a p a c i t ~  di  m e m o r i a  d e l l ' e l a b o r a t o r e  [ .B.M.  1620. 
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