
Un teorema di unicit  per le equazioni di Navier-Stokes. 

Nora di GIOVA~NI PROD! (a Trieste). 

A ~iovanni Sansone neI sue 70,~o compleanno. 

S a n t o . .  Si d~ un teorema di unictt& per it sistema di I~AYJiER-STOKES (problvma misto)~ in 
una impostazione generatizzata. 

Le equazioni di NAriS.R--SToKEs (case tridimensionale) si scrivono nel 
seguente mode (t): 

~u-A - -  O. (2) ~xj 

+ 5  (J=1,2,3) 

Qui il vettore u, di eomponenti UJ, rappresenta la velocit~t della particella 
fluida the  si trova nel punto 0¢ (di coordinate ~¢t) alFistante t, p rappresenta 
la pressione, f la forza di massa e ~t il coeffieiente di viscosith. 

II problema ehe consideriamo ~ questo: date un insieme aperto fi di 
frontiera 1 ~, si eerca la soluzione u del sistema (1) (2), supponendo assegnata 
u in fi per t - - 0  e supponendo u(x, t ) - - 0  per xE 1 ~, t :>0.  

Non si sa ancora se, in una opportuna classe di funzioni e per una ira. 
postazione conveniente, questo problema ammetta soluzione unica (( in grande ~, 
cio~ per arbitrari valori di t. L 'argomento  ~ state oggetto di studi profondi 
da parte di J. LEI~kY [4], ai quali si sono aggiunti, negli ultimi anni, notevoli 
contributi di E. HOPF [2], KISELEV e LADI•ENSKAYA [3], J. L. LIONS [5]. Si 
conoscono, allo state attuale, teoremi di esistenza ~in g rande ,  solo per im- 
postazioni generalizzate ((~soluzioni turbolente~> secondo la denominazione di 
LERA.Y); di qui l ' importauza di teoremi di unieita the  valgano in ipotesi as- 
sai ampie. 

II presente lavoro intende portare un contribute in questo sense. I1 tee- 
rema di unicita che esporremo comprende come casi  particolari due teoremi 
di KISELEV e LADYZENSKAYA eontenuti  nel lavoro [3]. Come ~ implicito in 

(l) Abbiamo adottato la eomoda eonvenzione di sot t intendere  il  simbolo eli sommatoria  
rispetto agli  indici  r ipetut i ,  l~el seguito scriveremo anehe u v per  indicate  i l  prodotto scalare 
dei  due vettori  u e v, cioi~ l 'espressione u tv  i. Abbiamo seguito il pifi possibile le notazioni 
di J. L. IJIo~s {come nel  lavoro [5] e in  manoseri t t i  gent i lmente  fattici eonoseere dall 'A.). 
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quanto detto sopra, le ipotesi eke in t rodurremo per assicurare l 'unicit~, mal- 
grade la lore generalitiL non individuano ancora una classe per cui si conosca 
un teorema di esistenza ¢in grandee). 

I risultati  qui conte~uti  sono stati esposti (nel l ' ipotesi  ulteriore della 
limitatezza del l ' ins ieme ~) durante  un Seminario tenutosi nella pr imavera  
scorsa presso la Scuola Normale Superiore di Pisa (~). 

Indichiamo con ~2 un insieme aperto qualunque di R 3 (spazio euclideo tri- 
dimensionale), con ]: la f ront iera  di O.. 

Sia L~(Q) lo spazio delle funzioni reali, definite in Q, misurabili ,  a p - s ima  
potenza sommabile, con la norma consueta. Indichiamo con LP(Q) lo spazio 
delle funzioni vettorali, con componenti  appar tenent i  a L~(~); in L~(~) intro. 
dueiamo la norma 

fl 

essendo lu(x) l il modulo del vettore u(x). 
Per  p - - 2  questo spazio ha s t ru t tura  hilbert iana individuata dal prodotto 

scalare (u, v) - -  f u~vjdx. Scriveremo I u ] "- I u Iv = (u, u)m.  Indicheremo lo 
fi 

spazio L~(~) anche col simbolo H. 
Indichiamo con ~Y'6(!2) la varieti~ dei vettori definiti  in 2, dotati di deri- 

r a t e  prime continue, nuIli fuori di un compatto contenuto in Q, e solenoidali. 
Sia hr(~2) la chiusura  di ~)Z(~) in H. Se indichiamo con M(Q) la variet~t 

dei vettori di H che sono gradiente di un poteoziale, si riconosce facilmente 
che M(Q) e N(Q) sono ortogonali e sono varieti~ complementar i  in / t .  

Notiamo c h e l a  condizione uEN(Q) non implica che u debba annul lars i  
sulla frontiera.  Nell 'ipotesi che u abbia derivate continue in ~ U  l: e che ]? sia 
di classe 1, si vede faci lmente che at vettore u viene semplicemente imposto 

di essere, su r ,  tangente a ]?. 
Indichiamo con H~(~) lo spazio dei vettori appartenent i  ad H(~) assieme 

alle lore derivate parziali rispetto alle xj (j --  1, 2, 3); in H~(~2) int rodurremo 
una  norma definita dalla relazione 

2 is ~u  l u ].1(o) = l u  + Zj 

Anche H~(t2) ~ uno spazio di HILBER~ reale. Per  ogni coppia u, v, EHI(2), 

(-2) I1 t e s to  de l lo  r e t a z i o n i  ~ s t a t e  r a c c o l t o  i n  Rassegna di ricerche internee alle equazioni 
di Navier-Stokes ( I s t i t u t o  d i  ] ~ a t e m a t i c a  d e l l ' U n i ~ r e r s i t h  d i  T r i e s t e  - Q u a d e r n o  n.  2). 
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ser iveremo : 

f Seriveremo anehe I] U I t ' =  ((U, U)). ((u, v)) = ] ~x~ ~ .  
o 

Indichiamo con N~(~) la eh iusura  di ~L(Q) in H~(~2). La condizione 
u E hr~(~2) implica anche, in an  to r te  sense, l 'annullarsi  di u sulla front iera _P. 

Per  le considerazioni che seguiranno sari~ eomodo fare use della teoria 
delle funzioni di v ariabile reale con valori in uno spazio di BA)rACH. Per  
questa  r imandiamo al Cap. I I I  del trattato: HILLE -<<Funet ional  Analysis 
and Semi-Groups  ~>. Se B ~ uno spazio di BANACH, seriveremo uELP(0, ~; B) 
per  dire ehe u i~ funzione di t, con valori in B, a p - s i m a  potenza sommabile 
nelVintervallo 0t--I~. Lo spazio L~(O, ~:; LP(Q)) si potr~t identif ieare con 
L~(~ × (0 l--1% 

Se u, v, w ~ 2~x(12), poniamo (a): 

b g uua  forma l ineare rispetto a eiaseuno degli argomenti. Si avr~ poi 
b(u, v; w ) - - -  b(u, w, v); da eui b(u, v, v)-= O. Varr~ anehe la limitazione 

(3) tb(u, v, w) l <--']ul~,tlvlllwl~, 

Cib posto, il problema di cui ci oeeuperemo (ehe rappresenta  una tradu. 
zione in termini generalizzati del problema enunciate  sopra (~)) si pub 
esprimere cosi: 

Cercare una funzione u(t) con u 6 L ~ (0, ~; N~(~)), u 6 L'(O, ~, L'(fl)), tale 
che si abbia 

0 

= [ (f(t), v(t))dt Jr- (a, v(O)) 
0 

per ogni funzione v(t) che goda di queste proprietdt : 

a) v(t) sia continua come funzione con valori in N~(Q) (~) 

(~) Osserviamo che v E Nl(fl) implica v E H~ v E L6(fl) (cfr. la 10)). Percib ~ v E LP(~) 
per ogni p, con 2 ~ p ~ 6  (err. lemma 4). 

(4) Tralaseiamo~ per brevit~ di esaminare le relazioni the intercorrono tra la formula. 
zione data ali'inizio e quella~ generatizzata~ qui esposta. Queste relazioni sl ~rovano esami- 
nate nella Rassegna eitata in (~). 

(5) Cfr. nora (~). 
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d ,v  
b) v(t) abbia derivata prima rispelto a t tale ehe ~ E L~(0, x; N(fl)). 

e) v(t) si annulli hell'interne del valore ~. 

Nella (4) si suppone ehe fE L 2 (0, z; H(fl)) e e h e l a  funzione a(a:), espri. 
mente  i valori iniziali, appar tenga a 2V(O.). 

Pe r  giungere al teorema di unicit/~ ci oceorrono alcuni  lemmi. 

LEMMA 1. - Ad ogni funzione u(t), soluzione del problema posto nell'inler- 
vallo 0 t--1% si pub assoeiare un insieme T~ di misura uguale a • tale vhe, 
per ogni ~ E Tu e per ogni funzione v soddisfacenle alle eondizioni a) e b), si 
abbia : 

0 

-- I (f(t), v(t))dt d- (a, v(0)). 
o 

Sia infatti  Tu l ' ins ieme dei valori di t, con 0 < t < ; ,  per cui sussistono simulta- 
neamente  queste propriet'~: 

~ s  

lira 8-~ ] u(~)d~ --  u(t) (in N(.Q)), u(t) E .hrl(~)). 
! 

t 

L' ins ieme Tu ha misura uguale a ~. Preso un ~ E T~, e presa una funzione 
v(t), assoeiamo ad essa una funzione vs (essendo 8 > 0 e tale che ~ ~ 8 ~ ~) 
cosi definita 

I v(t) per 0 ~ ' t ~ _  

vs(t)-- ~-~(~-k~--t)v(~) per ~ , t ~ - -  ~ - k  

0 per ~ 2 r S ~ ' t .  

Evidentemente,  Vs soddisfa aneora alle eondizioni a) e b) imposte alle 
test-functions.  In  pith soddisfa alla c). Sostituiamo vs e v nella (4) e faeeiamo 
tendere  8 a zero. Consideriamo separa tamente  il comportamento dei vari 

termini.  Avremo : 

o o "11 

~1-~ 

o "~1 
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Pere ib  

lim --  (t), dt --  - -  u(t), -~ d~ + (u(~), v(~)) 
o 0 

Si ha poi 

f ((u(t), vs(t)))dt 
0 

= f((u(t), v(t)l)dt + ~-~ [((~(t), v ( ~ ) ) ) ( ~  + ~ - t ld~  

0 "~ 

f b(u(t), u(t), Vs(t))dt-- f b(u(t), u(t), v(t))dt + ~-~ f b(u(t), u(t), v(~))(~ + 8 - - t ) d t .  
0 0 "n 

Si vede facilmente che, in eiascuna di queste espressioni, l 'u l t imo ter- 
mine g iMinitesimo per ~--~0. Si deduce immediatamente la valldit~ della (5). 

L]~M~IA 2. - Siano u, u' due soluzioni del problema, relative ai medesimi 
dati. Allora, posto w - "  u ' - - u ,  si ha, per quasi tutti i valori di ~ in 0 I--I .:: 

2 w;~) + ~ jj w(t)II d r - -  b(w, w, u)dt = O. 
0 0 

Infatti ,  preso ~ E T~'N T~,, scritta la (5) per  u e per  u', facendo la differenza 
membro a membro, si o t t iene;  

"n 

(7) (w(~), v(~)) + --(w(t), -dt + ~((w(t), v(t))) + b(w, u, v ) +  b(u, w, v )+  
\ 

0 

+ b(w, w, v) I dt -7- O. 

Definiamo era una funzione w*(t) su tutto l ' asse  reale ponendo 

w(t) - -  n,(~)rt-~t per  0 --<' t --< 

0 altrove. 

Indichiamo p~)i con J~ un operatore di regol~rizzazione eosi def ini to:  

-t-ce if 4g#,) = ~ K g@d~ 

essendo / /  nna funziene non negativa, pari, indefini tamente derivabile, nulla 

fueri  di un intervallo limitato e tale ehe fK(~.)d~-- 1. Se una funzione g(t) 
--OO 

definita in un intervallo ~ i - -~  eontenente nel sue inferno l ' intervallo 0 ~--t % 
con valori in uno sp.~zio di B a x a e H  B, ~ tale ehe gEL~(e ,  6; B), allora Ia 



178 G. PRODI: Un teorema di univit~ per le equazioni di Navier.Stokes 

funzione J~g, al tendere  di ~ a zero, converge verso g in Lr(0, x; B). L'ope- 
ra tore  j2 ha, come ~ facile constatare,  una  analoga rappresentazione e, 
quindi,  come operatoro di approssimazione, ha analoghe proprietY. 

Poniamo era nella (7) v(t) = v~(t) = n~)~-It + J~'w*(t). Si constata faeil- 
mente  t he  v~ soddisfa alle condizioni a) e b) imposte alle ~ test functions , .  
Facciamo tendere  ~ a zero. Studiamo dappr ima il eomportamento dell 'espres- 

sione (w(~), v~(~) ) -  (t), dr/dr. Questa si pub scrivere 
o 

(w(~), w(~) -~ J~'w'b?)) - f (w(~)~-lt + w*(t), w(~)~-I + d J~'w*(t))dt-- 
0 

-- , w(~) ]' + (w(~), J~'w*e~)) -- ] w(~) J '~- ' / tdt  --  / (w(~?)~-lt, ~ J~'w*(t)) dt - 
o o 

d j2w,(t) ) dt -- -- ] (w*(t), w(~ ~-l)dt - f (w*(t), dt " 
o 0 

= ~IN~)I '+(ro~) ,  4'w*(,~))-- (ro(~)~-~t, 4~v*(~)) ~=o + J/~.*(t)- ~*(t), ~v(,~),~-~)dt-- 
o 

"n 

o 

"n "n 

0 o 

I1 secondo termine i~ infinitesimo per e--~ 0. Consideriamo l 'u l t imo termine. 
Si ha : 

d Jo~w,(t))dt.= f(w,(t),  d ((w*(t), d J~w*(t))dt-- / (w*(t), -~ . ~ J~'w*(t))dt -- J~-dt 
0 ~ --~ 

÷~ 

= J.w*(t), )-t 4w*(t) dt = O. 
--OD 

Passiamo era  agli altri termini  che compaiono nella (7) sotto il segno di 
integrale.  Poich~, per ~--* 0, v~ converge verso w sia in L~(0, ~; /V1(~2)) che 
in L4(0. x; L4(~2)), si pub passare al limite sostituendo a v~ w. Tenendo pre- 
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sente che, quasi ovunque in 01--I.:, si ha b(u, w, w ) = 0 ,  b(w, w, w)=O,  
b(w, u, w ) - - -  b(w, w, u), si ottiene subito la (6). 

OSSERVAZIO~E.- Dalla (6) si ricava, in particolare, wE L~(0, "c; N(Q)). 

I1 seguente lemma ha per oggetto una diseguaglianza che r ieni ra  in 
una pif:~ generale data da ~IRENBERG: (Comunicata al Oongresso dei Matema- 
tici di Edinburgo, t958). La dimostrazione che ora diamo ~ una immediata  
conseguenza di un lemma di E. GAeLIAI~DO [1]. 

L E ~  3 - S i a  ~ ur~ insieme aperto tridimensionale qualunque. Sia 
~(~) lo spazio delle funzioni indefinitamente derivabili e nulle fuori di un 
compatto contenuto in Q. Vale allora, per ogni ~ ~ ~(~), la maggiorazione 

(8) f lc~i~dx~23i[[~_~ La/~(fl) " 

fl 

Poniamo w~(x2, ocs)-- max [ ¢~(a~) [ analogamente definiamo w2 e wa. 
- - o o < x ~ < + o o  

~1 -l-OO 

= 2 m a x  ~ ~¢~ dx~ percib f w~l -~<2 ~1 ~ dx~. Si avr~t w i . . . . .  , 
- - o o < x ~ < + c o  ~X:L 

~d;O --(20 

Da questa si r icava:  

(9) ff l vlt2dx dx <2 f i lJ 
- - c ~ < : x 2 < + c o  L) 
- - o o < x a < : + o o  

Si verifica poi facilmente la diseguaglianza 

fl f l  

f l  ,r), 

Da questa utilizzando la (9) e le analoghe, si ha 

da cui 

fl fl 

Elevando al quadrato membro a membro, si ottiene subito la (8). 
Noi utilizzeremo la (8) in questo modo. Sostituiamo nella (8)uS a ~, 

essendo u E~)(~2). Abbiamo, tenendo presente che i numer i  4 e 4/3 sono 
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esponent i  eoniugat i  : 

Da ques ta  si ot t iene 

e, infine 

(lO) 
4 

)u  ).(o) <_ : ~  )l u i). 
V~ 

Nel easo di un  dominio limitato, questa  maggiorazione si deduce  daI noto 
teorema di SOBO;~EV-II' IN. Era impor tan te  per  noi es tenderne  la validitSt al 
caso di un  ins ieme aperto qualsiasi .  

L~MMA 4. - S i a  u u n a  funz ione  vettoriale tale ~he u E L~(Q), u E L~(o). 

(1 ~ ~ < ~). Allora,  per  ogni  q tale the a ~-- q ~-- ~, 8i ha u E Lq(Q) e 

a(~-~) ~(q-~) 

(11) [u [Lq(o) < I u q(~-~)] u ILRo) q(~-a) 
- -  L a ( f l )  

Infat t i ,  siano m, n numer i  positivi tali t he  m + n - - q  e siano 8, 8' due 
esponent i  eoniugati .  Si avr~ 

Imponendo  che sia ms  = a, ns' - -  ~ si ot t iene immedia tamente  la dimos~razione 
della  sommabi l i tk  di lu(x)I  q e la ver if iea della  (11). 

LEM~[A 5. - S i a  u E L~(Q) con p ~, 3 e s ia  w E N'(~)  ; vale al lora la l imi taz ione  

2_2_p 
p--a j~ 

(12) J b(w, w, u)]~-- t~ I1" I1 ~ + c l u la<o) I w 

essendo ~ u n a  ooslante d ipendente  solo da  Q, p,  ~. Questa d i seguagl ianza  vale 
anvhe, con ovvia interpretazione di  simboli, nel  oaso p - -  + c~. 

Preso u n / o ~ 3 ,  sia q il numero  tale e h e l  + 1  1 ~ = ~ .  Si avr~, evidente- 

mente,  2 ~ q ~ 6. Sari~ 

f l t b(w, w, u) l ~- w, ~ u~ dx ~ [ w(x) l \ ~=d / l u(x) [ d$ ~- 
fl 

< l u tL~<o>(~ IL~<.)II ~V 11 <-- tl ~ lI' + ~ I U FL~(o)I w t~5'<.>. 
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Applichiamo ora aWult imo termine la 
utilizziamo la (10) 

1 
(13) I b(w, w, u)] _< -~ [[ w [[2 _}_ ~ [ 

6 - - q  q - -2  

(11) facendo ~ -~ 2, ~ = 6, quindi 

6 - - q  a q - 2  

ui~,~<o) l w t y I w l  ~ < L~(O) 

essendo c* una costante. Teneudo presente che 6- -q_{_  3 q _ _ - - 2 =  1, 
2q 2q 

pub scrivere 

si 

4q 
2 6 - - q  - -  

~*l~  t~<,~)1 ~v 1~-  II ~v t l ~  <_ ~ il ~v tl ~ + ~ [u I~(~> t ~ t ~ 

essendo c una nuova costante ~lipendente solo da ~, p, ~. Sostituendo questa 

4q 2p si ottiene subito la (12). nella (13) e tenendo presente che 6 - -  q --  p - -  3 

La stessa dimostrazione si applica, con ovvie interpretazioni di simboli, 
al caso p = -~ oo. 

Siamo ora in grado 4i dimostrare il teorema di uniciti~. 

TEOREMA. - Vna funzione u, soluzione del problema posto, ~ unica se 
soddisf  a all' uiteriore condizione 

2p 

u C Lp---~ (0, ~; L~(!~)) 

per un  conveniente valore di p, con 3 ~ p <_ ~ ~ .  
Infat t i  detta u' una seconda soluzione e posto, come prima, w = u ' - - u  

dalla (6) e dalla (12) si ottiene, per q ~asi tutti  i valori di ~q in 0 I--J z, 

"0 2p 

l [2 ] ' lu(t  ) p-_-~ I w(~) <:c tLr(~) [ w(t) i2dt. 
] 
o 

Tenuto conto della sommabilith di ]u(t) !L~(a)P--~ si ottiene immediatamente  
w(~) - -  0 quasi ovunque. 

OSSERVAZIO~E. - Facendo, in particolare, p = 4 si ha la condizione 
u E Ls(O, ~; L'(~)), mentre,  nell ' impostazione del problema, avevamo ammesso 
soltanto u E L~(0, ~:; L4(~2)). 
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