
I fondamenti  della geometria numerativa. 

Memor ia  di FRANOESCC) SEVERI (a Roma). 

Nel quarantesimo anniversario della mia attivitk scientifica (*). 

Sunto .  - Costruzione dei fonda~nenti della geometria ~ume.rativa (compute delle costanti, 
conservazione del numero, calcolo simbolico, pri~*cipio generalizzato di t)LiiCKER-CLEBSCIt) 
dal punto di vista delle teorie (dovute all' Autore), che hanno fatto progredire e rinnovato 
tanta parte della moderna geometria algebrica (teoria della base, variet4 virtuali, sistemi 
d'equivalenza, teoria generale delle corrispondenze). Teorema d'esistenza delIe caratteri. 
stiche delle condizioni pure di data dimensione imposteagli elementi d' una variet& alge. 
brica, anche in presenza di elementi degeneri. Applicazioni (teoria delle caratteristiche 
inerev~ ti a spazi lineari, risoluzione generale del problema delle caratteristiche per le coniche 
d 'un piano, base e modello minimo della variet& degli elementi lineari del piano) q~). 

Pifl volte mi sono occupato dei fondamenti  della geometria numerat iva (~). 

Vi ritorno oggi, perch6 la teoria dei sistemi d 'equivalenza,  l 'uso sistematico 

del concetto di variet~ virtuali, 21a risoluzione del problem a generale della 

base e la teoria geometrieo-fun~ionale delle eorrisponden~ G vanno sempre 

pifl elevando le questioni numerat ive dal modesto range di determinazioni 

del numero delle soluzioni di questo o di quel problema ~determinazioni che 

tuttavia originarono in pifl d ' un  case progressi sostanziali e conce t tua l i ) a  

quello dei rapporti  funzionali e topoIogiei. 

E vi ritorno anche perch6 mi pare necessario di lumeggiare un 'a l t ra  

volta il valore definitive e rigoroso de i  metodi della geometria italiana. Che 

la geometria algebrica sia altresi veduta dal punto di vista del l ' a lgebra  mo- 

derna - -  come fa per esempio VA~ DEn WAERDEiN nei suoi interessanti  

lavori - -  6 indubbiamente  un bene per l ' a lgebra  e per la geometria. E c '6 

da augurarsi  ehe i mezzi penetranti  della << Moderne Algebra >> siano presto 

{*) I1 mio p r imo  lavoro  6 s ta te  pubb l ica to  negl i  ,~ A t t i  de l la  1~. A c e a d e m i a  delle Se ienze  
di Tor ino  ~> (vol. X X X V ,  pag.  774) il 27 magg ie  1900. V e r a m e n t e  i0 a v e v o  gi~ fat to  s t a m p a r e  
f in dal 1898 m e n t r e  ere s t uden t e  presso  u n a  t i pogra f i a  della mia  n a t i v a  Arezzo,  u n a  no t i e ina  
s u l l ' e s t e n s i o n e  dei t eo remi  di PASCAL e di ]3RIA:NCttOb!. ~Ton sapevo  a l lora  che l ' e s t e n s i o n e  
e ra  nota.  

(t) L a  t r a t t az ione  qui  esposta  ha  forni to  ma te r i a  ad  u n a  pa r t e  del  mio corse di A l t a  
G-eometria (1939-40) presso  il  l~eale I s t i tu to  ~ a z i o n a l e  di A l t a  Matemat iea .  

(~) SEVERI~ a) Sul principle della conse~wazione del numero (~ Rend .  del  Circ. Mat.  di  
P a l e r m o  ~,, 33 {1,912}, pp. 313-327); b) Sui fondamenti della geometria numerativa e sulla teoria 
delle caratteristiche (<< At t i  del R. I s t i t u to  V e n e t o  di Scienz% L e t t e r e  ed A r t i  ,~. 75 (1916), 
pp. ~122-1t62);  c) Ueber die Grnndlagen der algebraischen Geometric (,~ A b h a n d l u n g e n  aus 
dem Math .  S e m i n a r  de r  H a m b u r g i s e h e n  Univers i t i i¢  ~, 9 (1933), lop. 335-364). 
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usati p e r  at taccare problemi essenzialmente nuovi, piuttosto ehe per rico- 

struire soltanto risultati  gih scoperti per via geometrica. 
Ma eomunque,  non bisogna che queste ricostruzioni siano presentate in 

modo da lasciar credere che quanto si 5 fatto con i metodi italiani non sia 

aequisito definit ivamente e con egni preeisione. 
Lo spirito sintetieo-funzionale,  che ha dominato le nostre rieerche, ei ha 

permesso di sormontare d'ifficolt~ ehe i metodi puramente  algebrici potranno 
superare pifi faeilmente,  sebbene con minor snellezza, ora che l 'orizzonte 

conoseiuto e rischiarato in tante direzioni. E cib sara cagione di progresso di 

ciascuno dei campi cosl ravvieinati.  Non e'~ perb motivo di laseiare in ombra 

i lavori preoedenti,  quando si presentano i risnltati  d ' u n a  ricostruzione che 
tocca per ora pifi ehe altro i metodi e non la sostanza in quelli elaborata. 

Gih mostrai a titolo di esempio (nella Memoria di Amburgo) come si 
possano eonseguire tutte le preeisazioni desiderabili  nei concerti di interse- 

zioni di varieth, restando nelFambito concettuale della geometria i tal iana;  e 

rieordai allora c h e l a  p r ima  dimostrazione del prineipio della eonservazione 
del numero (offrente condizioni neeessarie e suffieienti per la validit~ del 

prineipio e del ealcolo simbolico della geometria numera t iva)~  quella da me 

data nel i912 (~). 
Or io desidero di r iunire nella presente Memoria quel che, dal nostro 

punto di vista, si pub oggi dire di definitivo sui fondamenti  della geometria 
numerat iva  e dimostrare quale generalith, semplicith e potenza di mezzi 
eonferiscano a questo ramo di geometria i concer t i  e le teorie r ieorda t i  in 

prineipio. Ho dovuto far precedere aleuni richiami di nozioni ehe he avuto 

oceasione altre volte d ' in t rodur re  e di Sviluppare con seopi diversi (interse- 
zioni e varieth vir tuali ;  teoria della base; eondizioni irridueibili  e pure;  con- 
servazione del numero e suo aspetto funzionale;  eec.). Era neeessario che 

tutto ei6 fosse presente qui, non soltanto per agevo[are la let tura della )Ie- 
moria, ma perch~ oeeorreva rielaborare ed ampliare argomenti  in apparenza 

disparati, onde farli  convergere verso 1o scopo unitario ehe m ' e r e  prefisso. 

(i) Ne l l a  eitata Memor ia  di A m b u r g o  questa  dimostrazione fu r ipe tu ta  alla luee delle 
aecennate  precisazioni ,  le quali  erano il  sottinteso e lementare  ed ovv io  d ' ogn i  deduzione,  per  
chiunqtte conoscesse a fondo la nostra  geomet r ia :  sottinteso che, ad ogni modo, sarebbe stato 
posto in ev idenza  quando avessimo avuto  oecasione di esporre t ra t ta t is t icamente  la materia.  
~Non mi sembra  percib giusto che non si r icordi  adegua tamente  l ' ope ra  degli  i taliani,  che 
pifi hanno contr ibui to ai modern i  progress i  del la  geomet r ia  algebriea,  allorch~ di questa  si 
espongono metodicamente  i concetti  e le teorie  fondamental i ,  come ha fatto il  prof. VA~ 
DER WAERDEN nel suo bel  t ra t ta to :  Einf~hrung in die algebraische Geometric (Berlin, 
Spring(~r 1939), ehe d'  a l t ronde  si r a v v i e i n a  di pitt ai metodi  del la  scuola i tal iana,  ehe non 

a que l l i  de l la  <( Moderne  Algebra  >>. 
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]~ naturale  che tale rielaborazione getti nuova luce in pifi d 'uno  degli 
argomenti  considerati.  Si vegga ad esempio come restino precisati  i carat teri  
distintivi delle condizioni variabili rispetto alle condizioni fisse; quale gene- 
ralith s 'o t tenga considerando vir tualmente le partieolarizzazioni d ' u n a  Con- 

dizione variabile; come i concetti di variet/~ virtuali  consentano di fondare 

il calcolo simbolico su basi rigorose ed in tutto determinate;  quale estensione 

i concetti stessi conferiscano alla nozione di soluzioni degeneri  ed al criterio 

di PL~CX:ER-CLE:BSCH~ inteso in una accezione generale, che non era stata 
prima conseguita. 

3Ia dove gli argomenti  rielaborati, e speeialmente la teoria della base, 
portano il contributo pifi profondamente costruttivo~ i5 nello studio delle 
condizioni caratteristiche, il quale riceve uno sviluppo e un inquadramenio,  

che sostituiscono una teoria organica a poche slegate e f rammentar ie  cono- 
scenze, 

La determinazione delle condizioni caratterist iche d ' un  dato modulo di 

condizioni algebriche pure (quando nella varieth ambiente non vi sono ele- 
menti  degeneri) equivale alla risoluzione del problema della base per le 

variet/~ algebriche pure di dimensione data, immerse in una variet~t algebrica 
ambiente. D 'a l t ra  parte il problema stesso equivale (n. 30) alla r icerca di un 
teorema di BEZOUT nella variet~t amb~ente od anche (n. 31) alia determinazione 
di an  prineipio generale di corrispondenza sulla variet/~ stessa. 

I1 ravvicinamento di fatti e di concerti a priori lontani gli uni dagli 
altri, mostra l 'ampiezza del punto di vista dal quale le questioni in esame 
vengono considerate. 

L 'applicazione al problema delle carat terist iche per le condizioni alge. 
briche pure imposte agli Sh di un dato S, ,  i l lumina chiaramente  qualche 
pifi risposta eircostanza generale e porge un elegante ed esauriente sviluppo 
del problema. 

Ben pifi complessa b la trattazione delle caratterist iche per condizioni 
imposte ad eiementi  di una varieth, in presenza di soluzioni, che si consi- 
derino~ sotto qualche aspetto, degeneri. L~analisi di tal problema richiede un 
approfondimento di alcune propriet/~ della base (n. 34 e segg.}. Si trat ta di 
dimostrare l 'esistenza della base pel modulo delle variet/~ (pure) di data di- 

mensione della variet~ ambient% ctle hanno assegnati comportamenti  rispetto 

ad una o pig variet~t complete di degenerazione. Si perviene cosi ad un teo- 

rema d 'esistenza delle carat terist iche anche nel caso di elementi  degeneri :  e 
si vede altresi come la determinazione delle caratterist iche sia relativa alia 

scelta delle variet/~ complete di degenerazione ed al comportamento rispctto 

a queste delle condizioni (di data dimensione) che si considerano. Sicch~ il 
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numero delle carat terist iche potrebbe farsi erescere ad arbitrio particolariz- 

zando sempre di pifi questo comportamento. 

L 'appl icaz ione  della teoria generale, in tal guisa ottenuta, alle caratteri.  

stiche delle coniehe nel piano, conduce per  la prima volta alia risoluzione 

completa del eorr ispondente problema per le condizioni delle varie possibili 

dimensioni. L' analisi occorrente ~ ampia e delicata, sia dal punto di vista 

algebrico-geometribo,  come da quelio infinitesimale. 
Gi~t nella mia Memoria eitatu del 1916 avevo stabilito r igorosamente 

il bel risultato di HALPREN eircoscrivente la validit~ (in relaziene alle co- 

niche complete degeneri  di 3 a speeiel delle car~tterist iehe ~, ,~ di C~ASL~S. 

V)~N DER WAEI~DEN ha ritrovato le cara~teristiche tb v (*), con argomenta- 

zioni non sostanzialmente dissimili dalle mie e (senza preoccuparsi  della preei- 

sazione di HALPHEN) ha considerato la questione come definit ivamente chiusa. 

3Ia cosi non 6, a cagione appunto della relati~ith delle caratteristiche, in re la -  

zione alle soluzioni degeneri.  I1 punto di vista al quale il VA~ ~ DEn WAERDE~ 

si limi~a 6 infatti, nella sostanza, quello di cercare la b a s e  delle variet'~ 

algebriche pure a quattro dimensioni ('~) entro la varieth M 5 a cinque dimen- 

sioni delle coniche complete. Perb la questione non testa  esaurita, perchb il 
caleolo simbolico the  ne consegue non 6 appli.cabi[e alle condizioni semplici 

soddisfatte dalle cxJ coniche complete degeneri di 3 a specie (non 6 dunque 

applicabile per  es. alle condizioni di superoseulazione). Si tratta, per  com- 

prendere queste condizioni, di cercar la base delle varieth a 4 dimensioni 

di M~, che passano per la varieth H:/ delle coniche degeneri  di 3 a specie 

(e fra le quali  son ineluse, in particolare, anche quelle che non passan per H'). 

Cosi trovasi (n. 52) che, per comprender  le condizioni cui si allude, occorron 

non pi~ due, ma tre carat terist iehe indipendenti .  
I1 problema, naturalmente,  si eleva e presenta pih gravi difficolth in 

relazione a condizioni di maggior dimensione. 
Voglio, in ultimo por te  in rilievo, tra i risultati  che ottengo in via sus- 

sidiaria, quello che concerne la costruzione del modello proiettivo minimo 

della varieth degli elementi lineari del piano, la quale si presenta come va- 

rieti~ H '  delle coniche degeneri di 3 a specie. Anche qui si tratta della eostru- 

zione della base su tale variet'~. 

(~) . M a t h .  A n n a l e n  *~ Bd .  115 (1938)~ pp.  6~5-655. I v i  l a  m i a  M e m o r l a  de l  1916 n o ~  
c i ta ta .  I 2 A .  d i m o s t r a  a n c h e  la f o r m u l a  di  CREi~fONA p e r  le cond iz ion i  d o p p i e  (che no i  r i t r o v e r e m o  
a n o s t r a  volta}, m a  la c o n s i d e r a  da l  p u n t o  di v i s t a  r i s t r e t t o  cui sot to  si a ccen n a .  

(2) 0 de l l e  varietSt  a 3 d i m e n s i o n i ,  se  t r a t t a s i  d i  c a r a t t e r i s t i c h e  dolopie. 
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R i e h i a m o  d i  a l c u n e  n o z i o n i  s u l l e  i n t e r s e z i o n i  d e l l e  v a r i e t / ~  

e s u l l e  v a r i e t h  v i r t u a l i .  

I. Ricordiamo in primo h o g o  come si consegua rigorosamente il concetto 

di molteplicit~t di intersezione in un punto P comune a due variet~t pure (cio~ 

composte di pat t i  di ugual dimensione) Vh, W,. ~ immerse in una variet'A 

algebrica ambiente M,., irriducibile e privet di punti  ~ult ipl i  (~). Si dir/{ anzi- 

tutto che P ~ an'intersezione semplice di V, W se P ~ semplice per ambedue 

le varieth e queste non hanno in P alcnna tangente eomnne. Cib posto, sia P 

un ' intersezione isolata qualunque delle V, W. Si pub allora costruire (in 

infiniti modi) entre M,. una varieth pura Vk', non passante per P~ tale c h e l a  

varie~t H---- V + V' individui in M,  un sistema algebrico infinite, siffatto che 

la variet~ generica ~r, in esso prossima ad H, incontri W, hel l ' in terne  di P, 

in un numero finite i d' in tersezioni sempliei. I1 numero i 6 indipendente dalla 

scelta della f~', sotto le condizioni poste;  d~d mode come H tende ad H ;  e 

inoltre non muta se, nel definirlo, si scambia l 'uff icio delle due varietY. Esso 

chiamasi la molteplicit&- d' intersezione di V, W in P. Per  un ' intersezione sem- 
plice 6 i ~ - 1 .  

Proiet tando genericamente V, W helle V (°), W (°), di un S,., e indicata 

eon P ( ° ) l a  proiezione di P~ nn piccolo spostamento generico di una o di 

ambedue le variet/~ V ('), W ('), helle famigl ie  cni appantengono, sostituisee, 

al i ' intersezione P<">, i intersezioni sempliei vieinissime a P(°), delle V (°), W '°~ 

variate. Questa circostanza lumeggia il signifieato infinitesimale di molteplicith 

d ' intersezione, perch6 in S,. il punto P(") assorbe i intersezioni semplici delle 

variet/~, di cui V (°), W (') son p0sizioni limiti, e perch~ la 'proiezione generica 

fatta pone una corrispondenza biunivoca fra l ' in torno di P in/}/ ,  e l ' intorno 
di P'> in S,.. 

I1 significato infinitesimale della molteplicittt d ' intersezione i delle V, W 

in P ~ chiarito anche da cib, the  se V i W son suscettibili  di variazione con- 

t inua entre M, e V~ W sono generiche varieth vicinissime alle posizioni iniziali 

di V~ W (non escludendo che una delle V, W possa addir i t tura coincidere 

con 1' originaria posizione), le V, W s ' incontrano in un numero finite di punti  

(~) Ved. la mia Memorla c) citata. Ved. pure le mie Lezioni sulle Serie, sistemi d'equi. 
valenza e corrispondenze algebriche su[le varlet4 algebriche (raccolte da 1~. CONFORTO ed 
E. MART~S3LLI; <( Pnbblieazioni dell'Istitttto Mat. della B.. Universith di Roma ~ i938 e 
segg.), p. 8. 
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P, ,  P , ,  .... vieinissimi a P e le r ispett ive moltepliciti~ d ' intersezione i~, i2,... 

in essi soddisfanno alla relazione i~ + i 2 + . . . - - i .  

Pertanto,  se V, W hanno un numero fiuito di intersezioni, una  variazione 

abbastanza piccola delle due variet~ lascia immutato il numero delle intersezioni, 

purch~ ognuna si eortti con la molteplicit4 che le ~ propria. 

Questo ~ il fondamento essenziale e rigoroso del principio della conser- 

vazione del numero, di eui ci oceuperemo pifl tardi. 
Ne segue anzi di pih ehe in una variazione abbastanza piccola delle V, W, 

anche quando queste hanno originariamente in comune certe intersezioni 

isolate (in numero finito) e certe varieth di dimensione ~> 0 (pure in numero 

finito) (~), il numero delle i,ntersezioni isolate, a distanza non infinitesima delle 

variet~ di dimensione ~ 0 comuni a V, W, si vonserva immutato  (valutando 

ciascuna con la sua molteplicit~). 0sservazione importante per ampliar  (come 

vedremo) la portata della conservazione del numero. 

2. Ricordiamo in secondo luogo il concerto di variet~ virtuali  (~. Una va- 
rieth algebrica irridueibile V entro una variet~ ambiente irriducibile M (priva 

di punti  multipli), pub esser associata al segno + o al segno - - .  Topologiea- 
mente (in modo suggestivo e concrete, ma non indispensabile pel nostro con- 

certo) questo eorrisponde a fissare un 'or ientazione della varieth ambiente (la 

eui r iemanniana ~ appunto una varieth orientabile) e una legge di orientazione 

di tutte le varieth irriducibili  d i  data dimensione k, eontenute in 2//. Ci6 

possibile. Le varieth" orientate con quella legge s-i assumeranno positive; quelle 

orientate in modo opposto, negative. Una  eircolazione continua d i u n a  V, entre 

ad un sistema algebrico di variet~ analoghe cui essa appartenga in M, non 

altera 17orientazione prefissata di V. 
Una variet~ virtuale (pura) ~ una somma algebrica di varie~it irriducibili  di 

dimensione k, positive (cio~ effettive) e di varieth irriducibili  negative della stessa 

dimensione;  ciob, in ul t ima analisi, ~ la differenza di due variet~t effettive. 

Due varieti~ virtuali  V ~- A - -  B, V' ~ C ~ D (A, B, C, D varieth effett ive 

di dimensione k) si dieono algebricamente equivalenti e si scrive: 

V ~  V' 

se  : 
A + D-~--B + C, 

(i} Le  qual i  variet ,~ t e n g o n  luogo, in  u n  certo senso,  di u n  grulopO di un  n u m e r o  f ini to 
d ' i n t e r s e z i o n i  i so la te :  Ueber die Gru~dlagen der Algebraischen Geometric, {citata). p. 352~ 

:Bemerkung  I .  
(2} Ved.  le mie  Lez ion i  citate,  p. 9 e segg. 
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ossia se A + D, B q - C  son varieth totali dello stesso sistema algebrico irri- 

ducibile o connesso, per guisa che si pub passare da l l ' una  al l 'a l t ra  con con- 

tinuith. La relazione ~ essendo rif]essiva, s immetrica e transitiva, le varieti~ 

virtuali forman un eorpo ehiuso rispetto all'ecLuivalenza algebriea ed aHe 

operazioni di somma e di sottrazione. Dalla somma deriva poi la nozione di 

multiplo kV di V, con ). intero positivo o negativo: trattasi della somma di [)~1 

varieti~ coineidenti con V, prese col loro segno o col segno opposto, secondo 
ehe ), 6 positivo o negativo. 

Nel seguito considereremo sempre (salvo esplicito avviso contrario) varietd 
pure, effettive o virtuali. 

Se V, V' son due tall variettt, di dimensione k, algebricamente equiva- 

lenti~ la varieth V - - V '  6 lo zero di dimensione k dell'equivalenza algebrica. 
Tutto eib si pub ripetere, mutatis  mutandis,  nei r iguardi  deWequivalenza 

razionale fra variet~ di dimensione k. Le V ~ A - -  B~ V' = C - - D  sono equi- 
valenti (si sott intende razionalmente) e si scrive V ~ V', se A + D --~ B + C, ossia 

se A + D, B q - C  son variet~ totali d ' u n  sistema d 'equivalenza (irriducibile 

o connesso). Lo zero di dimensione k dell' equivalenza razionale 6 la differen~a 
di due varieta virtuali  equivalenti.  

3. Siano infine in M,. (irridueibile, priva di punti multipli) due varietfi 

effettive irriducibili V~,, Wk di dimensioni h, k e sia h + k ~ r .  Si verifica 

allora facilmente (o per via algebrica, con la teoria dell 'e l iminazione o pe~' 

via analitiea, col teorema di esistenza delle funzioni implicite di pifl variabili) 

ehe ogni punto P comune a V, W fa parte d ' una  variet'h algebrica, pura  o 

impura, comune alle due varieti~; e che ogni parte di questa intersezione ha 
dimensione ~ 1 ~ h + k - -  r. 

Cib posto, senza preoecuparci  della s t rut tura e delle effettive dimensioni 

delle componenti  l ' in~ersezione delle V, W, anzi preseindendo dalla stessa 

esistenza di punti  eomuni (che nel fatto posson anche mancare), cerchiamo di 
attribuire un significato al simbolo (V, W), col quale intendiamo definire la 
variet4 intersezione nel campo delle variet~ virtuali, aslrazion fatta dalle pre- 
cedenti peculiarit~ ('). 

]~ possibile seegliere in M,  una varieth Vh' tale che essa e la varieth 

generica H, mobile nel sistema algebrico (connesso) individuuto da H - -  V+V' ,  
seghino W in varieti~ irridueibili  o ridueibili~ ma costituite tutte da parti  di 
dimensione l, da contarsi  ciascuna semplieemente. 

(') Yed.  ]e mie e i ta te  Lezioni :  p. 18. 
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I1 che signified ehe in un generico punto P d' uua di queste parti, le due 

varieth, di dimensioni h, k, che s ' intersecano,  hanno un ' intersezione semplice;  

e ,  nel case h ~ -k  ~ r~ questo vuol dire ehe P ~ semplice per  le due varieth 

e gli spazi ad esse ivi tangenti son indipendenti  entre lo S ,  tangente in P 

ad Mr.  
In  particolare, se h + k = r le intersezioni (in numero finite) delle due 

varieth ehe s ~intersecano~ son tutte sempliei. 

Orbene, in tall condizioni intenderemo che i simboli (H~ W)~ V', W} 
denotino le variet~ effett ive intersezioni delle H, W e V', W~ come si pre- 

sentano (cio~ contando ogni parte semplicemente) e si porr~ per definizione, 

sopra W:  

(v, w )  = (H, W) - -  (V', W). 

) iu tando V' ed H in tutti  i modi conciliabili  con le condizioni poste, la (V, W) 
resta definita a meno d 'un ' equ iva lenza  algebrica. 

Se le stesse considerazioni si ripeton, coi neeessari  cangiamenti  di parole, 

a part i te  da W; invece che da V, si vien a definire su V, a meno d 'un ' equ i -  

valenza algebrica, una variet~ virtnale (W. V}. Le variet~ virtuali  (V, ~}, 

(W, V), concepite come varieta de lFambiente  M,,, son poi ivi algebricamente 

equivaient i ;  siech~ in definitiva il simbolo (IT, W}--~(W, V ) r e s t a  definite 

in M,. a meno d 'un ' equ ivu lenza  algebrica. 

Le condi~ioni imposte a V', H posson altresi soddisfarsi eonsentendo a 

queste variet~ un ' indeterminazione  meno lata~ e cio~ a meno di un 'equiva-  

leuza razionale, invece chc algebrica. Allora (V, W ) v i e n  definita, su V, W, M, 
a meno d 'un ' equ iva lenza  razionale. 

L 'es tens ione  a coppie di variet~ riducibili  o pi/l generalmente virtuali, 

/~ ovvia. Ed ~ altresi ovvia ] 'es tensione a pih varieth virtuali  V~,.. . ,  V~, 

con k~ ~ . . . + k ~ l t - - 1 ) r .  I1 simbolo (Y~,..., V t) rappresenta una variet/~ 

virtua]e di dimensione 1---k~-~-... + k t - - ( t - - 1 ) r  a eomponenti  semplici, 

definita a meno d 'equivalenza  algebriea o razionale. 

]~ inoltre opportune di avvert ire che, appunto in quanto il simbolo t V, W} 

o pi~:t generahnente (V~,..., Vt), s ' in tende  definite a meno d 'un ' equ iva lenza  

algebrica o razionale, con esso devon rappresentars i  altresl le varieth virtuali  

limiti di quelle (a eomponenti  semplici) ot tenute sotto le condizioni (generiche) 
imposte alle varieth ausiliarie, che servon a definire il simbolo stesso; e cib 
perch~ un sistema algebrico o un sistema d 'equivalen~a (razionale) contiene 

sempre gli elementi d 'accumnlazione degli elementi generici. 

Quando k, t- ...-t-kt ==(t-- 1)r~ il simbolo (V',..., V t) rappresenta un 
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gruppo virtuale di punti, il cui numero, necessariamcnte finito, s'indieher~t 

c o n  [ V  ~ . . . .  , V~] .  

'1. P r ima  di proeedere oltre definiamo ia molteplicit~ d'intersezione di 
d~te variet~ effettive Vh, Wkqh + k  > r), immerse in _M,., in un loro punto 
comune P, appartenente ad una componente Nt di dimensione l----h + k -  r 
della lord intersezione. 

Tagliamo le Vh, Wh con una varieth generica T,_~ passante per P :  

generica, nel senso che passi per P semplicemenie e non abbia in P alcuna 

tangente comune con N~. I1 che ~ possibile,~ perch, ,  entro lo S, tangente 
a M,. in P, il cono di dimensione l tangente ad N~ in P, ~ segato soltanto 

nel vertice da un S,._~ generico di S,.. 

Le traccie di V, W su T sono allora necessariamente due varieti~ aventi 
attocno a P l e  dimensioni h - - l ,  k - - t  e presentanti  in P una certa mol- 
teplicit~ d ' intersezione i, che si definisce appunto come la molteplicit~t 

d ' interse~ione di V, W in P (ossia come la molteplicit~ di intersezione 
delle V~ W, T in PI- 

Questa definizione ~ legittima, perchb il numero i definito ~ indipendente 
dalla T ausiliaria (sotto le supposte condizioni per T). Per  dimostrarlo; 

facciamo una generica proiezione di M,. sopra un S,., in guisa che l ' intorno 
di P in M,. si proietti biunivocamente nel l ' in torno del punto proiezione P '  

in S,.. Allora T proiettasi in una variet~ T' passante semplicemente per P '  
e le V, W in due variet~t V'~ W' intersecantesi  in P ' .  Le, trasformazioni 
birazionali fra T, V, W e T', V ' , ' W  ~, risultano biregolari attorno a P, P ' ;  
epperb le proprieth infinitesimali di T, V, W, attorno a P, equivalgono alle 
propriet/~ infinitesimali di T', V', W' attorno a P ' .  In particolare, i viene 

ad essere ]a molteplicittr d ' intersezione in P '  delle varieth V'~ W ~, T'. Siechb 
basta dimostrare la proprieth enunciata  nello S,., per le V', W', T'. Basta 

ciob provare ch% se a T' si sostituisce un ' a l t r a  variet~ analoga U', il nu- 

mero i calcolato con U' ~ lo stesso di quello che avevamo calcolato con T'. 

Sieno invero m, n gli ordini di T', U'. Designate con F ' ,  G' le famiglie 

di variet~ degli ordini rispettivi m, n, "~he contengono T', U' e con L' la 
famiglia di varieti~ X '  d~ordine m + n, che contiene T ' +  U', assumiamo 

in F ' ,  G' r ispett ivamente due varieth generiche T', U' non passanti per P ' .  

Le variet~ T' - t -U' ,  T'-+-U' passano allora semplicemente per P '  e appar- 

tengono alla famiglia L'. Poich~ nella variazione continua entro L', di una 
variet/~ X',  passante per P '  semplicemente, la molteplicit~ d ~intersezione in P'  
delle V', W', X '  non cangia, finchb una delle intersezioni delle V', W', X', 
che erano distinte da P ' ,  si avvicina indefini tamente a P', cioi~ finchb X '  

Annal i  di Ma te~a t ioa ,  S e r i e  I V ,  T o m o  X I X .  ~1 
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non diviene tangente in P '  alla varieth comune a V', W', si conclude the  

le T ' +  U'~ T'  ~-U'  passanti  semplicemente per P ' ,  senza toccare que- 

s t 'u l t ima varieth, dhnno luogo allo stesso i. E siccome T', U' non passan 

per P ' ,  si perviene alla proprietk enunciata.  

5. Una componente irriducibile,  di dimensione normale l, della varieth 

comune alle Vh, Wh del numero prec., si dice i -p la  per l ' intersezione stessa, 

q u a n d o  nel suo punto generico le V, W hanno molteplieit~ d ' intersezione i; 

non escludendo che in p u n t i  part ieolari  possano avere molteplicit~ d ' inter-  

sezione maggiore. 
Consideriamo dappr ima il caso in cui V, W s'intersecano effetlivamente 

in  una variet~ pura  di dimensione normale l. ]~aeendo allora tendere 

ad H si conclude subito (n. 1) the  f ra  le variet4 virtuali  corrispondenti al 

simbolo ~ V, W) (sin esso definito a meno d 'un '  equivalenza cdgebrica o d 'un '  equi. 
valenza razionale) c'~ la varlet& effettiva comune a V, W, di cui ciascuna 

componente i -p la  si conti i volle. 
Se invece V, W hanno in comune u n a  variet5 di cui u n a  componente 

abbia dimensione ~ l, detta N~ la varieth pura (che pub anche mancare) co- 

st i tuita dalle componenti  di dimensione l, la variet~ virtuale (V~ W ) - - N  
4definita a meno d 'un ' equ iva lenza  algebrica o razionale) d4 l 'equivalenza 
funzionale (algebriea o razionale) della suddelta intersezione di dimensione ~ l, 
eoncepita virtualmente come variet~ comune di dimensione l. 

0SSERVAZIO~NE 1. a - -  Nel case h + k : r pub darsi che le V, W non 

abbiaoo alcuna intersezione. Allora (V, W) ~, in V, W o M,., lo zero di di- 

mensione 0, rispetto a l l 'equivalenza algebrica o razionale. 
0 S S E R V A Z I O N E  2 .  a -  a ~ estensione delle considerazioni di questo n. ° a 

pifi varieth ~ ovvia. 

R i c h i a m o  di  a l c u n e  n o z i o n i  s u l l a  b a s e  (~). 

6. Consideriamo in M,. (irridueibile e priva di punti  multipli) la totalit~ 

delle varieth (pure) di data dimensione k. Pifi varieth V ~ ... V t di questa  iota- 

~t) SEVERI, Sul la  totali tg delle curve algebriche tracciate sopra una  superficie algebrica 
(, Math. A n n a l e n  >>, 62 (1906), pp. 194-225); L a  base m i n i m a  pour la totalitd, ecc. (<~ Ann .  de 
1' ]~cole normale  supgr ieure  de Par i s  ~, (3), 25 (1908), pp. ~:49-4:68) ; Complementi aUa teoria della 
base per  la totdli t~ delle curve di una  superficie algebrica (Rend. del Circolo lVIatematico di 
Pa le rmo ,, 30 (1910), pp. 265-288); L a  base per le varietg algebriche di dimensione qualunque 
contenute in una  data, ecc. ((< ~¢[emorie della ~ .  A.ccademia d' I ta l ia  >>9 I93~-XII) .  
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liti~ diconsi  algebricamente indipendenti se, c o m u n q u e  si sce lgan gli in ter i  

non  tut t i  nu l l i  )~t,..., ),t~ la variet~t v i r tua l e  )~4V~+ . . .+k t  Vt non  ~ mai  alge- 

b r i c a m e n t e  equ iva l en t e  allo zero di d imens ione  k. In  caso d iverso  le va r i e th  

stesse si d icono a l g e b r i c a m e n t e  d ipendent i .  

L a  r i so luz ione  del p rob lema  f o n d a m e n t a l e  del la  base  ( i )mo s t r a  che  su Mr  

il n u m e r o  del le  var ie th  di d imens ione  k, a l g e b r i c a m e n t e  ind ipenden t i ,  rag- 

g iunge  un  mass imo f ini to  ~h (numero-base) .  Si posson ciob t rovare  in M,. ce r te  

variet~t a k d imens ion i  V ~,..., V~ - - f o r m a n t i ~  come si dice, u n a  b a s e -  tali  

che~ p re sa  un~al t ra  q u a l u n q u e  varieti~ a k d imens ion i  V, es is tan cer t i  in- 

ter i  k, ),~,..., k~ in guisa  c h e :  

(1) ) , V +  ~,V ~ + ... + ~pkV~k ~ 0 .  

Si d imos t r a  ehe i n u m e r i - b a s e  ~h, ~,.-h sono ugual i  e che se V ~,..., Vek; 

W~,..., W e~-k sono due  basi  per  le va r i e th  di d imens ion i  c o m p l e m e n t a r i  k, r - - k ,  
il d e t e rminan  te 

(V ~, W ~) ... (V ~, WP~-~) 
A ~ o , • o ° o • • . • • • • , • • 

(V~k, W~)... (V~k, W~"-9 

diverso da zero. Chiamasi  discriminante s¢multaneo del le  due  basi, che  di- 

consi  anche  duali. E viceversa  su f f i c ien te  che due  g rupp i  r i spe t t i vamen te  di 9a 

va r i e th  a k e a r - - k  d imens ioni ,  abbiano  il d i s c r iminan te  s imul t aneo  non 

hullo,  pe rchb  essi fo rmino  due  basi  per  le variet/~ del le  r i spe t t ive  d imensioni .  

I1 min imo  va lore  assoluto  di h ~ un  divisore  del d i s c r iminan te  di ogni  

copp ia  di basi dual i  e co r r i sponde  ad uua  coppia  di basi duali inlermediarie. 

La  base  V ~,..., VPk dicesi  intermediaria (per le var ie t~  di d imens ione  k) se, 

c o m u n q u e  scelgasi  V, sempre  ne l la  (1) l ' i n t e r o  )~ r i su l t a  un  divisore  c o m u n e  

Da una  base  i n t e r m e d i a r i a  si passa  ad uni~ base ,minima, agg iungendo  

un cer to  n u m e r o  ~a di divisori dello zero di dimensione k. Ognuno di ques t i  

divisor i  dello zero ~ una  varieti~ v i r tua l e  di d imens ione  k, che non ~ algebri-  

c a m e n t e  equ iva l en t e  a ~ero, ma un  cui  mul t ip lo  conven ien te  ~ a l g e b r i c a me n t e  

(') Che io ho dato senza alcuna ipotesi supplementare per le curve d'una superficie o 
variet/~, per le varieth ad r - - 1  dimensioni d' una M r e per le varieth di ogni dimensione 
d'una varieth razionale. ~el  caso generale, ho dovuto introdurre un'ipotesi, ch~ le ricerche 
ulteriori riveleranno di certo non limitativa. ]~ inutile che mi trattenga ora su quest'ipotesi~ 
poieh~ per la geometria numerativa occorre ]a dipendenza aritmetica pifi che la  dipendenza 
algebrica; e, nei rapporti della prima~ la base 6 stata da me acquisita in ogni caso senza 
alcuna restrizione. 
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equivalente a zero. I divisori dello zero da aggiungersi  son naturalmen~e 

disti~tti fra loro, nel senso che nessuno di essi + algebricamente equivalente 

ad una combinazione l ineare a coefficienti  interi degli altri. 

Aumentate  le unigi~ della base con l ' aggiunta  dei % divisori dello zero, 

ogni Vk di M, r isul ta  algebricamente equivalente ad una combinazione lineare 

coefficienti  interi deile variet~t delia base minima. 

7. Diciamo ehe due variet~ (pure) A, B, di dimensione k, di M, ,  son 

aritmelicamente equivalenti quando, scelta comunque una varieti~ C di dimen- 

sione complementare  r - - k ,  risultano uguali  i humeri  virtuali  [A, C], [B, C]. 
]~ chiaro ehe due  varieti~ algebricamente equivalenti  sono ari tmeticamente 

equivalenti,  e pifi generalmente che sono ar i tmeticamente equivalenti  due va- 

rieth sottomultiple seeondo lo stesso intero di due variet~ algebricamente 

equivalenti ,  ciob due variet/~ che differiscano per un divisore dello zero. 

Nella teoria delia base, io dimostro c h e ,  viceversa, se due variet/~ sono 

ari tmeticamente equivalenti  esse, o due loro equimult!pli  convenienti, sono 

algebricamente equivalenti .  
Pertanto,  le variet~ di dimensione k hanno una base, costituita da p~.va- 

riet~ g ~,..., V pk, anche rispetto all' equivalenza aritmetiea ; nel sense ehe per 

ogni ultra varietg V sussiste una relazione del tipo (1), ove il segno del se- 

condo membro si sostituisee 8ol segno " di equivalen~a aritmetiea. 

Le V ~,..., V ~ sono le varieth medesime che dgnno una base rispetto al- 

[' equivalenza algebrica. 
Nel eampo delle equivalenze ari tmetiehe non iutervengono perb i divisori 

dello zero:  una varieth virtuale Dh, tale ehe [D, C] = :0  (qualunque sia la 
varieth vir tuale C a r ~ k  dimensioni), /~ lo zero delle equivalenze aritmetiehe 

di dimensione k. 

Se V ~,..., V ,~k ~ una base intermediaria delle varietg di dimensione k, 

rispetto all' equivaien~a algebriea, per ogni ultra varieth, V sussiste un 'equi-  

valenza ar i tmetiea del t ipo:  

V ~  ~ V  ~ + ... + I-tpkVPk, 

essendo ~,,.. . ,  ~ :  numeri  i~,teri. Nel campo aritmetieo, una base interme- 

diarin g clog minima. 
La scelta di una base intermediaria nel campo aritmetico si fa dunque 

come nel campo algeb~;ico, scegliendo eio6 insieme ad essa una, base interme- 
diaria duale, in corrispondenza al minimo valore assoluto del discriminante A. 

OSSERWtZIONE. - -  Si sostituisca alia base intermediaria V',..., V ~' un' ultra 

base intermediaria  delle Vh; e sia g ~,..., ~pa: l ' una  delle due basi ~ legata 
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a l l ' a l t ra  (a lneno di divisori dello zero o, eib ehe ~, 1o stesso, nel eampo del/e 

equivalenze aritmetiehe) da una sostituzioue lineare a coeffieienti interi, il cui 

modulo ha il valore assoluto 1. Ora, se si associa la nuova base alla base 

intermediaria  W ~,..., W~+-/: delle W,_h,  poich~ il diseriminante simultaneo A 

di queste basi ~ uguale al diseriminante A delle basi V ~,..., V,%; W', . . . ,  W,%-k 

moltiplieato pel modulo della predetta sostituzione, si conclude cite il valore 

assoluto del discri~ninante di due basi intermediarie duati ~ lo stesso (eio~ il 

minimo), qualunque sieno le basi inlermediarie scelte. 

C o n d i z i o n i  a l g e b r i e h e  f i s s e  e v a r i a b i l i .  
C o n d i z i o n i  i r r i d u e i b i l i .  

8. Sia una w r i e th  algebrica irriducibile cx/" di enti algebrici P. Nei miei 

preeedenti lavori sui fondamenti  della geometria ntimerativa~ he osservato che 

per risolvere e interpretare i problemi numerativi,  senza il pericolo di ineor- 

rere in paradossi~ occorre possedere prima o procurarsi  an ' imagine  della tota- 

lith degli enti P sopra una varieti~ irridncibile M,., priva di pant i  multipii,  i 

cui punti  rapplesentino appunto birazionalmente gli enti medesimi. 

Ogni deduzione relativa ai F va interpretata sopra _FI,, pereh~ i problemi 

d ' intersezione di variet~ subordinate ad una data (e a tall si riducono tutte le 

questioni numerative) perdon sense quando le intersezioni che si considerano 

cadono in punti  multipli  della varieth ambiente ('). He gih date altrove esempi 
significativi in proposito. 

Che cosa vuol dire rappresentar  birazionalmente i P col punti  di M,. ? 

L'algebricit/~ della definizione dei P impliea sempre che o immediatamente 

dalla definizione stessa o mediatamente attraverso un' analisi pifi omeno  appro- 

fondi~a della genesi dei F, questi si possa.no in definitiva eonsiderare come 

casi particolari di enti algebrici descriventi una varieth lineare; sicch4 i F 

sieno determinabili  con certi parametri  legati da un sistema di equazioni 

algebriche. Prendendo questi parametri  a coordinate di punto in uno spazio 

lineare; i F vengon rappresentati  dai punti  d ' u n a  varieth algebrica (irridu- 

cibile ~ ' ,  nelle nostre ipotesi) (:~). Occorre considerate di questa varieth 

(i} Vedremo nel n. 23 che~ nonostante cib~ problemi numerati~¢i posson esser corretta- 
raente considerati anche su Yariet~ con eleme~ti multipli, senza passad'e di necessith al mo- 
dello privo di elementi multipli. 

(e) p. es. se F ~ una curva a]gebrica sghemba di ordine m e genere p, la definizione 
di P non offre immediatamente i parametri con cu i l '  pub algebricamente' individuarsi. Si 
considerer~ allora la proiezione generica di F sopra un piano e si cercherh di tradurre la 
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un  model lo  pr ivo di punt i  mul t ip l i ,  o t t enu to  con t r a s fo rmaz ion i  birazio- 

nal i  ('J. 

Poss i amo  d u n q u e  r i f e r i r e  le nos t re  cons ideraz ion i  al caso in cui  gli ent i  

eons ide ra t i  sono pun t i  d ~ una var ie th  a lgebr i ca  i r r idnc ib i l e  M,., pr iva  di pun t i  

mul t ip l i  in un  eer to  spazio : s icur i  che, in n l t ima  analisi ,  ogni p rob lema  nume-  

ra t ivo  si r i duce  ad una  ques t ione  r e l a t iva  ad una  var ie t~  siffat ta .  

9. Si dice che  il pun to  var iab i l e  su M,. 6 soggetto ad u n a  condizione 
algebrica, quando  le sue coord ina te  debbon  soddis fa re  un  s i s tema di equa- 

zioni a lgebr iche ,  c , )n tenent i  r a z i o n a l m e n t e  even tua l i  p a r a m e t r i  y, sottoposti ,  

a l la  loro volta,  ad un  s i s tema di equaz ion i  a lgebr iche .  Nel  caso in cui i para-  

m e t r i  y manch ino ,  si ha  u n a  condiz ione  algebrica fissct; a l t r imen t i  t ra t tas i  di 

uffa condizione ~Igebrica variabile. Nel  pr imo caso, la eondiz ione  r iduces i  a 

c ib :  che  il pun to  deve s ta re  sul la  var ie t~  a lgebr iea  in t e r sez ione  di M,. e di 

que l la  de f in i t a  dal s i s tema di equaz ion i  cui  debbon soddis fa re  le coord ina te  

del  punto .  Nel  secondo easo, il s i s tema di equazioni ,  al v a r i a r e  dei pa rame t r i ,  

r g p p r e s e n t a  su M,. una  var ie t~  mobi le  in un  s i s tema a l g e b r i c o :  ogni  var ie t~  

di ques to  co r r i spondendo  r az ion a l me n t e  ad un  pun to  del la  var ie th  N, ehe, 

nel lo  spazio l inea re  degli  y, 6 d e t e r m i n a t a  dal le  equaz ion i  eui sono sot topost i  

i pa rame t r i ,  

Una  condiz ione  f issa si pub poi cons ide ra r e  come caso pa r t i co l a re  d ' u n a  

var iab i l e  : la  varieti~ N r idueendos i  a l lo ra  ad un  sol punto .  

Det te  in modo gene r i co  ac le coord ina te  del pun to  di fl/,. nel lo spazio Sa 
cui M,. a p p a r t i e n e  ( ta lora  si direr x il p u n i c  stesso), si ha  dunque ,  a - r a p p r e -  

sen ta re  la pifi gene ra l e  condiz ione  a lgebr ica ,  un  s i s tema del  t ipo:  

f~(x) = 0 (i = 1, 2, ...), ~j(y; x ) -~-0  tJ = 1, 2, ...), ~a(Y) = 0 (h = 1, 2, ...), 

eve  le f~ = 0 r a p p r e s e n t a n o  M,.; le ~j(y; x) = 0, pe r  ogni  g ruppo  del le  y sod- 

condizione perch6 una eurva pinna di ordine m, abbia il genere p e sin proiezione di una 
curva sghemba dello stesso ordine. Questi fatti si esprimono mediante le curve aggiunte" alia 
curva piana, i cui coefficienti vengon cosi legati da un sistems di equa~ionl algebriche. Tutte 
le curve plane di ordine m costituiscon poi, alia 1or volta, un smbiente lineare. Oppnre si 
potrh interpretare il fatto che ogni curva sghemba ~ lines direttrice di un complesso speciale 
di rette (rappresentabile con una sola equazione sulls quadrica imagine della totalit~ delle 
rette dello spazio)i ece. ece. 

(i) La trasformubilit~ birazionale d'una varieth algebrica in una priva di punti multipli 
6 la premessa indispensabile di quasi tutta la geometria algebrica. Che ogni varieth gods di 
questa proprieth 6 stato finors dimostrato soltanto per le curve e superficie. E si presume 
che la  stessa trasformabilit~ sis possibile in generale. Comunque~ questa trasformabilith potrh 
oonsiderarsi come un' ipotesi eventualmente limitativa. 
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disfacente alle '~,(Yt-~0, la varieth di M,  su cui il punto x deve giacere;  e 

le ~h(Y)~ 0 rappresentano, hello spazio S+ dei punti  y, la variet~ N. 

Poich~ le ~j(y; x) ---~ 0 staccano una variety di coppie di punti  nel prodotto 

delle M, ,  N, cio~ una corrispondenza algebrica tra M,. ed N (~), si conclude che: 

Ogni condizione algebrica, imposta ad enti algebrici d' una varietY, si traduce 
sempre in urta corrispondenza algebrica tra gli elementi di questa e di un' altra 
varietd 12). 

La eondizione imposta a'gli x si pub dunque enunciare  dicendo che x 

deve essere omologo di un dato y in una assegnata corrispondenza algebrica 
fra /1//,. ed N. 

La eondi~ione eonsiderata dicesi una condizione irriducibile se, olCre ad 

essere irr iducibile M,., ~ irriducibile la variet/~ delle coppie %(y; w ) :  0 (e 

quindi anche N). Concetto questo importantissimo, ai nostri fini, ch ' io  intro- 

dussi in occasione della prima dimostrazione della eonservazione del numero. 

Se la condizione ~ fissa, la sua irridueibilit~ equivale alFirridueibiliti~ 
della varietit su eui il punto x di M,. ~ sottoposto a giacere; mentre, se la 

eondizione ~ variabile, pub darsi benissimo the  ad un 9 generico di /V risponda 

in M,  una variet/~ riducibile. Perb in tal easo le parti di questa variety de- 

vono avere la stessa dimensione, in quanto devono permutarsi  tra loro nelle 

cireolazioni di y su _h T. Ch6 qualora non vi fosse piena permutabil i t~ tra le 

dette parti  (il che accadrebbe certo, se non tutte avessero la stessa dimen- 
sione), la condizione r isul terebbe riducibile. 

OSSERVAZlO~T]~. - -  5Toi supporremo naturalmente  the  anehe 1' ambiente 

degli y sia originariamente una variet~t senza punti  multipli  o a tale sia ridotto 

con trasformazioni birazionali. Allora si pub immediatamente eostruire un 

modelto del prodotto M >< N, privo di punt i  multipli. Si ottiene senz' altro un 
modello siffatto sulla varieti~ di SE(~RE (imagine del prodotto degii spazi li- 

neari, cui appartengono M, N), come imagine  de1 prodotto M X N. 

D i m e n s i o n e  d ' u n a  e o n d i z i o n e .  P r i n e i p i o  de l  e o m p u t o  d e l l e  
e o s t a n t i .  C o n d i z i o n i  p u r e  ( e f f e t t i v e  o v i r t u a l i ) .  

10. Denotiamo con s la dimensione della variet~t N luogo degli y. La corri- 

spondenza tra N~ ed M,,  imagine della data condizione algebrica irriducibile~ 

(i) Ved. le mie Lezioni citate, p. 94. 
(e) Nel n. 4 delia Nota a) citata in (2), p. 1 avevo stabilito la stessa conclusione in 

modo in aplaarenza di~-erso. 
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b una corrispondenza non degenere tra le due varieth (~I, cio~ essa agisce effet- 

t ivamente su tutti i punti  di N e di M. Se no, si avrebbe una corrispondenza 

irriducibile tra varieth subordinate ad N, M e i punti  x o gli y, ad essi asso- 

ciati, non avrebbero i supposti gradi di liberth. 

Se r -  k ~ la dimeasione della varieth (irriducibile o pura) V{y)costituita 

dagli ~c the  corrispondono ad un generico y, si dice c h e l a  dimensione della 
condizione ~ k, per esprimere c h e l a  condizione medesima, per un dato y, 

equivale a k legami tra i parametr i  del p u n t o  x, riducendo il loro numero 

da r ad r -  k. 

Una condizione algebrica c, di dimensione k, si denoter~ talora anche col 

simbolo ck, ponendo l' indice per indicare la dimensione. Scriveremo pure c~(y), 
quando oecorre tener presente chect, ~ variabile col punto y di N~ (~ funzione 

razionale di questo). 

La corrispondenza algebrica irriducibile T fra M,., N~, a cui d~ luogo la 

condizioue e~, ha la dimensione ~ ~ r + s k (~), cio~ la sua coppia varia- 

bile x, y dipende da r + s -  k parametr i  essenziali, che sono gli s parametri  

necessari per individuare un punto y di N~ e gli r -- k parametri  necessari pe r 

individuare un punto nella variet~ V(y). E siccome la variet~t delle coppie ~, y 

ha la dimensione r 0-s, cosi ck consevva ia propria dimensione k, anche se 

riferi ta al prodotto M><: N :  perb rispetto all' ente variabile (x, y), essa non 

pifi una condizione variabile~ m a u n a  condizione fissa, eho si pub chiamare 

l ~ ampliamento della condizione c~. 

L a c k  dh inoltre luogo ad un ' a l t r a  condizione imposta agli y, che pub 

chiamarsi la condizione coniugata di oh: ~ la condizione perch~ y corrisponda 

ad un dato x nella T. 

La coniugata di c~, per la definizione stessa di irridueibilit~ d~una con- 

dizione, ~ irriducibile. ~] facile di pifi vedere eh' essa ha la dimensione k. 

Invero, se la condizione coniugata ha la dimensione/~', ripetendo il caleolo della 

dimensione di T, dopo aver mutate  le veci di M,., N~, si trova 9 ~ s + r - -  k' 

e quindi k ~ k'. In  conclusione: La condizione a~pliata e la condizione coniu- 

gala di una data condizione irriducibile, hanno la stessa dimensionc di questa. 

In eib consiste il principio del computo delle costanti, che si pub anehe 

enunciar% sotto le forme consuete seguenti (3): Se per un punto generico x di 
una M~. irridueibile, una data condizione irriducile variabile c ha la dimen- 

(i) Ved. le mie citate Lezioni, p. 97. 
{e) Lezioni citate, pp. 95 e 98. 
(3} Lezioni citate; p. 99. 
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sione k, la slessa dimensione spetta aUa condizione imposta alla varietal V,._~ 

dei pun t i  di M,. soddisfacenti a c, quando si voglia che V.,._~ contenga un  dato x. 

Oppure : 

Se fra i pun t i  di una  varietg irridueibile M ,  e di un '  altra varietg irridu. 

cibile N s, ~'~ una  corrispondenza irriducibile, ehe associ ad un  generico punto 

di N ,  cx~ '~' pun t i  di M,. e ad un  generico punto di M,.~o~' pun t i  di 5~, sussiste 

la relazione r - -  r' = s - -  s'. 

0mett iamo i facili esempi, che potrebbero addursi.  

11. A questo punto b opportuno di analizzare un pb a rondo una circo- 

stanza, appena accennata  nelle mie citate Lezioni (~i, perchb~ s 'essa  restasse 
in ombra, ne potrebbero derivare equivoci. 

Una par t icolar i~azione generiea cg~} della condizione irriducibile cgy) 

pub (come abbiam detto alia fine del n. 9) esser r iducibile;  e in tal caso si 

scinde in pifi condizioni fisse irriducibili, aventi eiascuna la dimensione k. 

Invece per partieolari valori di y -- sia uno di questi  yo - -  la condizione 

ck[yo) pub scindersi in pifi condizioni fisse, non necessariamente della stessa 

dimensione. Qualcuna od anche tutte queste condizioni posson cioi~ aver 

dimensione ~ k. Cib avviene quando y,) ~ fondamentale per la corrispon. 

denza T fra Ns, M,., immagine di ck(y). 

Per  esaminar meglio questo fatto, riferiamoci alla varieti~ W,.+~,, priva 

di punti  multipli  In. 9, Oss.), imagine del prodotto M X N e alla varietY, che 

continueremo a chiamare ancora T, di dimensione r-t= s - -  k, imagine della 

corrispondenza T. Su W son tracciati  due sistemi di varieth ¢I)(x)= x X Ns, 

~b'(y) = y X M,. (~), imagini delle coppie aventi r ispet t ivamente x od y fisso. 

La varieth. T e d  una generiea (I)'(y}, che ha dimensione r, si tagliano in 
una varieth di dimensione r - - k  [ =  (r + s -- k) -I- r - -  (r +s ) ]  e per un par- 

ticolare y, sia y,,, la variet~ intersezione, le cui parti hanno ad ogni modo 

dimensioni ~ r -  k in. 3), pub contenere parti  di dimensione r - - k ' >  r -  k. 

La ch(Yol viene allora a seindersi in condizioni di cui alcune hanno dimen- 
sione k' % k. 

Comunque sin, attesa l'irriducibilit~t di T, i punti  della varieth (pura o 

imPura ) V(Yo), comune a T, ¢~'tY,), sono tutti possibili l imiti  di p u n t i  della va. 

riet~ V,._h(y), comune a T e a (I)'(y), per Y ~ Y o .  Per  y t enden te  ad un .gone- 
rico ~, la varietal V,._k(y ) tende ad una varieth individuata V,._~(y), che 

luogo dei punti  limiti; mentre, per Y ~ Y o ,  la varieti~ limite g in tutto o in 

(~) Pag. 98. 
(~) Lez. citate, 1 o. 101. 

Annali  d~ lifa~ematica, ~ e r l o  I ~ .  Tomo  X I X .  ~2 
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parte indeterminata,  entre la varieth luogo di tutti i possibili punti d 'aecu- 

mulazione di punti  della V~_k(y). Le parti di V(y,,}, di dimensione > r - - k ,  

hanno tuttavia una certa equivalenza funzionale (nel campo delle equivalenze 

algebriehe} rispetto al l ' intersezione virtuale IT, 4p'(y)}; e, da questo punto di 

vista, il fatto eccezionale vien riportato nella piena llormalith. Si pub in- 

somma far da esso astrazione, purchb la varieti~ V,_gy) si intenda per ogni y 
valutata v i r tuahnente  come varieth (T, tiP'(y)). Cib offre inoltre il vantaggio di 

aver da fare con una variet~ eostituita da parti semplici, anche se nel fatto 

la generica V,._k(y) constasse di parti multiple (da valutarsi  tutte con la stessa 
molteplicith, a causa dell ' i r r iducibi l i th di T). 

Se s ~ 1, sieehb T ha la dimensione r ¢- 1 - - k ,  superiore soltanto di 

un 'un i t~  alla dimensione delia generica V,._k(y), ogni varieti~ ~'(y) sega T in 

una variet~ avente esattamente,  per ogni sun parte, la dimensione r k. 
Invero, nel l ' ipotesi  opposta, attesa 1'irriducibilit~ di T, questa variet~t appar- 

terrebbe ad una part icolare O'(y) e quindi T non sarebbe, come si b supposto, 

una condi~ione variabile, dipendente  razionalmente dal punto y variabile 
sopra una curva N~; ma una condizione fissa. Nel ease considerato~ dunque, 

non c'¢ aleuna indeterminazione nella variet4 limite di V,.-k(Yl, qualunque 
sin la posizione verso la quale tende y. 

Se la curva N~ ha in Y0 un punto multiple origine di v ) 1 rami, si 
pub sostituire a.t N, una sua t rasformata birazionale N~', con soil pnnti  sem- 
plici y'. A quei v rami corrispondono altret tanto rami di N,', aveuti perb 

come origini v punti  (sempliei) distinti Yo',..., Yo ~ di N~'. Considerata allora 
la data condizione %~ cio¢ la variet~t V,.-h di M,., come funzione razionale 

di y' inveee che di y~ si conclude ne l  mode esposto per eiascun passaggio al 

limite di y' verso Y0', Y,,", ..', Yo ~- S' ottengon cosi al massimo v posizioni limiti 

di V,-~Iy'), cio~ di V,._k(y), per Y-~Yo. 
Nel case in cui s ) 1 ,  ne deriva c h e l a  varieth luogo dei possibili punti 

limiti di V,:_~(y) per Y ~ Y o  ~ si pub interamente  coprire con variet~t ben determi- 

nate di dimensione r - k, ciascuna delle quali ~ limite di V,._~(y) per y variabile 
sopra un ramo di curva algebrica, tracciato su Ns ed avente Forigine in Y0. 
Mutando questo ramo, si hanno tutte le possibili variet~ di limiti di V,._h(y). 

Una (totale) di queste varieti~ limiti (contandone ogni parte con la mol- 

tepliciti~ the  le ~ propria) fornisce F equivalenza funzionale di V(Yo)come 

variet~ (T, (I)'(yo)), 

12. Le considerazioni dei nn. 10, 11 
concerto di dimensione d ' u n a  condizione 
ad una sun qualunque particolarizzazione. 

ehiariscon cosi completamente il 
algebrica irriducibile~ in relazione 
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Si 6 supposto finora che la condizione ca(y), funzione razionale del 

punto y variabile in N~ (n. 10), sia riferibile ad ogni x di M,~, per  una con- 

veniente scelta di y;  cio6 che V~-k(y) descriva tutta ~, . .  
Ma spesso invece accade c h e  l ' enuncia to  della condizione contempli a 

priori ogni x di M,,, mentre nel fatto la condizione, pone, per la sua stessa 

natura, un vincolo agli x, per  guisa che, sia pure variando y, essa non pub 

esser soddisfatta che dagli x di una variet~t subordinata ad M,.. 
1~ questo il caso del l 'espressivo esempio, analizzato a rondo nel mio 

lavoro a)( l ) ,  concernente ]e proiettivitk della retta, che mutano in s6 una 

quaderna  di punti. L' enunciato della condizione chiede tall proiettivitg, senza 

a priori l imitarne il earat tere;  mentre nel fatto proiettivit~ (non identiche) 

possedenti  una quaderna invariante non sono proiettivit~ generiche. Entro la 

variet~ (lineare) M~ delle proiettivith d ' u n a  retta, le proiettivith che posseggon 

quaderne invarianti  si distr ibuiscon in 3 parti irriducibili, costituite dalle 

totalith delle involuzioni, delle proiettivith cicliche di 3 ° ordine e de]le pro- 
iettiviti~ cicliche di 4 ° ordine. 

]~ necessario dunque considerate  anche condizioni irriducibili  e condi- 

zioni composte mediante condizioni irriducibi]i, che si r iferiscano a variet~ 
subordinate ad M,.. 

Sia c(y) una condizione irriducibile~ la quale, per y generico, sia soddisfatta 

dai punti  di una variet~ V , .  ~(y}; e si debba dunque riguardare sopra M,. come 

condizione di dimensione k, tanto se V,_~(y) descrive tutta M , ,  come se 

descrive una M'~, (necessariamente irridueibile, per Pirriducibiliti~ di c(y)) 
subordinata ad M~.(r' ~ r). 

Supponiamo che si verifichi ques t ' u l t ima  ipotesi, siceh6 la corrispon- 

denza T fra N~, M,., a cui dh luogo c(y), 6 degenere su M~. (mentre no r  6 
degenere quale corrispondenza fra N~, M',,). 

Considerata c(y) come condizione relativa agli x di M' , ,  essa non ha pifi 

la dimensione k, ma la dimensione r' - -  (r - -  k) ~ k - -  (r - -  r'). Inoltre l' am- 

pliamento di c(y) pub considerarsi  sia sul prodetto M X N ,  come sul pro. 

dotto M ' X  N e dh luogo ad una condizione fissa di dimensione k nel primo 
easo e di dimensione k -  ( r -  r'} ffel secondo easo. 

Circa le eventualith che posson presentarsi  per la dimensione d~una 

partieolarizza~ione cty~t di c(y): quando y~ 6 fondamentale  per  T, non e'~ ehe 
da riferirsi al n. 11, sia che T si consideri su M X N ,  come su M ' X N .  

D'ora in poi, ~uando parleremo d'una co~dizione irriducibile di dimen. 
sione k, c~(y), funzione razionale del punto y di N~ e relativa agli Jc di M,.~ 

(~) Citato a p. 1, nora (e) a pie' di pagina. 
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intenderemo alludere ad una  condizione avente per  imagine su M X 2Y una 

corrispondenza irriducibile T, di dime~sione r + s -  k, sia che T agisca su 

tutti gli x o soltanto sopra una  varietdt (irriducibile) di x, subordinata ad M,.. 

Nel caso estremo r ' :  r - - k ,  V,._a r isulta indipendente d a y  e si ricade 

in una condizione fissa, come quando era s----0 {n. 9). 

13. Passiamo a definire le condizioni pure virtuali  (in particolare effettive}. 

Si dice the  una ck(y); funzione razionale del punto y di N~, imposta agli x 

di M, ,  ~ una condizione p u r a  (effettiva o virtuale) di dimensione k, se la sua 

imagine T sul prodotto M X  N ~ una corrispond6nza pura (effettiva o virtuMe) 

di dimensione r + - s -  k ('); cio6 se c~(y) pub scindersi in pifi condizioni irri- 

ducibili  (prese posi t ivamente  o negativamente), aventi c iascuna la dimensione k, 

ognuna delle quali  ~ relat iva alla variet~ fissa N~ ed ~ ivi non degenere, ed 

agisce sopra M~ o sopra una varieth irr iducibile subordinata ad /1/,.. Non 

naturalmente  detto che questa  varieth subordinata sia la stessa per  ciascuna 

delle condizioni irriducibili  in cui si seinde c/,ty): pub ciob trattarsi di varieth 

diverse e di differenti  dimensionL 
La considerazione delle condizioni pure, nel camps virtuale, ~ fonda. 

mentale. 
Anehe le particolarizzazioni di una  data condizione pura  c~(y) posson con- 

siderarsi virtuahnente, come segue. 
Ogni variet~ q)'{y) --  y X 2+I,~ ~ una copia di M,., che ~ con M,~ in corrispon- 

denza biraziouale senza eccezioni e nella quale, per giunta, punti  semplici si 

mutano in punti  semplici. 1%rtanto c~{y) pub addiri t tura riferirsi ai punti  di 

una qualsiasi  (I)'(y). Su questa  si ha la variet/~ virtuale {T~ ~'(y)). Considerare 

vir tualmente c~(y), significa considerate,  per  ogni y, su (I)'(y) (cio6 su _M,.), la 

condizione vir tuale perch~ un punts  giaccia su]la varieth virtuale (T, (I)'ty)}. 

L a  c o a s e r v a z i o n e  d e l  n u m e r o  e i l  s u o  s i g n i f i c a t o  f u n z i o n a l e .  

14. Le considerazioni dal n. 10 in psi, e sopratutto quelle del n. 11, sboecan 

senz 'a l t ro  nelle seguenti  conclusioni :  
a) Una condizione pura  (virtuale o effettiva) variabile con coatinuit4 si 

conserva algebricamente (e quindi  ,:britmelicamente) equivalente a sd stessa, salvo 

(i) Cib e s e l u d e  c h e  T 13ossa e s s e r  d e g e n e r e  s u  N r o t u t t ~  o in  p a r t e ;  p e r c h 6  se u n a  

loarte d i  T a g i s s e  s o l t a n t o  s o p r a  u n a  N ' s l  s u b o r d i n a t a  a d  ~Vs~ ]a d i m e n s i o n e  di q u e l l a  p a r t e  
s a r e b b e  s ' - - ~ r  - -  k ~ s 4 - r  - -  k. L a  r e c i p r o c l t h  f r a  ck(y ) e l a  s u a  c o n d i z i o n e  c o n i u g a t a ,  osse r -  

r a t a  n e l m  10~ v i e n e  a m a n c a r e  p e r  u n a  ck(y),  a n c h e  i r r iduc ib i l e~  m a  d e g e n e r e  s u  M r.  
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it caso che dive~tga (parzialmerde o lotalmente) i~tdeterminala, cioO diminaisca, 

in turfs s in parle, di dimensione. 
Con cib si vuol significare che la totalit~ variabile degli x di M,., che 

soddisfanno alia data csndizione pura variabile, si musve in un sistema alge- 

brics,  di eui la totalith stessa non cessa mai d 'esser  varieth c s m p l e t a .  

Inoltre : 

b) Se la eondizione (funzione razionale dell'elemento y) diviene indeter- 

minata per Y~Yo~ basta passare al limite per y variabile sopra un ramo alge- 

bric~o (o artalitico !) di origine Yo-, apparlenente alta variet~ degli y, perch~ si 
conservi l'equivalenza algebrica della condizione, la quale resta cosi indivi. 

duata anche per y ----- Yo. 
Ecco qualche esempio banale, che tuttavia pone in luce la natura  del 

teorema b). 

La condizione perch~ un punto del piano sia comune ad una tangente 

fissa Yo d~una conica e ad una tangente variabile y, diviene indeterminata 

per y = Yo, mentre ~ ben determinata come limite per Y~Yo .  In tal caso-M,. 
6 il piano ed 2~ la eonica. 

La  condizione perch~ un punto dello spazio sia comune ad un piano tan- 

genre fisso V0 di una quadrica e ad un piano tangente variabile V, g indeter- 

minata  per  y =-y0 e tale r imane anche al limite, se non si specifiea ehe il 

punts  di contatto di y varii in un rams tracciato sulla quadrica ed avente 

csme origine il punto di contatts  O col piano fisso. Mutando il ramo~ si otten- 

gono per limiti delle intersezioni dei (lue piani tulle le tangenti alia quadrica 

in 0 (ciascuna delle quali, notoriamente, 6 coniugata alla direzisne in 0 del 

rispettivo rams). In  tal caso ~i,. ~ lo spazio e ~ ~ la quadrica. 

15. I1 teorema a), col complemento b), costituiscono il significalo funzio- 
hale della conservazione del numero, in quants  essi t rasportans tale conser- 

vazisne dal camps strettamenLe numerativo a quello delle relazioni d 'equi-  
valenza tra varieth {funzioni) algebriche. 

Quando la esndizione pura  csnsiderata,  impssta agli x di M,,, ha la dimen- 

sione r, essa ~ soddisfatta da un gruppo virtuale di an  numero finito di punti  
{positivi o negativi). Allora equivalenza algebrica ed equivalenza numerat iva 

o ari tmetica esincidono, perch~ i gruppi d ' u n  prefissato numero di punti  
sopra M,. formano una variet~ algebrica irriducibile. 

Cib ~ o w l s .  Ma ~ altresi vers  che 1' equivalenza ari tmetica delle condizisni 
pure di dimensione k ~ r, si riduce, a meno dei divisori dello zero, all' equiva- 

lenza algebrica {n. 7). Perb questo ~ un fatto di natura ben piil prsfonda, la cui 
dimostrazisne ~ ardua e richiede i mezzi pifi elevati della geometria algebrica. 
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Tanto maggior interesse ha dunque il trasporto della conservazione, per 

k ~ r, nel campo funzionale. 

16. Nei r iguardi  di condizioni pure di dimensione r sussiste il seguente prin- 

cipio della conservazione del numero, coroltario immediato dei teoremi a), b) : 

II numero degli elementi d' una varieldb M ,  (irriducibile, pr iva  di elemenli 

multipli) ,  che soddisfanno ad una  condizione pura  (virtuale od effelliva) di 

dimensione r, funzione razionale del punto  y mobile sopra una  N~ (irriducibile 

e pr iva di pun t i  multipli),  testa eostante al variare di y o diviene infinito. 

Quando ques t 'u l t ima eventualit4 si verifica per y = Yo, 6asta far  tendere y 

ad yo sopra un  ramo di IY~ uscente da y(), perch~ il numero suddetto resti co- 

stanle anche al limite Yo. 

17. ]~ opportuna un 'osservazione a proposito delle condizioni aritmetica- 

mente nulle delle varie dimensioni (condizioni algebricamente nulle o che 

equivalgono a divisori dello nero). 
Una condizione nulla pura d i .d imensione  k ( ~  r) b soddisfatta da punti  

distribuiti  in una variefft, irriducibile o riducibile, presa posi t ivamente;  ed 

in un ' a l t r a  varietal, ar i tmeticamente equivalente alla precedente,  presa nega- 
tivamente. Sicch~ l ' intersezione virtuale della variet~ degli x, che soddisfanno 

alla considerata  condizione, con una varieth di dimensione complementare,  

nell~ambiente ill,., d~ luogo sempre ad un numero virtuale nullo di punti  

(tan ti positivi e tanti negativi). In part icolare il numero virtuale delle solu- 

zioni d ' u n a  condizione nulla di dimensione r, b nero. 
Se si assumesse come criterio, per  valutare la dimensione d ' u n a  condi- 

zione, l 'es is tenza d ' u n a  varieth effettiva di soluzioni, si dovrebbe concludere 

che una condizione nulla  ~ incompatibile con la definizione degli x (ha di- 

mensione > r). Ma questo non sarebbe giusto, perchb la dimensione d~una 

condizione virtuale deve essere vir tualmente  va lu ta ta ;  e nel campo virtuale 

soluzioni esistono sempre e son fornite da gruppi virtuali  contenenti  tanti 

puut i  positivi e al tret tanti  negativi. 
II principio della eonservazione del numero vale naluralmente anche per 

le co~dizioni pure  nulle. 

18. Un'al~ra osservazione, prima di chiudere l ' a rgomento della conser- 

vazione. 
II fatto che si tratti di una  condizione p u r a  ~ non soltanto sufficiente, ma  

anche neeessario, per la validild~ della conservazione, sia solto 1 ~ aspelto funzio- 

nale ehe sotto quello numerativo. 



F. S~:vEuI: I fondamenti della geometria ~umerativa 175 

Invero, se una condizione c(y) ~ impura e si scinde per esempio in due 

condizioni pure c', c", una almeno di queste sark funzione del punto y di N~ 

e non di una variet~ subordinata.  Se l' altra condizione ~ funzione del punto y 

variabile sopra una N's, (g ~ s )  subordinata ad N~, non pub valere la conser. 

vazione, perch~ quando y, mobile su N~, tende ad un punto y0 di N'~,, com- 

pariseon soluzioni nuove, che non sono t imiti  di quelle relative ad y generico (~). 

Ma la conservazione non pub valere neppure se. l e c ' ,  d' sono funzioni.  

di y variabile su tutta la N~ ed hanno quindi necessariamente dimensioni 

diverse, e sieno h, k (h ~ k); perch~ la variet~ V(y) = V',._~(y) + V",._~(y), 
r iempita dagli x~ di M,. soddisfacenti  alla condizione c(y), non si conserva, al 

muoversi  di y, ar i tmeticamente equivalente a s~ stessa. Prese infatti  due po- 

sizioni y, e Y2 di y, le variet~ V(y,), V(y.~) non sono ari tmeticamente equi- 

valenti, perch~ una variet~ W~ di M,., che incontri V',.-h(Y~l e non V',._~,(y2) , 
non taglia V(y,), V(y~) nello stesso numero di punti. 

0SSERVAZIO:NE.  A proposito di quanto precede, notiamo che mentre 

pub accadere ehe una particolarizzazione d ' una  condizione pura sia impura 

(n. 11}, pub, per converso, avvenire che ogni particolarizzazione d ' u n a  condi- 

zione impura sia pura. Consideriamo p. es. fra N~ e M,. ana eorrispondenza 

irr iducibile T~, c~ ~+~-~, non degenere su N~ e priva ivi di elementi fonda- 
mentali  ed una eorrispondenza irriducibile T~, ~ , . + s , - i  fra M,. ed una N'~, 

di N~, non degenere su N'~, e priva ivi di elementi fondamentali .  Allora la 

condizione cui di~ [uogo -- per gli x di M,. - -  la somma T~ +- T~, ~ impnra 

ed ha tutte le sue partic01arizzazioni pure e di dimensione k. Cib prova una 

volta di pi~ come sia opportuno, per lo studio delle condizioni variabili, il 

nostro punto di vista di sosti tuire ad esse le corrispondenze algebriche associate, 

in quanto la natura d 'una  condizione ~ determinata  dalla totaliti~ delle coppie x, 
y ad essa soddisfaeenti  e non da quelle, sole, per cui y ~ assegnato. 

U g u a g l i a n z e  e o p e r a z i o n i  f r a  s i m b o l i  d i  c o n d i z i o n i .  

19. Nel seguito ci riferiremo (salvo avviso contrario) a condizioni'pure, 
virtuali od effettive, imposte ai punti w della varieth M, ,  priva di punti  

multipli ;  sicch~ ometteremo di solito gli attributi, l imitandoci e specificare 
la dimensione della condizione. 

Sieno c, c' due condizioni, di dimensione k, variabili  (in particolare fisse), 

(~) E si a v v e r t a  ehe cib non  esc lude  che ]e due  condiz ioni  c', c" sieno e i a scuna  di dimcn-  
s ione k. L a  condiz ione  ~ in tal  caso imt)ura  ~ perch~ la co r r i spondenza  f ra  Ns~ Mr~ c h e l a  
r app re sen t a ,  ~ i m t m r a  (cfr. col. 13 t. 
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e / C / ,  I C'I sieno sistemi algebrici irridueibili {o connessi) completi, di 

varieth pure, virtuali  o effettive, determinati  dalle varieth di dimensione r - - k ,  

C, C', costituite dagli x che soddisfanno a particolarizzazioni generiche di c, c'. 
Si dice c h e l e  condizioni c, c' sono ugual i  e si scrive c = c ' ,  se le va- 

rieth C~tC ' sono ari tmeticamente equivalenti  (n. 7), cio~ (n. 14) s e l e  condi- 

zioni c, c' sono ari tmeticamente equivalenti.  In  particolare le c, c' sono uguali  

ad ogni loro partieolarizz~tzione (da valutarsi  virtualmente,  in casi speciali, 

s eeondo  quanto si b spiegato nel n. 13). 

L 'uguagl ianza  b manifestamente riflessiva, simmetrica, transitiva. 

Quando si ha da fare con una condizione c di dimensione r, il numero 

virtuale n dei punti  che soddisfanno a c s ' indica  talora con [c] od anehe 

semplicemente con c, se non v ~/~ ambiguit/~. E si scrive c, ~- n, inveee di [c] ----- n. 

20. Dicesi somma della due condizioni c, c', di ugual dimensione k, la 

condizione affinch~ x giaccia sulla variet/~ C + C' o su qualunque altra va- 

riet~ a questa ar i tmeticamente equivalente (i). 

Esaminiamo il senso preciso di questa definizione. Le c, c' saranno ri. 

spett ivamente funzioni razionali di due punti  y, y' variabili in N, ,  N', ,  (non 

escludendo che N'~, possa esser la stessa Ns o una variet~ ad essa subor- 

dinata). Le corrispondenze imagini di c, c' e cio~ T fra N, ed M~ e T' fra 

N ' ,  ed M,  hanno le dimensioni r t s - k ,  r t - s ' - - k .  Cib premesso, si con- s 
sideri la variet~ N"s+,+ ~priva di punti  multipli) prodotto di Ns 2¢'~, F r a  N" • 8 4 - S !  

ed M ,  nasce una corrispondenza T", ehiamando omoioghi di un punto y" 

(eio~ di una eoppia y, y') di N"8+.,, i pt~nti x della varieta C(y} + C'(y'). 

Orbene la corrispondenza T" i~ imagine della somma c " =  c-t-c ' .  E tale cor- 

rispondenza risulta pura, come le T, T', perch6 eonsta di parti irriducibili ,  

che hanno tutte la dimensione r + s + s ' - - k .  Pereib c" ~ pura e di dimensione k. 

I1 sistema deseritto d a l l a  varieth pura C +  C' degli x soddisfacenti 

a c- t -c '  i~ la somma dei sistemi descritti  da C, C';  ognuno ~ eli questi sistemi 

pub essere ampliabile (fino ad arrivare al sistema completo che lo contiene). 

Ci6 d~ luogo ad un ampliamento del campo di variabilit~ della corrispon- 

dente condizione; ma anehe nei eampi eventualmente ampliati  vale la rela- 

zione c" = c + d. 
Dalla somma di due si passa alla somma di quante si vogliano condizioni 

della stessa dimensione, senza uscire dal campo delle condizioni pure, della 

stessa dimensione. 

(~) Non si considera la somma di due condizioni di dimensioni disuguuli~ perch~ s'esce 
da[ camloo delle condizioni pm:e. 
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La somma 6 eommutativa ed assoeiativa 8d ha., corns' si 6 detto, la stessa 

dimensione degli addendi. 

Pill uguaglianze tra simboli di condizioni della stessa dimensione si 

posson sommare a membro a membro. 

La  somma di l condizioni uguali a c 6 il m~dtiplo lc, seeondo l, della e. 

La somma si pub intender8 naturalanent8 ansh8 in sense algebrieo, 

perch6 di ogni eondizione e-si pub eonsiderare la eondizione o p p o s t a -  c {ehe 

6 la eondizione perch6 x giaecia sulla varieth -- C); si ha c -- c' ---c q- (--d); 8ee. 

La somma di pfft condizioni delta slessa dimensione k, si pub anche de. 

finite come la eondizione perch~ siano soddisfatte disgiuntamente le cortdizioni 
singole. 

0 S S E I ~ ¥ A Z I O N E .  - -  $8 una eondizione c 6 ari tmetisament8 equivalent8 al 

multipl8 seeondo l d ' u n ' a l t r a  eondizione c', si dir/~ ehe c 'd  equivalenle al 

sottomultiplo di c secondo L Si pub in questo easo eonsiderare il prodotto 

di c per ogni frazione avente il denominatore l. 

Per es. la eondizione c, di dimensione 2, perch6 una eonisa del piano passi 

per un punto dato e tocehi una retta non appartenente al punto, 6 una con- 

dizione ehe si esprime con uu' equazione linear8 e con un' 8quazion8 quadratica 

fra i coeffisienti dell 'equazione delia eonisa, l~Ientre, se la retta passa pel 

punto, eosiech6 trattasi della eondizione c', di dimension8 2, perch6 una coniea 

abbia in un punto date una data tangente, la c' vien espressa da due equa- 

zioni  lineari fra i detti eoefficienti e si ha c----2d; onde si pub ssrivere 
1 

21. Pass~amo al prodotto. I1 prodolto si definisee per due eondizioni e, e' 

di dimensioni k, k' tali ehe k t k' ~ r: ~ la condizione affinehd le e, e' sieno 
soddisfatle simultaneamenle. Si designa con cc' o con c'c, persh6 8sso gode 
evidentemente della proprieth eommutativa. 

Per  la eondizione c " :  ee' si pub ripetere quanto si 6 detto nei r iguardi 

della somma. Anch'essa risulta cio6 funzior/e razionale del punto y" di 

N',+~, ~ N ,  X N'~,, se peT: le c, d si conservano 18 ipotesi del nurnero pre- 
8edente. 

La  definizione di prodotto, helle esposizioni sistematich8 della geometria 

numerat iva (da Sc~UBE~ in poi), anteriori a l l 'use  ehe noi abbiamo fatto 

delle varieth virtuali,  dava luogo ad una difficoltk essenziale, ehe rendeva 
impreeisa la definizione medesima. 

Invero, mentr8 ]a somma di due eondizioni pure, di dimension8 k, 6, senza 

eceezione, una eondizione pura della stessa dimensione, non si pub sempre 

A ~ a l i  di Mcttemat~cct, Ser i e  IV~ Tome :KXX. 28 
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afferm'~re che il prodotto cc' sia una  condizione di d imensione  k d-k ' ,  c o m e  

aeeade << in genera le  >>. Le  variet~t C, C'  cor r i spondent i  a gener iche  partico- 

larizzazioni di c, c' hanno,  b vero, le d imens ioni  r -  k, r N k ' ;  e la dimen- 

sione << normale  >> della loro in tersezione ~ : (r - -  k) ~ (r - k') -- r -~ r - -  (k d- k') ; 

ma nel fat to l ' i n te r sez ione  delle due var ie th  pub essere impura  e contenere  

o essere add i r i t t u r a  cos t i tu i ta  da par t i  di d imens ione  ~ r -  (k + k'). N~ ve- 

r amen te  in questo easo, dicendo c h e l a  d imens ione  de l l ' in te r sez ione  ~ << in 

genera le  >> r - i k  +/~'), si a f f e rma  alcunch~) di preciso r ispetto al concet to 

rigoroso di <~ generico >) e di << par t ico lare  >> {~). 

Si dovrebbe dire piut tosto,  in modo del tut to preeiso, che esistono coppie 

di condizioni  c, c' per le qual i  la var ie th  intersezione ~ pura  e di d imens ione  

r -  (k d -k ' t ;  ma questo ~ ben poco significativo.  

La  diff icol t~ si superava  f inora  pro' forma dicendo ehe Ia d imens ione  del la  

condizione cc' ~ k t k', quando le condizioni  c~ c' sono < ind ipendent i  >>. Perb 

chiaro che si t r a t t ava  d ' u n  circolo vizioso, pe rch , ,  viceversa~ il solo cri terio 

che si adduceva  per r iconoscere  l~<< indipenden~a >> delle due condizioni,  era 

il fat to c h e l a  d imens ione  del loro prodotto fosse k 4-k'. 

Quest ~obiezione lascia  incer t i  sopra l ' e f fe t t ivo  valore del concetto di pro- 

dotto nel ealcolo simbolico, non potendosi  a priori  decidere  quando si possa 

o meno por te  innanz i  tale concetto.  

L'  uso delle varieti~ v i r tua l i  e l imina  di colpo la diff icol th e confer isce 

pieno r igore al la definizione.  

[nver% cons idera te  le var ie th  C, C' cor r i spondent i  a due particolarizza- 

zioni gener iche  di c, c' (od anche a due part icolar izzazioni  qua lunque ,  da valu- 

tars i  v i r tua lmeute ,  se occor re ;  n. 13), la var ie t~ ~i r tua le  (C, C') ha  sempre  la 

d imens ione  r --  (k + k'} (n. 3i. La condizione cc' prodotto delle c, c' di  dimen- 

sioni k, k', sg definisce come la condizione perch~ il pun to  x~ di M ,  st ia sul la  

varieti~ v ir tuale  (C, C'); e cosi essa ha sempre la d i m e n s w n e  k ~ k', ed ~ u n a  

condizione p u r a  (~). 
1~ sot t inteso che a C, C' si posson sost i tuire  due var ie th  qua lunque  ad 

esse a lgebr icamente  equivalefi t i .  Dalla definizione del prodotto di due, si pctssa 

al la  definizione del prodot to  di pi i t  condizioni,  la somma delle cui d imens ion i  

non  super i  la di~nensione de l l 'ambiente  ; e si ha sempre come prodolto u n a  

vondi~ione p u r a  di d imensio~e uguale  al la s o m m a  delle d imens ion i  dei fattori.  

I1 prodotto ~ c o m m u t a t i v o  ed associativo. 

(~) Ved. SEVERI~ Lezioni di Analisi, I. (Bologna, Zanichelli),  p. 330 e pag. 403. 
(-2) Essa  ~ rappreseata ta  da u n a  corr ispondenza pura  di dimensione s-4-s'-F r =-(kd-k') 

/ f  

fra Ns+sr eel Mr- 
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22. Quel  ehe  r ende  possibi le  il ealeolo col s imboli  del le  condiz ioni  p u re  

la validit/~ [ funzionale  e) n u m e r a t i v a  del la  conser 'vazione del numero .  

]~ infa t t i  ir~ virtf l  di ta le  conse rvaz ione  che, se c, d ;  d, d' sono qua t t ro  

condiz ioni  pure ,  le p r ime  due  di d imens ione  k / l e  ~ltre due  di d imens ione  k', 

sotto 1' ipotes i  k + k' ~ r,  da 

c : d, d - -  d', 

si deduce  co' --= dc', de' : dd': e qu ind i  : 

cc' ~- dd'. 

I no l t r e  se c " :  c-4-c '  sono condiz ioni  p u re  di d imens ione  k, e d ~ una  

condiz ione  di d imens ione  k'(k - k  k '  ~ r}, si deduce  

c" d --~ cd -I- c' d, 

cio~ il p rodot to  6 d i s t r ibu t ivo  r i spe t to  a l la  somma.  

23. A proposi to  del ca mpo di validit/~ del calcolo s imbolico e del modo 

di appl icar lo  ai p rob lemi  singoli,  c '~  da avve r t i r e  t luanto segue. 

Sia  una  M,. i r r iduc ib i l e  di pun t i  (o ent i  algebrici)  x. La  cons ta taz ione  

del la  i r r iducibi l i~h di M,. sarh sempre  agevole,  a p a r t i t e  d ~ l | a  def in iz ione  

degli  x. Meno agevole  r iuse i rh  il eons ta ta re  se M ,  ha o no e lement i  mul t ip l i  

e, nel  easo a f fe rmat ivo ,  il sos t i tu i re  b i razio~almen~e ad M,. u n a  var ie th ,  gli 

in to rn i  dei eui  e l ement i  sieno tu t t i  eqt~ivalenti  t ra  loro dal punto  di v is ta  

del le  t r a s fo rmaz ion i  b i regola r i  e b iun ivoche  q~). 

Ino l t re ,  eons ide ra t a  u n a  eo r r i spondenza  p u ra  var iab i le  c, r e la t iva  agli 0e, 

e t radot ta la ,  p rev ia  o p p o r t u n a  analisi ,  in una  co r r i spondenza  p u r a  T f~'a 21/1,. 

ed una  variet/~ i r r idue ib i l e  N~ di e lement i  y, a l t r e t t an to  si dovrebbe  fa re  nei  

r i gua rd i  di N~: a cce r t a r e  cio~ se _Ns ha. e l ement i  mul t ip l i  e, in easo af ferma-  

tivo, l i be ra re  Ns da tall  e lement i ,  con t r a s fo rmaz ion i  b i raz ional i .  

Ora  tu t to  cib, r ipe t iamo,  po r r e b b e  di f ron t e  a d i f f ico l th  graviss ime.  Ma 

le t r a s fo rmaz ion i  eui  a l lud iamo non  sono nel fa t to  necessar ie .  La  possibilit~t 

di esegui r le ,  ei ha  pe rmesso  di svolgere  con tu t to  r igore  la teor ia  e spos ta ;  

a l l ' a t t o  pra t ico  perb  bas ta  sol tanto acce r t a r e  che le soluzioni  ehe si p r endono  

(t) Che ~ poi, dal punto di vista infinitesimale intrinseco (cio~ entro la varieth) quel 
che oeeorre pe~ch~ valgano i eoneetti ehe abbiamo espost% eirca le intersezioni e le molte- 
plicith d'infersezione delle varieth subordinate ad M r. Basta cio~ che si possa trasfoi-mar 
l'intorno d' un pnnto P della varieth nell'intorno di un punto di S¢ con una trasformazione 
biunivoca, biregolare, perch~ quel punto; ai fini delle intersezioni~ sia da considerarsi come 
semplie% anche se non ]o ~. 
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~n considerazione nel problema nnmerat ivo da sciogliersi, sono, al variare di c, 

suscettibili di assumere posizioni generiche in M,., ch~ allora va!gono tutte 

]e considerazioni coucet'nenti ]e molteplicith d ' intersezione e quelle relative 

alla definizio ~e delle variettt virtualL 

C'~ di pifi. Si pub fare a meno delFipotesi  che /Y~ non abbia punti  mul- 

tipii, la quale ~ stata in rondo uno strumento di pifi agile lavoro. Invero, lo 

studio delle condizioni algebriche imposte u punti  di ~1/,. si rieonduce eselu- 

sivamente a problemi d ' intersezione di varieth tracciate in M,.; onde, Be mai~ 

la sol~ ipotesi necess~xia ~ quella coneernente i punti  di .M,. 1Via anche da 

questa si pub fare astrazione, se ci si l imita a considerate le soluzioni the 

cadono fuori degli eventuali  punti  multipli  di M,. (distribuiti in varieth alge- 

briche subordinate). E cib perch~ la molteplicit£ dell' intersezione di due variet~ 

tracciate su M,., in un punto semplice P di M~., dip~nde soltanto da proprieth 

che r iguardano l ' in torno di P ;  o perch~ la definizione del simbolo (V, W}, 

esposta nel n. 3, vale immutata  se si riferisce sia alle intersezioni isolate, 

che cadono in punti  semplici~ sia ad ogni varieth d' intersdzione (di dimen- 

sione ~ 1) il cui punto generico sia semplice per M, .  

La conservazione del numero e il ca[eolo simbolico valgono, come vedremo 

nel successivo studio delle soiuzioni (( degeneri >), anche Be ci si l imita alle 

Boluzioni che cadono fnori di certe varieth subordinate all ~ ambiente M, ; siceh~ 

in definitiva le ipolesi che _N~ ed M, non abbiano punt i  mullipli non sono 
essenziali (quando si considerino come degeneri, nel senso sotto specificato, le 

soluzioni che cadono in punt i  multipli di M,.). 

Le  s o l u z i o n i  d e g e n e r i  
e i l  p r i n e i p i o  d i  l ) l i i c k e r - C l e b s c h  g e n e r a l i z z a t o .  

24. Entro la varieth irriducibile M,. degli x eui si riferiscon le condi- 

zioni considerate, pub esser data una particolare varieth algebriea E (pura o 

impura) i eui x siano da/escludersi  come soluzioni dei problemi numerat ivi  

da sciogliersi: sieno cio6~ rispe~to a tali problemi~ soluzioni degeneri ~). 
Per esempio~ Be .M~. ~ lo spazio lineare S 5 i cui Wmt'i x rappresentano 

le singole coniche del piano (ossia i cui x hanno per coordinate omogenee i 

(t) Di altri tipi di soluzioni degeneri~ che nascon da modi errati di enunciare le condi- 
zioni che si considera~Jo, ho avuto occasione di occuparmi in b) (red. a p. 1 del presente 
lavoro) per rigettare esempi male addo~ti eontro la conservazione del numero. Non ~ il caso 
the ce ne occupiamo qui. 
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coefficienti delle eqaazioni delle coniche), quando si pongono questioni nume- 
rative concernenti la determinazione di coniche sottoposte a questa o a quella 

condizione, s ' intende sempre di alludere a coniche irriducibili. Le coniche 
{degeneri) spezz~te in coppie di rette, distinte o coincidenti, sono Mlora solu. 

zioni degeneri rispetto a quei problemi. 

Come si sa, le coniche-luogo ridotte a rette doppie son rappresentate 
in S 5 dai punti diuna,  superficie di VE~ONES]~ G e quelle spezzate in coppie 

di rette da un~ varieth E~ (d'ordine 4 e dimensione 3), riempita dalle corde 
(o dai piani tangenti o dai piani delle_coniche) di G. 

In tal caso la varieti~ i cut a~ si debbon rigettare come soluzioni degeneri 

dunque questa /~ (sulla quale i punti di G costituiscon alia loro volta solu. 
zioni degeneri particolari). 

Ritornando alle riflessioni generali, vediamo dunque cim l'eselusione di 
una categoria di soluzioni, da riguardarsi come degeneri, implica c h e l a  va. 
riet~ degli x, cut riferisconsi i problemi da sciogliersi, sia la M , . -  E. Da] 
punto di vista topologico vuol dire che alla M,. (cio6 alia sua riemanniana) 
si d~ come conlorno la E (cio~ la riemanniana di E). 

In particolare, E pub essere (comb dicevamo alla fine del n. prec.) il 

luogo dei punti multipli di M,.. Ammessa la trasformabilith birazionale di M, 

in una M,. priva di punti multipli, al luogo E corrisponde in 2~,. un luogo 
ed alle soluzioni concernenti la M,.--  E, corrispondono le soluzioni concernenti 

la M,.--E,  situata in un ambiente M,. assolutamente privo di punti multipli. 

25. Sia c,(y) una condizione (pura) funzione razionale del punto 'y  di N~, 
relativa agli ~ di M,. (ore s'intende ormai, per evitare inutili complicazioni 

del discorso, che M,. sia priva di punti multipli). Dire che la ca(y)si riferisce 

agli x di .M,.-- E, in cut E designa il luogo delle soluzioni degeneI.i, equivale 
a dire (con le consuete notazioni) che, ore la varieth V,,h(y), corrispondente 

al generico y, incontri E in una certa varieth G, si devon considerare come 
soluzioni del problema gli x di V , . _ k -  G. 

essenziale quiche le soluzioni si cerchino in corrispondenza al gene. 
rico y (~), pereh~ per un particolare y il comportamento di V,._k rispetto ad E, 
pub cangiare, in @1unto altre variet/~ subordinate a V,._k posson venire a 
coincidere con talune di quelle che V,._k ha gih comuni con E ;  oppure la 
dimensione di qualcuna delle intersezioni pub aumentare. 

(t) Cib beninteso, quando si tratti di condizioni "~ariabili. Per le condizioni fisse nulla 
v'~ da aggiunge~,e. 
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Che se p o i l a  generiea V,_f, non iueontra E, ~ come se le soluzionl de- 

generi  non esistessero. 
Rispettata la norma che nella delerminazione delle soluzioni non degeneri 

ci si deve riferire a particolarizzazioni generiche delle date eondizioni variabili 

(pure), valgono senz' altro la conservazione e i l  calcolo simbolico. 

!nvero, in primo hogo,  le intersezioni di due varietk V,._~, W~, di cui 

una almeno sia variabile, le quali cadono in E, souo a distanza finita dalle 
intersezioni ehe eadono fuori di E ;  e quindi il nmnero di ciascuna delle due 

categorie d ~interse~ioni si conserva costante (tenure conto debitamente delle 
molteplicith d'interse~ione), finch~ non si faeciano tendere V, W a partico- 

Iari posizioni. 
In  secondo luogo~ ~ chiaro che le definizioni della somma e del prodotto 

di due o pifi condizioni si posson riferire ai sell punti  di M , . - - E ;  e le pro- 

prieth commutativa, associativa, distributi~a, eontinuano a valere. 

26. Un case partieolare notevolissimo del concerto di condizioni r iferi te 

ad un ambiente nel quale ~ assegnata una variet~ di degenerazione, ~ quello 

che conduce ella pi~), ampia e~.lensiot~e del criterio di PLaCXER-CLE]3SC~ ('i: 
Sopra una M~ (irriducibile) di elementi sia assegnata una variet~t di ele. 

menti degeneri rispetto ad una certa classe di problemi numerativi. Se il pro- 

dotto di pii~ eondizioni pure, effettive, delle quali una ahneno variabile, ha 
dimensione r, ma possiede in generale soltanto soluzioni degeneri, qualora in 

un ease partieolare esista una soluzione non degenere, questa non ~ isolata. 

Sieno-.~1) o~t) le date condizioni pure effettive (k~-k ... ÷ kt-=r),  e 
L 'k l  ~ . , ,  ~ ~ k  t 

$) rv V~)_~,,..., V~_,,~ le varieth degli x che soddisfanno alle condizioni stesse, 

per generici  valori dei parametr i  da cui esse dipendono. L' ipotesi  ~ che le 

V~,) vqt) ~-~, . . . ,  r -~  non abbiano alcun punto comune fuori della variet~ E degli 

elementi  degeneri.  Dice che, se per certe particolarizzazioni ~(~),..., ~t)k, delle 
~TIt~ fuori di E, date eondizioni, esiste un punto P comune alle -~V(~)~,..., ~ - ~ ,  

l ' intersezione P non ~ isolata. 
All 'uopo proiettiamo V ") da k, spazi Sd_,.+k~-_~ generici  delF ambiente Sa, 

in guisa da ottenere k~ forme di Sa, passanti per V "), le quali taglino M,, 

[~) Del  qu~le he da£o la pr ima r igorosa dimostrazione nolla Nota :  Sulla compatibilit~ 
dei sistemi di equazioni cdgebriche ed c~nalitiche (<( Rend.  della ~.. Aec. Naz. dei Lineei  ,,, 
(6), 17 (1933), pp. 3510). Ved. pure le mie citate Lezioni di Analisi (l?[ ed. b Yol. I~ p. ~09. 
U n '  estensione del criterio stesso, da cui aplmnie  dedurremo era que~la di maggior  generali tk;  
trovasi  nel la  mia Not~: Un'ampia estensio~e del criterio di pl,Ocker-Clebsch [<( Bollett ino 

de l [ 'Un ione  Matematica I t a l i ana  ,,~ t2), 1 (1939), pp. 97-99). 
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in V (') e u | ter iormente in un ' a l t r a  variet~ ad r - - k ,  dimensioni. Se V ") 

abbastanza vicina a V ('), l 'u l ter iore  intersezione di quelie forme non a t  tra- 

versa l' intorno di P, appunto perchb, quando V (~) va in V m, F ulteriore inter- 

sczione delle k~ forme variabili non passa per P (in quanto P b semplice 

per 
Similmente si ha un 'a l t ro  gruppo di k, forme passanti per V(~)~ vicinis- 

sima a V(~?, la cui ulteriore intersezione non attraversa l ' intorno di P, ecc. ; 

fino a k t forme analoghe relative a V (t). 

L e r  forme variabiii complessivamente ot tenate dalle I7, segano M, in 

altret tante variet~ ad r - - 1  dimensioni, che designeremo con -_Ned in parti- 

colare con N quelle relative alle V. Le N passan per P e siceome i punti  

comuni alle N attorno a P giaccion tutti  sulle 17, se P b un ' intersezione 

isolata di queste, le N hanno esse pure un ' intersezione isolata in P, epperb (2) 

anche le N vicine hanno un ' intersezione isolata prossima a P, la quale giace 

necessariamente sulle V. Pertanto le V che hanno un ' intersezione (isolata t 

attorno a P, e quindi fuori di E, dipendon complessivamente dallo stesso 

numero di parametri  da cui dipendon tutte le V considerate;  e cib contrasta 

coll ' ipotesi che le V generiche non aLbiano intersezioni fuori di E. La  con- 

clusione b dunque che l ' intersezione i ° delle V~ fuori d i .E,  non pub esser 
isolata. 

~ll)~(~) ... clt~ (k, ~ k., +~... + kt ---- r) Da cib segue che per  accerlare se i l  prodotto ~< ~'i kt 

ha  soluzioni  ~ton degeneri basra verificare se per u n a  qualche sua  part icolarizza-  

zione esiste u na soluzione isolata non degenere. 

I1 teorema estende la eonservazione del numero al caso in eui ]a condi- 

zione variabile di dimensione r (prodo~to di pifi condizionij, possiede zero so- 

luzioni non degeneri ;  sieeh~: il numero  delle soluzioni non degeneri d ' u n a  

pc~rtieolarizzazione generiea della da ta  condizione, si conserva o diviene infinito,  

anche se ~ in  generale hullo. 

V a l u t a z i o n e  d e l l e  s o l u z l o n i  m u l t i p l e .  

27. Un memento importante e spesso detieato della risoiuzione d'urt  pro- 

blema numerativo, ~ quello in cui si tratta di deeidere sulla molteplicith 

delle singole soluzioni, che si presentano quando, nel calcolo d ' u n a  condi- 

(~) Argomentazione elementare per ehi abbia pratiea di geometria algebrica; maeho. 
tuttavia trovasi dimostrata a p. 3~:9 della mia ]~[emoria c). 

(2) Ved. a pug. 98 dellamia ~ota llltimamente eitata del ~, Bollettino dell' U. M. I..,, 1939. 
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zione, si cerea  di espr imer la  con la somma algebr ica  di altre, meno complesse 

a ideut i f icars i  e a valutarsi .  Di c iascmm di queste  component i  occor re  cono- 

scere la mol tepl ic i th ;  ed al lorch~ si sieno trovate tali molteplieit~,  per  la o 

s 'o t t i ene  uu ' e sp re s s ione  del tipo E k~c <~) ore  c"' son le condizioni  component i  
i~1 

e k~ numer i  interi ,  positivi o negativi ,  che denotan  le r ispet t ive  moltepl ic i t~ 

delle c "). 

Un metodo (indicato nel la  mia  Nora bj} per  calcolare i coeff ic ient i  k~, 

quando  la condizione ha  d imens ione  ( r ,  b il seguente.  Sin k/" .  r la dimen- 

sione di o. Si scelgano [~ condizioni  di d imens ione  complementa re  r - k ,  

d ic iamole  4 ( ' , . . . ,  d!~ ), tall  che sia faci le  il calcolo dei numer i  od q), o")d (5) 
(i, j----: 1,. . . ,  r) e Che, inol t re  il de t e rminan te  [c")d(J) I r isul t i  diverso da zero. 

Si avrh a l lora  fra  gli in ter i  ~t un  s is tema di equazioni  lineari,  che permet te rh  

di ca colarli .  
R iassumiamo,  per  comodit/~ del lettore,  l ' e sempio  che, nel la  Nora b), ho 

dato per i l lus t ra te  questo metodo. 
Ind ich iamo con ~ la condizione semplice  (eiob di d imens ione  1) aff inchb 

una  conica dello spazio S s abbia  il p ropr io  piano passante  per  un  punto  

dato A e con v la condizione, pure  semplice,  perchb una  conica s ' appoggi  

ad u n a  re t ta  da ta  b. 
Nel la  mia  I~ota dimostro anzi tu t to  c h e l a  condizione d'oppia prodotto ~v 

i r r iducibi le  (~); sicehb ad ess~ si pub appl icare  la conservazione e il calcolo 

simbolico. 
Scelto A su b, [a I~v si scinde nell~ condizione P aff inchb una  conica  

passi per  A e nel la  condizione ~t ~ perchb una  conica abbia  il piano passante  

per  b. Si pub p e r t a n t o  scr ivere :  

ovg kt, k~ son in ter i  ~ 1. 
Si faeeia  era  suecess ivamente  il prodotto di ~v per  la condizione d, di 

d imens ione  6(r ~ 8, k ~ 2), aff inch~ una  eonica giaccia  sopra una  quadr ica  

d ' u n  dato faseio ed abbia il piano passante  per una  retta,  e per la condi- 

zione e, pure  di d imens ione  6, aff inch~ una  conica giaccia  sopra una  quadr i ca  
ed abbia il p iano passante  per  un punto  dato. Si o t tengon subito le relazioni  

~ t v d = l ,  P d =  l, ~ d : : : 0 ;  ~ v e = 2 ,  P e = O ,  ~-'e= l, 

e se ne r icava  ).~ = 1, k 2 = 2. 

(t) Per l'applieabilith della conservazione del numero basta sapere the ~t,¢ ~ pura: il 
cite segue senz'altro dal fatto che ~, v son condizioni pure (anzi irriducibili). 
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Si perviene eosl, in modo pienamente rigoroso, alla nota relazione (di 

SC~VB~R+): 
P ~- ~v - 2~ ~. 

Se la condizione e ha la dimensione r, il metodo indicato non 6 apl)li- 

cabile. Allora per valutare le molteplicit~ ),~ occorrono considerazioni infini. 

tesimali, opportunamente adattate case per caso e intorno alle quali si trovano 

esempi e norme generali~ per cib ehe eoncerne le corrispondenze (ossia, in 

ultima analisi, tutte le condimioni algebriche), nel mio ~< Trattato di geometria 

a l g e b r i c a ,  e in un' antica Memoria i~). 

C a r a t t e r l s t l c h e  d e l l e  c o n d i z l o n i  d i  d a t a  d i m e n s l o n e .  
L o r o  e s l s t e n z a .  

dimensione r - - k  e 
Sieno : 

28. Entro M,, [irriducibilet, consideriamo la totalit~t delle condizioni pure 

di dimensione k e la totalith delle condizioni pure di dimensione comple- 

mentare" r - - k .  Diremo brevemente che le condizioni di dimensione k e di 
dimensione r -  k sono fra loro duali. 

Fissiamo due basi minime duali (rispetto alle equivalenze aritmetiehe) 

pe r . l e  varieth pure di dimensione k e di dimensione r - - k ,  traeeiate in M , .  

Si hanno eosi due gruppi di variet~t: uno costituito da 9 varieti~ pure di 

un altro da altrettante variet/~ pure di dimensione k 

O~ °) , 8 (1) d!P) k 

le condizioni, di dimensioni r ispett ive k, r - - k ,  che si impongono ai punti  x 

di M~. volendo che giaeciano sulle varieth del primo e del secondo gruppo. 

In conseguenza del n. 7 possiamo affermare che: Ogni condizione pura di 

dimensione k, imposta agli elementi d 'una  varieth (irriducibile) M , ,  ~ uguale 

ad una combinazione !ineare a coeffieienti interi (positivi o negativi) delle con. 

dizioni e (1), ..., c(k PI costituenti una base minima. 

Queste ~ eondizioni di dimensione k, mediante cui si esprimono tutte le 

altre, si chiamano condizioni caratleristiehe di dimensione k. 
L'es is tenza  delle earat terist iche per condizioni di dimensione qualunque 

sopra urta varieth algebrica qualsiasi, conseguenza ovvia dell' esistenza della 

base, ~ stata da me dimostrata nella quarta  delle ) iemorie  citate nella nota (~) 
a pib della pagina 162. 

(t) SEVERI, S o p r a  a lcune  s ingo lar i t~  delle curve di u n  iperspaz io  ((, M e m o r i e  de l l a  
R.  ~4_cc. di  To r ino  ~), (2 b 51 (1902), pp. 81-114). 

Aa~ali di Matematica, Serie I ¥ ,  Tomo XIX. '~4 
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Naturalmente le earatterist iehe non sono individuate, potendo essere scelte 

in infiuiti  modi, sotto la necessaria restrizione che, tenute fisse le condizioni d 

della base duale, il discriminafite 

h ~ -  
• • o • . • • . • . ' o  . • . . 

c(.?~ dI[~ c~ d( ~ c!P~ d~p ~ . 
r - - k  k r - - k " "  tc r 

si mantenga diverso da zero e di valore assoluto minimo. Mostriamo che: 

Una volta trovate le caratteristiche per  le condizioni di dimensione k~ si 

coslruiscono agevolmente quelle relative alle condizioni duali .  

Invero, note le c, basra scegliere ~ condizioni d di dimensione r - - k ,  tall 

ehe h :# O. Bisogneri~ poi, col metodo da me indieato nel]a teoria della base 

per costruire una base intermediaria,  passare ad altri gruppi di condizioni e, d 

tall che h raggiunga ii minimo valore assoluto. Si avranno eosi Ie earatteri- 

stiehe di dimensione r -  k. 

29. Modulo di condizioni (pure} di dimensione k ~ un insieme di eondizioni 

contenente la condizione zero di dimensione k e tale inoltre ehe la somma o 

la differenza di due qualunque di quelle eondizioni appartenga al l ' insieme. 

Nel modulo non posson esservi pifi di ~ eondizioni ar i tmetieamente indi- 

pendenti :  anzi, s e v e  ne sono ~, esso eomprende tutte le condizioni di dimen- 

sione k. Sia ~ ' ~  ~ il massimo numero di condi~ioni indipendenti eontenute 

nel modulo : diciamole d ~), e (~} , ..., e(~') (omettendo 1' indice k della dimensione}. 

Formata  la matrice di ~' orizzontali e di ~ vertieali, col prodotti delle e per 

le condizioni earat terist iche duali d~ qualora questa matriee fosse nulla esi- 

sterebbero eerti interi  non tutti nulli  ~ , , . . . ,  ~t~, tall ehe 

~eI1)d(J) + ~ el~) d()l ~ ... + ~gel~')d(J) - -  O. (j ~ 1, 2, ..., ~) 

Epperb ]a varieth degli x soddisfaeenti alla eondi~ione ~e  (~) -t- ... + ~p,e(Y) 

sarebbe ar i tmeticamente nul la ;  onde risulterebbe: 

~t~ e(1) -~- ... -I- ~e,e(P '} ---~ O, 

contrariamente al supposto. 
Esistono pereib certe ~' condizioni d, che insieme alle e, danno luogo ad 

un discriminante D :# O. Esse costituiseono, con le loro combinazioni lineari,  

un modulo duale del dato. 
Ripetendo i procedimenti  da me indieati  nella teoria della base~ si riesce 

a passare a due gruppi di e, d, appartenenti  ai due moduli duali e tall che 
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per essi il determinante D assume il minimo vulore assoluto non hullo, com- 

putibile con la scelta delle e, d, entre i rispettivi moduli. 

Si conclude cosi che:  

Ogni modulo di condizioni 19ossiede le proprie caratteristiche. 

30. Oecupiamoci era di un legume notevolissimo tra la teoria delle carat- 

teristiehe entre M~. e la teoriu-generale delle corrispondenze ivi {~). 

Sia Vm, ... V(e) una base intermediaria per le varieth di dimensione r - - k  

di M,., cosicchb le condizioni perehb il punto x d i M , .  giaccia su eiascuna 

di quelle vurieth forniscon le caratferist iche di dimensione k. Sia inoltre 

W(~),.,., WI~) una base intermediariu duale. Sieno infine V, W due variet~t, 

di dimensioni rispettive r -  k, k, le quali  si espriman per le basi con le re- 
lazioni : 

(2) V~'~_ )~ VO) + . . .  + )~ V(p)~ W--~ ~ W (1) + ... q-  ~ W~). 

Dalla seconda si t rae:  

[V, W ] = -  v b [ L  [V(% W ] = y ,  
j=~ j=~ 

W(J~], (i = 1, ..., ~) 

ed eliminando le ~ ,  ~ , . . . ,  ~p fra queste ~ + 1 relazioni l ineari:  

P 
IV, w]  = r,  ,Av, 

i=l j=l 

eve A j ~ l 'e lemento generico del determinante reck)rote  del discriminante A 
delle basi considerate (A ~ I[V(~), W(J)]]). 

Si ottiene cosi quello che he ehiamato il teoremct di B]~zotT~: per le va. 

riet4 di dimensioni k, r - - k  contenute in M,., in quanto gli interi [V, W[J~], 

[l/V, V (~] posson considerarsi come gli (( ordini ~ di V, W, rispetto alle variet~ 
delle relative basi duali. 

l " e p p e r b  i humeri  h~j son II determinante  dei n a m e d  razionali h o- vale -A' 

tutti  interi soltanto quando I A [ ~  1. 

(~) Rinvio  per  ques t ' a l t ima  teoria alla mia eonferenza:  La  teoria generale delle corri. 
spo~denze fra due variet~ algebriche e i sistemi di equivalenza (<< Abhand lungen  aus dem 
Mathematischen Seminar  der Hans i schen  Univers i t~ t  % 1939), eve son r iassunt i  i miei pre- 
cedenti  ]avori sul l ' a rgomento.  Occorre in  particolare tener  eonto del risultato al n. 10 della 
mia 1Nora: La teoria generale delle corrispondenze tree variet~ atgebriche (<< Rend.  della 1~. Ace. 
Naz. dei Lincei) ) ,  (6), 23 (1936-XIV), pp. 818-823, 921-925) e di quello al n. 7 de lFal t ra  mia :  
Complementi aUa teoria generate delt¢ corrispondenze t~'ct vceriet~ atgebrich~ <~ (~end.  della 
R. A_cc. ~az .  dei Lincei  % (6), 25 (1937-XV), lop. 3-9). 

(2) Dalle  (2) segue anehe la relazione [V, W] =.E~i~j[V(i) , W(J)], bi l ineare  nei caratteri  L 

l~ delle I~ ~V rispetto alle b a s i e  avente  per d iscr iminante  il d iscr iminante  di queste. 
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i n  par t ieolare ,  se M,. ~ uno spazio l ineare,  tenuto  conto the  ivi le basi 

min ime  per le var ie th  di d imens ione  r -  k, k son da te  da spazi l inear i  delle 

r ispet t ive  d imens ion i  {'), si r ieade  ne lFo rd ina r io  teorema di Bgzou~.  

Supponiamo,  vieeversa,  ehe  sopra  M,. s iano tr~ceiate  ? v~riet/~ V( ~, .. . ,  V ~  

ad r k d imens ion i  e p var ie tg  a k d imens iou i  Win, . . . ,  Wick, tal l  ehe per  

ogni coppia  di variet~ V,._a, W~ valga un  teorema di B]~zou~ del tipo (3); 

cio6 che es is tano eerti  numer i  razional i  ~u(i, j--~ 1, ..., ~), d ipendent i  sol tanto 

da M, e non da V, W, in guisa che r i su l t i  per  ogni coppia di var ie th  V, W: 

(4) IV, wo)][w, 

Dedur r emo  al lora  da cib le basi per  le var ie th  di d imens ioni  r - -  k, k trac- 

elate in M~. 
Ind i ch i amo  ~ lFuopo  con ~ un  comun denomina to re  dei numer i  ~.~, e con- 

s ider iamo gli in ter i  ~',.~-~-~,~. Posto ino l t re :  

sicch6 i numer i  ~.'~-= Sk~ V'~ =-_ ~ j  son interi ,  conf ront iamo le variet~ ~V, 

). '  V(O + ... + ~.'e V(~I. Esse sono a r i tme t i camen te  equivalent i ,  perch6, q u a l u n q u e  

sia W :  

+ ... + W ]  : VO ] : Wo,][W, V O] = w ] .  

Pe r t an to  (n. 7): 

e s imi lmente  : 

(D 

Dunque  VO~, .. . ,  

~ V - -  ~'~ V~I)+ ... + )/pW~, ~1, 

~ W - -  ~', Wo) + ... + ~'~ W~). 

V(rJ); WO~,...,  WIe ) fo rman  due basi duali ,  oppure le 

pr ime di esse --  e qu ind i  anche  le seconde - si r iducono a 9 ' <  9 algebri- 

ca.monte i nd ipenden t i ;  ed anche  in ques~o easo se ne r i eavan  lo s~esso due 

basi duali ,  cos t imi te  da ~' oppor tune  var ie th  del pr imo grappo e da g' oppor tune  

variet~ del secondo. 
Si vede di pill che ~ ' =  ~ a l lora  e soltanto al lora che il d i sc r iminan te  

del la  forma b i l ineare  (4) sia diverso da 0. Invero,  la relazione ? ' ~  e la 

d i suguag l i anza  h -- I L--[vm, W ~] } =4= 0 son 1' una conseguenza  delF altra.  Ora, 

se h =4= 0, si deduce  agevolmente  t he  ~j----ht j  , o-re hj.j ~ 1' e lemento generico 

del de t e rminan te  reeiproco di h. Pe r  d imostrar lo ,  si tagl ino con W ¢j~ i due 

(i) Inver% nella mia Memoria~ La base per le variet& a~gebriche, ecc. {citat~ a p. 16~), ho 
dimostrato che in ogni famiglia di varietg di data dimensione k in S~.~ vi sono forme limiti 
eomposte esclusivamente da spazi lineari Sk" 
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membri della (6) e, fatto j =-1,  .... ~, si 

ottenute helle )~'~. Si perviene alle espressioni:  

risolvan le ~ equazioni lineari cosi 

J 

le quali, confrontate con la prima delle (5)~ porgono: 

_ A , j ) [ Y ,  W'J>] = O, 
J 

valide qualunque sia V. Attesa l ' indipendenza delle W( ~t,... W(~) se ne 

appunto : 
(8) ~.~ = A~. 

trae 

5Tatura[mente, trovate due basi duali, conv iene poi dedurre da esse due 

basi intermediarie duali. La eonelusione ~ che: 

La  determinazione della base per le variet4 di dimensione k Contenute in 

una  M,. (e quindi  hello stesso tempo per le variet~ di dimensione r - -  k) equivale 

alla ricerca di un  teorema di B~zou~ per tutte le coppie di variet~ a k e a d  

r -  k dimensioni di M,.. 

31. Ora un altro modo si offre spontaneo onde arrivare al teorema di 

B~zo[:~ per le 17, W di M,., r icorrendo come segue alla teoria delle corri- 

spondenze. 

Si consideri sulla varieti~ delle coppie ordinate x, x' di M,. iprodotto di M,. 

per una copia sovrapposm M,.') la varieth ~ ' "  delle coppie x, x' aventi 0¢ su V 

e x' su W. Le coincidenze (x-~-x') di questa varieth forniscono il numero vir- 

tuale [V, W]. Tali coincidenze si ottengono applicando il principio generale 

di corrispondenza su M,., il quale di~ appunto il numero virtuale delle coin- 

cidenze d i u n a  qualunque serie algebriea c~'" di eoppie x, x' in M , . X  M ' , ,  

ossia d i a n a  corrispondenza ~ "  tra i punti  di 11/,.. 

I1 prineipio generale cui si allude trovasi nei lavori in cui ho trattato 

della teoria dei sistemi d 'equivalenza  in relazione alle eorrispondenze alge- 

briche (~t. La sua applieazione conduce agevohnente ad una espressione del 

tipo (4); ma nella sostaaza il metodo non differisee da quello poggiato sulla 

base, perch5 la dimostrazione del prineipio di corrispondenza implica, in ge- 

nerale, la couoscenza di quest 'u l t ima.  

Tuttavia,  se in qualehe caso eonereto si riesee a trovare direttamente il 

(t) Ved. in part icolare:  SEVERI~ La teoria generale delle corrispondenze tra variet~ al. 
gebriche (,< Atti  della ~ .  Acc. ~-az. dei Lincei  >), (6), 23 (1936-X]_V)~ lop. 818-823; 921-925}. 
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priueipio di eoJcrispondenza, senza passar  per la base, se ue pub dedurre la 

solazione del pr0blema delle earat ter is t iehe e r i trovare addiri t tura la base. 

0SSERVAZlO%E. - -  ]~ quasi superfluo avvert ire  che io ho considerato il 

principio di corrispondenza dal punto di vista generale delle variet/~ virtuali,  

cosicchb il numero delle coineidenze d ' u n a  serie cx) s di coppie x, x' b sempre 
vir tualmente finito (e quand'  6 infinito ogni varieth di coincidenze vien sosti- 

tuita dalla propria  equivalenza funzionale). 

L e  c a r a t t e r i s t i c h e  p e r  le  c o n d i z i o n i  r e l a t i v e  a s p a z l  l i n e a r i  
e l a  b a s e  s u l l e  v a r i e t / t  g r a s m a n n i a n e .  

32. I1 legume esposto in generale nel numero preeedente fu da me indi- 

cato, in partieolare, nella ricerca delle carat terist iche per le condizioni imposte 

a spazi lineari di data dimensione, contenuti  in un ambiente lineare S,~ (~). 
Riassmno la questione, ehe eosti tuisee un 'u t i l e  illustrazione delle gene- 

ralith esposte. Com'b noto (~) SCHUBERT ha introdotto la nozione di forma 
fondwmentale di Sa in S,.. Una tal f0rma, indieata col simbolo [ao, a~,..., ah], 

ore  ao, a~,..., a,~ son interi crescenti  ( 0 ~ a  0 ~. a~ < . . .  ~ a h < _ r )  b l ' ins ieme 

degli Sa che giaCcion in Ul~ dato Sak , hanno con un S%_~ di S% un Sa- ,  

comune, con un S%_~ di S%_~ un Sa_ 2 eomune,.. .  ; con un Sao un punto eo- 

mune. La condizione fondamentale perch~ un Sh appar tenga ad una forma 

siffatta s ' indica  col simbolo (ao, a~,..., a~). La dimensione d ' una  tal condi- 

zione si calcola subito. Bisogna invero, per determinate  un S~ della forma, 

prendere un punto in Sa0, un punto in un Sa,-~ dato genericamente in Sa~, 
ua  put, to in S~-2 dato gener icamente ' in  S~ , . . . ,  an  punto in un Sal_h dato 

genericamente in Sal ~. E cib importa la scelta di 

k 1 k(k + 1) (9) d --~ a 0 + (a~ - -  1) + ... + lab -- k) -~ Y a~ - -  

parametri .  Per tanto [a0, a~,...~ ak] ha la dimensione d e (a0, a~,..., ak) la di- 

mensione 
_ _  k 

(10) ~ = (k + 1)(r -- k) - -  d : (2r k)(k + l) _ V a,. 
i~0 

(~) SEVERt~ Le  coincide~ze d' t~na se,rie algebrica o, Yc+ ~)~-1~) di coppie di  spaz i  st k di- 

m e n s i o n i  i m m e r s i  hello spaz io  a r d imeus ion i  I<, Rend.  de l l s  t~. Ace. d e i I A n c e i  ,), (5), 9 
{1900), pp. 321-326}. 

(e) Ved.  p. es. BERTINI, I n t r o d u z i o n e  a l la  geometr ia  p,roiett iva degli iperspazi~ I I  e d ,  

Pr incipato ,  Messina,  ~923, p, 48. 
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Le forme di data d i m e n s i o n e d  s 'ot tengono in corrispondenza ai singoli 

gruppi di interi a~,,..., ct~ t O , n o  ~ ct, ~ . . .  ~ e t h e r )  che, per  dati d, k, soddi- 

sfanno alla (9t. In particolare la forma fondamentale I t - - k ,  r - - k + 1 , . . . ,  r] 

lo S ,  come totalit/~ di S h e  la forma fondamentale [0, 1~...~ k] ~ un Sh. 

Le dimensioni deIle forme In0, a~,.. . ,  ak], I t - - a ~ , . . . ,  r - - a 0 ]  d/~nno per 

somma R = (k * 1 ) ( r -  k). Esse chiamansi forme conjugate. 

Nella mia prima Nora sulla conservazione del numero (t) ho dimostrato 

che le condizioni  f ondamen ta l i  (no, a~ , ... , ak) sono irr iducibi l i  e sono allresi  

i rr iducibi l i  i prodot t i  di  due o p i i t  condiz ioni  f ondamen la l i ;  sicch(~ le loro 

combinazioni lineari dhnno luogo soltanto a~ condizioni pure ed 6 ad esse 

applicabile il calcolo simbolico e la conservazione de] numero. 

Orbene, per risolvere il problema delle caratterist iche concernenti  le 

condizioni algebriche relative agli Sk di S,. (2), io mi son posto (nel lavoro 

citaio del 1900) la questione pifi ampia di determinate  iI principio di corri- 

spondenza fra gli Sk di 8,., inteso nella pifi generale accezione, ciob come 

determinazione del numero delle coppie x, x' di spazi Sh,  costituite da ele. 

menti coincidenti  entro una serie c~ (~+~)(~'-~) di coppie x, x' di tall spazi. 

Col sussidio del l 'e lementare  principio di corrispondenza di CH~,SLES (relativo 

a punti  di una retta o agii elementi di un ente razionale cx~') ho cosi dimo. 

strato che il richiesto numero u di coincidenze b espresso da 

(1D u ---- Z (a0, q~,..., nadir -- ak,  ..., r - -  ~o)', 

ore (no,..., a h ) ( r - - a k  .... , r - - n o ) '  denota il numero delle coppie ~c, x' che 

hanno ~ in una data [ao,... ,  ah] e x' in una data I t - - a n , . . . ,  r - - a ° ] ;  il sore. 
matorio essendo esteso a tutti i possibili prodotti del tipo considerato. 

Casi particolari  delia (11) erano noti (e nel mio lavoro sono citati). 

Per  k ~-~-0 si r icade in un prineipio di corrispondenza di CAPORALI-I:)IERI: 

che SAL~[o~r aveva dato nel piano fin dal 1874 (non come riferentesi  ad una 

serie c~ ~ qualunque di coppie di punti  del piano, ma ad una serie i cui x, x' 

invadessero il piano stesso, ciob ad ann covrispondenza nel senso pifi ele- 
mentare  della parola). 

La  (11) porge subito il teorema di B~zouT relativo alla totalit~ MR 
degli Sa di S , .  Se,  invero, si considera in S ,  un sistema E, c~s, di S~ e un 

altro sistema Z', cx~ a, di Sk, con d ~-~ = R, la totalit/~ delle eoppie x, x' ot- 
tenuta associando ogni x di E con ogni x' di v, ,.,~ ~ ~R., epperb vi ~ sempre 

(~) ~ota a) citata a p 1. 

(~) Problem~ che SOHUB~R'r uveva gih sciolto nel 1886 con l~ conservaziolle de/ numero, 
ma senza le preeisazioni e gli accertamenti che potevano render rigorosa la ,sua soluzione 



192 F. SE.VERI: I fondame,nt.i della geometr ia  n~tmerativa 

un numero  finito,  da va lu ta rs i  se del caso v i r t uahnen te  (n. ° 31, 0ss.), di 

coincidenze.  Questo numero  /~ forni to  dal la  (11), ore il simbolo (a , , . . . ,  a~) si 

r i fer isce  a E e i l  simbolo ( r - - a n  .... , r - a 0 ) '  a E'. 

Pe r  esempio,  per  r ~---3, k =  1 si ot t iene la notu fo rmula  tdi HALFHENI 

rt = ~ '  -t- VV', 

che dh il numero  delle re t te  comuni  a due congruenze  di re t te  [g = d =  2, 

R = 4); 1~ denotando  l ' o r d i n e  (numero delle ret te  per  nn  punto  generico) e v 

1~ c lasse  ~numero delle re t te  in nn  piano generico) del la  p r ima  congruenza ;  

9', v' ordine e classe del la  seconda. 

I1 teorema di B]~zou~, cost o t tenuto  sul la  MR, fornisce al la sua volta in 

modo immedia to  la soluzione del p rob lema delle ca ra t te r i s t i che  per  gli Sa di S t .  

Consider iamo infa t t i  una  condizione cs, la cui d imens ione  ~ sin espressa  

da  (10), e denot i  ~' il s i s tema c~ a ( d - - / ~ - - ~ )  cost i tui to dagli  Sa,  che sod- 

d is fanno a c~.~ Ind ich i amo  inol t re  con ),~o,~...% il numero  ( f in i to)degl i  Sk di E', 

che appar tengono  ad una  gener ica  forma [ r -  eta,... , r -  a0]. Dico che 

(12) c~ = E ),~o,~...%(a0, a~, . . . ,  ah), 

o re  il sommator io  si es tende  a tut t i  i possibil i  gruppi  di valori  in ter i  di 

cto,. . . ,  aa (0 ~ ao ~ a~ < ... ~ ak ~ r), che soddisfanno al la  (101. 

Dimost re remo anzi  s i m u l t a n e a m e n t e  che, s e e  a ~ u u a  condizione dua le  

di c~.(d + ~ = R)  e ~%o~...~. denota  il numero  (finito) degli S~ che soddis fanno 

ad e a e giacciono in una  gener ica  [a~, . . . ,  aa], r i su l t a :  

(13) ed = E ~ao~ .... %(r - -  a ~ , . . . ,  r - -  no). 

Invero,  le condizioni  c~, E ~a ..... %(a0,. . . ,  an) mol t ip l ica te  per e a forniscono 

i humer i  

c~e d , E ~aoa~ ... ak(ao , a !  ~ . . .  , ah)e d 

cio6, siccome 

i humer i  

( ~ o ,  C ~ t ~ " ' ,  ~ k ) e d  = ~taoal...et k '  

C~ect , ~ ~aoal ... ak Fa0al ... a k , 

che sono ugual i ,  a no rma  del teorema di BEZOUT. Per t~nto  le condizioni  

c~, E~ao.. .%(ao,. . . ,  an) sono ugua l i ;  e s imi lmente  lo sono le ea, 

~,o~, .... %(r --  a~ , . . . ,  r - -  a0). 

Si conclude che :  
Ogni  cond i z ione  ( p u r a )  di  d i m e n s i o n e  ~ i m p o s t a  ag l i  Sk di  S ,  s ' espr i~ne  

con u n a  c o m b i n a z i o n e  l i neare  a coef f ic ient i  i n t e r i  del le  cond i z ion i  f o n d a m e n t a l i  
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(the. so~t dunqtte car¢l~te't'i.~tich~) (a,~ a~ .... , a~), ove ao, a~,..., a~ son tutti 
i possibili gruppi  di k - ~  1 interi soddisfacenti cdle: 

(14) 0 ~-~ct o ~ a ~  ~ . . . ~ a ~ r ,  Z a ~ - ~ - ~ - - ( 2 r - - k ) ( k +  1) 
- -  2 

33. Trovate le caratteristiche, si pub~ reciprocamente~ eostruire la base 

delle variet'~ di data dimensione contenute nella MR degli Sh di S,.. 

Val la pena di fermarsi  sopra tale questione, che porge l 'occasione 
d ' i l lus t rare  altre circostanze di carattere generale. 

Anzitutto ricorderb e h e l a  varieth degli Sh di S,. si pub rappresentare  

birazionalmente, senzce eccezioni, con una MR di punti, detta variet~t gr~is- 

smannia.nc~., situata in uno spazio S~, ore ~---~ - - 1 .  
~t- 

Essa ~ di ordine 
1! 2! . . . k !  R!  

n ~  
(r - k ) !  (r - k + 1 ) !  ... r !  

ed ~ stata ampiamente stadiata in una mia Memoria (~), dove ho per es. dimo- 

strato e h e l a  g~assmanniana ~ il modello minimo (eioi~ d' ordine minimo) su eui si 
pub rappresentare  birazionalmente senza eeeezioni la totalit~ degli S~ di S,. (~). 

La variet'X ~ manifestamente razionale (e quindi, abbandonando l 'esigenza di 

rappresentar la  senza eeeezioni, si potrebbe anehe rappresentare birazionalmente 
in modo ovvio col punti  d ' u n  SR). Inoltre essa possiede un gruppo eontinuo 
tra~asitivo di omografie e h e l a  mutano in s~ e ehe proveng'ono dalle omografie 

. di S,. ; per guisa dunque ehe tutti i punti di -MR sono sempliei, perehg omo- 
graf ieamente equivalenti.  

Consideriamo in S,. le possibili forme fondamental i  [ao,... , ah] di data, 

d imens ioned .  Esse distribuiseonsi in un eerto numero p di sistemi aigebriei 

irridueibili, ognuno di-questi  provenendo da un gruppo fissato di valori degli 

interi a0 .... , a~ soddisfaeenti, per dato d, alle eondizioni sopra indicate. 

Per  eiaseuno di questi sistemi seegliamo una forma. Otterremo eosi, sulla 

grassmanniana MR, ~ variet~ V(~),..., V~ }, di dimensione d, i eui punt i  rap- 
presentano gli S~ delle ~ forme fissate. Similmente potremo eostruire su ~]IR le 

variet~ W(~1),..., W(~P)~ imagini d i p  forme [ r - - a ~ , . . . ,  r - - a o ]  eoniugate alle 

singole [a0,... , ak]. Supporremo di pifi scelti gli apiei delle V "), W (~) in guisa 
ehe due varieth di uguali  apiei (i--~j) eorrispondano a forme eoniugate. 

(i) SEVERI~ Sul la  variet4 che vappresenta gli spazi  subordinati  di data dimensione, ira. 
mersi in uno spazio lineare (,( A n m u l i  d i  M a t e m a t i c a  )~, (3), 24 (1915), pp,  89-120}. 

(,2) C o s i c c h b  p e r  es.  ]a v a r i e t h  de l l e  r e t t e  d i  S 3 1ton si p u b  r a t ) p r e s e n t a r e  s e n z a  e c c e z i o n i  
s o p r a  u n a  v a r i e t h  d '  o r d i n e  ~ 2 ;  la  v a r i e t h  de l l e  r e t t e  d i  S 4 s o p r a  u n a  v a r i e t h  d '  o r d i n e  ~ 5;  ecc.  

A.nnali rli Mate~atica, Serie IV~ Tomo XIX.  25 
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V@ Wtli, W~} costituiscono due basi Dico che i due gruppi V~'),..., ; ..., 

intermediar ie  duali per le variet/~ delle rispettive dimensioni traceiate su MR. 

Prese invero due varieth qualunque Vd, We di MR, il teorema di B~zouT 
per le coppie di sistemi di dimensione eomplementare  di Sh in S . ,  cio6 per 

le eoppie di varieti~ duali  di MR, pub scriversi senz'al tro sotto la fo rma:  

P 
iv, w,,,][w, v,,,], 

pereh~ i numeri  sopraindicati con k~0~ .... %, ~0~...% si r iducon precisamente 

ai simboli [V, W('>], [W, V"']. 
Cib posto, conservate le notazioni del n. ° 30, si vede che i numeri  lh indi- 

cati con ~(~ hanno nel caso attuale i valori 

~5~.~ ~ i, 

E siccome il de terminante  ]~jl  

che le V(t),..., V(e}; W (~),..., W(O 
Risulta inoltre dalla (8): 

h .  - -  i, 

~,j = 0 (i #: j) .  

non nullo (vale 1), si conclude 

costituiscon due basi duali. 

A ~ = O  (i :#:j), 

senz' altro 

cio~ il de terminante  I/~lfjl vale 1; e il suo reciproco, che ~ il discriminante 
simultaneo delle due basi, vale pure 1, ossia raggiunge il valore assoluto 

minimo. Le due basi sono percib intermediarie.  
Infine, anche il discriminante delle due basi, come reciproco di I Ao-t ha 

uguali  ad 1 gli elementi  principali  e nul l i  gli a l t r i ;  ovvero : 

[V">, W '̀)] : 1, IV'", W ~̀>] - -  0 (i =~j). 

Si pub intanto raeeogliere questa nota conelusione:  II prodotto di due 

condizioni caratteristiche duali ~ 1 o 0 secondo the le due condizioni sono o 

no conjugate ('). 

34. Ci tes ta  da vedere se le basi trovate siano anche minime (di fronte 

alle equivalenze algebriche). 
Si presenta a tal proposito 1' occasione di r icordare (dalla teoria generale 

della base) che la base ed il numero-base  per le variet/~ Vh di data dim+m- 
sione k contenute in una M,. ambiente, non son invarianti  in via assoluta 

nelle trasformazioni birazionali di M,.. Essi son invarianti  di fronte a tut te 

le trasformazioni birazionali the non presentano eccezioni n~ su M,. n~ sulla 
t rasformata  M',- (ehe supponiamo, al pari  di M,-, priva di punti  multipli). 

(i) Viceversa ,  stabilito d i re t tamente  questo fatto, ne segue the  i l  d iscr iminante  h delle 
basi V(I}~...~ V @ ;  W(1), ..., W~0 vale  1 e quindi  che le basi sono intermediar ie .  
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L'  a c c e n n a t a  i nva r i anza  v iene  invece  a m a n c a r e  quando  es is tano su M~ o 

su M'~. elementi  f o n d a m e n t a l i  del la  t r a s f o r m a z i o n e ;  ch~ a l lo ra  vi son varietY, 

subo rd ina t e  a M,. o a M', . ,  le quali~ nel  passaggio daW u n a  a l l ' a | t r a  varieti~, 

cang ian  di d imens ione  e qu ind i  a l t e rano  la base  del le  va r ie th  del le  d imen-  

sioni r i spet t ive .  Pe rc ib  ques ta  non  pub pifi esser  eos t i tu i ta  p u r a m e n t e  e sem- 

p l i c emen te  dal le  var ie t~  t r a s fo rma te  di quel le  che s u l l ' a l t r a  f o rma v a n o  u n a  

base {della d imens ione  prefissata)~ 

Un esempio  banale ,  ma espressivo,  ~ forn i to  dal la  pro iez ione  s tereogra-  

f ica  d ' u n a  qnad r i ca  M~ sopra  un  p iano M ' . .  Ta le  pro iez ione  s tabi l isce u n a  

co r r i spondenza  b i raz iona le  f ra  M~, M'~, che mu t a  un  pun to  di M~ (il cen t ro  

di proiezione)  in una  r e t t a  a' di M'~ e due  re t t e  per  quel  pun to  in due  pun t i  

di questo.  5Tel passaggio da M'~ a M 2 l ' e n t e  t r a s fo rma to  del la  r e t t a  a', che 

fo rmava  base per  le cu rve  di M'~, spar i sce  d a l l a ' b a s e  del le  cu rve  di M~, 

perch~ ~ un  p u n t o ;  ma s iccome i due  pun t i  eccez ional i  s i tua t i  su a' di~nno 

luogo a due  re t t e  di M~, cosi ques te  vengono  a f o r m a r  base  su M~ (in quan to  

sono a l g e b r i c a m e n t e  ind ipenden t i ,  avendo il d i sc r iminan te  ugua le  a 1). 

R i p r e n d e n d o  F esame del la  g r a s s m a n n i a n a  MR degli  Sk di S , ,  r i co rd i amo  

c h ' e s s a  ~ b i r az iona lmen te  equ iva l en t e  ad uno spazio l inea re  SR (~ razionale)  

ed ~ p r iva  di pun t i  mul t ip l i  come SR ; ma la co r r i spondenza  b i raz iona le  t ra  -~IR 

ed SR ~ necessariamente do ta ta  di e l emen t i  eccezional i .  Cib segue,  sia da l la  

c i rcos tanza  r icorda ta ,  che MR ~ un  model lo  min imo  per  le varieti~ ad essa 

b i r a~ iona lmen te  equ iva l en t i  senza eccez ion i ;  sia d a l l ' a l t r a  che il n u m e r o  base  

per  le variet~t di da ta  d imens ione  d con t enu te  in MR, ~ espresso  dal n u m e r o  

del le  soluzioni  in t e re  del le  (14) (ore ~ ~ R - - d ) .  E ~ v iene  ugua le  ad 1 sol- 

tanto pe r  d ~ 1, d ~  R - - 1 7  nei qual i  casi  esistono le sole fo rme  fonda.  
men ta l i  con iuga te  : 

[0, i ,  2 , . . . ,  k - -  1, k + l ] ,  [ r - - k - - l ,  r -  k +  1 , . . . ,  r] ;  

cos t i tuen t i  r i s p e t t i v a m e n t e  un  fascio di Sh in Sh+~ ed il complesso ( l ineare  

speciale} di tut t i  gli S~ appoggia t i  ad u n  dato S,._a_~ (~). 

1 
(t) Invero, per d --~ 1, sicch~ Ea i ~ ~ k(k 4-1) 4- 1, attese le disuguaglianze fra le a, non 

pub che essere a0 ~ 0, a i --~ 1, ... ~ ak_ i ~ k -- 1, a k ~ k 4-1 ; e per d ~ R  -- i non pub aversi ehe 
una sola forma, perch6 la coniugata di ogni forma di dimensione R --  1 ~ una forma di dimen- 
sione 1. Aggiungeremo qui, a titolo di notizia, che M R contiene soltanto due sistemi di spazi 
lineari: gli Sk÷~, formanti un sistema irriducibile di dimensione ( k 4 - 2 ) ( r - - k -  l), ognun 
dei quali rappresenta gli S k giaeenti in un S~-~ di St; e gli Sr--k~ fol.manti un sistema di 
dimensione k(r -- k 4- 1), ognun dei quali rappresenta gli S k per un S~_ i di S r. Si tratta delle 
sole forme fondamentali lineari. 
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Da quest 'osservaziolle sui possibili valori di p derivano anzi due eonse- 

guenze; e cio6 : 

1) Sopra la gras~nann iana  degli S,, di S,. esistono varieth eccezionali 
di tutte le dimensioni, da d z 2  a d = R -  2 (R-~. (k + 1 ) ( r -  k)). 

Invero, se per una certa dimensione d mancano variet~ eccezionali il 

numero p deve essere uguale al numero-base analogo di un SR, ciob ad 1. 

2) La  -~/R ~ un m0dello minimo. Invero, gli Sk appoggiati ad un S,_',__~ 

di S,. son rappresentat i  da una (partieolare)sezione il~erpiana di S~, ]a quale 

dunque costituisee, a norma del teorema f ina l e  del n. 32, una base minima 

delle equivalenze ari tmetiche di dimensione R - 1  ed una base in te rmediar ia  

(eventualmente minima) rispetto alle equivalenze algebriche di dimensione R - -  1 

(ehe son poi, attesa la razionaliti~ di MR, equivalenze lineari). Non pub dunque 

esistere in MR nessun sistema lineare di variet~ di dimensione R -  I avente 

il grado minore di.quello del sistema delle sezioni iperpiane, ossia delI 'ordine 

di 31R. Da cib F assert% che avevo altr imenti  acquisito nella 5~emoria del 1915. 

35. Per  dimostrare ora ehe la base trovata nel n. 3 3 -  base minima per 

le equivalenze ari tmetiche di data dimensione d ~ P~ -- 8, e base intermediaria 

per le eqaivalenze algebriche della stessa dimensione -- ~ nel fatto minima 

anche per le equivalenze algebrich%.occorre provare che in MR mancano 

divisori dello zero diversi da zero. 
L ' ines is tenza  di divisori dello zero di dimensione R - - 1  ~ gih contenuta 

nella mia Memoria de] 1915, perch~ ivi ~ appunto provato diret tamente che 

la base minima delle variet~ di dimensione . R - - 1  tracciata su MR ~ una 

sezione iperpiana. In generale il fatto deve discendere, con opportuna analisi, 

dalla razionalit~ di MR, tenuto conto dei possilJili comportamenti  delle varieth 

di MR rispetto alle varieth eccezionali, in una fissata rappresentazione di MR 

in SR. L 'ana l i s i  cui si aecenna viene semplificata dal fatto che, in virtfi del 

gruppo eontinuo di omografie esistente su MR, si posson trasportare due variet~ 

di dimensione d, ari tmeticamente equivalenti in MR, in due varieth che taglino 

soltanto le varieth di dimensione R - - - d ,  e non quelle di dimensione minore, 

eeeezionali di fronte a l l ' aceennata  rappresentazione. 
~ a  a prescindere da quest'a, nalisi (') la proprieth, aceennata si stabitisce 

adattando al problema il procedimento con eui ho altrove dimostrato (-~) la 

(i) Che sarebbe eertamente opportuno di svolgere per riemannlane qualunque, allo scopo 
di veriflcare se le torsioni topologiche sono invarianti anche di fronte alle trasformazioni 
(pi~t amloie di quelle alle quali si ]imita oggi la topologia)~ biunivoche soltanto in generale, 

(~) Cfr. con la nora a pi6 della p. 188. 
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possibiiit~t di r idurre per continnit2L a spazi lineari le varieth di un ordine 

qualunque di S , .  Qui cio~, profittando delle omologie e @lie omografie assiali 

degeneri in S,., si dovrk dedurne lo spezzamento di un qualsiasi sistema 

algebrico oo a di Sk in una somma di forme fondamentali  ~ a .  

Per  es. una congruenza di rette in $3~ la quale abbia l 'o rd ine  ~ e la 

classe v, si deforma con continuith, per semplice proiezione da un punto 

generico O sopra un piano to tproiezione che ~ da considerarsi  limite di una 

omologia to, il eui birapporto i in un certo ordin% divenga infinitesimo), nel 

piano figaro to contato v volte e nelle ~ stelle aventi per centri i punti  ore  to 
tagliato da]le rette della congruenza uscenti  da O. 

Un complesso d'o.rdine ~ di rette di S~, si r ieonduce ad un complesso 

lineare spec~ale di asse a contato ~ volte, mediante un' omografia avente come 

luoghi di punti  uniti a e un ~ altra retta b sghemba con a, quando il birapporto 

(in un conveniente ordine) del l 'omograf ia  biassiale, si fa tendere a zero. 

Ma non mi fermo ultcriormente su tale questione, perchb l 'ho proposta 
ad uno dei diseepoli r icercatori  del l ' I s t i tu to  di Alta Matematica. 

D i g r e s s i o n e  s u  a l c u n e  p r o p r i e t a  d e l l a  base .  

36. Lo studio delle variet~ algebriche sulla 3 / , . - - E  (n. 24), necessaria 

premessa alla ricerca delle caratterist iche in presenza di elementi degeneri, 

riehiede un approfondiniento di alcune proprieth della base. 

In  ques t 'approfondimento  oeeorre considerate  le intersezioni di due va- 

rieth (pure) V, W, di dimensioni qualunque,  qual.i sono nella realth e non 

vir tualmente (come nel n. 3). Si dice allora che si ha riguardo alle interse- 
zioni proprie. L' in tersez ione  propria totale di V, W ~ la varieth virtuale 

(eveatualmente  impura) eostituita dalle interseziol~i proprie delte eoppie di 
componenti  di V, W, -prese eiaseuna eel rispettivo segno. 

Diremo inoltre che una varieth virtuale V contiene o passa per una va. 
riet~ irriducibile W, con molteplieit~t s ( ~  1), quando, designata con s~ ( ~  0) 

la molteplicith di W per una componente V~ di V e posto s~'-~ +-~s~, secondo 

the  Vi comparisce in V col + o col - ,  r isulta s : E s ~ ' .  (Se s ~ nullo, V 

non contiene J~, anche se qualcuna delle si ~ maggior di zero). 

Se poi W e essa stessa virtuale e W j ~ una sun comp0nente, si dirh 

che V conliene o passa per la variet8 virtuale W quando  V contiene Wj con 

molteplicitf~ sj {> 0). Posto s /== ± s j ,  secondo che Wj comparisce in W 

col + o col -- ,  si dir~, pifi precisamente~ che V passa per la varieth Z s./Wj. 
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In  particolare,  una varieth irr iducibile contiene o passa  per una data varieth 

virtuale, quaudo quella contiene ogni par~e, positiva o negafiva, di questa.  

37. Cib premesso, dimostriamo il l emma:  

a) S ia  Gt,(h ~ r -  1) una  variet~ irriducibile su M,.. Allora ogni V,._k 
(virtuale e pura)  di M,., ehe passi  per una  variet~t L h, (h' ~ h, h' ~ r - - k )  
di un  sistema ~, irriducibile, traeciato su Gh, ~ algebricamente equivalente ad 

u n a  V,,_~ passante per una  Lh,, comunque p refissata in E. 
Sia L'h, la varieth (virtuale e pura) fissata in Z. Se Ln, ~ generica in ~, 

la proprieti~ ~ evidente, perch6 ogui V,.-k di M,  passante per  La,, ha per 

limite una  V,._~ passante per L'~d. Ma pub darsi che per  una part icolare 

varieth di E, e sia L"n,, le V,__k di M~ passanti  per L"h, non sieno tutte 

limiti delle V~_~ passanti  per  la Lh, variabile. Diciamo V"~_~ una di queste V~._k 

eccezionali uscenti  da L"h,. Alle forme di ordine l, abbastanza alto, dell 'am- 

biente l i n e a r e  di M, ,  una Lh, di Z impone un certo numero di condizioni 

(lineari, semplici), che ~ indipendente dalla posizione di Lh, in Y, e vale 

dunque anche per L~, particolari  ('). l~issato un l pel quale questa proprietor 

sia verif icata e designata con V'r ~ l ' intersezione di ~Ir e di k forme gene- 
y , l y  

riche d 'ord ine  l e con ~_e l 'u l ter iore  intersezione di Mr e di k forme 

generiehe d 'o rd ine  1 passanti  per V'~'_~, la V'~'-k non passa per Lh, e r isul ta:  

?!  ! f i r  

V ¢ _ ~  V~_~-- V~_~ (~). 

Ora, se consideriamo il sistema irriducibile Z' in cui V'r-~ b suscetfibile di 

variare, ne deriva che l ' infini th delle V' di Z' passanti  per la generica Ln,,  
uguaglia l'infinit/~ di quelle che passano per ]a part icolare L"~,; sicch~ queste 

ultime son tutte limiti delle prime, in quanto, per  1 abbastanza grande, le totaliti~ 

delle une e delle altre son irridueibili.  Si conclude ehe, se pure V'~'-~ non b limite 

d i u n a  V~_~, per L , , ,  tutmvia essa ~ algebricamente equivalence ad una varieti~ 

vir tuale  V'r_~ - -  V'r"-~, ehe passa per  Ln,, in quanto vi passa V',._~ e non V'~"_~. 

~8. Da a) deduconsi  i seguenti teorenfi: 
b) S ia  B una  base min ima  delle Lh, lraeeiate in  G~. Allora ogni V~_k 

di M,~ passante per una  Lh, qualunque, ~ algebricamente equivalente ad una  

(t) Invero, [a postulazione d'una v~triet~ rispetto alle forme d'un ambiente line,re the la 
contenga~ diIoende soltanto dai earatteri nnmerativi della varieth (red. SEVER b FoJ~damenti per 
la geometria sulle varlet4 algebriche ,, Rend. del Circolo Mat. di Palermc ~,~ ~8 (1909}, pp. 33-87}. 

(~} Si potrebbe anzi in ques~o caso (e negli anuloghi che incontreremo) ~lsare il sim- 
bolo ~-~ dell' equivalenza razionale. 
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combinazione lineare a coefficienti interi di certe V~_~ ciascuna delle quali 
contiene qualche variet~ di B. 

~) L~'i~sieme delle Vr-k di M~ passanti per una data Gh ammelte una 
base minima. 

d) L' insieme delle Vr_~ di Mr passanti  per le Lh, di una data Gh am. 
metre una base minima. 

La dimostra~ione di b), c)~ d) sar~ fatta s imultaneamente per induzione. 

Proviamo che c) 6 vero per h ~ - 0 .  Basra al l 'uopo dimostrarlo per le V~_k 

passanti per un p u n t o  0 di Mr ,  perchb da cib segue senz'altro l 'es tensione 
alle Vr-k passanti per un dato gruppo virtuale di punti. 

Si fissi una  V(~°_)~ per 0 e sin Vg)_k un' altra V,._h qualunque per O. Con- 

dotte per V~)_k k forme generiche di ordine l, del l 'ambiente  l ineare di M,., si 

pub supporre, crescendo ore oecorra l, che la loro residua intersezione, V~)_~, 

con Mr,  non passi per 0 e che l 'u l ter iore  interse~ione V~)k con M,., di altre k 

forme generiche d 'ord ine  1 condotte per V~))_~, non passi per 0. Si perviene 
cost a l l 'equivalenza (razionale) : 

+ - 

e poich~ le ~r--kTr(2), V~)k, non essendo sottoposte ad alcuna condizione in O, si 
esprimon per le variet~t d ' u n a  base minima di dimensione r - - k ,  t raceiata 
su M,., si conclude col teorema. 

Suppongasi ora che il teorema c)s in  stato dimostrato per le variet~ G 
di dimensione ~ h. Da esso dedueesi auzitutto il teorema b). Invero, siccome 

ogni Lh, di G~ 6 algebricamente equivalente ad una combina~ione l ineare a 
coeffieienti interi  delle Lh, di B, e ogni V,_ h per Li~, equivale, in forza del 

lemma a), ad una varieth passantc per quella combinazione lineare, ne deriva, 
a cagione del teorema c) ammesso, che ogni V,_h per Lh, si esprime mediante 
una combinazione lineare a coefficienti interi di certe V,_~ fisse, ciascuna 
delle quali eontiene qualche varieth di B. 

I teoremi b), c), porgono poi, come immediata conseguenza, d). 

Ci testa dunque da provare che, se c) ~ veto per le G di dimensione ~ h, 
vero anche per le Gh. Diciamo alF uopo V(I),..., V(~) una ba semin ima  delle 

V~_k di Mr. Condotte per G~ k forme generiche _F(1),..., F(k) del l 'ambiente  

l ineare di Mr, di ordine m conveniente, consideriamo la variet~t effettiva 

T~-(F(1), . . . ,  F(~), M~), intersezione propria delle varicth indicate nel sim- 
bolo. Preso poi l ~ m, sufficientemente grande, e designate con 4p(~),..., qb(7,) 

k forme variabili di ordine l del l 'ambiente,  si pub ottenere the  la varieth 

T'~-k-~ (dpll)..., qj(k) Mr) contenga parzialmente una V¢_~ prefissata di ~I~, 
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passaate per G, e lasci come residuo nua variet~ V'~_+~ non avente su M+, alcun 

punto ehe resti fisso al variare delle ~. 

Denotati con I(~, .... I(~), k iperpiani generici del l 'ambiente,  sussistono 

allora su M+ le equivalenze:  

(15) V + V'-~-~ T', 

T ' ~ ( F O ) + X I ( ~ )  .... , F <k) + ~I(k), M~), q ~ - ~ l - - m ) ,  

e quindi 

T' ~ T q- V", 

la quale, confrontata colia (15), porge:  

V~-T-q--  V " - -  V', 

ove V" ~ somma di varieth staccate su M,. da s iperl)iani )~-pli generiei e 

da k - - s  forme F (s----1, 2,...,  k - -  1). Cio~ V" 6 somma di varieth, che hanno 

in comune con G varieth (non fisse) di dimensione h -  1 (s---1); di altre che 

hanno in eomune con G varieta (non fisse) di dimensione h --2 (s ~ 2); ecc.. 

Poich~ ciaseuna di queste diverse specie di compon~nti di V" appartiene 

[in forza del teorema d), gih acquisito] ad una totaliti~ che possiede una base 

minima e d 'a l t ronde  V' si esprime per la base minima V (1),..., V (~), si con- 

clude che V s 'espr ime per la base minima insieme delle basi mediante cui 

s 'esprimono V' e le componenti di V',  con l ' aggiunta  delle varieth fissa T. 

Naturalmente,  le varieth costituenti ]a base ottenuta possono essere riducibili  

ad un numero minore. 
0 S S E R V A Z I O N E  I a .  - -  L' estensione dei nn. 37, 38 al caso in cui alle V,_~ 

si prescriva nou soltanto il passaggio, ma un determinato comportamento sopra 

una Gh fissa o sulle Lh, di una data Gz,, non ofire difficolt~t concettuali. 

0SSiERVAZIO~'E 2 a. - -  La base minima delle V~_k di M,. incon~ranti una 

prefissata G~ irriducibile (h < r -  1) secondo varieth di dimensione anormale 

h ' (> h - -  k), pub altresi ot~enersi tvasformando birazionahnente -3/,. in uua M, '  

~priva, come M,,  di punti  multiplih in guisa che Gh risulti  eccezionale per 

]a eorrispondenza~ dando luogo ad una G',_, di M/ .  
La trasformazione cui s 'a l lude ottiensi come segue. Siano Sa lo spazio 

lineare di M,. ed ~ il generico punto di Gh. Quando l ~ abbastanza grande, 

le [orme d ~ ordine l, di Sa, passanti  per G, hanno in x un punto base semplice 

ed i loro Sa- ,  tangenti i v i s  ~ intersecano soltanto hello Sh tangente a G. Inoltre~ 

l ' imagine  proiettiva del sistema lineare I F I  a, ~ , delle varieth ad r - -  1 dimen- 

sioni staccate su .M,. da quelle forme, ~ una M~', d ~ un S'd,, birazionalmente 

equivalente ad M~ e priva di punti multipli. S i a y  il ~enerico punto di M~ e Z il 

sistema lineare ~ a ,  , delle F per y. A Z corrisponde il sistema , , ,  di sezioni 
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iperpiane di M,.', segato dalla stella che ha per centro il punto y' omologo di y. 

Si faccia muovere y sopra un ramo y tracciato in M,  od avente l 'or igine in 

un punto x di G. Per  y ~ x ,  lungo ~,, il limite di E 6 un sistema E~ ben deter- 

minato, costituito da forme F aventi con "l in x molteplicith d ~intersezione 

~uperiore (almeno di un' uniti~) rispetto alla molteplicith d ' intersezione, in x, 

del ramo "( e d i u n a  F geuerica. Cosi al punto y, infinitamente vicino ad a~ 
sopra ~(, risponde un ben determinato punto ~' di M,' .  

Siccome poi gl ' iperpiani  tangenti in x alle F di Ev, hanno ivi in eo- 

mune un Sh+, (congiungente lo Sh tangente a G in x col minimo spazio oscu. 

latore di ¥ non appartenente  ad St,), vi sono ~ h ,  e soltanto o,~ ~, punti  y 

di M,., infinitamente vicini ad x, che d~tnno lo s~esso x' di M,'. Per tanto  i 

punti  x', omologhi di x, sono in corrispondenza birazionale, senza eccezione, 

con gli Sa+, passanti  per  lo Sh ~angente in x a G e situati hello S,. tan- 
genre ivi ad M,.. 

Ad x risponde dunque  una varietk razionale X',._a_~ ('), la quale, mentre a~ 

descrive G, muovesi  in Mr' descrivendo la G'~._~ irriducibile, che s ' assume 
come corrispondente di G.-Per  ogni punto di G' passa una sola X'. 

Ad una V',._~, (il?riducibile) di M,/, non giacente in G', corrisponde una 

V,._, (irriducibile) di M,= ; e la dimensione h' del sistema delle X', che passan pei 

puat i  di V',._a, eguaglia la dimensione della variet~ Lu,, comune a V,._h e a G. 
sottinteso c h e l a  variet/~ comune a V,._~ e a G pub esser anche impura (pub 

eontenere cio+ parti  di dimensione ./. h'): con L~, s ' indica  l ' ins ieme delle pa.rti 

di dimensione massima, costituenti  l ' intersezione delle due variet~ (2). Vice- 

versa, ad una V,._k di M,, passante per una Lh, di Gh, risponde una V'~_~ 
di M,', non contenuta in G', e incontrata da oc h' varieth X' .  

Una V',. k (irriducibile) appar tenente  a G' ha invece per corrispondente 
in M,. una variet/~ L~, di G~, la cui dimensione h' uguaglia ancora l ' infini th 

delle X '  passanfi  pei punti  di V',._,; all ' intersezione,  di dimensione r - k - - h ' ,  

di V',._a con una X'  generiea, corrispondendo ~c ~-*-~'  spazi S~.~, passanti  

per  lo S~ tangente a G nel punto x omologo di quella X'  e giaeenti hello S ,  
ivi tangente ad M~. 

Viceversa, se al generico x d i u n a  L~, di G 6 associato uu sistema 

(i) A n z i  una  va r i e t ~  lineare, pe rchb  b in  c o m i s p o n d e n z a  b i u n i v o c a  senza  eccezioni  coi 
pun t i  di  u n  8r_h_ l s i tuato  g e n e r i c a m e n t e  ne l lo  Sr t a n g e n t e  in  x ad  k s. V e d i  le mie  Lez ion i  
sul le  ser le  d~equ lva lenza  cita~e a p. 157 (p. ~1). 

(e) L a  X '  gener i ca  d ' u n  s i s tema c~h' di X '  pas san t i  pei p u n t i  di V'+._ k e completo  
come tale,  sega  Vtr--k secondo u n a  v a r i e t h  di d imens ione  r - - k - - h r - - l ~ O ,  even tua l -  
monte  impura .  

Annali di Mr~em~tioa, 8erie IV, ~omo XIX. 26 
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c~ "-~-~ '  di spazi Sh+, siffattiq~), a ciaseuno di qaesti Sh+, risponde un punto x', 
il quale, variando x e i l  considerato Sh+~ entro il rispettivo sistema, descrive 
una V'~-k tracciata su G' e incontrante  ~ h ,  varieth X'. 

In  conelusione le V'r-~ di Mr' provengono (se non stanno in G') dalle 
Vr-~ di Mr e (se stanno in G') dai sistemi ~ , . - ~ - h ,  di spazi Sh+~, collegati nel 

mode suddetto ai punti delle singole Lh, df G~. 
La base minima (eventualmente sovrabbondante) delle V'r-~ di Mr' si ottiene 

dunque aggiungendo alla trasformala d'una base minima delle Vr_t~ di Mr, la 
base minima delle V'r-k di G'; con che si ha la possibiliti~ d 'esprimere,  me- 
diante la base, le V'~_~ trasformate di quellc the  hanno un prefissato eom- 

portamento con G~. 
Si perviene cosi per altra via, helle ipotesi semplificatrici considerate, 

aI risultato che avevamo sopra ottenuto. 
L 'esempio del successivo n. i l lumina in un problema concreto le gene- 

ralit~ esposte. 

Le  c a r a t t e r i s t i c h e  i n  r e l ~ z i o n e  a g l i  e l e m e n t i  d e g e n e r L  

39. Sulla Mr qpriva di punti  multipli) sia assegnata una varieti~ E (pura 
o impura, costituita da parti di dimensione ~ r 1) d i  elementi  x degeneri  

(n. 24). Una parte completa G, di dimensione h, di E, dh luogo ad una condizione 
di degenerazione (irriducibile) di dimensione r --  h. In G pub esistere una varieti~ 
subordinata di elementi  x, degeneri  in modo pi6 part.icolare. Una parte Lh,, 
di dimensione h'(h'< h), r iempita da questi particolari  ~ degeneri, la quale 
sia completa nel senso che non sia contenuta in nna varieth irriducibile pih 

ampia di elementi  degeneri  della stessa specie, verri~ considerata anch~essa 
come una variet~ completa di degenerazione, nonostante giaccia in una pifi 

ampia varieti~ irriducibile G di elementi  degeneri,  ma di specie meno parti- 

colare. 

40. Cib premesso, consideriamo la totalit~ delle condizioni (pure) di dimen- 

sione k imposte agli x di Mr, ivi comprese le eventuali  condizioni complete 
di degenerazione di dimensione k (costituenti nel loro comp!esso una condi. 
zione pura  di degenerazione) e deno~iamo al solito con Vr-l~ le corrispondenti  

varieth (virtuali) traeci~te su Mr. 

(~) Si  pub fissare u n  sistema di tal na iu ru  in  corr ispondenzg al genei~ico x, sce~lienclo 
u n  Sd_k_h, di S d e considerando, per  ogni ~, gli Sh-bi che proiet tano dallo S a tangente  ivi  

a G, i punt i  dello Sr_k_hl intersezione di quello spazio Sd_k_hr con lo S r ivi  tangente  ad M~. 
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Le V~._~ che segan propriamente ogni varieth completa di degenerazione 

in una varieti~ di dimensione normale o non la segano affatto (se cib b con. 

sentito dalle dimensioni delle varieth, di cui si consideran le intersezioni) 

hanno come base minima quella, the  denoteremo con V( t l , . . . ,  V (~), di tutte 

le V~_~ di Mr. L' equivalenza 

(16) V ~  )'i V(1) + "" + )'~ V(~) 

cl~ lnogo, per intersezione con una Wh di Mr, ehe seghi ciascuna delle varietit 

dei due membri in un numero finite di intersezioni proprie, a due gruppi di 

punti  r ipart i t i  su 3 I t - - E  ed even tualmente sti E. Affinch~ la (16) sia nume. 

rat ivamente vaiida in 3 i t - - E ,  nei confronti con W, oecorre e basta che le 

intersezioni con W dei due membri della (16}, cadan tutte fuori di E (non ve 

)~e sia nessana degenere)o che fra le dette intersezioni quelle degeneri sieno 

in egual numero i (valutando ciascuna, come al solito, con la sua moltepliciti~ 

d' intersezione). Q uest ' ipotesi  comprende 1' altra, per i--=- 0. 

Se per una V, fornita dalla (1"6), esiste qualehe Wk per cui si verifichi 

l ' accennata  ipotesi, diremo che V ~ generica rispetto ad E ed alla propria 

base. L'uso  dell' at tr ibute ~ giustificato dal fatto che effettivamente una 

variet~t generica di un sistema algebrico irriducibile di varieth virtuali  

)~,V0) ~ ...-t-k~,V(~ll (per dati interi k) gode del l ' indicata  proprieth. Invero, 

se la variet~t generica del sistema ha cornplessivamente i intersezioni con H, 

che cadano in E, per una varieth qualunque del medesimo il numex'o delle 

intersezioni con l/V, in E, 6 ~ i ;  e le varieth per cui il numero di queste 

intersezioni ~ > i si distribuiscono in sistemi subordinati al date. 

Diremo poi che Wk d generica rispetto a V quando b soddisfatta l ' ipotesi 
indicata. 

Questo ~ evidentemente il solo punto di vista, il quale permetta di con- 

ser ra te  validith alla (16) in Mr - -E,  rispetto alle intersezioni proprie; ch~ la 

validith incondizionata della (16) conduce a considerare alia stessa stregua 

soluzioni non degeneri e soluzioni degeneri~ cio~ a l~orre i probtemi in M~ e 
non in M , - - E .  

I1 campo di validitk delle relazioni d' equivalcnza algebrica fra le Vr-k, in 

M, --  E, si pub progressivamente ampliare come segue, con riferimento alle Vr-k 

che hanno particolari  legami con le val'iet/~ di degenerazione. Fissiamo per es. 

l 'a t tenzione sopra una (/h completa di degenerazione e consideriamo le Vr-k 

ehe passano per varieth Ln, ( h ' ~ h )  traceiate su Gn, eve h ' ) h -  k ('}. 

(t) Condizione senz'altro soddisfatta per h ' ~  0~ se h < k. So h ~  k, la dimensione del- 
l'intersezio~e vlrtuale [V, G] 6 h -  k e le Vr_ k considerate contengolao pih soluzioni de~eneri 
della categoria Gh, di quante non ne contenga una Vr_ k • generica .. 
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Per  ottenere una base minima delle V~__~ per le L~,, In. 38), oceorre aggiun- 
gere alle V(O,..., V(~ sopra considerate eerie altre variet~ V (d~+l) .... , V(s~), pas- 

santi per particolari  L~, di Gh. Cosi ogni V, avente il fissato legame con Gh, 

si esprime come un 'equiva lenza  algebrica del tipo 

(17) V ~  ~,~ VO),+ ... + ~.~V(~) -t- ~,~ ~IV (~'~ ~) + ... + ),~VO~). 

Pereh~ la (17) sin numera t ivamente  valida in 3it -- E oceorre e basra:  
1 °) ehe esista qualche W',, la quale intersechi i due membri  della (17) in un 
ugual numero i di soluzioni degeneri,  sieeh~ V sin generica rispetto ad E e 
alla propria base, nel senso analogo a quello speeifieato quando la base 
era V0),..., V(~); 2 o) che ei si limiti ad intersecare la (17) con 16 W soddi. 

sfacenti all ' ipotesi precedente (W generiche rispetto a V). 
E similmente si pub coneludere nei eonfronti di particolari  legami con 

altre condizioni di degenerazione, a s~ considerafi o aggiunti al precedente 

{nel qual caso la base trovata si allarga ulteriormente). 

4~1. L 'es tens ione  dei problemi d ' intersezione in 3i~ - E dal eampo delle 
intersezioni proprie a quello delle virtuali, semplifica ed amplia la conelusione 

preeedente.  
Sin, invero, Vo),..., V (~) una base minima delle V,_~ soddisfacenti a 

pre[issati legami con eerie varieti~ complete di degenerazione (essendo o ~ ~, 
e valendo il segno =- quando non esiston questi particolari legami). In primo 
}uogo si pub definire vir tualmente il simbolo d'interse~ione, che indicheremo 

c o n ( V  "~, W), delle V i, Wk, in M , . -  E. S ' in tende con cib il gruppo vir- 

tuale (V "~, W) (in M,) diminuito dell' equivalenza funzionale (n. 51, in (V "), iV), 

delle intersezioni proprie delle V *, W (sieno esse in numero finito o infinito) 

ehe eadono in E. Con [W "), W] si indicher~ il numero dei punti di (W"', ~7). 
Cib posto, sin V una variet~ (pura) quatunque del modulo definito dalla 

base VO),..., V(~): 
V - ~  k~ Vt~)-t- ... ~- ~.~V (~). 

Se V non ~ generica rispetto ad E e alia propria base, si pub sempre 

scegliere in infiniti modi, nel modulo considerato [con procedimento analogo 
a quello esposto nella c), citata a pag. 153] una variet~ V'r-l~, mobile in nn 

sistema irridueibile, tale che essa e t a  varieti~ U, mobile a,lla sun volta in un 

conveniente .sisiema irriducibile, contenente totalmente V +  V', sieno gene- 

riche rispetto ad E ed alia base data. Pongasi:  

V' ~ ~, 'V(O + ... + k / V  (~) 

e quindi : 
U ~ ( k ,  + k, ' )VO)+ ... + ().~ + ~j)V (~). 
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Sussistono allora in M , . -  E, nei r iguardi  d ' una  W generica rispetto 

ad U, V', le uguaglianze numer iche  

[u, w] =~-(x, + ~,')[v+, w], iv', w ] = y . ~ ,  iv  +, w]. 

Sicch~, definito vir tualmente [V, W] mediante la 

si ha : 

(is) 

e, come mostra 

[E w] = [u, w] v' - [  , w ] ,  

[v, w] = y~ ~,[v,,,, w ] ;  

il seeondo membro, il simbolo ha un valore indipendente 
dalla V' ausiliaria. Si direr allora che W g generica rispetto a V. 

Supponiamo infine the  W sia qualunque rispetto a V. Si pub in questo 
easo seegliere una W'a, generica rispetto a V e tale che W +  W' sia conte- 
nuta totalmente in un Sistema irriducibile siffatto che la varieti~ Xk mobile 
in questo sia generica rispetto a IT. Ci6 permette di definire vir tualmente il 

simbolo .[V, W] come differenza [V, X ] -  IV, W'] e la (18), con tale defini- 

zicne, continua a sussistere;  sicch~ il simbolo ha un valore ind ipende , te  
dalla W' ausiliar.a. 

Indicate  con c, cO},..., c(~) le condizioni {pure) di dimensione k, perch~ un 

punto w di M ~ -  E giaecia in V - - E ,  V (1) - - E ,  ..., V (c) - - E ,  si conclude col 

seguente t eore~ ta  di  e s i s t enza  de i l e  v a r a t t e r i s t i e h e  per le condizioni (pure) 
di data dimensione k, imposte agli elementi di una variet~ M~ E, ottenuta 
escludendo da una M,. un insieme (algebrico) E di elementi degeneri : 

Stabilito il comportamento delle condizioni (pure) di dimensione k, che si 
voglion considerate,  rispetto a certe prefissate variet/~ complete di degenera- 
zione (appartenenti  ad E), le condizioni definite formano un modulo, che pos- 

siede una base minima c(0~..., c(~} di caratteristiche. Per  ogni c del modulo 
vale ciob una relazione del tipo" 

c == ~c(~) ÷ ... + ~c(~), (X interi). 

Essa conserva piena "validith numerat iva  quando si moltiplica per una 
qualunque condizione d, di dimensione complement are r - - k ,  purch6 i pro- 
dotti cd, c+d si valutino virtualmente,  nel modo sopra indicato. 

Come si vede la determinazione delle caralteristiche, in una varietdt M ~ -  E, 
+'elatira alla scelta delle variet~t complete di degenerazione (contenute in E), 

rispetto alle quali si fissa un particolare comportamento delle condizioni di 
dimensione k. 

0SSERV~ZrONE. -- Poichb nella possibilith di fissare comportamenti  via 
via pih particolari delle V~--k di M+., rispetto a talune variet~t complete di 
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degenerazione, non c '6 limite alcuno tsi posson per es. prescrivere molteplieit~ 

a mane a mane crescenti o contatti  sempre pifl intimi) cosl il numero delle 

cctrcttteristiche p~b farsi crescere quanto si vuole, pc~rticolarizzando sempre di 
pi¢, le relazioni fra te condizioni di dimensione k e gli elementi degeneri. 

i~e e a r a t t e r i s t i c h e  d e l l e  e o n l c h e  n e l  p i a n o .  

C o n d i z l o n i  s e m p l i c i  e q u a d r u p l e  r e l a t i v e  a e o n l e h e - l u o g o  

(o  l n v l l u p p o ) .  

42. Applichiamo era le generalith coneernenti  le caratterist iche relative 

a varieth con elementi degeneri, alla varieth delle coniche del piano (l}. 

Intendiamo di riferirci dappr ima alle sole coniche-luogo, r iservandoci di 

intrat tenercf  dipoi sulle coniche-invi luppo o, pifi generalmente,  sulle coniche-  

luogo-invi luppo (~niche complete~ secondo S+UDY}, ciascuna delle quali ~ un 

ente algebrico c~ ~, appar tenente  alla varieti~ degli elementi punto-re t ta  inci- 

denti del piano. 
Come abbiamo gi/~ ricordato (n. 24), hello S 5 i cui punti  rappresentano 

le coniche-luogo (le diremo semplicemente <~ coniche ~>, finch~ non vi sia am. 
biguiti~), le oo ~ coniche spezzate in coppie di rette son rappresentate  dai 

punti  d i u n a  forma cubica E, r iempita dalle corde d i u n a  super~icie di V ~  

I~O~XESE G, i cui punti  son le immagini delle rette doppie. La forma E (irri- 

ducibile, razionale e modello della variet~ delle coppie non ordinate dei punti  

d ' u n  piano) passa doppiamente  per G. La E comprende tutti  gli elementi  

degeneri della M~ - -  che in questo case ~ lo S~ - cui si r iferiscono l~ 

nostre considerazioni e G ~ pur  essa una varieth completa di degenerazione. 

Una conica spezzata in due rette distinte, rappresenta ta  da un punto di E 

situate fuori di G, dieesi una eonica (luogo) degenere di i a specie; mentre le 

rette doppie diconsi coniche (luogo) degeneri di 2 a specie. Designeremo rispet- 

t ivamente con 8, ~ le condizioni (di degeneraz ione)del le  dimensioni 1,3 perch~ 

una conica sia di 1 a o di 2 a specie. 

(l) Ved.  la mia 1V[emoria b) del 1916 citata in 12) a pi~ del la  p. 153. I v i  t rovansi  le cita- 
zioni su]lo state del la  ciuestione in quel  momeato.  Si deve  tenet- conic in mode part icolare,  
per  eib che coneerne la rappresentazione del le  eoniche col punti  di un S~, del Cap. X V I  
(pug. 406) del trat tato di BERTII'~I~ Int~'oduzione alla geomet,ria proiettiva degli iperspazi 
(.~[essina, Principato,  1923). Le  considerazioni  sotto riassunte~ per le condizieni semplici~ furono, 
quasi  tutte, da me svel te  nel la  Memoria  del i916~ salvo qualehe maggior  determinazione.  
che era  s ' in t roduee ,  co l l ' u l t e r io re  essenziale complemento re la t ive  a eondizioni soddisfat te 
da tutte le coniche degener i  di 3 a specie. 
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43. l~iferiamoci anzitutto alle caratteristiche semplici. 
Conformemente ai concerti generali sopra esposti, potremo in primo luogo 

studiare le eondizioni semplici imposte alle coniehe, cio6 ai ptmti x di S~, 

sopra S~, nnzich6 su S 5 - E .  Non si fissa cosl alcun particolare comporta- 
menlo di tall condizioni rispetto agli elementi degeneri. E siccome una 

forma generica di Ss taglia E in una variet/~ a 3 dimensioni e G in una 

carva, ogni generica eondizione semplice (5 soddisfatta da oo s coniche dege- 

neri di I a specie e da oc ~ di 2 a specie. Qua.tunque condizione semplice, 

considerata poi dal punto di vista virtuale, b differenza di due condizioni 

semplici generich% cosiechb pub vir tualmente considerarsi  alla stregna delle 

condizioni generiche (u. 41). 

La base minima delle forme di S 5 b un iperpiano qualsiasi.  Si pub assn- 

mere per esempio l'iperpiar}o I che rappresenta  le oc ~ coniche per  un punto 

date P del piano, il quale b uu iperpiano tangente singolare di G, che tocca 

questa  superficie lunge tutta la conica, i cui punti  sono immagini delle oc t 

retie per P~ centare ciascnna doppiamente. Se C (5 una forma d 'ordine  m di 

S~, vale I 'equivMenza (lineare I C - - m I ;  epperb, indicate con c, ~ le condi- 

zioni perch(5 un a~ di Ss giaccia su C e r ispet t ivamente su I (sicchb ~ b la 

condizione perch(5 una conica passi per  P}, si pub scrivere, con JoNQU~./~I~,s: 

(19) c --  m~ ; 

r isultato del quale resta qui ben preeisata l 'assolnta  validith (nel campo delle 
condizioni virtuali). Dunque : 

Se non si fissa alcun particolare comportamento deUe eondizioni semplici, 
imposte nile coniche del piano, rispetto alle condizioni di degenerazione, vi 
un 'un ica  caratteristiea semplice (nel campo virluale); ed ~ la condizione 
perch~ una eonica passi per un punto. 

In  particolare, r isul ta:  

perch~ la varieth degli 0~ socldisfaeen~i a ~ ~ d 'ordine  m ~ 3. 

Poichg una recta di S 5 rappresenta un fascio gellerieo di coniche, si pub 
dire the  : 

II coeffieiente m, che entra nella espressione (19) di una qualunque con. 
dizione semplice c mediante la caratteristica ~, denota quante coniche soddi- 
sfacenti a c appartengono ad un fascio generico. 

4=4=. Quail speciali comportamenti  rispetto ad E, G, possono era eonside- 
rarsi per le condizioni semplici? 
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Poich~ una  condizione semplice  non pub esser soddisfa t ta  da pifl che ~ s  

eoniche di i a specie, senza che coincida con 8 o per lo meno con tenga  8 

come addendo (in agg iun ta  ad a l t ra  condizione soddis fa t ta  da cx~ :~ coniehe di 

I a specie);  n~ pub eontenere  pifi che oc ~ coniche di 2 ~ specie, senza passare  

per  G, la so l a  speciale relazione che possiamo supporre  i ra  gli e lement i  dege- 

neri  e le condizioni  semplici  soddisfat te  da qua lche  coniea non degenere,  

t h e  tal l  condizioni  siano soddisfa t te  da tu t te  le coniehe di 2 s specie. 

Dobbiamo, in al t re  parole,  cons idera te  la total i t~ delle forme passant i  

per  G. Nel modulo  da esse costi tui to,  vi sono anche le forme che non pas- 

sano per  G. U n a  di ques te  si ot t iene per  d i f ferenza  di due forme effet t ive 

passant i  per  G con la stessa mol tepl ic i th  (n. 36). Cosl u n a  fo rma effet t iva F 

passante  per G, a cui  se ne agg iunga  u n a  gener ica  (I), ind iv idua  un  s is tema 

t ineare  di forme (irr iducib!l i)  passan t i  per  G; e, det ta  • una  gener ica  di 

queste,  la fo rma v i r tua le  • -  F ~ - q b  non passa  per  G. 
In  virt~t di ques te  osservazioni,  per  o t tenere  la base min ima  delle forme 

passant i  per  G, occorre aggiungere  a l l ' i p e r p i a n o  I, f issato nel n. precedente ,  

u n a  forma, che passi  sempl icemente  per  G. Po t remo assumere  a questo scopo 

la forma quad ra t i c a  Q, i cui punt i  r appresen tano  le coniche tangent i  ad una  

r e t t a ' a  del piano (~). 
Dopo cib, ogni forma C d' ordin.e m, passante  per  G con molteplicit~t ~, 

se non eont iene come par te  E, ~ tMe ehe la  corda gener ica  di G la incont ra  

in 2~ punt i  (almeno) r iun i t i  nei punt i  d ' appoggio  di quel la  corda con G, 

epperb b m ~ 2~ (~). L a  ~orma (m - -  2~)I ~ ~Q, d' ordine  m, passa  al lbra per  G 

con moltepl ic i th  ~, epperb ~ l i nea rmen te  equiva len te  a C (su cui sia asse- 

gna ta  la superf ic ie  base ~-pla  G). Onde si pub scr ivere 

c _= ~ z +  ~ q  (~ = m - 2~), 

cio~ : 

(21)  ~ = ~ + f,v, 

ove e, v son le condizioni  perch~ un  elemento appar tenga  a C e r ispett iva- 

mente  a Q (v /~ cio~ la condizione perch~ una  conica tocchi una  re t ta  data). 

E si conclude col teorema di CHASLES (precisato meglio da ZEUTttEN e 

Le caratteristiche della totalit~ delle condi~ioni .sempliei imposte alle co- 

(~) ]~ questa una forma quadratica, perch~ in un fascio generico vi son due coniche 
tangenti ad a; e Q passa semplicemente per ~, perch~ in un fascio-schiera generico vi 
una sola conica (irridueibile) tangente ad a. 

(2) INe segue, per ~ ~ 2, m ~ 4, epperb E ~ la forma d'ordiue minimo 3, passante dop- 
piamente per G. 
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rtiehe dpt plan/), q~ct~,clo si vogliaJ, i~,cl~tdervi a~,che le condizioni 8oddisfatte 

dalle co niche degeneri di 2 a specie, soJ~o la condizione ~ perchO una conica 

passi per un punto dato e la eondizione v pereh~ tocchi una relta data. 

Il teorem~ ha ¥~lidit/~ ineondizionata nel eampo virtuale riferito ad S~ G, 

nel senso che ogni eondizione--semplice, considerata in S 5 - - G ,  pub virtual- 

mente nguagliarsi alla differenza di due eondizioni semplici generiche rispetto 

alla base /,  Q )n. 41). 

Come vedesi, cangiando il eomportamento rispetto ad E, mutan le carat- 

teristiehe e si passa dalla (19t alla (21). 

Anche la (20) muta e deve esser sostituita colla 

(22) ~ -~ 2v - -  ~, 

pereh~ ~ : 
E ~ 2 Q - - [ .  

Quando non si fissa alcun speciale comportamento rispetto ad E, vale 

tra ~, v la relazione 21~ -~-- v e le (21), (22) riduconsi r ispet t ivamente alle (19), (20). 

Poich~ una retta generica per un punto ~c di G rappresenta  un fascio- 
sehiera generico di coniche ed essa incontra C faori di x in n : m - -  ~ punti, 
si pub dire: 

I coefficienti ~, ~, the entran nella espressione (21) d i u n a  qualunque con. 
diziorte semplice c, son dati dalle formule : 

ore m designa il numero delle coniche soddisfaeenti alla condizione c, ehe ap- 

parlengon ad urt fascio generico ed n il numero delle coniche irriducibili o 

degeneri di 1 a specie, the appartengono ad un fascio-schiera generico e soddi. 
8 f a ~ t O  a C. 

45. La risoluzione del problema delle carat terist iche per le condizioni 

semplici di S~ -- G pub associarsi alla risoluzione del l 'analogo problema per  

le condizioni quadruple (o di dimensione 4) nello stesso ambiente. Occorre 

al l 'uopo considerate  la base minima della totalith delle curve di S~, che in- 

contrano G. Poich~ l e  c u r v e  di S~ si riducono a multipli  d ' u n a  retta ed i 

punti di G si riducono algebrieamente (anzi linearmente) ad uno di essi, cog- 

formemente al n. 40 la base minima richiesta sar~ costituita da una tetra ge- 

nerica a di S~ e da una tetra I appoggiata genericamente a G in un punto. 
Si conclude che: 

Le caratteristiche della totalit~ delle condizioni quadruple imposle alle 

coniche-luogo, ove vi si voglian comprendere anche le condizioni soddisfalle da 

un numero finito di coniche di 2 a specie, sono la condizione ~' perch~ una co, 

A~nali di Matematica, Ser i e  IV ,  Tomo X I X .  27 
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nica apparlenga ad u n  fascio generic9 e la condizione v' perchb appartenga ad 

un  fascio-schiera generico. 

0SSERVAZIONE l a. Le basi minime /, Q ed a, l delle V, e delle curve 

di S ~ -  G, risultano associate nel senso the  il loro disoriminanle simulta- 

neo h ha il vc~lore assoluto minimo. Invero, in S ~ -  G b: 

[ L a ] = [ Z , l ] = l ,  [0~,~]=2,  [ Q , q = i ,  

epperb h = -- 1. Le basi minime L Q ed a, 1 essendo pure intermediarie,  ne 

segue che S~ G non corttiene divisori dello zero di dimensione 1 o 4. 

OSS]~RVAZ~O~E 2 ~. Che la risoluzione del problema delle carat terist iche 

semplici in S 5 - G importi come conseguenza quella del problema delle carat- 

terist iche quadruple,  ~ conforme alla constatazione generale fatta nel n. 28 
(la q~tale, verameate ,  ~ l~ r iferi ta ad una  variet~ senza contorno). 

0SSERVAZIONE 3 a - -  I1 significato geometrico dei coeffieienti ~', ~' nella 

espressione c ' - - £ 1 /  + ~'v' d ' u n a  condizione quadrupla  c', s 'o t t iene subito 

dalle : 

o't~ = ~' + 13', c'v = 2~'  + ~l', 

donde £ = ally - -  ~), ~' -7- 0'(2~ - -  v). 

L a  v a r i e t h  d e l l e  c o n i c h e  c o m p l e t e .  

46. Le conclusioni precedenti  posson riferirsi  alle coniche-inviluppo, col 

semplici cangiamenti  derivanti  dalla dualiti~ nel piano. In particolare la (22) 

fornisce per dualit~ la relazione: 

ore  ~ b la condizione semplice (~} perch~ una conica-inviluppo degeneri  in 

due fasci distinti di raggi. 
Vediamo iuvece che eosa pub dirsi delle coniche complete (coniche-luogo- 

inviluppo). Ricordo anzitutto la rappresentazione della totalith delle coniche 
complete, che usai nella ]~emoria del 1916. Rappresentate le coniche-luogo col 
punti  di un S~, ad un sistema l ineare cx~' di coniche-luogo corrispoude un 

iperpiano di S~, che si assume a immagine della coniea-inviluppo coniugata 

con quelle ~ coniche-luogo. 
Cosl le coniche-luogo son rappresentate  col punfi  e le coniche-inviluppo 

con gli iperpiani di $5, in guisa she la rela~ione di incidenza punto- iperpiano 

(i) Da  non confondersi  dunque  con ~7 the  ~ una condizione tr ipla re la t iva-a l le  coa iche-  

luogo (n. 42). 
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immagine della relazione di coniugio tra una conica-luogo ed una conica- 

inviluppo. 

Fissiamo era l 'a t tenzione sulla polarith determinata in S 5 della forma 

cubica E. Le quadriche polari dei punti  di S 5 rispetto ad E sone le ~ 5  qua- 

driehe passanti  per G (che, si ricordi, ~ doppia per E)( ' ) .  E l ' iperpiano po- 

lure di un punto P di S~ rispetto ad E (cio6 alla quadrica polare di P) 

l ' immagine della coniea-invi luppo aderente alla conica-luogo rappresentata  

da P. Per tanto le coniche complete son rappresentate in S~ dalle coppie punto-  
iperpiano omologhi nella polarith rispetto ad E. 

Le possibili degenerazioni di una conica completa, ehe analizzai gi~t dal 

punto di vista dell ~accennata rappresentazione, nella mia Memoria del 1916~ 

son le seguenti :  

i a} Coniche complete degeneri di i a specie, spezzate, come luogo, in due 

rette distinte e, come inviluppo, nel fascio di rette centare due vo]te, avente 

per centre il punto comune alle due rette. Esse sono c~ ~ e ognuna ~ r app resen -  

tara da un punto di E e dal l ' iperpiano tangente ivi (~). Continueremo a desi- 

gnare con ~ la condizione semplice, perch~ una conica completa sia degenere 

nel mode indicate. 

2 ~) Coniche complete degeneri di 2 a specie. Son le duali delle precede~tl.  

0gnuua  ~ spezzata, come [uego, in due retie coineidenti e, come inviluppo, 

in due fasci di rette, aventi i centri, distinti, sul sostegno della conica-luogo:  

ed ~ rappresentata  da un punto di G associate ad uuo degli  c~ ~ iperpiani 

tangenti a G in quel punto: Designeremo con ~ questa condizione~ semplice~ 

di degenerazione. La corrispondente condizione ~, riferita alle eoniehe-luogo~ 

non ~ semplice, ma ha la dimensione 3. 

3 a) Coniche complete degeneri di 3 a specie. Partecipano dei caratteri  di 

quelle di 1 a specie e di quelle di 2 a specie. Cio~ ognuna consta, come luogo, 

dei puuti  d ~ una retta doppia, e, come inviluppo, delle rette d ' un  fascio doppio, 

avente il centre su quella ret ta;  ed ~ rappresentata  da un punto di G asso- 

ciate ad uno degli iperpiani tangenti singolari a G in quel punto. La relativa 

condizione di degenerazione ha la dimensione 2: ~ il prodotto ~ delle due 
eondizi6ni preeedenti .  

(~) Queste ~,~5 quadriehe formano un sistema oma[oidico e eiascuna di esse rappresenta 
le ~4 coniehe-luogo aderenfi ad un sistema lineare ~a di coniche-inviluppo. 

(~) Si tenga presente ehe gli iperpiani tangenti alla forma E, la quale, si ricordi., 
luogo degli c~ loiani delle coniche di G~ sono ~ ,  ciascuno d~essi essendo un iperpiano tan- 
gente singolare di G (tangente a G in tutti i punti d'una eonica ed imagine delle eoniche 
del piano passanti per an punto). 



2t2 F. S~VEtCS: I ]"onda, mc,nti della 9eomet'ria ntt, mcrath~u 

4:7. Volendosi avere un modello delia totalith delle coniehe complete so- 

pra una M 5 di punti, in un conveniente spazio lineare, si pub, per esempio, 

considerare la varieti~ U~0: di  SEGRE, appar tenente  ad uno spazio l iueare S~ ,  

la quale rappresenta  col suet punti  le coppie punto-iperp~ano di S 5. Le coppie 

punto- iperpiano immagini delle coniche complete, vengon cosi rappresentate  

col punti  di una d~I 5 tracciata su U. Non occorre indagare, almeno in u n  

primo tempo, se i punti  di ,M~ immagini delle eoniehe degeneri  (di~tinti in 

due varie~i~ a 4 dimensioni di M~ aventi in comune la varieth a 3 dimen. 

stoat rappresentante  le eoniehe di 3 ~ speeie)~ s i a n o o  no semplici per  Ms~ 

perch6 trattasi di elementi che vogliamo appunto considerare come degeneri 

(cfr. col n. 24)(~}. Una conica completa non degenere 6 certamente rappre- 

sentata da un punto semplice di M~, perch6 ogni punto di Ms, fuori della 

varieth degli elementi  degeneri, pub essere  portato in ogni altro, esterno alla 

stessa varieth, dalle trasformazioni birazionali di M~ in s6, immagini 'delle omo- 

grafie plane;  e tall trasformazioni (aventi come varieth invarianti le singole 

varieth di coniche complete degeneri) non presentano aleuna eccezione~ [uori 

delia totalith degli elementi degeneri. 

48. La considerazione delle coniche complete non 6 necessaria onde risol- 

vere il problema delle carat terist iche relative alle eoniche-luogo (o inviluppo), 

entre i limiti consueti; e cib tanto se trattasi di condizioni semplici, come di 
coudizioni di dimensione maggiore di 1. Tale affermazione risulta gih giusti- 

ficata, per  le condizioni semplici e quadruple  dai nn. 43, 44, 45; e per le con- 

dizioni delle dimensioni 2, 3 deriverh dal seguito. Tut tavia  l ' in tervento delle 

coniehe complete permette di approfondire ulteriormente,  nel campo delle 

soluzioni proprie, le condizioni di validith della formula c ~ a ~ + ~ v  e di 

ampliare la por ta ta  della risoluzione del problema. 

Anzitutto, attesa la eorrispondenza biunivoca senza eccezioni fra le coni- 

che-luogo irriducibili  ed i lore inviluppi, la eorrispondenza birazionale fra S 5 

e la 21I~ del n. 47 presenta elementi eecezionali soltanto net punti  imagini di 
eoniche degeneri.  Per tanto le coniche eomp~lete irriducibili  posson intendersi  

rappresentate  anehe col punti  (o cogl ' iperpiani) di S ~ -  E, invece the  eolle 

topple  punto- iperpiano omologhi nella polarith rispetto ad E. Cosi una forma 

di S~, non contenente come parte E, rappresenta  pure un sistema di con[the 

complete irriducibili ,  eio6 una eondizione semplice a queste imposta. E il 

(t) La dlmostrazione ehe la M5 costruita nel mode indicate 6 priva di punti multipli, 
trovasi nella Memoria di VAN DER WAERDEN (<(Math. Ann. >>, 1938), citata in (it a p. 156. 
Accenneremo nel n. 50 al mode di pe~wenire a questa conclusione. 



s i s tema c,o ~ di coni(~he compD, tc t e s t a  n a t n r a l m e n t e  d e t e r m i n a t e  per  conti- 

nui th  anche  nei suoi e l ement i  degener i .  

Anzi q u e s t ' u l t i m a  couc lus ione  si es tende  pu re  al la  var ie th  E :- G, perch~ 

l ' i p e r p i a n o  polare  di un pun to  x di E - - G  ~ ben d e t e r m i n a t e  (ossia l ' i nv i -  

luppo  ade ren te  ad una  con ica  spezzata  in due  re t te  d i s t in te  6, come abbiamo 

gih avver t i to ,  ben  de te rmina te) .  

Sicch~, le con iche  comple te  d e g e n e r i  di 2 a e di 3 a specie  r i escou  deter-  

mina t e  per  con t inu i th  qua l i  l imit i  di con iehe  complete ,  r idot te ,  come luoghi ,  

a copp ie  di r e t t e  dis t inte ,  f aeendo  m u o v e r e  il pun to  x di E - -  G sui r ami  di 

cu rv e  t racc ia t i  su E -  G ed avent.i le or igini  nei pun t i  di G. 

Quel  che si 6 det to  pe r  un a  fo rma  vale pe r  una  varieti~ a t re  d imens ion i  

q u a l u n q u e  o per  una  cu rva  o superf ic ie ,  il cui pun to  gener ico  sin fuor i  di G. 

Si ha  cosi un  s i s tema e J  o c~ 2 o e c  I di con iche  comple te  ( i r r iducibi l i  o ri- 

dot te  come luoghi  a coppie  di r e t t e  distinte),  del qua le  r iescono p e r f e t t a m e n t e  

de t e rmina t e  per  con t inu i th  le con iche  degene r i  comple te  di 2 a o di 3 a specie.  

Cib premesso ,  sin ~, un  r amo  di S~, di o r i g i n e  x, a p p a r t e n e n t e  even- 

t u a h n e n t e  anche  a G. I n  forza di u n a  proprieti~ gi/~ osserva ta  (red. la f ine  

del  n. 11), il l imi te  del la  copp ia  w, X, eve x~ sin un  p u n t o  mobi le  in 7 e X 

l ' i p e r p i a n o  polare  di x~ r i spe t to  ad E, ~ sempre  d e t e r m i n a t e  per  x ~ x. Se x 

b, un  punto  di E, ma non  di G, l ' i p e r p i a n o  X, che  al l imi te  va associate  ad x, 

non ~ che  l ' i p e r p i a n o  ivi t angen te  ad E ;  s e x  ~ un  pun to  di G, he dimo- 

s t ra to  a l t rove  (a pag. 1147 del la  Memor ia  del 1916), ch% ind ica ta  con t la 

t angen te  in w al t ame,  e con  rc il p iano  t angen te  a G in x (e supposto  y non 

t angen te  a G in x), l ' i p e r p i a n o  X ~ l ' i p e r p i a n o  po!are  dello spazio a 3 dimeu- 

sioni r:t, r i spe t to  al cone quad r i c o  F, di ve r t i ce  J:, t angen te  in ~ ad E (~). Se ~" 

tocca  G in x, 1' uf f ic io  di ~zt ~ sos tenuto  dal lo S 3 che congiunge  rc col p iano 

oscu la to re  a ,( in x ;  e se ,( oscula  G in x (e, in par t ieo la re ,  se giace in G), 

l ' u f f i c io  di rot ~ sos tenuto  dal lo S a oscu la to re  a "( in 9e. In  ogni ease ~ de~er-, 

minute  con p rec i s ione  il l imi te  di X. 

La  coppia  l imi te  a~, X r a p p r e s e n t a  g e n e r a l m e n t e  u n a  conica  degene re  di 

2 a spec ie ;  pe rchg  rappresen t i ,  in par t ico la re ,  a n n  con ica  di 3 a specie; occorre  

e bas ta  che i} p rede t to  Ss (de te rmina te  nei  modi  iudicat i ,  s e c o n d o  che  y non 

toeeu o tocca  o oseu la  G in ac), co inc ida  con uno  degli  S s gene ra to r i  del  cone  

quadr ico  P, gi~echb sol tanto  in tal  case l ' i p e r p i a n o  polare  d iv iene  uno degli  

iper, p iani  t angen t i  a r .  In somma,  perchg il sistema oc ~ di coniche complete 

(~) Si rieordi ehe il cone r ~ luogo degll c~  $3 the Ioroiettan da ~ le c~l coniche di G 
uscenti da x;. e che gli iperloi~ni t~ngenti a quel cone nei suoi spazi generatori son gli iper- 
piaui tangenti singol~ri~ che toecan G lunge le ]~redette coniche. 
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rappresento~to dc~ ~: eonte~,gc~ u n a  coniea degenere di 3 a specie occorre e basta 

the il numero dei p u n l i  suevessivi, the ~ ha eomuni  con E in x, superi  di 

uno (cdmeno) il numero dei p u n t i  suecessivi di y s i luat i  sul vertice r~ di F:  

cioO y deve loccare E in x. 

49. L ' a n a l i s i  svolta nel  n. precedente  ci permet te  di concludere  facil- 

mente  quan to  segue. 

Se C ~ una  forma di S~, incon t ran te  G lungo la curva  D (e qu ind i  E 

secondo u n a  variet'~ a 3 dimensioni) ,  il s is tema cx~ * di coniche complete  

rappresen ta to  da C cont iene  c~ 3 coniche degener i  di i a speci% le cui 

coppie r appresen ta t ive  sono ovviamente  v is ib i l i ;  cx~ ~ coniche degener i  di 

2 a specie, la gener ica  della qual i  ha come coppia r appresen ta t iva  un  punto  

generico x di D ed un  generico iperpiano passante  per il piano ¢¢ tan- 

gen~e ~ G in ~ ;  cx~ 2 coniche degener i  di 3 ~ specie, la generic~ delle qu~li  

ha come coppia r appresen ta t iva  un x di D ed an  iperp iano tangente  singe- 

lure in ~. 

Invero,  in un punto  x di D, ore  C non tocchi G, vi sono c<?- piani  tan- 

gent i  a C e a D, che d~tnno luogo ad a l t re t tan t i  iperp iani  polari  r ispetto a F, 

cio~ a tut t i  gli iperpi~ni  passan t i  per  u;  ed cx~ 1 piani  tangent i  a C s i tuat i  

sugli  S 3 genera tor i  di F, i qual i  d~nno luogo ad a l t re t t an t i  iperpiani  polari  

r ispet to a I', cio6 a tut t i  gli iperpiani  t angent i  s ingolar i  in x. 

Se C tocea G nel pun t  9 x di D continutrn n a t u r a l m e n t e  ad esservi ~ 2  

iperp ian i  polari  r ispet to a F, di punt i  s i tuat i  in C ed in f in i t amente  vicini  

ad x, m a  esterni  a ~. Pe r  ind iv iduare  uno di quest i  iperp iani  basra p rendere  

in C un  ramo 1. di origine x, t angen te  a G in x, e considerare  lo S:~ congiun- 

genre x col piano osculatore  di y in ~c o add i r i t t u r a  1o S~ osculatore  a 'F 

in 9c, se -( oscnla~ u. L ' i pe~p iano  polare  di tale S:~ ~ nno dei r ichiest i .  E f ra  

quest i  ~ iperp ian i  polar i  ve ne sono ancora  c~ ~ tangen~i singolari .  

In  ogni caso, dunque,  ~ w r o  quel  che si b a f fe rmato  circa l ' infiniti~ 

delle coniche  di 2 a e di 3 a specie appar tenen t i  ad an  s is tema c~' di coniche 

complete~ contenente  c~ t coniche ridotte,  come luoghi,  a ret te  doppie. 

Pass i amo  ora ad u n a  fo rma C contenente  add i r i t t u ra  G, ciob ad un  si- 

sterna cx) ~ di eoniche complete ,  che possegga ~ coniche spezzate, come luo- 

ghi, in ret te  doppie. Anche in tale caso vi sono nel s is tema ~ coniche com- 

plete  degener i  di 1 a, ~x~ :~ coniche degener i  di 2 a e cx~ ~ couiche degener i  di 3 a 

specie. Le  pr ime sono senz ~altro r appresen ta te  da l l ' a s soe ia re  ad ogni pronto x 

del la  variet/~ (C, E)  - G F i p e r p i a n o  ivi t angen te  ad E ;  le seconde dull 'asso-  

c ia te  ad un generico punt() x di G c iaseuno degli c~ ~ ipeJ.piani polari ,  r ispet to 
a l c o n o  l~; ivi t angen te  ad E, degli c~S~ tangent i  in x a C e a G; le u l t ime 
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dull 'associate al generico ~ di G i due iperpiani tangenti  a P net due S 3 ge- 

neratori,  che toccano C in x. 
Se C coincide con E, ogni eoniea completa degenere di 2 a specie, appar- 

tenente ai sistema c<) ~ delle coniche complete di 1 a specie, 6 in conseguenza 

di 3 a specie (11. 46! e i l  sistema contiene tutte le coniche complete di 3 a specie; 
conseguenza d' aceordo con il fatto che i soli iperpiani polari degli S~ tangenti  

ad E in un punic x di G, son gli iperpiani tangenti a] cono F, cio6 gli iper- 

plant tangenti  singolari useenti  da x. Concludendo: 

Un sistema ~ (irriducfbile) di coniche complete irriducibili contiene sere. 

pre cx~ :~ coniche degeneri di 1 a specie, ~'~ coniche degeneri di 2 ~ specie ed o,~ ~ 

coniche degeneri di 3 ~ specie. II sistemc~ c,o 4 (irriducibile) dclle coniche (complete) 

degeneri di 1 ~ specie contiene tutte le ~ coniche degeneri di 3 a specie (e nes- 

suna di 2a). Dualmente dicasi del sistema c~ ~ irriducibile dclle coniche (com. 

plete) degeneri di 2 ~ specie. 

50. L 'anal i s i  del n. 48, in quanto ci fa conoscere tutte le coppie w, X 

che rappresentan le coniche complete, consente di studiare la M 5 del n. 47 
nelFintorno di ognuno dei suoi punti  (x, XI. Si verifica allora con un sem- 

plice ealcolo (~) che l ' intorno di un punto qualunque di Ms, snlla varieti~ 

stessa, anche s e i l  punto b imagine d ' una  conica completa degenere ( d i u n a  
delle tre possibili specie), si pub rappresentar  parametr ieamente  con fun- 
zioni razionali di 5 parametri ,  razionalmente, epperb univocamente i~wertibili. 

Siechb ogni punic di M~ ~ origine d ' una  sola falda lineare e quindi 6 un 
punto semplica. 

Chiamiamo E', F', H'  le varieth irriducibili, delle dimensioni rispet- 
t i re 4, 4, 3, che rappresentano in M~ le eoniche degeneri  di l a  2 a, 3 a specie. 

Le E', F', H' sono (come si accennb nel n. 47) le varietdt eccezionali della 
corrispondenza birazionale, definita nel n. 47, tra i punti di M~ ed i punti 
(o gli iperpiani) di S~. 

~d  un x di S~ appartenente ad E, ma non-a  G, corrisponde un sol punto 
di E', che rappresenta  la c0ppia x, X, ore X .6 l ' iperpiano tangente ad E in w; 

ma ad un iperpiano X tangente ad E in un punto x, fuori di G, corrispon. 
dono cxD ~ punti di E', perch6 X tocca E in tutti i punti di un piano passante 

per x (*). Ad un punto x di G corrispondono c~ ~ punti  di F' ,  i quali costitui- 
seono una superficie f '  e r isultan dall' associate ad x tutti gli X tangen$i a G 
in x ;  mentre  ad un generico iperpiano X tangente a G, in quanto tocca G in 

(~) Che non stiamo a r ipor tare  qui  dalla citata Memoriu  di VA~ DnR ~VAERDEN. 
(~) C h e b  nn piano (individuato da x) d i u n a  delle coniche di G. 
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un sol punto, risponde un sol punto di F ~. Infine ad un punto ~c di G corri- 

spoadono c~ ~ punti  di H',  i quali cos~ituiscono una curva 4' e r isul tan dal- 

I' associare ad x ciascuno degli c~ ~ iperpiani tangenti  singolari a G, the  passan 

per x ;  e a d  un iperpiano tangente singolare eorrispondono pure ~ punti di H'. 
costituenti una curva g', perch0 esso tocca G lungo tutta una conica g. 

Giova inoltre considerare le immagin! dei fasei e @lle schiere di coniehe 

irriducibili.  I fasei son rappresentati  dalle c~ s rette a di S: e le schiere dalle ~ s  

eoniche b di S 5 appoggiate . in  tre punti  a G. Un fascio generico non contiene 

alcuna conica completa degenere di seeonda specie; cd una schiera generica 

noa contiene alcuna conica degenere completa di prima specie, le 6 interse- 

zioni di b con E essendo tutte assorbite dai 3 punti  d 'appoggio di b su G, 
eiascnn dei quali, come punto doppio di E, conta due volte. 

Fra  le coniche trisecanti  di G ve ne sono oo 7 spezzate in coppie di rette:  

una di queste ~ formata da una retta l, appoggiata a G in un punto ~, e da una 

corda q di G, appoggiata ad l in an  punto. La  corda q b imagine di uno degli ~ 

fasei di coniche spezzate nelle coppie di un ' involuzione entro un fascio di 

raggi ; e la retta l rappresenta (come gih si b detto) uno degli ~ fasci-schiera. 

Quando l, oltrech6 appoggiarsi a G nel punto x, tocca ivi E, il faseio-schiera 

diviene uno degli c,,~ ~ fasci di coniche superosculatrici, ciog un fascio di co- 

niche aventi con una data, in un punto dato, un contatto quadripunto.  

Poich6 q sta in E, il punto comune ad l, ff 6 l 'unico puuto ore E 6 se- 

gata da l, fuori di ~. 

Se la schiera rappresentata da una coniea b, trisecante G, tende al fascio- 

schiera rappresentato da l, la conica b tende ad una eonica spezzata l-+-q. 
Dualizzando, nel piano, si trova il limite completo di un fascio, che tenda 

a divenire un fascio-sehiera. 

Tutto cib pub trasportarsi agevolmente sopra Ms; ed ~ quello che pifi 

interessa. In M~ un faseio generico di coniche complete b rappresentato da 

una curva (razionale) a', ehe  taglia E ~ in 3 punti, ma non incontra affatto F ' .  

Una sehiera generica "di coniche complete ~ rappresentata da una curva'(razio- 

nale) b', the  taglia F + in 3 punti  e non incontra affatto E'. Un faseio-schiera 

generico ~ rappresentato da una curva (razionale) l', che taglia ciascuna delle E ~, 
F '  in uno punto, fuori di H'.  Un fascio-schiera di coniehe .saperosculantisi 

rappresentato da una l' appoggiata ad H '  e non incontrante n~ E', n4 F ' ,  

fuori di quel punto d'appoggio. La  diremo una  curva t'. 
Se la schiera rappresentata d a b '  tende a} fascio-sehiera rap.presentato 

da l', la curva b' tende al limite l ' 4 -q ' ,  ore q' ~ una curva (razionale) trac- 

ciata su E'  e passante pel punto (E;, l'), la quate rappresenta un fascio di 

coniche degeneH di i a specie. I punti di q' sono le imagini delle coppie 
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puuto-iperpiano formate da un punto variabile su q e dal l ' iperpiano fisso 

tangente ad E lunge q. E siecome q sta nei l ' iperpiano singolare tangente 
a G lunge la conica individuata dai panti  d 'appoggio della corda stessa, 

cosi q' ineontra H' in due punti  distinti (imagini delle due eoniehe complete, 

degeneri  di terza specie, ehe pi:ovengono dai raggi doppi dell ' involuzione le 

cui coppie son rappresentate dai pnnti di q't. 
Pertanto i 3 punti  eomuni a b' e a d  F '  hanno per limiti questi due punti  

ed il punto (F', l'). Oib prova ehe i p u n t i  d i g '  so~ semplici per F', perch6 
ognun d'essi  assorbe una sola intersezione di F '  con una curva l 'q :  q'. 

Similmente, il limite del fascio rappresentato d a a ' ,  quando questo tende 

al faseio-schiera rappresentato da l', 6 una eurva l'-~ p', eve p'  6 tracciata 
su F '  e appoggiasi in due punt! ad H', passando inoltre pal punto (F', l'). 

La curva p' 6 imagin_e della schiera delle eoniche degeneri  di 2 a speci% 

the  provengon dal l 'assoeiare ad una retta fissa del piano le coppie di una  

sua involuzione. 
Si conclude altresi che i pun l i  di H '  son sempliei per E'. 
Aggiungasi c h e l e  intersezioni di q' con F '  sono necessariamente sempliei, 

in quanto ognuna-di  esse non pub ehe centare una volta nel gruppo della 3 
intersezioni di l ' +  q' con F ' ;  epperb la eurva q' non tec ta  F ! n e i  due punti  
in cui la incontra. Ne deriva ehe in tali punti  neppure la E', su cui q' 0 

traceiata, pub toccare F ' .  E poich0 infine i punti stessi son generiei su H',  

si conclude c h e l e  E', F '  non si toccan lunge H' .  
Un' ulteriore precisazione 0 fornita dal l '0sservare the  le cx¢ omografie del 

piano in sOi in quanto dhnno luogo ad al tret tante on~ografie di S~, the  mutano 

in s0 E e G, han no per imagini omografie mutanti  in sO la variet/~ di SEGm~ /_7, 

definita nel n. 47 e, ivi, la 3I 5 e ciascuna delle varieth E', F ' e  H' .  Su M~ il 
gruppo continue di tall omogr~fie ha per sole varieth invarit~nti E',  F' ,  H '  ed 
6 fuori di esse t ransi t ive;  su E '  led F') il gruppo ha per sola variet~t inva- 
r iante H '  ed 0 fuori t ransi t ive;  ed infine su H '  6 del tutto transitive. Perci6 

il co mportamento della E', F '  ~ lo stesso in tutti  i p u n t i  di H ' :  si tratta sempre 
insomma di intersezioni semplici. 

Si osserver/~ di pifi the,  oltre al predetto gruppo continue oc 8, la M~ 

possiede un altro sistema continue {non un grtappo)c,c" di omografie, che per- 
mutan tra loro E', F '  e laseiano invariata H ' ;  O il sistema indotto dalle reci- 

proeitik plane. Due di queste omografie d~nno per prodotto un' omografia del 
gruppo continuo. 

0SSERVAZIONE 1 a. - -  Dal fatto che ogui punto di E' (o di F') esterno 
ad H '  pub esser portato in ogni altro punto di E'  (o risp. di F') da una delle ocs 
omografie, che mutano E '  (od F') in sO e c h e ,  inoltre, H '  0 luogo di punti  sem- 

,4anali di Marematiea, S o r i e  I V ,  Tome X I X ,  28 
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pliei per E '  (od F'),  i quali alla lor volta si seambian eolle omografie del predetto 

gruppo, che mutano in s~ H '  ed operano ivi transit ivamente,  segue che :  

Le variet& E', F', H'  son prive di punt i  multipli. 
Inoltre F' ~, come F~', razionale, perch6 esistono omografie di _~I~ in sb 

ehe seambian tra di loro le due varietY; ed ' b  razionale anche H',  perehb i 

suoi punti, rappresentando la coppia xi X, con X iperpiano tangente singolare 

di G, rappresentano altresi birazionalmente senza eccezioni le coppie punto-  

eonica incidenti di G, clog, in ul t ima analisi, le coppie punto- re t ta  ineidenti 

d' un piano. In conclusione H' ~ un modello rappresentante birazionalmente 
senza eccezioni la tolalit~ deglg elementi lineari d' un piano. 

opportuno anche di notar  quanto segue. Si ricordi che E g il modello 

proiettivo minimo del prodotto topologico simmetrieo (o quadrato) del piano 

con sb stesso; eio~ delle varieth delle coppie non ordinate dei punti  del piano, 

e ehe G 6 doppia per E, pereh~ quella variet~ b di sua natura non omogenea. 

In  forza di quanto precede, possiamo affermare che E' ~ u n  modello proietgivo, 
privo di punt i  m~tltipli, del quadrato del piano. C o m e  si sa a priori, un mo- 

dello siffatto non pug rappresentare  il detto quadrato senza eccezioni. Nel 

nostro easo le eceezioni nascon nei punti  di H ' .  ]~ curioso di osservare che 

basra perb parlare, anzlch~ del quadrato del piano, della varieti~ il eui elemento 

variabile 6 costituito da 2 punt i  e dalla loro congiungente, percl~b la nuova 

variet~ definita sia rappresenta ta  senza eceezioni da E'. 

0SSERVAZIOSTE 2 a. - -  Da quanto /~ stato esposto tes ta  preeisato in qaal  

senso debba intendersi  la frase (del principio del n.) ehe le E', F', H'  son le 
varieto eccezionali della corrispondenza fra S~ ed M~. 

La corrispondenza birazionale fra S 5 ed M 5 pub intendersi  come corri- 

sponden~,a fra i punti  x di S~ ed i punti  ~' ~ (~, X ) d i  _M 5 o come corrispon- 

denza fra gl' iperpiani  X di S~ e i punti  x' di M~ : un punto x ed un iperpiano X, 

omolbghi nella polarith rispetto ad E, essendo rappresentat i  dallo stesso x'. 

Nel primo caso le sole varieth (eecezionali) di M 5, che si t rasformano in 

varieti~ di dimensione diversa di S 5, sono F ~ e le sue varieth subordinate :  

la F '  ~ invero luogo delle c~ ~ superficie eccezionali f '  e corrispondenti  ai 

punt i  x di G. In ques~o easo E '  non 6 eccezionale, ma eontiene ta t tavia  la 

variet/~ eccezionale H'[--~ (E', F')], luogo d i c < )  ~ curve eccezionali ~', prove- 

nienti dai punti  di G. 
Nel seeondo easo inveee le sole varieth eeeezionali di M~ sono E '  e le 

variettt subordinate :  la E '  ~ luogo delle c~ ~ superficie eceezionali corrispon- 

denti  agl ' iperpiani  tangenti  singolari. La F '  non b eece~ionale, ma eontiene 
la varieth eccezionale H'~ la quale cosi abbraccia tutte le variet~ eccezionali 

rispetto alle due corrispondenze. 
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L e  c ~ t r a t t e r i s t i c h e  s e m p l l e i  
e q u a d r u p l e  r e l a t i v e  a l l e  e o n i c h e  c o m p l e t e .  

51 Conosciuta eosi la strutlura della varieth Mn, determiniamo la base 

minima delle variet& a quattro dimeJ~sioni in essa tracciate. 
La base minima delle forme di S~ ~ un iperpiano; sicch~, a meno delle 

variet~.eecezionali, le varieth V/ di M~ si r iducon algebricamente a multipli  

della va,riet~ K '  rappresentante  un sistema (x~ ~ di coniche complete deter- 

minato da un sistema lineare ~ di coniche-luogo (cfr. col n. 34). La con- 

clusione ~ senz 'al tro applieabile alle V/ di M 5 provenienti  da V 4 di S~, non 

passanti  per G. Consideriamo una V 4' omologa d i u n a  V~ pnssante per G e 

r iguardiamo questa V 4 come limite d ' u n a  V4, d 'ord ine  t, non passante per  G. 

Quest 'u l t ima stacca su G una curva D ed ~ rappresentatu in 2~I~ da una V4' , 

che taglia F '  in una variet~t a 3 dimensioni (b', luogo delle cx~ ~ superficie f ' ,  

t raceiate su F ' ,  omologhe dei punti  di D ('). Per  ottenere, dal sistema lineare 

di forme d 'ordine  ~ passanti  per D, la V4, basta imporre ad una V 4 di quel 

sistema di contenere un punto x di G, fuori di D. Cosi la varieth corrispon- 

dente alla V 4 passante per G, incontra F '  fuori di 4p' epperb si spezza in F '  

ed in una V/  imagine del sistema di coniche complete rappresenta to , . in  S~, 

da V4. Sussiste ciob su M 5 la equivalenza (lineare): 

{23t V~' + F '  ~- ).K'. 

Per tanto  V,' si esprime come combinazione lineare a coefficienti interi 

di K', F '  e la eonclusione si estende alle V~ passanti  per G con molte- 

plicith s ~ 1: per esse il coefficiente di F' ,  che figura nella precedente 
relazione, viene uguale ad s. 

Consideriamo in ultimo su M~ una V4' , passante per H ' .  che sin imagine 

d ~un sistema c~ ~ di coniche complete (non degeneri  di 2 a specie) contenente 

le cx~ 3 coniehe degeneri di 3 a specie (invece di cxD ~, come generalmente ae- 

cade}. Perch~ questo avvenga occorre e basra (n. 48) c h e l a  V~ rappresentat iva,  

in S~, passi per  G almeno doppiamente ed il suo eono tangente in ogni 

punto x di G coincida col cono qu~drieo P tungente ad E in 0e o lo contenga 

come parte. L 'o rd ine  )~ di 'una tale V 4 /~ non minore di 3 (n. 44), sicch~ V~ 

ed E - I - ( ) . -  3)K individuano in S~ un fascio di forme di c, rdine ).~ tangenti 
ad E lungo G. 

(') Ciascuna delle f, ~'appresenta le ~ coniche complete degeneri di 2 a speci% ottenute 
associando ad una rett~ fissa le sac coppie di punti. 
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Qualora V 4 passi per G soltanto doppiamente, alle V~, E +  ( ) , - - 3 ) K  
corrispondon in .M~ (tenuto conto degli elementi  eceezionali) le variet/~ 

V,' -t 2F', (E' + 2F') + (k - -  3)K', 

ore  V,' designi la variet~ di M 5 imagine del sistema cx~* di coniche complete 

rappresentato da V 4. Pertanto sussiste sopra M 5 l 'equivalenza 

V,'  ~ E '  + (X - -  3 ) K ' .  

Suppongasi invece ehe V~ passi per G con la molteplieit~ s + 2 (s > 0), 

toecando ivi E. Allora V 4 + 2 s K  ed E + s Q + { ~ - - 3 ) K ,  ore Q sia una qua- 

lunque forma quadrat ica  di S 5 passante per G (in particolare la forma rap- 
presentat iva delle coniche tangenti  ad una ret ta data;  n. 44) hanno lo stesso 

ordine ~ + 2s e la stessa mo]teplicit/~ s-~-2 lungo G, toeeando ivi E. Me- 

diante il fascio da esse individuato in S~, si ottiene, per trasformazione, 

su M~, la relazione 

(24) V,' + 2 s K '  ~ E '  + sO' + lk - -  3)K', 

la quale prova che le V 4' passanti  per H '  si esprimon come combinazioni 
]ineari  a eoeffieienti interi  delle variet~t K', Q', E'. 

Dalla (23~ si trae agevolmente analoga eonclusione per le V,' non pas- 
santi per H'. Invero, la (231 porge anzitutto in particolare la 

(25) O '̀ + F ' - -  2K' 

e questa, confrontata con la (23), d~: 

V~' ~ Q' + (), - -  2)K' ,  

she deve essere sostituita dalla:  

V~' ~ sO,' + ()~ - -  2s)K' ,  

se V 4 passa per G con la molteplieiti~ s. 
Le K',  Q', E I non son per6 indipendenti.  Infatt i  scritta la (25) sotto la 

forma : 

(26) Q' + F '  _= 

(ore I ' ,  equivalente a K',  rappresenta  il sistema ~ delle coniche complete 

passanti  per nn punto del piano) e applicata alle variet~ deila (25) nna 

delle a s omografie di 3:/-~ in s0, t he  seambian tra loro E' ,  F '  e 0', I ' ,  si ha 

1' equivalenza : 
(27) I '  -4- E '  =- 2 Q' 

o ~ s i a  : 

E ' ~ 2 Q ' - - K ' .  
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Pe r t an to  ogni V 4' di M~ ~ espr imibi le  come combinazione l ineare  a coef- 

[ icienti  in ter i  delle sole K ' ,  Q' (o dua lmen te  delle Q', E'}. 

Inf ine ,  le K',  Q' sono fra lore indipendent i .  Infa t t i ,  associando a d  esse 

il seguente  valore del d i sc r iminan te  h delle due le curve a', l', si ha  

coppie K ' ,  Q'; a', l ': 

1 I I  
h---- ---~--1; 

2 1 

e cib prova the  le K',  Q' e l e a ' ,  l', cost i tu iscon le basi min ime  (e inter- 

mediar ie ,  sicehb maneano in M 5 i divisori dello zero di dimensione 4 ed 1} 

r i spe t t ivamente  delle V~' e delle c u r v e  di M~. Concludendo:  

Z a  base m in ima  delle variet~ a quatlro dimensioni traceiate sulla M 5 

delle coniche complete, eonsta della variet~ I '  imagine del sistema delle coniche 

per u n  punto e della varie't~ Q' imagine del sistema delle eoniche langenti ad 
una  retla. 

Ino l t re  : 

L a  base m i n i m a  delle curve di M 5 consla della eurva rappresentativa di 

u n  ~fascio di coniche e della eurva rappresentativa d' wn fascio-schiera. 

Come vedesi  le caratteristiche delle eondizioni semplici e delle condizioni 

quadruple sulla M~, quando non si fissino speciali comportamenti delle con- 

dizioni stesse rispetto alle variet~ complete di degenerazione E',  F' ,  H',  son le 

medesime ~t, v e rispetlivamente ~', v' valevoli per le condizioni semplici e 

quadruple, non gi~ di S~, ma  di S ~ -  G. 

L a  sostituzione di M~ ad S~ offre il vanlaggio di peter eonsiderare le con- 

dizioni da studiare, in una  variet~ senza contorni. 

52. Il~ problema delle cara t te r i s t iche  semplici  su M~ non tes ta  perb cosi 

r isoluto nei confront i  con le condizioni  che abbian par t icolar i  compor tament i  

r ispetto alle E ' ,  F ' ,  H ' .  Non sarebbe p. es. possibile appl icare  la r isoluzione 

indica ta  a condizioni_ di superoseulazione (~). 

Gi~ la re lazione (25) del n. pree. non vale pifi sulla varieth M s - - H '  

(ehe oecorre cons idera te  per  inc ludere  le condizioni  di superosculazione}. 

l nvero, una  curva  l' (n. 50) appoggia ta  ad H '  in un punto - -  ciob la curva  t' 

imagine  di un  fascio di coniche s u p e r o s c u l a t r i c i -  n o n  incont ra  F '  fuor i  

(~} Io circoscrissi eompiut~mente ed esa~tamente, nella Menloria dei 1916, le condizioni 
di validith della formula di CHASLES c(~-~ ~v in relazione alle coniche complet% precisando 
il risultato di ttALPHE~ secondo eui la formula cessa di valere in presenza di condizioni 
soddisfatte da coniche degeneri di 3 a specie. 
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di H' ,  mentre ineontra  ciascuna delle Q', K '  in un punto, fuori di H ' :  co- 

sieeh~ in M 5 - - H '  si ha una sola soluzione corrispondente al simbolo 
[Q '+  F'; t'] e 2 corrispondenti  al simbolo [2K', t']. Similmente cade in difetto 

la rela+ione 127}. 
Tuttavia  il ragionamento svolto nel n. prec. onde pervenire alla (24), 

conserva at tualmente  piena validith, perch~ si r iferisce gi/~ alia M 5 -  H' ,  in 
quanto trattasi delle V 4' cui si ~ prescri t ta  la variet~ base H' .  

Per tanto vale la conelusione ehe ogni V 4' di M 5 - H '  esprimesi come 

combinazione l ineare a coefficienti interi delle K', Q', E'. Perb, a differenza 

di quanto prima accadeva sulla Ms, le K', 0', E', considerate sulla M 5 - - H ' ,  
sono indipendenti.  Invero, associando queste ire varieti~ alie curve a', l', t', 

si ha sopra M 5 - - H ' :  

[ K ' , a : ] = [ K ' , l ' ] = [ K ' , t ' ] = ! ,  [ Q ' , a ' ] = 2 ,  [ Q ' , l ' ] = l ,  [Q',t']==-l, 

[E',  a'] = 3 ,  [E' ,  l'] = 1 ,  [E',  t'] = O; 

onde il diseriminanSe simultaneo A delle due terne K', Q', E'; c~, l', t' vale 

A = 
1 1 
2 t 
3 1 

1 

1 - - 1 .  
0 

Le due terne sono dunque indipendenti  e formano le basi minime delle 

variet/~ delle rispettive dimensioni. Inoitre segue ehe anche su M s - - H '  non 

vi sono divisori dello zero delle dimensioni 4 ed 1. 
Concludendo (ore si sostituisca K '  con I ' t :  
Le caratteristiche della totalit~ delle condizioni sempliei imposte alle co. 

niche complete, quando vi si vogliano includere anche le condizioni soddisfatte 

dalle ~~  eoniehe degeneri di terza specie, sono le caralleristiche ~, v gib tro- 

vate, con l 'aggiunta della condizione ~, perchd una conica eompleta sia dege. 

nere di pr ima specie. 

Di pih : 
Le caratteristiche delle condizioni quadruple (quando si voglia~o includervi 

le condizioni soddisfatte da un numero finito > 0 di coniehe deg~neri di terza 
specie) sono le ~', v' gid~ trovate e la eondizione ~' perchd u~ta conica completa 

irriduvibile apparlenga ad un  fascio di coniche superosculalrici. 

53. Se una condizione semplice c in M ~ -  H '  si esprime per le caratteri- 

s~iche con la relazione: 
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si t rovano agevo lmente  i s ignif icat i  dei coeff ic ient i  a, ~, y 

dott i  c~', cv', cz'. I n v e r o :  

c~' = ~ + 2~ + 3y, 

cV - -  ~z+ ~ + y, 

onde:  

= c ( 3 v '  - -  

In  par t icolare ,  si 

st iche,  perch6 : 

----- c ( p / +  2 ' : ' - -  3v'), 

Si t r o w  cosi :  

ca lcolando i pro- 

= c ( v -  v ) .  

r icava  l ' e sp re s s ione  di ~ in funzione  delle carat ter i-  

~ ' - : 0 ,  "~v'---~l, ~ ' ( ~ 0 .  

~ - - 3 ,  ~ - - - - 3 ,  T = I ,  
e si pub enunc i a r e :  

La condizione ~1 affinch~ una conica completa sia degenere di 2" specie, 
si esprime in M ~ -  H' colla relazione : 

la quale in M5 si riduce alla : 
~ --~ 21~ z-  v , 

tenuto conto ehe ivi ~ (n. 51) ~ ~ 2 v -  Ix. 

5 L  Se una  condizione q u a d r u p l a  c' si espr ime in M ~ -  
ca ra t t e r i s t i che  colla re laz ione :  

c' v~ ~'~' 4- [~'v' + y"c', 

i coeff ic ient i  £,  ~}', ?' si o t tengono col calcolo dei p rodot t i :  

c't~ ~ £ + ~' + T', 
c'v --~ 2 £  + ~' + T', 

c'~ ~ 3:( ~ ~', 
donde :  

= - 

H '  med ian te  le 

~ ' :  c'(~ + 31~ - 3v) ~" - -  c'(2v - -  ~ - -  ~). 

Le e a r a t t e r i s t l e h e  d o p p i e  e t r i p l e  
r e l a t i v e  a l l e  e o n i e h e - l u o g o  (o i n v i l u p p o ) .  

55. Esamin i amo  ora il p rob lema  delle caratteristiche doppie (di dimen- 

sione 2). P r o c e d e r e m o  rapidi  hel le  argomenta~ioni  simili  a que l le  usa te  per  

le c .arat terist iche sempl ic i  e ci f e rmeremo un  pb pifi sul le  argomentazioni  
sos tanz ia lmente  nuove.  
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Riferiamoci anzitutto alle coniche-luogo. Se non si fissa alcuu partico- 

late comportamento delle condizioni doppie rispetto agli elementi degeneri, 

ricordato the  in S~ la base minima delle variet~t V 3 ~ un S:+ --  e come tale 

pub assumersi  l ' intersezione ~I~ I) di due iperpiani I (n. 43) - si conclude 

senz' altro che vi ~ la sola caratterist ica bt 2. 

Atteso il modo come una V~ genel'ica interseca E, G, se s' escludon le V 3 

giacenti in E, le particolariti~ che possono imporsi a V3, rispetto agli elementi 

degeneri, sono o che V~ incontri G secondo una linea (oltre ad eventuali  

punti isolati) o che passi addir i t tura  per G. Conformemente al procedimento 

generale dei nn. 37, 38~ per ottenere la base minima delle V 3 incontranti  G 

secondo linee, bisogna anzitutto costruire la base minima delle curve di G, 

che ~ una conica g ; e considerate la base minima delle V 3 che passano per g, 

avvertendo che, al variare d i g  nel proprio sistema tineare c~ ~, non pub mai 

accadere che una K a passante per una g particolare non sia limite d' una V. a 

passante per l a g  generica. Cib permette di ottenere la richiesta base minima 

mediante le V:~ passanti  per una g co munclue fissata in G. La possibilith di 

ottenere una g qualunque di G da ogni altra, applieando in S 5 un 'omograf ia  

del gruppo continuo oo 8, che muta G in s~, conduce subito alia conclusione 

accennata (~). 
Cerchiamo dunque la base minima delle V~ per g. Sia A una tale V 3 

e ~, D due forme generiche di ordini m, ~ passanti per A, sicch~ 

(28) (C, D) = A + B, 

ore B ~ la V 3 intersezione delle C, D fuori di A. La  B incontra G in un 

nulnero finito di punti  e si riduee percib ad un multiplo k(I, [} della base 

minima (I, I} delle V 3 di S~. 0gni  A esprimesi cosi con una combinazione 

lineare del tipo (C, D) - -k ( I ,  I). Cib posto, si avverta che g sta in cx~ ~ S 3 e 

che fra questi vi sono gli o,D ~ S 3 ciascun dei quail rappresenta il sistema 

lineare delle coniche passanti  pel punto P del piano, omologo di g, e tan- 

genti ivi ad una retta data per P In. 20, 0ss.). La  condizione relativa si 

designer~ con btv'--', posto che b~v indica gi~ la condizione (rappresentata da 

una V~ di S~) affinch~ una conica passi per un punto iP e tocchi una ret ta 

non appartenente a ' P .  Poich~ lo S~ eonsiderato (chiamiamolo S) ~ un parti- 

colare ([, D - intersezione del l ' iperpiano rappresentativo delle oo ' coniche 

per P col] ' iperpiano rappresentativo delle o~' coniche per un punto infinita- 

(i) Quest'argomentazione non 6 del resto essenziale, perch6 ci riferiamo a varieth e a 
condizioni virtuali; e per queste la proprieth di cui b questione ~ sempre vera [n. 37, a)]. 
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mente vicino a P - -  e poiehb una forma C o D per g si riduce ad un mul- 

tiplo di un iperpiano I passante per g, cosi risulta (C, D)--  hS (ove ~ ~ ora 

il simbolo dei l 'equivalenza razionale, non lineaxe). 

In definitiva ogni A per g si esprime con una combinazione [ineare 

a coefficienti interi di (I, [~ e di S ;  ciob le caratteristiche delle condi- 

zioni doppie soddisfatte da o<~ ~ (al pifi) coniche-luogo degeneri  d i  2 a specie, 

sono ~2 e [~v. 

Procediamo oltre, considerando le condizioni doppie soddisfatte da tutte le 

eoniehe-luogo de~o'eneri di 2 ~ specie, cio~ rappresentate da V 3 passanti per G. 

Seguendo la linea concettuale fissata, conduciamo per G due generiche 

f(~rme C, D di ordini m, n. 

Vale allora l a  (28), ore A denoti a t tualmente una V~ per G e B la inter- 

sezione residaa delle C, D, la quale incontra, G in un numero finito di punti. 

Pertanto 6, come prima, B ~ ktI, I). 

Sia Q la forma quadrat ica passante (semplicemente) per G. che -rappre- 

senta le= coniehe del piano tangenti ad una retta data In. 44). Poich~ 2 ~ il 

minimo ordine delle forme per G, sark m ~ 2, n ~ 2. 

&vremo pertant% in S ~ -  G: 

epperb : 

C - -  Q + ( m  - -  2)r ,  D - -  Q + (n  - -  2)I ,  

(c, D)_= ¢>) + (m + (m - -  2)[I, 1). 

Ora {/, Q) ~ una V~ passante per la quartica lungo cui I incontra G; e 

quindi essa si esprime, in virtfi del risultato precedente, con una combina- 
/ 

zione lineare a coefficienti interi di (I, 1) e di S. In conclusione A si esprime, 

in S s - - G ,  mediante (I, I), S, (Q, Q). Queste tre variet£ sono poi indipendenti  

tra loro in S 5 -  G, perch6 nessun multiplo di (I. I) passa per g e quindi S b 

indipendente da ([, [); e nessuna combinazione lineare a coefficienti non am- 

bedae nulli  di (I, I) e di S passa per G, onde (Q, Q) 6 indipendente da (I, I), S. 

Possiamo dunque enunciare il ¢eorema: 

Le caratteristiche doppie, riferite alle coniche-luogo, sono la condizione ~2 

perchd una coni~a passi  per due punt i  distinti, la eondizione ~ perch~ essa 

passi per due punt i  infinitamente vicini e la condizione v ~ perch~ tocchi due 
rette distinte (~). 

(t) Le caratteristiehe doppie ~tz, ~tv---~ v2 sono state trovate da (~REM0kNA, colla indetermi- 
nazione del loro campo di validitY, che derivava dallo sviluppo allora immaturo della geo- 
metria algebric~. Veggasi pure la eitata 3Iemoria di VAN DEn WA~nDEZ¢. 

An.~c~li d* M ~ e r n a t ,  iea.  S o r i o  I V ,  Tomo X I ~ ,  29 
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Se si escludono le condizioni soddisfatte da tutte le ~ coniche-luogo degeneri 

di 2 a specie, bastan le earatteristiche ~t ~, ~v ; e se si escludono anche le condizioni 

soddisfatte d~ c:~' coniehe-luogo degeneri di 2 ~ specie, basra la caratterislica ~ .  

56. Passiamo a considerare, sulla varieth delle coniche-luogo, le condi. 

zioni triple (o di dimensione 3). Usufruiscasi  ancora del concerto di costruire 

le varieth di $5, sottoposte ad assegnate condizioni rispetto a G, quali  combi- 

nazioni l ineari di variet~ della stessa dimensione, aventi  i medesimi legami 

con G, e ehe siano intersezioni complete di forme, e di varieth non sottoposte 

ad alcuna condizione rispetto a G; e si ricordi inoltre e h e l a  base minima 

delle "V~ di S 5 ~ an  piano (/', L I). Si deduce senz 'al tro da cib ehe: 
a) La base minima delle g~ di S 5 incontranti  G (in un numero finite 

di punti) ~ costituita da un piano generico ~ dello S~ - -  come tale si pub 

prendere anche un piano ( / , / ,  I}, t he  non appoggiasi a G - e da un piano r: x 

passante per  un punto ~, comunque fissato in G. 
b) La base minima delle V~ d i S~ distinte da G e incontranti  G secondo 

curve, si ottiene aggiungendo alla precedente base =, z~x, il piano r~g di una 

conica, comunque fissata in G. 
Ora la condizione pereh~ un punto di S~ giaceia in (/~/,  1} ~ rappresenta ta  

dal simbolo ~8; la condizione perch~ giaecia in rc~, cio~ perch~ una conica 

(non degenere di 2 a specie) appar tenga ad una rete eongiungente un fascio 

generieo con una eonica- luogo degenere di 2 a specie (l}, la designeremo con ~; 

e infine la condizione perch~ giaccia in ~g, eio~ sin una delle c<~ ~ coniche 

degeneri  di 1 a specie formate dalle coppie di rette uscenti  da un punto del 

piano, la designeremo con ~. 
Cosi ~ ,  ~, ~ risultano le tre earat ter is t iche delle condizioni triple. 

poi chiaro the  tall earat ter is t iehe sono indipendenti  tra lore, perch6, 

in S ~ -  G, lo sono % z~, ~g, in quanto i multipli di ~ non incontrano G e 

quindi sono indipendenti  da z~ e le eombinazioni lineari di ~, n~ tagliano G 

in numero finite ( ~  0) di punti  e sono indipendenti  da =~. 

Si pub in conelusione enunciare :  
Le caratteristiche triple delle coniche-luogo sono la condizione ~'~ perch~ 

una  conica pass i  per  tre p u n t i  distinti, la eondizione ~ perch~ giaecia in una  

fete contenente unob (sola) conica-luogo degenere di 2 ~ specie e la condizione 

perch~ si spezzi in  due rette passant i  per  u n  Turtle. 

(l) Una tal rete, alla quale appartenga la ret ta  doppia r del piano, ~ il luogo degli ~ l  
fasci-schiera definiti  dal la  ret ta  doppla ~" o dalle slngole coniche passanti per  ~ punti  gonericl 

del piano. 
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Se si escludono le condizioni triple soddisfatte soltanto da coniche degeneri di 
2 ~ specie, bastano le caratteristi'che ~ ,  ~ ; e se si eseludono le condizioni triple sod- 
disfatte da qualche conica-luogo degenere di 2 a specie, basla la caratteristica ~ .  

57. Le  basi (I, 1), S, (Q, Q) e % 7:~, 

luogo al d i sc r iminan te  s imul taneo  

[1, I, ~] [1, _r, ~ ]  [I, I, %] 

ua, per  le Va e le V: di S~ - -  G, di~nno 

=_ 1 1 1 
A =  [S, re] [S, ~ ]  [S, rc~] 1 1 0 : - - 1 ,  

[Q, Q,,~] [q, Q,%] [Q, Q,=g] 4 3 o 

il eui  valore  assoluto (min imo)1  confe rma  che si t ra t ta  di basi min ime  (inter- 

mediarie).  Ne segue che S 5 - - G  non contiene divisori dello zero di dimen. 
sione 2, 3, e quindi di nessuna dimensione, perch6 gi/~ si ~ visto (n. 45, Oss. 1 a) 

che non ne cont iene di d imens ione  1 o 4. 

Sieno 

c = ~p? + ~p,~ + yv ~ 

c' : ~'t~ ~ + ~'~ + y'~, 

le espressioni  di due condizioni  e, c', una,  c, doppia  e l ' a l t ra ,  c', tripla, 

mediante  le cara t ter is t iche .  I valori  dei eoeff icient i  % ~, T; £,  ~', "( si deducon  
subito dalle : 

c p ? : ~ + ~ ÷ 4 y  c't~-°_= ~' + ~ ' + y  ' 

c~ - -  ~ e'v ~ = 4 £  + 3~', 
o t tenendosi  : 

= c~ ,  ~ = e ( ~ i  - 3 ~ 3  - ~),  y = c ( ~  3 - f), 
~' = c'(~ ~ - 3 ~ v ) ,  V =  e ' t 4 ~ -  ~), ~ ' =  ~'(t~ ~ - ~). 

In  par t icolare ,  assunto p. es. o - - # v ,  s iceome:  

r i su l ta  p,v = 2~v (conformemente  al n. 21, Oss.); ment re  in S 5 b t~v = 2p.L 

OSS~VAZIO~E. -- Tu t te  le eonsiderazioni  dei nn. 55, 56, 57 si traspor- 
tano per  dua l i t a  alle coniche-inviluppo. 

D l g r e s s i o n e  s u l l a  b a s e  e n t r o  l a  var i e t~ t  d i  d e g e n e r a z i o n e  H '  
( v a r i e t ~  d e g l i  e l e m e n t i  l i n e a r i  d e l  p i a n o ) .  

58. Pe r  esaur i re  1~ nostra  r icerca  bisogna in u l t imo considerare  le con- 

dizioni doppie e tr iple sul la  M 5 delle coniche complete,  perch~ altrimenti non 
si potrebbe appliectre il calcolo simbolico alle eondizioni di superosculazione. 
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1Via un 'u l te r iore  premessa b neeessaria, eoneernente la determinazione 

delle basi delle varie dimensioni sulle E', F', H ' :  anzi sulle E', H ' ,  perch~ 

d'~ E '  si passa ad /~ '  con una delle e~ 8 omografie di M~ in s~, ehe scambiano E'  

con iV'. Comincieremo da H ' .  

b9. Per  non trascinar  dietro notazioni che sarebbero ora inuti lmente 

ingombranti,  useremo, in questo n. e nei d~e suecessivi, notazioni a s~. 

Della varieth degli elementi l ineari del piano si pub sempre considerare 

un modello V, privo di punt i  multipli,  che rappresenti  biunivocamente senza 

eccezione i detti elementi, giacch~ H '  ei dh gih un siffatto modello. 

Su V son tracciate due congruenze, d' indiee 1, di 'curve razionali tx, I. : 

ogni l~ rappresenta gli elementi lineari, ehe appartengono ad un punto x~ ed 

ogni 1, gli elementi lineari, ehe appartengono ad una retta u. Ciaseuna di 

tall congruenze ~ mu ta t a  in s~ dal gruppo eontinuo ~ s  delle trasformazion[ 

birazionali di V in s~, ehe proviene da!le omografie plane; e le due eongruenze 

sono seambia~e fra loro dalle a s trasformazioni imagini delle reeiproeith plane. 

Consideriamo anzitutto una superfieie F di V che sia composta colle lx. 

Le l~ di questa 2" provengono dai punti  di una linen f del piano e forman 

su F un fascio, in corrispondenza birazionale con f ('). 

Poieh~ f ~ l inearmente equivalente snl piano ad un multiplo d' una retta u, 

e l 'equivalenza lineare fra curve del piano si muta ovviamente nell 'equiva- 

lenza lineare fra superfieie composte colle l~, cosi F risulta su V l inearmente 

equivalente ad un multiplo d ' u n a  stiperficie U, riempita dalle Ix corrispom 

denti ai punti  x d ~ una data retta u. Ogni U 6 uniseeante delle l ,  ~ non taglia 

la generica lx. 
Dualmente :  ogni superficie F di V, composta colle 1., si riduce ad un 

multiplo d ' u n a  sup~rficie X riempita dalle l .  corrispondenti alle rette d ' u n  

fascio di centro x. 0gni  X 6 unisecante delle Ix e non taglia la generica 1,. 

Consideriamo infine una superficie F non composta n6 tut ta n6 in parte 

colle Ix o coile 1 u. Sin m il numero dei punti in cui essa incontra le lx. 

Allora le superficie F,  m X  taglian le l~ in due gruppi contenenti lo stesso 

numero di punti, cio6 in due gruppi equivalenti~ attesa la razionalit/~ delle l~. 

Pertanto le due superficie sono equivalenti  (linearmente) o differiscono per 

superficie composte colle lx (.z). Ma siccome queste riduconsi a multipli  di U~ 

(~) La 2' ~ pertanto birazionalmente equi-zalente ud una rigata di genere uguale al 
genere di f. 

(~) Estensione ovvia alle varieti~ di uno de' miei criteri d'equivalenza. Ved. p. es. le 
mie Lezioni sulle serie e i sistemi d'equiva]enza citate a pag. 157; pp. 190 e segg. 
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si ha in definitiva 

(29) F ~ m X +  nU; 

ed il significato del l ' intero n si determina subito intersecando i due membri  

di ques t ' equivalenza  con una 1,~. Viene invero:  

IF, l,,] = miX,  + n[U, 
e siceome : 

IX, = o, IV, IA = 1, 

cosi n risulta uguale al numero dei punti  in cui F sega le I u. 

E poich~ le X, U non posson essere dipendenti {perch~ altrimenti non 

potrebbero esistere curve che segan l ' una  e non l 'attra),  si conclude che: 

La base minima (e intermediaria) delle superficie apparlenenti alla va. 

riel~ V degli elemenli lineari del piano co~sta della superficie imagine degli 

elemenli lineari le cui relte passan per un punto e della superficie imagine 
degli elemenli lineari i cui punt i  apparlengono ad una retta. 

Si trova ora subito la base, duale, delle curve traeciate su V. 

Invero, il numero base relativo alle curve ~ ugtmle al numero base 2 

relativo alle saperficie e d 'a l t ronde  il discriminante simultaneo delle eoppie 
X, U; l~, l,~ vale: 

A =  = 1 0 = 1 ,  

[U, l~] [U, l,~] 0 1 

sicch~ l~, l~ r]sultano indipendenti,  in quanto h :4: 0, e formano base minima 

(intermediaria}, perch~ h ha certo il valore ~ssoluto minimo. Dunque:  

La  base minima (e intermediaria) delle curve traeeiate su V consta della 
curva imagine degli elementi appartenenli ad un punto e della curva imagine 
degli elemenli appartenenki ad una retla. 

Naturalmente  siccome V ~ razionale, le equivalenze algebriehe fra curve 
di U son equivalenze razionali. Inoitre:  

La varlet& V ~ priva di divisori dello zero (di ogni dimensione). 

0 S S E R Y A Z I O ~ E .  - -  ]~ risultati  o t t enu t i .posson  in particolare esser riferiti 
al mode[lo H' ,  a noi occorrente. 

Allora le curve sopraindicate con l~, divengon su H '  le curve g'~ ehe 

rappresentan le coppie punto- iperpiano ~c, X ottenute associando ai punti  x 

d ' una  conica g di G, 1 ~iperpiano singolare X, tangente a G lungo g;  eio~, 

come si pub dir brevemente,  le curve g' corrispondenti  a lle coniche g di G. 

Le curve l u divengon su H '  le  curve eeeezionali ,.5' corrispondenti  ai 

punti  di G (n. 50); eio~ rappresentano le cx~' coppie x, X costituite da un 
punto x di G e dagli iperpiani tangenti singolari X, che passan per x. 
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Le superf~cie X divengon le snperficie G', ognuna delle quali  6 luogo 

delle ~' corrispondenti  ai punti  d' nna conica g, e rappresenta  le coppie ~c, X 

ottenute associ~ndo ad ogni iperpiano tangente singolare X, in un punto ~c 

v~riabile sopra una conica g, il punto medesimo. Infine, una superfieie U 

diviene una superficie W' luogo delle g' omologhe delle g passanti  per un 

punto e rappresenta  le coppie  x~ X ottenute associando ad ogni iperpiano 

• tangente singolare X; passante per un dato punto di G, ciascuno dei punt i  x 

della conica di~contatto di quell  ~iperpiano. 

60. Quanto ~ esposto nel n. prec. basra per  le considerazioni ulteriori 

sulle ca,ratteristiehe doppie e triple delle coniche complete, lga val 1~ penn 

di esaurire  lo studio della varieth V d~l punto di vista della base, cercandone 

il modello minimo ('). 
Anzitutto si osservi che sopra V an sistema lineare I F  I di superficie, 

la cui imagine proiet t iva sin un modello di V, deve esser irr iducibile e 

non composto (con una involuzione o con una congruenza di linee o con un 

fascio di superficie). 

Cib implica che nel l 'espress ione {29) di una superficie variabile nel 

sistema, non manchi n6 X n6 U (altrimenti il sistema sarebbe colnpost0 

o colic l~, o colle l~). I coefficienti  m, n, dovranno anzi essere positivi, 

perch6 non sono che gli ordini delle curve imagini delle lx, lu, nel mo- 

dello cercato. Se poi si vuole che questo modello abbia l 'ordine minimo, 

occorre che il grado virtuale del sistema sin il minimo eompatibile colle 

predette condizioni. 

Cib posto, il grado virtuale v ~ IF, F, F]  della F, espressa mediante 

la (29), ~ dato da :  

[mX ~ nU, m X +  nU, m X  + nU] ---- 

~- ms[X, X, X] + ns[U, U, U] + 3m~n[X, X, U] ~ 3mn~[X, U, U]; 

e siccome : 

u, u ] : 0 ,  IX, X, u]=[x, u, u ] = l ,  

r isulta v -~-- 3mn(m + n); epperb, essendo m ~ 1, n ~ 1, viene v ~ 6. 

I[ modello minimo riuscir~ dunquc  di ordine ~ -~ 6, s e i l  sistema individuuto 
da F=-=X+ U, che corrisponde ad m-~--n ~ 1, soddisfa alle volute condizione. 

Studiamo questo sistema. Intanto, mentre il punto x descrive il piano, 
la superfieie X definita nel n. prec. si muove deserivendo in V un sistema 

(~) Ved. a proposito dei nlodelli  minimi  le mie citate Lezioni,  p. 20. 
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l inea re  c~ z (~). Dua[mente ,  men t r e  la re t t a  u deser ive  il piano, la supe r f i c i e  U 

deser ive  un  s i s tema l ineare  o<~ ~. 

L a  somma f F t  = [ X d -  U] 6 i r r i duc ib i l e  (ossia la sua super f i e ie  gene r i ea  

6 i r r idue ib i le )  in virtfi  d e l l ' o v v i a  es tens ione  al le  var ie t~  d' u n  t eo rema  di 

BERTINI ("), 

Invero ,  I/fl non ha  punt i  base, pe rch6  non ne poss iedono n6 IX]  n6 I U I, 

e di pitt IF ]  non  pub essere  composto  (e qu ind i  in pa r t i eo l a re  r iducibi le) ,  

pe rchG come e ra  vedremo,  le F passan t i  per  an pun to  q u a l u n q u e  P di 17, 

non  passan  tu t te  in conseguenza  per  quMehe  a l t ro  pun to  Q. Si fissi a l I ' u o p o  

in V u n  qua ls ias i  pun to  Q dis t in to  da  P .  F r a  le a u e  cu rve  l~, l~ passan t i  

per  P ,  una  Mmeno,  e sia lx ,  non passa  per  Q {in quan t  0 u.na l~ ed una  l~ 

non possono avere  pifi d ' u n  pun to  eomune) .  Al lora  una  gene r i ca  U passan te  

per  P,  ins ieme  ad u n a  gener iea  X, fo rn i see  u n a  X -t- U, eio6 u n a  F,  pas san te  

per  P e non per  O. 

Cib posto, ca lco l iamo il genere  curv i l ineo  (virtuale)  di I F  I, cio6 il genere  

v i r t ua l e  d' una  eu rva  (F, F).  Si osservi  anz i tu t to  t h e  

IF, F )  = (l~, X) + IF, U) (3o) 

e che :  

(F, x )  = (x, x )  + (x, u), iF: u) = (u, u) + (x, u),  

ix, x )  = l~, (u, u) = t~. 

Quanto  ad (X, U}, t ra t tas i  m a n i f e s t a m e n t e  d ' u n a  c u rv a  raz iona le  (come 

le lx,  lu). pe rch6  r a p p r e s e n t a  l ' i n s i e m e  degli  e l ement i  l inea r i  del  p iano che  

hanno  il pun to  sopra  una  t e t r a  e la r e t t a  per  un  p u n t o ;  e su X la (X, U) 

un i s ecan t e  del le  l u ; su U 6 un i s e e a n t e  del le  l~ (~}. Appl icando  la f o r m u l a  che  

dh il gene re  d ' u n a  cu rva  spezzata  con assegnat i  pun t i  di conness ione ,  si con- 

c lude  che  su X i |  gene re  v i r t ua l e  di ( F , X )  6 0 - t - 0  4- 1 - - 1 = 0 ,  e simil- 

men te  che  su U il gene re  v i r tua l e  di (F, U} ~ zero.  Ino l t r e  su F le due  curve  

( F , X ) ,  e (F, U) si t ag l i e ranno  nel  g ruppo  

IF, x ,  v) - (x, x ,  u} ,- (u, x ,  v), 

f i) Si tratIa~ invero, d'un sistema razionale c,z~, tale ohe per due punti generiei di V 
passe una sola superfieie del sistema. 

(~) La parle variabile della Vk_t, che desorive nn sistema lineare di Vk_ ~ entre una g h- 
pu6 spe~zarsi soltanfo se le gt.--i son composte con le variefft 1~._ l di un faseio. Conseguenza 
immediate questa p. es. del toorema c'oneei, nent~ i punti multipli che la V~:_, mobile possegga 
fuori di varieth base del sistema. Yed. BER'rINI, Geom. proiettiva degli iperspazi (citata) p. 285. 

(3) Prendendo incidenti il punto e la retta eui sopra si allude, si riconosce subito ehe 
(X, U)~-lx-l-lu,  o~¢e lx, 1 u son due curve aventi a eomune un lounto. 
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ciob in u n a  coppia  di punt i .  L a  :[ormula t h e  dh il gene re  d ' u n a  e u rv a  spez- 

zata, app l i ca ta  anco ra  u n a  volta,  mos t ra  che su F la c u rv a  iF, F I ,  espressa  

dal la  (30), ha  il gene re  v i r t ua l c  0 ~ 0 t- 2 - -  1 --~ 1. L a  conc lus tone  b d u n q u e  

che  due  gene r i che  /7' st tagl iano secondo una  c u r v a  e l l i t t ica  ( irr tducibile) ,  che 

ha  su c t a scuna  di esse il grado v i r tua l e  6;  e qu ind i  la ser ie  ca ra t t e r i s t i ca  

cu rv i l i nea  di I F  I ha al p i~  la d imens ione  6 - -  1 ~- 5 ; eio6 il s i s tema cara t te r i -  

st ico di IF] ha  al pifi la  d imens ione  6, epperb  IF 1 ha  al pifi la d imens ione  7 (~). 

I1 model lo  min imo  che  c e r c a v a m o  0 i n so mma  ] ' i m a g i n e  del s i s tema 

I X - t - U  I; ha  1' o rd ine  6, le sezioni  cu rv i l i nee  e l l i t t i che  ed a p p a r t i e n e  ad uno 

spazio l inea re  di d imens ione  < 7. 

Ta l e  model lo  r e s t a  4 e t c r m i n a t o  a meno  d ' u n '  omograf ia ,  se gli si pre- 

scr ive  di essere  n o r m a l e ;  g iacch6 esso b l ' i m a g i n e  d ' u n  s is tema l i nea re  

comple to  ben  ind iv idua to  su V. 

61. Si cos t ru i sce  ora  come segue in modo ef fe t t ivo  ed e l e m e n t a r e  il mo- 

del lo pro ie t t ivo  di cui  si ~ d imo s t r a t a  l ' e s i s t enza .  

S ieno  ~c0, ~, ,  a~., coo rd ina t e  p ro ie t t ive  omogenee  dt p u n i c  ed u0, u,1 us 

coord ina te  p ro ie t t ive  omogenee  di re t ta ,  sul piano.  La  varietA di SE~RE, W6~, 

che  r a p p r e s e n t a  senza eccez ione  le eoppie  p u n t o - r e t t a  del piano, com'~  ben  

noto, 6 da ta  pa r ame t r i c amen~e  hel lo spazio S 8 in cui  sono X~j le coord ina te  

omogenee  di pun ic ,  dal le  : 

p X , / : * , u ~  (~ f a t t o r e  di proporz ional i tA ; i, j ~ 0, i, 2}. 

La  sezione di W~ con l ' i p e r p i a n o :  

Xo. + x , ,  + =o, 
ha  l ' o r d i n e  6, ed ~ appun to  un  model lo  pro ie t t ivo  (senza eceezioni l  de l la  

nos t ra  var ie t~  V. Con t i nue remo  a ch i amar lo  V. Ed ~ il modet lo  no rma le  cui  

a l l udevamo  al ia  f ine  del n. ° prec. ,  pe rc  h~ la d imens ione  del suo spazio di 

a p p a r t e n e n z a  ~ 7. Costcch~ st pub a f f e r m a r e  che il s i s tema l inea ro  I~/I, del 

n. ° prec. ,  ha  p ropr io  la d imens tone  7 (~) e non  minore .  

(i) App]ieaudo proposizioni generali di geometria sulle varieth (red SEYERI, Fondameuti 
per la geometria sulle variet~ algebriche • Rend. del Circolo Matematico di Palermo ,>, 28 
(1909 b pp. 33-87) se ne trarrebbe subito che la  serie liueare caratteristiea di IF] ~ completa 
a quindi che ] F ] ha la dimensione 7 ; ma non val la pena di ricorrere a tanto per una questione 
cosi elementare ea l la  quale si risponde agevolmente in mode diretto, come ora vedremo. 

(~) Si tenga presente che una variet~ razionale di 60 ordlne ha come spazio massimo 
di appartenenza un Ss; ma quando sta in Ss le sue curve sezioni son necessariamente razio. 
nali {uormali}. ~n questo caso la nostra V, le cui curve sezioni sen eltittiche (normali), b 
normale in $7. 
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]~ a p p e n a  neces sa r io  di a g g i u n g e r e  e h e l a  sezione di W~ con 1' i p e r p i a n o  (31.) 

6 u n a  sezione i p e r p i a n a  g e n e r i c a  di W 4. 

I n v e r o ,  W 4 poss iede  un  g r u p p o  c~ '6 di o m o g r a f i e  in s6 (che. p r o v e n g o n o  

dul l '  a s soc i a re  a coppie  le ¢<~8 o m o g r a f i e  del p iano,  cons idera te ,  le due  o m o g r a f i e  

d ' u n a  coppia ,  l ' u n a  come  agen te  sui pun t i  x. e l ' a l t r a  s u l l e r e t t e  u). 

Di ques te  o m o g r a f i e  ve  ne sono cx~ s che m u t a n o  in s6 u n a  sezione iper-  

p i a n a  g e n e r i c a ;  e v i ceve r sa ,  una  sez ione  i pe rp i ana ,  ehe s ia  m u t a m  in  s6 sol- 

t an to  da  ~ s  di de t te  omogra f i e ,  6 p o r t a t a  dal le  omogra f i e  del g r u p p o  ~ 6  in 

ogni  u l t ra  sezione gener i ca .  Ora  V si t rova  p r e c i s a m e n t e  in ta le  condizione.  

Da  ques t a  cons ide raz ione  r i su l t a  p u r e  che V 6 p r iva  di pun t i  mul t ip l i ,  

pe rch6  il g r u p p o  del le  ~ s  omograf ie ,  c h e l a  m u t a n o  in s6, 6 t rans i t ivo .  D u n q u e  : 

II modello minimo normale su cui pub rappresentarsi birazio~valmente senza 
eccezioni la variet~ degli elementi lineari del piano appartiene ad S~ ed ha 
l' ordine 6. Esso ~ privo di p u n t i  mult ipl i  ; ~ a curve sezioni ellilliche (~) ed 
sezione iperpiana generica della variet4 di SInCeRE prodolto di due piani .  

Le  c u r v e  l~, l~, sop ra  u n  tal  model lo  V sono re t i e  e le supe r f i c i e  X~ U 

r iga t e  del 3 ° o rd ine  no rma l i .  

0SSERVAZIO~E. - -  Si posson  f a c i l m e n t e  c a r a t t e r i z z a r e  le c u r v e  (anche 

non a i g e b r i c h e ) d i  V, che r a p p r e s e n t a n  le c u r v e  l u o g o - i n v i l u p p o  del p iano.  

P r e s i . i n v e r o  un  p u n t o  x ed u n a  r e t t a  u del  p iano,  che si a p p a r t e n g a n o ,  

le l~, lu c o r r i s p o n d e n t i  cos t i tu i scone  la  c u r v a  lx + tu, p a s s a n t e  pe l  p u n t o  P 

di V i m a g i n e  de l la  c o p p i a  x, u, e che ~ c o m u n e  al le  s u p e r f i c i e  X, U, re la .  

l ive  a quel  pun to  e a que l l a  re t ta .  L e  X, U si toccan  d u n q u e  in P ed il loro 

p i ano  t a n g e o t e  c o m u n e  ~ il p iano  ~ del le  r e t t e  l~, lu di V p a s s a n t i  pe r  P :  

si dir~ il piano principale in P .  

U n a  c u r v a  l u o g o - i n v i l u p p o  del p iano,  a l l a  qua le  a p p a r t e n g a  la copp ia  x, u, 
ta le  che 1 ~elemento  l i nea r e  i n f i a i t a m e n t e  v ic ino su essa  a l F e l e m e n t o  x, u, 

(~) Pe rc ib  r i e n t r a  f r a  le v a r i e t h  a c u r v e  sezioni  e l l i t t iche  classif icate  da SCORZA ((, An- 
nal i  di M a t e m a t i c a  ~) 1908). ± l l a  V36 ( the  era  s ta ta  in  p r ecedenza  t r o v a t a  da ENRIQUES nel la  
r icerca  sui  s i s temi  l inear i  di superf ic ie  dello spazio, a in te r sez ion i  v a r i a b i l i  e] l i t t iche o ipe- 
rellittiche, ,~ Math. Annalen )), 18951 SCOnZA dedica un ampio studio. U~ sistema rappresen- 
tativo della ~ .  in $3, ~ costituito dalle superfieie cubiche che passan pm• una cubica gobba, 
avendo un punto doppio in uu punto dato di questa; la V36 ~ generabile come luogo delle 
rette comuni agli $8 omologhi di 3 sistemi lineari ~ ,  tra lore omografici e generici, in S~i 

una delle V3 di uno spazio St, con~r ~ 6 (determinate dallo stesso Scol~zA in un prece- 
dente lavoro, ~, Rend. del Circolo ~atematico di Palermo ,,, 1908)~ i cui $3 taffgenti s'incontran 
a due a due; ecc. Ma non mi consta the nessuno degli Antori the si souo oecupati di questa 
varieth, abbia avvertito ch'essa ~ un possibile modello senza eccezioni della varieth degli 
elementi lineari del piano (e tanto meno che essa sia il modello minimo: la qual cosa non 
pub dimostrarsi~ senza aver risoluto prima sulla varieth il problema della base). 

Annal i  di Matematicaj  Serie IV, Tomo XIX. 30 
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ha ii proprio punto giacente in u e la propria ret ta  passante per x ;  epperb 

esso 6 rappresentato da nn punto infinitamente vicino a P, eomune 

alle X, U. Per tanto  la imagine della considerala curva luogo-inviluppo tocca 

in P il p iano principale ; e viceversa. 

Una superficie qua lunque  • di V, in quanto rappresenta  una ~ di ele- 

menti lineari~ b imagine d~un'equazione differenziale del 1 ° ordine;  e se 

questa  soddisfa alle condizioni che assicuran 1 ~esistenza~ in un certo campo, 

di ~ curve integrali,  su (I) giace un fascio di curve toccate in ogni punto 

dal relativo piano principale. 
Una trasformazione di contatto ~ una trasformazione puntuale  di V i n  s~ 

caratterizzata dalla propriet/~ di far corrispondere ad ogni giacitura principale 

una giacitura principale. Questo punto di vista pub, per es ,  agevolare la r icerca 

delle trasformazioni birazionali di contat to;  ecc..  

L a  b a s e  e n t r o  l e  var ie t~t  d i  d e g e n e r a z i o n e  E', F'. 

62. Torniamo al problema delle carat ter is t iche e determiniamo percib la 

base su E' ,  e quindi (n. 58) su F ' .  
La variet~ E, di cui E '  ~ la t rasformata nella rappresentazione ehe 

abbiamo fatta delle coppie x, X coi punti  di Ms, ~ birazionalmente equiva- 

lente ad un ' involuzione di 2 ° ordine sul prodotto II del p i ano  con una sua 

copia (variet/~ delle coppie ordinate dei punt i  del piano).  
I punti  doppi di questa  involuzione riempion su l I l a  superficie f~ (in 

corrispondenza senza eccezione con G), che rappresenta  F identit~t. Dalle basi 

delle varie dimensioni su II si deducon agevolmente le basi delle stesse di- 

mensioai  sn E. 
l~aturalmente s 'o t tengon risultati  diversi secondo che ci si r iferisce ad E 

o ad E - - G .  Su E -  G l a  base minima delle curve ~ costituita dal prodotto 

d ' u n  punto e d ' u n a  tetra del piano (cio~ da  una retta s generica appar- 

tenente ad un piano tangente di G) e da una corda q di G, in quanto rap- 

presenta le coppie d ' u n  involuzione sopra una retta. 
Su E le q, s r iduconsi  invece per continuit/~ r una a l l 'u l t ra :  cosicch~ la 

base minima delle curve di E ~ una sola di queste due rette. 
La base minima delle superficie di E - - G  ~ data dal prodotto d ' u n  

punto per tutto il piano (ci0b da un piano u~ tangente a G in un punto x) 
e dal piano =g d i u n a  conica g di G, come imagine delle coppie di punti  

d' una  retta. 
Questi due piani sono algebricamente (ciob raz ionalmente) indipendent i  

anehe su E. 
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Infine la base minima, delle V 3 di E -  G ~ data dal prodotto d ' una  tetra 
per l ' in tero  piano (cio6 dalla sezione A di E con un iperpiano tangente sin- 
golare e quindi anche con un iperpiano qualunque) e dalla sezione B di E 

con una quadrica Q, passante semplicemente per G. 

Su E la B riducesi (linearmente) al doppio di A (~). 

63. Passando da E a d  E '  s ' introduce,  al posto della superficie doppia G 
di E, la variet/~ eccezionale H' .  

I singoli punti  di G vengon mutati  helle curve eccezionali ,~', di una  
delle due congruenze lineari di curve razionali tracciate su H '  e le coniche g 
helle curve g' del l 'a l t ra  congruenza l ineare {n. 59, 0ss.). 

Dalla (26) (n. 51), intersecandone i due membri  con E' ,  tenuto conto 
che E' ,  F '  hanno molteplicit/~ d ' intersezione 1 in ogni punto di H '  (n. 50) e 
quindi ehe su Ms, H'------(E', F'), segue: 

(32) B' + H '  ~ 2A' 

eve A' sia la trasformata di A e B' la trasformata di B, a prescindere 
dalla H' ,  the  nasce come omologa di G. In .  altre parole:  B' ~ la V 3' ben 
determinata  di Ms, the  contiene i trasformati  dei punti di B fuori di G e i 
loro punti  d 'accumulazione.  

La H' ,  in quanto nasce ex novo su E', v a a  priori aggiunta alla base 
delle V 3' di E', la quale riesce cosi costituita da / / '  e dalle A', B'. Ma in 
definitiva, a cagione della (32), la base minima delle V~' di H '  riducesi alle 
sole A', B' (o A', H'). 

In verit/~, perch~ si possa affermare ehe A', B' son ambedue indispen. 

sabili per costituir la base, oeeorre dimostrare la loro indipendenza (lineare). 

All 'uopo calcoliamo il discriminante simultaneo h della coppia A', B' e della 

coppia di curve s', q', t rasformate delle s, q. E chiaro sen~.'altro che:  

(33) [A', s'] : [A', q'] -~ 1, [B', s'] -~ 2. 

Cerchiamo dunque i punti  eomuni a B', q'. 
Si osserverit ehe, in forza della (32), 

[B', q'] + [H',  q'] = 2[A', q'] 

e che (n. 501 [H', q ' )---2;  onde risulta [B', q ' ] - - 0 .  

(i) La  base minima delle V~ di /~ fu determinata altrimenti  da BORDmA (, Annali  di 
Matematica ~, (3), 27 (1918), pp. 1-~t0), il quale giunse alolounto alla eonclusione ehe ogni V~ 
di E ~ multipla di A. 
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P e r t a n t o  

A ~  1 1 = _ 2. 
2 0 

Cib prova ehe le A', B'  sono ind ipendent i  e che lo sono (razionalmente)  

le s', qf; sicch~ A;  B' r i su l ta  una  base mi n i ma  a varieth indipendent i ,  epperb 

in te rmediar ia ,  delle V:~' di E' .  Quanto  alle s', q', si pub soltanto a f fe rmare  

ch ' e sse  forniscono una  base per le curve  di E ' ,  perch6 son ugual i  i humer i  

base delle dimensioi l i  1 e" 3 ;  ma non si pub ass icura re  ch ' e sse  formino una  

base m i n i m a  ( intermediaria) .  

R imane  cio~ dubbio se es is tan su /~' a l t re  due curve indipendent i ,  che 

formino con A', B~ un d i sc r iminan te  ugua le  (a meno de] segno) ad 1. 

Tale  e v e n t u a l i t t t  non pub certo ver i f icars i  in re lazione a curve di E '  

s i tua te  fuor i  di H ~, perchi~ esse corr i spondono a curve di E - - G  e per queste  

sappiamo c h e l a  base min ima  ~ s, q. 0ecor re  percib esaminare  le curve di H ' .  

Pe r  ques te  (come abbiamo dimostrato)  la base mi n i ma  ~ formata  dalle ~', g'. 

Perch~ s', q' fo rmin  base m i n i m a  su E'  occorre e bas ta  d u n q u e  che ~', g' si 

possano espr imere  come combi~lazioni l inear i  di s '  q'. 

Pe r  dimostrar lo ,  si consideri  in S~ il piano r:x tangente  a G in x ;  e, in 

M~, la superf ic ie  r:' x di E', t r a s fo rmata  birazionale  di r:x, colla sola eccezione 

ineren te  al punto  x, il quale  si m u t a  nell~ curva  eccezionale ~', omologa 

di x. Questa  ~' giace su 7:'x, perch~ r:x ~ toccato da tu t te  le coniche di G 

per  x. 

~Ne consegue che, se una  re t ta  s di 7: x ~ende su T: x ad una  re t ta  s pas- 

s~nte per x, la curva  omologa s' var ia  in ~'~ e al l imite  si spezza in ~ + ~', 

o re  ~ ~ la curva  ben de t e rmina t a  di ~:'x, che cont iene l 'omologo di ogni 

punto  d i s  d is t in to  da  ~c. Le  due  s', ~' s ' i ncon t r an  n a t u r a l m e n t e  nel pun to  ~c' 

di ~' cor r i spondente  al la  conica di G t angen te  ad s in x. 

E siccome s ~ u n a  par t ico la re  corda di GI cio~ una  q, v iene :  

(34) _ =  s ' -  q'. 

Si consideri  ora il p iano ~g d i u n a  conica g d i  G e su questo due  corde 

q~, q~ di G, cio6 di g. Esse individa~no,  ins ieme a g, un  fascio di coniche 

t raccia to  in E, al qua le  corr isponde su E '  un  fascio di curve razional i  

t racc ia te  sul la  superf ic ie  r:'g, omologa di u~, incon t ran te  sempl icemente  H '  

ne l la  curva  g', omologa di g. Poich~ q'~ d - q ' ,  e g' son curve totali  di questo 

fascio, r i su l ta  : 
g' -~- 2q'. 
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Bi conclude,  come si 6 preannunciato,  che le s', q' forman la base mi- 

nima delle curve di E' .  

0SSERVAZIONE.- L 'equi+alenza  ari tmetica delle ~', s' - q '  (donde segue 

l ' equivalenza razionale delle due curve (~)) pub anche eontrollarsi col caleolo 

diretto dei numeri  delle intersezioni di tali curve colle A', B'. Si ha, in primo 

tuogo, [~', A ' ] -  0. Cerchiamo le intersezioni di ~' con B'. Esse sono rappre- 

sentate in $5 dal punto ~ di G, omologo d i  ,~', associato a ciaseuno dei due 

iperpiani singolari X t a n g e n t i a l  eono F nei due S 3 generatori, ehe toccauo 

in ~ la forma Q; sieeh6 [~b', B'] -~ 2. Per  le (33), insieme alla [B', q'] : 0, ne 

deriva:  
[q/, A ' ] - - [ s ' - - q ' ,  A']~---O, [ ~ ' , B ' ] ~ - [ s ' - q ' ,  B ' ] : 2 ,  

ehe dimostrano l 'equiva!enza ari tmetica delle ~', s ' - - q ' .  

Controlliamo F ecluivalenza ari tmetiea deIle g', 2q'. Le intersezioni di g' 

con A' sono rappresentate  in S 5 da ciaseun, x, dei punti  ore A sega la co- 

nica g di G e dall' iperpiauo singolare X taugente a G in g; sicch~ [g', A']~-2. 

Quanto alle .intersezioni di g' con B', siecome gl ' iperpiani  tangenti a Q dei 

punti  d ' u n a  coniea g di G, inviluppano un cono quadrico, avente per vertice 

il piano polare di =~ rispetto a Q, e questi  due piani non si tagliano~ non v '6 

a.cuno di quegli iperpiani, che eontenga il piano d i g ' ;  epperb [g', B'] ~ 0. 
Ne deriva : 

[g', A'] = [2q', A'] = 2, [g', /3'] = = 0, 

donde l 'equivalenza ari tmetica delle g', 2q'. 
In  conelusione : 

L a  base m i n i m a  (e intermediaria)  delle curve di E '  consta deUe curve s', 
q' e la base m i n i m a  (e intermediaria)  delle V~' di E '  consla delle variet~ A', B'. 

Non  esistono in  E '  i divisori dello zero di di~nensione 1 o 3. 

64. Dobbiamo infine determinare la base delle superfieie di E'. La base 

delle superficie di E ' - - H '  non ~ che la trasformafa di quella delle superficie 

di E -  G, ed ~ pertanto data dalle topple  di superficie ~ ' ,  ~zg'. 

Ma queste non bastano a formare la base su E', perch6 il discriminante h 
della coppia ~ ' ,  ~ '  con se stessa vale 0, in quan to :  

= = = o.  

Tuttavia  le ~ ' ,  ~a' non son dipendenti  {~), in quanto i multipli  k ~ '  di ~ '  

(t) Perch~ ~lon esiston divisori curvilinei dello zero, in quanto s', q' ~ una base inter. 
mediaria e minima. 

(e) L' annnllarsi di .~ implicherebbe necessariamente la diloendenza delle ~'x, ~'g~ soltanto 
se il numero-base superficiale di E ~ fosse ~o. 
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hanno il grado vir tuale k s ~  0, ment re  i mul t ipl i  di ='g hanno il grado vir. 
tuale zero. 

Siccome ogni superficie di E '  s ' e spr ime  come combinazione l ineare a 
coefficienti  interi  delle rc~', ~g', cost i tuenti  la base su E ' - - H ' e  delle super- 
fieie G', W' cost i tuenti  la base su H '  (n. 59, 0ss.), il numero  base superf ieiale  
di E '  varrh al pifi 4. Perch~ sia 4, occorre e basta che sia =4=0 il discrimi.  
nante  h della quaderna  ~x'~ 7:g'~ G', W' con se stessa. 

Calcoliamo dunque  questo discr iminante .  0ccor re  a l l 'uopo considerate  le 
intersezioni a due a due delle 4 superfieie.  Si hanno subito le relazioni:  

[ux', G']=O, [ug', G ' ] = I ,  [~:~', ~']~---1, [ug', ~ ' ] = 0 .  

Poich~ conosciamo gih i humer i  vir tual i  delle intersezioni delle r:~', ug' 
fra loro, ci tes ta  da de terminare  

[e', G'], [W', ~'], [G', W']. 

I simboli (G', G'), (W', W'), (G', W') sopra H '  rappresentano curve, che ab- 
biamo gii~ de termina to ;  ma qui i predet t i  simboli van eonsiderat i  su E', ore 
essi denotano gruppi  virtuali  di un  numero  finito di punti .  

Pe r  trovare i numer i  dei punt i  di questi  gruppi  virtuali ,  consider iamo in S~ 
una conica g di G e due iperpiani  1t, [~, passanti  per  g, tangent i  (non sin- 
golari) a G in due punt i  distinti .  Siano inol t re :  A la sezione di E con un 
iperpiano gener ieo;  A~, A~ le intersezioni di I~, Is con E;  A', A,', A.~' le trasfor- 
mate delle A~ A~, A~ su E'.  Le A~, A 2 sono variet~t cubiehe  passanti  doppia- 
mente  per  g e contenent i  il piano ::g. La  lore intersezione (A~, As) sopra E 
non ~ che l ' in tersezione (A~, I~) in Ss: e questa  consta del piano 7:o e d' una 
superficie quadr ica  D passante  per  g. Per tan to  in $5 vale l ' equ iva lenza :  

(A, A) =- ~A,, As) ~ ~ ,  + D. 

A u g  ~-D corr isponde in E ' - - H '  l' intersezione delle A~', A.~' fuori di H ' .  De- 
s ignata con D' la superf icie  costi tui ta dai t rasformati  dei punt i  di D situati  
fuori  di G (e dai loro punt i  d ~ aecumulazione),  poich~ A(,  A~' s' incontrano in H '  
soltanto nella  superf icie  G', omologa di g, avremo sopra E': 

(35) (A', A') ~- %' ÷ D' ÷ G', 
donde : 

[A', A', e ' ] - - [ % ' ,  G'] ~-[D', e'] + [G', G']. 

0 r a  [A', A', G'] == 0, perch~ la superfieie del 3 ° ordine segata su E da 
un S 3 generieo di $5, ha per  imagine  in E '  una  superf icie  incontrante  H '  in 
4 curve ~', ehe non segan la generiea G'. Quanto a [Tca', G'], abbiam gih visto 
che vale l ;  e ]D', G'] vale pure 1, pereh~ la superfieie D' taglia H '  sempli- 
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cemente secondo la conica g' corrispondente a g, e le g' sono unisecanti  delle G'. 

Risulta  dunque : 
[G', e ' ]  = - -  2. 

E siccome una delle ocs omografie che mutano in s6 H', mutando le G' 

nelle W', muta il gruppo virtuale (G', G') nel gruppo virtuale (OA", W'), viene 

altresi : 
W ' ,  tF,] = _ ~. 

Infine dalla (35) segue:  

[A', A', tY'] • [%', W'] + [D', W'] -t- [G', W']. 

E poich6, come si 6 detto, la superficie (A', A') taglia H '  in 4 curve ~b'. 

e le %', D' tagliano ciascuna H '  in una curva g', v iene:  

E quindi : 
[A', A' ,  tit'] = 4, [%' ,  ~ ' ]  - -  [D', W'] = 0. 

[G', ~ ' ]  - -  4. 

I1 discriminante A vale cost: 

A 

1 0 0 1 

0 0 1 0 

0 1 - - 2  4 

1 0 4 - - 2  

-=3. 

In eonclusione : 

La base minima (e intermediaria) delle superficie di E' consta delle quattro 
superficie indipendenti 7:~', %', G', ty'. 

La variet~ E' d priva di divisori superfieiali dello zero. 

65. L' appticazione d' una delle omografie di Ms in s6, the  mutano E '  in F'. 
conduce senz 'al tro alle conclusioni seguenti.  Denotino : 

z' la curva imagine su F '  delle c~ ~ coniche complete, ognuna delle 

quali 6 spezzata, come inviluppo, in un punto fisso ed in un punto variabile 
sopra una retta generica del piano;  

X' la curva imagine su F '  delle ~ '  coniche complete, ognuna delle 

quali 6 spezzata, come inviluppo, in una coppia di punti  di un ' involuzionc 
data sopra una re t ta ;  

p'.a la superficie di F' imagine delle ~.2 coniche complete, ognuna delle 
quali  ~ spezzata, come inviluppo, in un punto fisso ed in un punto variabile 
sul piano ; 

p'~ la superficie di F '  imagine delle ~ coniche complete, ognuna delle 
quali  6 spezzata, come inviluppo, in una coppia di punti  d ' u n a  retta da ta ;  
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A' la V 3' di F '  imagine delle c~ :~ coniehe complete di 2 a specie, appar- 

tenenti ad un sistema lineare ~ 3  di coniche invi luppo;  

B' una V~' di F '  equivalente a 2 A ' - - H ' .  

Allora : 

La base minima (e intermediaria) delle curve di F', ~ formata dalle ~', X'; 

quella delle superficie di F'  dalle p'g, p'~,, t~,, G'; quella delle V 3' di F '  

dalle A', B' (o dalle A', H~). 
La  cariet4 F'  ~ priva di divisori dello zero di qualunque dimensione. 

L e  c a r a t t e r l s t l c h e  d o p p l e  e t r i p l e  r e l a t i v e  

a c o n l c h e  c o m p l e t e .  

66 Riprendiamo infine (per trattarlo rapidamente con 1' omissione di tutte 

le argomentazioni ormai familiari) il problema delle caratterist iche doppie e 

triple nella M5 delle coniehe complete. 
Considereremo in primo luogo tall condizioni senza prescriver  loro aleun 

part ieolare comportamento rispetto nile varieth di degenerazione E', F ' ,  H ' ;  

cosicch~ si trat tera di studiare le V~' di =7]/5 (relative a condizioni doppie), che 

segano E',  F '  secondo superfieie ed H '  secondo curve;  e le superfieie di M~ 

(.relative a condizioni triple), ehe segano E', F '  secondo linee ed H '  in gruppi  

di un numero finito di punti. 
Comineiamo dalle E~' ed osserviamo prel iminarmente the  le V~' seganti 

(virtualmente) E', F '  in una superficie ed H '  secondo una eurva, sono tutte 

comprese fra le V3 / c h e  segano H '  secondo una curva. Siceh~ basterk consi- 
derare la totalit~ delle V s' seganti H '  lnngo curve. Queste provengono da V s 

di S~ che ineontrano G in un numero finito di punti  (nel qual caso la V s' 

corrispondente sega H '  secondo un numero finito di linee +') o da V:~ the  

incontrano G secondo una curva (nel qual caso la V s' corrispondcnte in- 

contra c~ t linee +' di H')  o da V 3 passanti  genericamente per G e ognuna 

delle quali ~ quindi tangente ad E lungo una curva di G determinata  dalla 

stessa V 3 (nel qual caso la V:+' corrispondente incontra ancora c~' curve +'). 

La base di tall V s' non b dunque  c h e l a  t rasformata della base delle V s 

di Ss, che hanno gli accennati  comportamenti  rispetto a G. 
Analoga conclusione si stabilisce allo stesso modo per le condizioni triple 

e si perviene cosl al teorema:  
Le caratteristiche delle condizioni doppie e triple imposte alle coniche com- 

plete, qualora si escludan le condizioni soddisfatte da c~ ~ (almeno) o rispetti- 
vamente da cx~' (almeno) eoniche complete degeneri di terza specie, sono le stesse 
di quelle gi~t trovate (nn. 55, 56) per la totalit& delle condizioni di ugual di- 
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mensione riferite alle eoniche-luogo, qualora vi si comp~endano le condizioni 

soddisfatte d(e ~2 (al pii C o rispettiva'merde da c<2 (al pii~) coniche-luogo 
degeneri di seconda specie. 

Naturahnente  la condizione ~ del n. 56, dovrh, in relazione alle coniche 
complet% essere enunciata  come la condizione perch~ una conica completa 

giaccia nel sistema cx~ ~ di coniche complete definito da una rete di coniche-  
luogo contenente una sola conica-luogo degenere di 2 a specie, e la condi- 
zione ~ dovr~ esser definita come la condizione perch~ una conica completa 

appartenga al sistema ~ definito dalle coniche-luogo spezzate in coppie di 
rette per un punto. 

67. Consideriamo infine le V 3' che hanno particolari comportamenti  ri- 

spetto a E', F ' ,  H'. Escluse le condizioni soddisfatte soltanto da coniche com- 
plete degeneri  (di prima, seconda o terza speci 0, possiamo limitarci alle V 3' 
che incontrano H '  secondo superficie (includendo fra queste anche le V=' che 
si comportano normalmente rispetto ad H'). 

Le V=' incontranti  H'  secondo superficie si ottengono (a norma del pro. 
eedimento generale dei nn. 37, 38) dalle V a' che passano per le superficie G', 
q/' costituenti su H '  la base minima (n. 59, 0ss.). 

Poich/~ ogni V~' passante per una G' i~ ( raz ionalmente)equiwlente  ad una 
combinazione l inearc di una particolare 1] 3' passante per G' e di una V 3' ge- 

nerica di M5 {e cib in forza di un 'argomentazione addotta nel n. 37), baster~t 
ai nostri fini eostruire una V 3' passante per G'. 

0 ra  questa ~ data dalla imagine della V~3 di $5 staccata su E da un 
iperpiano K passante pel piano =g di una conica g di G. Invero, la V] passa 

(semplicemente per rr.q e) doppiamente per g; e il curio quadrico tangente 

a V~ nel punto variabile x d i g  "~ contenuto nel eono quadrico r,  tangente 
in x ad E (i~ la sezione di q-uestb). In particolare pub assumersi, invere di K, 
r iperpiano I rappresentante  le coniche per un punto generico del piano. 
Allora la condizione perch~ un punto di S ~ -  G giaccia in V33 ~ uguale al 

prodotto ~t~. Tale ~ dunque la earatteristica, che otteniamo in M 5 corrispon- 
dentemente alle V~' per G'. 

Mediante una reciproeit~ piana, avente per imagine in M5 una delle c~ s 

omografie, che scambiano E '  ed F ' ,  lascian fissa H '  e mutan  tra loro le G', ~ ' ,  

dalla predetta  V 3' s 'ot t iene una V 3' passante per una W' e corrispondente al 
simbolo ~v. 

Sieeh~ si ottengono in M~ come caratteristiche delle condizioni doppie, 
incluse le condizioni soddisfatte da cxJ- coniche complete di terza specie, le : 

(36) ~ ,  ~v~--~ v ~, ~p, ~v; 
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le pr ime tre provenendo dalle V 3' t he  hanno compor tamento  normale  ri- 
spetto ad H ' .  

Quanto alle condizioni trip]e, si osserver/~: 
1) C h e l a  base min ima  delle V( di Ms non ~ c h e l a  t rasformata della 

base delle superfieie di $5 - G, eio~ (n. 56t la superfieie (I', I ' ,  I') insieme 
alle superficie r~', r~g'. 

2) Che le V 2' ineontrant i  H '  seeondo linee si r iducono a V 2' passanti  
per una +' o per  una  g'. 

3) Che le superf ieie  corr ispondent i  ai simboli  822, ~v: gi~ passano ri- 

spet t ivamente  per  ttna +' e per  tma g'. 
Ne deriva ehe su Ms le earatteristiche delle condizioni triple, incluse le 

eondizioni soddisfatte da c~ i coniche complete di terza specie, sono 

(37) }s, ~, ~, 8p. ~, ~v ~. 

Tra lasc iamo per  brevit~ di constatare  s e e  quali  delle carat ter is t iche (36} 

e {37) sono tra  toro indipendent i .  
La  r ieerca non offre diffieolta coneettnali ,  t rat tandosi  di caleolare il 

valore del d iscr iminante  s imul taneo h della quin tupla  delle V 3' e della quin- 
tupla  della V 2' considerate  in Ms; e, se questo si annulla ,  di calcotare il valore 
del d iser iminante  formato con le quaderne  di V~' e di V:' eorr ispondent i  ri- 

spe t t ivamente  ai simboli ~ ,  }v'-~ v 2, 8~; ~ ,  ~, ~, 8~s. 
0SS:~RYAZIO~E. - -  iNel de te rminare  le earat ter is t iehe (36) e (37) si sono 

eseluse le condizioni soddisfatte soltanto da coniche degeneri .  
Pe r  inoludere  anche queste oceorre usufrt t i re  delle basi, gi/~ determinate ,  

delle variet~ appar tenent i  ad E ' ,  F ' ,  H ' .  ~ o n  ci d i lunghiamo in proposito. 


