
Teoria di Galois, fibrazioni proiettive e 
geometrie non desarguesiane. 

M e m o r i a  di  B. SECmE (a Roma)  

Dedicato al Prof.  L .  J. Mordell in  occasione del suo 750 comp~eanno 

Sunto .  - ]Ted. il  S o m m a r i o dato al la  p a g i n a  seguente. 

II presente lavoro, che sono lieto di dedieare al Prof. L. J. ~IOm)EnL 
in segno di ammirazione ed a ricordo dei frutt iferi  amichevoli  contatti  quo- 
tidiani di ven t ' ann i  or sono, verte su argomenti  apparentemente  staccati,  fra 
i quali viene ad istituire suggestivi legami. Esso apre cosi un indirizzo di 
r icerca per  ii quale fornisee mezzi ido~iei suggerendo tutto un complesso di 
problemi ulteriori. 

La prima delle tre parti  in  eui questa Memoria si divide ha carat tere 
introduttivo, ed arreca contributi  algebrici  allo studio delle estensioni finite 
dei campi. Pe r  semplicit'~ espositiva, ei si limita qui alle estensioni separa- 
bili ; ma non sarebbe difficile di t rasportare i relativi sviluppi con opportune 
modifiche ai casi eselusi. 

La  seconda parte  tratta di rappresentazioni geometriche di dette esten- 
sioni e degli ampliamenti  the  queste inducono negli spazi lineari. Cib con- 
duce fra l 'a l t ro  a <~ modelli >> semplici per  il gruppo di Galois di un campo 
su di un suo sottocampo, nonchb alla caratterizzazione proiet t iva di certe 
fibrazioni di uno spazio pascaliano. 

La terza parte s ' impern ia  sul nuovo importante concetto dei cosiddetti  
sistemi grafiei di sottospazi di u n o  spazio grafico, i quali  includono le suac- 
cennate fibrazioni come casi particolari.  Lo studio di tali sistemi viene ivi 
approfondito seguendo una via costrutt iva che porge ampie categorie di geo- 
metrie non desarguesiane,  spiccatamente interessanti  nei c a s i -  esaminati  da 
vicino - -  in cui queste r isultano finite. 

I1 contenuto del lavoro b stato in parte esposto al Simposio sulle geome- 
tric finite, svbltosi a Roma dal l '8  al 12 ottobre 1963. Per  altre indicazioni sul 
presente  lavoro si potranno esaminare gli Atti di tale Simposio (ore apparir~ un 
breve r iassunto in inglese dal titolo Galois spaces and non-Desarguesian 
geometries) ed il seguente S o m m a r i o .  
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Par te  prima: Sulle eslensioni algebriche di un  campo. 

I (nn. 1-5). Prelimilmri a l g e b r i c i . -  I I  (nn. 67~. Trasformazione cremo- 
niana involutoria inerente ad un' estensione algebrica. - I I I  (nn. 8-16). Strut- 
tufa  dell' algebra relat iva ad un ~ estensione algebrictr. - IV (nn. 17, 18). Gruppo 
di Galois di un~estensione algebriea nei easo dei eampi finiti. - V (nn. 19, 
20). Elementi  di urr 'estensione algebrica aventi norma assegnata, con parti- 
colare riguardo al caso dei campi finiti. 

Par te  seconda:  Rappresentctzioni geomelriche relative ad estensioni algebriche 
e fibrazioni che se ne dedueono. 

VI (nn. 2[-23). Fibrazioni di spazi g r a f i e i . -  V H  (nn. 24.32 t. Ampliamenti  
di spazi pasealiani, e sistemi grafici elementari.  - VI I I  Inn. 33.36). Rappre- 
sentazioni geometriche del gruppo di Galois d i u n a  estensione algebriea, e 
questioni eonnesse. 

Par te  terza:  Sistemi grafici e geometric non desa~Tg~tesiane. 

IX (nn. 37-46). Spazi e sistemi grafiei. - X (nn. 47.57). Fibrazioni non 
elementari  di Sa pasealiani mediante rette, e piani non desarguesiani  che ne 
derivano. - X[  (ml. 58.68). Ua  problema sulle eollineazioni, e conseguente co- 
struzione di sistemi grafici non elementari  e di geometrie non desarguesiane. - 
XI I  (am 69-71). Alcune questioni aperte. 

PARTE PRIMA 

S u l l e  e s t e n s i o n i  a l g e b r i c h e  d i  a n  c a m p o .  

§ I. - P re l iminar i  algebrici.  

1. Pissato an qualsiasi  eampo ?, sia ~ ua  campo ottenibile da ~" mediante 
un' estensione propria finita commutativa,  avente dunque  grado n = (~ ; ;~} ~> 2. 
In casi assai lati una siffatta estensione risulta semplice {cfr. ad es. VAN DER 
WA:ERDEN [28] § 43, e B. SEGRE [11, 18], n. 72), e noi in seguito sempre am- 
metteremo per semplieit'h che Bib abbia tuogo. In altri termini, ~ sar5, altora 
isomorfo al campo ?(0} ottenuto da ? con l ' a g g i u n z i o n e  s i m b o l i c a  (cfr. 
a,d es. B. SEGRE Il l ,  18], n. 68) di un ' inde te rmina ta  0 soggetta ad un 'equa-  
zione algebriea di grado n :  

(1) /(o) = aoO ~ + a,O " - '  + ... + a .  = 0 (ao 4= 0), 
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a coeff ic ient i  in ? ed ivi i r r i d u e i b  i l e .  Suppor remo inol t re  che Fes t ens ione  
in ques t ione  sia s e p a r a b i l e ,  il che val quanto  dire  che il pol inomio f(0)ab- 
bia d i sc r iminan te  non hul lo (cfr. p. es. vA~ :PER WAERDE~ [28], § 41) e qu ind i  
in u n ' o p p o r t u n a  es tens ione di y - -  a mme t t a  n radici  d i s t i n t  e 0~, 0~, .. . ,  0,,. 

Le  sudde t te  ipotesi  r i su l t ano  ad esempio tu t te  a u t o ma t i c a me n t e  soddisfat-  
te quando  y sia un  sot tocorpo proprio  di un  corpo ~ f i n i t o .  

Denote remo in ogni caso con 5* il campo di decomposizione della. (1): 

~*-- 'gO~, 0~, . . . ,  0,). 

Al lora  ~,.~¥(0} potrh  veni re  eons idera to  qua le  un sot tocampo di ~*, bas tando  
a l l ' uopo  iden t i f i ca re  ~ a y(0) e t ' i n d e t e r m i n a t a  0 ad una  delle 0~; ad esempio,  
per  f issare  le idee, a s sumeremo 0 ~ 0~. In  par t icolare ,  il eampo ~ viene eosi 
add i r i t t u r a  a coineidere  con ~* se, e sol tanto se, l ' equaz ione  (1) 6 n o r m a l e  
in "( (cfr. ad es. YA~ DEn WAERDEN [28], p. 123), iI che ha sempre  luogo 
se n - - 2  o se ~ ~ finito.  

2. Sia (u~, us ,  . . . ,  u , )  una  q u a l u n q u e  b a s e  di ~ su ?, il che val quan to  
dire  che le u e  ~ sono tall  che o g n i  e lemento  di ~ possa espr imers i  ~ in uno 
ed nn  sol modo - -  qua le  loro Combinazione l ineare  a coeff ic ient i  in ?. Var- 
ranno dunque  in par t ico lare  relazioni  del tipo 

(2) u#t~ - -  d~u~ 

(qui ed in seguito gli iadici  od apici  i, j ,  l assumono i valori  1, 2, . . . ,  n e si 
so t t in tende  la somma r ispet to  a quel l i  f ra  essi che abbiano a t rovars i  ripe- 
tttti in uno stesso monomio) ;  helle (2), le c denotano  oppor tun i  e lement i  di ? 
(costanti  di s t r u t t u r a  della base prescel ta)  legat i  da  relazioni  quadra t i che ,  
t r aducen t i  l ' a s soc i a t iv i th  dei prodot t i  f ra  le u, e dal le  relazioni  l inear i  

{3) c ~  ~ cl~i , 

che subito seguono da l la  commutat iv i t f i  del  prodotto in ~. 
In t rodo t t e  due  serie d ' i n d e t e r m i n a t e  (x~, x2,  ...~ x~), (y~, y~, . . . ,  yn}, con- 

s ider iamo le n forme b i l inear i  s immet r i che  

(4) ~ ( x l y  ) =- d~jx~yj ; 

avuto  r iguardo  alle (3) si ha  che, se ~, ha  ea ra t t e r i s t i ca  =4: 2, le {4) non sono 
al t ro che le forme b i l inear i  p o l a r i  r i spet to  alle forme quadra t i che  

( 5 )  = = 
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In  ogni caso, por remo inol t re  per  abb rev ia re  

(6) %(z) = ~,jz, 

e des igneremo con 5(x) la ma t r i ce  del le  (6) (ore l ' i nd ice  infer iore  denoti  la 
r iga ed il super io re  la colonna) e con D il re la t ivo d e t e r m i n a n t e :  

(7) D = D(x) - -  det  A(x) - -  det  It ~,(x)I t ;  

chiaro a l lora  che lo j a c o b i a n o  delle  (5) vale  2"D. 

3. Quando occorra ,  m u t e r e m o  la base  (ut, u2, ... , un) in una  quals ias i  
a l t ra  ba'se (u'~, u'~, . . . ,  u'•), per  la quale  ado t t e remo notazioni  ana loghe  a 
q u e u e  del  n. 2, reuni te  di apici.  I l  passaggio  si e f fe t tuerh  med ian te  un ' a rb i -  
t ra r ia  sos t i tuzione l ineare  

(8) u i  = k . , u h ,  , 

a coeff ic ient i  in y, la cui  mat r iee  K abbia  de t e rminan te  non nu l lo :  

(9) det  K---- act  IIk,, [I =4= O. 

In  base  alle (8), (2) r i su l ta  m a n i f e s t a m e n t e  

t t / t  ! v 

01~t kl~, U'~, - - "  Oii$ 2t l - -  U i ~  j - -  k i i ,  k j j ,  ~t cU jr - - -  O i'j' k i i ,  k / j , ~  tt , 

epper tan to  : 

(10) o~j kw = o ~,j, thi, t~jj,. 

Se, acean to  alle inde te rmina te  x, in t roduc iamo le ~v' ad esse legate  dal la  
sost i tuzione l ineare  inver t ib i le  

(11) x'v = ki~,x i ,  

dal le  (10), avuto  anche  r iguardo  alle (6), si r i cava  

ossia : 

(12) 

~tj(x) k , ,  = ¢p i, l~ ) a~j, , 

~(x) K = K ~'IW). 
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In  virtit delle (7), i9), si ha quindi  la relazione 

(13) D(x) - -  Y(x') .  

Del pari, leg ando le y a l l e y '  con la sostituzione l ineare {11) e rammen- 
tando le (4), (5), dal la  (10) si ot tengono le :  

~Pqzly)k . , -  ~P'z'igly'), ~q~.)k., = ~,z,(g), 

le quali  mostrano il carat tere  covariante dei sistemi di forme bil ineari  e 
quadra t iche  introdot te  nel n. 2. Poich~, come tosto vedremo (n. 4), il deter,  
minante  (7) non si annul la  ident ieamente ,  ne consegue 1 ~indipendenza l ineare 

di tali forme. Inoltr% comunque  si scelgano le x, il  rango della matrice A(x) 
r i su l ta  i nvar ian t e  in forza della (12}. 

4. Presi  ora tre e lement i  ~, ~t, ~ di ~, esprimibil i  dunque  nella  forma 

- -  x~u~ , ~ - -  y ju j  , ~ - -  ztus , 

in virtfi delle (2), (4) la 

(14) ~ = ~ 

si t raduce nella  

ed equivale quindi  alle 

z ~ u t -  +qx]y)+, 

(15) z~ - ~ (x l y  ). 

Poich~ ~ = 0 implica che sia ~ -  0 od ~ = 0 ,  cosi le forme bi l ineari  (4), 
e q u i n d i  pure  le forme quadrat iche  (5), si a n n u l l a n o  s imu l taneamen te  su y 

soltanto per  valori  tutt i  n~dli di  u n a  deUe loro serie di  variabil i .  
Avuto r iguardo alle (6}, (7), ne discende che :  

Lrt f o rma  di  grado n D(x) non  ammet te  su  y-zer i  non  banc~li. 

Rileviamo che, ore  si effettui  un  cambiamento  di base espresso come 
al n. 3 mediante  le (8), l ' e l emento  ~--x~u~ di ~ si serive nel]a nuova  base 
sotto la forma ~ - - x ' ¢ u ' i , ,  le x' essendo forni te  dalle (11). La  (t3) mostra  
dunque  che, com'~ noto e come verri~ a l t r iment i  chiari to in seguito (nn. 5, 
13}, D(x} dipende soltanto da  ~ (oltrecch~ da y, 5), r isul tando indipendente  
dalla scelta della base. 

Osserviamo inoltre ehe, in forza delle (15), t4), {6), quando si fissi ~, il 
legame fra ~ e ~ espresso dalla (14} si t raduce con la sosti tuzione lineare 
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f ra  l e y  e le z, di d e t e r m i n a n t e  D(x), da ta  d a :  

(16) zt - -  ~%(~)yj • 

La sostituzione lineare trasposta di q u e s t ' u l t i m a  in t e r cede  invece  fra  ]e 

(17) ~(i) = ~uj 

e le u, r i su l t ando  in vir tf i  de l le  (2), (6): 

1 (18) = 

chiaro  che, pe r  ogni scel ta  del le  ~ in u n ' e s t e n s i o n e  di % aff ineh~ si 
possa soddis fare  alle (16) con valor i  tu t t i  nul l i  del le  z e non tut t i  nul l i  del le  y 
occor re  e basra  che sia 

(19) 

D u n q u e  un etemento ~--x~u~ 

D ( x )  = o . 

soddisfa alla (19) se, e soltanto se, esiste 
un  ~ - - y i u i  avente l e y  non tutte nutle e tale the ~ - - O .  

5. Mos t re remo ora  c h e :  

Nell' eslensione ~* di T (di cui al n. 1), la forma (7) si spezza nel l~'odotto 
di n forme lineari f ra  loro linearmenle indipeJ~denti, r isultando 

(20) D(x) = N(~), 

dove N(~) denota la norma di ~ = ahu ~ rispetto a T (~). 

In  virtfi  de l la  (13), ~ leei to  - -  con le notaz ioni  del n. 1 ~ r i f e r i r s i  a l la  
base ui = 0 ~-~ (i - -  1, 2, . . . ,  n) ; sicchi~ po t remo por re  

Tt 

(21) x, ¢ - ' ,  

ore  le x denot ino  a rb i t r a r i  e l emen t i  di T. Det te  (come al n. 1) O~ - -  O, 0~, ..., O. 
le rad ic i  de l la  (1), i c o n i u g a t i  di ~ n e W e s t e n s i o n e  da ~- a ~* sono ~, ---- ~, 

(i) Questa proposi~ione trovasi  gih p. es. in  vA~ PEa ~VA~ltD~ |28], § 4~, dove perb 
v i ene  a l t r iment i  stabilita,  D(x) essendo iv i  introdotto in  relazione alle (18) anzicch~ alle (16}. 
U n ' u I t e r i o r e  definizione possibile per  D(x) ver rh  forni ta  dalla (50) del n. 13. 
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~ ,  ,",  ~v, avendo posto 

(22) ~ =  2 ~j0~ -~ , 

e - per def iniz ione di n o r m a  - r i su l t a  

(23} N(1)  = i ,  i~ ... i~ = F(x)7  

dove If(x) des igna  una  fo rma di grado n nelle ~ a coef[ icient i  in y. 5Totiamo 
che le n forme l inear i  helle x date  dal le  (22) sono 1 i n e a r m e n t e i n d i p e ri- 
d e n t i  f r a  loro, in quanto  il re la t ivo de t e rminan te  dei coeff ic ient i  ~ moltipli-  
cat0 per  ao -~ ~ ha  per  quadra to  il d i s c r iminan te  del la  (t)7 che per  ipotesi  (n. 1) 

diverso da zero. 
I n t roduc i amo  per  abbreviare  17etemento ~q di $* d a t o  d a :  

(24) ~ = ~ i ,  ... ~,,. 

Dalle  (22), (1) si ha  al lora tosto t h e  ~q r i su l t a  una  fo rma di grado n - - 1  
helle x, i cui coeff ic ient i  sono funzioni  s immet r i che  nelle radici  0~, 0a,...~0. 
del la  seguente  equazione di grado n - - 1  in O: 

f ( o )  - f(0) _ o ;  
( 9 - - 0  - -  

ques ta  ha man i f e s t amen te  coeff ic iente  d i re t tore  ao =~=07 gli al tr i  eoeff ie ient i  
essendo pol inomi di grado ~ n - - 1  in 0 a coeff ic ient i  in y. Ne d iscende  che ~q 

pub veni r  scri t to sotto la forma 

¢4 

(25) ~l---- Y' YiO ~-1, 

dove le y r i su l tano  forme di grado n - - 1  nel le  ~:  

(26) Yi--g~(x), 

a coeff ic ient i  in y .  

Rileviamo ora the ,  in forza del le  (22), (23), si h a :  

D 'a l t ro  canto,  in virtfi  d e l F i n d i p e n d e n z a  l ineare  delle ~j, valori  gener ic i  
e qu ind i  non tut t i  nul l i  delle z [in u n a  quals ias i  es tens ione di 5 -  7(0)] che  
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annullino la forma lineare ~ - - ~ ,  data dalla (21}, non annul lano n e s s u n a  
delle ~2, ~ , . . . ,  ~-; pertanto, in base alle (24), (25), in eorrispondenza ad x 
siffatte si annullano il seeondo membro della, (27) ma non tutti i seeondi 
.membri delle (26). Avuto r iguardo alia proposizione finale del n. 4, ne diseende 
c h e l a  suddetta forma lineare ~ - - ~ ,  d i v i d e  D(x). Parimente,  eiaseuna 
delle ~ ,  e quindi pure il prodotto (23) di queste, entra  a fattore in D{x). 
Poiehb h'(x) e D(x) sono forme nelle x a eoeffieienti in ~' dello stesso grade n, 
si ha per tanto :  

(2s) D(z) = cF(x), 

con c elemento di 7- 
Si vede poi subito ehe b c - - 1 ,  onde in virtfi della (23) la (28) fornisce 

appunto P uguaglianza (20} da stabilire, con l ' appl ieare  la stessa (28) 
per x ~ = l ,  x ~ - - w ~ - -  - - x , = 0  (ossia ~ = 1 ) .  Invero, la (17} ridueesi cosi 
alla ~ q ) - - u i ,  onde le (18), (7) mostrano che con la suddetta specificazione 
delle x r isul ta :  D - - 1 ;  del pari, in corrispondenza a tall vaIori delle x, 
la (23) ehiaramente  porge:  Fix) --  _N(I} - -  1. 

H. - Trasformazione eremoniana involutoria  inerente  ad un 'es tensione 
algebriea. 

6. Abbiamo visto net n. 5 come, in relazione alla (1), si determinino 
(per i =  1, 2, .... n) le forme gi(x~, x2, ..., x,) ehe figurano helle (26). Ora 
vogliamo dimostrare ehe:  

Ore si interprelino le x, y quali coordinate omogenee di due punl i  corri- 
spondenti in un S~_1 proiellivo su y, le (26) ivi rappresenlano una trasforma. 
zione cremoniana involuloria. 

In  modo pitt preeiso proveremo che :  

Le suddette forme g~(vc) sono legate alla D(x) definita dcdla ~7) mediante 
le identit& : 

(29} 

(30) 

g~tg(x)) - -  x~. (D(x}) "- :  

D(glx)) -" (D(x)) n-~ . 

(i = 1, 2, ..., n), 

Osserviamo al l 'uopo che F(x) risulta un elemento di y per ogni seelta 
delte x in y, siceh~ dalla t27) segue tosto la 

= N(F(x) )  = ( F ( x ) ) - .  



B. SEGRE: Teoria di Galois~ fibrazio~i p~'oiettive c geometrie, ecc. 9 

Rieordata la (23), da qui si trae che ~ s ieuramente  

(31) _~(~)-- (F(x)) '~-~ 

se F ( x ) :  D(a~):4: 0, ossia (n. 4) se le w non sono tutte nulle. Avuto r iguardo 
aIle (20), (23), (25), (26), cib dimostra la validita della (30) per ogni seelta 
delle x in ~'. Le preeedenti  argomentazioni eontinuano a sussistere se si pen- 
sano le x, y quali inde te rmina te ;  onde la (30)esprime l ' i d e n t i ' t / ~  delle due 
forme helle a~ ehe ivi compaiono nei due membri,  le quali hanno di ratio lo 
stesso grado n ( n - - 1 ) .  

La trasformazione (di eui al n. 5) t rasformante ~ in ~, espressa a norma 
delle (27), (23) dalla 

(32) = N(!),  

muterh ~ in 
n 

: 23 z~0 [-~ , 
i = : t  

ove z~-" gi(Y)--gi(g(x)), in guisa tale ehe 

(33~ ~ -- N(~). 

Se si raffrontano te (32), '(33), avendo presenti  le (20), (23), (31), si vede che ~: 

e eib dimostra te (29). 

7. Completerem 0 i risultati  del n. 6 provando ehe 

Le varlet4 fondamenlal i  della trasformazione birazionale tesld eonsiderata 
costituiscono il simplesso rappresenlato (a norma del n. 5) dalla (19), contato 
n - -  2 volte. 

Pifi preeisamente,  stabiliremo che:  

Il  determinante funzionale delle forme g,(x) (di cui al n. 5) rispetto alle 
espresso dal la  

~34) ~(g) -- 1) ~-~ J9 "-~ ~(~)_ ( - -  (n  - -  1) , 

ore D viene definito con la (7), ossia mediante la (20). 

NelPS._I  di cui al n. 6, cambiamo le coordinate operando sulle a~ la 
sostituzione l ineare (invertibile: v. n. 5) che le muta helle ~i date dalle (22). 

AnnaZi gi Matemat ica  2 
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0 r e  tale sostituzione l ineare trasformi dei pari 
notazioni risulta mani fes tamente :  

Poich6 inoltre 

~lx) - ~(y) - ~(~)" 

~(~)- ~(~) ~(~)v(x)' 

in base alte (26) si ottiene che b: 

~(i}" 

D'al t ro  canto, con le attuali  notazioni la (24) si serive 

le y~ nelle Hi, con ovvie 

e, pifi generalmente,  sussistono le: 

ore il tetto sulla ~ sta per indicare ehe questo 
secondo membro;  si ha dunque :  

~ - ~ -  t ~ ' ~ " ' ~  ~ ~1 se i =~=j. 

hvuto  riguardo alle (20), (23), ne consegue che b 

~(~) _ (--  1)'~-~(n_ 1)D--~ ~(~) 

onde la (35) porge senz'al tro l ' ident i th (34) che dovevamo dimostrare. 

(i - -  1, 2, . . . ,  n). 

fattore va soppresso nel 

§ III. - Struttura dell'algebra relativa ad un'estensione algebrica. 

8. Dato un campo ~, arbitrario,  gli si apptichi una qualsiasi estensione 
propria commutat iva finita separabile, e quindi semplice (cfr. VAI~ DEn 
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WAERDEN [28], p. 139), dedueendone cosi un nuovo campo, 8, a cui potranno 
applicarsi  le considerazioni del § I .  

Scelta comunque  una base (u~, u2, ..., u,) d i $  su ~', resteranno eorri- 
spondentemente definite certe eostanti di s t rut tura  c t ~  • per cui valgono 
le (2), (3). Pensando ora l e u  come p u r i  s i m b o l i  soddisfacenti  alle (2), si 
eonsiderino le espressioni date dalla 

(36) 

al variare delle a~ in un campo × arbitrario contenente 7 come sottocampo. 
0perando in modo ovvio per somma e moltiplicazione fra le (36), tenendo 
conto delle (2} (ed avuto riguardo alle (3) ed alle relazioni quadrat iche  fra 
le c, di eui al n: 2), s i v i e n e a d e f i n i r e u n ' a l g e b : r a  f i n i t a  s u z  (!), eommu- 
tativa ed associativa, che denoteremo con ~ e diremo r e l  a t iv  a alla suddet ta  
estensione di ~, i n  8. ]~ subito visto che un qualunque  eambiamento di base  
in ~ non [a che mutare  ~ in an ' a lgebra  ad essa isomorfa. 

Un elemento ~ e ~  che si ottenga dalla (36) dando alle x valori in y 
determina un elemento di 8, che verrh denotato con (~), definito dalla (36) 
in corrispondenza agli stessi valori delle x, ma at tr ibuendo ivi alle u il si- 
gnificato primitivo di elementi di 8. I suddetti  elementi  ~ costituiseono ma- 
nifestamente una s o t t o a l g e b r a  di ~ ,  isomorfa a 8. 

Si verifica subito che l'algebra C~ risulta dotata di modulo, questo es- 
sendo precisamente  l ' e lemento  ~ della sottoalgebra suddetta  tale ehe (~) sia 
1' unitfi di 8. Inoltre, avato riguardo alla proposizione finale del n. 4, si ha che: 

I nullifici (o divisori dello zero) di C~ sono tutti e soli gli elemenli ~ ~ 0 
per cui sussiste la (19). 

Ci proponiamo di approfondire lo studio di questi  elementi in relazione 
alla s t ra t tura  di ~t. 

9. E chiaro the, qua lunque  sia c=~=0 in z, c~ risulta un nullifico di 
se tale b ~; si dir/~ di aver n o r m a t o  il nullifico, quando si sia scelta una 
determinazione per c. In vista del nostro scopo, potremo quindi ut i lmente 
introdurre uno spazio proiettivo S~_1 su × ed associare a l l ' e lemento ~ di 
( e a d  ogni c~} il punto di S~_~ - -  che chiameremo il punto rappresentat ivo 
di ~ od anche brevemente  il punto ~ - -  avente le coordinate proiett ive omo- 
genee (x,,  x~, ..., x,~). 

(2) P e r  le pr ime nozioni sulle a lgebre  oecorrent i  qui ed in seguito, cfr. ad esempio 
SCOnZA [8], Pa r t e  2a~ cap. I]~ od anche B. SEGRE [12]~ cap. IV ,  § 3; r ed .  a l t res i  WEDDEI~- 
BUR~ [29], pp. 147 e seg.ti~ eve  perb ci si l imi la  al caso in cui i l  campo base sia di carat-  
ter is t iea zero. 
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In tale S,~_~ conviene anzitntto considerare le n r e c i p r o c i t / ~  i n v o l u -  
t o r i e ,  q ; t  rappresenta te  ugnagliando a zero le (4): se la carat ter is t ica di × 
(coincidente con quella di y) ~ :~:2, esse non sono altro in. 2) che le p o la-  
r i t /~ r i s p e t t o  a l l e  q u a d r i c h e ,  ~ ,  definite uguagliando a Zero le {5). 
Poiehb anche col nuovo significato dei simboli la (14) equivale (come al n. 4) 
alle (15), cosi: 

Due punt i  ~, ~ di S~_~ soddisfanno alla ~ -  0 se, e sollanto se, essi 
sono eoniugati rispetto a ciascu~a delle n reeiprocit~ involulorie q;z, e ciod 
rispetto ad ognuna delle reeiprocit~ del sistema lineare q; da gueste determi. 
nato, il quale In. 3) ha sempre esattamente la dimensione n -  1. 

Da qui in particolare, per  ~ -  ~, si ricava che :  

Un eventuale elemento ~ 0  ehe sia autonullifico [e eio~ pseudonullo (o 
nilpotente) di esponente 2] ~ tale ehe il punto rappresentativo di ~ risulta auto. 
coniugato rispetto a ciaseuna detle reciprocit~ di ~V ; in altri termini, in caso 
di caratteristica :~: 2~ un punlo ~ siffatto dev ~ essere p u n  to b a s e  del sistema 
lineare c~ '~-~ di quadriche definito da q; tossia determinato dalle q)~}. 

Dimostreremo poi (n. 12) l ' i n e s i s t e n z a  di tall punti  ~, onde seguirh che: 

Qualunque sia z, l' algebra ~ risulta del tutto priva di elementi auto- 
nullifici. 

10. Nella parte r imanente  del presente § I I I ,  per semplificare 1 ~ esposizione, 
supporremo che il campo z contenga (non soltanto ~'~ ma) addir i t tura il 
campo 8" (di cui al n. 1). Allora, in virtfi dei nn. 5~ 8, 9, si ha senz'altro che: 

l l  luogo dei pun t i  ~ rappresentativi di nullifiei dell' algebra ~ ~ un n-sire. 
plesso di S~-1. 

Denoteremo con toi, ~o~ ..., ~% i vertici di questo simplesso, ed anche i 
corrispondenti  nullifiei comunque normati, e con o~, o~, ..., on le facee ( n - -  2)- 
dimensionali  di tale simplesso ad essi r ispet t ivamente oppos te ;  sia gli n 
punti  ¢o ehe gli n spazi o risultano intr insecamente riferiti  in modo biuni- 
voco alle radici 0~, 0: . . . .  , 0,~ della (1). 

Ad ognuno dei punti  ~ rappresentat ivi  di nullifici resta intanto associate 
un intero k soddisfacente alle 1 ~ k ~ n - - 1 ,  che chiameremo l 'indice del 
lounto ~ (ed anche del corrispondente null if ico ~ o e~), il quale esprime il 
n u m e r o  degli iperpiani o~. o~, ..., o. di Sn-~ che lo contengono, ossia la 
m o l t e p l i c i t / ~  de tF ipersuper f ic ie  (19) nel pnnto ~; i k suddetti  iperpiani  si 
segano allora secondo un S,~_~_~, il quale ~ la faccia di d i m e n s i o n e  
m i n i m  a dell 'n-simlolesso che eontiene ~. Affineh~ ~ abbia 1' indiee 

k = ind ~, 

manifestamente necessario e suffieiente che in ~ si annullino tutte le de- 
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r ivate  parziat i  di D(x) r ispet to  al le x d ' o r d i n e  k - - 1 ,  ma  non tu l le  quel le  
d ~ ordinc  k. 

In  base al la  (7), si ha  di conseguenza :  

(37) ind ~ >--. n - -  rang  A(x), 

o re  rang  5(x) d ipende sol tanto da ~ (n 3). e non dal la  scel ta  del la  base (u, ,  u2, ... , u,) 
d i $  su y. Vedremo in seguito (n. l l) che nel la  l imi tazione (37) va sempre  
scelto il segno di u g u a g l i a n z a ;  e cib fornisce una nuova  def iniz ione possibile 
de l l ' i nd ice .  Questa  pe rmet te  di es tendere  la nozione di i n d i c e di ~ e ~ anche  
ne l l ' ipo tes i  che sia ~ = 0  o che ~ non sia nul l i f ico  in Cf; nei due casi, 
r i spe t t ivamente ,  a t t r ibu i remo cosi per  def iniz ione a que l l ' i nd i ce  il va lore  n 
od il valore 0. 

1l. Sia  ~ un quals ias i  nul l i f ico d'indice 1 de l l ' a lgebra  ~ ,  tale ciob (n. 10) 
che il re la t ivo punto  ~ giaceia  su uno ed u n o  s o l o  degli iperp iani  o, che 
denote remo con oi. In  virtfi  de l la  (37), in cor r i spondenza  ad un  siffat to ~ (le 
cui  coord ina te  annu l l ano  il d e t e r m i n a n t e  D di A) non pub che avers i  

(3s) r ang  h(~c) --  n -  1 . 

Avuto r iguardo  al n. 4 ne consegue che, posto 

(39) ~1 = Y ,Ui  -}" Y,u.2 -]- ... -}- y , u n ,  

la eondizione 

(40) @ = o 

si t r aduce  in un s is tema di n equazioni  l inear i  omogenee nel le  y fra le qual i  
ve ne sono e sa t t amen te  n 1 di i n d i p e n d e n t i ;  percib, in forza del la  (38), la 
(40) de t e rmina  u n i v o c a m e n t e  i mutu i  rappor t i  delle y :  e sia Hi il corri- 
spondente  punto  (39). 

Def in i t i  poi i punt i  ~(i) con la (17), in forza del ia  ~ i  ~ 0 r i su l ta  al tresi  
ma n i f e s t amen te  

(per j - -  1~ 2, .. . ,  n) ; 

per tanto ,  comunque  si scelgano l e t  in ×, sussis te  l a :  



14 B. S~tm:  Teoria di Galois, fib~'azioni proiettive e geometrie~ ecc. 

In  virtfi delle (18), (38), esat tamente n - - 1  fro i punti  ~d) r isultano lineur- 
mente indipendent i ;  in altri termini, al variare delle t in z il punto dato 
dull' espressione entro purentesi in (41) desc['ive un i p e r p i a n o di S,~_~. Questo 
iperpiano non pub the  coincidere con o~, in quanto esso contiene il punto 
(ottenibile da quell' espressione dundo a l l e t  valori tall che Y~t~ul sin il modulo 
di gt) e, in forza della stessa (41), ~ hmgo di nuttifici di ~ .  Si ha dunque 
in conclusione 

(42) ~ --  0, 

comunque si scelga ~ in o~; sieehb, eel procedimento inizialmente seguito, 
si giunge sempre cello stesso punto vt~ in corrispondenza ad o g n i  punto ~ di o~ 
che ubbia indice 1 (e cio~ non giaccia su altri iperpiani o, distinti da oi). 

Il suddetto procedimento fornisce dunque complessivamente n punti  ~:  

(43) ~i, ~ ,  ".., ~,~" 

Questi sono fro loro distinti. Invero, qualoru ~ coincidesse  con Hi essen. 
do j4=i ,  varrebbe la i42) per ogni seeltu di ~ tanto in o~ che in oi, e quindi 
pure per ogni sceltu di ~ in S~_~; ma cib ~ ussurdo, avendosi ~ i - - ~  in 
corrispondenza al modulo ~ di ~t. (n. 8). In modo anulogo si prova l 'indipen- 
denza lineare dei punti  (43). 

Scelta ora unu qua]siasi combinazione i~, i~, ..., ik di classe k dei hU- 
meri 1, 2, ..., n (con 1 ~ k ~ n - - 1 ) ,  consideriamo gli spazi 

S~_~ --  "~ U ~i~ U ... U "~k" 

In virttt di cib che precede, sussiste la (40) comunque si scelgano ~ in S' 
ed ~ in S". Zn particolare, per k - - n - - 1  S' riducesi ad uno qualunque dei 
punti  ¢o~, mentre  S" ~ un iperpiano di S~_1 ; questo, essendo - per quanto 
sopra - l u o g o  di nullifici di ~ ,  deve quindi coincidere con uno degli o, il che 
val quanto dire t he  i punti (43) aoineidono, a prescindere ul pifi dall 'ordine,  
coi punti %,  ¢')2, ..., ¢o~; e si vedrh poi (n. 12) che v'~ coincidenza anche 
nell' ordine. 

Poieh~ il simplesso determinuto dai punti (43) coincide col simplesso 
dei nullifici, ne diseende che - -  nel l 'argomentazione precedente  - -  lo spazio S" 
coincide con una faccia (kM 1)-dimensionule di quest 'u l t imo simplesso, lu 
quule ~ d 'a l t ronde  arbitrariu, in quunto si pub arbi t rar iamente  disporre del- 
le i. Rileviamo inoltre che, s e i l  ]nogo dei punti ~ che soddisfano alla (40) 
per ogni scel~a, di ~ in S" fosse uno spuzio S* di dimensione >--n--k~ det. 
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ta j~, j~, .... j ,_~ la eombiuazione  complemen ta re  at la  i~, i~, ..., iz r isut te-  
rebbe no~_ v u o t o  lo spazio 

S* (3 o h A oi~ N ... f~ oj~_k. 

Un punto  ~ di q u e s t ' u l t i m o  soddisferebbe a l la  (40) per  o g n i  scel ta  di ~ in 

( ~  U "% U ... U "~l*k) U ('~i, U ~i~ U ... U ~i,,-~.) - -S , , _ , ,  

il che invece non ha  luogo di certo per  il modulo di C[. Pe r t a n t o  S*, cloven- 
do per  quan to  sopra contenere  S' ._k_~. non  pub che avere  d imens ioue  n-k-1 
e coincide dunque  con questo spazio, iNe consegue t h e :  

Una qualunque faccia del simplesso dei nullifici ne definisce un 'al tra  di 
d i m e n s i o n e  d u a l e ,  luogo dei punt i  ~ che soddisfano alia (40) per o g n i  
scelta di ~ sulla prima faccia. E cib esige che nella (37) abbia sempre a valere il 
segno di uguaglianza, ottenendcsi lo stesso luogo quando si f i s s i  ~ in un  
qualsiasi punto della prima faccia d' indice uguale a quello del punto gene- 
rico di questa ; tale indite uguaglia dunque la dimensione della secortda fac. 
cia aumentata di 1. 

12. ,-Vfostreremo era  c h e :  

Due facce del tipo considerato nell' ultimo enunciato sono neeessariamente 
due facce del simplesso dei nullifici fra ioro opposte. 

Cib equivale  a d imos t ra re  che (con le notazioni  del n. l l )  r i su l t a  

(44) ~ --  ~o~ (per i - -  1, 2, ... , n), 

e viene m a n i f e s t a m e n t e  ad impl ica te  la proposizione f ina le  del n. 9. 

[ ncominc i amo  con l ' o s se rvare  che, in base al n. 11, f ra  i punt i  ~ ed ¢o 
in tercedono coincidenze espr imibi l i  sotto la forma 

(45) ,}~ - -  ¢o,.~ (i -"  1, 2, . . . ,  n), 

dove r~, r 2, ..., r~ des igna  una  pe rmutaz ione  dei n u me r i  i ,  2, . . . ,  n ; e che i 
nul l i f ic i  a quell i  relat ivi  soddisfano alle re lazioni  ~ ¢ o j - - 0 ,  ossia a l le :  

(46  ~%~¢oi-- 0 (per i - - l ,  2, ..., n; j~=i). 

Avuto r igua rdo  alla commuta t iv i t~  di ~ ,  e detto m (con 0--< m _< n) it  n u me r o  
dei valori  di i per  cui r i su l ta  ri:~=i, si vede subito t h e  le re lazioni  (46) 
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distinte sono in numero di 

(47) [n(n - -  1) + m]/2 

(taleh~ m dev' essere pari). 
In virt~ del n. 9, il sistema lineare W ivi eonsiderato /~ eontenuto 

in quello che si ottiene dal sistema lineare E, dato da tutte Ie relazioni 
bil ineari  s immetriche fra punti  di S,~_~, esigendo il coniugio rispetto ad esse 
delle varie coppie ( '" i '  ~°i f iguranti  helle (46). Cosi si viene ad imporre a 
7, - c h e  ha la dimensione ( n -  1)(n + 2)/2 - un numero di condizioni lineari 
dato da (47). Sieeome tall condizioni risultano t!ra loro i n d i p e n d e n t i ,  il 
ehe subito si vede assumendo oh t% ... e)~ quale  simplesso di r iferimento delle 
coordinate, e poich~ (n. 9) W ha la dimensione n -  1, cosl dev' essere 

In - -  1) (n --[- 2 ) I2  - -  [ n ( n  - -  1) -{- ra i l2  >-- n - -  1, 

ossia m _< 0. Si ha pertanto m - - 0 ,  e quindi ri = i per i - - 1 ,  2, ..., n, onde 
le (45) ridueonsi alle uguaglianze (44) da stabilire. 

1 3 .  Approfondiremo ul ter iormente i r isultati  dianzi 
in ~ (come al n. 5) la base 

Ui ~ 0 i - ~  

ottenuti,  scegliendo 

( i - - 1 ,  2, . . ,  n). 

Nel seguito duaque,  in conformitfl, col n. 8, 0 dev 'essere  considerato come 
un p u r o  s i m b o l o ,  soggetto alia ~1), e le eostanti di s t rut tura cti] risul- 
tano funzioni razionali di grado zero delle a, faci lmente calcolabili; ad esem- 
pio, si vede subito che per i - { - j  <_ n-{-1  r isul ta :  

0 se l ~ i + j -  1, 
oti] 

1 se l - - i - b ] - - 1 .  

Attualmente,  Pa lgebra  ~ viene pertanto ad essere eostituita dai p o l l .  
n o m i  su z nelia 0: 

(48) ~ = X ( 0 ) =  Z x~0 ~-~ , 

fra i quali si operi modulo f(O) con le ordinarie regole del l ' a lgebra  commu. 
tativa. Affinch~ ~:4:0 sia ua  ntdlifico di ~ ,  occorre e basta ~che ~ contenga 
un ~ ~ 0  tale che ~ --  0, e cio~ esista un poliuomio non hullo 

-" ¥(0) - -  ~ y~0 ~-~ 
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tale che 

(49) X(0). Y(0) ---- 0 (rood f(0)). 

1~ subito visto che, al l 'uopo, ~ neeessar io  e suf f ic iente  ehe suss is ta  l ' uguag l i anza  

R(x) = O, 

ore  R(w) denoti  il r i su l t an te  di f(0) ed X(0) (presi in quest '  ordine). Poieh~ 
tale r i su l tan te  ~ una  forma a eoeff ic ient i  in ter i  di grado n helle x (e di 
grado n ~ 1 nel le  a), cosi - -  avuto anche  r iguardo  ai nn. 5, 8 - -  si ha  che 
d e v '  e s s e r e  : 

R(x) - -  cD(x), 

con c i n d i p e n d e n t e dal le  w. Posto  in quest '  uguag l i anza  ~ - -  :c~ --  ... - -  

-" x ~ - - 0 ~  un faci le  calcolo most ra  t h e  r i su l ta  D - - , % ,  R - -  ao w~, epper- 

tanto  c -  ao . Sussis te  qu ind i  l ' iden t i t~  : 

(50) R(x) --  a'o~ID(x), 

la quale,  in base al la  (20), porge una  nuova definizione poss ib i leper  la norma 

di ~. 

14. Dal n. 13 si ha  the ,  affinchi~ l ' e l emen to  ~ dato dal la  (48) r isul t i  
n u l l i f i c o  in ~ ,  oceorre e basra ehe il pol inomio X(0) (di grado n - - 1  
nell~ 0) abbia a comune  un certo n u m e r o  k di radiei  con f(0)~ ore  1 
<:: k ~_ n - -  1. Det te  0~1, 0~ 2, . . . ,  0i~ tal i  radici ,  e des igna te  con 0jl, 0i2, . . . ,  0i._k 

le r imanen t i  n - - k  radic i  di f(O), per la val idi th  del la  ~ --  0, e cio~ del la  (49), 
occorre  e basra  che Y(0) sia divis ibi le  per  (0--0]L)(0 - -0 t2  )... ( 0 -  0/n_k); sic- 

ch~ ~ - -  Y(0) v iene  in cor r i spondenza  a d ipendere  l i nea rmen te  ed omogenea- 
mente  da k paramet r i .  Avuto r iguardo  ai nn. 10, 11, cib impl ica  t h e  k ugua-  
gH l ' i n d i c e  di ~, s icch~:  

L ' ind i ce  k dell 'elemento (48) di ~ coincide col numero delle radici  comuni  
ad X(O) e f(O), n ~ k venendo allora ad identi f icarsi  col rango della matrice h(x) 
(quadrata d' ordine n) definita al n. 2. 

15. In  virtfi  dei nn. 9-11, l ' a l g e b r a  ~ possiede e sa t t amen te  n nullif ici 
d ' indice  n - - 1 ,  c iascuno def in i to  sol tanto  a meno di un  fa t to re  scalare  (ele- 
mento  non  hUllO di x), tali  nul l i f ic i  non  essendo al tro t h e  quel l i  rappresen-  
tat i  al n. 10 med ian te  i punt i  ¢o~ ¢%, ... ,  ~% ( v e r t i c i  del s implesso dei 
nutlifici) .  Scel ta  la base in ~ come indica to  nel  n. 13, e tenuto  conto del n. 14 
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e del fat to t he  (n. 1) f(0) ha d i se r iminan te  non hullo,  si possono manifes ta .  
mente  n o r m a r  e que i  nul l i f ie i  in guisa  ehe r i su l t i :  

f(o) (i = 1, 2, ..., n). 
(51) o)~ _ (0 - -  0~) f'(0~) 

I nul l i f ie i  (51) eos t i tu i seono una  b a s e  per  l ' a l g e b r a  4 ,  in virtfl  del- 
F ind ipendenza  l ineare  d e i  loro pun t i  rappresen ta t iv i .  Avuto  r iguardo  al n. 13, 
si vede poi  subi to  che va tgono le 

(52) to#o i - -  0 (i, j = 1, 2, ..., n ; i =~=j). 

R i su l t a  inol t re  

(53) _ ~o, P , ( O )  
c o ?  - -  ~oi - -  f ' (Oi )  

dove Pi(0) des igna  un p o l i n o m i o  di grado n - - 1  in 0 espresso  d a :  

P ~ ( 0 )  = f ( O ) / ( o  - -  o~) - -  f ' ( o ~ ) ,  

il qua le  eh i a r amen te  si annu l l a  per  0---0~.  Tenu to  conto del la  (51), il seeondo 
m e m b r o  della, ( 5 3 ) r i s u l t a  d u n q u e  an  pol inomio (di grado 2 n - - 2 )  in 0 che 
si annu l l a  per  0 -  01, ol t recoh6 - -  al par i  del seeondo membro  del la  ( 5 1 ) -  
pe r  ogni 0----0~ con j:~=i. Esso 6 d u n q u e  d i v i s i b i l e  p e r  f(0); sicch6, 
in forza d e l  n. 13, la (53) mos t ra  che in 4 suss is tono le uguagl ianze  

(54) to~ ~ - -  to~ (i ---- 1, 2, .. . ,  n). 

Le  (52), (54) vengono  in def in i t iva  ad esp r imere  ehe :  

L '  algebra 4 su  di u n  campo z ~ ~*, re la t i va  ad  un ' e s t ens ione  commuta .  

t iva  separabile d ' o r d i n e  n di  u n  campo "(, r i s u t t a  sempre  s o m  m a  d i r e t t a  

di  n algebre del 1 ° ordine,  c ia seuna  i s o  m o r  f a al  campo x. 

16. L'  u l t imo enunc ia to  de t e rmina  c o m p i u t a m e n t e  la s t r u t t u r a di 4 ,  
hel le  ipotes i  ivi ammesse .  Cosi ad esempio,  poggiando  sul le  (52), (54) e rieor- 
dando  la convenz ione  fa t ta  al la  f ine del  n. 10 ed il n. 14, si o t t iene  subi to  ehe : 

Gli e lement i  d' i n d i e e k di  4 (O ~ k <-- n) sono tutte e sole le combina- 

z ioni  l inear i  di  n -  k degli o)i, a coeff icienti  in  x tu t t i  d ivers i  da zero, i 

n u 1 l i f i  c i essendo quegli  e lement i  di  C~ il  eui i nd i t e  k sodd i s fa  alle 1 

<_ k ~ n - - 1 .  Gli i d e m p o t e n t i di 4 non  sono al tro che le somme  di  
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taluno fra gli oh; in particolare, mediante la base formata  dalle ~), il 
m o d u l o di ~ viene espresso precisamente da ~, ~- ~% ~- ... -~ (~,~. 

Un altro corollario immediate,  il quale potrebbe pure venire stabilito 
in mode diretto poggiando sui nn. 10, l l ,  ~ il seguente:  

Nell 'algebra ~ ,  l ' indiee di un  qualsiasi prodotto risul la 'maggiore od 
uguale all' indiee di ciaseuno dei fallori. 

§ IV. - Gruppo di Galois di un 'es tens ione algebriea nel case dei campi 
f i n i t i .  

17. Sin ~ un campo ottenuto da un campo y mediante un~estensione 
propria finita separabile,  per la quale conserviamo lc notazioni del n. 1. 
Supporremo inoltre che tale estensione - -  ossia la corrispondente equazio- 
ne ( 1 ) -  risulti  n o  r m a l e, e eio~ (n. 1) ehe ~ coineida col campo ~* di 
decomposizione della (1). 

Ramment iamo che, sotto le condizioni test~ ammesse, il g r u p p o  F 
degli automorfismi di ~ ehe lasciano fissi i singoli elementi di y viene chia- 
mate il gruppo di 'Galois  di ~ rispetto a ~. Tale gruppo r isul ta  d ' o  r d i n e n 
(uguale a l l 'ordine  dell 'estensione),  ed induce fra le n radici della (1) un 
g r u p p o  t r a n s i t i v e  di sostituzioni a quello i s o m o r f o ,  d e t t o  il 
gruppo dell 'equazione (1) od anehe del polinomio f(O) sopra y (3). 

Vedremo poi (n. 26) come del gruppo suddetto possano venir  date varie 
altre definizioni, di earat tere geometric0, una delle quali fa soltanto interve- 
hire la forma D(w) di cui ai nn. 21 5, 13. 

18. Le eondizioni specificate nel n. 17 per  "f e ~ risultano tu t te  automa- 
t icamente soddisfatt% nel t ' ipotesi  the  ~ sin un  sottocampo proprio di un  cam. 
po ~ f i n i t e .  In tale ipotes i ,  designate l 'o rd ine  di y con 

q - - p h  (p numero primo, carat ter is t ica di y), 

l ' es tensione d 'ordine  n di ~, fornisce un campo. 8, d 'ord ine  

q~ - -  q~ - -  p h . .  

]~ ben note (cfr. ad esempio B. SEG~E [i l ,  18], n. 78) ehe ,( e $ ammet- 
tone in tutto r ispet t ivamente h ed hn a u t o m o r f i s m i ~  uno  qualsiasi  

(3) Cfr. ad esempio VAN DER WAERDEN [28], § 52. 
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di ques t i  t r a s fo rmando  ogni e lemento  ~ del eampo in ~p~, per  un  da te  i 
( r i spe t t ivamente  def in i te  sol tanto modulo h o modulo hn). Denota.ta ques t 'u l -  
t ima  t ras formazione  con ~ o con z~ secondoehb essa opera  su T o su $, 
chiaro  al lora che z~ m u t a  in s6 il campo T subord inando  in esso l ' au tomor-  
fismo z~; e si r a m m e n t i  inol t re  che r i s u l t a :  

~ - - ~ j  s e e  soltanto se 

,Ci - - -  -g] >> >> >) )> 

i --~ j (mod h), 

i -=- j (mod hn). 

Ne d iscende  che, aff inchb "~i appa r t enga  al gruppo di Galois di ~ rispetto 
a y, oceorre e basra che ] ' au tomor f i smo  ~ da esso subord ina te  in ~" co inc ida  
con l ' a u t o m o r f i s m o  identico,  ~0, e cio~ the  si abbia 

i ~ 0 (rood h). 

Per tan to ,  le n t ras formazioni  di d e t t o  gruppo sono p rec i samente  la 

e le successive p o t e n z e  di ques t a :  

~2h  - - -  P~ , (~Sh - -"  p3  , ..o , (~nh - ' -  ~ n  

l ' u l t i m a  delle quali ,  t r a s fo rmando  l ' e l emen to  ~ e ~ in ~P~ - -  ~ql - -  ~, non 
t h e  l ' i d e n t i t / ~ .  

me d iscende  il fat to ben note  (cfr. ad esempio B. SEGnE [11, 18], n. 75) 
the ,  f i ssa ta  comunque  una  radice  0 - - 0  t (in ~) de l l ' equaz ione  i r r idueib i le  (1), 
le n radic i  

(55) 0, , 0~, . . . ,  O, 

di ques ta  possono veni re  o rd ina te  in guisa  che r i su l t i  

O~ - -  0 q ~  (i - -  1, 2, . . . ,  n). 

Ed ~ subito visto ehe c iascuna  delle suddet te  t ras formazioni  opera  u n a  
s o s t i t u z i o n e  e i r e o l a r e  sulle (55), la pi, mu tando  prec i samente  0i 
in 0i+i, love 0 i - -0j ,  se, e sol tanto se, j ~ j '  (mod n)]. 
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In conc lus ione ,  abb iamo cosi d imos t r a to  e h e :  

Tango il  gruppo di Galois di  u n  campo finito ri:~pelgo ad u n  suo sotto- 

campo, quanto  il  gruppo di  u n  pol inomio  irriducibile sopra u n  campo finito, 

r isulgano sempre c i c l i c i (~). 

§ V. - E l ement i  di un 'es tens ione  algebriea aventi  norma assegnata,  con 
part ieolare  r iguardo al easo dei eampi f in i t i .  

19. S ia  ~ un  campo  dedot to  da un  campo  "l" med ian t e  u n ' e s t e n s i o n e  al- 
gebr ica ,  pe r  la qua le  conse rv i amo  le ipotesi  e le no taz ioni  del  n. 1. Designe-  
remo ino l t re  con "~', 5' i g r u p p i  m o l t i p ] i e a t i v i  (abel iani)  di 3", $, 
fo rma t i  ciob dagli  e l ement i  non  nul l i  di tali  due  campi~ compos t i  me d i a n t e  
p rodot to  in ques t i  u l t imi .  

Ad ogni  e l emen to  ~ d i $  che  sia non hullo,  e ciob a p p a r t e n g a  a 8', res ta  
assoc ia ta  la n o r m a 2~T(~), da t a  a n c h e  (n. 5) da  D(x); ques t a  ~ un  e l emen to  c 
di y, non hul lo  (n. 4) e qu ind i  a p p a r t e n e n t e  a "f. P o i c h b -  c o m ~  ben  noto - -  
la n o r m a  del  p rodot to  uguag l i a  il p rodot to  del le  norme,  cosi  l ' a p p l i c a z i o n e  

(56) ~ -~  I)(x)  

def in i sce  un  o m o m o r f i s m o  di ~' in ,('. D e n o t e r e m o  con $'i e con y'~ il 
n u c l e o  di ta le  omomor f i smo  e l ' i m a g i n e  di 5' secondo esso, i qual i  
s a r a n n o  r i s p e t t i v a m e n t e  s o t t o g r u p p i di 8' e y'. ]~ ch ia ro  che  il  gruppo  ~'~ 

eonsisge deggi elementi  ~ di  ~ di n o rm a  un i tar ia ,  per  cui ciod r i su l ta  

(57) D(x)  - -  1 ; 

e de s igne remo  con v il n u m e r o  c a r d i n a l e  d e W i n s i e m e  fo rma to  da  
tall  e lement i ,  ossia il n u m e r o  (p o s i t i v o ,  f ini to  od infini to)  del le  soluzioni  

della (57) in ~'. 
Da quan to  sopra  segue  s e n z ' a l t r o  c h e :  

L 'equaz ione  algebriea su  ,[ di grado n nelle n variabigi x~: 

(58) D(x) - -  c ,  

con c egemento non hul lo  di  "5 ammetge o non  ammegte soluzioni  in  "~ secon. 
doohd c ~ o non  ~ elemento di "l'~; essa dunque  possiede s e m p r e 
soluzioni  se, e solganto se, "l'l coincide con y', ossia se l 'appl icaz ione  (56) 

(4) Per il caso in cui y sia un campo fondamentale (e cio~ se h ~  1~ p~--q)~ err. VAN 
DER WAERDEN [28], p. -I.65. 
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r i s u l t a  u n  o m o m o r f i s m o s u (~). I n  ogni case, p e r  qua l s ias i  scelta di  c 

in  ?'~ la (58) ha sempre  lo  s l e s s o  n u m e r o  v di soluzioni  della (57), gli ele- 

m e n t i  ~ di  ~ ineren t i  a la l i  so luz ioni  cosl i tuendo u n  s i s l ema laterale di  ~'~ in 8'. 

20. Esaminiamo da ultimo pifi da vicino l 'eventaaliti~ ohe i campi y 
e ~ siano ambedue f i n  i t  i, oonservando per essi le notazioni del n. 18. 
I c o n i u g a t i  ~i di un qualsiasi eIemento ~ di ~ non sono allora che i 
t rasformati  di ~ mediante le varie trasformazioni p~ del gruppo di Galois 
di ? rispetto a $, e valgono dunque 

Si ha pertanto : 

N(i )  = ~ ~ ... ~ = ~ , 

(i = 1, 2, . . . ,  n). 

dove ,  per abbreviare, si b posto 

(59) v = i + q + q ~ + . . . + q - - ~ .  

Ne consegue ehe, at tualmente,  l 'equazione (58) equivale alla 

(60) ~ = c, 

con c elemento non hullo di "h che percib soddisfa notoriamente alia 

C q - ~  - -  1 . 

In base a classiche propriet~ deIle radici v m" in un campo finite (per le quali 
cfr. ad esempio B. SE(~RE [11, 18], n. 79), la (60) viene ad ammettere  in 
esat tamente v radici  ~ dis~inte, sicch~: 

Con le notaz ioni  de l l ' enunc ia t e  del n. 19, quando  ~ ~ f i n i t e  r i su l la  

sempre  ?'~ = "C' ed i l  n u m e r o  v delle soluz ioni  x in  ? della (58), per  o g n i 
e lemento ~ non  hul lo di  y, ~ quello date dal la  (59) (6). 

(5) Q u e s t ' e v e n t u a l i t h  h a  luogo so l tan to  in  east specia l i  (come quel lo  cons idera te  al 
success ive  n. 20), che  s a r e b b e  i n t e r e s s a n t e  di  ca ra t t e r i zza re  tu t t i  a l t r i m e n t i ;  ad esempio~ essa  
n o n  si  p r e s e n t a  m a n i f e s t a m e n t e  n e l l ' i p o t e s i  ehe y sia  it eampo rea le  e ~ s i a i l  campo com- 
plesso. 

(8) :Per una  d imos t r s z ione  a ca r a t t e r e  geemei r i co  di ques t '  u l t imo risullato~ err. B. SE- 
GI~E [19], a. 35. 
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PARTE SECO~DA 

R a p p r e s e n t a z i o n i  g e o m e t r i e h e  r e l a t i v e  a d  e s t e n s l o n i  

a l g e b r i c h e  e f l b r a z i o n i  c h e s e  n e  d e d u c o n o .  

§ VI. - Fibrazi0ni di spazi grafiei. 

21. Consideriamo un qualsiasi  s p a z i o  g r a f i c o  i r r i d u c i b i l e  
{nel senso di B. SEGRE Ill ;  1S], nn. i05, 106), di dimensione s - - l ,  che 
denotiamo con S~_~. Un sistema ~. di sottospazi Sn_~ di Ss-~ (ore 1 < n < s) 
si ~ direr costituire una fibrazione (globale) di S~_~ - -  mediante spazi S,_~ - -  
quando per o g n i  punto di S~_1 passi u n o  e d  u n  s o l o  S,_~ di ~ (~). 

Fibrazioni siffatte sono state considerate  in preeedenza quasi  unicamente  
nel easo in eui S~_~ sia uno spazio proiett ivo (lineare) sul campo reale;  la loro 
determinazione, equivale allora a quel la  di fibrazioni di un' s -s fera  mediante 
n-s fe re  equatoriali .  Per  l' e s i s  t e n z a di fibrazioni differenziabili di questo 
tipo b n e e e s s a r i o  (cfr., anche per  altre eitazioni, l ' In t roduzione ed il 
n. 1 di B. SEC~E [14]) che:  

1) n divida s, 

2) n sia una potenza del 2, 

e si eonosce altresi un certo numero di esempi al r iguardo;  non si sa perb se le 
1), 2) siano o meno sufficienti, la questione di un 'esaur ien te  determinazione 
di quelle fibrazioni (legata allo studio delle algebre primitive reali) essendo 
tuttora aperta. 

Un altro caso importante,  sul quale avremo in seguito occasione di 
soffermarci  a lungo, b quello - -  preeedentemente  studiato da J. ANDR]~ It], 
§ S - -  in cui ad S~_~ s ' imponga  la sola restrizione che risulti  s -  2n. 

Nel numero successivo proveremo c h e l a  1) b anehe n e e e s s a r i a  nel 
caso degli spazi grafici f i n i t  i; r isul terk poi (n. 26) che ~ a differenza 
di quanto accade . su l  campo reale - -  per gli spazi di Galois essa b al tresi  
sufficiente.  

22. Stabil iremo qui il seguente teorema. 

Affinchd uno spazio grafico finito irriducibile S~_1 ammetta 
zione v_] mediante Sn_l,  ~ necessario che n divida s. Posto aliora 

una fibra. 

(61) s "- nr, 

(7) Pi¢~ in  generale,  possono in t rodurs i  f ibrazioni  parziali  to locali), di cui qui  per6 
non  faremo uso;  su ci6, eft'. B. SEGR~: [14]. 
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e detto q (~_2) l' o r d i n e  di S~_~ (ossia il numero dei punt i  s i tuat i  su di 
una  sua retta quals iasi  d iminui to  di 1), ogni ~ s i f fa t ta  viene a constare di 

t62) 

spazi S~_. 

Premetf iamo al l 'uopo uu semplice 1 e m m a aritmetieo, ehe riuseir~t anco- 
ra utile pifi mrdi.  

S e n  :> 1, s :> 1, q ~-- 2 denotano tre interi  qualsiansi ,  r isul ta  

(63) (~/'~ - -  1,  qS _ 1) = q ( ' , ' ) - -  1,  

ove ad esempio (n, s) designa, al solito, il  massimo comun divisore di n ed s. 

Invero, supposto per fissare le idee s ~  n, sia r il quoziente e t il  resto 
della divisione di s per n, taleh~: 

s - - r n  Zr t con O ~ t < n .  

5Te consegue che b 

q~ - -  I - -  qt(q~ 1) + (qt 1) con 0 ~ q t ~ l  ~ q ' - - I  

(il segno di uguaglianza nelle ult ime limitazioni avendo luogo se, e soltanto 
se, t----0t, onde q t _  1 ~ il resto della divisione di q~--i  per q ' - - 1 .  Pertanto,  
il procedimento euclideo per il ealcolo del massimo comun divisore (n, s) 
di n e d  s si riflette nel l 'analogo procedimento per il ealcolo di (q'~--1, q~--1), 
in guisa che i due procedimenti  vengono ad arrestarsi  al medesimo tempo; 
it confronto degli u l t i m i  r e  
appunto la (63}. 

Suppongasi ora che vi sia 
teorema inizia]mente enunciato.  

s t i non nulli ottenuti con quelli, fornisce 

una fibrazion% E, del tipo contemplato nel 
In  base alla definizione di fibrazione (n. 21), 

il numero v - -  necessar iamente  f i n i t o -  degli Sn_l di E deve uguagliare il 
quoziente f r a i l  numero ( q ~ - - l ) f f ( q - - 1 )  dei punti  di S~_ i ed il numero 
( q ' - - l ) / / ( q  - [ ) d e i  punti di un qualsiasi Sn_~. Perianto,  il primo membro 
della (63) deve a t tualmente  valere qn__ 1, e la (631 porge (n, s ) - - n .  Sussiste 
dunque la (61) e v viene ad esprimersi  con la (62), come asserito. 

23. Ritorniamo ~ supporre ehe $8-1 si~ uno spazio l ineare sopra un 
campo "~" qualsiasi, ed ammett iamo che valga la (61). Per  f ibrare S,-1 
mediante S,-1,  potremo proeedere nel modo seguente (cfr. B. SEGJ~E [14], n. 2). 
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R i f e r i amoe i  ad un '  a l g e b  r a ~ sul eampo  y, suppos ta  es is tente ,  ehe  
sia d ' o r d i n e  n e p r i m i t i v a  (pr iva cio8 di nullif ici) ,  ma  - -  pel  mo- 
m e n t o -  non  n e c e s s a r i a m e n t e  c o m m u t a t i v a  od associa t iva .  F i s s i amo una  base 
(ui ,  u., . . . .  , u , )  di ~ ,  talch~ - -  r i spe t to  ad essa - -  ogni  e l emen to  ~ e ~  avrh  
un a  n - p l a  di componen t i ,  e l ement i  x q ,  xi~, ..., x~n di ~' ( tutt i  nu l l i  se, e 
solt]anto se, ~ -  0), tal l  che  

~ : x~ u~ + x~. u~ -b ... + x~,~ u , .  

Dando  ad i i va lor i  1, 2, ...,r~ po t r emo  i n t e r p r e t a r e  le r n - - s  var iab i l i  x ; i e ' (  
- -  in un  o rd ine  c o m u u q u e  f issato - -  qual i  coord ina te  omogenee  di pun to  in S~_~ ; 
cib por ta  ad a t t a cca r e  ad ogni  pun to  di S~_~ una  r - p l a  di e l e m e n t i  

( 6 4 )  ~ ~.~ ~ 

non  tu t t i  nu l l i  di ~ ,  def in i t i  a meno  di un  c o m u n e  fa t to re  sca la re  (e lemento  
non hul lo  a rb i t r a r io  di ";). Cons ide r i amo poi un  u l t e r i o r e  e l emen to  di ~ :  

(65) : t~ u~ -[- t2 u2 -}- ... "k- t,~ u , ,  

e d i s t i ngu iamo  due casi, secondoch~ si suppone  o meno  che sia r : 2. 
Se r - -  2, ossia s - -  2n~ 1' equaz ione  

(quando si uguag l ino  l e  eomp o n e n t i  omon ime  dei due  membr i )  r a p p r e s e n t a  
pe r  ogni  z e ~  un  Sn_, di S~_,  A1 v a r i a r e  di ~ in ~ ,  si ha  cosi un  i n s i e m e  
di S~_1; e bas ta  agg rega re  a ques t i  lo spazio di equaz ione  ~ - -  0, pe r  o t t ene re  
un a  f i b r a z i o n e  di S~_~ med ian te  tall  spa~i. ]~ eh ia ro  ehe  ques t i  u l t fmi  

vengono  a c o r r i s p o n d e r e  b i u n i v o e a m e n t e  senza eccezioni  ai pun t i  di u n a  re t t a  
S,._I - -  Si su cui le ~ ,  ~ ~ ~I s iano a s sun te  qua l i  coord ina te  omogenee  des t re .  

Se non si pone ne s suna  res t r i z ione  per  r, a mme t t i a mo  ora ehe l ' a l g e b r a  
sia a s s o e i a  t i v  a (ma non n e c e s s a r i a m e n t e  eommuta t iva) .  In  q u e s t a  

ipotesi ,  pe r  ogni  seel ta  del le  ~ ,  ~2, . . . ,  a-  qual i  e l emen t i  non tu t t i  nu l l i  di gI 
ed al va r i a r e  del p a r a m e t r o  z=~=0 in ~ ,  ]e 

(66  

sono le e q u a z i o n i  p a r a m e t r i c h e  di un  Sn_l di S~_ i (o t tenendosi  il 
medes imo  S._1 o r e  si mol t ip l i ch ino  tu t te  le ~ a des t ra  per  uno  stesso fa t tore ,  
e l emento  non  nul lo  a rb i t r a r i o  di ~).  I1 s i s t e m a Y. degli  S ,_1  cosi def in i t i  

Annal i  di Matemat tva  4 
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al va r i a r e  del le  g cos t i tu isee  a l lora  una  f i b r a z i o n e  di Ss-~; ed ~ mani-  
festo ehe  gli S,_~ di E risultano ad equazioni su ~+, ed in  corrispondenza 
biunivoea senza eocezioni coi punti  dello spazio S~_~ destro su ~ in cui le (64) 
siano coordinate omogenee di punto. 

§ VII.  - Ampliamenti di spazi pascaliani, e s i s temi  g r a f i e i  elementari. 

24. Sia  S~_~ un  qua l s ias i  spazio gra f ico  p a s c a 1 i a n o ,  di d imens ione  
r - - 1 ~ 1 ,  ossia (B. SE(~]~ [11, t8], n. 119) uno spazio l inea re  ( r ~ l ) - d i m e n -  
s iona le  sopra  un  dato e a m p o y. Se 'i" non ~ a l g e b r i e a m e n t e  chiuso,  nel lo  
s tudio  de l la  geome t r i a  a lgeb r i ca  in S~_~ c o n v i e n e  soven te  a mp l i a r e  S~_z 
col sos t i t a i re  a ,[ un  nuovo  eampo  base, 8, e s tens ione  a lgebr i ea  p ro p r i a  di ? ;  
e c i b v i e n e a d e f i n i r e u n a e s t e n s i o n e  o d  a m p l i a m e n t o  d i S ' , . _ ~ i n u n o  
spazio pasca t i ano  su 8, a n e o r a  di d imens ione  r - -  1, ehe  d e n o t e r e m o  con Sr_~. 

Un p rob l ema  che cosi si p resen ta ,  s i ngo la rmen te  espress ivo  nel  easo in 
eui  y sia il c ampo  r ea l e  e ~ sia il eampo  complesso  is), ~ que l lo  di p e r v e n i r e  
a descrivere la geometria algebrica in  Sr_~ senza uscire dal campo ¥ iniziale; 
il che  m a n i f e s t a m e n t e  pub ven i re  o t t enu to  senza diff icol t~ quando  si sin 

t rova to  un  "modello,, algebrico dell'S,._~, interamente definito su y. 
A p p r o f o n d i r e m o  in segui to  ques to  prob lema,  l imi tandoe i  - -  per  b rev i t~  di 

d iscorso - -  al easo in cui  1 "~ es tens ione  a lgebr i ca  (d' o rd ine  n ~ 2} che fa passa re  
da  ~" a ~ sia s e p a r a b i l e ;  cond iz ione  ques t a  che  ~ ad esempio  sempre  
soddis fa t ta  neW ipotes i  che  "~" sin f in i to  od abbia  c a r a t t e r i s t i e a  zero. P e r  la 
sudde t t a  es tens ione,  po t remo pe r t an to  ado t t a re  le uo taz ioni  del  n. 1. 

25. I n t rodo t t o  - -  con le no taz ioni  del  n. 24 e seeondo  q u a n t o  sugger i to  
dal la  (61) - -  l ' i n t e r o  s - -  nr, cons ide r i amo  anz i tu t to  uno s p a z i o  S~_~ 
p a s e a l i a n o  s o p r a  ~,. R i f e r i am0e i  qu ind i  all ~algebra ~ su • relativa 
all'estensione di ~, in ~ (n. 8) e, me d i a n t e  ques ta ,  de f in i amo  in Ss-~ il 
s i s t e m a E di S,_~ su ~, nel modo spec i f ica to  nel l '  u l t imo capoverso  del n. 23. 

Questo s i s t ema  E r i su l t a  esso stesso d e f i n i t o  s u  y, cos t i tuendo  u n a  
f i b r g z i o n e di S~..~ a mezzo di S . _ r  di un  t ipo  ben  de te rmina to ,  che  verr~t 

ea ra t t e r i zza to  p r o i e t t i v a m e n t  e nel  n. 27;  un  ~ s i f fa t to  sarfi denomina to  bre- 
v e m e n t e  un  sistema grafico elementare di S~_~ delFS~_~. In  virti~ di q u a n t o  
r i l eva to  al la  f ine  del  n. 23, il sudde t to  s i s tema E v iene  a cos t i tu i re  un  primo 
"modello,, algebrico dell 'S, ._~ (del t ipo r ich ies to  al n. 24). 

(s) In tal caso, il problema in esame ~ stato da tempo sviscerato da C. SEGRE in 
lavori [21, 23] ormai classici, che hanno poi dato luogo a numerose rieerche ulteriori di 

vario genere (metrico; differenziale, ece.; cfr. ad esempio B. SEGRE [10]), dimostratesi, anche 
utili nello studio delle funzioni analitiche di pifi variabili. 
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Osserviamo poi ehe, sul la  g r  a s s m  a n n  i a n  a r appresen ta t iva  degli  
spazi S~_~ di S,_~, gli S._~ di E hanno  qual i  immagin i  i punt i  di una  var ie tk  
a lgebr ica  Wd, di d imens ione  

(671 d --  (s - -  1) - -  ( n -  I) -"  n ( r -  1) 

ugua le  a queI la  di ~. Questa  var ie th  r i su l t a  d e f i n i t a  su ./ ed in 
cor r i spondenza  b iun ivoca  senza eccezioni coi pun t i  di Sr_~, le sue eqt)azioni 
deducendos i  senza dif f icol th  dal le  (66~, ond ' e s sa  cost i tu isce  un  secondo 
"modello,, algebrico dell' S,._~ (esso pure  del tipo richiesto).  

Si ot t iene i a f ine  un  terzo "modelto,, procedendo nel modo seguente .  In  
luogo che all '  Sr_~, r i fe r iamoci  - -  per  semplic i t~  esposi t iva - -  ad uno  s p a z i o 
p a s c a 1 i a n o S,. s u 8. In  questo,  le (64) denot ino  coordina te  proie t t ive  n o n 
o m o g e n e e di punt% ed S~_~ sia i l  re la t ivo " ipe rp iano  all '  inf in i to , , ;  le (64) 
possono dunque  anche  pensars i  qual i  coordina te  Proiet t ive o m o g e n e e dei 
pun t i  di detto iperp iano  (o coeff ic ient i  d i re t t iv i  dei "p u n t i  a l l ' in f in i to , ,  4i S~). 
L e n r -  s component i  delle (64) sono e lement i  di y, i qual i  ~-- in  un  ordine  
c omunque  f i s sa to - -  possono veni re  assun te  a coordinate  n o n o m o g e n e e di 
pun to  entro un Ss p a s e a l i a n o  su y; e sia S~_~ il re la t ivo " ipe rp iano  
a l l ' i n f in i to , , .  I l  p roced imento  de l l ' u l t imo  capoverso del n. 23 fornisce a l lora  
una  rappresen taz ione  b iunivoca  dei punt i  di S,._~ cogli spazi di un certo 
s i s t e m a  g r a f i c o  e l e m e n t a r e ,  ~ di S~_~ di Ss-1. 

In  def ini t iva,  si ha cosi una  r a p p r e s e n t a z i o n e  b i u n i v o c a  
di S,. med ian te  S~, nel la  quale  i "pun t i  al finito,,  di S~ hanno per  immagin i  i 
"pun t i  al f i n i t o ,  di S~, ment re  i "pun t i  a lF inf in i to , ,  di S,. si r appresen tano  
cogli Sn_~ del suddet to  s is tema ~ (cost i tuent i  una  f ibrazione de l l ' i pe rp iano  S~_~ 
"all ' infinito, di S~). 

26. Un caso pa r t i co la rmen te  in te ressan te  ~ quello in c u i - ~  sia un  
qua ls ias i  e a m p o  f i n i t o  (o di Galois);  y a l lora  - -  sot tocampo proprio  
di ~ --  ~ esso pure  f ini to  e, a par te  cib, pub venir  scelto a rb i t r a r i amen te  
ass ieme ad n (=> 2) med ian te  oppor tuna  de te rminaz ione  di 8. Inol t re ,  
a t tua lmen te ,  t' es tens ione  da y a ~ viene senz' al tro ad avere  i requis i t i  r ich ies t i  
h e l l ' u l t i m o  capoverso del n. 24. 

In  base  a eib t h e  si ~ detto al n. 25 c i rca  i "modell i , ,  degti  S,._1 del  
pr imo tipo, si ha  per tan to  che :  

Un qualsiasi S~_~ di Galois (ossia uno spazio proiettivo su di un campo 
finito), la cui dimensione s -  1 soddisfi alla (61), pub sempre venir f i b r a  to  
mediante spazi S~_I. Invero, fra siffalte fibrazioni di S~_~ vi sono sempre 
almeno quelle date dai sistemi grafioi elementari che fanno di S~_~ un 
"modello,, del primo lipo di uno spazio (r ~ 1).dimensionale di Galois. 



28 B. SEdan: Teoria eli G~doi~v, fib~'(~zioni proiettive e geometric, ecc. 

27. C o n s i d e r i a m o o r a u n q u a l s i a s i  s i s t e m a  g r a f i c o  e l e m e n t a r e ,  
E, per il quale conserviamo le notazioni del n. 25; e proponiamoci di dare 
di esso una c a r a t t e r i z z a z i o n e  p r o i c t t i v a .  

A tal fine, b opportuno d i a  m p l i  a r e Ss_~ (nel senso del n. 24) in uno 

spazio Ss*-~, il quale abbia come campo base l 'es tensione ~* (di cui al n. I) 
del eampo base ~' di S~_~. Riferiamoci poi all' algebra ~*  su ~+'~ r e 1 a t i v a (nel 
senso del n. 8) all' estensione da T a ~; e rappresent iamo gli elementi  x e ~ *  

col punti  di uuo spazio S,*_1 su ~*, nel modo specificato al n. 9. Cib va] 
quanto dire che, se -c =~:0 si esprime con la (65) (in cui le t ora denotano 

S._~ ~ quello elementi  non tutti nulli di ~*), il punto rappresentativo di ~ in * 

di coordinate omogenee (t~, t : ,  ..., t,~); in S*_~ si ottiene cosi un n-simplesso 
rappresentativo dei nullifici  di ~* (n. 10)~ i cui vertici o)~ ¢%,..., ¢% corri- 
spondono biunivocamente alle radici 0~, 02 , ..., 0n della ~1), tali punti essendo 
fra loro c o n i u g a t i  nel l 'es tensione da ~" a ~*. 

Cib premesso, consideriamo I'S,~_~ di ~, rappresentato dalle equazioni 
parametr iche  {66)(in cni le ~ siano r elementi  arbi t rar iamente  fissati non 
tutti nulli  di ~ _  ~*). Detto P~ il punto di S~_~ fornito dalle (66)per z--~o~, 
ogni coordinata ~ relat iva a P~ soddisfa alla condizione 

68) ind ~ --> n - - l ,  

in forza de l l 'u l t ima proposizione del n. 16 e del fatto che, per definizione 
delle % risulta ind o ) ~ - - n - - 1 .  Pifl precisamente,  in forza delle t66), gli 

spazi S*-1, S.±1 vengono ad essere riferiti  fra loro in una corrispondenza 
o m o g r a f i c a ,  definita su T, ehe muta ~%,¢%, ...,~o,~ ordinatamente in 
P l ,  P~, -.., P-.  Pertanto,  anehe l ' ampl iamento  di S,,_1 relativo all' estensione 
da • a ~*(che cont inueremo a denotare con S~_1) risulta uno spazio rappre- 
sentativo dell' algebra ~*, cosi ottenendosi varie rappresentazioni di ~*  in 
Sn_I,  e precisamente  tante quanti  sono i modi di rappresentare  parametrica- 
mente Sn_t mediante le (66) (eft. il n. 23). Tuttavia, comunque venga effet tuata 
quest '  ult ima rappresentazione, si ottengono sempre in S~_1 gli s t e s s i p u n t i 
P i , P 2 ,  . . ' ,P~,  i quali r isultano le imagini dei nullifiei  di ~* d ~indice n - - t  
assoeiati r ispet t ivamente alle radici 0~, 0~, ..., 0,, della (1), e sono cosi linear- 
mente indipendenti  fra loro. 

Ne consegue che le n componenti  di ciascuna delle r coordinate ~ di P, 
debbono soddisfare ad u n  m e d e s i m o  opportuno sistema di n - - 1  equazioni 
l ineari  omogenee, fra loro indipendenti  ed a coefficienti in ~,(0~), le quali 
vengono ad esprimere in modo pifl preciso la (68). In  tal guisa si ottengono 
complessivamente r ( n - - 1 )  equazioni l ineari  indipendenti  cui deve soddisfare 

il punto P~ di S*-1; il sistema da esse formato definisce dunque uno spazio T* 
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subordinato di * S~_~, avente dimensione 

(s - -  1 ) - - r ( n  -- 1) --  r - -  1, 

su cui giaee il punto Pi relativo a ciascun S,_~ di ~,. 

Gli n suddetti  spazi T* sono manifes tamente  fra loro c o n i  u g a t i  
nel l 'es tensione d a y  a 5' ed associati r ispet t ivamente a l l e n  radici 0i della (1). 
Essi r isultano inoltre l i n e a r m e n t e  i n d i p e n d e n t i  fra loro; ed 
invero, in caso contrario, il loro spazio congiungente avrebbe dimensione 
i n f e r i o r e  ad n r - - l = s - - l :  ma cib non pub essere, in quanto gli 
spa,zi S~_1 congiungenti  le n -p le  di punti  P~, P ~ , . . . ,  P,~ dian~i considerate 
invadono (fibrandolo) tutto l~S,_r  Gli spazi ( r - -1 ) -d imens iona l i  

(69) T~  , T ~ '~ 

conducono ad una semplicissima d e f i n i z i o n e  p r o i e t t i v a  di E, al 
modo seguente. 

Preso un qualsiasi  punto P di S:_~, osserviamo anzitutto che P non 
giace su nessuno degli spazi (69). Infatti ,  poich~ P - -  staudo (non solo in S*_1, 
ma) in S~_ i - -  ~ autoconiugato nel l ' es tens ione d a y  a 5*', qualora P giacesse 
su uno degli spazi (69), ciascuno di questi  spazi dovrebbe passare per  P, 
ond 'ess i  non sarebbero I inearmente indipendenti  fra loro. In  simit guisa si 
vede che P non pub stare su nessuno degli spazi che congiungono gli spazi (69) 
a due a due, a tre a tre, ..., ad n -- 1 ad n -- 1. Ne discende che, in S*-1, v'/~ 
u n o  e d  u n  s o l o  spazio (n - -1 ) -d imens iona l e  uscente da P ed appog- 
giato a ciascuno degli spazi (69); tale spazio risulta autoconiugato nella suddetta  
estensione, ed ~ quindi uno spazio subordinato di S:_~, coincidente necessa- 
r iamente cow S,~_~ di E che passa per  P.  

Abbiamo in conclusione t he :  

Un sistema grafico ~.lemenla~re, Z, di spazi S,~_~ di un dato S~_~ s~, di 
un ca~po "( (s : nr) definisce una n-p la  (69)d i  spazg (r - -1) .d imens ional i  
subordinati di S~_~ , linearmente indipendenli fra lo~:o e coniugati in un'oppor. 
tuna eslensione di "r. I1 sistema E risulta allora preeisamente costituito da 
quegli spazi ( n -  1)-dimensionali di S~_~ che sono definiti su y e che si 
appoggiano O,ecessariamente in un sol punic) a ciaseu~w degli spazi (69). 

Questi ttltimi vengono cosi ad essere definiti da E in modo univoco, e 
possono quindi chiamarsi  gli spazi direltori di E. 

28. Da l r  ultima proposizione, in base ad una facile generalizzazione del 
n. 5 di C. SEORE [23] ed anehe tenuto conto di C. SEGRE [22], si r icava 
subito che : 
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La variet~ Wa introdotta al n. 25 quale secondo "modello,, di un ~,.-z 
non ~ che una variet~ di C. Segre, p r o d o t t o degli n spa~i (69) : 

Essa c~ppartiene conseguentemente ~ed uno spazio lineare sU y di dimen. 
sione r ~ -  1, essendo essa stessa definita su y, ed ha l'ordine d ! / [ ( r -  1)!]", 
ove d si esprime con la (67). 

Va rilevato che la suddetta ~Va contiene n s i s t e m i  a l g e b r i c i  
c~t,,-1)(r-~ di spazi (r ~ 1)-dimensionali g e n e r a  t o r i ,  ognuno dei quali 
ne fornisce una fibrazione; tali sistemi risultano fra loro co  n i u g a t  i 
nel l 'es tensione d a y  a ~*, ciascuno dei loro spazi essendo definito su ~* ma 
non su ~'. Pifi preeisamente, gli n spazi generatori di Wa uscenti da un punto 

~ ~ X % X ... X ~ di Wa son dati (con notazione evidente) da 

• ~ 
( 7 0 )  I ' ~ * X % X . . . X ~ n ,  ~ I X T * X . . . X % ,  ..., % X % X . . . X I , ~ ;  

questi sono c o n g i u n t i  da un Sa (ii qual e non ~ altro che lo s p a z i e  
t a n g e n t e  a W a in ~). Gli spazi (70) sono pertanto a due a due distinti, 
onde mai nessuno di essi pub ris~dtar definito su ~, (mentre invece Sa 
definito su ~' se, e soltanto se, cosi ~ del punto ~). 

29. Ci proponiamo di esaminare come si riflettano sui "modelli,, di cui 
al n. 25 ]e t r a s f o r m a z i o n i  o m o g r a f i c h e  dell'S~_~. 

Una trasformazione omografica di S,_~ in s~ si traduce anali t icamente 
mediante una sostituzione lineare omogenea invertibile, a coefficienti in 
definiti  a meno di un comune fattore non nutlo, la quale muti p. es. le 
helle ~' e, parimente, le ~ nelle £.  ]~ allora chiaro che, in virtfl di detta 
sostituzione, le equa~ioni (66) di un S~_~ di E vengono mutate helle 

che sono le equazioni di uno spazio 5~._1, esso pure di Z. Di pifl, il riferi- 
mento cosi iudotto fra S~_1 ed S'._1 6 manifestamente  un'  o m o g r a f i a, ]a 
quale muta i punti  P l ,  P~, "", P,~ di S,,_, (di cui al n. 27) ordinatamente 
negli analoghi punti  P'~, P'~, ..., P',, di S',~_1. Pertanto, i luoghi (69) dei 
primi vengono in tal guisa trasformati  ciaseuno in s~. 

Rileviamo d 'a l t ro  canto che le equazioni con cui si esprime la suddetta 
sostituzione lineare invertibile fra le ~ e ~', quando in eiascuna si uguaglino 
le componenti dei due membri (rispetto alla base u i ,  u~, ..., u~ di cui al 
n. 23), si traducono in una sostituzione l ineare invertibile - -  a coe[fieienti 
in y ~ fra le componenti x delle ~ e le componenti x' delle ~'. Avuto 
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riguardo al fatto ehe cib vale in part icolare per la sostituzione lineaxe 

ehe (per ogn ix :4 :0  di 8) rappresenta  l 'omograf ia  i d e n t i c a  di S~_, ,  ne 
diseende il seguente teorema. 

Sia  E un  qualsiasi  sistema grafico elementare di S,_~ entre S ,_ , ,  primo 
"modello,, di uno spazio 8.~_~, per cui eonserviamo le notazioni del n. 27. 
Restano allora defit,iti un  g r u p p o  G di omografie su  "~ di S ,_  1 in s~ 
laseianti fissi i singoli spazi {69) (eppertanto trasformanti  Z in s~) ed u n  
s o t t o g r u p p o i n v a r i a n t e Go di G isomorfo al quoziente f ra  i gruppi  
moltiplicativi di 8 e di y, per mode the G risul t i  canonicamente legato al gruppo 
delle omografie (su 8) di S,_~ in sd mediante un  o m o m o r f i s m o di nucleo G o. 

Sul la  varlet& Wa,  secondo "modello, di &_~ (n. 25), le singole omografie 
di G hanno per imagini  delle trasformazioni omowafiche di Wa in s~, defi- 
nite su ~[ e laseianti fisso ciascuno degli n sistemi di gene~'atori di Wa (n. 28). 
Queste trasformazioni costituiseono un g r u p p o ,  G', e fra G e G' intercede 
un  o m o m o r f i s m o  di nucleo G o; siceh8 G' risulta i s o m o r f o  al gruppo 
delle omografie (su 8) di S,._z in sS. 

Ulteriori  caratterizzazioni dei gruppi  G e G' verranno date poi al n. 35. 

30. Se r ~ 2, fissato comunque un intero r~ soddisfacente alle t < r~ < r 
e posto s,------nr,, si consideri - -  nell'S~_~ in cui sono coordinate omogenee 
le (~ ,  ~ .... , ~)  ~ lo spazio subordinate  &._~ di equazioni:  

~ + ~ = 0 ,  ~ + ~ = 0 ,  ..., {~=0. 

Esprimendo che si a nnullano le componenti  dei primi membri  di queste, si 
ottengono n ( r - - r t ) e q u a z i o n i  indipendenti,  le quali - -  nell 'Ss_i  rappresen.  
tativo di S~_~ - -  definiscono, come imagine di & _ ~ ,  uno spazio subor. 
dinato S s _ l ,  con 

8 l ~ s - n ( r - r ~ ) - - n r ~ .  

Osserviamo inoltre ehe, in base alle (661, un punto (%, % ,  ..., ¢¢~'1' 0, 0, ..., O) 
di S~1_ t ha per imagine in Ss_~ lo spazio Su_~ di E rappresentato  parame- 
t r icamente dalle 

~=~,~: ,  ~ = ~ ' :  .. . .  , ~ = % ~ ,  { , .~+~=. . .=~ , .=0 .  

I vari S~_1 cosi ottenuti  f i b r a n o S~1_1 , costi tuendo ivi un sistema grafico 
e lementare  (primo "modello,, di St_l) .  
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Avuto riguardo a eib che o g n i  spazio (r, - -  1)-dimensionale subor- 
dinato di Sr_l pub venir  trasformato nel suddetto Sr -1 mediante ur~ ~ omografia 

1 

discende che: di St-1 in s~, e poggiando anche sul n . . 9 .  ne 

Preso un qualsiasi numero di spazi 8~_1 di u n  sislema grafico elementare E 
fibrante $8-~, e detto r~ il massimo numero di essi f ra  loro line~rmente indi- 
pendenti,  e cio~ il cui spazio congiungente abbia dimensione nr~ - 1 - - s ,  ~ 1 
(e non minore), si ha sempre che c i a s c u n o di quegli S,~_I giace in questo 
ultimo S~_~. Un siffatto 8s-~ r isul ta quindi  [ i b  r a t o da spazi S~,_~ di E, 
i quali - -  se r~ >_ 2 ~ costituiseono in esso un  sislema grafico elementare E, 
subordinato a E. 

Con Ie notazioni del n. 27, gli spazi 5~_~ in discorso possono ottenersi 
nel modo seguente (da cui agevolmente potrebbero trarsi nuove dimostrazioni 
per  quanto sopra). Preso uno spazio ( r~ - -D-d imens iona l e  subordinato di 
uno degli spazi (69), definito su ~*, se ne considerino i c o n i u g a t i nella 
estensione da ~" a ~*; si ottengono eosi n spazi (r~--1}-dimensionali  situati  
uno in ciascuno degli spazi (69), e quindi fra loro l inearmente indipendenti.  
I1 loro spazio congiungente hn pertanto la dimensione nr~ - -  1, ~ definito su ~,, 
ed ~ uno dei suddetti  S ,_~;  e viceversa. 

31. Poggiando sui nn. 25, 30, si ottiene tosto che:  

S e r  ~ 2 e per ogni intero r~ soddisfacente alle 1 ~ r~ ~ r, la variet~ di 
Segre W~ (di cui al n. 28) - -  secondo "modello,, di u n  S~_~ - -  risulta luogo 
di a n a l o g h e  v a r i e t ~  Wa~, "modelli,, degli S~_~ subordinati di S~_~. 
Ciascuna di tall Wd~ ~ il prodotto d i n  sottospazi ( r ~ -  1)-dimensionali  gia. 
centi uno in eiascuno degli n spazi t69), ed ha cosi la dimensione d, - n(r~--  1), 
l' ordine d~ ! /[(r~ - -  l) ! ] ~ ed appartiene ad uno spazio linecCre su y di dimen- 
sione r ~ - -  l;  inoltre, per r~ pun t i  g e n e r i c i  di Wa passa  una  ed una  sola 
di quetle Wa;  

Supponiamo in part ieolare r ~ 2 ,  n - - 2  e, sulla Wa~ consideriamo 
la Wa~ rappresentat iva  di un i p e r p i a n o  S~_2 di S,._1; ~ chiaro che, se 
r ~ 2, la ~;Vd~ ridueesi  ad un punto di Wa. Con le precedenti  notazioni, 
r isulta cost r ~ - - r - - 1 ,  d --  2 (r - -1) ,  d ~ : 2 ( r - - 2 ) ;  sicch~, mentre Wa 
appart iene ad un S~_~, lo spazio di appartenenza di Wa~ t~ un S~_2,., eentro 
dunque di una s t e 11 a c~ a appar tenente  ad S~_~. 

Con agevoli caleoli o eonsiderazioni geometriche, che per brevith, omet- 
tiamo, si constata che il generico S~_2~+~ di questa  stella sega Wa - -  fuori 
di Wa~ --  in uno ed un sol punto. Si pub quindi procedere alia proiezione stereo- 
grafica di Wa dal centro S ~ _ ~  su di uno spazio Sa di S~.~_~ sghembo con tale 
centre, o t t enendos icos iuna  r a p p r e s e n ~ a z i o n e  b i r a z i o n a l e d i W  a s u  
Sa,  dotata perb di eecezioni. Si verif ica preeisamente  che questa  rappresenta-  
z i o n e p o s s i e d e u n a s o l a  v a r i e t h  e c c e z i o n a ! e ,  data da Wd~,cui  Su Sa 
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eorrisponde l'Sa_~ ivi segato dal t ' iperpiano di S,:_1 ehe t o e e a Wa in eia- 
s tun  punto di Wa.  

Basia ora r ispet t ivamente assumere gli spazi S~_~, Sa-~ - -  considerati  
nei precedenti  due capoversi - -  quali " iperpiani  a l l ' inf in i to ,  di S~._1, Sa, per 
ot tenere in Sa un " m o d e l l o , ,  (di Wa e quindi) di S~._~, il quale, com' 
facile vedere, non differisce da quello del t e r z o  t i p o  introdotto (con 
notazioni un po' diverse) alla fine del n. 25. Ii eorrispondente sistema grafico 
e lementare  su Sa_ ~ risulta formato dalle r e t t e che ivi si ottengono proiet- 
tando (da S**_.~ su Sa} gli spazi d-dimensional i  t a n g e n t i  a Wa nei 
singoli punti  di Wa. 

32. Riferiamoci di nuovo allo spazio subordinate S , _ ,  di S,_~ di cui al 
prineipio del n. 30, supponendo ora n qualsiasi ~>2 e 2 ~-- r~ ~-- r. Poich6 
detto spazio ~ definito su 7, potremo restr ingerei  a considerare i punti  che 
gli appartengono aventi coordinate in 7, la eui totalith denoteremo 
con S'~._~. Estendendo una terminologia r isalente (nel caso in cui 7 e ~ siano 
il campo rea le  ed i[ campo complesso} a S~AUDe ed a C. SEG~E ([21], m 12; 
[23], nn. 12-14), ehiameremo eatena ( r ~  1)-dimensionale (o di specie r ~ - - l )  
dello spazio S~_~ una siffatta totatith S'~_~, come pure ogni sua trasformata 
mediante una qualsiasi omografia (su ~) di tale spa~io. Ci proponiamo di 
de te rmina te  le imagini delle eatene sul "model]o,, W a di Sr_~ (speeificato 
al n. 28). 

La suddett~ catena ~ intanto per definizione il luogo del punto 
(x~, ~ ,  . . . , ~ , ,  0, 0, . . . ,0) ,  ore  le ~c denotino elementi  non tutti  nulli di 7. 
D' altra parte, in virtfi del n. 23, l ' imagine  di un tale punto in S~_~ ~ I'S~,_~ 
ivi definite dal sistema di equazioni 

~,  = x , ' c ,  ~ = ~ ; : ,  . . . ,  ~,. = x , .  ~, ~,. + ~  - -  - -  ~,. " -  0 ,  

al variare del parametro • dato dal!a (65). Se si uguagliano le componenti  
dei due membri  di queste equazioni, risulta subito ehe taluna delle coordinate 
grassmanniane del suddetto S~_1 vale zero, quelle non nulte essendo date da 
tutti e soli i monomi di grado n helle (x~, ~c~, . . . ,x~) di eoeffieiente --~ 1. 
Avuto anche riguardo al n. 29, ne eonsegue ehe:  

Sulla Wa di Segre rappresentativa di S~_1 (n. 28), ogni catena (r i ~ 1)-di. 
mensionale di S~_1 (ove 2 ~ r ~  ~ r )  ha per imagine una vari~t~ algebrica 
definita su y ed essa pure di dimensione r ~ - - l ,  la quale risulta una 
v a r i e t ~ d i V e r o n e s e g e n e r a l i z z a t a, imagine proiettiva della 
totalit& delle forme d'ordine n di un  S~_~; tale variet~ appartiene dunffue ad 

 pa io (deZ.ito di dime  io.e + 1 ) _  1 ed ha  'ordi.e 
n ~-~. Per r~ -{- 1 pun t i  a coordinate in "5 assegnati su Wa in modo g e n e r i e o, 
passa una ed una sola di quelle variet~ di Veronese. 

Anna~i di Matemat iva  5 
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§ VII I .  - Rappresen taz ion i  geomet r iche  del gruppo di Galois di nna  

es tensione algebriea,  e ques t ion i  connesse. 

33. Dati  un  campo 5~ed un suo sot tocampo y, tal i  che si passi  da ~, a 
med ian te  un~es~ensione a lgebr ica  per  la qua le  conserv iamo le ipotesi  e te 
notazioni  dei nn. 1, 2, cons ider iamo un .qualsiasi  aulomorfismo ~ di ~ che 
mut i  "( in  s~; b chiaro ehe ~ dovrh al tresi  subo rd ina t e  di conseguenza  in ~" 
un  a u t o m o r [ i s m o ,  ehe denote remo con ~. Un q u a l u n q u e  e lemento 
di ~ ver rh  a l lora  muta to  da  ~ in un  e lemento  di ~, che des igneremo con ~'; 
ed un  q u a l u n q u e  e lemento  x di ~" ver rh  muta to  sin da ~ che da ~ in u n o  
s t e s s o  e lemento di y, da denotars i  con x'. 

Gli e lement i  {u~, u2, ..., u,,) di una  base di ~ su ~' sa ranno  t r as fo rmat i  
da ~ in e l ement i  (u' , ,  u'~, ..., u'n) di una  nuova base;  per tan to  (n. 3), le u e 
le u' r i su l t e ranno  f ra  loro legate da una  sost i tuzione l ineare  inver t ibi le ,  a 
coeff ic ient i  in ~. Posto quindi  

dal confronto  della seconda relazione colla 

~' = x'~u', + x'~u'~ -~- ... + ~',u'~, 

ehe subito si deduce  dat la  prima~ si vede the  fra  l e y  e le x' in tercede  una  
sost i tuzione l ineare  invertibile,  a coeff ic ient i  in y. 

Combiuando questo r i su l ta to  con quel l i  det n. 29 ed usu f ruendo  del la  
t e rminolog ia  di B. SE(~nE [11, 18], n. 133, 134, si o t t iene  cosi il seguente  

teorema.  

Sia ~ un automorfismo di 8 che lasci fisso •, subordinando in questo 
campo l'automorfismo ~. Allora (con le nolazioni dei nn. 23-27), una ffualsiasi 
collineazione L di S~_1 in s~ inerente a ~ si riflette in S,_I canonicamente 
(e cio~ atlraverso la rappresenta~ione di cui cd n. 23) mediante una collinea- 
zione H inerente a o (determinata d,:~ L soltanto a meno del prodotto per una 
trasformazione omografica del gruppo Go di cui at n. 2.9), la ffuale muta  in 
s~ ~ e quindi pure il complesso degli spazi (69). Di conseguenza, L induce 
su Wa una ben detcrminanta collineazione, K, essa pure inerente a ~. 

Rileviamo inf ine  che u n a  col l ineazione di Sr_~ in s~ ine ren te  ad un  - -  
supposto esis tente  - -  au tomorf i smo 9 di ~ che n o n  mutasse  ~' in s~  n o  n 
verrebbe a r i f le t ters i  in t ras formazioni  in s~ di S,_~ o Wa. 
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34. Consideriamo reeiproeamente una qualsiasi  c o 11 i n e a z i  o n e H 
(definita su ~() di S~_~ in sb ehe lasci fissa la n -p la  di spazi (69), e ciob che 
~rasformi E in sb. H dovrh quindi mutare  un qualunque sottospazio (2n - -  1)-di. 
mensionale di S~_i (definit~o su y), che incontri eiascuno degli spazi (69) 
secondo una retta, in un sottospazio di S~_~ ancora dello stesso tipo. Avuto 
riguardo a B. SEGRE [11, 18], nn. 133, 134 ed agli ultimi capoversi  dei 
nn. 23, 30, ne diseende senz~altro ehe H risnlta F imagine in Ss-~ di una 
trasformazione puntuale  L di S~_~ in s0, la quale conserva gli al l ineamenti ,  
ed b quindi una  e o l l i n e a z i o n e  se r ; > 2 .  

Pariment-e, poggiando invece sul n. 31, si vede che --  se r ~ 2 - -  una 
qualsiasi  c o l l i n e a z i o n e  K di W a in sb b l ' imagine su W~ di un 'op-  
por tuna e o l l i n e a z i o n e  L di Sr_~ in sb. 

In virtfi del n. 33, l ' au tomorf ismo ~ di 8 cui L risulta inerente deve 
t rasformare y in s~; e l ' au tomorf ismo ~ subordinato da i~ in ~, non pub 
essere che quello eui la eollineazione H o K inizialmente considerata r isulta 
inerente. 

La proposizione del n. 33 viene cosl i n v e r t  i r a  nel l ' ipotesi  che 
sia r ~ 2. Da qui si r icava poi il teorema inverso anche per r ----- 2, poggiando 
sulla seguente osservazione sui sistemi grafici elementari  (e su una consimile 
- -  qui omessa per brevit~ - -  relat iva alle w r i e t h  di Segre). 

Sin ~ un sistema grafico elementare di S~_1 di un S~_~, con r ~ 2 ,  
s~ - -n r~ ,  "modello,, quindi di un S~._~ sopra un eerto campo ~. Preso un 
qualsiasi  intero r ~ r~, si pub sempre pensare S,._~ come sottospa~io di 
un S~__~ sullo stesso eampo ~; il ehe porta ad immergere Ss-~ in un S~_~ 
{con s : nr) in cui sin definito un sistema grafico elementare, E, ehe subor- 
dina E~ in S~_~ (nel senso del n. 30). Ci6 premesso, ed assegnata una qua- 
lunque eollineazione H~ di Ss_l  t rasformante Y.~ in s~, ~ cer tamente {in pifi 
modi) possibile - -  in base al n. 30 - -  di p r o l u n g a r e  H~ in una colli- 
neazione H di S~_~ ehe muti in s~ tanto E che S~_~ e ehe subordini  su 
ques t 'u l t imo spa~io la eollinea~ione H~. Poichb r :> 2, H ~ l ' imagine di una 
e o l l i n e a z i o n e  di S~_~ in s~; questa  lascia fisso S , ._~ , subord inando  
ivi una collineazione di S~_~ avente H~ quale imagine in  S,_~. L' esisten~a 
di una collineazione di quest~ultimo tipo r imane cosi provata. 

35. L 'osservazione fatta testb si estende agevolmente al caso restante in 
cui si abbia rl --  t, e ciob s i "- n, nel modo indicato dal seguente capoverso. 

Con le notazioni del n. 27, r i fer iamoci  ad un qualsiasi  S~,_1 di ~ (definito 
su % appoggiato dunque agli spazi (69) in punti  P~, P~, .... P,~ (definiti nel 
loro complesso su % ma singolarmente definiti  soltanto su ~*). Ebbene,  in 
base al n. 27, una eollineazione H l su y di Sn_l ehe muti  in s0 la n -p la  
dei punti P~ pub - -  ed in pifi modi - -  venire p r o l u n g a t a  in una  colli- 
neazione di S:_& ehe lasci fissa la n -p la  degli spazi (69), e ciob trasformi Y. in s0. 
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Va in part icolare rilevato che una qualsiasi  o m o g r a f i a su ~' di S,,_~ 
che l a s e i  f i s s i  i s i n g o l i  p u n t i  P~ pub venire rappresenta ta  dalla 
trasformazione moltiplicativa 

(71) "c' --  ~ 

sul parametro x definite dalla (65), dove ~ denoti un elemento non nullo di ~. 
Ed invero, per ogni soelta di a ~ 0  in ~, la (71) r isulta chiaramen~e del tipo 
volute;  e si pub disporre di ~ in mode the  la (71) muti nn punto di S~,_1 a 
coordinate in y (non situate quindi su di una faccia del simplesso di vertici 
i punti  P~) nel trasformato di qnesto mediante la data omografia, con the  
la (71) viene appunto ad identificarsi  con tale omografia. Per tan to :  

Le  omografie su y di S~_~ lascianti  fissi i p u n t i  P~, P~, . . . ,  P~ costitui. 
scone un  g r u p p o i s o m o r fo • al gruppo G O considerate al n. 29. 

Con le notazioni dei nn. 1-4, si pub anche dire che: 

Le equazioni (15), dove te y ~ y denotino p a r a m e t r i soggetti alla sota 
condizione ~ :4: O, costituiscono l a p i i~ g e n e r a l e trasformazione lineare 
invertibile delle x nelle z, a ooefficienti in  y, che m u t i  in  s4 l 'equazione (19) 
lasciando fissa ciascuna delle n equazioni l ineari  in  eui essa (a norma del 
n. 5 ) p u b  venir  decomposta. 

Un~ulteriore eonseguenza di quanto sopra 6 che, se F automorfismo 
considerate nel n. 33 6 1' i d e n t i t i~, allora anche l 'au~omorfismo ~ risulta 
identico, onde ciaseuna delle collineazioni H, K ivi definite 6 un'  o m o g r a f i a, 
ed inoltre H l a s c i a  f i s s o  eiascuno degli spazi (69) e K m u t a  i n  s6  
eiaseuno degli n sistemi di generatori  di Wd (n. 28); e viceversa. Avuto 
riguardo al n. 34, si ottiene quindi che:  

I l  gruppo G (di cui al n. 29) consta di t u t t e (e sole) le omografie su y 
di  S~_~ che mutano in  s4 il s is tema grafico elementare ~, lascidndo fisso 
ciascuno dei suoi spazi  direttori. I1 gruppo G' consta del par i  di  tulte (e sole) 
le omografie su y che trasformano in s~ la variet4 di Segre W a ,  lasciando 
fisso ciascuno dei suoi n sistemi di generatori. 

36. Supponiamo era che l ' es tens ione da ~' a ~ sia n o r m a l  e e che 
l ' au tomorf ismo ~ --- di eui al n. 33 - -  sia i d e n t i c o ,  il che equivale ad 
ammettere  ehe l ' au tomorf i smo ~ ivi considerate appar tenga al g r u p p o l: 
d i G a l o i s  di ~ rispetto a y (n. 17). Sot~o tali ipotesi, ognuna delle 
collineazioni H, K definite al n. 33 r isul ta  un '  o . m o g r a  f i a ;  inoltre, 
sulle n radiei 0~, 0~, ..., 0~ dell' equazione (1) F automorfismo • opera una 
s o s t : i t u z i o n e ,  appar tenente  al gruppo di Galois della (1): e la corri- 
spondente  sostituzione viene quindi operata da H sugli n spazi direttori (69) 
d i ~  e da K sugli n sistemi di generatori  (70) di Wd, i quali  (nn. 27, 28) 
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r i su l tano  r i fer i t i  c anon icamen te  in modo b iun ivoco  fra  loro ed a que l le  n radici .  
Tu t to  ci6 s' i n v e r t e senza difficolt~,  poggiando  sul  n. 34. Ne  discen.  

dono var i  modi  di def in i re  geome t r i c amen te  la s t r u t  t u r  a del g ruppo  P 
di cui  sopra,  espress i  dai seguent i  teoremi .  

Nelle ipotesi c~mmesse al pt'ineipio di questo numero e per ciascuno degli 
infiniti  valori di r "--2, 3, 4, ..., il gruppo G introdotto al n. 29 (ed altrimenti  
caratterizzato alla fine del n. 35) ~ uu sottogruppo invariante del gruppo di 
t u t t e le omografie (su y) di S~_~ ehe:trasformano in s~ il sistema grafico 
elementare ~ ; ed il quoziente di ffuesli due gruppi risulta i s  o m o r  f o at 
suddetto gruppo P di Galois. 

II gruppo G', pure introdotto al n. 29 (ed allrimenti earalterizzato alla 
fine del n. 35), ~ un sottogruppo invarianle del gruppo di t u t t e le omografie 
su y ehe trasfo+~mano in s~ la Wa di Segre; ed il quoziente di questi due 
gruppi risulla i s o m o r f o a P. 

II gruppo deUe soslituzioni lineari sulle x eonsiderato nel secondo enuneiato 
del n. 35 ~ un sottogruppo invariante del gruppo di t u l t e le sostituzioni 
lineari (inverlibili) sulle ~c a coeffieienti in  y ehe trasformano in s~ l' equa. 
zione (19); ed il quoziente di quesli due gruppi, e quindi pure quello dei due 
corrispondenli gruppi di omografie di S~_~ , risulta i s o m o r f o a r. 

Nel easo pa r t i eo la re  in eui  i ~eampi ~" e 8 siano f i n i  t i ,  i t eoremi  
p reeeden t i  - -  presi  ass ieme a quel l i  dei nn. 18, 20 - -  forn iscono subi to  
e legant i  proprieti~ (the, per  brevith,  omet t i amo di enune i a r e  in modo  esplici to) 
re la t ive  ai s i s temi  graf ic i  e lementar i ,  a l le  W~ di Segre,  ed alle ipersuper -  
f icie It9} e (58) di uno s p a z i o  d i  G a l o i s  ( intorno a ques te  u l t ime,  
err. s l t res l  B. SEGRE [19], n. 35). 

PARTE TERZA 

S i s t e m i  g r a f l c i  e g e o m e t r i e  n o n  d e s a r g u e s i a n e ,  

§ IX. - Spazi e s i s temi  grafiei .  

37. In  uno spazio graf ico  i r r iducibi le ,  S~_~, cons ide r i amo una  f i b  r a-  
z i o n e  ~p median te  spazi subord ina t i  S~_~ ( l ~ n ~ s ) ;  e suppon iamo  ehe 
va lga  la condizione (61) (con r > l, e eio6 c h e n  sia un d iv isore  propr io  di s), 
l ' oppo r tun i t~  del la  qua le  r i su l ta  gi~, dai  nn. 21, 22. Si avr~ cosi  di conse- 
guenza  s >--4, siceh6 (err. ad esempio  B. SEGRE [11, 18], n. 109) S~-1 dovrh  
essere  uno spazio l ineare  sopra  un  corpo,  ~' (non n e c e s s a r i a m e n t e  commuta-  
tivo). 
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Si direr poi che gli S,,-1 di • costituiscono un sistema grafi~'o di S~_~ 
dell 'S~_l, ed un tale sistema verrh alIora denotato di regota col simbolo ~,, 
od anche semplicemente con E, ore aecada che • induca una fibrazione in  
ogni sottospazio di Ss-1 che congiunga due o pile dei suoi S**_~. Questa con- 
dizione, manifestamente n o n  r e s t r i t t i v a  s u  q5 se  r - - 2 ,  pub invece 
r isul tare l imitativa se r ~ 2. 

In base alla definizione di E . , ,  ed alla supposta irriducibili th di S.~_~, 
si ha intanto che due qualsiansi  distinti  degli spazi S'n-1, S"n_~ di E sono 
congiunti  da uno s p a z i o  S,.,,~_~ s u b o r d i n a t o  di S~_~, nel quale 
induce una f i b r a z i o n e che non pub consistere dei due spazi S'~,_~, S"~_~ 
soltanto. In corrispondenza ad ogni intero t ~ 1, 2, ..., r, si possono quindi 
definire indut t ivamente  degli s p a z i  S~,t-~ s u b o r d i n a t i  di Ss-~, otte- 
nibili congiungendo alcuni degli S._~ arbi t rar iamente presi in E (il numero 
di questi S,,_~ risultando --~ t, e potendo venir ridotto a t mediante opportuna 
scelta di detti  S~,_~ in Snt-~); ed ~ chiaro inoltre che in ciascuno di tall S**t-~ 
it sistema E induce una f i b r a z i o n e ,  e che il eomplesso formato da 
quegli S,,t-~ e dallo spa~io vuoto risulta c h i u s o rispetto alle operazioni di 
c o n g i u n g e r e  ed i n t e r s e e a r e .  Ne discende ehe:  

Ad ogni sistema grafico E~, ~ rimane a s s o c i a t o in modo intrinseco 
uno spazio grafico irriducibile, R~_.~ (di dimensione r -  1)~ ottenuto concependo 
astrattamente gli S~_~ di ~ quali suoi (( punl i  ~ e, pii~, generalmente, i suddetti 
spazi S~t_~ di S~_~ quali suoi (~ spazi subordinali ~ ( t -  1)-dimensionali. 

Supposto sino alia fine del presente numero r ~ 2 (per it caso r -  2 cfr. 
il penultimo capoverso del n. 39), il sistema grafico E . , ,  verrfi, detto desar- 
guesiano o non desarguesiano a seconda che lo spazio grafico R,_~ ad esso 
associato risuita o meno desarguesiano. La prima eventualit~ ha intanto 
sempre h o g o  se r_~ 4;  quando essa si presenta, R~_~ ~ uno spazio l ineare 
sopra un e o r p  o, ~ (non necessariamente commutafivo (9)), il quale vien 
cost definito da E - -  assieme al corpo y inizialmente considerato - -  a meno 
soltanto di un i s o m o r f i s m o .  

Diremo inoltre che E ~ pascaliano per esprimere che tale ~ R~_~; cib 
equivale a supporre che E sia desarguesiano e che il relativo corpo ~ risulti  
eommutativo (red. ad esempio B. SEinE [i1, 18], n. 119). 

1~ chiaro che, se lo spazio Ss_~ i~ finito, pure E consta di un numero 
finito di spazi ~_~ (determinato nel n. 22), onde anche Rr_~ risulta finito. 
Ne discende che:  

(~) Veal. pill oltre il teorema del n. ~:3; un easo particolare inferessante comt)are gih 
nell~ seconda proposizione del n. 6 di B. SEGRE [1~]~ la quale concerne sistemi grafici ~4,r 
ottenibili a partire dai quaternioni reali. 
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Ogni sistema grafico desarguesiano in uno spazio di Galois ~ necessaria. 
mente pascaliano. 

Avuto riguardo ad uu ben note risultato sulle algebre primitive ed asso- 
ciative reali (per il quale cfr. ad esempio SconzA [8], n. 280), si ha del pari 
che : 

Ogni sistema grafico E2,~., che sia definite sul  sarape reale e desarguesia. 
no, ris~dta addir i t lura 19ascaliano, il corpo ~ ad esso associate essendo iso. 
morfo al campo complesso. 

38. La eonsiderazione dei " modelli , ,  del terzo tipo introdotti nel n. 25, 
suggerisce un ' invers ione  --  sotto ipotesi pifi generali  -- dei risultati  colh 
stabiliti, espressa dal seguente te'orema valido, come vedremo, qualunque sia 
r _ ~ 2 .  

L'R~_I grafico c~ssociato, giusta il n. 37, ad un  sistema grafico ~ ,~  
qualsiasi  pub venire immerse ~ quale sottospazio - -  in  uno spazio grafico R, 
di dimensione r, opportunamente definite. 

Conservando per ~ ,  ~ le notazioni del n. 37, e poieh~ il relat ive spazio 
di appartenenza ~ un S~_~ l ineare sopra il corpo ~', potremo intanto immer- 
gere quest '  ultimo in uno spazio l ineare Ss, di dimensione s, sopra l o s  t e s s o 
corpo ~,. C o s t r u i r e m o  allora R nel mode seguente. 

I • punti  )> Re di R saranno, per definizione, di due categorie:  

1) gli So giacenti in S~, ma non in $8-~; 

2) gli Sn_~ di ~. (i quali f i b r a n o  S,_~). 

Pi~ in generale, converremo d:i considerare astrat tamente S~ quale << spa~io >> 
Rr  "-" R, 10 spazio vuot0 S_~ di S~ quale (~ spazio vuoto ~> R_~ di R e d  infine, 
quali ~ spazi subordinati  t -dimensional i  • Rt di R (0 ~ t ~ r ) ,  assumeremo 
gli spazi S subordinati  di S~ dell' una o delF altra delle seguenti  due categorie: 

1) gli Snt di S~ che (non stanno in Ss-~ ed) incontrano Ss-~ seeondo 
role degli spazi S~t-~ f i b r a t i  da Z (n. 37); 

2) gli ,-%(t+~)-, giacenti in Ss-~ che sono f i b r a t i  da E. 

l~ subito visto che l ' ins ieme dei suddetti  spazi Rt ( ~  1 ~ t ~ r )  r isul ta  
c h i u s o  rispetto a l l 'operazione di i n t e r s e z i o n e ,  definita col ripor- 
tarla ai corrispondenti  spazi S, sottospazi di Ss .  Un 'ana loga  propriet~ n o n 
sussiste per l 'operazione del c o n g i u n g e r e ,  ehe pub perb venire defi- 
nita al tr imenti  mediante  la precedente,  assumendo quale spazio congiungente 
di due o pifi spazi subordinati  di R l ' intersezione di tutti gli spazi subordinati  
di R che li contengono (e cio~ i cui spazi S contengeno gli spazi S relativi 
a quelti). 
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Denotando  con [Rt] lo spazio snbord ina to  di G ehe def in isce  un dato Rt, 
e des ignando  le suddet te  clue operazioni  cogli usua l i  s imboli  G,  U,  si ha 
per tan to  : 

(72) [Rt n Rt,] -"  [Rt] N [Rt~], 

(73) [Rt. U Rt,] ~ [Rt] Id [-Rt,]. 

]~ subi to  visto che nel la  (73) vale  sempre  il segno di u g u a g l i a n ~ a ,  o re  
si ecce t tu i  sol tanto l ' e v e n t u a l i t h  ehe Rt ed Rt, siano due  spaz i  di  1 a categoria 
tali c h e  [Rt] ed [Rt,] non  abbiano p u n t i  a comune  fuor i  d i  8~_1 ; sotto ques te  
ipoiesi,  la d imens ione  del  p r imo membro  del la  (73) viene infa t t i  s e ~ p r e  
superare  d i  n ~ 1 unit&, que l l a  del secondo membro .  

Ci res ta  ora  da  d imos t ra re  che, posto 

Rt N Rt, ~- Ra,  Rt U Rt, - -  Rb ,  

in ogni caso r i su l ta  

(74) t q- t' = a -}- b. 

E s a m i n e r e m o  all '  uopo le var ie  possibilit '~ i)-iv) ehe possono veni re  offer te  
dagl i  Rt ,  Rt , ,  dedueendo  - -  per  c i a scuna  di esse - -  le (74) dal la  re laz ione : 

(75) dim [Rt] --{- dim [Rt,] : dim ([Rt] N [Rt,]) --~ a im ([Rt] u [Rt,]), 

di man i fes ta  validit~t in S~. 

i) N e l l ' e v e n t u a l i t h  pocanzi  ind ica ta  che net la  (73) n o n va lga  l ' ugua -  
glianza,  m e n t r e  Rt ,  Rt, ed Rb sono di 1 a ca tegor ia ,  Ra r i su l ta  di 2 "~. Avuto  
anehe  r iguardo  alle (72), (73), si ha  a l lora  p e r t a n t o :  

dim [Rt] - -  nt ,  dim [Rt,] "-- n t ' ,  

dim ([Rt] N [Rt,]) - -  dim [Rt N Rt,] : dim IRa] "-" n(a + 1 ) -  1, 

dim ([Rt] U [Rt,]) --" dim [Rt U R~,] - -  (n - -  1) --  dim [Rb] --  n --~ 1 -- nb - -  n q- l , 

onde la (75) forn isce  appun to  la (74). 

ii) Se R t ,  Rt, sono di i a ca tegor ia  ed inol t re  tall che [Rt], [Rt,] ammet .  
tano qua lche  punto  a eomune  non s i tuato  su Ss-1, c iascuno  degli  spazi R t ,  
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Rv,  R~, Rb risulta di I a categoriu. Avuto ancora r iguardo alle (72), (73), ne 
consegue ehe i quattro addendi figuranti  nella (75) valgono ordinatamente nt, 
nt', net, nb, sicchb si r icade senz 'al tro nella (74). 

iii) Allo stesso modo si conclude neWipotes i  che i due spazi Rt ,  Rt, 
siano di categoric diverse, ad esempio - -  per fissare le idee - -  Rt di 1 a 
ed Rt, di 2 a categoria. Allora infatti  R a b  di 2 a categoria ed Rb di 1 a, ed i 
quat t ro addendi figuranti  nella (75) valgono ordinatamente nt~ n ( t ' +  1 ) ~  1, 
n(a + 1 ) ~  1, nb. 

iv) Se infine R~, R v ,  e quindi pure R~,  Rb, sono di 2 a categoria, 
quei quat t ro addendi valgono ordinatamente n(t  + 1 ) - - 1 ,  n ( t  ' + 1 ) - - 1 ,  
n(a + 1)~1,  n(b + 1)--1,  onde dalla (75) segue ancora la (74). 

Abbiamo cosi dimostrato la (74) in ogni caso, sicchb R risult~ di fatto 
uno s p a z i o  g r a f i c o  r -dimensionale .  I sottospazi di 2 ~ categoria~ di R 
sono quelli subordinati  ad un (< iperpiano • di R, manifes tamente  i s o m o r f o 
allo spazio grafico Rr-~  associato a E giusta il n. 37. Possiamo dunque 
i d e n t i f i c a r e R,._I aque l l ' i pe rp i ano ,  i l c h e v i e n e a d  i m m e r g e r e  R,._~ 

in R, come voluto. 

39. Lo spazio grafico R test~ definito - -  manifestamente irr iducibile 
come R,._~ - -  r isul ta  d e s a r g u e s i a n o nel l ' ipotesi  oh' esso sin di dimen- 
sione r > 2 (cfr. ad esempio B. SE~]~ [11, 18], n. 107). R i~ cosl uno spazio 
l ineare sopra un opportuno corpo ~, onde I~,._~ risulta allora uno spazio 
lineare sopra l o  s t e s s o  ~. Tenuto anche c o n t o d e l n .  37, s i h a q u i n d i c h e :  

Un s is tema grafico ~ ,  ~ di  spazi  S,~_~ sopra u n  corpo y (s - -  nr) ~ sempre 
d e s a r g u e s i a n o se r > 2. I n  quest' ipotesi, ~ .  ~ r i su l ta  a d d i r i t t u r a  

p a s c a l i a n o se y ~ f inito oppure se y ~ il  campo reale ed n - -  2. 

I soli spazi n o n  d e s a r g u e s i a n i  che possano eventualmente  otte- 
nersi a part i te  da sistemi grafici Z~,~, sono dunque i p i a n i  R the  a 
questi  ult imi vengono collegati - -  a norton del n. 38 - -  nel easo ehe si 
abbia r - - 2  (e quindi Ss -1 -"  S~-1). Ci occuperemo di essi particolareggiata- 
mente pifi t a r d i  (§§ X, XI). 

Avuto r iguardo al n. 38, le definizioni date verso la fine del n. 37 risul- 
tano e s t e s e  al caso r - - 2  (rimanendo equivalent i  a quelle ivi date 
se r > 2 ) ,  ore  si convenga di dire - -  come d ~ora in poi faremo - -  che un 
sistema grafico ~ ,  ~ i~ (o non ~) desarguesiano o pascal iano  se, e soltanto se, 
tale i~ (o non i~) lo spazio grafico, R~,  definito a part ire da ~.n, ~ come al 
n. 38. Con cib, in base anche al n. 37, la seconda par te  de l l 'u l t imo  enuneiato 
viene a sussistere anche per  r = 2. 

~Nell' ipotesi che s i a r - -  2, la costruzione (data al n. 38) di Rr  a part ire  
da Z~,~ potrebbe venir  dedotta da A~DR]~ [1], §§ 2, 3. 

AnnaZt d~ Matemat~va 
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40. Approfondi remo ora lo studio dei .sistemi graf ic i  ~2,~, ,. (n ~ 2, r >_ 2} 
che sono d e s a r g u e s i a n i ;  a no rma  del n. 39, q u e s t ' u l t i m a  condizione 
r i su l t a  sempre  a u t o m a t i e a m e n t e  soddis fa t ta  s e r  > 2. P e r  sempl ic i th  di espo- 
sizione ci l imi te remo al caso in cui si abbia r - - 2 ;  ma le a rgomentaz ioni  
ehe svolgeremo ed i r i su l ta t i  che o t te r remo possono veni r  tu t t i  agevolmente  
t raspor ta t i  al caso r ~ 3 ,  bas tando a l l ' u o p o  aver  present i  gli svi luppi  del 
n. 120 in B. SECURE [11, 18]. 

A t tua lmen te  d u n q u e  si ha  s -  2n, talch~ Y. ~ un s is tema grafico (desar. 
guesiano) di spazi S~-I  subord ina t i  di un  certo spazio $2~-I l ineare  - -  ad 
esempio  d e s t r o  - -  sopra un c o r p o  ~'. A 2 res ta  collegato un piano 
grafico desarguesiano, R 2 - - S ,  ottenibi le  da  un  $2,~ su ? (contenente  $2~-~) 
nel modo specif ieato  al n. 38, il qua le  por ta  f ra  l ' a l t ro  ad ass imi lare  i sin- 
goli S,~_~ di v a << pun t i  )) di  una  cer ta  << re t t a  >> R~ di R. 

Po t remo fare  di R u n  piano lineare esso pure  d e s  t r o  sopra un 
c o r p o  ~ opportuno,  procedendo ad es. come indicato nei nn. 112-117 di 
B. SEGnl~ [1i, t8] ; e eib viene e f fe t tua to  p ree i samente  nel modo che pass iamo 
ed esporre. 

Assumiamo anzi tu t to  R~ quale  (( re t ta  a l l ' i n f in i to  >> di R e, hello stesso 
tempo, $2~-1 quale  (~ iperp iano all '  inf ini to  )> di S~ . .  Seegl iamo poi ad arbi- 
trio i seguent i  e lement i .  

1) Un  punto  o ~ al f ini to ~ di R, il quale  funger~  da  or igine delle 
coord ina te ;  esso non ~ al tro che un  quals ias i  punto  (< al f ini to >> di S ~ .  

2) Tre  d is t in t i  (~ pun t i  a l l ' i n f i n i t o  ~ di R, ossia ire S~_~ di ~, ehe de- 
noteremo con ~, ~, v. I pr imi  due ve r ranno  a fungere  da direzioni  degli  

assi  ~> ed i[ terzo da  <~ direzione unitaria>>. Gli <(assi delle coordina te  >> 
in R saranno dunque  le re t te  di 1 ~ ca tegor ia  (n. 38) o)., o~;  e denoteremo 
r i spe t t ivamente  con L, M i luoghi  dei punt i  << al f ini to  >> dei re la t ivi  spazi 
n - d i m e n s i o n a l i  di S ~ .  

3) Un punto  u~ del l 'easse>)  ok dis t into  da o e da  ). (ossia un  punto  
di L dis t into  da o), il quale  verrtt a fungere  da punto  an i ta  su detto <<asse ~>. 

L a  (( proiezione para l l e la  >> dal  centro  v ist i tuir t t  una  eor r i spondenza  
b iuu ivoca  (omografica) fra  gli spazi L, M, come pure  f ra  i r ispet t iv i  << spazi 
( n -  1)-dimensional i  all '  inf ini to  ~> ~, t~. Se ~ i~ un  quals ias i  punto  di L, ne 
denoteremo con (~) la proiezione d a v  su M ;  in par t icolare ,  dunque ,  il 
punto  (o) verrh a eoincidere  con o. 

Def in i remo poi una  cor r i spondenza  b iunivoca  senza eccezioni f ra  i 
pun t i  7: al f ini to  di R, ossia di S~,,, e le eoppje ordinate  di pun t i  ~, ~ di L, 
med ian te  la condizione che 7: r i sul t i  l ' i n t e r sez ione  dei due spazi n -d imens io-  
na l i  di S~,~ eong iungen t i  gli spazi ),, I ~ alF inf in i to  degli  (< assi ~ r i spe t t ivamente  
eoi punt i  (~) e ~ (di M ed L). La  coppia (~, ~) verrh a cost i tuire  p rec i samente  
quel la  delle r ieh ies te  c o o r d i n a t e del punto  % a pat to c h e - -  nel l '  ins ieme 
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dei punti  di L (e cio~ dei punti  <~ al finito >~ del l 'asse  o)~) - - v e n g a n o  definite 
oppor tunamente  s o m m e  e p r o d o t t i ,  in guisa da fare di quello il 
c o r p o  b a s e  ~ delle coordinate.  

Pifi cireonstanziatamente,  se ~, ~, ~, "c denotano punti  di L, occorre 
a lFuopo  convenire di assumere  

(76) ~ -1-" ~ --  

se, e soltanto se, il ~ punto al l ' inf ini te  >> della retta di $2,~ ehe congiunge i 
punt i  (~, ~) e ~ appart iene alla << direzione uni tar ia  >> v. Va inoltre posto 

(77) ~ = -c 

se, e soltanto se, i <<punti all' infinito >> delle retie ~(u~) e (~)z stanno in 
u n o  s t e s s o  s p a z i o  ~ di E (il c h e t r a d u c e  il <~parallelismo>> f r a q u e l l e  
rette). 

Poich~ il piano grafico R b, i rr iducibile e desarguesiano, si raggiunge 
in tal modo l ' in tento  dichiarato (cfr. B. S]~GRE, loc. ult. cit.), i punti  0 ed u~ 
venendo cosl a fungere da zero e da uniti~ per  il corpo 8. 

41. Le rette ou~, o(ul) ed u~(ul) stando in un piano, i loro << punti  all ' in- 
finito>> sono tre punti  l~, ml,  n~ di $2~-1 f r a  l o r o  a l l i n e a t i ;  ed 

m a n i f e s t o  che questi  punti  giacciono ordinatamente sugli spazi )., l~, v (talch~ 
i primi due si corrispondono nel l 'omograf ia  posta fra. ). e ~t dalla proiezione 
di centro v). 

Avuto riguardo al significato geometrico attribuito alla (76), ne discende 
che il s o t t o i n s i e m e  di L dato dai punt i  al f i n i t o d e l l a r e t t a o u l r i s u l t a  
c h i u s o  rispetto alle operazioni di addizione e sottrazione. Del pari, in 
base al significato ammesso per  la (77), si vede che quel sottoinsieme 
altresi  c h i u s  o rispetto alle operazioni di moltiplicazione e di passaggio 
al l ' inverso per gli elementi  di esso distinti da o. I1 suddetto sottoinsieme 
dunque un s o t t o c o r p o  di ~; e ci proponiamo di mostrare che questo 
risulta in ogni caso isomor[o al corpo base ,[ di $2~ (siceh~, volendo, lo si 
potrh poi identif icare con y). 

0sserviamo a tal uopo che lo spazio $2~, il quale (n. 37) b irr iducibile e 
desarguesiano,  diventa uno spazio lineare destro sopra u n c  o r p o i s o m o r f o 
a ~, quando si proceda nel modo seguente (cfr. B. S]~GRE [11, 18], n. 120). 

Nello spazio n-dimensionale  L si fissino arbi t rar iamente n - - 1  punti  u2, 
u3, ..., u~, in modo che gli n -b 1 punt i  o, u~, u2, ..., u~ risultino l inearmente 
indipendent i ;  e si considerino su 2q:l, giusta il n. 40, i punti  o---(o), (ul), 
(u2), ..., (u~), essi pure  fra loro indipendenti .  Assunto S~,_~ (come gih si 
fatto al n. 40) quale << iperpiano al l ' inf ini to >> di $2~, si potranno introdurre 
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in 2 ~  coord ina te  del t ipo r ichiesto,  scegl iendo il r i fe r imento  in modo che il 
punto  o sin l 'o r ig ine ,  le 2n re t te  on1, ou2, . . . ,  o u , ,  O(Ul), o(u2), . . . ,  o(u,) siano 
gli assi, e la g iac i tu ra  de l l ' i p e rp i ano  u~u2 ... u~(u~)(u2)... (u~) sia la (~ g iae i tu ra  
un i t a r i a  >). Si pub al lora  i s t i tu i re  in modo ovvio una  cor r i spondenza  biuni .  
voca  f ra  i punt i  ~ al f inito ~ di 22~ e le (2n)-ple  ord ina te  di punt i  (< al fini- 
to ~ de l l ' a s se  ou~; ed a t t r ibu i re  poi a l l ' i n s i eme  di ques t i  u l t imi  pun t i  una  
s t ru t tu ra  a d d i t i v a  ed una  m o l t i p l i c a t i v a ,  le qual i  abbiano  ri- 
spe t t i vamen te  o ed u~ qual i  e lement i  neut r i  e facc iano di esso nn corpo,  
i somorfo  al corpo base  y di S ~ .  Quest '  u l t imo in ten to  si r agg iunge  med ian te  
cost ruzioni  geomet r i che  ana loghe  a quel le  r i su l t an t i  da cib che si 6 det to 
al n. 40 nei r igua rd i  del le  (76), (77) (nelle qual i  na tu r a lmen te  ~, ~, ~, • vanno 
ora  scelt i  in (~ pun t i  al f inito >~ del la  ou~, il che 6 leci to in virtfi del le  pro- 
prieti~ di ch iu su ra  dianzi  r i levate) ;  ed 6 faci le  assodare  che i r i su l ta t i  for- 
niti  dal le  p r ime  cos t ruz ioni  c o 1 1 i m a n o pe r f e t t amen ie  col r i su l ta t i  port i  
dal le  seconde.  Tale  coneordanza  s tabi l i sce  appnn to  1' asserz ione fa t ta  al la  
f ine del  capoverso  an t ip receden te .  

In  base  anche  al pr imo capoverso  del  n. 40 ed a prec isaz ioni  succes-  
sive (n. 43, r igua rdan t i  1' a f fe rmazi0ne  fa t ta  in fine), o t teniamo cosl il s eguen te  
teorema.  

S in  Y,~, ~ u n  s is tema grafico di  spazi  S~_~ di  u n  S~_~ (n ~_ 2, r ~ 2, s - -n r )  
l ineare (destro o sinistro) sopra u n  corpo ~. Se ~,~, ~ ~ d e s a r g u e s i a n o 

(il che ha  sempre luogo se r ~ 2t, tale ~ p u re  sin lo spazio grafieo R~_~ ad  

esso associato per  r ~ 2 (n. 37) sin lo spazio grafico R~ definito da ~ ,~  a 

norton dei nn.  38, 39, talch~ ognuno di  questi  ~ uno spazio l ineare (the pub  
suppors i  esso p u r e  r ispet t ivamente  destro o sinistro) sopra u n  certo corpo 8. 

Ebbene, ~ r i su l ta  necessariamente un '  e s t e n s i o n e di ~, avente il rango n. 

42. R i to rn i amo  - -  per  comoditi~ espos i t iva  - -  a fare  l ' i po tes i  r - - 2 ,  
g ius ta  il p r inc ip io  del n. 40. U s u f r u i a m o  dei nn. 40-41,  iden t i f i cando  - -  corn' 6 
leci to - -  8 all' ins ieme dei  (~ punt i  al f inito >> delio spazio n - d i m e n s i o n a ] e  o~ 
e ? a l l ' i n s i eme  dei  (~ punt i  al f inito )~ del la  re t ta  oul ,  lc re la t ive  s t ru t tu re  
di c o r p i  essendo def in i te  nel  modo ivi indicato.  

]~ subi to  vis to che i pun t i  ~ ((al finito)> dello spazio o~ sono quel l i  
avent i  in S~n coord ina te  del  t ipo (xl, x~, ... ,  0¢,~, 0, 0, ..., 0) o re  le w desi- 
gnano  e lement i  a rb i t ra r i  di ?, ol tre  i qual i  t rovans i  posc ia  qui  r ipe tu t i  n 
zeri (di ~. e ~), co inc ident i  col pun to  o e denota t i  col s imbolo 0. Del  pari,  
i pun t i  (~) (( al f inito ~ dello spa~io o~t sono quel l i  avent i  coord ina te  del 
t ipo (0, 0, . . . ,  0, y l ,  y~, ..., y.), il co r r i sponden te  punto  (~, ~) di R r i su l t ando  
al lora qnel lo che in $2~ ha le coord ina te  (x~, x2, ..., oe~, y , ,  Y2, . . . ,  Y~). 

In  base  alle due  def iniz ioni  di s o m m a  in ~ ed in ? (di cui  ai nn. 40, 
41), si ha  poi che, posto ~ - - ~ ' q - ~ " ,  ~ - = ~ ' q - ~ / " ,  se i punt i  (~', ~'), (~", ~") 
hanno  in 22,~ le coord ina te  (x'~, ~'2, . . . ,  x'~, y'~, y'~, . . . ,  y'n), (x"~, x"2, . . . ,  x"~, 
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y"~, y"~, . . . .  y",~), il  punto  (~, ~) ~ quello di coordina te  x~ "-  x'~ -b x"~, yi - -  y'~ -k 
-~ y"~ (i - -  1, 2, . . . ,  n). 

Preso  un  quals ias i  e lemento c non  nul lo di y, ossia un  punto  << al  f int to >> 
dis t iu to  da o del la  re t ta  ou~, cons ider iamo la corr ispondenza  dell'S,~ o~, in s~ 
che associa  al pun to  ~ ~ ~ il punto  

(78) ~' - -  c~. 

In  base al s igni f ica to  geometr ieo a t t r ibui to  nel n. 40 alia, (77), tale corrispon- 
denza  pub veni re  cosi c o s t r u i t  a .  T racc ia ta  la re t ta  c(u~), se ne eonsi.  
deri  il  • pun to  a l F i n f i n i t o  >>; questo,  al va r ia re  di c, pub a s sumere  tu t te  e 
sole le posi~ioni d is t in te  da l~, ~nl sul la  re t ta  eong iungen te  i pun t i  l l ,  ml ,  nl  
(di cui at pr incipio  del n. 41). Detto ~ 1'S~_1 di E useen te  da tale punto  
(dist into q u i n d i  da ). e da ~), si passa da ~ a ~' col p r o i e t t a r e  anzi tu t to  
oX su o~ dal  eentro  '~ e poi ot~ su ok dal  eentro  .a. Poich~ i cent r i  v, ? di 
proiezione t rovansi  per  ipotesi  en t rambi  (< a l l ' i n f i n i t o  >>, ne discende che 
la (78)definisce sullo spazio n - d i m e n s i o n a l e  o)~ (lineare Su 7 come l' $2~ am.  
biente) u n " o m o g r a f i a ,  la quale lascia f i s s o  l ' iperp iano  X ((al l ' inf i .  
nito >> di  detto spazio.  

Lo stesso pub anche man i f e s t amen te  dirsi  del la  cor r i spondenza  t rasfor .  
man te  il punto  ~ di coordinate  (x~, x2, .. . ,  x , ,  0, 0, . . . ,  0) nel punto,  che 
des igneremo con ~", di coordinate  (cx~, cx2, .... , cxn, O, O, ..., 0); cib, per tanto,  
r i su l te rh  aneor  vero del la  eor r i spondenza  (prodotto d e l t ' i n v e r s a  del la  p r ima  
per  la seconda) ehe cosi viene ad in te rcedere  f ra  ~' e ~". Poich~ quesff u l t ima  
cor r i spondenza  lascia  pa lesemente  fissi i punt i  o ed u~ dello spa~io o)~ (i qual i  
fungono da zero e da uni th  tanto in ~ che in % e sono f ra  loro dis t in t i  ed 
en t rambi  << al f ini to >>), eosi si ha  in tan to  subito t h e :  

Affinch~ - - p e r  ogni ~ di ok ~ il pun to  ~ ' - - c ~  (ove c ~ y ,  c=~=O) abbia 
in  S ~  coordinate x e y otlenibili  da  quelle di ~ col molt ipl icarle  tulle a s in i s t ra  
per  c, ~ necessario e sufficiente che (la sudde t ta  corr ispondenza [ra ~' e ~" 
subord in i  sullo spazio ). all' in f ini to  di ok la t ras formaz ione  i d e n t i c a ,  e 
cio~ che) o g n i retta incidente  agli spaz i  d is t in l i  X, ~t, v si  appoggi al tresi  a ~. 

Suppon iamo ora c h e l a  eondizione test6 ind ica ta  v a 1 g a p e r o g n i c ~ ~" 
(ehiaramente ,  essa r i su l ta  sempre  ver i f ica ta  per  c - - 0 ) ;  e mos t r iamo e h e :  

I1 corpo ~ r i su l ta  al lora commutat ivo.  

Invero~ le ret te  k di S~,~ ine ident i  agti spazi ),, ~t, v -  f ra  cui v ' ~  
la l ~ m ~ n ~ -  puntegg iano  tal i  spazi o mo g r a f i c a me n t e .  Pertanto~ presa  in X 
una  quals ias i  r e t t a  r~ uscente  dal  punto  11, a ques ta  viene a cor r i spondere  
una  re t t a  rl~ di I~ per  +n~ ed una  re t ta  r~ di v per  n l ,  tal l  che le re t te  k 
useent i  dai  s ingoli  pun t i  di r~ si appoggiano  al t res i  alle rv., r~, e eostitui- 
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scono quindi  un  r e g o 1 o (ossia un sis~ema di genera t r ic i  di una  quadr i ca :  
quel lo def ini to  dal le  ret te r~, r~, r~ come direttrici) .  In  virtf i  de l I ' ipo tes i  
ammessa ,  gli spa~i ~ (di E) uscent i  dai  s ingoli  pun t i  del la  re t ta  l~m~n~ risul- 
tano al t res i  appoggia t i  a c iaseuna  delle re t te  k suddet te ,  e qu ind i  r i fer i t i  
med ian te  ques te  omogra f i camen te  fra  loro ed agli  spazi ),, ~, v;  de t ta  r~ la 
re t t a  di ~ che corr i sponde  alle r~, r ~  r~ in tal i  r iferimenti~ le var ie  r~ r isul .  
tano appoggia te  a c i a s e u n a delle genera t r i e i  del suddet to  regolo, e costi- 
tu iscono qu indi  a l la  loro vol ta  u n  al tro r e g o l o ,  c o m p l e m e n t a r e  
di quello.  L ' e s i s t e n z a  di due regoli  complemen ta r i  impl ica  la c o m m t~ t a-  
t i v i t h del corpo base ~, (red. B. SE~RE [18], n. 190), onde l ' a sser to .  

43. Ri leviamo ora che, se la condizione speci f ica ta  nel  penu l t imo  enun- 
ciato r i su l t a  ver i f i ca ta  per  o g n i  c e y ,  poich~ il punto  u~ (di cui al n. 41) 
ha  in R~.~ tu t te  le coordinate  nul le  salvo la i ~ ch '~  ugua le  a l l ' un i th ,  eosi 
il punt9 cui dovrh avere tu t te  le coordinate  nul le  t r anne  la i m" che var rh  c. 
In  base ai pr imi  due capoversi  del n. 42, ne d iscende che il punto  ~ di S~,~ 
avente  le coord ina te  (x~, x~, . . . ,  ~ ,  0, 0, . . . ,  0) pub a l lora  veni r  scri t to sotto 
la fo rma 

(79) 

dove nel  secondo membro addizioni  e mol t ip l icazioni  vanno intese nel  senso 
specif icato al n. 40. 

~ e  d iscende  anzi tu t to  che u l ,  u2, ..., u~ cost i tuiscono una  b a s e di 
su "(, gli e lement i  (79) di ~ essendo quel l i  di u n ' a l g e b r a  ~ d ' o r d i n e  n 
sopra ~,, la qnale  r i su l t a  associat iva,  p r imi t iva  e dota ta  di modulo  (ma non 
necessa r i amen te  commuta t iva ) ;  e c h e l a  rappresen taz ione  delle coppie (~, 4) 
di ~ med iaa te  i punt i  ~z di $2,~ (di cui al n. 40) viene a coincidere  con quel la  
che si desume  - -  in re lazione ad ~ - -  dalle considerazioni  svolte verso la 
f ine  dei nn.  23~ 25. 

Osserviamo in[ ine che, nel l 'S~_~ <, a l l ' i n f in i t o  >> dello spazio $2,~ sopra il 
corpo commuta t ivo  "~, il Iuogo delle ret te  k appoggia te  ai tre dis t int i  S~_~ )~ I~, v 
di ~ ~ ~ u n a  V]~ d i  S e g r e ,  avente  )~, ~, v e c iascuno d e g l i s p a z i  p suddet t i  
qual i  g e n e r a t o r i .  

Diremo per abbreviare  che un s is tema grafico E., r di uno spazio $8-~ 
(n ~ 2, r ~ 2, s : nr) sopra  un  corpo ), sodd i s fa  a l la  condizione ~ in rela- 
zione a tre dis t int i  ~, ~, v d e i  suoi R~_l, i qual i  g iacciano in un  $2~-~ 
f ibrato da  E,~,~ (n. 37), quando  esista una  re t ta  l~m~n~ appoggia ta  a )~, ~t, v 
ta le  ehe gli S~_~ di v,~,r uscen t i  dai  pun t i  di ques ta  s iano tut t i  inc ident i  a 
c i a s c u n a  delle re t te  di $2~-~ appoggiate  a ),, ~, v. Allora il corpo ~" 
r i su l ta  necessa r i amen te  c o m m u  t a t  i v  o, e ta condi~ione C equivale  a 
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ei6 ehe ~ , ~  abbia a contenere (non soltanto ),, ~, v, ma) e i a s e u n o  degli 
spazi ~ geueratori  della I/~ di Segre definita da )., it, v. 

In base a quanto sopra, si ottiene in definitiva il seguente teorema. 

C~ denoti una  qualsiasi  algebra d' ordine n sopra un  campo ~,, che sia 
assoeiativa e pr imi t iva  (ma non necessariamente commutativa). Scelta in 
arbitrariamente una  base (p. es. sinistra), le r-ple di elementi di d~ possono 
venire rappresentate cot punt i  << al f inito >~ di un  S~, bastando all' uopo inter. 
pretare le s =  nr  componenli degli elementi di una  s i f fat ta  r -p la  qual i  coordi- 
nate del corrispondente punto di S~. Nello spazio S,_~ <~ all ' infinito >> di S~ 
r imane in conseguenza definito un  sistema grafico Z~, +. di spazi S,,_I; e questo 
soddisfa alla condizione C, in relazione a tre qualsivogliano purch~ distinti  
dei suoi S~_~ di un $2~-~. 

D'altro canto, se r ~ 2, il sistema ~',,r ~ necessariamente desarguesiano 
(n. 39) e quindi  associato ad un  certo corpo, ~. Ebbene, tale corpo r isul ta 
un'  estensione di ,~ e pub venir posto in  corrispondenza d' isomorfismo coll'al. 
gebra ~ (la quale ~ pereib sempre dotata di modulo). 

Reciprocamente, in uno spazio S~_~ sopra un  corpo "C si consideri un  st. 
sterna grafico Z , , ,  (n ~ 2, r ~ 2, s -~  nr), che sia desarguesiano e che soddisfi 
alla condizione ~ in relazione a tre dist int i  arbitrariamente f i s s a t i dei 
suoi S,,_~ di u~, $2~,-~. Allora "l ~ necessariamente commutativo, ed il siste. 
ma ~ pub definirsi nel modo suddetto a part i te  da un 'oppor tuna algebra 
(ond'esso viene a soddisfare alla condizione C in relazione a tre distinti  
q u a l s i a n s i dei suoi S~_~ di uno stesso S~**_~). 

Se nella prima parte di questo teorema si suppone ~, finito, in virtfl 
del n. 39 si ha che il corrispondente sistema ~ . ~  risulta p a s c a l i a n o .  
Cib dimostra un importante teorema di Wedderburn,  secondo cut (cir. ad 
esempio SCoRzA [8], n. 48 dell 'Appendice) un 'a lgebra  associativa primit iva 
sopra un corpo finito ~ necessar iamente  c o m m u S a t i v a .  

44. Completeremo lo studio iniziato al n. 40, esaminando pifi da vieino 
il caso dei s i s temi  grafici E+, ,~(n~2 ,  r ~ 2 )  ehe risultano p a s c a l i a n i ;  
il che ha sempre automat icamente  luogo per i sistemi ~,,,~ che sono 
d e s a r g u e s i a n i  e definiti sopra un campo base 7 f i n i t o ,  la prima 
di queste due condizioni essendo senz'al tro soddisfatta se r ~ 2 (n. 39). 
Anehe ora supporremo dapprima r - - 2 ,  potendosi poi (giusta il prineipio 
del n. 40) passare agevolmente al caso r ~ 2. 

Attualmente,  lo spazio Ss-1 = S~_1 cui Z appart iene ~ <<iperpiano 
a l l ' in f in i to ,  di un 82. su 7, per il quale modifichiamo leggermente le nota- 
zioni del n. 42 introducendo i simboli X ed 17 per  designare i c o m p  I e s s i  
v e r t i c a l i  (o matriei di tipo n , 1 )  r ispet t ivamente formati  dalle x e dalle 
y; e si rammenti  ehe le (x~, x2, ..., x , ,  yl,  Y~, ..., Y,), ossia le compo- 
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nenti  x ed y delle X ed Y, fungono da coordinate proiettive di punto non 
omogenee in S=,, ed omogenee in S~,~_~, Allora l 'equazione Y - - 0  (con 
ovvio significato per il secondo membro) rappresenterh:  in S,,~ lo spazio 
n-dimensionale  oiv (su c u i l e  componenti  di X saranno coordinate non 
omogenee di panto); ed in S~,_, lo spazio iv immagine del ~ punto alFinfi- 
nito>> dell 'asse {, questo asse essendo tracciato sul piano grafico pascaliano 
R , - - R  collegato a v (n. 40). Par imente,  X - - 0  rappresenterh,  in 82,,  lo 
spazio o~ (su cui Y definirg coordinate non omogenee di punto) e, in 
S=,,_,, lo spazio bt imagine del (< punto al l ' infinito >> delF asse ~. 

Sia :¢ un qualsiasi a 1 t r o ~ punto al l ' inf ini to ~> di R; questo sari* ima- 
gine di un S ,_ ,  della fibrazione i-ndotta da v in S~,_,, t he  denoteremo 
con v, il quale dovri~ essere distinto da iv e da ~. e risulteri~ percib s g h e m b o  
rispetto a ciascano di questi spazi. Re consegue ehe v potr~t rappresentars i  
in S~,_, mediante un sistema d i n  equazioni l ineari  omogenee nelle x, y a 
coefficienti in y~ risolubili tanto rispetto alle m c h e  rispetto alle y;  questo 
sarh quindi equivalente al sistema rappresentato da un~equazione della 
forma:  

(80) y = AX, 

dove A denota una matr ice quadrata  (d 'ordine n) n o n  d e g e n e r e ,  ad 
elementi  in ~l. 

In  virtfi della stessa definizione di R (n. 38), F operazione di proiezione 
dell 'asse ~ sull 'asse ~ dal centro ~, che denoteremo col simbolo {~}, si 
t radurrh  in $2, mediante la proiezione dello spazio oiv sullo spazio o[~ 
daI centro v; in forza della (80), ques t 'u l t ima ~ quella ehe muta  il punto 
(X, 0) di oiv nel punto (0, AX)  di o~. 

Presi  ora in R altri due punti  al, ~2 ((alFinfinito)>, circa i quali use- 
remo rispett ivamente notazioni ottenibili da quelle test~ introdotte per ~ con 
l 'apposizione del l ' indice  1 o 2, Fipotesi che R sia p a s c a l i a n o  implica 
una proprieth di chiusura inerente  agli e s a g o n i  d i  P a p p o - P a s e a l  
aventi i punti diagonali in a, ~1, ~ ed i vertici a l ternat ivamente sui due 
assi ~ ed ~ (red. ad esempio B. SEOI~E [11, 181, n. 118);" e questa si tra- 
duce mediante  l'identiti~ 

(8,)  {~d {~1}-1I~} { ~}- t{~d {~I -~ : 1, 

nella quale il secondo membro sta per indicare la trasformazione identica 
delFasse ~ in s& 

Avuto r iguardo al modo poeanzi specificato di rappresentare  {o: t in 
S~,, a part ire dalla (80), i~ subito visto c h e l a  (81) equivale all' i d  e n t i  t g  
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f r a  m a t r i c i :  

(s2) A-IA,A~'*AA-~*A~ --  I, 

dove I designa la matrice unitit (quadrata d' ordine n). 

Si rilevi c h e - - s e ,  come non ~ restrittivo, si suppone the  lo spazio v 
eoincida con quello (designato appunto con v) mediante il quale al n. 40 sono 
state introdotte in $2, le  coordinate x, y -  r isul ta  A -  I (e viceversa). Cor- 

r ispondentemente,  la (82) ridncesi  alla A~AT~A~'~A2- I, equivalente alla 

(83) A1A2 ~ A2A1 ; 

sicch~ le matrici  A relative alle equazioni (80) rappresentant i  in $2,,_~ i vari 
Sn-~ di ~ son allora a due a due permutabi l i  f ra  loro. Si osservi infine 
che, con la suddet ta  scelta concernente  v, la V~ di Segre definita da 
)., ~, v (n. 42) risulta il luogo del punto di $2,,_~ di coordinate omogenee 
(X, cX), ore X ha come componenti  elementi  arbitrari  non tutti  nulli di 7 
e c designa F c<~ od un qualsiasi  elemento di y. 

45. Diremo, per  abbreviare,  che un sistema grafico Y,~,~ di un S~_~ deft- 
nito su di un campo 7 (come pure la relat iva fibrazione) r isul ta  generale, 
se - -  entro un $2,_1 di S~_~ - -  possono trovarsi  quat t ro distinti S._1 )., [~, 
v, vl d i ~  che si comportino in modo g e n e r i c o  rispetto alle rette di 
S~,,_1, tali eioi~ che l ' i n t e r s e z i o n e  di uno v~ di essi con la V,~ di 
Segre definita dagli altri tre consti d i n  p u n t i  d i s t i n t i  (singolar- 
mente definiti  in 7 od in un 'es tens ione  di 7); e cib val q uanto dire the  
gli spazi )., [~, v, v~, dianzi considerati ,  debbono ammettere  n d i s t i n  t e 
r e t t e  t r a s v e r s a l i  c o m u n i  (esse pure singolarmente definite in 7 
od in un 'es tens ione  di y). 

Dal punto di vista analitico, se ~ come non ~ restrit t ivo di ammet. 
t e r e -  )~, ~t, v, vl coincidono coi quattro spazi cosi denominati  al n. 44, 
la condizione di g e n e r i c i t i t  si t raduce per  essi in cib che gli n auto. 
valori della matrice A~ risult ino d i s  t i n t i. Allora ~ subito visto che, in 
corrispondenza ad uno qua lunque  k~ di tati autovalori,  l' equazione 

(84) A~X --  k~X 

definisce 
e ehe le 
descrit te 

(a meno di un fattore scalare) una ed una sola n -p la  X - - X ~ = O ;  
n trasversali  degli spazi )~, ~, v, vl risultano le rette di S~,_~ 

dai punti  

(85) ( i - -  1, 2, ..., n) 

Annal t  di Matematioa 7 
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al variare de lpa rame t roc ,  e s o n o q u i n d i  l i n e a r m e n t e  i n d i p e n d e n t i  
fra loro. 

Si ramment i  ora c h e l a  condizione di permutabil i th (83) impliea the  la 
matrice A2 possa venir espressa come un p o 1 i n o m i o nella A1 a coeffi- 
eienti in ? (err. WEDe]~m3Umq [29], n. 2.08): 

A~ = F(A1). 

Gonseguentemente, la soluzione X-- -X~del la  (84)viene a soddisfare altresi la 

A,X = F(kdX;  

e cib dimostra che lo spazio v2 (di cui al n. 44) r isulta i n c i d e n t e  a 
c iascuna delle rette (85). 

Pertanto,  nelle ipotesi ammesse, il sistema 21 ~ contenuto entro la 
totMit~ degli spazi S,_1 su ~" che si appoggiano a l l e n  rette (85). Per  un 
punto di un siffatto Sn-1, the  non stia su di una faccia del relativo n -  
simplesso d'appoggio, non vi sono altri S._1 di quella totalitk e passa 
inveee uno ed un sol spazio di Z, il quale deve dunque neeessariamente 
coincidere coil 'S,_1 inizialmente considerato. Ne discende che Z non diffe- 
risce dalla suddetta totalitY, e percib (come questa) viene a contenere cia- 
scuno degli spazi generatori  della V~ di Segre definita da  )., ~, v. Abbiamo 
cosi stabilito che Z soddisfa alla condizione ~ (di cui al n. 43) relat ivamente 
agti spazi )., ~t, v. 

Avuto riguardo alla commutativi th di 8 - - e o n s e g u e n t e  alla ipotesi che 
Z risulti  pascaliano - -  ed alla parte finale del teorema del n. 43, ne discende 
ehe Z pub venir eostruito - -  nel mod0 ivi i n d i c a t o -  a partire da un' algebra 
~I c o m m u t a t i v a .  I i  eampo ~ ~ cosl un 'es tens ione  eommutat iva di ?, 
di grado n, la quale n o n  pub ch 'essere  s e p a r a b i l e  per il fatto - -  
dianzi assodato - -  che Z ammette le n direttrici rettiIinee (85) indipendenti  
e quindi certamente d i s t i n t e .  E l ' a lgebra  ~ ,  in virtfi ancora del n. 43, 
r isul ta  i s o m o r f a a quella relat iva all '  estensione di ? in ~ (n. 8). 

Dal easo r - - 2  - -  dianzi trattato - -  si passa senza difficoith aleuna a 
quello in eui r >  2. Tenuto anche eonto dei nn. 25, 39, si ottiene cosi in 
definit iva il seguente teorema. 

I s o l i  sistemi grafici che siano pascaliani e generali (nel sensoprecisa[o 
al principio di questo numero) sono i sistemi grafici elementari. 

I n  un  S~_~ di Galois, possono aversi sistemi grafici E,,~ generali che 
non siano elementari soltanto nel caso che risulti r -  2, s - - 2 n .  

In base anche al n. 37, ne discende che: 

In  uno spazio $2~-~ di Galois, un sistema grafico ~ , 2  che sia gem- 
tale, ma non elementare, risulta sicuramente non desarguesiano. Lo ste$so 
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pub altresi  dirsi  di ogni sistema grafico E~, ~ di rette di un  Sa reale il  quale 
sia generale, ma non elementare. 

Pe r  meglio intendere la portata  di questa  proposizione, ramment iamo 
che (n. 37) un E**,2 non ~ altro che una qualsiasi  f i b r a z i o n e  di un 
$2~_1 mediante S,_x; e che (nn. 27, 45) un E.,2 e l e m e n t a r e  ~) carat- 
terizzato dull 'esis tenza per  esso di n r e t i e  d i r e t t r i e i  fra loro indipen- 
denti  (singolarmente definite su di un 'oppor tuna  estensione del campo base 
di $2~-~). Ne discende la possibilitit di c o s t r u i r e dei p i a n i  grafici 
R non desarguesiani  finiti  o reali, dedotti (col procedimento specificato nel 
n. 38) da sistemi E - -  supposti  esistenti  - -  di uno dei due tipi contemplati  
ne l l 'u l t ima  proposizione; e di cib trat teremo part icolareggiatamente nei due 
paragrafi  successivi,  ore siffatti sistemi E verranno determinati .  

46. Sia ora Ss_l uno spazio pascaliano sopra un campo y. Se 
s - -  nr  (con n ~ 2 ~  r_>2)  ed ammesso che 7 possegga un 'es tens ione  alge- 
briea separabile di grado n~ esistono come sappiamo f i b  r a z i o n i di Ss_~ 
mediante spazi S,~_~, una di queste  venendo ad es. fornita (giusta il n. 25) 
da un sistema grafico elementare,  E ----~v,~, definito in base alla suddet ta  
estensione di 7 (e proiet t ivamente caratterizzato al n. 27). Nel l ' ipotes i  the  
il gruppo ]~ di Galois di tale estensione sia c i c l i  e o, i l  che ha senz'altro 
sempre luogo s e n - - 2  oppure (n. 20) se 7 b finito, dimostreremo che:  

Se r ~  n e se 7 non consta di due soli elementi, esistono f i b r a z i o n i  
n o n e 1 e m e n t a r i di ~ S~_~ mediante  spazi S,,_~, ottenibili ct par t i re  da 
quel ~ col procedimento pii~ sotto specificato. 

Consideriamo dappr ima il caso in cui si abbia r - - n .  Gli spazi direttori  
(69) di E avranno allora la dimensione n - - 1 ;  e si potranno fissare n spa~i 
indipendenti  di Z: 

UI, U~, ..., U, 

(ciascuno di dimensione n - - 1  e definito su 7), congiunti quindi dal- 
l 'Ss_ l -"  S,,2_1 ambiente.  In  virtil del n. 36, potremo inoltre supporre  di 
avere scritt i  gli spazi (69) in un ordine tale che le n trasformazioni del 
gruppo r di Galois {per ipotesi ciclico) inducano fra quelli le n sostituzioni 
circolari.  

l:'osto per  abbreviare  

P q =  T* n Uj, 

si ha intanto che gti n n-s implessi  P~IP~ ... P ~  risuttano fra loro c o n i u -  
g a t i  rispetto alla suddet ta  estensione di y. Pertanto,  uno spa~io U di E che 
non si appoggi ad aleuna faccia (di dimensione ~ _ n - - 2 )  di uno di tall 
n-s impless i  avrh ancora lo stesso comportamento nei r iguardi  dei r imanenti  
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n-simplessi .  Se quindi poniamo 

P~:  T* n U, 

potremo come segue d e f i n i r e in modo coerente delle omografie fra gli 
spazi (69) presi comunque a due a due:  1' omografia fra T~* e Ti:* (i, i ' -  t, 
2, ..., n ;  iq=i') sar~ quella in eui si corrispondono Pi e P,,,  ed inoltre Pii 
e P~'i' (J , f  - -  1, 2, ..., n) sotto la condizione che sia i -t- j --: i' -~ f (rood n). Poich~ 
ognuna delle trasformazioni di l: muta  in s6 la n - p l a  dei punti  Pi  e t ' una  
ne l l ' a l t ra  le n n -p le  dei punt i  P*i con i + j  ~ cost. (mod n), ne diseende ehe 
la W2(~-~) di Segre generata dagli  Sn_,  congiungent i  le n-p le  di  pun t i  omo. 
loghi nelle suddette omografie ~ d e f i n  i t a s u ?. 

Si ha una p r i m a  f i b r a z i o n e  di W2(,~.-~) mediante spazi S,_~ 
definiti  s u  ?, data dagli S,~_1 g e n e r a t o r i di W2(,~_~) che risultano defi- 
niti su y; b chiaro che fra tall spazi v 'b  U e che ognuno di quelli  b uno 
spazio di ~. Ma W,(n_~) contiene un altro sistema di spazi S~__~ [spazi 
d i r e  t t o r i ,  fra cui vi sono gli spazi (69)]; e quelli fra essi (certamente 
esistenti) che risultano definiti  su ? cos t i tu i scono una s e c o n d a f i b  r a- 
z i o n e  di W~(~,_~). 

Pertanto,  m o d i f i c a n d o  E col sost i tuire agli spazi della prima 
fibra~ione di W~(~_~) quelli  della seeonda~ lascian.do perb inalterati  gli altri 
spazi di ~ se ne r icava manifes tamente  una n u o v a  f i b r a z i o n e  di 
S,_~ mediante spazi S,_~. 

Notiamo poi ehe n e s  s u n o  dei suddetti  spazi generatori  di W~,~_~) 
appartenent i  a ? si appoggia a T~* in un punto situato su di una faccia 
de l l 'n -s implesso  P ~ / ) ~  ... /)1,.  Si supponga infatti  per assurdo che uno, 
U', di quegli  spazi non soddisfi a questa  eondizione. Posto 

pf, , = T,* n V',  

sia PliIPli~ ... Pli~ la faecia di dimensione k - - i  ( ~  n- -2)  m i n i m a di quel 
simplesso che contiene P'I .  Poich~ v~b una  trasformazione di l ~ che muta 
TI* in T~*, ne diseende the  P'~ giaee su P21~P~i~ ... P2jk; e questo spazio 
deve conseguentemente  eoincidere col t rasformato di P1]~P~i~ ... P~Jk nell'omo- 
grafia fra TI* e T~* (la quale muta  J~'i in P'2). Dunque,  a par te  l' ordine, 
gli interi j ~ , f i ,  . . . , ~  debbono essere congrui modulo n agli j ~ - ~ l ,  
]~-~ 1, ..., ] ' ~  1, il che non ~ perb possibile in quanto k ~ n. Questa 
contraddi~ione prova l 'asserto.  

Si considerino ora gli spazi di Y. il cui punto d 'appoggio  con TI* giace 
su di una faeeia del simplesso P~IP~2 ... P ~  (fra tall spazi vi sono sempre 
gli U~, U~, ..., U , ;  e non ve ne sono altri se, e soltanto se, n - - 2 ) .  In base 
a quanto sopra~ i r i m a n e n t i  spazi di Y. si distr ibuiscono su tante 
W~(,,_~) di Segre, le quali sono prive a due a due di  p u n t i  in  oomune su y. 
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Ne consegue ehe si ottiene a pari ire da Z una n u o v a  f i b r a z i o n e  di 
Sz_~ mediante spazi S,~_~, qualora si operi nel modo dianzi speeificato su talune 
delle suddette W~(,~_~) scelte ad arbitrio. Avuto riguardo al n. 27, si vede 
pot ehe una siffatta fibrazione r isul ta  di eerto n o n  e l e m e n t a r e  
nel l ' ipoiesi  e h e l a  suddeita operazione n o n  venga effet iuata  su almeno 
due distinie di quelle W~(~_~); il che ~ eertamente possibile in virtfi delI'ipo. 
test ammessa ehe "~ non consti di due soli elementi (menire invee% se 7 
possedesse soltanto due elementi, vi sarebbe una sola ~ W2(,~-~)). 

Ci resta infine da trat iare il case in cut si abbia r ~ n. Quesio si 
r iduce al preeedente col fissare in S~_~ uno spazio subordinato S~_~ deft- 
nito su y e fibrato da spazi di E, il che ~ certamente possibi]e (ed anzi in 
pih modi) in base al n. 30. Si raggiunge allora l ' in tento  volute, eel m o d i .  
f i e a r e  la fibrazione indotia da ~ . in  Sn~-~ nel modo preeedentemente 
indicato, lasciando invece inal tera t i  gli spazi di ~ non giacenti in Sn~-~. 

§ X. - F ibraz ion i  non  e l e m e n t a r i  di S 3 pasca l iani  m e d i a n t e  rette ,  e 

p ian i  non  desargues ian i  che  ne der ivano.  

47. Nel presente paragrafo ci occuperemo del problema segnalato alla 
fine del n. 45, nel caso pi~l semplice n - - 2 .  Si tratta dunque di determinare 
e classificare le fibrazioni • medianle rette di uno spazio tr idimensionale S~ 
sopra u n  campo y; il che offre interesse anche a preseindere dalle applicazioni 
ehe ne derivano nello studio dei piani grafiei (n. 45). 

Incominciamo col dimostrare ehe: 

O g  n i s i f fal ta fibrazione ¢P risul la g e n e r a I e (nel senso specificato al 
prineipio net n. 45), tranne eventualmente nel caso in cut "~ sia di caratteri.  
stica 2 e non perfelto. 

Ammettiamo infatt i  per assurdo che (I) possa essere n o n g e n e r a 1 e : 
cib significa che quattro rette a~, a2, a3, a 4 distinte qualsiansi di q~ ammet- 
tono - -  nella chiusura algebrica di ~( - -  almeno ire trasversali  distinte od 
una sola. 

II primo di questi due cast si presenta se, e soltanto se, a~, a~, a~, a~ 
appariengono ad uno stesso regolo; ma non b possibile che cib abbia luogo 
comunque venga seelta la retta a 4 di q), poich~ al t r imenti  (I) potrebbe unica. 
mente comprendere le ~ reite del regolo avente a~,a.~, a~ quali  generatrici  
e non invaderebbe quindi F S~ com'~ invece lenuto a fare. 

Nel secondo caso, la eongruenza l ineare d e i e r m i  n a t a dalle retie 
a ~ , a  2 , a  3,a~ r isul ta  s p e e i a l e ~  ossia ammeite u n a  s o l a  direttrice, b, 
che ~ pure generatrice di delta congruenza e costituisce Fun ica  trasversale 
delle a~, a~, a~, a 4. La determinazione di b viene ora a dipendere da un ~equa. 
zione di 2 ° grado avente coefficienti in T e radiei coincidenti.  Se dunque 
SUl)poniamo che y non abbia la carat terist iea p ---- 2 o ch% essendo invece p -- 2, 
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? sia perfetto, la ret ta b r isulta d e f i n i t a  
suddetta congruenza ehe sia definita su ~, ha 
punto d 'appoggio con b d e f i n i t o  s u  ?. 

Quella congruenza pub cosi contenere al 

s u  7 ;  sicch~ ogni retta della 
pure necessariamente il proprio 

pifi c~ L rette di ffP (in quanto 
v'~ soltanto u n a ret ta di • per ogni punto di b); esistono quindi rette di 
che non le appartengono, e sia a5 una quatunque di esse. Dalle ipotesi 
ammesse risulta che le cinque rette a~, a~, a~, a4~ a 5 appartengono ad uno 
ed un sol complesso lineare, L, il quale b generalmente n o n  s p e e i a l e  
(poich~, altrimenti,  a~ e quindi pure r u t  t e le retie di ~ risulterebbero 
ineidenti  alla b, il t he  non pub essere); tale complesso eontiene la suddetta 
congruenza e, di consegaenza, altresi la retta b ~ - - b .  Parimente,  L dovr~t 
eontenere le rette b~, b:,  b 3, b4, ore si denoti con b~ la r e t t a  ineidente alle 
a~, a3, a~, as, e cosi via. Pertanto,  con la terminologia di B. SEGRE [9], 
n. 30, le dieei rette a, b dianzi considerate costituiseono una b i q u i n t u p 1 a. 
)in allora (loc. cit., n. 31) la conoscenza di a , , a 2 ,  a~ ,a~  ed L d e t e r m i n a  
univocamente a 5. D 'a l t ro  canto, fissate che siano a~, a~, a3, a 4 si hanno in 
tuft0 soltanto c~ ~ possibi l i  posizioni per L, e quindi al tret tante per a ~  il che 
non pub essere. 

L 'assurd i th  del l 'ammissione fat ta in prineipio r imane cosi provata in 
ogni easo, sotto le restrizioni dianzi specificate per ?, onde l 'asserto.  Tali 
restrizioni r isultano n e c e s s a r i e~ come mostreremo nell' 0sservazione 

del n. 52. 

48. Rileviamo che, in base al n. 27, 

I s i s t e m i  gra f i c i  e 1 e m e n t a r i E - -  ~2.~ sono tu t t i  e soli  i s i s t em i  d i  ret te 

d i  u n  S 3 p a s c a l i a n o  cos t i tu i t i  da l l e  ret te  d i  u n a  c o n g r u e n z a l i n e a r e 

e 11 i t t i o a (ossia a direttrici  distinte, definite sopra un' estensione quadrat ica  

del eampo base di $3). 

Avuto anche riguardo al n. 47, v'~ ora da esaminare s e e  come si possa 
f i b r a r e  S~ in modi d i v e r s i  da quelti offerti dai suddetti  sistemi ~2. 
Un primo risultato parziale in proposito ~:ien fornito dal n. 46, ore si faccia 
n - - r - ' 2 ;  ma ora ci proponiamo la ricerca di t u t t e  le nuove fibrazioni, 
la quale verr~ sistematicamente perseguita nei successivi nn. 49-57. 

Poichi~ due rette distinte di una fibrazione ~9 di S~ non possono avere 
un punto a comune, cosi si ha intanto subito che:  

Q u a l u n f f u e  s i n  i l  ~ampo base d i  S~i i n  o g n i p i a n o  d i  S~ g iace  a 1 p i i~ 

u n a re t ta  d i  ~P. 

Completeremo quest 'osservazione prelimim~re, mostrando che: 

Una  f ibraz ione  ~9 d i  u n  S 3 d i  Galois  (il  f fuale abbia  ciod u n  c a m p o  base ,; 

f i n i t o) a m m e t t e  u n a e d u n a s o l a t e t ra  i n  o g n i p i a n o  d i  5' 3 ; 

sicch~ (I) h a  a l l o r a  s e m p r e  cara t t e re  a u t o d u a l e.  
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Invero, detto q l 'ordine  di y, il numero delle ret te di • vale q ~  1 
in. 22). Poich~ per una ret ta di $3 passano q-{-- 1 piani, cost il numero delle 
c oppie costituite da una ret ta  di (I)e da an  piano per essa i~ ( q ~ + l ) ( q - ~ t ) ;  
ma questo uguaglia preeisamente  il numero q ~ - { - q ~ - q  + 1 dei piani di S~, 
onde 1 ~ asserto. 

49. ]~ ben note c o m e -  seguendo K l e i n -  si possano rappresentare  
biunivoeamente  le rette di S~ coi punti  di una  q u a d r i c a  K d i  u n o  
s p a z i o S~, avente aneora ? quale campo base (err. ad esempio BEI~INI [3], 
cap. VI, nn. 22-26, oppure COXE~ER [4]). K contiene un p r i m o  s i s t e m a  
~ 3  di piani (definiti su y), i quali rappresentano i singoli p u n t i  di S~ 
pensati quali centri  di stelle ~"- di re t te ;  ed un . s e e o n d o  s i s t e m a  ~ 
di piani, i quali rappresentano i singoli p i a n i di S 3 pensati quali sostegni 
di piani rigati. Avuto r iguardo ai nn. 21, 48, si ha quindi immediatamente  che:  

Alle fibrazioni d9 di $3 mediante retle eorrispondono, sulla quadrica K 
di Klein, le superficie (o sistemi ~ di punti)~ F, ineontrate in uno ed un  sol 
punto da ogni piano di K del primo sislema. Una siffalla superficie F viene 
di conseguenza a d  inconlrare ogni piano di K del secondo sislema in al pii~ 
un  puato (esattamente in  un  sol punto se ~; ~ finite). 

Le fibrazioni elemenlari di Ss sono quelle the hanno per imagini su K 
superfivie ffUadriche elliltiehe (o non rigate, segate su K da opportuni spazi 
tridimensionali di $5 ). 

50. Lo studio delle superficie.  F di eui sopra (imsgini, sulla quadrica K 
di Klein; di fibrazioni di S 3 mediante rette) pub - -  come vedremo - -  venire  
semplificato e talora eondotto a rondo, facendo ricorso ad una p r o i e z i o n e 
s t e r e o g r a f i e a  delia quadriea  K (circa la quale, cfr. ad esernpio 
BEm:IZ~I [3], cap. VI, nn. 15-19). 

A tal fine, si fissino eomunque un punto 0 di K ed un iperpiano S' 4 
di S~ non passante per 0, e si associ ad ogni ulteriore punto P di K la sua 
proiezione P'  da 0 su S'4. Si viene cosl ad isti tuire una corrispondenza 
birazionale fra K ed S'4, la quale t rasforma il punto 0 new S' 3 segato su S' 4 
dal l ' iperpiano tangente a K in 0. Questo S'~ sega K seeondo una superficie 
quadrica,  H, luogo dei punti  P '  di S' 4 the  sono congiunti  ad 0 da ret te 
situate su K, e che hanno quindi 1 ~ omologo P indeterminate  sulla relativa 
re t ta  OP'. 

La quadrica H contiene due regoli complementar i  (definiti l 'uno e l 'al tro 
su ~'), luoghi r ispet t ivamente delle rette k~,k~ segate su S' 4 dai piani di K 
per 0 del primo e del secondo sistema. Un piano K che non passi per 0, 
ed appar tenga al primo od al seeondo sistema~ ha r ispett ivamente quale 
imagine in S'~ un piano non giaeente in S' 3 e passante per una ret ta del 
tipo k t o k2; e vieeversa. 
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Preso un qualsiasi punto P'  di H, il relativo piano ~ tangente sega H 
helle due generatr ici  k~, kz uscenti  da P'. Uno spazio tr idimensionale II 
di S' 4passante  per 7:6 congiunto ad 0 da un iperpiano di S 5ehe t o e e a  K 
in u n c e r t o p u n t o ,  P, d e l l a r e t t a 0 P ' ; s i o t t i e n e e o s i u n a  c o r r i s p o n d e n z a  
b i u n i v o  e a fra la punteggiata OP' ed il fascio di asse 7: degli spazi II 
di S'4, nella qaale al p u n t o  0 viene a corrispondere to spazio S'~ di appar- 
tenenza della superfieie quadriea  H. 

Se ora considexiamo ~ sulla quadrica  di Klein K - -  una  superfieie F 
imagine di una  fibrazione (P di Sa~ possiamo proiettare K ed F stereografi- 
camente scegliendo il centro della proiezione in un punto 0 di K n o n  
appar tenente  ad F. Allora F viene a possedere uno ed un sol punto (distinto 
da 0) su eiaseuno degli ~ plant Ok~ di K, del primo sistema, useenti d~ 0;  
ad ognuno P di tall punti  viene a eorrispondere, nelF S'~ di proiezione~ uno 
spazio II distinto da S' 3 e passante per la relativa ret ta  k~ di H (talch~ II 
segherh H ul ter iormente  seeondo una tetra k.2). Designeremo con F* 1 ~insieme 
degli spazi II che cosi si ottengono. I r imanent i  punti P di If vengono proiet- 
tati da 0 in punti  P '  di S '~  non giacenti su S'3, l ' ins ieme dei quali verrh 
denotato con F'. Va rilevato che, se y ~ finito d 'o rd ine  q, l~insieme If* viene 
a constare di q-t--[ spazi II, onde il numero dei punti  P '  di If '  ~ dato da: 

( q ' + l )  - (q~- 1 ) = q 2 - - q .  

Avuto anehe riguardo ai nn. 48, 49, da quanto sopra diseende agevol- 
mente  la seguente c a r a t t e r i z z a z i o n e  p r o i e t t i v a  delle proiezioni 
s tereografiche delle i m a g i n i F su K delle fibrazioni (I) di Ss. 

I n  uno spazio, f fuadridimensionale S'4 su di un  campo y, si consideri 
una  superficie quadrica H non degenere e rigata; e si designino CON S's to spa. 
zio di appartenenzct di H e genericamente con kl, k2 le generatrici di H 
del pr imo e del secondo sistemct. L a  ricerca delte suddette imagini  F e q u  i- 
v a l e  a queUa delle eoppie (If*, If') cosi, definite: 

1) F* deve constare di ~ 1  spazi II (tridimensionali) di S'~, dist int i  da 
S'~ e tangenti ad H, tall che ogni tetra k~ stia in uno ed un  sol I I e d  ogni 
retta k~ stia in al pii~ un  II (se ? ~ rialto, d' ordine q, i l I  sono complessiva. 
mente in  numero di q ~ t e v' ~ uno ed un  solo di questi anshe per ogni tetra k2). 

2) F'  eonsti di oz ~ pun t i  P' di S'4, nessuno dei quali  giaeeia in S'3 od in 
alcuno degli spazi II di F* ; invece, vi dev' essere un  sol punto P'  di If' in cia- 
scun piano di S'~ che eontenga una  retta ks, e she non stia in  S's e neppure 
nell 'eventuale spazio II conienente kz, (se y d rialto d'ordine q, i pun t i  P '  
r isul tano nello stesso numero q2 q dei p lan t  del tipo suddetto uscenti da 
una  qualunque fissata retta k2). 
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51. Si ottengono subito particolari  coppie (F*, F'), soddisfacenti alle 
condizioni volute (n. 50), procedendo nel modo seguente. Si scelga in S' 4 un 
qualsiasi spazio S~ distinto da S'~ e non tangente  ad H;  e sin C la conica 
(irriducibile) segata da S* su It.  Si fissi poi ad arbitrio una quadrica  ellittica 
G di S* the  passi per C. 

I piani che toccano H e G in un qualsiasi punto di C sono distinti, ed 
h a n n o a  comune la ret ta tangente a C in quel punto, ond'essi  sono congiunti  
da uno spazio a tre dimensioni, 1L La totalit~ F* di questi  I I e  quella, F'~ dei 
punti  di G non giacenti su C soddisfano manifes tamente  alle condizioni 1), 2} 
del n. 50. 

Avuto r iguardo al primo enunciato del n. 48~ ed a ben note proprieth 
della rappresentazione kleiniana su K delle ret te  di S s e della proiezione 
stereografica d i u n a  quadrica (per le quali ved. ad esempio BER~INI, loc. 
cir.), r isulta che: 

Le coppie (F*, F ) ,  testd considerate, sono tutte e sole quelle relative a 
sistemi grafici elementari Y~2.~. 

52. Una categoria di eoppie (F*, /7') soddisfacenti alle condizioni speei. 
ficate nel n. 50, e nella quale r ientrano quali easi part icolari  le coppie (F*, F')  
di eui al n. 51, pub venire definita nel rood0 che ora passiamo ad indicare. Le 
coppie in questione, sono precisamente  le coppie (F*, F') relative a fibrazioni (I) 
di S~ mediante ~ rette situate in un e o m p 1 e s s o t i n e a r e (necessariamente 
non speciale), l=)er una • siffatta, la corrispondente superficie F (n. 49)viene 
a giacere sulla quadrica  a tre dimensioni segata su K da un iperpiano di S 5 
(non tangente a K). Si pub allora scegliere il centro della proiezione stereo- 
grafica in un punto 0 di detta quadrica sezione, non situato su F, e procedere poi 
come al n. 50. Completando il ragionamento con semplici argomentazioni,  
che possono poi venire agevolmente invertite, si perviene cosi al seguente 
teorema. 

Le fibrazioni ep di $8 mediante ~ 2  rette situate in  un complesso lineare, 
sono quelle definite ~ giusta il n. 50 w a partire da coppie (F*, F') cosi 
ottenibili (da un' opportuna superficie G). 

Nell' S'~ (d~ eui al n. 50} si consideri un qualsiasi spazio tridimensionale 
S'8, distinto da S'~, che non tocchi H e quindi seghi H lungo una coniea 
C ir~iducibile. Si  determini poi in  $3" una superficie (od insieme oz 2 d! punti), 
G~ che contenga C e goda delle seguenti due proprietY: 

1) In  ogni punto P'  di C, la G ammetta un ben determinato piano 
tangente; esista cio~ uno (ed un solo) piano di S~* {passante per la tangente 
in P '  a C e necessariamente distinto dal piano di C) che abbia a comune con 
G il solo punto P'. 

2) Ogni retta di S~* che si appoggi a C in un sol punto, P', e che 

Annali  di Matemat iva  8 
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non  st ia nel p iano  tangente a G in  P' ,  incontr i  G ul ter iormente  in  uno ed 

u n  sol punto .  
Corrispondentemente ad  u n a  superficie G si•atta, si ottiene F*  come 

tolalit~ degli  spazi  II the congiungono i p i a n i  tangent i  ad  H, G nei  s ingoli  
p u n t i  P '  di  C, mentre  F '  ~ semplicemente t ' ins ieme  dei p u n t i  di  G non 

s i tua t i  su C. 

In virtfi del n. 51, i s i s t e m i  g r a f i c i  e l e m e n t a r i  E2, ~ sono 
precisamente quelli che provengono nel modo suddetto da superficie G che 
siano q u a d r i c h e  e l l i t t i c h e .  Pertanto~ avuto anche riguardo ai 
nn. 45, 47, r isulta che: 

S e i l  campo base y non  h a  la carat teris t ica p - -  2 o se - -  essendo p ---- 2 - -  

y ~ perfetto, o g n i superficie G di  S~ che soddisfi  alle condiz ioni  poc' anz i  
specificate, e che n o n  sin u n a  quadr ica  ellittica, fornisce senz 'a l tro  u n  

p i a n o  grafieo n o n  d e s a r g u e s i a n o .  

O S S : E R V A Z l O N E .  - Questa proposizione, come gi~ quella del n. 47, non si 
estende a l  caso in cui y abbia la caratterist ica p - - 2  e non sia perfetto. 
Allora, infatti, una c o n g r u e n z a  p a r a b o l i c a  di rette di S~, la cui 
(unica) direttr ice non sia definita su ~, (e risulti  cosi definita su di un 'esten- 
sione quadrat ica inseparabile di y), viene a costituire una f i b  r a z i o  n e 
di $3, ossia (n. 37} un sistema grafieo ~,~,~, alla quale tuttavia r imane coor- 
dinato - -  giusta il n. 38 - -  un piano grafico d e s a r g u e s i a n o .  

53. ~ facile vedere ch% nell ' ipotesi  in cui il campo base y sia il 
c a m p o  r e a l e ,  esistono addir i t tura  s u p e r f i c i e  G a l g e b r i e h e  
soddisfacenti alle condizioni indicate nella proposizione finale del n. 52. 

Si ottieae un esempio significativo al r iguardo (dipendente da un intero 
m__~ 2 arbitrario), introducendo in $3" coordinate non omogenee (x, y, z) e 

considerando la superfieie G --  non quadrica - -  di equazione 

= (x ~ + y~)' .  

I piani z-----cost. ~ 0 segano infatt i  questa G lungo coniche~ una delle q u a l i  
pub venire identif icata con la C; ed ~ inoltre chiaro che detta G ~iene anche 
a soddisfare alle condizioni 1), 2) del n. 51, in quanto essa r isul ta  una 
superficie chittsa c o n v e s s a (~'). 

I p i a n i  g r a f i c i  n o n  d e s a r g u e s i a n i  che corrispondentemente 
si ottengono (n. 52)~ possono in qualche modo venire raffrontat i  col piani 
grafici algebrici non desarguesiani introdotti in B. S]~Gn]~ [13]. 

(i0) Si ha anzi~ di pifi~ the la superfieie ~ -- qualunque sia "~ -- presenta i'interessante 
partieotarlt~. (studiata nel easo generale in B. SEGRS [17], n. 17, 18) the la congruenza delte 
sue tangenti asintotiche si spezza in due s:istemi algebrici distinti, ciascuno dei quali non pos- 
siede elementi in y~ le singole tangenti asintotiche nei punti di G su ~ ed i due sistemi edge. 
brici suddetti essendo invece definiti su 7 (V- (2m ~ 1). 
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54. Relat ivamente alle superficie G di cui at n. 52, ta situazione risulta 
assai diversa da quella adombrata al n. 53, qualora si ammetta  - -  come ora 
faremo - -  che il campo base 1, sia f i n i t o ,  diciamo d 'o rd ine  

q ---p~ (p primo, h-----1), 

e quindi cer tamente  perfetto. Allora G deve constare di q2d-1 punti  di S 3 
(n. 22); ed il modo pifi semplice (suggerito dal n. 53) per eercare di soddi- 
sfare alle condizioni r ichieste ~ quello di supporre la superficie G 
c o n y  e s s a, e cio~ incontrata  in al pifi due punti  da ogni ret ta di Ss*, 
oltreechg p a s s a n t e  p e r  l a  c o n i c a  C. 

La prima di queste due ipotesi si t raduce in cib che G sia una 
( q ~ ' d - 1 ) - c a l o t t a  od o v a l o i d e  di $3" (secondo la terminologia di 
B. SECURE [15], [16]), ed implies, l 'esis tenza di un ben determinato piano 
tangente in ogni punto di G (err. BARLOTTI [2], nn. 3, 4}. ]~ quindi ehiaro 
che le condizioni 1), 2) del n. 52 risultano altora entrambe soddisfatte. 

Tuttavia, se p ~ 2, h~_l  arbitrario, oppure p -" 2, h - -  2, i soli ovaloidi 
di un $3" finito sono le quadriche ellittiche (red. BARLOT~I [2], n. 3; 
PANELLA [6], n. 1; SELDEN [24]); sicch~ helle ipotesi attuali non v'~ la 
possibilit~ di soddisfare a l l 'u l ter iore  eondizione indicata alla fine del n. 52, 
e non si ottiene cosi nessun piano grafico non desarguesiano. 

Se p -- 2, h --~ 3, esistono inveee ovaloidi G di $3" the non sono quadriche. 
I1 primo e s e m p i o  in proposito trovasi in B. SEGm~ [15] (e r iguarda  il 
caso in eui p - - 2 ,  h : 3, ossia q - - 8 ) ;  una  tale superfieie G non serve perb 
ai nostri seopi, in quanto nessuna sun sezione p inna  ~ una  conics 
(err. MIGLIORE ~ELLEGARA [5], p. 74). C l a s s  i di ovaloidi diversi dalle 
quadriehe sono poi state "assegnate, per q - -  2h; h --> 3 dispari, da TI~s in [25], 
§ 4, in [26], § 2 ed in [27], § 5 (col nome di ovoidi o ~-quadriehe);  e r imar- 
rebbe da investigare se, per q : 2~, ' h >_ 3, esistono ovaloidi vhe non siano 
quadriche e the contengano almeno una  conics (gli ovoidi di TI~s n o n  
soddisfano a ques t 'u l t ima condizione, in virtfi del teor 7.1 di TI~s [27]). 

Un esame approfondito della suddetta questione ci al lontanerebbe troppo 
dagli argomenti  trattati  nel presente lavoro, e sar'~ qui percib tralasciato. 
Tanto pi~ ehe - -  come vedremo - -  vi sono altri modi per pervenire  a piani 
grafici non desarguesiani  finiti utilizzando i precedenti  sviluppi. 

55. Ritorniamo nile considerazioni del n. 50 relative allo spazio S'~ sopra 
un campo 7, in un iperpiano S'~ del quale sia assegnata una superficie 
quadrica, H, non degenere  e r igata;  e volgiamoci in part icolare al caso in 
cui il eampo 1' sia f i n i t o ,  d ' o r d i n e  q. Mediante semplici argomenta- 
zioni, su cui qui per brevith sorvoliamo, si prova ehe le eondizioni ivi otte- 
nute  per le coppie (F +, F') possono venir  ora enunciate  s o t t o f o r m a e q u i- 
v a l e n t e  nel modo ehe segue. 
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a) F* deve constare di q + 1 spazi II t r id imensional i  di S'4, distinti  
da S' 3 e tangent i  ad H in punt i  distinti ,  a due a due non coniugat i  r ispetto 
ad H (e ciob non congiunt i  da una  tetra giacente su H). 

b) F '  dove constare di q~- -q  punt i  di 8'4, nessuno dei quali  stia 
in S'~ od in uno spazio H, in guisa inoltre che nessuna  corda di F '  abbia 
ad appoggiarsi  alla H. 

Se poi ci r i facciamo ai nn. 38, 45, 47, 50, 51, vediamo senz 'a l t ro  che: 

Ogni ~oppia (F*, F') soddisfacente alle suddette condizioni a), b), dh luogo 
ad un piano grafico finito d'ordine q2 (avente cio~ q2+ 1 punti su ogni 
retta). Tale piano grafico risulta certame~de n o n desarguesiano, nelt' ipotesi 
the F' n o n giaccia in un iperpiano di S'~. 

Ne risulta un  procedimento  geometrico per  la determina~ione di piani  
siffatti, il quale  pub faci lmente  espletarsi  per  via empir ica  quando q sin 
piccolo, come.g ih  mostrano i due esempi che seguono (nn. 56, 57) relativi ai 
casi q = 3  e q = 5 .  

56. Sin q = 3, onde y pub venire identi[icato al campo degli interi  
r idott i  m o d  3. In t rodot te  in S' 4 coordinate omogenee (n o, x~, x~, x~, x~) 
su ~', si prenda quale  S' 3 l ' ipe rp iano  di equazione x o = 0  e quale H la 
quadr ica  (non degenere e rigata) di equazioni :  

(s6) 2 2 2 x o = O ,  ~ +  + = 0 .  

]~ allora facile eonstatare  the  s i  viene a soddisfare alle condizioni a), b) 
del n. 55, qualora  si definisca F* come ins ieme dei q + 1 --  4 iperpiani :  

II~: ~ + x 2 + x~ = O; 

e si assuma poi F '  come ins ieme dei q~--q------ 6 pun t i :  

P ' , ( ~ - - i  o o o), 

P'2 (1 1 0 0 0), 

P'~ (1 1 1 0 0), 

 "4(1 i o 1 o), 

P'5 (1 1 0 0 1), 

P'~ (l 0-- i - - i - -1) .  
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Invero,  si vede subito che i suddet t i  iperpiani  11 sono dist int i  da S' 3 e 
t o e c a n o o r d i n a t a m e n t e  H nei punt i  

(0 0 1 1 1), 

( 0 1 0 1  1), 

(0 i 1 0 1), 

( 0 1 1 1 0 ) ,  

due qua lunque  dist int i  dei quali non sono coniugat i  r ispetto ad H;  inoltre, 
n e s s u n o  dei punt i  P '  pocanzi defini t i  sta su S'~ o su a lcano di quei  1I, e 
nessuna  delle rette che li congiungono a due a due incontra  S' 3 in un  
punto  di H. 

In  virtfi del n. 47 e del la  manifes ta  indipendenza  l ineare dei punt i  
P ' , ,  P'~, P'~, P '4,  P'~, ne discende che il piano grafico d'ordine 9 asso- 
ciato - -  giusta  i n n .  45, 50 ~ alla coppia (F*, F') testb considerata  risulta 
non desarguesiano. 

57. Sia ora q - - 5 ,  onde ? pub venire  identif icato al campo degli interi  
r idott i  r o o d  5. In t rodot te  in S'~ coordinate omogenee (xo, w~, x~, x3, x4) 
su tale y, e rappresenta ta  aneora la quadr ica  H colle equazibni (86), si 
definisca a t tua lmente  F* come insieme dei q - [ - 1 - - 6  iperpiani :  

II,~ : x~ ÷ xj + 2x~ + 2X~ -- O, 

dove i,j, l, m designi  una  permuta~ione degli  indici  1, 2, 3, 4; si assuma poi 
F '  come ins ieme dei q 2 _ _ q _ 2 0 _ . 6 + 6 + 4 + 4  punt i  Pi j ,  P'~j, 0i, Q'~ 
aventi  tut t i  la p r ima  coordinata  ~v o -- 1, e di cui quindi,  nessuno giace su S'~, 
essendo pifi p ree isamente  ad esempio:  

P,~ (1 0 0 1 1), P~'2 (1 0 0 --1 --1), 

Q, ( 1 - - 1  2 2 2), Q'l (1 1 - - 2 - - 2 - - 2 ) .  

Si verif ica senza difficolt'h t he  la suddet ta  coppia (F*, F ' )  soddisfa - -  
in relazione anche ad H - -  alle condizioni •), b) del n. 55, e che inol tre  
(per esempio) i punt i  P23, P84, P4~, P'34, Q'~ sono l inearmente  indipendent i  
fra loro. Per tanto ,  quella coppia senz 'al t ro fornisce un piano grafico non 
desarguesiano d' ordine 25. 

§ XI .  - U n  p r o b l e m a  su l l e  c o l l i n e a z i o n i ,  e c o n s e g u e n t i  c o s t r u z i o n i  di 

s i s t e m i  g r a f i c i  n o n  e l e m e n t a r i  e di g e o m e t r i e  n o n  desargues iane .  

58. Lo studio dei sistemi grafici  E,, , .  di un  Ss-1 pascal iano potrebbe 
venir  persegui to col r iportar lo  sulla g rassmanniana  degli Sn - i  di Ss-~, gene- 
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ral izzando cosi cib che si b fat to al § X nel caso pifi semplice n = r -- 2, s = 4. 
Nel presente  pa ragra fo  seguiremo invece u n ' a l t r a  via, di ea ra t t e re  pifi 

sempliee  e diretto,  poggiante  sul le  osservazioni  contenute  nel  numero  succes- 
sivo. P e r  ragioni  di n a t u r a  esposi t iva ci l imi te remo a eons iderare  sistemi 
graf ie i  entro  spazi S~_~ def in i t i  sopra un  campo y finito, il eui ordine  deno- 
teremo al solito con q - - p h ,  sebbene par te  di quanto  diremo cont inu i  a vatere  
con lievi modif iche  sopra un  qttalsiasi  campo base. 

Sotto queWipotes i ,  il t eorema del n. 27 e la seconda par te  del pr imo 
teorema del n. 4,5 ci consentono di res t r ingerc i  a l l ' e v e n t u a l i t h  in cui si 
abbia r - - 2 ,  talchb (n. 37) i s is temi Y,,,,. di cui ci occuperemo non sa ranno  
in def in i t iva  che fibrazioni cp di un $2,~_~ di Galois mediante S~_~. 

59. Con r i fe r imento  ad una  quals ias i  s i f fa t ta  f ibrazione (P (n. 58), 
f i s s i a m o eomunque  uno~ v, dei suoi S,_~ ed n dis t in t i  spazi n -d imens io-  
nal i  (su y) giacent i  in $2,~-~, passant i  per  v e - -  eom'~  di eerto possibile 
tal i  ehe S2n-~ ne sia lo spazio congiungente .  Denoteremo con ~ ,  %,  ..., ~,  
quegli  spazi (presi in un ordine  a rb i t r a r i o ) e  r i spe t t ivamente  con ~ ,  ~2, ,~ 
gli ins iemi  (a due a due disgiunti)  dei loro punt i  non s i tuat i  su v; ~ ehiaro 
t h e  c iaseuno di quest i  ins iemi  v iene  a eonstare  di q'~ punt i ,  e c h e n  punt i  
seelt i  eomunque  uno in c iascuno di essi r i su l tano  sempre  l i nea rmen te  
ind ipenden t i  f ra  loro. 

Uno quals ivogl ia  degli  S~_~ di ffP dis t int i  da v, eompless ivamente  in 
numero  di q" (n. 22), ~ sghembo con v e d  ineont ra  quindi  a~ in uno ed un  
sol punto,  A~, non g iacente  in v ossia s i tua te  in a~. Viceversa,  per  ogni 
pun to  A~e~* passa  uno ed un sol S~_~ di ~ ,  ee r t amen te  dis t into  d a v  Si 
ha  d u n q u e  che:  

Fra le varie coppie d ' insiemi a~* la fibrazione (P induce riferimenti 
biunivoci coerenti (~1), in guisa che i q'~ ~_~  di ¢9 distinti d a v  risultano 
precisamente gli spazi congiungenti le q n n - p l e  di punti  omologhi di detti 
insiemi. 

60. Esamin iamo  ora pa r t i co l a rmen te  il caso in eui la ffbrazione (I) (ossia 
il re la t ivo s i s tema grafico E,,.,.) sia e l e m e n t  a r e .  Conseguen temente  
(n. 27), gli spazi S~_1 di (I) r i su l t ano  inc ident i  ad n r e t  t e (69); e s iano 
£Vi, N~, ..., N .  i pan t i  d ~appoggio di ques te  u l t ime  con lo spazio v (punti  
che s ingola rmente  sono def ini t i  in u n ' e s t e n s i o n e  d ' o r d i n e  n del campo base 7 
di $2._~, e non  in 7). 

Quando un  punto  A descr ive una  gener ica  re t ta  T s i tua ta  in ~ ~incon. 
t r an te  qu ind i  v in un  punto), 1' S , _ t  di (P useen te  da. A genera  u n a  1/,~¢ di Segre 

(ii) Tall cio6 che, se i=~=j=~l, il prodotto dei riferimenti fra :¢¢ ed ~j e fra ~j ed ~l 
sia proprio il riferimento fra ~ ed ~ se i:=~ l e d  il riferimento identico se i ~  l. 
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di cui v r isulta uno spazio generatore, mentre la T e le rette (69) ne sono 
delle direttriei. Ciascuno degli altri n - -  1 spazi n - d i m e n s i o n a l i  ~j 
( j =  l, 2, ..., n;  j :4=i) ,  contenendo quello spazlo (n - -1 ) -d imens iona le  gene- 
ratore v, incontra ul teriormente la V,~ di Segre lungo una direttrice, la quale 
sarh pertanto il luogo del punto che viene a corrispondere su a~ al suddetto 
punto A nel r iferimento fra a~ e %,. e ehe risulter~ riferi ta alla T omografi .  
eamente. E poi subi~o visto che, se la retta T di ~ si speeializza in una 
passante per uno eomunque fissato dei suddetti punti  N, lo stesso aecade 
della retta corrispondente su ~j. Abbiamo eosi provato che: 

Quando la f ibrazione CO ~ e l e m e n t a r  e, c iascuno dei r i f e r i m e n t i  da 

essa indot t i  - -  a n o r m a  del n. 59 -- f r a  due d ivers i  spaz i  ~ r i s u l t a  o m o- 

g r a f i c o , e lascia f i s s o v (quale sottospazio di ognuno dei sudde t t i  ~ ,  

come p u r e  c iaseuno degli n p u n t i  d 'appoggio  di  v con le d ire t tr ic i  di  cO. 

61. In base al n. 59, la ricerca delle f i b r a z i o n i  CO di $2,_1 
mediante S~_1 viene rieondotta a quella di opportuni r i f e r i m  e n  t i  fra 
gli insiemi a * -  a~- -v  definiti  da n spazi n-dimensional i  :¢~, a~, ..., a ,  ehe 
contengano un dato spazio ( n -  1)-dimensionale v e siano congiunti dal l 'S~,_,  
In virt~l del n. 60, se tali r i[erimenti  n o n sono omografici la eorrispondente 
fibrazione d) n o 11 ~ eerto elementare.  

Un modo interessante per ottenere r iferimenti  siffat~i viene porto dal 
seguente teorema. 

~ ,  ~*  e v avendo i s igni f ica t i  tesld r i ch iamat i ,  s ia  C u n a  co  l l i .  

n e a z i o n e dello spazio v in  sd, la quale  (sul campo base "( a questo ine- 

rente) r i su l l i  p r i v a  di  spaz i  subord ina t i  un i t i  di tulle le d i m e n s i o n i  

O, 1, ..., n - -  2. P e r  i = l,  2, ..., n - - l ,  si  costruisca poi  - -  com' ~ certa. 

mente  possibi le  - -  u n a  col l ineazione f ra  ai ed ~+~ che m u t i  in  sd lo spazio v, 

subord inando  in  esso la C, e - -  a par t i r e  da quesl i  n -  1 r i f e r i m e n t i  - -  s i  

def iniscano in  modo coerente i var i  r i f e r i m e n l i  f ra  gli  spazi  ~ pres i  a due a 
due (~). A l lora  lo spazio v e gl i  S,,_~ congiungenl i  le q" n -p le  di p u n t i  omo. 

... ~ vengono a cost i tuire u n a  f i b r a z i o n e  di $2~-~. loghi di  ~1", ~*,  , 

Siano invero A~, A:,  .... An ed A'~, A'2, ..., A' ,  due distinte qualsiansi  
di quelle n-ple~ ed S ,_ , ,  S',_~ i loro spazi eongiungenti.  Vogliamo anzitutto 
dimostrare che questi ultimi risultano sempre s g h e m b i fra loro. 

Rileviamo al l 'uopo che (per i = 1 ,  2, . . . ,  n) i punti  A~, A'~ sono distinti, 
e congiunti  quindi da una determinata tetra di :¢i, la quale ineontrer~ v in 
un punto, Pi ,  definito su % Le n rette A A '  si corrispondono nei r iferimenti  

(~) I1 r i f e r i m e n t o  f ra  ~i ed . :q  (o re  t ~ i ~ j ~ n )  sarh  cosi p r e c i s a m e n t e  i l  p rodot to  
dei  r i f e r i m e n t i  f ra  ~i ed ~ i+ i ,  %'+i ed %'+2, . . :  ~J-I  ed ~1 , e s u b o r d i n e r h  qu ind i  la colll- 
neaz ione  Ci-i sullo spazio v. 
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fra gli spazi ~; no consegue che P~ dev'essore il trasformato di P~ 
mediante C ~-~. Da qui dedurremo che:  

I pun t i  P1, P2, ..., P~ sono in ogni caso linearmente indipendenl i  f ra  loro. 

Qaesta proprieth essendo ovvia per i = 1, baster'~ dimostrar la  per i ~ 1. 
A tal fine, potremo procedere per induzione rispetto ad i, ammettendo di 
avere gii~ stabilito che i punti  P~, P~, ..., P~-I sono t inearmente  indipendenti ,  
e congiunti  quindi da un Si_2 subordinato di v. Se - -  per assurda i p o t e s i -  
i punti  P~, P~, ..., P~ risultassero dipendenti,  dovrebbe P~ giacere in Si_2. 
Ma allora, poich~ C muta  ordinatamente P~, P~, ..., P~_~ in P2, P~, ..., P~, lo 
spazio Si_~ risulterebbe unito per C, in contrasto con quanto iniziahnente 
ammesso re la t ivamente  alla C. 

Questa contraddizione dimostra F asserto, il quale (per ~ = n ) impl ica  che 
lo spazio eong!ungento i punti P~, P2, ..., P~ abbia dimensione n - - l ,  
eppertanto coincida con v. 

Lo spazio congiungente S~_~ ed S',_~ contiene manifestamente  ognuna 
delle ret ie AiA'~, e quindi pure ciascun punto P~. Esso contiene cosi lo 
spazio v = P~ P~... P~, eppertanto altresi ognuno degli spazi :¢~-- vat ,  e 
coincide dunque con $2~_~. Cib dimostra appunto che:  

Gli S,~_~ cortsiderati nel teorema da stabilire sono sghembi f ra  loro a due 
a due (oltrecch~ sghembi rispetto a v). 

I1 teorema risulterh percib provato, non appena si rilevi ancora che lo 
spazio v e d i q "  suddetti  spazi S~_~ i n v a d o n o  c o m p l e t a r n e n t e  S~._~ 
(talch~ ogni punto di $2,,~_~ dove stare in uno ed un solo dei q '~+  1 spazi 
test~ considerati). Invero, il numero complessivo dei punti  di quegli 
spazi ~ (q" + 1)(q ' - I  + q,-2 + ... + q + 1) ed uguaglia quindi quello 
q~n-~ + q~,-~ + ... + q + 1 dei punti di Szn-~, onde Fasserto.  

0SSERVAZlONE I. - Quando sia stata scelta la C~ per definire i rife- 
rimonti fra gli insiemi ~z* - -  di cui alF enunciato del precedente teorema - -  
si pub assegnare ad arbitrio una loro n -p la  di punti  omologhi A~ A.: ... A.. Preso 
poi in ~ il punto A'~:4=A~, cib determina la ret ta A~A'~. e quindi pure il 
punto P~ d ' incontro  di questa con v ed il trasformato P~ di P~ mediante C ~-~ 
(i - -  2, 3,... ,  n). Si pub allora scegliere ad arbitrio A'~ sulla ret ta  A~P~, purch~ 
distinto dai punti A~ P~, e cib viene a d e t e r m i n a r e  u n i v o c a -  
m e n t e le collineazioni fra gli spazi ~:. 

OSSERVAZlO~E II. - Una fibrazione di S~,_~ ot tenuta come indicato dal 
precedente  teorema (tenuto anche conto dell' Oss. I), risutta g e n e r a 1 e nel 
senso precisato al principio del n. 45. 

0SSERVAZIOiNE III .  - Con le notazioni impiegate nella dimostrazione del 
teorema, S,_~, S'~_~ e v sono tre spazi della fibrazione ivi considerata, aventi 
l o n  rette A~A'~ quali trasversali  comuni. Poich~ gli spazi ( n - -  1)-dimensionali 
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generatori della V~ di Segre definita da detti spazi punteggiano o m o g r a- 
f i c a m e n t e te retie a questi incidenti, ne discende c h e l a  fibrazione in 
questione soddisfa alla condiz ione C (di cui al n. 43) in relazione agli spazi 
S,_~,  S'n_~ e v se, e soltanto se, i r i fer imenti  da essa indotti fra le rette 
AiA' ,  r isultano omografici;  per il che occorre e basta che C sia un 'omograf ia .  

62. Supponiamo ora che il campo ~, di Galois non sia un campo fonda- 
mentale, e ciob abbia ordine q - - p ~  con h ~  2, ond ~esso ammetteri~ qualche 
automor f i smo non  identico. In  quest '  ipotesi, abbiamo buone ragioni per r i tenere 
valida la c o n g e t t u r a  (dimostrata pifi oltre per n - - 2 ,  3, 4) secondo cui:  

esis ta  qualche  coll ineazione C n o n o m o g r a f i c a di  uno  spazio  v s u  "f 

di  d imens ione  n - -  1 ( ~  1) qua l s ia s i  i n  sd che, su l  campo base y di  v, r i su l t a  

del tulto p r i v a d i s p a z i u n i t i di  ogni  d imens ione  O, 1, ..., n - -  2. 

I1 teorema del n. 61 porge allora una fibrazione di $2,,_~ mediante S~_~, 
la quale - -  in forza de1 n. 60 --  r isulta non elementare. In  virtfi dell 'Oss. I I  
del n. 61 e delia seconda proposizione del n. 45, il corrispondente sistema 
grafico E,.~ b d i  certo non desarguesiano~ e d~ quindi  luogo a piani grafiei 
finiti  non desarguesiani,  d~ordine q'~--p~*'. Per tanto:  

A m m e s s a  la va l id i t~  della precedenle  congetlura,  s i  ha  che ogni spazio  

- $2~-~ di Galois sopra  u n  cc~npo non f o n d a m e n l a l e  pub  ven i r  f i b r a t o 

med ian l e  • S,,_~ in  modo n o n  e l e m e n t a r e col procedimenlo  del n. 61; 
e cib porge dei p i a n i  grafici  f ini l i  n o n  d e s a r g u e s i a n i  d :ord ine  pk, 

p e r  ogni  scel ta d i p  p r i m o  e di  k non  p r i m o .  

A d  al tre  f i b r a z i o n i n o n  e l e m e n t a r i conduce i l  procedimento  

del n. 46 nel l ' ipotes i  che sia q >  2; e cib fornisce  ul teriori  p i a n i  grafici  

f in i t i  n o n  d e s a r g u e s i a n i d '  ord ine  p~, p e r  ogni  scelta d i p  p r i m o  
d i spar i  e di  ~ k ~ l ,  come p u r e  p e r  p - -  2 e k non  pr imo .  

63. Stabiliamo anzitutto la validitY, della conge l tura  f o r m u l a t a  al  n. 62, 
nell '  ipotesi  che (si abbia h ~ 2 e) v sia u n a  te tra  ( n - - 2 ) .  

I1 campo y viene allora ad ammettere notoriamente in tutto h - - 1  auto- 
morfismi non identici (n. 18) 

P i  
~:  x---~x ( i - -  1, 2, . . . ,  h - -  1). 

Una coIlineazione C non omografica di v in s~ sara dunque inerente ad 
uno ~ di questi, e potrh quindi rappresentarsi  con un 'equazione del tipo 

C: awfw ' -b bx ~ ~ av' -t- d -- 0, 

ore a, b, c, d sono elementi di ~' soggetti alla condizione 

(87) ad  - -  bc ~ O, 

Annal i  di Matemat ica  9 
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ed x, x/ denotano le coordinate (proiettive non omogenee) di due punti 
omologhi rispetto ad un medesimo riferimento. 

I punti  uniti  della C essendo conseguentemente  dati dalle soluzioni 
dell' equazione 

(8s) a~c~%~ + b ~  ~ + cx + d = 0, 

il nostro assunto consisterh nel provare che :  

Si possono scegliere in 7 gli elementi a, b, c, d soddisfacenti aUa (87), 
in guisa tale ehe l' equazione (88) risult i  p r i v a di soluzioni x in 7. 

A tale seopo, ineominciamo col f i s s a r e arbi t rar iamente a, b, c in y, 
con la sola restrizione che si abbia a =t=0 ed inoltre 

(89) J- ' .  

Allora la (88) viene ad isti tuire una dipendenza fra le variabil i  x, d, asso- 
ciante ad ogni xe~" uno ed un solo d e y :  onde le coppie (x, d) in 7 soddi- 
sfacenti alla (88) risultano esat tamente in numero di q. V ~  d 'a l t ronde sol- 
tanto un d~'~" per cui non valga la (87), espresso da d - - - a - ~ b c ;  in eorrispon- 
denza a questo, la (88) ammette  in 7 (ahneno) le d u e  r a d i c i  x date da:  

- -  - -  a - t  b ,  ~ ¢  - -  _ _ a _  i ~ 

le quali  sono di certo distinte, in forza della (89). 
Se per  ogni ul ter iore d in 1" la (88) avesse qualche radice x in % le 

coppie (x, d) in ~" so4disfacenti  alla (88) r isal terebbero in numero superiore 
a q, in contrasto con quanto sopra. Pertanto,  seelti a,  b, c, in ~( nel modo 
indicato, v '~  s icuramente in 7 qualche d che non soddisfa alla (87)ed  in 
corrispondenza al quale la (88) non ha solu~,ioni x in 7; e cib stabilisce 
1' asserto. 

Ne eonseguono dunque la p r i m a  parte della proposizione data nel penul- 
timo capoverso del n. 62 per n --  2 e la 8eoonda per ogni k par i  2> 2, i piani 
non desarguesiani  di cui ivi ~ detio venendo forniti  in modo esplicito d~ 
eib che precede.  

64. Perverremo ad un ' a l t r a  parziale dimostrazione della eongettura 
enuneiata  al prineipio del n. 62, at traverso allo studio delle partieolari  
e o 11 i n e a ~ i o n i C rappresenta te  mediante equazioni del tipo : 

(90) z~c'~ ---- eix~÷l (i --  1, 2 ,..., n); 
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in esse, z des igna  un  fa t tore  di proporzional i th ,  e lemento  non hul lo di y, 
x~ (== ~¢,+~), x , ,  ..., x ,  sono coord ina te  pro ie t t ive  omogenee  di punto  in uno 
spazio v ( n - - 1 ) - d i m e n s i o n a l e  sopra  un  campo ~, finito, d ' o r d i n e  

(,91) q = p n  (con p primo, h ~ 2), 

le c sono e lement i  non nul l i  di y, ed x, a~' deno tano  punt i  di v omologhi  in C. 
Le  (90) m o s t r a n o c h e  C ~  n o n  o m o g r a f i e a  ( i n v i r t f i d e l F i p o t e s i h _ > 2 ) ,  

e che i pun t i  un i t i  di C si hanno  r i so lvendo il s i s tema 

z x ~ - ~ v ~ x ~ l  ( i - - l ,  2, . . . ,  n ;  x , + ~ - - x i ) .  

]~ quindi  sub i to  visto ehe, posto per  abb rev i a r e  

(92) m - -  1 -{ -p  - l - p  ~ -I- ... - t -P  "-~ - -  (P" - -  1 ) / ( p - - I ) ,  

~p .p~ pn--i 
(93) k - -  cL ~2 ~ ... v ,  , 

la  compatibili t~t in y del  sudde t to  s i s tema per  valor i  non tut t i  nul l i  (e qu ind i  
tut t i  =l= O) del le  x ,  impl ica  che r isul t i  

(94) z m = k 

qua lora ,  com '~  lecito,  si a s s u m a  inol t re  x i -  x , + ,  = 1. 
Osserv iamo ora che; se si i n t roduce  F in tero  posi t ivo 

fo rn i see  
t = p - - 1 ,  la (92) 

m - -  [(t-bl)" - -  1]/t  ~-- n (rood t), 

ond'  6; 

(m, p - - 1 ) - - ( n ,  p - - l ) .  

Inot t re ,  avu to  r iguardo  alle (91), (92) ed al l emma  del  n. 22, si ha :  

Pe r t an to ,  1' in tero  

(95) 

r i su l t a  m a g g i o r e  

(96) 

(m(p - -  I), q -- I) --  p(", ~)-- I. 

d e l l '  

- -  (m, q - -  1) 

u n i t e r  se, e sol tanto  se, si ha :  

(n, (/9 - -  1)h) > 1. 
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Ne discende ehe, ove suss i s ta  la (96), e sia quindi ~t ~ 1, la collineazione C 
definita datle equazioni (90)r isul ta  p r i v a  di  p u n t i  u n i t i  (a coordinate in 7) 
quando in tali equazioni si seelgano le c con opportune avvertenze. Invero, 
se si r ammenta  la (95) e ad esempio ]3. SEGnE [17, 18], n. 79, si ha ehe la 
compatibilit~ della (94) per valori di z in 7 equivale a cib che si abbia 

(97) k'q-i)/~ : 1, 

e cio6 che k risulti potenza ~m~ di quatche elemento di 7; mentre  poi in 
base alla (93), assegnate in y comunque le c.z, G ,  " . ,  c,, non nulle, b certa- 
mente possibile di scegliere G in guisa che k n o n  soddis]~ a l la  (97). 

Una  C siffatta r isulta anche p r i v a  d ' i p e r p i a n i  u n i t i ,  come subito si 
desume dalle equazioni rappresentant i  C in coordinate d ' iperpiani  (per cui 
red. ad esempio B. SEc~RE [11, 18], n. 137), le quali sono aneora del tipo 
delle (90). 

65. Se n ~ 4 ,  F osservazione contenuta nel l 'ulf imo capoverso del n. 64 
non si trasporta senza modifiche agli spazi subordinati  d-dimensional i  di v, 
ore  1 ~ '  d <_ n - -  3. Invero, la trasformuzione fra le coordinate grassmanniane 
di due Sd the  si corrispondano nella C viene allora a spezzarsi in due o pifi 
sostituzioni l ineari  di vari ordini, ciascuna di tipo consimile a quello della (90); 
e v '6 quindi da discutere la eompatibiliti~ della eondizione cui si 6 pervenut i  
per k al n. 64 con le analoghe eondi~ioni relative alle diverse sostituzioni 
l ineari  che cosi si ottengono per d = 1, 2, ..., n - - 3 .  

Ci l imiteremo qui per brevit~t al caso in cui si abbia 

(98) n : 4, d : 1. 

La sostituzione l ineare indotta dalle (,90) sulle coordinate pliickeriane di re t ta :  

,r~j : x~yj - -  xjy~ (i, j =  l ,  2, 3, 4) 

viene ora manifestamente  a spezzarsi nella 

(99) 

e nella 

(100) 

• rSt3 "--- ~ i~3  r24  ~ ~ 24 

' " P zr'~n = c2c~4  , ~ ' Gc~r~L~ zr'4i = c4ctrPl, 
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Supposto inoltre 

(101) h ~ 0 (rood 4), 

ed assunto per semplif icare 

0~ --" V 3 " -  C~ - ' -  1~ 

poich6 p - [ - 1  entra a fattore nel l ' in tero  tz date dalla (95), la condizione che 
k non soddisfi alla (97) /~ cer tamente soddisfatta ore si ammetta  che:  

(i) c I non sia potenza d ' indice  p-{- 1 di un elemento di y. 

Con cib, la sostituzione l ineare (99) viene senz 'al tro a soddisfare al l 'ana- 
loga di detta condizione per  k, ore  si supponga p - - 2 ;  mentre  invece, se 
p ~ 3 e cio6 se p 6 dispari, per  tale scopo basteri~ supporre che:  

(ii) - -  c t non sin una potenza d' indice p -}- 1. 

Affinch6 un fatto consimile a quello si presenti  per  la sostituzione 
l ineare (100), basta  supporre :  se p - - 2 ,  che 

(iii) e~ non sin una potenza d ' indice  p~ -{- 1, onde lo stesso sari~ di c~ ~+~ ; 

e, s e p t 3 ,  the  

(iv) e~ non sia una potenza d ' indiee  (p~-[-1)/2, onde allora c~ ~+~ non 
sar/~ una potenza d ' indice  p~ ~ 1. 

Rileviamo ora che ,  se p ~ 2, il numero complessivo degli elementi  non 
nttlli di -~ che non soddisfano a qualcuna delle (i), ( i i i ) r i su l ta  inferiore a 

q - - 1  q - - 1  
/)_t..1-t- < q - - l ;  p 2 q - 1  

e che, se p ~_ 3, il numero complessivo degli elementi non nulli  di )" che 
non soddisfano a taluna delle (i), (ii), (iv) risulta inferiore a 

q m l  
2 p--4-i + 2pq. l< q -  1. 

]~ dunque  in ogni caso possibile di soddisfare s imultaneamente alle varie 
condizioni dianzi specificate per c~. 

Si conclude dunque  che:  

Se vale la (101) e si sceglie cl nel modo testd indicato, la eollineazione 
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di  S~ di equazioni  

r i su l ta  del tutto p r i v a  di pun t i ,  rette e p i a n i  u n i t i  su l  oampo 7. 

66. Ritorniamo a eonsiderare uno spazio ( n -  1)-dimensionale v sopra il 
campo 7, d~ ordine q = ph, uel quale spazio le (wi, x~, ..., x~) denotino coordinate 
proiett ive omogenee di punto. 

&mpliamo y in un campo ~, d 'ord ine  q~*, mediante  un 'es tens ione d'or- 
dine n ~  2 per la quale conserviamo le notazioni del n. 18. Corrispondente- 
mente, lo spazio v verrtt ad a m p l i a r s i  in uric spazio v* su ~, ancora 
(n - -1 ) -d imens iona l e ;  ed in v* potremo ut i lmente effet tuare un eambiamento 
di coordinate~ ehe muti  le (x~, x~, ..., x~) nelle (~ ,  ~ ..., ~ ,) legate  a quelle 
mediante la sostituzione l ineare invertibile (a coefficienti  in 8) espressa dalle 

~ ~ + O~x~ + 0 ~ ... "-* = ~x~ + + O~ x ,  (i - -  1, 2, .. . ,  n), 

ore le 0i siano precisamente le (55) del n. 18, prese nell' ordine ivi specificato. 
L 'automorf ismo ~ di 8, ehe t rasforma ogni elemento nella propria potenza 

q"~, laseia fissi i singoli elementi  di "C e muta  0~ in 0i+~ (ore 0.+1----0~). 
Pertanto,  se le ~ sono tutte elementi  di 7, il punto ({~, ~ ,  ..., {~)vien mutato 
da ~ in (~, ..., {,, {~). Viceversa, ore  questo accada, vi dev 'essere  un z e 8  
tale che 

( i - ' l ,  2, . . . ,  n ;  ~+,--{i). 

~ e  conseguono le 

(*~ - -  ZX,) ÷ 0~+ , (X~ - -  Z*~) ÷ ... ÷ 0~ +1  ( ~  - -  ZX,) - -  O, 

equivalenti  alle x ~ - - z x i ,  le quali implicano che i mutui  rapporti  delle x~ 
siano elementi  di y. 

Cib premesso/  fissiamo un e l e I n e n t o  p r i m i t i v o  di ~ ossia un 
elemento co=l=0 tale che si abbia con_cob se, e soltanto se, a ~-- b modulo 
q+~--1, ed introdueiamo gli elementi  non nulli di 8: 

(102) c~ - -  co~-* (i - -  1, 2, .. . ,  n), 

i quali manifes tamente  soddisfano alla 
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ed alle 

Sce l to  poi un 

c~ :  ~q:  . . .  : c ~ _ ~  : c q = c~ : e~ :... : c ~  : ~,. 

q u a l u n q u e  intero r posi t ivo,  eons ide r i amo la col l ineazione 
C* di v* in s6 def in i ta  dal le  equaz ion i :  

(103) z~', - -  c,~, v'~ 

ine ren te  qu ind i  a l l ' a u t o m o r f i s m o  d i $  denota to  al n. 18 

(i = 1, 2, . . . ,  n), 

con %, il qua le  
subo rd ina  z~ in ~'. Se ~ b u n  pun to  di v, ossia  se va lgono le 

(104) f~: f~:...: ~q_~: !~=!~ :  ~: . . . :  ! , :  ~,, 

r i su l ta  a l t res i  

,q . ~, i , .  

eppe r t an to  anche  ~' ~ un  pun to  di v. L a  C~? induce  d u n q u e  in v una  
c o l l i n e a z i o n e ,  Cr, ine ren te  a ~ ;  in virtfi  del n. 18, si ha  quindi  t h e  
- -  aff inchb Cr r isul t i  n o n  o m o g r a f i c a  - -  oceorre  e basra  ehe sia 

(105) r_--t_ = 0 (mod h). 

U n  pun to  ~ di v* che st ia  in v deve  soddis fa re  - -  come s '~  visto - -  
al le  (104), sicch~ n e s s u n a del le  sue coord ina te  ~i pub annul lars i .  In  base  
alle (102), (103), se un  pun to  ~ s iffat to  ~ uni to  per  C~, e qu ind i  a l t res i  per  
C* ,  dev'  esse re  

Vi sarh poi  un  in tero  m tale t h e  si abbia  ~ , / ~ -  ¢o m, onde 1' u l t ima  re lazione 
forn isce  : 

m(p r -  1) - -  q - -  1 - - p a - -  1 rood ( p a ~ _  1). 

Ques ta  i m p l i c a  che ( p ~ - -  1, p h i _  1) d iv ida  p h  t, ossia, in forza del  l e m m a  
del  n. 22, che 

(106) (r, hn) div ida  h. 
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]~ chiaro ora che la (106) n o n b ce r tamente  soddisfat ta  se p. es. n 
ammette un divisore che n o n divida h, e si a ssume r uguale a tale divisore. 
In tal  caso si ha  dunque  che la col l ineazione C~ dello spazio v in s~ r i su l t a  
pr iva  di p u n t i  uni t i  (a coord ina te  in y). Essa  ~ altresi pr iva  d' iperpiani uniti ,  
in base ad u n ' a r g o m e n t a z i o n e  consimile  a quel la  ind ica ta  al la  f ine del n. 64. 

67. Se n ~ 4 ,  per  la de te rminaz ione  degli  spazi uni t i  di C,., delle w r i e  
d imens ioni  d - -  1, 2, ..., n - -  3, valgono considerazioni  ana loghe  a quel le  
adombra te  al pr incipio del n. 65 circa gli spazi un i t i  del la  col l ineazione 
ivi deno ta ta  con C. Percib,  anche  ora - -  per  sempl i f ica re  - -  anal izzeremo la 
ques t ione  sol tanto  ne l l ' i po tes i  che va lgano le (98); ma, a d i f ferenza  di cib 
ch '6  stato fat to per la C al n. 65, a t t ua lmen te  suppor remo che n o  n valga 
la (101), sicch~ dovremo u n i c a m e n t e  e samina re  le possibilitfi, che sia h--= 1, 
2, 3 (rood 4). 

I n t r o d u c i a m o  a quel lo scopo, hello spazio t r id imens iona le  v* (di cui al 
n. 66), coordina te  p l i lcker iane  di re t t a  

(i, j = l, 2, 3, 4), 

ed osserviamo c h e -  in base al secondo capoverso del n. 66 - -  aff inch~ 
una  re t ta  aij di v* s t ia  add i r i t u r a  in v occorre e basra che r i su t t i :  

Ne consegne che, per  una  re t ta  s i ffat ta ,  o le o~a, ,%4 oppure le ? ~ ,  ? ~ ,  ~ 4 ,  
~4~ sono t u t  t e diverse  da zero. In  base al le (103), (102), la  t r a s fo rma ta  di 
de t ta  re t ta  med ian te  C~. ha coord ina te  #'~j soddisfacent i  nel  pr imo caso a l la  

e nel  secondo al ia  

~'~/~ '~4 -~  o~ ~q-~lq'%~ ( t~a/~)  ~" 

~ ' l J P ' , , . ~  - -  o)q"-~ (el,/9~,) p~. 

Affinch~ in v possano esservi  re t te  un i te  r ispet to  a Cr~ occorre d u n q u e  che 
od ¢o(q-1)(q:+ 1) oppure o)q ~-1 r isul t i  la potenza ( p ~ - - l ) - m a  di ' un  qua lche  
e lemento (non hullo) di B. 

Orbene, si pub seegl iere r - -  come tosto vedremo - -  in guisa  tale che 
n~ l' una  nb 1' a l t ra  di ques te  condizioni  r isul t i  soddis fa t ta  e che va lga  la (105); 
con che la cor r i spondente  C~ sark di conseguenza  ~wn omografica e del tut to 
priva di punt i ,  rette e p ian i  uni t i  su y. Mediante  a rgomentaz ioni  ana loghe  
a quel te  svolte nel  penu l t imo capoverso del n. 66, e tenuto  conto del la  p r ima  
delle (98), si d imos t ra  infa t t i  ad es. the  - -  se h ~ 1, 3 od h ---- 2 (mod 4) - -  rispet- 
t ivamente  r----4 oppure  r -  S viene appunto  ad avere i suddet t i  requisi t i .  
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68. L 'anal i s i  precedente  mostra fra l 'a l t ro  che:  

L a  congettura del n. 62 ~ valida incondizionatamente per (h ~ 2 ed) n = 3, 4. 

Invero, nel l ' ipotesi  che si abbia n = 3 la congettura stessa r imane in 
part icolare stabilita dal n. 64 se h - - 0  (rood 3) (in quanto allora la 196) 
manifes tameute  verificata), e dal n. 66 se h -1-- 0 (rood 3) (in quanto allora la (105) 
r isulta valida per r -  3). Parimente,  s e n  = 4 basta applicare il n. 65 od il 
n. 67, seeondoehb sussista o meno ta (101). 

La proposizione ottenuta nel  penult imo capoverso del n. 62 vale dunque 
anche per n - - 3 ,  4, e d/~ eosl il mezzo per  costruire esplici tamente dei piani 
grafiei non desarguesiani  di un qualunque ordine p~h o p4a (con p primo, 
h ~ 2 ) .  

§ X I L  - A l e u n e  ques t ion i  aperte.  

69. I1 presente lavoro suggerisce tutto un complesso di problemi, in gran 
parte di tipo nuovo, ehe potranno formare oggetto di r icerche successive. 

Sorvolando su quelle - -  di natura  algebrica - -  pr ineipalmente eonnesse 
alla parte prima, segnaliamo inveee in modo partieolare le molteplici questioni 
eollegate con la geome[rizzazione delle estensioni algebriche e con lo studio e 
le possibili applieazioni dei relativi ~ modelli ~. Si presenta eosi invero un 
nuovo vasto campo di r ieerche geometriche, ehe largamente  generalizza quello 
ormai elassieo relativo al passaggio dal reale al eomplesso ed alla geometria 
iperalgebrica, e che meri terebbe di venire approfondito helle varie direzioni: 
proiettiva, a lgebrico-geometr iea e funzionale, con riguardo pure alle proprieth 
di na tura  metr ica o differenziale od ar i tmetica (queste ultime, speeialmente 
siguificative nel easo degli spazi f init i :  red. quale esempio il n. 20). 

Avrebbe infine interesse di al largare 1' indagine al easo delle estensioni 
inseparabili  (che appaiono qui, ma soltanto assai di sfuggita, nell' Osservazione 
del n. 52). 

70. Un altro degli argomenti  trattati  in questo lavoro, che appare eerta- 
mente degno di ulteriori  investigazioni, b quello delle fibrazioni proiettive e, 
in particolare, dei sistemi grafici. 

Speeiate attenzione andr~ posta in proposito all ~ eventuali th che il eampo 
base del relativo spazio ambiente sia r e a 1 e o f i n i t o.  ]~Ientre nel primo 
easo sar/~ utile studiare fibrazioni soggette ad opportune eondizioni di eonti- 
nuith o differenziabilit~t od algebrieith, nel secondo converrh r ieorrere  in 
aleuni casi a proeedimenti  di calcolo elettronie% adeguatamente  eombinati  
con quelli suesposti. Cosi - -  f ra  l 'a l tro - -  risulter~ ad es. non troppo diffi- 
Bile di completare i risultati  dei nn. 48, 56, 57, determinando t u t t e le 
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fibrazioni mediante rette di un S 3 sopra un campo finito d 'ordine  abbastanza 
piccolo. 

Fra  le svariate questioni suggerite in modo spontaneo dallo studio preceden- 
temente svolto delle fibrazioni di uno spazio di Galois, segualiamo quella 
di decidere se in un tale spazio ~ fra le superficie G di cui al n. 52 - -  ne 
esista taluna che n o  n risulti  un ovaloide (per i l  caso degli ovaloidi, cfr. 
il n. 54). Pifi in generate, sorge al r iguardo il problema di costruire esempi 
di coppie (F*, F') soddisfacenti  alle condizioni a), b) del n. 55, diversi sia 
da quelli  ottenuti  nei nn. 54, 56, 57 che da quelli  forniti  dai nn. 46~ 63. 

Uno studio approfondito delle collineazioni fra spazi pascaliani  sovrap- 
posti ~ in relazione specialmente ai loro elementi uniti  - - r iusc i rebbe  di 
grandissimo interesse, anzitutto in s~ ed in collegamento con le questioni 
adombrate nel n. 69; ma altresi in vista deWeventualit '~ di giungere attra- 
verso ad esso a una dimostrazione generale della congeltura qui formulata  
nel n. 62, in base alla quale ample classi di fibrazioni vengono a potersi 
derivare dal n. 61. 

71. ~o l t e  addizionali r ieerehe dovrebbero venir compiute attinenti alle 
geometrie non desarguesiane qui ottenute~ specie nel caso di quelle f i n i t  e. 

Si dovr~ anzitutto cereare di meglio determinare  e possibilmente 
c l a s s i f i c a r e  i piani grafici R definiti in base al teorema del n. 38, e 
r a f f r o n t a r e inoltre i singoli piani non desarguesiani  eosi ottenibili con 
quelli  (del loro stesso ordine) a t tualmente  conosciuti. 

Va rilevato e h e -  in eiascuno dei piani grafici R forniti dal teorema 
del n. 38 - -  i teoremi di Desargues  e di P a p p o - P a s c a l  hanno una validit'h 
parziale i cui limiti sarebbe opportuno precisare nei singoli casi, in relazione 
anche allo studio dell e omologie (generali o speciali) ammesse dal piano stesso. 
A tale seopo dovr~ tenersi presente il fondamentale  r isultato di ANDRE [1], 
§ 3, in base al quale quei piani vengono ad identificarsi  col cosiddetti piani 
di traslazione; e potranno altresl venire ut i lmente adoperati  aleuni dei risul- 
tati esposti in [20] dallo scrivente. 

Essenziale, per  la elassificazione dei piani di traslazione finiti, ~ lo stu- 
dio dei sistemi grafici ~,,~,~ di un $2~-1 l ineare sopra un campo finito. Tale 
studio pub essere eondotto associando ad ogni E~,~ un i n d i c e  d i  i r r i -  
d u c i b i 1 i t ~ t, dieendo ehe un tale -~,2 "~ ha indiee di irr idueibil i th t s e i l  
piano di traslazione da esso individuato ~ rappresentabi le  con un sistema 
grafico Et,2 di un S~t-~ l ineare sopra un campo 7 di Galois, ma non ~ rappre- 
sentabile con un Et,,2 di un S2t,-~ l ineare sopra 7, per  ogni t ' ~  t. 7 individua, 
allora, il nucleo (err. ANDRE, [1]) del piano di traslazione associato a ~,,2; e la 
classificazione proiet t iva dei Et,2, aventi  indice di irridueibilith t~ di un S~t_~ 
l ineare sopra un campo di Galois 7 equivale alla determinazione di tutti e soli 
i piani di traslazione aventi nucleo 7 e dimensione 2t sopra il nucleo. In 
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quest 'ordine di idee si pub verifieare (come esereizio iniziale) che l' unica fibra- 
zione non elementare di un $8 proiettivo sopra il campo fondamentale di 
ordine tre ~ quella individuata dal piano di Hall di ordine nove, ond;essa 
risulta omografica a quella fornita dal n. 56; per le fibrazioni irridueibili  
associate ai piani di Hall si r imanda a PA~EI~L& [6']. 

I piani in questione dovrebbero poi venire saggiati nei r iguardi  altresi 
delle loro c o n f i g u r a z i o n i  d i  F a n o ,  il c h e ~ f r a  l ' a l~ ro - -po t r ebbe  
forse servire a gettar luce su di una nora c o n g e t t u r a  d i  P i c k e t t  
finora dubbia (per la quale cfr. PICKER~ [7], p. 301 e l 'Appendice a [18] 
di LOMBARDO-RADtC]~, Probl. XI I I  dei << Supplementary Topics~). 
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