
La g4om~trie des groupes simples 

par ~L~ C~UTA~ (b. Paris). 

INTRODUCTION 

J 'a i ,  dans un mdmoire rdcent (~), ddveloppant  et compldtant un article 

antdrieur publid en collaboration avec  ~I. J. k.  SCHOUTEN (~), dtudid les espaces 

/t com~exion affine, sans courbure ou sans torsion, reprdsentatifs des groupes 

de transformations continus. Cette dtude s 'appliquai t  aux groupes les plus 

gdndraux, et elle dtait locale. Dans le cas des groupes simples, les espaces 

sans torsion reprdsentatifs sont riemanniens, soit complexes, soit rdels (b. ds ~ 

ddfini ou inddfini). Les  espaces complexes reprdsentent  les groupes simples tt 

param~tres complexes;  les espaces rdels reprdsentent  les groupes simples /~ 

param~tres rdels, uni lai~ 'es  (si le ds ~ est ddfini), ou n o n  uni tai~ 'es  (si le ds~ 

est inddfini). Les deux derniers cas se distingue~t l 'un de l ' au t re  par la pro- 

pridtd de l ' e space  d ' e t r e  clos ou ouve~;t. 

Les espaces de RIEMANN reprdsentatifs des groupes simples rdels unitaires 
rentrent  dans une catdgorie plus gdndrale et tr~s importante d ' e spaces  de 

R~E~IANN, caractdrisds par  la propridtd que leur courbure  riemannienne est 
conservde par le transport  parall~le; leur dtude se ram~ne /t l '~tude de ceux 

que j '  ai appelds i~ 'rdductibles  et qui se rat tachent  tous aux groupes simples (a). 

Dans chacun de ces espaces irrdductibles, la courbure riemannienne a partout 

le meme signe; dans une meme classe existent/~ la fois des espaces h courbure 

positive et des espaces / t  courbure  ndgative. Etant donnde une structure simple, 

les espaces reprdsentatifs des groupes rdels unitaires correspondants sont b. 

(l) ~. CAWrA~, La Gdomdtrie des gro~pes de traasformatio~ts. (J. Math. pures et appl., 
t. 6, 1937~ pp. 1-119). 

(~) ~. CAaTAN and J. A. SCHOUT~, O~ the Geometry of  the Grot~p-manifotd of simple 
aad se~ni-simple groups. (Proc. Akad. Amsterd~tm, t. 29~ 1926, PP. 803-815~. 

(~) La d~te['mination de tous ees espaees est faite dans un m6moire dont la premibre 
partie vient  de par'~ttl:e. (Bull. Soe. Math. de France, t. 54, 192~, pp. 214-26~t). Voir aussi 
]~. CA RTAN~ Sur les espaees de R i e m a ~  dalts lesq~els ie tra~sport par paralldlisme eol~sert, e 
la eoterbure. (Rend. Acc. Lincei, (6), t. 3 ~, 1926~ pp. 544~-547). 

Apmali d~ ~ m a ~ ¢ ~ ,  Serle IY.  Tomo I V  27 
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courbure positive; les cspaces h cour'bure n6gative de la m~me classe ne sont 
repr~sentatifs d' aucun groupe, mais leur groupe des d~placements est isomorphe 
au gvoupe ~ param6tres complexes de la structul'e donn4e. S'il s 'agit de la 

strt~cture simple ~ trois param6tres, les deux espaces sont les espaces it trois 

dimensions h courbure coust~u~te, positive ou nOgative; le premier repr~sente 

le groupe des rotations de t 'espace ordinaire; le groupe des d~placements du 
second est isomorphe au groupe homographique co,~ptexe d'uue variable. 

L'6tude d~taill~e des espaces de R~E~[ANN irr4ductibles les plus g~n~raux 
pr6seute un tr~s grand iut4rOt, aussi bien au point de vue de la th4orie des 
groupes qu 'au point de vue g6om4trique. Elle festa l 'objet d 'un m~moire 

ult4rieur. Dans le p~6sent m~moire je m'occupe seulement des deux classes 
particuli~res signal4es plus haut (espaces repr4sentatifs des groupes simples 

r4els unitaires et leurs correspondants ~t courbure n4gative). L'~tude faite ici 

n 'est  plus locale; elle se rapporte plut6t aux propri~t4s de l 'espace ressor- 
tiss~nt h I'Analysis situs, A la distribution des g4od+siques, ~ la d4termination 

c0mpl~te de leurs groupes mixtes d'isom~trie, de leurs diff~rentes formes de 

KLEIN, etc. Les questions qui se posent sont du reste de nature bien diff~rente 

suivant que l 'espace est h courbure positive ou ~ courbure n4gative. 
Un premier chapitre introductif est consacr(~ h la topologie des groupes 

simples r~els unitaires; il a son point de d~part dans les recherches de 
H. WEYL relatives ~t la th~orie des groupes semi-simples (~); la question y est 
reprise en entier; les r~sultats de H. WEYL Sollt compl~t+s et les questions 
qui se posent sont r+solues jusqu'au bout en utilisant un de rues m4moires 

r6cents ('-). 
Le chapitre II est consacr~ aux espaces des groupes r~els uuitaires; la 

distribution des g+od4siques est 6tudi6e assez compl~temeut pour les [brines 
simplemeui commxes de ces espaces; elle r~v~le~ associ+es ~t chaque point de 
1' espace, l' existence d' uu certain hombre de va~'idt~s antipodiq~es (qui peuve~t 
se r~duire ~ des points) qui sout eH quelque sorte des va~'idtds de st~'ictiou 
pour les g~od~siques ferrules issues du point dom~. I1 y e n  a autant que 

d' unit~s da~s le ~'ang du groupe. 
Le chapitre I[I est consacr~ aux espaces ~ courbure n(~gative dont le 

groupe des d4placemeuts a une structure simple complexe. I[s sont tous sim- 

~-) H. ~V~"~L, Theorie; der Darslellu.~g kot~lil~ierlicher halb-ei~faoher Gmlppet~ dareh 
liaea~'e Tra~sformatio~¢eu, (Ma, th. Zeitsehr., t~. 23~ 1925, pp. 271-309; t. 24, 1925, pp. 328-395). 

(~) E. CAUTt.N, Les /e~e~t.rs irrdd~clibles et les grO~rpes liu~aires simptes et semi-simples. 
L,B~lll. Sc. Math.: 2~me s6vie, t. 49, 1925, pp. 130-152"~. 
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plement connexes. On peut grhce /~ eux (et c 'est  ce qui se reproduira dans 
tous les autres espaces irr6ductibles ~t courbure n6gative) r6soudre des pro- 

bl6mes importants relatifs ~t leur groupe des d@lacements. Je signalerai seu- 
lement le r6sultat suivaut: les groupes simples complexes  ont, au point de 

rue  de l 'A~alys i s  situs, les m0~mes propri~t6s qtm les groupes r6els unitaires 
correspondants, et ils admettent toujours un repr6sentant lin6aire simplement 
connexe. Ce th6or6me r6sulte lui-m~me d'un mode de g6u6ratiou remarquable 
des transformations finies du groups complexe: pour ne prendre qu' uu exemple, 
chaque rotation complexe de l 'espace ordinaire est d6composable d 'une ma- 

ni6re et d' une seule en une rotation r6elle et une rotation d' un angle purement 
imaginaire autour d' un a x e  r6el. Enfin les espaces en question out aussi leur 

importance au point de vue puremeut g6om6trique, mais cette importance se 
manifestera surtout pour les espaces irr6ductibles plus g~n6raux t~ c0urbure 
n6gative. 

Je supposerai comms les principes fondamentaux de la th6orie des groupes 
simples (~). 

CHAPITltE I. 

LA TOPOLOGIE DES GROUPES SIMPLES UNITAIRES 

L L e  p o l y ~ d r e  f o n d a m e n t a l  d u  g r o u p e  a d j o i n t .  

1. On sait (~) qu'/t chaque type de groupes simples d'ordre r appartient 
une forme r6elle unitaire, h r param6tres r6els, caract6ris6e par la propriO6 

que ta somme des carr6s des racines caract6ristiques d 'une transformation 
infinit6simale arbitraire soit une forme quadratique d6flnie n(!gative--~(e).  

Les groupes unitaires sont, pour les quatre grandes classes de groupes simples, 
respectivement isomorphes : 

A) au groupe lin6aire unimodulaire d 'une forme d' HERMITE d6flnie po- 
sitive 

x~xt -+- x.2x~ -1- .... -[- xz+~xl+~ ; 

(l) he lecteur pourra /tcet ~gard, se reporter b~ ma Th/~se (Paris, Nony, 1894) ou au 
m~moJre pr~c~demment eit6 de H. WEYL; la lecture du m~moire eit6 dans |a note (l) 
page 209, ne sera pus non plus inutile. 

(~) E. CARTAS, Les tenseurs irrdduetibles et les grouses lin~aires similes et semi-simples. 
(Bull. Sc. Math., 2~me s6rie, t. 49, 1925, p. 135). 
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B) D ) a u  groupe lin6aire d 'une  ibrme quadrat ique d6finie positive it 

n = 21 4- 1 (type B) ou n = 21 (type D) wxiab les ;  

C) au groupe li~6aire laissaut invariantes une f o r m e d '  HERMITE d6finie 

positive 
x~x~ -~- x~x~-~ -  .... + x ~ x ~  

et une forme quadrat ique ext6rieure 

Dans lea. notations pr6c(~dentes, l d(~signe le rang du groupe, dont il va 

etre question ci-dessous. 

~. Soit G u n  groupe simple unitaire, P son groupe adjohlt. P e s t  tin groupe 

lin6aire ~. r variables r6ellea 

qui laisse invariante la forme quadrat ique d6fi~lie positive ~(e). Chaque trans- 

forlnation peut 5tre repr6sent6e par une matrice T d 'ordre  r, de d6termi- 

nant 6g'al h 1. 
Toute matrice T peut, et d 'une  infinit6 de mani6res, 6tre engeudr6e par 

une tranaibrmatioa infinit6simale Y de F (~). Parmi les racines caract6rist iques 

de Y, 1 sont nulles (~), les r - - l  autres sont deux h deux 6gales et oppos6es; 

elles aont des combinaisolla lh~(~aires h coefficients entiers d6termin6a de 1 

d 'en t re  elles (dites fondame~dales). Toutes ces racines sont purement  imagi- 
naires:  nous les d6siguerons, avec  H. WEYL~ par la notation 

2r:i%, ; 

les quantit6s ~ sont les para~n~tres angulaires de la transformation Y. 

La matrice T engendr6e par Y admet  l racines caract6ristiques 6gales 

~t l, les autres sont lea quantit6s e eu~ .  

3. Si une transformation infinit6simale Y est gdndrale, c' est-h-dire n' admet  
pas plus de l racines caract6rist iques nulles, il existe l - - 1  autres t r ans fof  

mations infinit6simalea ind6pendantes entre etles et ind6pendantes de Y, qui 

(~) Voir, pour ce paragraphe et le snivant~ le m6moirc cii6 dans la note pr6cddente, 
pp. 134-146. 

(.2) L~entier I eat le rang du groupe; c~est le nombre des coefficients de P6quation 
caract6ristique du groupe qui sowlt ind6pendants. Voir E. CAR'rA~, Tl~se (Paris~ Nony~ 1894)~ 
p. 29. 



E. CARTAN : La gdomdtrie des groupes ~imples 213 

jouissent de la propri~t~ d 'e t re  6changeables entre elles et ~changeables 

avec Y. Oil obtient ainsi un sous-groupe ab~lien 7 d 'ordre  l. Si 

e~ Y~ -~- e~ ~ -~- .... -t- et Yz 

est la transformation infinit6simale la plus g6n~rale de 7, les param~tres angu- 

]aires ~ sont des formes lin4aires en el, ee, .... , e, dont l sont lin~airement 

ind~pendantes. 

Si maintenant  on part  d' une transformation infiuit~simale Y s i n g , d i ~ r e ,  

c'est-h-dire admet tant  plus de l racines caract~ristiques nulles, il existe plus 

de l transformations ind6pendantes ~changeables avee Y. On peut se demander  

si, parmi ces transformations, il en existe au moins une qui ne soit pas sin- 

guli~re. C'est  ce que nous allons d6montrer. 

Soit Yt une transformation particuli~re 6changeable avec Y; soit Y~ une 

transformation particuli~re 6changeable avec Y e t  Y~ (et lin4airement ind~- 

pendante de Y et de Y~), et ainsi de suite. Supposons que nous arrivions h 

trouver ainsi ), transformations ind~pendantes 

Y~ Y, ,  , Y z - , ,  .... 

4changeables  entre elles et telles qu 'aucune  autre transformation du groupe 

ne soit (~changeable en m~me temps avec chacune d'elles. Les racines carac- 
t4ristiques c% de la transformation 

e Y -~- et Y~ -~- .... -~- e~._ l Y~ _ ~ 

sont des formes l i n d a i r e s  (~) en e~ e~, .... , ez_  ~. Parmi ces formes linSaires, il 

y en a au moins ~. ind~pendantes; sinon il exis tera i t  une transformation non 

nulle Ee~Y~ ayant  toutes ses racines caractSristiques nulles; ee la  est impossible, 

puisque la somme des carr~s des racines earact~ristiques d' une transformation 

arbitraire du groupe est une forme d~f in ie .  Les racines earaet~ristiques d' une 
transformation arbitraire ~tant au hombre minimum de ). indSpendantes, eela 

prouve, d 'apr~s la d~flnition meme du rang, que ~. est au plus ~gal h I. hlais 

d ' au t re  part  ). ne peut pas ~tre inf~rieur ~ l, puisque 1 des racines ¢o~ sont 

nulles et qu 'h  chaque forme linSaire ¢o, correspondent une ou plusieurs trans- 
formations X telles q u ' o n  ait 

(~e~, X)-- ~o~X, 

qt~els que  so ien t  les coef f ic ients  e, e , ,  .... , e z _ ~ .  I1 existerait done l - -~ .  trans- 

(i) Cela tient h ce que les tr'~nsformations sont dchangeables entre elles. 
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tbrmations ind6pendantes des Y e t  6changeables avec los Y, ce qui est 

contraire ~ l 'hypoth6se.  

L 'en t ie r  k 6tant 6gal it l, et le uombre des fbrmes lin6aires o)~ identi- 

quement nulles ne d6passant pas l, il sutlit de donner aux coefficients e~ des 

valeurs num6riques n' ammlant  auctme des fbrmes ~ ,  non identiquement hullos 

pour obtenir une transfbrmation ge ,  d~'.le; la trans[brmation donn6e Y fait 

ainsi partie du sous-grouI)e "( ddfini par eette translbrmation g6n6rale. 

t .  Toute transibrmation intinit6simale Y fait donc partie d ' au  moths un 

sous-groupe ab61ien y, contenant une infinit6 de transtbrmation g6n~rales. Tous 

los sous-groupes y sont du reste homologues entre eux clans le groupe adjoint 

continu F (~), de sorte que route transibrmation de 1 ~ est homologue b, une 

transformation d' un sous-groupe y particulier. 

Cela pos(~, regardons les l param6tres angulaires fondamentaux %, ~,...., ?t 
d 'une  transformation infinit6simale arbitraire comme los coordonn6es cart6- 

siennes d' un point darts un espace it 1 dimensions. Nous choisirons les vecteurs 

unitaires de coordonn,}es de mani6re que la tbrme quadratique d6finie positive 

~t 

repr6sente, '~ un facteur constant pr6s~ le carr6 de la distance d 'un  point 

h 1' origine. 
Tout point M (~) repr6sente une transibrmation in~init6simale de chaque 

sous-groupe y, et par suite une infinitO de transformalions infinit6simales 

homologues entre elles. Si aucun des param6tres ?~ n 'es t  nul, ces tffansfor- 

mafions sont g6nOrales et torment par suite un ensembl~ ~ " - q  Si h des 

paramOtres ,#, sont nuls (h pair), chaque transformation repr6sent6e par M e s t  

invariante par un sous-groupe '~ l A-h param6tres et par suim admet c¢ ~'-l-7~ 

homologues. 
A l ' int6rieur d ' un  sous-groupe y d6termin6, une tcm~sformation infinit(~- 

simale admet un certain nombre d 'homologtms; on obtient leurs points repr~- 

sentatifs en effectuant sin" les r - -  1 param6tres 7~ (regard(is comme des lettres) 

un groupe tint ~' de substitutions; ces substitutions conservent les relations 

Q) Cola tient Ace que les  t rans format ions  infinildsimales gd~drales Y, dont chacune 
ddflni~ un sous-groupe  y, formen~ un ensemble cortnexe; en effet.~ oomme nous  le verrons  
dans  nn ins tant ,  les  transformations singuli6res tempi%sent ,  dans  le domaine du gronl)e, une 
ou p l u s i e u r s  vari616s '~ 3 d i m e n s i o n s  tie mo ins  que ee domaino.  



]~. ChaTA~r: La gdomdtri~ de# groupes simples 215 

l in6aires ~ coefficieuts ent iers  qui ex is ten t  ent re  leg param~tres  angula i res  (~). 

G6om6tr iqueme~t  le groupe ~', operant  sur les points repr(~sentatifs M, est 

un groupe de rotat ions et de sym4tries,  engendr4 p a r - - ~ - - s y m ( ~ t r i e s  par  

rappor t  aux  hyperp lans  q~ = 0 (~). 
~ ' - - I  

Si l ' on  consid4re leg 2 hyperp lans  ? ~ = 0  men4s par  l 'or ig ine ,  ils 

pa r t agen t  l ' e space  en un cer ta in  hombre  de r4gions ind6finies (angles po- 

ly~dres) convexes .  Chacune  d' elles repr4gente le do;naine f ondamen ta l  (D) du 

groupe ~', eL toute t ransformat ion  infinit6simale de "( est homologue  h uue 

t ransformat ion  et une seule int6r ieure ~t cet te r6gion. Toute r~gion convexe,  

limit~e par  un cer ta in  nombre  d ' h y p e r p l a n s  ~ = 0 ,  et telle q~e'a~ec~e;~ aut~'e 

de ces hype; 'p tans  ne la t;'ave~'se, peut  ~tre prise comme domaine  fonda- 

mental .  Nous v6rifierons plus loin que routes ces r6gions adme t t en t  exac teme~t  

l faces hyperp la~es .  

Tout  poi~lt in t6r ieur  au  domaiHe fo~damenta l  (D) repr6se~te ~ " - ~  trans- 

formations infinit6simales homologues;  tout point situ6 sur l ' une  de ses faces, 

ou l ' u n e  de ses ar6tes, e t c ,  repr~sente  au plus ,-~"-t-~ t ransformat ions  

homologues.  

5. Passot~s ma iu tenau t  aux  t ransformat ions  fi;Hes, ou aux  matr ices  T du 

groupe F. Soit Y l ' u u e  de ses t ransformat ions  iHfiuit6simales g~n6ratriceg, 

appa r t enau t  h un cer ta in  sous-groupe "~'; on peut repr4senter  T et Y par  le 

m~me point M. Or ~ l'inte~rieur du m~me sous-groupe ,;', la matr ice  T peut  

~tre eugeudr6e  par  une infim~it6 de t ransformat ions  infinit~simales diff6rentes 

de Y; ce sont celles qu 'on  obtient en a joutant  aux  param~tres  al lgulaires 

foHdamentaux  ¢p~ des hombres  ent iers  arbitrai! 'es. Consid6rons alors le r4seau (R) 
des poilits ~t coordom~6es %: e~lti~res. 

La  m0.me matr ice  T est repr~sent6e par  uue i~fi~it~ d6uombrable  de 

points, homologues  ent re  eux par  rappor t  au r6seau (/?). 

Supposons que l + 2h des raciues  caract~r is t iques  de 7 ' so ient  ~gales h 1; 

on d6moutre  alors que, 7' 6ta~t i~var ia~t  par uu sous-groupe it l q - 2 k  para- 

t t) I1 peu~ y aw)ir des substitutions joaissaut de cette propridt(~ sans appartenir '~ ~'. 
Voir E. CAr~'ra~, .he 1,'i~eipe de d~talitd et la thdorie des g ro~tpes simples et semi-simples. 
(Ball. Se. Math., 2~me s6rie, I;. 49~ i925; pp. 365-366). 

(~) Cetfe interpr6tat.ion du groupe ~' comme groupe dc rotations et (le sym6trie,% ai~ai 
que celle dc sea op6ratioas g~,ldratrices, est due k H. Wz~rL~ Theorie der Darstell~ny ko~,ti- 
~t~tierlicher halb-eit,facher Gr~tppe~t d,rch li~,eol'e Trat~sformatiouel~. (Math. Zeitschr., 2,1: 
1925~ pp. 367-371). Le groape ~' est le groupe (8) de H. Wl~:rl. 
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m6tres de P, il existe ~ ' - ~ - ~  matrices homologues h T. L 'hypoth6se  fi/ite 

revient  h dire que, l)armi les param6tres angulaires ~ de 1. 2h sont des 

;to;nb;'es entiers. La matrice T peut  done 6Ire inwtriante par uu groupe plus 

grand que sa transformation gdn6ratrice Iq 

6. L ' ensemble  des op6rations du groupe ~' et des translations ~ qui 

laissent le r6seau (R) inwtriant engendre un groupe ~, de d6placements et 

de syln6tries. Deux points M homologues par rapport  i~ ¢~ reprdsentent  des 

matrices T homologues par  rapport  i~ I'. 
Nous Mlons maintenant consid6rer l ' ensemble  des hyperplans (H) obtenus 

en 6galant un des param6tres  • ' " mlgulawes ~ 'X uu hombre entier arbitraire. 

Tous ees hyperplans partagent  l ' espace  en une infinit6 de poly6dres convexes;  

soit (P) l 'un d 'en t re  eux, que l 'on peut supposer int6rieur au domaine fonda- 

mental ind6fini (D). Nous allons montrer  que route matrice T peut etre repr6- 

sent6e par un point au moins de (Pj. 

Partons de la remarque,  due '£ H. WEYL ('), que les matrices repr6sent6es 

par till point donn6 d'tln meme hyperplan (II), adlnettant au moins 1 + 2 

racines caract6rist iques 6gales h 1~ forment dans 1' espace du groupe une 
vari6t6 '~ l ' - - l - - 2  dimensions a u plus; par suite les matrices repr6sent6es 

par les diff6rents points des hyperplans  (II) forment un nombre.fini de vari6t6s b. 

( r - -  1 - -  2) + ( t - -  l ) - - r - -  3 

dimensions. I1 est done possible d 'a l ler  d' un point h un autre de l ' espace  du 

groupe, c ' e s t -~d i re  de passer  par  continuit6 d 'une  matt'ice T quelconque 
une autre  matrice T' quelconque, en 6vitant les matrices singuli6res. Soit 

alors M o un point part iculier  int6rieur ~ (P), soil T 0 une des matrices repr6- 

sent6es par Me, et soil T u n e  matrice quelconque. En passant de T O ~ T de 
mani6re h 6viter  les matrices singuli6res, le point repr6sentatif  correspondant,  

partant  de Mo~ resle~'a d l ' inldriem" de (P) (:), et par suite il existe bien 
l ' int6rieur de (P) un point M repr6sentat if  tie T. Eu particulier la matrice 

unit6 devant  ~tre repr6sent6e, cela veut  dire que l 'un au moths des sommets 
de (P) appart ient  au r6seau (R). On pourra done supposer, par une des trans- 

lations ~', que le poly6dre (P) a l' Ull de ses sommets ~ l 'origine 0. 

Q) Math. Zeitsehr, t. 24, 1925, p. 379. 
(~) On peut d6montrer en toute rigueur que lorsque la magriee T varle d' une mani6re 

continue sans jamais ~tre singuli6re, le point repr6sentatif M peut Ore 6galemeng suivi par 
eontinuit G sans qu'il y air jamais ambiguit6. 
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7. Nous sommes maiuteuaut  el, mesure~ e,~ uous plat;ant au poiut de vile 

g6l~6ral de H. WEYL (~), d '6tudier  ta toyologie de t 'espace du groupe adjoiut F, 

eu particulicr de cherchcr  s ' i l  existe dm~s cet espace des contours ferm4s 

non r4ductibles it un poiHt par d4formatioll coHtiuue. 

Supposolls d'~l, bord que le poly6(Ire (P) n'a i t  auclm sommet autre que 0 

appar~eua~lt au r~seau (R). Collsid~rous tul col~tour ferm~ (C) trtlc~ dans 1' espace 

du groupe; nous pourrons toujours le d6formcr d 'uuc  m,mi6re continue de 

facou ~t le faire partir du point origine (correspolldant h la transformation 

idel~tique), de fa~on aussi qu' i l  ne reJlcolltre aucmle matrice siuguli6re (autre 

que la matrice uuit6~ qtfi correspoud h sou poilJt de d6part et d'arriv6e). I1 

correspondra ~t (C), dans l 'espace h l dimensious des ~i, tm contour (C~)qu'on 

pourra f~tire partir de 0, qu 'on pourra supp0ser tout eutier illte~rieur h (P) et 

qui se terminera nScessairement eu O. Soit M tm point de (C'); i1 reprdsente 

talc trmlsformation iufiuit(~simale g6116ratrice d6termi~16e Y de la matrice T 

qui ,ippartieut au point correspondant du contour (C). Les matrices tY, off t 

est Ull hombre r6el compris entre 0 et l, /brment h l 'ilitSrieur de (P) un 

contour variable qui r6sulte d 'une  dc~ibrmation co~tinue de (C') et se r6duit 

au point 0 pour t ~ 0 .  Les matrices finies correspondautes T formeront dans 

l 'espace du groupe un contour ferm6 qui se d4duira de (C) I),~r d6formation 

Co~tinue e t s e  r~duira au point origine pour t == 0. C'est  ce que nous vouliol~s 

d4montrer. Si doric le polyOd,re (P) n ' a  qu '  un  s o m m e t  a p p a r t e n a n t  a~ 

rdseau (R), l' espace d u  gro~tpe P e st s i m p l e m e n t  connexe .  

Supposo~s maintena~t que le poly/~dre P air h 1 sommets 0~, 0.~, .... , 0~..~ 

diff~rents de 0 et apparte~mnt au r(~seau (R). S i u n  contour ferm~ ( C ) t r a c ~  

daus l 'espace du gr0upe est r~ductible ~ un poiut par d~formation co~.~tinue, 

cette d~tbrmatiou pourra toujo(~rs s 'effectuer ell 6vitant les matrices siugu- 

li6res, puisque ces matrices forme~t des wtri6t6s h 3 dimensions de moths que 

l 'espace ambi~mt; de m~me si deux contours ferm6s so~t r~ductibles Fun h. 

l 'autre,  la r~ductiou peut se faire en 4vitant les m~ttrices singuli6res. 

Cela pos6, tout contour ferm(~ (C) peut toujours 6tre d~form6 de mani6re 

h partir du point origi~e et h 6viler toute autre matrice singuli~re; iI lui 

correspondra dans l 'espace des ~t un coutcur (C') ¢]u'ou pourra supposer 

partir de 0 et rester ~t l ' int6rieur de (P); il se terminera n6cessairemeut en 

l 'un des poiut O, 0,, .... , Oh-- , .  S'il se termine el~ O, le contour (C) es~ r~duc- 
tible ~t un poiut. Mats s ' i l  se termine en O, par exemple, le contour (C) n 'es t  

certainement pas r~ductible ~t un poiut; siHon ell effet l~t r6duction pourrait 

(l) Math. Zei|schr.~ ~. 24, 1925: pp. 380-381. 

Annal~ dl Matsmati~a, Serie IV,  Tomo IV.  ~8 



218 F,. CA~t'r:XN : La gdomderie ties gro~q~es simples 

se fitire en ne cessant  pas tie filire partir (C) du point origine et de lui fitire 
6viter les matrices singuli6res: le contour (C') ne pourrait  alors constamment  
que pnrtir dc 0 et aboutir  it 0~, il ne sevait done pas r6ductible h u~l point. 

On voit de plus qu' il y a ex~tctement dct~zs l 'espace d~ g~'oupe h chtsses 

dislinctes de contou~'s fe~"mds D'~'ddt~ctibles e~lJ'e e~x ,  et qui  co~'~'espondent 
ti h chemD~s jo iqmtnt  0 a u x  point O, 0 , ,  .... , On-~ gt l'i~tld~'ieur de (P). 

Nous dirons que h est l ' imtice  de con~exio~ du. groupe. 

8. Si t' espace du groupe P n 'es t  pas simpiement connexe, le poly~dre (P) 
n 'es t  pas un domaine fondamental du groupe fini ~i, i)uisqu'iI existe h l'int6- 
r ieur de (P) h points homologues entre eux pal" rapport  b~ ~,~. On aurait  
facilement un domaine fondamental (Q) de 91~ par la m6thode du rayonnement  
en prenaut  les points de (P) qui sent t)lus rapproch4s de 0 que de chacun 
des points 0,, .... , 0n - j ;  ce poly6dve (Q) a pour races d 'abord les hyperplans 
qui limitent le domaine (D) de ~I', puis un certain hombre d 'au t res  times 

hyperplanes.  
Pour obtenir le poly6dre (P), it sul~t de construire d ' une  mani6re quel- 

conque un poly6dre limit6 par u~ certain hombre d 'hype, 'plans (l-I) et qui ne 
soit t ravers6 par aucun autre hyperplan (II). Nous allons passer en revue les 

diff4rents types de groupes simples et v6rifier que pour chacun d ' eux  le 
poty6dre (P) admet  cxac tement  1 A-1 fi~ces hyperplanes. Nous d6terminerons 
en mOme temps les l sonlmets autves que O, ainsi que ceux de ces sommets 
qui appart iennent  au r6seau (R); leur hombre sera l ' indice de couuexiou h 

diminu6 de 1. 

9. Si nous prenons d 'abord  le cas du gro.upe /~ 3 param+tres de rang 1 
(groupe des rotations de l ' espace ordinaire), il est clifir que (P) est ici le 
segment  (0, l) d ' un  axe;  ses deux extr4mit4s appart iennent au rOseau (R). 

L ' indice de comlexion de r e s t  done 4gat /~ 2. Le domainc (Q) serait form6 

at, segme, , t (0 ,  2 ) . L ' e s p a c e  d u g r o u p e  des rotations ,,' est at,tre, comme o,, 

sait, que l 'espace elliptique i~ 3 dimensions qui, en effet, n' est pas simplement 

COllllexe. 

10. Type A) (~). Les param6tres angulaires sent 

(i, j-----:l, 2, .... , l). 

(1) Les expreasions g~u6rales (lea par~mhtres angulaives correspondant attx diffdrents 
t,ypcs simples s~; txouveu[ indiqudes clans: E. CAR'rAs~ Th~se~ pp. 81-93. 
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Nous pouvons d6finir le domaine (P) par les l A--1 in6galit6s 

1 > ~ ? t > ~ 2 >  .... >¢?t  > 0; 

• { l e  " t il est clair que le domaine d6fini par ces m6,,al,tes n' est travers6 per aucun des 
hyperplans (H). Les sommets de (P) auLres que 0 sont les points de coordonn6es 

1, O, 0,...., O, 

1, 1~ 0, . . ,  0, 

1, 1, I,...., 0, 

• * • . , , * . • • 

1, I, -1, .... , 1. 

Ils appart iennent  tous au r~seau (R) forme des points /~ coordom~6es enti6res. 
L 'espace  du groupe [' t't done l + 1 pour indite de connexion. 

l l .  Type B). Les param6tres angulaires sont de la forme 

---+ ~ ,  -~- ¢?~ ---+ ¢?~ (i, j ~ 1, 2,...., l). 

Nous d6finirons le domaine (P) par les l + 1 in6galit~s 

% > ~ , 2 > " " > ? t > 0 ,  ~ - t - ~ < l .  

Les sommets, auta'es que 0, du poly6dre (P) sont 

1, O, O, .... , O, 
1 1 
~ ,  ~ ,  0 ,  .... , 0 ,  

1 1 l 
~, ~,  2 ,  , o ,  .... 

, , ° * ° • ° ° ° ° ° 

i 1 1 I 
~,, ~ ,  ~ ,  .... , ~ .  

Le premier  seul appartient au r6seau (R). Le groupe F a done l ' indice  de 

connexion 2. 

12. Type C). Les param6tres angulaires sont 

4-- 2~i ,  +___ ~ -4-- ~j  (i, j ~ -  1, 2 , . . . ,  l) ; 

le r6seau (R) est form6 des points dont toutes les coordonn6es sont enti6res 
o u  des moiti6s de nombres impairs. On peut d6finir le poly6dre (P) par 
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les I-b. I in6ga, lit6s 
1 

Les sommets ,  au t res  que O, de (P) sont 

1 
,~, O, O, .... , O, 

1 1 
2 ,  ~ ,  0 ,  .... , 0 ,  

1 1 1 
,2' ~ '  ~,' .... , o ,  

. , , , o . . . o ° .  

1 1 1 1 
~, 2,  ~,  .... , ~ .  

Le dern ier  seul appar t i en t  au  r6sea.u (R). Le groupe 1' a done t ' imlice de 

connexion 2. 

13. Type D). Les pa ram6t res  a, ngula i res  sont  

+ ~ ~ q~.~ (i, .)'.= 1, 2,...., 1). 

Le r6seau (R) est le mOne  que dans le cas du type C). On peut  d6fiuir le 

poly6dre  (P) par  les in6galit6s 

qh 2> q% > .... 2> q~l, q~l - ,  -F q~l 2> 0, ?, -F ?~ <'5. 1. 

Les  sommets ,  aut res  que O, du polygdre (P) sont 

1 ,  0 ,  0 ,  .... , 0 ,  O, 0 ,  

1 1 
~, ~, 0,  .... , 0 ,  0 ,  0 ,  

1 1 1 
~, ~, ,~, , o ,  o ,  .... o ,  

• ° • • o . ° . . . . . . . . .  , . 

l 1 1 1 
~, 2,  ~, , ~, o ,  .... o ,  

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 
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Le premier et les deux derniers appartiennent au r6seau (R). Le groupe P 

a done pour indiee de connexion 4. 

14. Type E6). Les param6tres angulaires sont 

~--~j, -----(~+~j+~h), =h(~+%+ .... +~). 

Les sommets du r~seau (R) sont les points dont toutes les coordonn6es sont 

des hombres entiers ou dont routes les coordoun~es sont des tiers do hombres 
entiers congrus entre eux (rood 3). 

On peut d~finir le poly+dre (P) par les 7 in6galit4s 

~ ? ~ % : >  .... > % ,  %-}-~9~+ .... + ~ > 0 ,  %%+~73-1-~4~0, ~ - - % ~ , 1 .  

Les sommets, autres que O, de (P) sent 

1, O, O, O, O, O, 

2 2 1 1 1 1 

3'  3' 3 '  3' 3' 3' 

2 1 1 1 1 1 

3' 6' 6' 3' 3' 3' 

2 1 1 
3, 0, 0, 0, - - ~ ,  3' 

1 1 
~, O, O, O, O, 2' 

5 1 1 1 1 1 
6: 6' 6' 6' 6' 6" 

Le deux premie!'s appartieunent au r6seau (R). Le groupe P a 

indiee de connexion 3. 

15. Type E~). Les param6tres angulaires sont 

done pour 

¢?~ - -  ~j ,  ~?i -~- <?j "+" ?a %" ~h (i, j ,  h, h --" 1, 2, .... , 8 ) ,  

a v e c  

%°l -+" % + .... + :~s - -  0.  

Les sommets du r6seau (R) sent les poillts dent les 8 coordmm6es, de somme 
nulle, seat des quarts de hombres entiers congrus entre eux (,nod 4). 
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On peut d6finir le poly6dre (P) par les 8 in6galit6s 

¢P.~>~3> .... > ? s ,  q~+~°3 + ~ 4 + ~ ° ~ < 0 ,  ~ i - - % < 1 "  

Les sommets, autres que 0, du poly6dre (P) sont 

3 3 1 1 1 1 1 1 
;i' 4 '  4'  4 '  4 '  4 '  - -  ~t' - -  4' 

3 I 1 1 1 1 1 l 
4 '  4 '  4'  4'  4' 4' 4' - 4 '  

3 1 1 1 1 1 1 1 
4'  1--2' I-2.' 12' 4 '  .... 4 '  4'  - 4' 

3 1 1 1 
4, 0, 0, 0, 0, 4' 4 '  - - 4 '  

2 1 1 
3, 0, 0, 0, 0, 0, 3'  - - 3 '  

1 1 
2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2' 

7 1 1 1 1 1 1 1 
~' --~ '  s' 8' - ~ '  - s '  8' 8" 

Le premier seut appartient au r6seau (R). Le groupe  P a donc pour  i n d i t e  

de connex ion  2. 

a rea  

16, Type  E~). Les param6tres angulaires sont 

~ +~2-~-  . . . .  + % - - 0 .  

(i, j ,  h =" 1, ~,...., 9), 

~ > ~ . ~ >  .... > % ,  ?'2 - 4 - ~ + 7 4 < 0 ,  ~o 1 ~ % < 1 .  

Les points du r6seau (R) sont ceux dont les coordonn6es sont des tiers de 

hombres entiers congrus entre eux (rood 3). 
On peut (t6finir lc poly6dre (P) paL' les 9 in6galit6s 
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Les sommets, a, utres que O, du poly6dre (P) sout 

5 1 1 1 1 1 1 1 1 
?,' ~ '  c , '  c , '  - e , '  - -  ¢ , '  - -  ~ , '  - -  6 '  - ~,' 
5 1 1 1 1 1 1 1 1 
6'  12' 1-22' 6.' - - 6 '  - - 6 '  - - 6 '  --~5' 6 '  

5 1 1 1 1 1 
6' o, o, o, 6' - ~ '  --~,' -~, '  - ~ '  

4 1 1 1 1 
5' o, o, o, o, 5' - -~ '  5' - ~ '  

3 1 I 1 
~, o, o, o, o, o, 4' - ~ '  --~'  

2 l 1 
~, O, O, O, O, O, O, - - 3 '  - - 3 '  

1 I 
2'  O, O, O, O, O, O, O, 2' 

8 1 1 1 I 1 t 1 1 
§' --!-~' - - § '  - - § '  - - § '  9' - - § '  9' - - §"  

Aucun d ' cux  u' t tppartieut au r6seau (R). Le grot tpe  P est donc s i m p l e m e n t  

connexe .  

17. T y p e  F). Les param6tres angulaires sont 

~---~*' ± % ± ~ ' J '  2 

Les sommets du r4seau JR) sour les poiuts dont les coordom~6es sont des 

hombres entiers 'A somme paire. 
On peut d6finir le poly6dre (P) par les 5 in6galit6s 

¢p., ) % > %% > O, 

Ses sommets autres que 0 sout 

~ I > ~ ' ~ + % - I - ~ * ,  ~ , - F % <  1. 

1 1 
~' 2' O, O, 

2 1 1 g, g, ~, o, 

3 t 1 1 

1, O, O, O. 
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A,tcun d ' cux  u 'appar t ieut  au r6~eau (I¢). Le gvo~tpe F est doric shnp lement  

60~tltCd6'C. 

IS, Type O). Les param6tres angulaires sour 

(i, . j~-  i, 2, 3) 

% 
Fig. 2 Fig. 1 

% 

!i I 0 ~?~ 
O 

Fig. 3 Fig. 4 

8 , v e c  

q~l + ~ 2 + q ~ : ~ O  

On peut d6finir le doma.ine (P), qui est ici uu triangle, par les 3 in~galit~s 

~ , > q ~ > 0 ,  %--q%< 1. 
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Ses deux sommets autres que 0 sont 

1 1 
~, 0, 2' 

1 1 2 

Aucun d ' e u x  n 'appar t ien t  au r6seau (R). Le groupe F est donc simplement 
c o ~ e x e .  

19. Nous repr6seutons dans les figures 1, 2, 3 et 4, pour chacun des types 

de rang 2, h savoir  A), B), C) et G), un parall61ogramme du r6seau (R), ainsi 
que les droites (II) qui le limitent ou le t raversent ;  le domaine triangulaire (P) 

est figur6 au moyen de hachures  verticales, le domaine (Q), quand il existe, 

au moyen d 'un  double syst6me de hachures vert icales et horizontales. Le 

groupe du type D) de rang 2 est semi-simple; c ' e s t  pour cela qu' i l  n 'es t  pas 

f igur6 (~). On remarquera  que les figures 2 et 3 relatives aux types B) et C) 

sour semblables;  c ' e s t  qu 'eu  effet les deux groupes correspondants sont 

isomorphes. 

II. L e  g r o u p e  a b s t r a l t  s l m p l e m e n t  c o n n e x e  
e t  s e s  r e p r 6 s e n t a t l o n s  l l n 6 a l r e s .  

20. Nous avons vu que toute transformation fiuie T du groupe adjoint I' 

peut  ~tre repr6sent6e par h points distincts int6rieurs au (IA-1)-4dre (/)~. :Nous 

alIons construire u ,  groupe abstrai t  P (") dont chaque op6ratiou sera repr6- 
sent6e par uu point et un seul de (P). 

Coaveuons  d' appeler  dldment T 1' ensemble d ~ une matrice 7' de F et d' un 
chemin (C) joignant, dans l ' espace  du groupe, le point origine au point T. 
Deux 616ments seront regard6s comme identiques s ' i ls correspondent  ~ ta 

mOne matrice T et si les deux chemins qui ach6vent  de les d6finir sont r6duc- 

tibles l 'uu  h l ' au t re  par d4formation continue. A chaque mati'ice T corres- 

pondent h 614merits T. Tout 614ment ~' est repr4seut6  par uu point et uu 

seul int6rieur h (P). 

Q~ Tou~ ce qui precede peut; s'~tendre aux groupes semi-sinqdes, avee la seule diff~- 
fence que le poly&dre (P) eat limit~ par plus de 1 4-1 faces hyperplanes. 

(e) C'est H. Wi,~'YX, qui a montr6 l~imlmrtance de la notion du groulm abstrait, dana 
.~ou m~moire pr6c6demment eit6. 

Annal~ di Matematica, Serie IV,  Tomo IV .  29 
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Nous altons d6finir in abst~'acto le produit  de deux 616ments T et 7 -~'. 

Consid6rons pour cela un des chemius qui, allaut du point origine au point T', 

d6finissent l '616ment T'. A chaque poi~t de ce chemiu est associ6e une ma- 

trice (9 variant  d ' une  mani~re continue depuis la matrice unit6 jusqu'~t T'. 

La matrice TO d@rit  alors un chemin contiuu partant de T et aboutissant 
tt TT'.  Suivons par continuit6 sur ce chemin l '6lOnent correspondant,  en pal'- 

tant de l '616meut initial T; nous arr iverons ~ uu 616meut final > "  ~/ , qui est 

l' un des h 616meuts associ6s ~ la matrice T " =  TT' ;  nous poserons 

T" ~- TT'.  

I1 est facile de montrer  que la d6finition donn6e du produi! TT' est univoque. 

I1 est clair maintenant  que tous tes 616ments T d6finissent uu g,'oupe ab- 

st~'ait F. 
Le groupe P est s implement  connexe~ cat" pour qu' un contour partant~ 

dalls l ' espace  du groupe~ d 'un  point T a u q u e l  on associe l'616ment T, ram6ne 

en T le mSme 61ement T, il faut et il suffit que ce contour soit r(~ductible ~t 

z6ro par d6formation continue. 

Le groupe F ost isomorphe mO'i6drique de r ;  le groupe quotient F / r  peut 

~tre regard6 comme form6 des h 616ments de F qui correspondent  g ta trans- 

formation identique de P. Ces 616ments sont repr6sent6s, dans le poly6dre (P), 
par les h sommets 0~ 0j~ 0h-~. Chacun de ces 616ments laissant inwtriante 

chaque transformation de P et, par continuit6, chaque transformation de I~-, le 

groupe F p  est ab~lien. No~s l' appelterons te g~'ot~pe de co~znexion de P. 
Supposons maintenant  qu 'ou  air un groupe G ayant  m~me structure infi- 

nit6simale que F. A une transformation de G ne correspond 6vidcmment  

qu' u n e  transformation de P~ mais la r@iproque peut ne pas 5tre vraic. Si on 

va par contilmit~, dans l ' espace  de G, le long d 'un chemin d6termin6, de la 

transformatiou identique ~t une transformation donn@, il lui correst)ol~dra: 

dans 1' espace de F, un therein conduisant ~t un 616meut d6tcrmin6 7'-de [~ Deux 
transfbrlaatious diff4rentes S e t  S'  de G ne pourront jamais  conduire de cette 

mani6re au mOne 516ment 7~de F; sinon, en effet, il existerait  dans l ' espace  

de G u n  chemin allant de S tt S' et qui dounerait,  daus l ' espace  de F, un 

contour ferm6 r6ductible h z6ro; la r6duction ~t z6ro de ce therein par une 

d6fbrmation continue conservant  le poin~ de d6part  e[ le point d 'arr ivge,  
entraInerait~ dans l ' espace  de G, la r6duction ~ z6ro d 'un  chemin partant  

toujours de S e t  aboutissant  toujours ~ S', ce qui est absurde.  
Si done G est u n  groupe quelconque de m~me structure infinit6sima.le 

quc F, lc groo.pe I" cs~ isom~.rphc (m6ri6drique ou holo6drique) de G, et le 
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groupe G est lui-m6me isomorphe (m6ri6drique ou holo6drique) de F. Le 
g~'oupe de connexion de G, ~ savoir  P/G, est un sous-groupe du groupe de 

connexion P/I' de r. Ce sous-groupe peut d 'a i l leurs  se r6duire h l 'op6ration 

identique ou se confondre avec  F/P. 
Les considerations pr6c6dentes ne supposent nullement que le groupe r 

soit simple; elles s 'appl iquent  ~ n ' importe  quelle structure infinit6simale, it la 

seule condition que I' soit le groupe adjoint correspondant.  

21. Jusqu'  h pr6sent le groupe F a 6t6 consid6r6 uniquement in abst~'acto. 
On peut  se poser la question de savoir  s ' i l  existe effeetiven~eut, dans un 

champ num6rique convenable,  un groupe d 'op6rat ions isomorphe holoddriq~e 
i~ ~. La r6ponse est fournie par le th6or6me suivant :  

Il existe, pour chaqt~e type de groupe simple, un grozcpe unitaire 
lindai~'e simple~nent connexe (~). 

I l  suffit, pour d6montrer  ce th6or6me, de v6rifier dans chaque cas l 'exi- 

stence d' un groupe lin6aire G tel que les transfbrmations de ce groupe re- 

pr6sent6es par  les sommets 0~, 0~, 0~_~ du domaine (P) ne soient pas ta 

transformation identique. Or cela est une cons6quence imm6diate des r4sultats 

obtenus dans mort art icle:  Les tenseurs ir~dductibles et les g~'o~tpes lindai~.es 
simples et semi-si~ples (~). Ii suffit de prendre 

Type A): le groupe g~ d 'une  forme d'HERMITE d6finie positive ~ l +  1 
variables, dont le domaine contient h = l q - 1  lois celui du groupe adjoint; 

Type B): le groupe g~ h 2 ~ variables, dour le domaine contient h - - 2  
fois celui du groupe adjoint; 

Type C): le groupe g, d 'un  complexe lin6aire, dollt le domaine con- 
tient h -  2 lois celui du groupe adjoint; 

Type D), l impair :  le groupe g~ b~ 2 z-~ variables, dont le domaine 
eontient h - - - 4  fois celui du groupe adjoint; 

Type D), 1 pair :  le groupe rdductible g~g~ ~ 2 t variables, dont le 
domaine contient h - - 4  fois celui du groupe adjoint; 

Type E~): le groupe g~ dont le domaine contient h - - 3  lois celui du 
groupe adjoint; 

(i) H. WnYL a ddmontrd ce th6or~me pour les quatre grands types de groupes simples~ 
pour les types exeeptionnela, il a simplement montr6 que le groupe de connexion est fini. 
(Math Zeitsehr., t. 24, 1925, pp. 380-381), mais sans exelure, semble-t-il, l'hypoth6se de la 
non-existence d'un groupe lin6aire simplement connexe. 

(:) Bull. So. Math.~ (2)~ t. 49, pp. 130-152, spfcialement p. 150. 



228 J~. CARTAN : La ggomdtrie des groupes simples 

Type E~): le groupe g~ dont le domaine eontient h - - 2  this eelui du 

groupe adjoint. 
Pour les autres types, le g'roupe adjoint est s implement commxe. 
On remarquera  que, dans le cas du type D) de rang pair, it n 'exis te  

aucun groupe linSaire i,'~'d(b~ctibIe simplement connexe (~). 

22. On a thciIement, d' aprSs les r~sultats pr~c(}dents, la structure du 
O' " i ~  • vloupe I / I .  Il est eyclique dans t o u s l e s  eas, ~t l '~xception du type D) de 
rang pair, auquel eas i! est isomorphe all groupe engendr6 dans un plan par 
les sym6tries, prises ptlr rapport h deux droites reetangulaires (qui dommnt 
par composition la sym6trie par rapport  h leur point d ' interseetion et l'op~- 

ration i]entique). 
Revenons it la repr(!sentation des transformations de I' dans 1' esPaee g 1 

dimension des ~ .  Les operations 7 ~ de P seront repr~sentables 6galement par 
les points qui repr6sentent  Ieurs trans~brmations infinit6simales g6n(~ratriees. 
Seulement  te r4seau (R) des point qui reprgsentent  l 'op~ration identique de P 
ne eontiendra qu' une partie des sommets du r6seau (R). Pour obtenir (R), on 
t)eut r emarquer  que le groupe ~ des d4plaeements st des sym4tries dont (P) 

est le poly~dre tbndamental  rSsulte de la eombinaison du groupe ~' des 
rotations et des sym4~ries aul;otlr do l 'origine avee le g roupe  des transla- 
tions ~; dtt rgseau (R-). Les sommets de (/g) sont les diff6rentes positions que 

prend le point 0 quand on lui npplique les op(~rations de ~,, et g~ est lui-meme 
engendr~ par les l + 1 sym~Stries effeetuges par rapport aux l q- 1 times du 

poly(Sdre (P). 
On pourra prendre  eomme domaine fondamental  du groupe c~ des trans- 

lations du rSseau (R), non pas un ties parall~I@ip~des fondamentaux de ee 
r~seau, mais le volume (@) ibrm6 par (P) et par tous les  (t-t-1)-~dres qui se 

dgduisent de (P) par les op(h'ations de ~'. Les faces oppos~es h 0 do tous 
ces (1-4-1)-~dres sont en effet les lieux des points 5quidistants de 0 et des 
points du r4seau (R) les plus rapproeh(~s de O; elles Iimitent done 16 domaine 

tondamenta[ du groupe ~ tel qu 'on le eonstruirait  par la mgthode du rayon- 

nement.  
Les figures 5, 6 et 7 (pp. 237 et 238) indiquent la forme du domaine (@) pour 

lea groupes simplement connexes des types A), B) et G) de rang 2. On a conserv(~ 

(~) O.peut  ajouter quail existe tonjours mt groupe lin6aire admettant pour groupe de 
connexion un sous-groupe quelconqne du groupe de connexion l~/r du groupe adjoint.. 
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la mOne ~ehelle que pour les figm'es 1, 2 et 4. On obtiendrait  dans chaque cas 

un paralh:~logramme fondamental du r6seau (R) en prenant les sym~triques 0' 

et 0" de 0 par rapport  h deux c6tSs eonsgcutifs non en lign'e droite du p~ri- 

m~tre de (@), et en achevant  le parall61ogramme construit stir O' et 0% 

23. Les domaines (~) relatifs aux groupes de rang 3, des types A), B) 
et C), se construisent facilement. 

Les types A) et B) donnent te m6me poly~dre (~) :  c ' e s t  un dod6ca4dre 

form6 de 12 faces losanges. Les extr(~mit~s des petites diagonales de ces lo- 

sanges sent tes 8 sommets d 'un  cube ;  les extr6mit(~s des grandes diagonales 

sent les sym6triques du centre de ce cube par rapport  i~ ses faces. Dans le 

cas du type A), les losanges sent partag4s en deux triangles par leurs petites 

diagonales, ce qui correspond 'h 24 t6tra6dres (P) remplissant le poly6dre (c~). 

Les sommets du cube sent les points O~ et 0~, chacun l'6p6t(~ quatre fois; 

les autres  sommets correspondent  au point 0~. Dans le cas du type B), les 

losanges sent partag6s en 4 triangles par leurs deux diagonales, ce qui dmme 
48 t~tra~dres (2o). 

Dans le cas du type C)~ le domaine (@) est un cube dent chaque face 

est partag~e en 8 triangles par les diagonales et les droites joignant les 

milieux des cOt(~s oppos4s, ce qui dmme encore 48 t6tra~dres (P); le groupe ~' 

est ici le groupe de routes les sym6tries du cube. Los sommets du cube sent 
tous des homologues de 0~. 

24. La d~termination effective des sommets de (c~) se fait t~cilement par 
le calcul. I[ suffit de d~terminer le s y m ~ r i q u e  de 0 pal' rapport  tt la face 

de (P) oppos~e '~ O, et de lui apptiquer ensuite les diff~rentes op6rations 
E' 

de ~.  En partant  maintenant  de 1 sommets convenablement  choisis, on aura 1 

ar~tes issues de 0 susceptibles d ' engendrer  le parall(~14pip~de fondamental 

du r~seau (/~-). On aura le groupe I~/P en regardant  comme une seule optS- 
ration l ' ensemble  des translations qui mn~nent de 0 aux points homologues 
h chacun des sommets O, 0,,..., 0~_~. 

Type A). Le r(3seau (R) est form(~ des points ix coordonn6es enti~res 
dent la somme est divisible par l + 1. Les points homologues de 0,  sent ceux 
pour lesquels les coordonn~es sent enti6res avec  une somme congrue ~ :¢ 
(rood l - b  I). 

Type B). Le r~seau (B)) est form~ des points k coordonn6es enti~res 
dent la somme est p/tire. Les points homologues de O~ sent ceux dent les 
coordonn~es sent enti~res, avec une somme impaire. 
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Type C). Le r~seau (R) est form~ des points h coordonn(~es enti~res. 

Les points holnologues de O~ ont pour coordonn6es des moiti6s de hombres 

impairs. 
Type D). Le r6seau ( R ) e s t  form6 des points ~ coordoml~es enti6res 

dont la somme est paire. Les points homologues de O, ont pour coordoml6es 

1 
des moiti(~s de hombres impairs, avec  une somme diffSrant de -~ d'un nombre 

impair .  Les points homologues de 0~ ont pour coordmm6es des moiti~s de 
l 

hombre impairs, avee  une somme diff(}rant de ~. d' un hombre pair. Les points 

homologues de 0.2 ont pour eoordonn6es des hombres entiers de somme impaire. 

Si l est impair, la translation 0"-()~ est eyclique (rood ~), son earr6 est la 

translation O-O~'et son cube la translation 0-03. 
Si l e s t  pair, ehaeune des translations 00~ est eyelique d 'ordre  2, et 

ctmeune d 'e l les  est le produit des deux autres. 

Type E,). Le r6seau (B)) est form6 des points dont lea eoordonnb~es sont 

de la fbrme 

h 
"f~ ~ p~ ~-t- ~ (p~ entiers, h ~ O, 1 ou - -  1), 

la somme des p~ 6rant divisible par 3. Les points homologues de O.(a--1, 2) 
ont leurs coordonnOes de ta mOme forme, mais la somme des p~ ~tm~t congrue 

h ~ (mod 3). 
Type E~). Le r4seau (~') est form~ des points dont lea 8 coordonn6es ~,, 

de somme nulle~ sont de la forme 

h 
~f~-= P~ + ~ (Pl entiers, h~---0 ou 1). 

Les points homologues de O~ ont Ieurs coordonnBes de somme nulle, de 

la f(>rme 

h 
~i  ~ Pc -t- ~ (p~ entiers, h---- I ou --  1). 

Types Es) , F), G). Le r~seau (R) est identique ~t (R). 
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CHAPITRE II. 

LES ESPACES DES GROUPES SIMPLES UNITAIRES 

I. G r o u p e  d' l s o m 6 t r t e  e t  g r o u p e  d ' l s o t r o p l e .  

25. L' espace repr6seutat if  8 d' un groupe simple unitaire G est un espace 
de RIEMANN, simplement connexe si le groupe est simplement connexe (~). 

Sou groupe continu d ' isom~trie est symbolis6 par les 6quations 

off Si repr6sente une transformation arbi traire de G, Si, la transformation qui 

lui correspond par l ' isom6trie,  Sa et Sb deux transformations fixes (*). Le 

groupe continu d ' isotropie (ou groupe des rotations autour du point origine) 

est form6 des transformations du groupe adjoint 

26. Il peut exister  un groupe m i x t e  d ' i sotropie;  il est form6 de toutes 

les substitutions lin6aires h ~' variables  (composantes d 'un  vecteur  issu de A) 

qui laissent invariante la fbrme de RIEMANN 

R ~--- ~ e~j~ Chph P~j Paa 
~, (ij), (kit) 

off les p~ d6siguent les composautes d ' tm bivecteur  arbitraire, les c~/a |es 

constantes de structure du groupe, qu 'ou  peut toujotu's supposer former un 
trivecteur.  Le groupe adjoint m i x t e ,  c'est-~-dire l 'ensemble des 'subst i tut ions 

lin6aires qui conservent  les constantes de structure du groupe, fait 6videmment 

partie du groupe mixte d ' isotropie.  Supposons maintenant qu'il existe tree 
substitution lin6aire 0 faisant partie d(~ groupe d' isotropie sans appartenir  au 

groupe adjoint. Si T e s t  une matrice arbitraire du groupe adjoint cont inu ,  

la matrice 
-(9 - i T O  --- T '  

en fk~it aussi partie;  la matrice O permet  ainsi d '6tabl i r  uric correspondance 

entre les matrices T e t  T' du groupe adjoint, et cette correspondance conserve 

(t) I1 s~agit de l'espaee h connexion ttftine sa,s torsio~t du groupe. Voir ~. CARTAS, La 
G-domdtrie des gro~tpes de trat~sformatio~ts, tJ. de Math, t.. 6, 19277 pp. 1-119). 

(~) Voir p. 98 du m6moire prgcgdemment cit6. 
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6 v i d e m m e n t  la s t ruc ture  de ce groupe.  It existe douc, dans le groupe adjoint  

mixte,  tree subst i tut ion T o telle q u ' o n  ait  aussi  

oi1 au ra  dou6 

d' o{t 

T 0 - '  T T  0 = T';  

0 - '  TO =: To-- ' '/'To, 

7 ' 0 0 -  ' 5/' : =  T T o O  - ' ;  

la t ransformat ion  ~/oO-~ est done 6changeable  avec  toutes les mat r ices  du 

groupe  adjoint  cont imu Ce gro~tpe adjoint  dtant  i~wddttctible (~), il r~sutte 

d' un thdor6me de I. SctIwl¢ et FROBENIUS que la mat r ice  ToO- t e s t  le produit  

de la mat r ice  unit6 pal" un fac teur  cons tant  m. On a donc 

(+ = ! 

1 
par  Suite le groupe d ' i so t ropie  doit conteni r  ta matt ' ice qui muttiplie les 

7t~ ~ 
1 1 

composantes  de chaque  vec teur  pal . . . .  . Cela n ' e s t  possible que si - - - - -  l .  
t)/  'D~ 

R(~ciproquement route sym6tr ie  par  rappor t  h un point, qui rev ien t  it 

c h a n g e r  le signe de toutes l e s r  var iables  Stll" lesquelles agit  le  groupe d ' iso-  

tropie, conserve  6v idmnment  la fbrme de RIEMANN R;  elle nc fait du reste 

pas part ie  du groupe adjoint  mix te ,  car  si l 'on  change  les signes de routes 

les t ransformat ions  infinit6simales d' un groupe simple, les coefficients d e  

structut 'e  du groupe  sont alt6r6s. 
En r6sum6 si le groupe adjoint  de (,~ est form4 de tt families cont inues 

distinetes,  le groupe  d ' i so t rop ie  de t ' e spaee  de RIE~IaNN 80 du groupe. G est 

form6 de 2h families cont inues  distinctes,  qu' on obtient en eombinan t  le 

groupe adjoint  mixte  a v e c l a  sym~Irie  par  rappor t  au point fixe eonsid6r6 

de t' espaee.  
D ' ap r6s  les r6sultats  que j ' a i  d6montr6s  r e l a t i vemen t  au groupe adjoint  

des groupes  simples (~), on volt que le gvo,tpe el ' isotropie de l 'espace ~ est 

/ b r m d  de d e u x  fi tmifles contim~es, avcc les except ions  .s~tivantes: 

Q) Cela signifie qu'il ne laisse invariante aucune multiplicitd plane. 
~) 1~. CAI~'r.~, Le pri~eipe de d~talitd et la thdorie des groupes simples et semi-simples. 

(Bull. So. Math., 26mo s6rie, t. 49, 1925, pp. 361-374). A la vdrit6 les r6sultats, sans que cela 
soit di~ explicitement, sc rappor~en~ au groupe adjoint des groupes simples <~ param~lres 
comf)lea'es, ainsi qu"l celui des groupes r&ls u,itaires; dans les autre cas; il n'est pas 
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Da;gs te cas :t~ type A) de ;'a;~g I > 2, d~e g,'oupe D) de ra,~g 1 > 5, 
d~e type E) de ra;zg 6, le g~'o~epe d'isot, 'opie est for,~d de q~eat;'e familles 

co;~ti;~ees. 
Dans le cas d~ type D) de ra,~g 4, le gro~epe d ' isotropie est formd 

de do~eze familles continues. 

27. A chaquc famille continue du groupe d'isotropie correspond une famille 

de trans~brmations isom6triques. Les diff~rentes families de transformations 

isom6triques ainsi obtenues sont Iocalement distinctes au voisinage des trans- 

formations qui laissent fixe uu point donn6 de l 'espace.  Nous allons montrer 

que, l 'espace t~ 6rant simplement connexe, il y a exacte,nent atttant de families 

continues distinctes clans le groupe total d ' isom6trie que clans le groupe total 

d'isotropie. Sinon en effet on pourrait  passer par continuit6 de la transfor- 

mation identique /'~ une transformation isom6trique laissant fixe un point A 

et n 'appar tenant  pas au groupe continu d'isotropie qui laisse fixe le point A. 

Si on applique les diff6rentes isom6tries obtenues au point A, on obtient dans 

l 'espace ~ un contour ferm6 (C) partant  de A e t  y revenant.  Ce contour 

ferm6 peut par d6formation continue ~tre r6duit au point A;  cette d6for- 

marion entraine avec elle une d6ibrmation continue de ta suite des transfor- 

mations isom6triques consid6r6es. On aurait  finalement une suite continue de 

transformations du groupe mixte d' isotropie du point A, partant de la trans- 

formation idet!tique et aboutissant /~ une transformation n'apparte;~aut pas 
au g;'o~tpe conti;ttt d' isoWopie,  ce qui est absurde. 

Le raisonnement est g6n6ral et montre que darts tout espace de R iemann  

s implement  connexe le g;'oupe d ' isomdtr ie  co;~tient ateta~tt de families con- 
tinues distinctes que le grottpe d" isot~'opie. 

Si le hombre de ces familles est 2, les deux familles d'isom6tries sont 
d6finies par les 6quations 

28. On aurait  pu partir d' un autre groupe lin6aire unitaire G' isomorphe 

h ~, mats non simplement connexe. Son espace repr6sentatif ~' est un espace 

de RtE~tA~N non simplement connexe localement applicable sur le premier 

certai,,, comme il est affirmd /~ la fin du n. ° 2 (p. 365~ de ce m(hnoire~ que toute transfor- 
mation du groupe a,tjoint mixte qui hdsse invariantc chacune des ~ransformations Y d'un 
sons-groupe abdlien "( appartienne au groupe adjoint co~ttin~t 
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aspace t;. L' application t'a, it cor respondre  it un point de g '  tm cer ta in  hombre  h 

de points (le ~;,, en dbs igmmt par  /~ l ' ind ice  de connexion de (;-'. Les transfor- 
O mations i som6t r iques  de ~o qui font passer  d' tm de ces points aux  h --  I a.utres 

cons t i tuent  ce qu' on peut  apI)eler te •q~'ouPe d 'holonomie de c,,"' par rappor t  

it t~;. Toutes  ces t rans tbrmat ions  sont 6changeables  avec  les diff6rentes trml- 

sformat ions  dtt groupe conl inu d' isom~trie de 6'; ce sont les t rans ibrmat ion  

off ,S a d6signe les diffdrcnts t ransfbrmat ions  de G qui cor respondent  it la trmls- 

formation ident ique de G'. Les t ransformat ions  du groupe d 'ho lonomie  font 

ainsi pan'tie du groupe co~tin~ d'isom(~trie de " • (o. II en r6sult, e on p~rticulier  

que l ' e spaee  g '  est o~'ienlabIe. Le groupe d 'ho lonomie  n ' e s t  aut re  que le 

groupe de eommxion P /G;  e'.est un sous-groupe du groupe d 'ho lonomie  tie 

l ' e space  du groupe a~tjoint. Si G est dis t inct  de l', son groupe d 'ho lonomie  

est '  n6eessa i rement  cyel ique.  

29. Les r6sultats  prde(~dents I)ermettent  de pr6ciser quels sont les diff6rents 

espaces de RIEMANN (o°' co r respondan t  it une m~me s t ructure .  A c6t6 de 1' cspace 

s imptement  cmmexe  ~£~ qui existe tOtljOUFSt Ott t rouve  
A): au tan t  de formes d ' e spaces  que le hombre  lA-1 admet  de divisem's 

aut res  que 1; chacune  a un groupe d 'ho lonomie  cyc l ique ;  

B), C), EG) , I~) :  une seconde forme d ' e s p a c e  el; une seule ;  

D), l i m p a i r :  deux  autres  formes d'esp~mes avec  des groupes d' lmlo- 

nomie cyc l iques  d ' o r d r e s  2 et 4;  
D), l p a i r :  qua t re  aut res  formes d 'espaces ,  trois ~tdmettant un groupe 

d' holonomie cyc l ique  d' ordre  2, I~t derniere  admett~mt un groupe d 'ho lonomie  

non cyc l ique  d ' o r d r e  4. 

30. Les  cspaccs  w qui v iennen t  d 'S t rc  considSrSs peuven t  Ot, re appelSs 

des tbJ'mes de Kh, in de l 'esl)ace ~. Ils a (hnet tent  chacun un groupe eontinu 

d'isom6trie~ par tout  r6gul ier  et unifbrme, loca lement  isomorphe au groupe 

cont inu  d ' i som~tr ie  de ~. 
On sait  qu ' i l  existe on qu ' i l  peut  exis ter  d ' a u t r e s  fbrmes d 'espaces ,  que 

nous appel lerons  forme~ de Clif['o~'d (~), i~-m6triquc par tout  r6guti~re, loca- 

t)) V~.ir F. Esu~qu~s, Fmtdemettts de la Gdomdtrie. (Encycl. Sc. Math., t. III, vol. I, 
fase. I, pp. 133-I36L Nous distinguons iei les fl~rmes de K,.u[:~ et les formes de CLtr'r'OaD~ 
an lieu de |es eolffondre ~outes~ comme on le flti~ d'habi~.ude~ sous le ~mm de formes de 
C LI F ~ O  IID-I~IA~JlN. 
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lement applicables sur ~ admettant  localement (dans un domaine suffisammmlt 

petit) les memes transformations isom(~triques que g, mats ces &'ansfo~'~alions 
ne ~'estanl pas routes unifo,'mes quand on les p,'olonge da,zs to~.t l'espace. 
C' est ainsi que le cyiiudre de r~volution est une forme de CLIFFORD du phm 
euclidien: tes traustatimls du plan peuvent  s t  prolonger et rester  uniformes 

sur toute In surface du cylindre, mats il n ' en  est plus de m~me des rotations. 

A chaque forme de CLIFFORD d'ult espace simplement connexe ~ est 

associ~ tln groupe discontinu d 'holouomie engendr4 par  les transformations 

isom~triques de ~ qui font passer, dans cet espace, d' un point M aux diff6rents 

points qui correspondent  au m~me point que M dans l ' espace  de CLIFFORD. 

La recherche des formes de CLIFFORD revient  g celle des sous-groupes discon- 

tinus du groupe ( to ta l )d ' i som4t r ie .  de ~ tels qu ' aueune  operation d 'un tel 

sous-groupe (autre que l 'op6ration identique) ne laisse fixe un point de ~. 

Dans le cas qui nous occupe, les seules tbrmes de KLEIN ~' de l ' espace  

proviemmnt des diffSrents groupes lin~aires unitaires de meme structure;  le 

groupe continu d ' isom6trie  G' de ~' ayant  en effet la m~me structure infiui- 

t~simale que G, et (~tant partout r~gulier et unitbrme, est isomorphe holo6drique 

de t 'un des groupes lin6aires indiqu~s. 

Nous retrouvons des r~sultats classiques dans le cas particulier du groupe 

simple it 3 param&tres. Le groupe adjoint est isomorphe au groupe des rota- 

tions autour de l 'origine dans l 'espaee ordinaire; l ' espace de ce groupe n 'es t  

autre que l'espace elliptique 'g trois dimensions. L ' e space  simplement con- 

nexe ~ est l'espace sph&'ique, qui peut ~tre regard5 comme l 'espaee du 
groupe lin~aire unimodulaire d' une f o r m e d '  HERMITE d4finie positive g deux 

variables. Cet espace admet  deux familles continues d ' isom~tries;  le groupe 

d' holonomie de l' espace elliptique (par rapport  h l' espace sph~rique) est form~ 

de 1' operation identique et de la transibrmation x / =  - -  x~, qui fait partie du 
groupe continu des d4placements de l ' espace  sphO'ique. L ' e space  elliptique 

est orientable. C 'es t  ta settle forme de KLEIN de l 'espace sph~rique. 

[L L e s  g 6 o d 6 s l q u e s .  

31. Le groupe d ' isom~trie de l ' espace  simplement connexe ~ 5taut tran- 

sitif~ l'(~tude des g~od~siques issues d 'un  point quelconque se ram4ne A eelle 
des g~od6siques issues du point origine O, qui correspond a la transformation 
identique de G. Ces g~odSsiques correspondent  aux diff~rmlts s0us-groupes 

un param~tre de G; chercher  uue g~od6sique joignant 0 g u n  point dram5 A. 

c ' e s t  chercher  une transformation infinit6simale gdn6ratrice de la transfor- 
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mation finie repr~sent~e pal' A. Il r6sulte imm6diatement de lit que pa~" de¢ex 
points q~elconque de ~ il passe to@ours u , e  gdoddsique (et ~d,~e u~e inp'~ild 
si l 2> 1). Nous laisserons de e616 dans ee qui suit le eas l ~  1, qui correspond 

h, l'espace sph6rique (et "~ l ' e spaee  elliptique) tk trois dimensions. 

Toute direction issue de 0 repr6sente une transtbrmation infinit6simale 

de G, laquelle etppartient au moins '~ un sous-groupe abglien ~, (n ° 1t). Les 

transformations de ,( fournissent dans 1' esptme 8 une vari6t6 Is) ~ 1 dimensions 

passant par 0. Cette vari6t(~ a une eourbm'e riemannienne mille, puisque la 

rotation associ6e i~ un parall61ogramme 616mentetire dent les e6t6s repr6sentent 

les transform~t[ons infinit6simMes U e t  V a  l)our effet de donner au veeteur  X 

1 
1' accroissement  g6om~trique ~ ((UV)X), et est p~u' suite hullo si le crochet (UV) 

est nul: c ' e s t  le eas pour deux transformations queleonques de "(. 

Let vari~t+ E, est done loealement euelidienne; elle est (le plus tot,~lement 

g6od6sique, puisqu'el le  repr6sente un sous-groupe de G. 0n  peut dOfinir "met- 

lytiq.uement un point A de Ez par tes 1 parambAres angulaires tbndamentaux 

~,, . . . ,  ~t de la transformation infinit6simale I" de y qui engendre let transfor- 

mation finie repr6sent6e par  A; let distance OA, eompt6e sur 1~ gt~od6sique 

eorrespondante,  est Ogate, it un faeteur constant pr6s, ~ la racine earrde de 
2 la somme .,?,~ 6tendue aux ~ ' - - t  param6tres angulaires. On voit ,~insi que la 

~'eprdseJ,tatio~ utilisde dans le Chapit~'e I claus un espace e~,clidie~, ~i I 
di~nensions u 'es t  a**t~'e q~,'u~e application su;' cet espaoe eaelidieu de la 

va~'idtd localement euclidienne Et. 
II y a cependant  une diff(~renee importante. Let vari6t5 Ez n 'es t  pas un 

espace euclidien ind6fini; si on la d6veloppe sur l ' espace  euelidien it I dimen- 

sions, elle donne le rdseau (R) de parallgl6pip6des, dent chact~n ¢'ep~'dsente 

compl~lement Et. 
On volt d 'apr6s  cela que to~t point de E~ pent dt~'e joint  ei 0 pa~' une 

infi~itd ddnomb~'able de gdoddsiques, silk,des to~t enti~res dans E~, et qui 
ont pour images, dans l ' e space  euctidien, les droites joignant l 'origine 0 aux 

diff6rents points homologues d 'un  point donn~ par rapport  au groupe "~ des 
translations du r6seau (/~). Celles dent les param6tres  directeurs sent ration- 

nels sent ferm~es. Toutes les g6od6siques, situ~es dans E~, joignant 0 h A 

sent du reste isoldes; aucune ne se coupe elle-meme. 

3"~. Au lieu de r4presenter  E~ par le parall616pip6de ibndamental du 

r6seau (R), il vaut  mieux le representer  par le poly6dre (~) in t rodui t  au n ° 26. 
Les op6rations du groupe ~' correspondent  ~ des rotations du groupe continu 
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d'isot.ropie de ~ qui am~nent la wvi4t6 Et en cohmidence avec elle-meme, 

(mats sans laisser fixes tous les points de E~); dans chacune de ces rotations, 

les diff4rents (l + l) ~dres (P) dans lesquels est d~compos~ le poly~dre (~) se 
transforment les uns dans les autres;  ils sont du reste e~, meme hombre que 
les operations de ~' et chacun d ' e ~ x  est ~o~ domaine  f o n d a ~ e n l a l  polo' le 

gvoupe discont inu ~'. 

La figure 5 repr~sente ainsi une des varif ies  planes l~ de l' espace 
simplement connexe g 8 dimensions du groupe simple du type A) de rang 2. 
Los c6t~s oppos4s de l 'hexagone r(~gulier doivent etre regardSs comme iden- 
tiques, |eurs points se correspondant par la translation qui amine  en coinci- 

dence ces deux c6t~s. Les trois translations correspondant n ux trois couples 

de c6t4s opposes engendrent  le groupe ~ des tral,slations du r~seau (R)(c 'est  
au tbnd le groupe d 'holonomie du plan de CLIFFORD ]~ par rapport  au plan 

euclidien). Les trois sommets 0~ ne constituent qu 'un seul point de E~; il e~ 

0 1  , o O~ 

O~ , O1 

A ~ ~  jA~ 

O~ 

Fig.  5 Fig. 6 

est de m~me des trois sommets 0~. La figure met en ~vidence trois g~od~- 
siques ferrules distinctes issues de 0; chacune va passer successivement par 
les points 0~ et 0~, qui la partagent  en trois parties ~gales. On a une de ces 
g4od4siques en partant par exemple de 0 dans le seas horizontal de la figure 
jusqu 'en  0~; cette gSodSsique continue par l 'un des cOt6s horizontaux 0~ 0~, 
puts se termine par le rayoil horizontal 02 0 qui f amine  au point de d~part. 
Ces trois g4od~siques, de mSme longueur, se coupent en 0 suivant des a,~gles 
de 120 ° (st on les prend dans le sens qui m~ne d 'abord au poit~t 0,). Bien 
eatendu, i[ existe dans E 2 une infinit~ d 'aut res  g~od~siques f~rm~es, mats 
elles sont plus longues. 

La figure 6 montre le domaiue (~) repr~sentatif  d 'une  vari~t(~ E~ de 
l 'espace simplement commxe h 10 dimensions du groupe simple unitaire du 
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type B) de rang 2. Les eSt~s opposes du carr~ se correspondent  par translation 
et doivent ~tre consid6r+s comme identiques. Les quatre sommets du carr~ 
repr~sentent  uu toO,he point de E.~; quaint aux milieux des c0t6s, ils repr6- 
seatent  deux points distincts A et A'. [1 existe sur la figure quatre g6od+siques 
ferm6es issues de 0; deux d 'en t re  elles, qui se coupent en 0 /t angle droit, 

sont partag(~es en leur milieu par le poin~t 0,;  deux autres (dont ta longueur 

est h celle des pr6c6dentes darts le rapport  ~ )  sont partag(~es en leur milieu, 

l 'une  par le point A, l ' au t re  par le point A'. II existe encore sur la figure 

deux autres g6od6siques ferm(~es passant par O~ et partag6es en leur milieu, 

i' une par A, i' autre  par A'. 
La figure 7 repc~sente une wu'i(~t~ E.~ de i 'espace tk 14 dimensions du 

groupe simple du type G). Les sommets de l 'hexagone r6gulier repr~sentent 

A B' .~.' 

h B r A' 

Fig. 7 

deux points distincts A e t  A' de E.~; les milieux des c6t6s repr~senteat  trois 
autres points distiucts B, B', B". La figure repr~sente trois g~od4siques ferrules 

issues de 0 et passant successivement  par les points A et A'qui  les partagent  
en trois parties 5gales; elles sont d 'au t re  part couples en leur milieu par 
l' un des points B, B' ou B". La figure moutre encore trois autres g~od~siques 
ferrules partag~es e~l leur milieu par un de ces trois point, mais ne passant 

ni par A ni par A'. Les tongueurs compar6es de ces deux esp~ces de g6od6- 

siques sont 3 et Vi3. 

33. Revenous ~ 1' ~tude g~n~rale des g~od6siques. Si un point doun~ A autre 
que 0 appartieni h une seule ~,'tri~t~ E~, routes les g6od6sJquesjoignant 0 h A 
sour dans cette variSt~b; elles sont isol~es et il y e n  a une infinit6 dommbrable .  
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Si le point A appartient ~ une infinit6, de vari6,t6s /'~, la transformation 
finie de G repr~sent6e par A est ~changeable avee plus de l transformations 

infinit~simales ind~pendantes, soit l- t-) , .  On aura  le nombre k en eherehant  
combien, parrot les ~ ' - - t  param~tres angulaires ~x de A, sent des hombres 

entiers. Le point A est alors invariant  par un sous-gt:oupe g~+~, du groupe 
contiml des rotations autour de 0. Il appartient par suite it oct. varigt~s Fz 
distinctes, et dans chacune d 'et les  it existe une infinit~ d~nombrable de g6od6- 

siques joignant 0 h A. Supposons que la direction eu 0 d 'une  de ces g6od~- 
siques soit inw~riante par un sous-groupe g~+l~ du groupe des rotations autour 

de 0; la ggod6sique correspondante appart iendra h ~ vari6t6s E~ distinctes. 
Si it = ) . ,  cette g6odgsique sera isol6e dans i 'espace ~ (parrot l 'ensemble des 

g6od6siques joignant 0 ~ A). Si ~ <~)~, cette g6od6sique appart iendra ~ une 
varigt6 continue h ) , -  t~-I-1 dimensions de g6od6siques joignant 0 h A, et 
cette vari6t6 s 'obt iendra  en appliquant g la g6,od6sique donn6e toutes les 
rotations du groupe gz+x qui laisse fixes les point 0 et A. 

En d6finitive, certaines gdoddsiques joignant  0 d A peuvent ne pas ~t~'e 
isoldes; co ti~it se pr6sente si le groupe des rotations qui laissent le point A 
invariant  est plus grand que le groupe des rotations qui laissent la direction 
en 0 de la g4od6sique invariante;  la dimension de la vari6t6 continue dent 
fair partic la g6od6sique est la difference augment(~e de 1 entre les ordres 
de ces deux groupes. 

34. Cela pos~, les point M de 1' espace se partagent en trois cate- 
gories : 

1 ° La premiere  catc}gorie est form6e des points qui ne peuvent etre 
joints ~k 0 que par des g~od~siques isol6es; 

20 La ¢ieuxi4me cat~g'orie est tbrm6e des points qui peuvent ~,tre joints 
h 0 par des g~odSsiques isol6es et par des gSod~siques non isol6es; 

3 ° La troisi6me cat6gorie est tbrm6e des points qui no peuvent  6tre 
joints ~ 0 par  aucune g6od4sique isol6,e. 

I[ est clair que dans t 'espace repr~sentatif  h l dimensions utilis6 au 
chapitre I, tout point A de l' une des deux derni6res cat6gories doit se t rouver 
sin' un des hy.perplans (H) obtenus en 6galant Fun des param~tres angulaires 
/~ un hombre entier. Par  suite si on suppose, ee qui ne restreint  pas la ggng- 

ralit~, ee point ramen6 ~t l ' int~rieur du (l-t-1)-~dre (P), il est n~cessairement 
sur l 'une  des  faces ou 1' une des aretes, etc., de (P). 

Rgciproquement,  prenons un point A /~ la frontigre de (I'); il peul: ar r iver  
qu ' i l  soit homologue (par rapport  au rgseau (/~)) ~ un point A' dent t ous l e s  
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para, m6tres angulaires entiers soietit mils (~). I)ans ce cas la g6od6sique rel)r6- 
sent6e pat' la droite OA' admet  touten Ion rotations qui laissent fixe le point 

A'; elle est par suite isol6e. Dans le (:as contraire, aucune den g6od6siques 

joigmtnt 0 it A ne sera isol6e. 
C 'es t  ce qui se passe en particulier pour tout sommet ,I (autre que O) 

du poly~dre (P); le point A', n'il existait, aurait  en effet tous sen param6tren 

angulaires mils; ce serait  done le point origine O, qui n ' es t  pas homologue 

de A dann le r6neau (.~). 
Les t sommets A, distincts de O~ du poly6dre (P) engendrent, quand la 

vari4t6 cuclidienne Ez prend toutes les positions possibles, 1 vari6t6s distinctes 

qu' on peut appeler  les ~aridtds antipodiq~ees de O. I1 est impossible de joindre 
par une gdoddsiq~w isolde le point 0 d ~n point q~wlconqtw d' une de ces 
varidtds ant~9odiqttes. 

La d6termination compl6te des points de la troisi6me cat6gorie devra  ~tre 

faite dans chaque cas l)articulier, et il pourra arr iver  qu' i l  en existe ailleurn 

que sur les vari6t6s antipodiques. Cette dSterminations d6pend de consid6rations 

purement  arithm6tiques. 

35. Si l 'un des sommets du (l-t-1)-6dre (P) est, dans la repr6sentation 

du groupe adjoint F, un des sommets du r6seau (R), c 'est-h-dire  repr6sente la 

transformation identique de P, il est clair qu' i l  est invariant par toutes len 

rotations autour de 0; ce point se t rouve n6cessairement dans toutes les 

vari6t6s El. NOah dironn que nous avons tm point antipode de 0. Noun avons 

d6termin6 leur hombre h -  1 dans les diff6reuts cas. 
Dans le cas contraire, le nommet consid6r6 du ( l A - 1 ) - 6 d r e  (P) n ' admet  

qu' uu sous-gt'oupe ~t r - - p  param6tres  du groupe des rotations autour de 0 

(c'est4t-dire du groupe adjoint continu); il engendre done, q u a n d  on  fait wirier 

lit vari6t6 E~, ulle vari6t6 antipodique (M~) h a dimensions. Le hombre des 

vari6t6n antipodiques qui lie se r~duisent pas h uu point est l - -  h-4- i. II sera 
facile daus chaque cas de d6terminer leurs dimensions respectives.  II est clair 

que route varlet6 E~ coupe toute vari6t6 antipodique de 0 en un hombre fini 

de points. Si A est un nommet de (P )appa r t euan t  ~t cett:e vari6t6 et si on lui 

applique toutes les op6rations de ~', on obtient un certain hombre de points 
appartenant,  dans E~, '~ la m~me vari6t6 autipodique, main il ne faut pas 

(L) IT rant  et i l  su/'fit pour  ceht que la  face Lou at'6te, etc.) de ( P ) s u r  laquelle_ se t rouve 
le poin t  A passe, si oil la p rohmgc  suffisamment,  par  un somme~ du r6seau (li). 
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regarder  comme distincts ceux qui sont homologues entre eux par les diff6- 
rentes transh~tions g6n6ratriccs du groupe "~ du r6seau ([~). 

36. Nous allons faire d 'abord  une 5rude compl6te pour les trois types de 

groupe simples de rang 2. 
Dans le cas du type A), le point 0 admet  deux antipodes 0t et 0~ (fig. 5, 

p. 237). Les points situ~s sur l' un des cSt~s lat6raux des triangles dans lesquels 
est d6eompos6 l 'hexagone (~) out un param~tre angulaire nul (ainsi que le 
param6tre 6gal et oppos6). On a donc ici ) . - - 2  et le point est homologue 

~ " - ~  c~ ~ points de l 'espace.  Le lieu des points aaalogues  (points de la 
seconde cat4gorie) est done uue vari6t6 unique ~ 5 dimensions (M~) coup6e 
par une vari6t6 ]~ suivaut trois g6od~siques ferm6es issues de 0. 

Parmi les g6od6siques ferm6es, il en est qui sont situ6es tout enti~res 
clans (Ms); elles font partie chacune d' une vari6t6 continue de g6od6siques 
ferm6es ( ) . - -  6, p - -  2), qui n 'es t  autre du reste que (M~); elies contienuent 
toutes les deux points antipodes O~ et 0~. D 'au t res  g~od~siques ferm6es ne 

song pas contenues tout enti6res dans (M~), leur direction eu 0 n ' admet  qu' un 
groupe de rotations ~t 2 param6tres (p = 0 ) ;  chacune fait partie d 'une  vari6t6 
continue l~ de g6od6siques ferm6es. 

Consid6rons une g6od6sique ferm6e orienlde, figur6e dans le plan repr6- 

sentatif  pax une droite joignant 0 tt un point du r6seau (R). Les coordonn6es 
de ce point sont  des entiers p e t  q dont la somme est un multiple de 3. Si p 
et q sont premiers entre eux~ la g6od6sique ne rencoutrera  aucun des deux 
points antipodes (qui dew'aient  correspondre A des coordonn6es tp, tq enti6res, 
avec  0 < t < 1). S i p  et q ne sont pas premiers entre eux, leur plus grand 
commun diviseur ne peut 5tre que 3; la g~odSsique passera d 'abord par le 

point \ 3 '  (~ q) (~ui est un point antipode; elle passer~ ensuite par l ' aut re  point 

antipode k-g- , : elle sera partag@ en 

points. Elle relleontrera en premier  lieu 0 t 

~ 1 ou i~ 2 (rood 3). 

trois parties 6gales par ces deux 

ou O~ suivant que -- : -~ -  est eongru 

II exis te  doric t~'ois cc¢tdgories de gdoddsiqttes fermdes orientdes: 
1 ° celles qui cont iennent  les det~x points  antipodes dans l 'ordre  O0 t O~ O; 
2 ° celles q~ei cont iennent  les d e u x  points antipodes d(~ns l 'ordre  00~ O~ 0 : 
3 ° celles qt.ti ne cont iennent  a~tcmt des det tx  antipodes.  

I1 est clair que les g6od6siques ferm6es orient6es de la seconde cat6gorie 
ne sont autres que celles de la. premiere parcourues en sens inverse. 

Annali di Matemat~oa, 8eri~ IV, Tomo IV.  ~l 
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8i maintenant  on joint le point 0 it un point particulier A de la vari~}t~ 
(M~), on ~uu'~ d 'abord  une g6od6sique isolg, e tout enti~re situ~e dens (M~'~, puis 

uue iniinit4 de classes de g~oddsiques ferment  des vari4tds continues 1" a. 

Si enfin on joint 0 g uu point A non sit~u~ clans (Me) , on attra une infinit~ 

de g6odg~.siques isol~es. 

37. Dens le cas du type B) do rang 2, le point 0 admet  tm point antipode ()~ 
/fig. 6, p. 237) et une vari(}t5 antipodique C OUl)6e l)ar E., en deux point .t~ A'. 

1 
Avec les notations du n. 15, lo point . t e s t  ds eoordo)m(}es ~- -~  :¢~ ~-.2. Les 

param~tres angulaires 

ell hombre ) , ~ 4 ,  sent entiers: par suite~ comme r---lO~ I--2~ la \ari6t(~ 

antipodique est ~'t 4 dimensions. 
2'o~tt point 0 admet done an point al~Upode O, et ,ute varidld anti- 

I)odiq~e (5[,). 
Le lieu des points de ta, seconde catdgorie est tbrm6 de deux vat'i(at6s lilT) 

et (M'~)coup~'es par cheque varii, t(; /,,' e suivant deux droites rectangulaires 
/fig'. 6); l' une contient le poin~ antipode 0~, l ' au t re  la variSt6 antil)odiquo (M4). 

Une g6odSsique fcrmSe partant  de 0 sere reprSsent6e dans !e plan eucti- 

(lien par une droite l)artant de 0 et aboutissant it un point du rSseau (]~); 
soil (p~ q) le prenlier de ces points; p e t  q sent des entiers it somme paire (u. 28). 

S i p  et q sont impairs, le point 2-, appartient it la varidt6 antipo- 

dique (M~), qui partage ta gdoddsique en deux partieg dgales; ta gdod6sique 

ne passe pas par le point antipode 0,. 
Si .p et q sont pairs~ ils ne sont pas tous les deux divisibles par 4; si 

p =::4p', q-- - - iq '+2,  la gdod6sique rencontre  d 'abord  16 point antipode O~ 

(1'2, 2'q) [)uis revient  en 0. 

Done, toale gdoddsiq~e ['er~&' est couple en son mille~ soil par  le poiut 

antipode 0~, soil pa~' la varidld antipodique (q3I,). 
La discussion des dimensions des vari~t~s continues engendr~es par les 

g4od4siques joignant deux points dennis  se ferait comme dans le cas A). 

38. Dens le cas dtt type G), le point 0 n' admet  pas d'antipode. II existe deux 
vari+t~s antipodiques~ l' une coup6e en deux points A~ A' (fig. 7~ p. 238)~ l' autre 
ell trois points B, B', B" par toute variOt6 E.,. Avec les notations dtt n. 22, 1' un 
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1 
des points A a pour coordomldes ~ == % - -  g,  1' un des points B a pour coordon- 

1 
ll~es ~t : ~ ~ 'P'z : 0. En introduisant  la coordonnSe surabondante  ¢~3-- - -  ~ l  - -  ~2, 

on t rouve que ceux des param~tres  angulaires de A qui sont entiers sont 

~ - ( ' ~ - - ' ~ ) ,  ±('~t~-~.~), -----(~.~--'~3); 

on a done ~ : 6, ~ ' - -14 ,  l :  2; la premi6re varlet5 ant ipodique est doric /~ 
6 dimensions.  Ceux des param~tres  angulaires  de B qui sont entiers sont 

----- ~.2, --~ (~  - -  ~3); 

on a donc ) , - - 4 ;  la seconde variSt~ antipodique est /t 8 dimensions. 
To~et point 0 de l'espace admet douc deux va~.idt~s antipodiques 

(M 6) et (Ms). 
Les points homologues de 0 ont des coordonn~es enti~res. Les points 

de (M~)ol~t pour coordom~es  les tiers de deux eutiers congrus entre eux 
(rood 3); les points de (Ms) out pour coordoml(~es les moitiSs de deux entiers  
non t o u s l e s  deux pairs. 

Toute g~odSsique ferrule, parta~t de 0, abouti t  dans le plan euciidien it 
un point (p, q)~ p e t  q 5rant deux entiers premiers  entre eux. Nous avons 

alors h cousidSrer les points (,~, q), (P, q), (2p,  ~ ) .  Le second point 

appar t ient  iL (Ms); le premier  appart ient  '/t (M~) s i p - - q  est divisible pat' 3, 
et il e n e s t  de m~me du troisi~me. 

[I existe doric desex catdgo~*ies disti~ctes de gdod~siq~ws fe~',~des. Dans 
chaq~w catdgo~.ie, tes gdoddsiques sont co~pdes en le~e~" ~it ie~ pa~' la va~*idtd 
antipodiq~w (3Is); tes gdoddsiques de la seco~de catdgo~'ie sont e~ o~et~'e pa~- 
t~gdes e~ t~'ois pa~'ties dgales p(~. ta va~.idtd antipodiq~w (h[~). 

La figure (7) dotage des exemples  de ces deux categories de g(~od~siques. 

[II. C l a s s i f i c a t i o n  d e s  g 6 o d 6 s i q u e s  f e r m 6 e s .  

Nolls allons, pour les quatre  grandes  classes de groupes simples, dOLerminer 
les vari6t6s ant ipodiques d' un point et indiquer une classification des g6od~- 
siques ferm(~es bas6e sur la nature des vari(~t~s antipodiques rencontr6es.  

39. g~paces simple;;~ent connexes dtt lype A). I! ~l'y a ici que des poil~ts 
antipodes. Nous appelerolls 0~ celui dont les i premieres  coordonn~es sont 
5gales i~ l~ les autres 4tant~ nulles (n. 10). 
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Les points homologues de O~ sent eeux dent les coordom~6es ~ ,  ~2, .... ~ ?z 

sent enti6res et satisibnt h la congruence 

"4~ + "4~ + .... + "~ ~ i (rood l -t- 1). 

Cela pos6, eonsid6rons une gdoddsique fermde repr6sent6e par une droite 

partant  de l 'origine et aboutissant au point de eoordonn~es entibres (p,, .... , Pt) 

t ~ v e e  

p~ -+- io~ q -  .... A-  i~)z -~  0 (rood I A- 1). 

Soit d le plus grand eommun diviseur des entiers Pi. Le hombre d esi 

n6eessairement  ml diviseur de l-I-1~ sinon, en divisant les eoordonn6es Pi 

d plus grand diviseur de d et de t - I -1 ,  on aura it par  ~, ~ 6tant le eommun 

des eoordonnees enti6res q~ dent la somme serait  un multiple de 1 + 1, e(c h~ 

g6oddsique se fermerait  plus ~:6t qu 'on  ne le supposait. 
On reneontrera  un ties points antipodes de 0 si l 'on a des entier~ t)ropor- 

tionnels it p~, inf6rieurs it ;o~ et dent la somme ne soit pas divisible par l- t-  1. 

Cela est impossible si d - =  1. Sinon on prendra ndcessairement les multiples 

1h Si done de -~. 

la g6od6sique reneontrera. 

I1 fitudra r6duire ehaque 

posible de l - t -  1. 

P4 ~)/~ Pt (rood t + 1), 
" d + , q-  .... -t--el - ~ c~ 

sueeess ivement  les ~llll, ipodes Oz~ 0 ~  Oaz ,, ..... 
indiee par soustraet;ion du plus grmtd multiple 

En d6finitive il e x i s t e  l - t -1  cal@o~'ies d is l inetes  de gdoddsiques fe~'n~des 

or ien tdes ;  les gdoddsiques de la ~ ..... eatdgo~'ie renconh 'en t  s~tccessicement, 

en p a r t a n t  de 0 dans le sens posi t i f ,  les points  ant ipodes  0~, 0 ~ ,  Oa~, etc. 

Celles de la (1 + 1) ~am" ealdgorie ne , 'eneonh'ent  aueun  poin t  ant ipode.  

On volt qu'i l  existe q~(lq-1) eat6gories de g6od6siques ferm6es orient6es 

eontenant tous les point antipodes de 0 (1, si l +  1 est premier). 

40. Espaces s i m p t e m e n !  connexes  du  t y p e  B). En eonservant  les notations 

d u n .  11, les l sommets du ( l +  1)-gdre (P) sent 

(0~) 1, 0, O, .... 0, 

I 1 
(A,,) i}' 2 '  0, .... 0, 

, • • , • • o * • , • . . . . .  * . . 

1 1 1 1 
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Le premier  est Le point antipode de 0. Ceux des param~tres angulaires 
de A~ qui sont entiers sont 

¢~i+~ ,...., +--- "~, 

J . : ' ~ + - ' ¢ ~  (% ~ 1 ,  ~, .... , i)~ 

-t- ~ +___ ~l~ (~, ~ ---- i "4- 1,...., l). 

Ils sont au hombre de 

4 ?  - -  (41 - t -  2 ) i  + 21 "2 ; 

par suite le point At engendre une v'hri6t6 antipodique (M ~) 

2 i (2 / - -  2i + 1) (i --- 2, 3,...., l) 

dimensions. 
Les points homologues de 0 sont ~L coordonn6es enti6res de somme paire;  

ceux de O~ h coordoml6es enti6res de somme impaire. Les points qui appar- 
t iennent ~t la vari~t~ antipodique (M ~) ont i coordom~6es qui sont des moiti6s 

de hombres impairs, les atttres coordonn6es 6rout enti6res. 
Soit une g6od6sique ferm6e partant  de O; elle a r r ivera  it un point de 

coordonn6es enti6res p~ avec 2p,~ pair. Si les entiers p~ sont tous pairs~ ce 

sout les doubles de hombres entiers premiers entre eux h somme impaire. Si 
les entiers p~ ne sont pas tous pairs, il sont premiers  entre eux. 

Supposons d 'abord les pt premiers entre eux, avec une somme paire; le 

point (P-~) appart iendra eer ta inement  h i 'une  des vari~t~s antipodiques, et 

comme il 5" a un hombre pair d 'ent iers  pC impairs~ cette varlet6 antipodique 
sera (M ~) ou (M 4) ou (M ~) etc. 

Supposons maintenant  p~ - -  2q~, les q~ 6rant premiers  entre eux et ~ somme 

imp'aire. [1 v a lieu d ' examine r  les p o i n t -  -(q~, (q , )e t  ( 3 ~  Si tm seul des 

entiers q~ est impair, le point (q') et le l)oint (3-~:~) ne se trouvent sur aucune 

wtriSt(~ aatipodique et le poiut (q~) est l 'antipode 0~. Si 2h -+- I ~ 3 entiers q~ 

sont impairs, le g6od6sique rencontre  successivement (M~+~), O~ et (M -~n+~) 
*O et elle est partag6e en 4 segments egaux. 

Eu r~sum~ : les gdode~siques fe~'mdes se par lage~l  en I catdgories dislinctes,  
su ivant  la pre~J~iOre varidtd antipodiqtte  renconlrde. 

Si cette va~'idtd est le point  ant ipode O~ ou l' u ne des caridtds (M2~), la 
gdod~sique n ' e n  vencont~'e pas d ' a u t r e  et elle est parlagde en d e u x  seg- 
ments  dgau~.~. 
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Si eette va~'idtd esl l'~e~te des t,aridlds (M:~+~), la gdoddsiqtte ~'enco~ttre 
ensuite 0 , ,  puis de nouveatt (iW~+')~ et elle est pa~'tagde e~ 4 segments dga~x. 

41. Espaces simple'me~t eon~texes du type C). Nous avons (n. 12) l sommets  
1 

A,,...., A t - , ,  At; le sommet  A~ a.yant ses i premi6res coordonn~es dgMes ~ 2, 

les aut res  nulles. Le point A~ est le point O, a.ntipode ujfique de O. 
(?eux des paramgtres  angulaires  de As qui sont entiers sont 

2,~z 

Ils sont an hombre  de 4i "~-  41i-t-21 ~. Par  suite 
wr id td  ant ipodique (M ~) it 4i ( l -  i) dimensions.  

(~ : 1~ ~2~..., I), 

(a, ~ = 1, 2,...., i), 

(),, g ~ i q - 1 ,  .... , l). 

lc point At engendre  une 

Les points homologues de 0 sont les points it coordom~des entitq'es, les 
points l lomologues de.O~ sont ceux dont les coordonn6es sont des moiti6s de 
nombi'es impairs.  Les points qui appar t iennent  i~ (M i) ont i coordmm6es qui 
sont des moitids d ' en t ie rs  impairs,  les autres  dtant enti~res. 

Soit une g6oddsique ferm6e partant  (le 0; elle aboutira i~ un point h 
coordmmdes  entieres p~, les hombres  p~ 6tant premiers  entre eux. Le point 

(P-~) sera 6videmment ,  suivant  les (,as, le point antipode ou u,, point d' une 

des vari6t6s antipodiques.  
ll  existe 1 caldgories de gdoddsiqu.es fe~'mdes; to~tles les gdoddsiq~ees 

fermdes ~'encontrent ~oze ca~'idld anlipod/qt~e el une se~le, q~ti la pa~'laqe 
e~ desex part ies dgales. 

J.2. Espaces s imptement  connexes du type D). Le sommet  it, du (1%- 1)-(~dre 
(P) ~t sa premi'ere coordmmbe @ale ~ l ;  le sommet  A~ (2 ~ i ~  l - - 2 )  a ses i 

1 
premiSres coordomldes (}gales it 2' tes autres  dtant nulles; les sommets  Az-, 

l 
et A~ ont leurs l - - 1  premi6res coordonndes (}gales h 2' la derni6re dtant 

1 1 
- - 3  ou q - 2 .  

Les points A,, .lr_~ ct At sont les trois ant ipodes 0~, O~ et 0.~ de O. 
Ceux des paramgtres  mlgulaires de A~ qui ont des valeurs enti~res ~ont 

- -+~),--~a (X, I x : i - t -  1, .... , /), 
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au nombre (le 4i ~ - - 4 1 i - t - 2 l ( I -  1). Par  suite le point Ai engendre une varidt6 

antipodique (3P) it 4i { l -  i) dimensions. 

I1 y a lieu tie distinguer maintenant suivant la paritd de l: 

1° l i,~p(tir. Soit tree gdoddsique ferm4e orientde partant de 0; ses 

param~tres directem's seront proportionnels h des entiers p, ,  p~  .... , p~ pre- 

miers entre eux. 
Si un seul de ces entiers est impair~ la gdoddsique sera partag6e en 

son milieu par le point O~ (iq, P.z,..., P~) at no rencontrera auctme autre 

vari6t6 antipodique, 

Si le n o n . r e  des entiers p~ impairs est dgal h 2~ < l -  3, la g6od6sique 

rencontrera  d ' abord  la vari6t6 antipodique (M ~z) au point de coordonn6es P~ 
2 '  

t)uis reviendra  on O. 

Si le noml)re des entiers p~impairs  est 6g~tl it 2 ~ + 1  ( 1 ~ : ¢  I )3) ,  la 

g6o(l~'~sique fenn6e reucontrera  d ' abord  la varidt6 antipodiqu.e (M~:~+~), puis le 

point antipode (02) , enfin de nouveau la vari6t6 antipodique (M ~+~) pour revenir  

en O; rile sara partag6e ~finsi en quatre segments 6gaux. 

Si le hombre des entiers p~ impairs est 6gnl h l -  1, la g6od6sique ne 

rencontrera  aueune des wtri6t6s antipodiques. 
Si enfi~l t o u s l e s  entiers p~ sent impairs, la vari6t6 rencontrera les trois 

points at!tipodes, soit dal|s l 'o rdre  O0,O.,O.aO, soit clans l 'ordre  OOaO.,O,O. 
II 

I 'OIICO 

i~ l - -  

milieu 

8i 
milieu 

II 
toutes 

cxiste done l +  1 cat6gories de g6od6siques ferm6es orient6es. 
2 ° l prtiJ'. La. discussion est analogue h la pr6c6dente. La settle diff6- 

se rapporte aux cas oft le hombre des entiers p~ impairs est 6gal 

1 o u h / .  

l - - 1  des entiers p~ sent impairs, la g6od6sique est partag6e en son 

par le point antipode 0~. 

les critters p~ sent tous impairs, la gdoddsique est partag6e ell son 
par l'u~l des deux points antipodes O~ ou Oa. 

exist¢-done dans ce cas 1 cat6gories de g6od6siques ferm6es orient6es; 

les g6oddsiques rencontrent  i ou 3 varidt6s antipodiques. 
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CIIAPITRE III ,  

LES GROUPES SIMPLES C03[PLEXES ET LES ESPACES DE R[EMANN 

~'k COURBURE NI;iC,-AT[VE ASSOCII;;S 

[. L e s  e s p a c e s  d e  R i e m a n n  
a t t a c h 6 s  a u x  g r o u p e s  s i m p l e s  c o m p l e x e s .  

43. Nous avons ~tu(ti6 dans le chapitre pr6cddent les espaccs de RIE~IANN 
repr(~sentatifs des groupes simples unitaires (i~ paramStres r6els). Cos espaces 

sont ~t courbure riemannienne partout positive ou nulle. 
A chacun de ces espaces correspond un autre e space de RIE3tANN au 

m~me hombre de dimensions ~', mais i~ courbure riemannielme ndgatice (ou 
nulle). Le groupe d ' isotropie de ces uouveaux espaces est identique it celui 

des premiers espaces, mais leur groupe continu d'isomg~trie, au lieu de se 

d~composer en deux groupes simples A r i)aram~tres r6els, est un groupe 

simple ~'t ~' paramStres complexes (?,r param~tres rdels). 

4~4. Patrons d' une stxucture simpte donnde et ciloisissons ~' transtbrmations 

infinit6simales de base X,, .... , X,. engendrant  un groupe unitai~'.e (avec coeffi- 

cients de structure r(~els). Le groupe complexe sera engendr6 pax les trans- 

formations infinit6simales Y,e~X~ avec  des coefficients e~ complexes arbitraires. 
Nous dirons que deux translbrmations dans lesqueltes les coefficients e, sont 

complexes conjugu(}s sont elles-m0mes complexes conjuguOes. Une transfor- 

mation sera purement  imaginaire si les coefficients e; sont tous purement  

imaginaires. 
Les racines caract~rist iques d' une transformation infinit~simale r4elle 

4rant pu!'ement imaginaires, celles d' une transformation infinit4simale purement  

imaginaire serout toutes r~elles. Par  suite la matrice 7' du gcoupe adjoint 
(complexe) engendr(!e par la transformation consid6r~e a routes ses racines 

caractgrist iques r~elles et positives; la matrice S qui repr~sente la transfor- 

mation infinit~simate est donnge sans ambiguYt~, par la formule 

S = log T, 

off on donne aux logarithmes des racines caract6ristiques de T leurs d~termi- 

nations rgelles 0). On voit immediatement  que T n ' admet  qu 'une  transfor- 

(l) Voir E. STUDY-E. CARTAN~ Nombres coml~lexes. (Encycl. So. M,'tth., 15, nY 31, pp. 438440). 
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marion infinit6~imale g6!16vatrice purement  imaginaire. Nous dirons que les 

matrices T consid6r6es du groupe adjoint continu sont purcment imaginaires;  

elles sont caract6ris6es par la propri6t6 que la matrice T imaginaire conjugu6e 

de T e s t  6gale it 7 '-~. 
Toute matrice purement  imaginaire T e s t  d6finie d' tree mani6re bi-uuivoque 

par les ~' hombres r@ls e~. obtenus en divisant par i les coefficients e~ de sa 
t 

transformation intinit~simale g6n6ratrice. L ' e sp u c e  ~ des ma t r i ce s  T est done 

s i m p l e m e n l  c o n n e x e ,  I)uisqu'il admet  une repr6sentat ioa bi-univoque sur l 'es- 

pace euclidien h ~' dimensions. Ce n 'es t  pas uu espace de groupe~ car  les 

matJ'ices T n ' engend~ 'en t  pas u n  gvoupe .  

45. Consid6rons 1' espace, h 2J" dimensions, h connexion affine sans torsion 

(lu groupe adjoiut c o m p l e x e .  Le lieu 8 des points repr6seHtatifs des matrices 

T e s t  une wu'i6t6 totalement g6od6sique ~le cet espace (~). En effet l e s r  

transibrmations infinit6simales g6n6ratrices des matrices T: 

u ,  = i x , ,  = ... .  , = i x , .  

jouissent de la propriOt6 que les transformations 

((u t6)uk) 

sont ties combimfisons lin6aires (~ coefficients r6els) des U;. Comme d 'au t re  

part  los transibrmations isomorphiques de 1' espace du groupe adjoint complexe 

iaissent invariante la forme quadratique ?(e), off on regarde les e~ comme des 

quautit6s complexes, et que cette forme quadratique, quand on se d6place le 

long de ~,~, est ddfinie  pos i t ive ,  la vari6t6 totalement g6od4sique 8 est un 
espace de RIEMANN. Les isom6tries de cet espace sont form6es des isomorphies 

de l 'espace total qui laissent la vari6t6 8 invariante. En particulier routes les 

isom6tries qui laissent invariant le point origine s 'obt iennent  en trausformant 

7' par une transformation du groupe adjoint unitaire, combin6e ou non avec  

une sym6trie par rapport  h l 'or igine:  

T' --- R -~  TR,  

T' - -  R - I  T - i  R, 

R d6signant une matrice arbitraire (r6elle) du groupe adjoint (mixte) unitaire. 

[~) I~. CAICT.~N, L~¢ tldom~trie des gro~pes de tra.~form, tio~s. [J. Math., t. 6, 1927, pp. 71-75). 

Annali  d~ Matematica, Serio IV, 'l'omo IV.  32 
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Pour obtenir les autres isom6tries, consid6rons d ' abord  la sym6trie par 
rapport  ~t un point T o de l 'csp ' tce;  elle se traduit analyt iqucment  par la 

relation 

T' --- l 'oT-ITo . 

Cela pos0, les isom6tries qui a m6nent 1' origine en '/'0 s' obtiendront en effectuant 

success ivement  une rotation autour d~ t' origine, puis uue sym~trie par rapport  
1 

r T  2 au point 7 0 . Oa aUl'~t donc les deux families 

l 1 

T' = 7o ~ Ro -~ TR o To '~, 
I 1 

T' ~ To~ Ro -I  I'- '  RoT. ~. 

Chacune de ces families se d6compose 4ventuellement,  si elle n 'es t  pas 

continu% en deux ou six familles continues. 
Toute isom6trie peut '~ t re  r ega rd6e  comme d6finissant uue transibrmation 

du groupe adjoint mixte complexe, vonsiddJ'd comme h 2r paramOtres  rdels. 

II contient deux ibis plus de families distinctes que te groupe adjoint mix te  

du groupe considdJ'd comme d param~t~'es complexes  indivisibles;  cela tient 

ce que dans le premier cas il est permis de consid6rer la transformation 

d 'un  param6tre complexe en son param6tre  complexe conjugh6, on, ce qui 

revient  au m0me, de la transformation R T  dans la transformation col~jugu6e 

R T  -~ (co qui correspond ~t la sym6trie par rapport  au poiHt origine). 

46. Le d6placement  d6fiui par 

1 1 

T'-- T0 ~ TT0 "~, 

qui r6sulte de deux sym6tries successives par rapport  au point origine et au 
l 

point To '~, fair 6videmment  partie du groape continu des d6placemeuts;  quand 

on prend pour To les matrices finies engendr~es pal" une meme matrice infini- 

t6simale purement  imagiuaire, on obtient un d@lacement  continu dans lequel 

la g6od6sique (C) joignant  1' origiue au point I'o glisse sur elie-meme de mani6re 

que tout vecteur  issu d' un point de cette g6od6sique se d~place parall61ement 

lui-m0m% au sens de LEVI-OIVITA. Ou pourrait  donner /~ uu tel d6placement 

te nora de t ransvect ion  de base (C). 
Cela pos6, tout ddplacement  de l 'espace ~ peut  dtre ddcomposd d" une 

mani~re  et el' une seule en une rotat ion (iso~ndl~'ique) au tour  de 0 et une 
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transveetion ayant po~'  base une gdoddsique issue de O. En effet l '6galit6, 

quei que soit T, 
l l I 1 

donne, en faisant T----1, 

To--- T'~; 
on a ensuite 

R'oRo-l T = TR'oRo -~, 

ce qui prouve que la matrice R'0Ro -~ est 6changeable avec toutes les ma- 
trices T, c'est-/~-dire avec  toutes les transformations inflnit6simales du groupe; 

c' est donc la matrice unit6, et R'o = Ro. 

47. Le groupe continu des d6placements de l ' espace  ~ est isomorphe au 

groupe engendr6 par  les transformations R o T j  du groupe adjoint complexe, 

produit d' une matrice r6elle par une matrice purement  imaginaire. Si on pose 

t 

0 -~- RoTo ~, 

et si on d6signe par  0 la matrice imaginaire conjugu6e de O, on a 

1 

~3= ROT°-:'-" 

Par  suite les transformations isom6triques de ~ sont de l' une des deux formes 

T' = O-i TO, 

T' = 0-' T-'O~ 

en d6signant par 0 une matrice arbitraire du groupe adjoint (mixte) complexe. 

Les transformations 0 formant n6cessairement u ,  groupe, ce groupe ne peut 

~tre que le groupe adjoint complexe, dont toutes les transformations sont 

ainsi ~'dductibles d la forme 0.=-RoTo ~. 

II. La  t o p o l o g l e  d e s  g r o u p e s  s l m p l e s  c o m p l e x e s .  

48. Les r6sultats pr6c6dents nous permettent  d '6tudier  la topologie du 

groupe adjoint continu complexe. En effet chacu , e  de ses transformatio,~s 
6 ta , t  d6composable d 'une  mani6re et d 'une  seule en u . e  transformation du 

groupe adjoint unitaire et une transformation T, tout contour ferm6 trac6 
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(t~tns le domaiJle (ht groupe ,se l'am(}llel'~L d 'une  nmni~l'e et d' une settle, it. tH~ 

contour fermd lracd dints le (lomaitte du groupe ,qdjoint unitaire et it un cow,tour 

fermO tracd daits l ' espace  ~° et tbrmd des points transformSs de 0 l)ar les 

(liffdrentes trn~siorma.tions 7: 
L' espace ~ dtant s implement counexe~ le second contour fermd est toujours 

re'ductible ~ z6ro. l?ar suite le g~'oupe de conne.vio~ du fl~'oupe ~djoint com- 
p lexe  est ide~tique au g~'oupe de conm'xion dt~ ,q~'oupe adjoint unitai~'e. 

l?lus gd~t6ralement, tout groupe lin6aire it. ~' par~m6tres complexes de la 

s tructure dom~6e admet  le m0me groupe de com~exion que te groupe lin6aire 

unitaire corresponda~tt. II e.cisle dm~c Io~(jou~'s ~n ,q~'oupe linc~ai~'e ('~ p~ 'a-  
~bt~'es comple,ees~ ,~impleme~t em~(',ve, mtmeltc~nt u~m st~'~ctt~.~'e i~fi~itd- 

.¢im(tle sim~)le do~t~c. 

IlL L e s  g d o d d s i q u e s  e t  l a  t r l g o n o m d t r i e  d e s  e s p a c e s  " (O .  

4-9. La distribution des g6oddsiques de t' cspace ~,' est extr5mement  simple. 
[[ passe eu el?>t par (leux points quelconque de (,~ une gdoddsique et une seule. 

II suffit de le ddmontrer  pour le poillt origiite 0 et tm autre point quelconque 
A correspondant  it une mntr'ice 7" [,c point 5/'t, qunnd t varie de 0 it 1, ddcrit 

tree gdoddsique, et c ' e s t  la settle qui l)nsse par 0 et A, car 7' ne poss~de 

qu' une transformation infinit6simale g6n6rntrice. 
On pe~tt d~t ,'esle sc demande," si cette double p,'op~'idld de l 'espace 

n 'es t  pt~s fide ndeessah'ement ~i l~ double p~'op~'idld qu ' i l  possb, de d 'd t re  
s implement  co~mexe el d'avoi~' s~¢ coa~'b~cn'e ~'ioma~lnie~ne p(~'tout ndg(~li~e 

ou nulte. 
Une consSquel~ce importnnte t)eut ,Stre tir6e de ce qui pr6c~de, c ' e s t  In 

non-e:g;islence d'u~#J'es ['o~'mcs de Klein pou," l 'espaee ~. Sinon en effet~ il 

existerai t  au moths une isomStrie de w" 6changeable avec  tous les  ddpl~cements 
de l ' e space  gl et ne laissaut aucun point fixe; soit alors A le point dans lequel 

cette isomdtvie trmtSfol'me le point 0. 'route rotation isomdtrique autour de 0 
devrnit  laisser invariant  le point A, par suite la gdoddsique OA; et il n 'exis te  

nucune direction invariante par routes les tra~lsformations du g r o u p e d '  isotropie: 

sinon il existernit une transformation itlfinitdsimale (purement imaginnire) du 

groupe 5changenble avee  toutes les autres, ce qui n ' es t  pns. 

50. IL est fitcile (l ' indiquer u~e relation dormant routes les formules de In 
trigonomdtrie de l'espace ~, et faisnnt intervenir cinq des six dldments d'un 
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triangle g6od6sique OAB. Soient en effet 7'~ et T~ les matrices repr6sent~es 

par A et B; s0iel~t a e t  b leurs modules (longueurs des c0t6s OA et OB); leur 

produit sealaire 7hl 7~, (qui n 'es t  autre que la quantit6 --'2e,~e'~ relative 

ieurs deux trans/brmations in|init6simales g6n6ratriees) est 6gal h abcos  

Transportotts pat" parall6lisme le segment de g~od6sique AB de A en 0 le 

long de la g~od~sique AO; nous obtenons un segment de g(~od~sique 6gal 

OB'~ avec 
I 1 

Dans  cette tbrmule tbndamentale on a. 

lThl-=OA--( , ,  I T B I = O B = b ,  i ' I '~, ,[=AB----c:  

Tal TB - -  ab cos (), 7h I '/~' --- - -  ab cos A. 

Si en particulier tes matrices Ta et 7'~ sent 6changeables el~tre elles, ce 

qui revient h dire que- les  points A et B sent darts une m6me vari6t6 Ez 
isst le de O, on a 

7'~, ~ ~;~Th -~, 

et les tbrmules de la trigouom6trie sont tes m6mes que dans le plan euelidiem 

Ici la vari,bt6 E~ est tm vrai espaee euelidien simplement eonnexe itlimit6. 

IV. L e s  q u a t r e  g r a n d e s  c l a s s e s  d ' e s p a c e s  '' 

51. It ne sera pas mauvais, apr6s ces g6n6ralit6s, (lo passer en rewm les 

quatre grandes classes de groupes simples at de dommr des interpr6tations 

g6om6triques concr6tes des espaces ~ corre~ondants ,  Un remarque g6n6rale 
peut ~tre /bite d 'abord.  

Consid~rons un groupe lin6aire unitaire particulier, h n variables; nous 

savons qu'i l  laisse invariante une fbrme d'HElcMrrE d6finie positive Fo I'). 

Lovsqu'oa applique tes substitutions du groupe tin6aire, aux r param6tres 

r6els desquelles on a t t r i b u e  des w~leurs complexes quelconques, la tbrme 

d'HERMITE F 0 est chang6e en une atm'e forme d'HERMITE d6fiinie positive F 

(~) Ce thdorbme e~t dfi ii H. Wt~:rL qui en a monb'd, dans les mdmoires prdd6eemment 
eit6~ l'importanee clans la thdorie de la reprdsen|a|ion des groupes semi-simples par des 
group,s lin6:dres. Voir un~, autre ddmonsrration darts men mdmoir% d6jh cit6: Lea te~+seur8 
irrdductibles, etc. (Bull. So. Math~ 2~me sdri% t. 49~ 1925, pp. 132-159). 



Bepenrtatlt esse~ltieiletxieiit de t p  pa.rami.tres reels. L' espaee de ees forttles 
~ ' H E H M I T E  est identique St l'espace 6 .  011 a;ura une repr6sentatiou concrete 
plus ou nloins siniyle suimnt le grotipe li~ibaire nllitczire choisi, 

54. Le cas le plus simple qui  puisse se prkseuter est celui du goupe 
simple tt 3 pii.mm&tres complexes, piw esemple le groupe des transfornmtiolrs 
homogra.phiqties complexes d' kine variable complexe. Si noiis prenons ici pour 
groupe unitaire le groupe des rotations autour d' un point fixe, les m W i c e s  T 
?'ep?mdseztte?zt les mtcctioas ctutow- d' z c n  a x e  ?.&el ti' tm mtgbe ptweme?+t inzn- 
g i m i r e .  En utilisnnt les parametres d' EULEI~-OLI~DE R,ODRIGUES, chaque mn- 
trice T est dkfinie par quritre. nombres reels p, A, Y, v satisfaisant it 

011 obtient l'espace hyperbolique k trois ditnelrsions, dont le groupe cou- 
tinu des dkplace~nents est en effet isomo~phe au groupe des transformations 
homogr~tphiques complexes d' uile vnriable.complexe (avec un indice de eon- 
nexiou &gal ri 2), 

53. Le cas genkral du type A) conduit k l'espace 6 des fornies  H HER MITE 
d6finies positives k 1 3 -  1 varia,bles, & discriminant e g ~ 1  i\. 1. Cet. espace est 
a ( I  + I f Y  - 1 = l(1 + 2) ditnensions, Toute trit~lsformstiol~ infinit6sinisle unimo- 
dulttire lnissant invariante la forrne d' HERMITE 

est homologue & une transforniation de l w  forme 

les coefficients a, etal~t r6elu. Par suite toute inatrice T est r6ductible & 1s 
forrne diagoliale 

Toute gkod6sique de l'espnce G est, pnr 1111 deplacenlent conve~lsble, 
rkductible au lieu des formes ~ 'HERXITE 

- - - 

e a l R ~ , ~ i  -1- e a a S ~ , x z  f .... + ea~lSXz. , ix , , ,  . 
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Si i 'on supl)ose, ce qui est le cas g6u~rat, 

a~ ~ ~.~ ~ .... ~ a~ ~ a~+~, 

le point de l~t g~od4sique qui est ~t t'iufini n~gatif ( s - - - - ~ ) e s t  le point 
repr~se~ta t i fde  la torme d'HERMITE d~g4u~r(~e x~+~x,+, ,  et le point it l'infini 
positif reprSse~te la f o r m e d '  HER)HTE d~g~n~r~e x~x~.  

Dans 1' esl)ace projectif des tbrmes d' HERMITE ~t l-}- 1 variables, l' espace 
est limit~ par les vari~tSs repr(~sentatives des tbrmes d'HERM~TE d~g~n~r4es, 

mais jamais  n~gatives; ces vari~t~s constituent l 'absoh~ et routes les g ~ d ~ -  
siques out deux points it l'infiui sur l 'absolu. 

54. Dans te cas des types B) et D), on peut prendl'e pour groupe unitaire 

le groupe r4el d' une forme quadratique r~elle d~flnie positive, ou le groupe 

des rotations autour de l 'origine dans uu espace euclidien it ~ dimensions. 
L 'espace  ~ sera par exemple celui des formes d'HER:~IITE d~finies positives 
obte~mes en appliquant it la forme 

x , x ,  + x~x~ + .... + x,~x, ,  

une rotation autour d'~,14ments plans r4els, mais d 'angles  purement  imagi- 
naires. Toute g~od~sique pourra, it un d~placement pr~s~ s' obtenir en appliquant 

it la forme d'HERMITE consid~r~e la rotation 

x'~ = x ~ c h ( a i ~ s ) -  ix.2sh(a~s), 

x'~ - -  i x j h ( a ~ s )  + x.~ch(a~s), 

x'~ = x.~ch(a3,s ) - -  i x  ,sh(a3,s), 

x'~ --- ix~sh(a34s ) -1- x ,ch(a~,s), 

avec  les coefficients r~els a ~ ,  aa,,....~ tels que la somme de leurs carr~s soit 

~gale ~ I. On obtiendra alors les formes d'HEI~MITE 

ch(2ar~S)(X,x I -t- x~x~) ~-  ish(2a, .~s)(xix  ~ - -  x~x , )  -l- .... 

Si on suppose par exemple 

a i ~ a 3 ~ : ~ 0 ,  a~6--- .... - - 0 ,  

la g~od4sique commencera  (pour s--- --  ~ )  a la fbrme d'HERMITE d~g~n~r~e 

x ~  + x , ~ ,  - -  i (x~x ,  - -  x , ~ )  = (x~ + i x , ) ( ~  - ix,~, 
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et se terminera (pour s - - ~ - t - ~ )  ~ la, f o r m e d '  HE~.MI'rE d~g6n~r~e 

x d i ,  + x~,~, + i ( x , x .  - -  x~.~,)  -= ( x ,  - i x ~ ) ( x ,  -4 = i~i~, 

~5. Daus le cas du type C), on peut partir du groupe unitaire qui laisse 

invariantes la forme quadratique ext6rieure 

et la forme d'HER~WrE d6finie positive 

X ,A~ l --{-- X2J2  ~ -4- . . . .  - t -  ~21:~.~l. 

L'espace  (~ sera par exemple celui des fbrmes d'HERMITE d6finies posi- 

tives dans lesquelles est transform6e la tbrmc d'HEI¢)IvrE pr6c6dente par une 

substitution lin6aire complexe a rbitraire laissa~lt invariante ht forme quadra- 

tique ext~rieure. 
Toute transtbrmation infinit6simale du gt'oupe mfitaire cst rdductible i~ 

la formt~ 

) i a~(x  t p~ --  x. z p:) -t- ia:,(x:~ P3 - -  x~ p~) A- -... -I- ia~,_~, ~(x.~t_~ t ~l-~ - -  x.2, P.21). 

I I e n  rSsulte que toute g6od6sique pourl'a, it un d6ptacement pr6s, ~tre 

rega, rd6e con]me le lieu des  tbrmes d'HERMITE 

& v e c  
9 2 O 

La quantit6 s d6sigue l' abscisse curviligne. Si |' ou ~ 

le point /t l 'infini n6gat i f sur  la g6od6sique est la f o r m e d  IIE~:ulr,  d~g6n~r6e 

x.~x~, tandis que le point ~ l 'infiui positif est ,v~x~. 
On remarquera  que clans les exemples pr6c6dents il existe  en gdndral 

u~e infinild de gdoddsiqt~es se ¢o~,tpant a~tx de~tx mdmes poinls  d l ' in f in i .  


