La géométrie des groupes simples

par Brig Carrax (& Paris),

INTRODUCTION

J’ai, dans un mémoire réceunt (‘), développant et complétant un article
antérieur publié en collaboration avec M. J. A. SCHOUTEN (?), étudié les espaces
4 connexion affine, sans courbure ou sans torsion, représentatifs des groupes
de transformations continus. Cette étude s’ appliquait aux groupes les plus
généraux, et elle était locale. Dans le cas des groupes simples, les espaces
sans torsion représentatifs sont riemanniens, soit complexes, soit réels (& ds®
défini ou indéfini). Les espaces complexes représentent les groupes simples &
paramétres complexes; les espaces réels représentent les groupes simples a
paramétres réels, unilaires (si le ds® est défini), ou non unitaires (si le ds*
est indéfini). Les deux derniers cas se distinguent I’un de I’autre par la pro-
priété de I'espace d'étre clos ou ouvert.

Les espaces de RIEMANN représentatifs des groupes simples réels unitaires
rentrent dans une categorie plus générale et trés importante d’espaces de
RIEMANN, caractérisés par la propriété que leur courbure riemaunienne est
conservée par le transport paralléle; leur étude se raméne & 1 étude de ceux
que j’ ai appelés érrédductibles et qui se rattachent tous aux groupes simples (%),
Dans chacun de ces espaces irréductibles, la courbure riemannienne a partout
le méme signe; dans une méme classe existent & la fois des espaces & courbure
positive et des espaces & courbure négative. Etant donnée une structure simple,
les espaces représentatifs des groupes réels unitaires correspondants sont &

(t) E. Cawran, La Géométrie des groupes de transformations. (J. Math. pures et appl.,
t. 6, 1927, pp. 1-119).

() E. Carrax and J. A. ScHOUTEN, On the Geomelry of the Group-manifold of simple
and semi-simple groups. (Proe. Akad, Amsterdam, t. 29, 1926, pp. 803-815).

(*) La détermination de tous ces espaces est faite dans un mémoire dont In premiére
partie vient de paraitre. (Bull. Soc. Math. de France, t. 54, 1924, pp. 214-264). Voir aussi
E. CarTaN, Sur les espaces de Riemann dans lesquels le transport par parallélisme conserve
la courbure. (Rend. Acc. Lincei, (6), t. 3!, 1926, pp. 544-547).
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courbure positive; les espaces a courbure négative de la méme classe ne sont
représentatifs d’ aucun groupe, mais leur groupe des déplacements est isomorphe
aun groupe a. paramétres complexes de la structure donnée. S'il s’agit de la
structure simple & trois parametres, les deux espaces sont les espaces & trois
dimensions & courbure constante, positive ou négative; le premier représente
le groupe des rotations de !’ espace ordinaire; le groupe des déplacements du
second est isomorphe au groupe homographique complexe d’ une variable.

L’ étude détaillée des espaces de RiEMANN irréductibles les plus généraux
présente un trés grand intéréf, aussi bien au point de vue de la théorie des
groupes qu au point de vue géométrique. Elle fera I'objet d’un mémoire
ultérieur. Dans le présent mémoire je m’occupe seulement des deux classes
particuliéres signalées plus haut (espaces représentatifs des groupes simples
réels unitaires et leurs correspondants & courbure négative). L’ étude faite ici
n’ est plus locale; elle se rapporte plutét aux propriétés de |’ espace ressor-
tissant & I Analysis situs, & la distribution des géodésiques, & la détermination
compléte de leurs groupes mixtes d’isométrie, de leurs différentes formes de
KLEIN, etc. Les questions qui se posent sont du reste de nature bien différente
suivant que l'espace est & courbure positive ou & courbure négative.

Un premier chapitre introductif est consacré a la topologie des groupes
simples réels unitaires; il a son point de départ dans les recherches de
H. WEYL relatives & la théorie des groupes semi-simples (*); la question y est
reprise en entier; les résultats de H. WEYL sont complétés ef les questions
qui se posent sont résolues jusqu’au bout en utilisant un de mes mémoires
récents (%)

Le chapitre II est consacré aux espaces des groupes réels unitaires; la
distribution des géodésiques est étudiée assez complétement pour les formes
simplement connexes de ces espaces; elle révéle, associées & chaque point de
I’ espace, I’ existence d’ uu certain nombre de variétés antipodiques (qui peuvent
se réduire a des points) qui sont en quelque sorte des variééés de striction
pour les géodésiques fermeées issues du point donné. Il y en a autant que
d’ unités dans le »ang du groupe.

Le chapitre IIT est consacré aux espaces & courbure négative dont le
groupe des déplacements a une structure simple complexe. Ils sont tous sim-

) H. Wayn, Theerie: der Darstellung kontinuierticher halb-einfacher Gruppen durch
lineare Transformationen. (Math. Zeitschr., t. 28, 1925, pp. 271-309; t. 24, 1925, pp. 328-395).

(®) E. Canran, Les fenseurs irréductibles et les groupes linéuires simples et semi-simples.
(Bull. Se. Muth,, 2éwe série, t. 49, 1925, pp. 130-152).
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plement connexes. On peut grace & eux (et ¢’'est ce qui se reproduira dans
tous les autres espaces irréductibles & courbure négalive) résoudre des pro-
blémes importants relatifs & leur groupe des déplacements. Je signalerai seu-
lement le résultat suivant: les groupes simples complewes ont, au point de
vue de V Analysis situs, les mémes propriétés que les groupes réels unitaires
correspondants, et ils admettent tonjours un représentant linéaire simplement
connexe, Ce théoréme résulte lni-méme d’un meode de génération remarquable
des transformations finies du groupe complexe: pour ne prendre qu’ un exemple,
chaque rotation complexe de I'espace ordinaire est décomposable d’une ma-
niere et d’ une seule en une rotation réelle et une rotation d’ un angle purement
imaginaire autour d’un axe réel. Enfin les espaces en question ont aussi leur
importance au point de vue purement géométrique, mais cette importance se
manifestera surtout pour les espaces irréductibles plus généraux & courbure
négative,

Je supposerai connus les principes fondamentaux de la théorie des groupes
simples (%),

CHAPITRE 1.

LA TOPOLOGIE DES GROUPES SIMPLES UNITAIRES

I. Le polyéedre fondamental du groupe adjoint.

1. On sait (*) qu’'4 chaque type de groupes simples d’ordre s appartient
une forme réelle unitaire, & » paramétres réels, caractérisée par la propriété
que la somme des carrés des racines caractéristiques @’ une transformation
infinitésimale arbitraire soit une forme quadratique définie négative — ¢(e).
Les groupes unitaires sont, pour les quatre grandes classes de groupes simples,
respectivement isomorphes:

A) au groupe linéaire unimodulaire d’une forme d' HERMITE définie po-
sitive

X, = Xy %y + s - By X143

{!) Le lecteur pourra & cet égard, se reporter 3 ma Thése (Paris, Nony, 1894) on an
mémoire précédemment cité de H. Weyr; la lecture du mémoire cité dans la note (1)
page 209, ne sera pas non plus inutile,

(*) E. Carrax, Les tenseurs irréductibles et les yroupes lindaives simples et semi-simples.
(Bull. Se. Math., 2¢me série, t. 49, 1925, p. 133). '
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:

B) D) au groupe linéaire d'une forme quadratique definie positive &
n==2] 41 (type B) ou n==2[ (type D) variables;
C) au groupe linéaire laissant invariantes une forme d HERMITE définie
positive
0,0, A= 2 e+ Ly1s;

et une forme quadratique extérieure
[xiwz] + f.’Es.’I‘.‘] kil [wgl—tmel]'

Dans les notations précédentes, ! désigne le rang du groupe, dont il va
étre question ci-dessous.

2, Soit G un groupe simple unitaire, I' son groupe adjoint. I' est un groupe
linéaire & # variables réelles

>
€y Eyey

qui laisse invariante la forme quadratique définie positive ¢(e). Chaque trans-
formation peut étre représentée par une matrice T d’ ordre », de détermi-
nant égal 4 1.

Toute matrice T peut, et d’une infinité de maniéres, étre engendrée par
une transformation infinitésimale Y de T (*). Parmi les racines caractéristiques
de Y, [ sont nulles (?), les » — [ autres sont deux & deux égales et opposées;
elles sont des combinaisons linéaires a coefficients entiers déterminés de !
d’ entre elles (dites fondamentales). Toutes ces racines sont purement imagi-
naires: nous les désignerons, avec H. WEYL, par la notation

2TiQq;
les quantités ¢, sont les parameétres angulaires de la transformation Y.

La matrice 7 engendrée par Y admet ! racines caractéristiques égales
& 1, les autres sont les quantités 2o,

3. Si une transformation infinitésimale Y est générale, ¢’ est-4-dire n’ admet
pas plus de ! racines caractéristiques nulles, il existe { — 1 autres transfor-
mations infinitésimales indépendantes entre elles et indépendantes de Y, qui

(1) Voir, pour ce paragraphe et le snivant, le mémoire cité dans la note précédente,
pp. 184-146.

(®) L’entier [ est le rang du groupe; ¢’est le nombre des coefficients de I’ équation
caractéristique du groupe qui sont indépendants. Voir E. Carrax, Thése (Paris, Nony, 1894),
P 29.
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jouissent de la propriété d’ étre échangeables entre elles et échangeables
avec Y. On obtient ainsi un sous-groupe abélien y d’ordre /. Si

e Y, +eY,+.. 1+eY,;

est la transformation infinitésimale la plus générale de v, les paramétres angu-
laires ¢q sont des formes linéaires en ¢, e,,..., ¢; dont 7 sont linéairement
indépendantes.

Si maintenant on part d’une transformation infinitésimale Y singuliére,
¢ est-a-dire admettant plus de ! racines caractéristiques nulles, il existe plus
de [ transformations indépendantes échangeables avec Y. On peut se demander
si, parmi ces transformations, il en existe au moins une qui ne soit pas sin-
guliére. C’est ce que nous allons démontrer,

Soit ¥, une transformation particuliére échangeable avec Y; soit Y, une
transformation particuliére échangeable avec Y et Y, (et linéairement indé-
pendante de Y et de Y,), et ainsi de suite., Supposons que nous arrivions &
trouver ainsi A transformations indépendantes

Y; Yu"-'; Yl—u

échangeables: entre elles et telles qu’ aucune autre transformation du groupe
ne soit échangeable en méme temps avec chacune d’ elles. Les racines carac-
téristiques o, de la transformation

eY+e Y, +...+e_, Y _,

sont des formes lindaires (') en e, e,,..., ¢, _,. Parmi ces formes linéaires, il
y en a au moins A indépendantes; sinon il ‘existerait une transformation non
nulle Xe;Y; ayant toutes ses racines caractéristiques nulles; cela est impossible,
puisque la somme des carrés des racines caractéristiques d’ une transformation
arbitraire du groupe est une forme définie. Les racines caractéristiques d’une
transformation arbitraire étant au nombre minimum de X indépendantes, cela
prouve, d’apres la définition méme du rang, que X est au plus égal & I. Mais
d'autre part A ne peut pas &tre inférieur & !/, puisque ! des racines w, sont

nulles et qu'a chaque forme linéaire w, correspondent une ou plusieurs trans-
formations X telles qu’ on-ait

(Zei }r” X) o sz,

quels que soient les coefficients e, e,,...., ey _,. Il existerait donc I — A trans-

(*) Cela tient & ce que les transformations sont échangeables entre elles.



214 . CARTAN: La géométrie des groupes simples

formations indépendantes des Y et échangeables avec les Y, ce qui est
contraire & 1’hypothése.

L'entier A étant égal a [, et le nombre des formes linéaires w, identi-
quement nulles ne dépassant pas /, il suftit de donner aux coefficients ¢; des
valeurs numériques n’ annulant aucune des formes w, non identiquement nulies
pour obtenir une transformation genérale; la transformation donnée Y fait
ainsi partie du sous-groupe v ddéfini par cetfe fransformation générale.

4. Toute transformation infinitésimale Y fait donc partie d’au moins un
sous-groupe abélien v, contenant une infinité de transformation générales. Tous
les sous-groupes v sont du reste homologues enfre eux dans le groupe adjoint
continu T' ('), de sorte que toute transformation de I' est homologue & une
transformation &’ un sous-groupe y particulier.

Cela posé, regardons les [ parametres angulaires fondamentaux o,, ¢,,....; ¢
d’ une transformation infinitésimale arbitraire comme les coordonnées carteé-
siennes d’un point dans un espace & ! dimensions. Nous choisirons les vecteurs
unitaires de coordounées de maniére que la forme quadratique définie positive

2}

o
représente, 4 un facteur constant prés, le carré de la distance d’un point
& 1 origine.

Tout point M (p;) représente une transformation infinitésimale de chaque
sous-groupe v, et par suite une infinité de transformations infinitésimales
homologues entre elles, Si aucun des paramétres o, n’ est nul, ces transfor-
mations sont générales et forment par suite un ensemble oo™ ' Si 7 des
paramétres ¢, sont nuls (2 pair), chaque transformation représentée par M est
invariante par un sous-groupe & /- /i paramétres et par suite admet oat—i—h
homologues.

A Vintérieur d’un scus-groupe y déterminé, une transformation infinité-
simale admet un certain nombre d homologues; on obtient leurs points repre-
sentatifs en effectuant sur les 1~ — [ parameétres ¢ (regardés comme des lettres)
un groupe fini € de substitutions; ces substitutions conservent les relations

(1) Cela tient & ce que les transformations infinitésimales générales ¥, dont chacune
définit un sous-groupe v, forment un ensemble connexe; en effet, comme nous le verrons
dans un instant, les transformations singulieres remplissent, dans le domaine du gronpe, une

N

ou plusieurs variétés & 3 dimensions de moins gue ce domaine.
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linédaires & coefficients entiers qui existent entre les paramétres angulaires (*).

Géométriquement le groupe &, opérant sur les points représentatifs M, est

. Lo . Y
un groupe de rotations et de symétries, engendré par -

symétries par
rapport aux hyperplans ¢, =0 ().

Si Von considére les '-g-—l
partagent 1 espace en un certain nombre de régions indéfinies {angles po-
lyédres) convexes. Chacune d’elles représente le domaine fondamental (D) du
groupe ¢, et toute transformation infinitésimale de y est homologue & une
transformation et une seule intérieure & cette région. Toute région convexe,
limitée par un certain nombre d hyperplans ¢, ==0, ef telle qu’ aucun autre
de ces hyperplans ne la traverse, peut étre prise comme domaine fonda-
mental. Nous vérifierons plus loin que toutes ces régions admettent exactement
! faces hyperplanes.

Tout point intérieur au domaine fondamental (D) représente oo’ ¢ trans-
formations infinitésimales homologues; tout point situé sur 1'une de ses faces,
ou Vune de ses arétes, etc, représente au plus oc”=/~* transformations
homologues.

hyperplans ,=0 menés par ! origine, ils

3. Passons maintenant aux transformations fiiudes, ou aux matrices 7 du
groupe I'. Soit Y I'une de ses transformations infinitésimales génératrices,
appartenant & un certain sous-groupe y; on peuf représenter 7 et Y par le
méme point A/, Or & V'intérieur du méme sous-groupe y, la matrice 7' peut
étre engendrée par une infinité de transformations infinitésimales différentes
de 1; ce sont celles qu on obtient en ajoutant aux paramétres angulaires
fondamentaux ¢; des nombres entiers arbitraires. Considérons alors le réseau (R)
des points & coordonnées ¢, entiéres.

La méme matrice 7 est représentée par une infinité dénombrable de
points, homologues entre eux par rapport au réseau (R).

Supposons que [ -+ 2k des racines caractéristiques de 7 soient égales & 1;
on démontre alors que, 7' étant invariant par un sous-groupe a ( -+4-2k para-

(1) Il peat vy avoir des substitutions jonissant de cette propriété sans appartenir 4 &'
Voir B, Carrax, Le principe de dualité et la théorie des groupes simples et semi-simples.
(Bull, Sec. Math., 28me gérie, t. 49, 1925, pp. 365-366).

() Cette interprétation du greupe §' comme groupe de rotations et de symétries, ainsi
que celle do ses opérations génératrices, est due &8 H. Weyr, Theorie der Darstellung konti-
nulerlicher halb-einfucher Gruppen .durch lineare Transformationen. (Math. Zeitschr., 24,
1925, pp. 367-371). Le groupe §' est le groupe (8) de H. Weyr.



216 E. CARTAN: La géométrie des groupes simples

métres de I', il existe oo” —/—% matrices homologues &4 7. L’ hypothése faite
revient a dire que, parmi les parameétres angulaires p, de Y, 2k sont des
nombres entiers. La matrice 7' peut done étre invariante par un groupe plus
grand que sa transformation génératrice Y.

6. L’ ensemble des opérations du groupe ¢ et des translations G qui
laissent le réseau (R) invariant engendre un groupe §, de déplacements et
de symétries. Deux points A/ homologues par rapport & &, représentent des
matrices 7" homologues par rapport a I

Nous allons maintenant considérer I’ensemble des hyperplans (II) obtenus
en égalant un des paraméires angulaires v, & un nombre euntier arbitraire.
Tous ces hyperplans partagent I espace en une infinité de polyédres convexes;
soit (P) 'un d’entre eux, que I’on peut supposer intérieur au domaine fonda-
mental indéfini (D). Nous allons moutrer que toute matrice T peut étre repré-
sentée par un point au moins de (P).

Partons de la remarque, due & H. WEYL ("), que les matrices représentées
par un point donné d’un méme hyperplan (II), admettant au moins [ -2
racines caractéristiques égales a 1, forment dans | espace du groupe une
variété & » — 11— 2 dimensions au plus; par suite les matrices représentées
par les différents points des hyperplans (II) forment un nombre.fini de variétés a

(br—0—2D4+{l—1)=r—3

dimensions. Il est donc possible d’aller d’un point & un autre de 1’ espace du
groupe, ¢ est-a-dire de passer par continuité d une matrice 7 quelcongue &
une autre matrice 7" quelconque, en évitant les matrices singuliéres. Soit
alors M, un point particulier intérieur & (P), soit 7, une des matrices repré-
sentées par M,, et soit 7' une matrice quelconque. En passant de 7, &4 7' de
maniére a éviter les matrices singuliéres, le point représentatif correspondant,
partant de M,, restera & U’ intériewr de (P) (*), et par suite il existe bien a
Vintérieur de (P) un point M représentatif de 7. En particulier la matrice
unité devant étre représentée, cela veut dire que I’un au moins des sommets
de (P) appartient au réseau (R). On pourra donc supposer, par une des trans-

3

lations G, que le polyédre (P) a I'un de ses sommets & 1 origine O.

(1) Math. Zeitschr, t. 24, 1925, p. 379.

{2} On peut démontrer en toute rigueur que lorsque la matrice T varie d' une maniére
continue sans jamais &tre singuliére, le point représentatif M peut étre également suivi par
continuité, sans qu'il y ait jamais ambiguité.
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7. Nous sommes maintenant en mesure, en nous placant au point de vue
général de H. WYL (*), 4’ étudier la topologie de I'espace du groupe adjoint T,
en particulier de chercher il existe dans cet espace des contours fermés
non réductibles a4 un point par déformation continue.

Supposons d’ abord que le polyédre (P) n’ait aucun sommet autre que 0
apparsenant au réseau (R). Considérons-un contour fermé (€} tracé dans 1 espace
du groupe; nous pourrons toujours le déformer d unc maniére continue de
facon a le faire partir du point origine (correspondant & la transformation
identique), de fagon aussi qu’il ne rencontre aucune matrice singuliére (autre
que la matrice unité, qui correspoud & son point de départ et d’arrivée). Ii
correspondra & (C), dans 1'espace & / dimensions des g;, un contour (C’) qu’ on
pourra faire partir de 0, qu’ on pourra supposer tout entier intérieur a (P) et
qui se terminera nécessairement en 0. Soit M un point de (C"); il représente
unc transformation infinitésimale génératrice déterminée Y de la matrice 7'
qui appartient au point correspondant du contour (C). Les matrices (Y, o ¢
est un nombre réel compris entre 0 et 1, forment & U'intérieur de (P) un
contour variable qui résulte d’ une déformation continue de (') et se réduit
au point O pour ¢=0. Les matrices finies correspondantes 7' formeront dans
I’ espace du groupe un contour fermé qui se déduira de (C) par déformation
continue et se réduira au point origine pour £=0. C'est ce que nous voulions
démontrer. Si donc le polyédire (P) n’ a qu’ un sonunet appartenant au
résean (R), U espace du groupe U est simplement connexe.

Supposons maintenant que le polyédre P ait i — 1 sommets 0,, 0,,...., 0, _,
différents de O et appartenant au réseau (R). Si un contour fermé (C) .tracé
dans 1’espace du groupe est réductible & un point par déformation continue,
cette déformation pourra toujours s’effectuer en évitant les matrices singu-
liéres, puisque ces matrices forment des variétés 4 3 dimensions de moins que
I"espace ambiant; de méme si deux contours fermés sont réductibles I'un &
I"autre, la réduction peut se faire en évitant les matrices singuliéres.

Cela posé, tout contour fermé (C) peut toujours étre déformé de maniére
a partir du point origine et & éviter toute autre matrice singuliére; il lui
correspondra dans I'espace des ¢; un contour (C’) fyu’on pourra supposer
partir de O et rester & l'intérieur de (P); il se terminera nécessairement en
I'un des point 0, 0,,...., 0, _,. §'il se termine en 0, le contour () est rédue-
tible & un point. Mais s’il se termine en O, par exemple, le contour (C) n’est
certainement pas réductible & un point; sinon en effet la réduction pourrait

(!} Math, Zeitschr, t. 24, 1925, pp. 380-381.

Annali di Matemaiica, Serie IV, Tomo IV. a3
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se faire en ne cessant pas de faive partir (C) du point origine et de lui faire
éviter les matrices singuliéres; le contour (€’) ne pourrait alors constamment
que partir de O et aboutir & 0,, il ne serait donc pas réductible & un point.

On voit de plus qu’ il y a exactement dans U espace du groupe h classes
distinctes de contours fermes irréductibles entre eux, ot qui correspondent
4 b chemins jolgnant O aux point O, O,,..., Op__, a Uintérieur de (P).
Nous dirons que & est Uindice de connexion du- groupe.

8. Si I'espace du groupe I' n"est pas simplement connexe, le polyédre (P)
1’ est pas un domaine fondamental du groupe fini §,, puisqu’il existe & I'inté-
rieur de (P) A points homologues entre cux par rapport & &,. On aurait
facilement un domaine fondamental (@) de §, par la méthode du rayonnement
en prenant les points de (P) qui sont plus rapprochés de O que de chacun
des points O,,...., Oy_,; ce polyédre (Q) a pour faces d’abord les hyperplans
qui limitent le domaine (D) de &, puis un certain nombre d’autres faces
hyperplanes.

Pour obtenir le polyédre ([), il suffit de construire d’une maniére quel-
conque un polyédre limité par un certain nombre d’hyperplans (II) et qui ne
soit traversé par aucun autre hyperplan (II). Nous allons passer en revue les
différents types de groupes simples et vérifier que pour chacun d’'eux le
polyédre (P) admet exactement I - 1 faces hyperplanes. Nous déterminerons
en méme temps les ! sommets autres que 0, ainsi que ceux de ces sommets
qui appartiennent au réseau (R); leur nombre sera I'indice de connexion I
diminué de 1.

9. Si nous prenons d’ abord le cas du groupe a4 3 paramétres de rang 1
(groupe des rotations de 1 espace ordinaire), il est clair que (F) est ici le
segment (0, 1) d’un axe; ses deux extrémités appartiennent au réseau (f).
L’ indice de connexion de I' est done égal & 2. Le domaine (Q) serait formé

1 .
du segment (0, 5) L’espace du groupe des rotations n’est autre, comme on
sait, que I'espace elliptiquc &4 3 dimensions qui, en effet, n’ est pas simplement
connexe,

10, Type A) ('). Les paramétres angulaires sont

g, (e — 95) (, j=1, 2,.., D).

(!) Les expressions générales des paramétres angulaires correspondant aux différents
types simples so trouvent indiquées dans: E. Cawvran, Thése, pp. 81-93.
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Nous pouvons définir le domaine (P) par les [ 41 inégalités
1>, >9, > . >4 >0;

il est clair que le domaine défini par ces inégalités v’ est traversé per aucun des
hyperplans (II). Les sommets de (P) autres que O sont les points de coordonnées

Ils appartiennent tous au réseau (R) forme des points & coordonnées entiéres.
L’ espace du groupe I' & done I 41 pour indice de connexion.
11. Type B). Les paramétres angulaires sont de la forme
o, g ¢ Jj=1, 2,.. .
Nous définirons le domaine (P) par les -+ 1 inégalités
P> P> >0 >0, 9, <1

Les sommets, autres que 0O, du polyédre (P) sont

1, 0, 0,.., O,
1 1

é? é) 0:"" O;
1 1 1

§) é; 23) ? 07
1 1 1
é; 22’ é’" y 22'

Le premier seul appartient au réseau (R). Le groupe Y « done Uindice de
connexion 2.
12. Type C). Les paramétres angulaires sont
&2, o,k D (G Jj=1, 23""} 1)9

le résean (R) est formé des points dont toutes les coordonnées sont entiéres
‘ou des moitiés de nombres impairs. On peut définir le polyédre (P) par
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les [ -+ I inégalités
1
§><P.>%>....><Pz>0.

Les sommets, autres que 0, de {P’) sont

1

5 0, 0py O,
1 1

97 Q; 0;-") 0;
1 1 |

Q: Q; Qr' ’ 07
1 1 1
9 97 é:-" é

Le dernier seul appartient au réseau (R). Le groupe I' a donc !'indice de
connexion 2.
13. Type D). Les paramétres angulaires sont
=+ g gy (=1, 2,0, D

Le réseau (R) est le méme que dans le cas du type C). On peut définir le
polyédre () par les inégalités

‘P;>°?2>---~>'~Pn CPz—x'*“CPz>O: <P1+<P-a< L

Les sommets, autres que O, du polyédre (P) sont

1, 0, 0,.., 0, 0, O,
1 1

é) Q’ O; ’ 0» 0} O)
1 1 1

Q: 9; é?" ; O) 03 0:
1 1 1 1

é; 9’ Q;--; Q) 0: O;
1 1 1 1 1 1
90 2 920 ) 2’
1 1 1 1 1 1
59 2t ¥ @ 2
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Le premier et les deux derniers appartiennent au réseau (R). Le groupe T
a donc pour indice de connexion 4.

14. Type E,). Les paramétres angulaires sont
2 I Tl Zh I (T e p e S 02

Les sommets du réseau (R) sont les points dont touies les coordonnées sont
des nombres entiers ou dont toutes les coordonnées sont des tiers de nombres
entiers congrus entre eux {mod 3).

On peut définir le polyédre (P) par les T inégalités

Py > Py 2> e > Py, CP{+CPz+~"~“|“:Ps>07 :Pz—’“@s+(?4<0’ P, — s < L.

Les sommets, autres que 0, de (P) sont

1, 0, 0, 0, 0, 0,
2 2 1 1 1 1
37 g; "“gy “‘3‘? “—3‘; _:3):
2 1 1 1 1 1
3’ 6’ 6> 3 3 5
2 1 1
:7 O, 01 0) '-g; —g’
1 H
gr O: 07 O: 07 —é)
? _ 1 __1 _} 1 1
6,‘ 6’ 6’ 67 "”b, _—6.

Le deux premiers appartiennent au réseau (R). Le groupe T a donc pousr
indice de connexion 3.

15. Type E,). Les paramétres angulaires sont

P =Py Pt P Prt Py &g,k h=1, 2.y 8),
avee

Pt Pp H e g, =0,

Les sommets du réseau (&) sont les points dont les 8 coordonnées, de somme
nulle, sont des quarts de nombres entiers congrus entre eux (mod 4).
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On peut définir le polyédre (P) par les 8 inégalités
P> P> > Pt <0 9 — <L

Les sommets, autres que O, du polyédre (P) sont

3 3 1 1 1 1 1 1
a: 43.’ - ‘1" _:1_7 "“I} "“‘,i, _4: - [l,
SN U S T SRS R
4’ 4’ 4’ 4’ L A L &
801 1 11 11
4 127 12 12 & T4 Ty e
3 1 1 1
4: 0, 07 O; 07 e - 4{’ __4)
2 1 1
g; 0; O: O; Oa O) “"g; _‘g;
1

5% Or 07 07 O) 0) O’ _%7
(AN VRN WS U NS SRS S
8’ 8’ 8’ 8’ 8’ 8 8 8

Le premier seul appartient au réseau (R). Le groupe I' a donc pour indice
de connexion 2.

16, Type E,). Les paramétres angulaires sont
Pi — Pj» == (:Pi -+ s -+ Cph) (iy j; k== 1) 27""; 9);
avec
PPt =0.

Les points du réseau (R) sont ceux dont les coordonnées sont des tiers de

nombres entiers congrus entre eux {(mod 3).
On peut définir le polyédre (P) par les 9 inégalités

P2 2> Py 22 e 2 Py Py 9, + 9, <O, @, — 9y < L.
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Les sommets, autres que 0, du polyédre (P) sont

5 1 1 S SRS U S SR
6 3 6 6 8 6 6 6 86
d 1 1 1 _1 1 1 1 1
67 Tgr 12’ - 67) 67 "“6’ '“67 "‘B; _6,
) 1 1 1 1 1
6’ 0: 07 0) "'(,;) _6: “”61 "‘6: "“'6'7
4 1 1 1 1
5° 0, 0, 0, 0, 5 75 Ty T
3 1 I 1
_I) O: 0; 03 03 O) - 1: "1; "“‘:L:
2 1 1
5; 07 0; 07 07 07 Oy "’3; ""‘:3,)
b9, o, o, o 0 o0 o0 —.
2# ’ ’ ’ ’ ’ ) s ““é,
8 1 1 1 i 1 1 { 1
‘Q: "”7 —‘67 "'9; —9: ""‘g; - 9’ —*g, --9

Aucun d’eux n'appartient au réseau (R). Le groupe T est donc simplement
connexe.

17. Type ¥). Les paraméires angulaires sont

g g, g, kg,
\.) .

f—t-q’n i%i%’y

Les sommets du réseau (K) sont les poiunts dont les coordonnées sont des
nombres entiers & somme paire.
On peut définir le polyédre (P) par les D inégalités
P> >0>0, 9>+, o+ <L

Ses sommets autres que O sount

1 1

2‘) 27 O: 07
2 1 1

'3: 3’ g; 0,
3 1 1 1
;; f_i; ;i, ;r
1, 0, 0, O.
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Aucun d’eux ' appartient au réseau (R). Le groupe U est done simplement
COnnexe.

18. Type Gy. Les parameétres angulaires sont

dy, bp— CP,ﬂ

%

133?!

"az Q ¢l

ataN] i
LAETT ]‘
1t
Sl
qaﬁ
Fig., 8

avec
e e 0
On peut définir le domaine (P), qui est ici un triangle, par les 3 inégalités

<P1>C92>07 ?1—@3<1‘



E. Carran: La géométrie des groupes simples 225

Ses deux sommets auntres que O sont

Aucun d’eux n’appartient au réseau (R). Le groupe I est donc simplement
connexe.

19. Nous représentons dans les figures 1, 2, 3 et 4, pour chacun des types
de rang 2, a savoir A), B), C) et G), un parallélogramme du réseau (), ainsi
que les droites (II) qui le limitent ou le traversent; le domaine triangulaire (P)
est figuré au moyen de hachures verticales, le domaine (@), quand il existe,
au moyen d’un double systéme de hachures verticales et horizontales. Le
groupe du type D) de rang 2 est semi-simple; ¢’ est pour cela qu’il n’est pas
figuré (*). On remarquera que les figures 2 et 3 relatives aux types B) et C)
sont semblables; c'est qu'en effet les deux groupes correspondants sont
isomorphes.

1I. Le groupe abstrait simplement connexe
et ses représentations linéaires.

20. Nous avons vu que toute transformation finie 7' du groupe adjoint I'
peut étre représentée par it points distinets intérieurs au (I4-1)-édre (). Nous
allons construire un groupe abstrait I' (*) dont chaque opération sera repré-
sentée par un point et un seul de (P).

‘Convenons & appeler élément T |' ensemble & une matrice 7' de I' et d’un
chemin (C) joignant, dans !'espace du groupe, le point origine au point 7.
Deux éléments seront regardés comme identiques s'ils correspondent a la
méme matrice 7' et si les deux chemins qui achévent de les définir sont réduc-
tibles I'un & I'autre par déformation continue. A chaque matrice 7' corres-
pondent & éléments 7. Tout élément 7T est représeuté  par un point et un
seul intérieur & (P).

(1) Tout ce qui précéde peut 8’étendre anx groupes semi-simples, avee la seule diffé.
rence gue le polyédre (P) est limité par plus de I + 1 faces hyperplanes.

(3) Cest H. Wayr. qui a montré Iimportance de la notion dn groupe abstrait dans
son mémoire précédemment cité.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo 1V. 29
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Nous allons définir @ abstracto le produit de deux éléments 7 et 77.
Considérons pour cela un des chemins qui, allant du point origine au point 77,
définissent I élément 7", A chaque point de ce chemin est associée une ma-
trice © variant d’une maniére continue depuis la matrice unité jusqu'a 7.
La matrice TO® décrit alors un chemin continu partant de 7' et aboutissant
a T7T'. Suivons par continuité sur ce chemin ! élément correspondant, en par-

3

tant de I élément initial 7; nous arriverons & un élément final 7", qui est

r )

I'un des h éléments associés & la matrice 77 = T'T"; nous poserons
T// i T—]"

1l est facile de montrer que la définition donnée du produit TT' est univoque.
Il est clair maintenant que tous les éléments T définissent un groupe ab-
strait T.

Le groupe I' est simplement connexe, car pour qu un contour partant,
dans I’ espace du groupe, d’un point 7"auquel on associe I’ élément T, raméne
en T le méme élement T, il faut et il suffit que ce contour soit réductible a
zéro par déformation continue.

Le groupe I' est isomorphe mériédrique de T'; le groupe quotient IT' peut
étre regardé comme formé des h éléments de I' qui correspondent & la trans-
formation identique de I'. Ces éléments sont représeutés, dans le polyédre (I%),
par les h sommets 0, 0,, 0,_,. Chacun de ces é¢léments laissant invariante
chaque transformation de I' et, par continuité, chaque transformation de I, le
groupe I' T est abélien. Nous I’ appellerons le groupe de connexion de T.

Supposons maintenant qu’on ait un groupe @ ayant méme structure infi-
nitésimale que T'. A une transformation de G ne correspond évidemment
qu’ une transformation de I, mais la réciproque peut ne pas étre vraie. Si on
va par continuité, dans I'espace de G, le long &’ un chemin déterminé, de la
transformation identique a une transformation donnée, il lai correspondra,
dans I espace de T', un chemin conduisant & un élément déterminé 7’ de I'. Deux
transformations différentes S et S’ de G ne pourront jamais conduire de cette
maniére au méme élément T de T'; sinon, en effet, il existerait dans I’ espace
de G un chemin allant de S & S’ et qui donnerait, dans 'espace de I, un
contour fermé réductible & zéro; la réduction & zéro de ce chemin par une
déformation continue conservant le point de départ et le point d arrivée,
entrainerait, dans I’espace de @, la réduction & zéro d’un chemin partant
toujours de S et aboutissant toujours & ', ce qui est absurde.

Si donc @ est un groupe quelconque de méme structure infinitésimale
que T, le groupe T est isomorphe (mériédrique ou holoédrique) de G, et le
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groupe ( est lui-méme isomorphe {mériédrique ou holoédrique) de T. Le
groupe de connexion de G, i savoir [/G, est un sous-groupe du groupe de
connexion )T de T. Ce sous-groupe peut d ailleurs se réduire i I’ opération
identique ou se confondre avec I'/T.

Les considérations précédentes ne supposent nullement que le groupe T
soit simple; elles s’ appliquent & n’imporie quelle structure infinitésimale, & la
seule condition que I' soit le groupe adjoint correspondant.

21. Jusqu’'& présent le groupe T a été considéré uniquement in abstracto.
On peut se poser la question de savoir s'il existe effectivemrent, dans un
champ numérique convenable, un groupe d’opérations isomorphe holoédrique.
a T. La réponse est fournie par le théoréme suivant:

Il existe, pour chaque lype de groupe simple, un groupe unitaire
linéaire simplement connexe ().

‘Il suffit, pour démontrer ce théoréme, de vérifier dans chaque cas I’ exi-
stence d’un groupe linéaire & tel que les transformations de ce groupe re-
présentées par les sommets 0,, 0,, 0,_, du domaine (P} ne soient pas la
transformation identique. Or cela est une conséquence immeédiate des résultats
obtenus dans mon article: Les tenseurs irréductibles et les groupes lindaires
simples et semi-simples (*). 1l suffit de prendre

Type A): le groupe g, d’une forme d’HERMITE définie positive & [+ 1
variables, dont le domaine contient 2 =17-1 fois celui du groupe adjoint;

Type B): le groupe g, & 2' variables, dont le domaine contient = 2
fois celui du groupe adjoint;

Type C): le groupe g, d’un complexe linéaire, dont le domaine con-
tient 1 =2 fois celui du groupe adjoint;

Type D), I impair: le groupe g, & 2/—*! variables, dont le domaine
contient 22 ==4 fois celui du groupe adjoint;

Type D), I pair: le groupe réductible g,g, & 2! variables, dont le
domaine contient -z =4 fois celui du groupe adjoint;

Type E;): le groupe g, dont le domaine contient & =3 fois celui du
groupe adjoint;

(*) H. WryL a démontré ce théoréme pour les quatre grands types de groupes simples ;
pour les types exceptionnels, il a simplement montré que le groupe de conmnexion est fini.
(Math Zeitsehr,, t. 24, 1925, pp. 380-881), mais sans exelure, semble-t-il, I’hypothése de la
non-existence d’un groupe linéaire simplement connexe.

(*) Bull. Se. Math,, (2), t. 49, pp. 130-152, spécialement p. 150.
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Type E.): le groupe g, dont le domaine contient 2 =2 fois celui du
groupe adjoint.
Pour les autres fypes, le groupe adjoint est simplement connexe.
On remarquera que, dans le cas du type D) de rang pair, il n’existe
aucun groupe linéaire /rréductible simplement connexe (*).

22. On a facilement, d’ apres les résultats précédents, la structure du
groupe J/I. Tl est eyclique dans tous les cas, & 'exception du type D) de
rang pair, auquel cas il est isomorphe au groupe eﬁgendré dans un plan par
les symétries, prises par rapport 4 deux droites rectangulaires (qui donnent
par composition la symétrie par rapport & leur point d’intersection et I’opeé-
ration identique).

Revenons a la représentation des transformations de I' dans I'espace & [
dimension des g,. Les opérations 7' de T seront représentables égalément par
les points qui représentent leurs transformations infinitésimales génératrices.
Seulement le réseau (R) des point qui représentent I opération identique de T
ne contiendra qu’ une partie des sommets du réseau (R). Pour obtenir (R), on
peut remarquer que le groupe Q} des déplacements et des symétries dont (P)
est le polyédre fondamental résulte de la combinaison du groupe & des
rotations et des symétries autour de ! origine avec le groupe. des transla-
tions G du réseau (R). Les sommets de (R) sont les différentes positions que
prend le point O quand on lui applique les opérations de g,, et $, est lui-méme
engendré par les /4 1 symétries effectuées par rapport aux /--1 faces du
polyédre (P).

On pourra prendre comme domaine fondamental du groupe T des trans-
lations du réseau (R), non pas un des parallélépipédes fondamentaux de ce
résean, mais le volume (D) formé par (I) et par tous les (/ - 1)-édres qui se
déduisent de (P) par les opérations de §. Les faces opposées &4 O de tous
ces (I -+ 1)-édres sont en effet les lieux des points équidistants de O et des
points du réseau (R) les plus rapprochés de O; elles limitent donc le domaine
fondamental du groupe G, tel qu’on le construirait par la méthode du rayon-
nement.

Les figures b, 6 et 7 (pp. 237 et 238) indiquent la forme du domaine (D) pour
les groupes simplement connexes des types 4), B) et G) de rang 2. On a conserveé

() On peut ajouter qu’il existe toujours un groupe linéaire admettant pour groupe de
conuexion un sous-groupe guelcongue dn groupe de connexion I/T du groupe adjoint.
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la méme échelle que pour les figures 1, 2 et 4. On obtiendrait dans chaque cas
un parallélogramme fondamental du réseau (R) en prenant les symétriques O
et 0" de O par rapport a deux cOtés consécutifs non en ligite droite du péri-
meétre de (D), et en achevant le parallélogramme construit sur O et 0",

23. Les domaines (D) relatifs aux groupes de rang 3, des types 4), B)
et (), se construisent facilement.

Les types 4) et B) donnent le méme polyédre (D): ¢’est un dodécaédre
formé de 12 faces losanges. Les extrémités des petites diagonales de ces lo-
sanges sont les 8 sommets d’ un cube; les extrémités des grandes diagonales
sont les symétriques du centre de ce cube par rapport & ses faces. Dans le
cas du type A), les losanges sont partages en deux triangles par leurs petites
diagonales, ce qui correspond & 24 tétracdres (P) remplissant le polyedre (D).
Les sommets du cube sont les points 0, et 0,, chacun répété quatre fois;
les autres sommets correspondent au point 0,. Dans le cas du type B), les
losanges sont partagés en 4 triangles par leurs deux diagonales, ce qui donne
48 tétraédres (P).

Dans le cas du type O), le domaine (9) est un cube dont chaque face
est partagée en 8 triangles par les diagonales et les droites joignant les
milieux des cOtés opposés, ce qui donne encore 48 tétraédres (P); le groupe &
est ici le groupe de toutes les symétries du cube. Les sommets du cube sont
tous des homologues de 0,.

24. La détermination effective des sommets de (D) se fait facilement par
le calcul. Il suffit de déterminer le symétrique de O par rapport & la face
de (P) opposée & O, et de lui appliquer ensuite les différentes opérations
de €. En partant maintenant de [ sommets convenablement choisis, on aura !
arétes issues de O susceptibles d’engendrer le parallélépipéde fondamental
du réseau (R). On aura le groupe I'/I' en regardant comme une seule opé-
ration I’ensemble des translations qui aménent de O aux points homologues
4 chacun des sommets 0, 0,,..., O,_,.

Type A). Le réseau (R) est formé des points & coordonnées entiéres
dont la somme est divisible par -+ 1. Les points homologues de 0, sont ceux
pour lesquels les coordonnées sont entidres avee une somme congrue & «
(mod I -+ 1).

Type B). Le résean (R) est formé des points & coordonnées entiéres
dont la somme est paire. Les points homologues de 0, sont ceux dont les
coordonnées sont entiéres, avec une somme impaire.
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Type C). Le réseau (R) est formé des points & coordounées entiéres,
Les points homologues de O, ont pour coordonnées des moitiés de nombres
impairs.

Type D). Le résean (R) est formé des points & coordonnées entiéres
dont la somme est paire. Les points homologues de 0, ont pour coordonnées

s . . s l
des moitiés de nombres impairs, avec une somme différant de 3 d’un nombre

impair. Les points homologues de¢ O, ont pour coordonnées des moitiés de

nombre impairs, avec une somme différant de B d’un nombre pair. Les poinis

homologues de 0, ont pour coordonnées des nombres entiers de somme impaire.
Si I est impair, la translation 55{ est cyclique (mod G), son carré est la
translation ()T);at son cube la translation 0—53.
Si [ est pair, chacune des ftranslations 00, est cyclique d’ordre 2, et
chacune d’elles est le produit des deux autres.
Type E,). Le réseau (R) est formé des points dont les coordonnées sont
de la forme

I/
Py :pi»i—:f; (p; entiers, =0, 1 ou —1),

la somme des p, étant divisible par 3. Les poiuts homologues de O,(a==1, 2)
ont leurs coordonnges de la méme forme, mais la somme des p, étant congrue
& o (mod 3).

Type E.). Le réseau (R) est formé des points dont les 8 coordonnées g,
de somme nulle, sont de la forme

o h
~Pi-—?91+‘2‘

(p; entiers, =0 ou I).
Les points homologues de O, ont leurs coordonnées de somme nulle, de

la forme
h

=17y +1 (ps entiers, h=1 on — 1).

Types Ey), F), G). Le réseau (R) est identique & (R).
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CHAPITRE II

LES ESPACES DES GROUPES SIMPLES UNITAIRES

I. Groupe d’isométrie et groupe d’isotropie.

25. L’ espace représentatif & d’ un groupe simple unitaire G est un espace
de RieMANN, simplement connexe si le groupe est simplement connexe ('),
Son groupe continu d’isométrie est symbolisé par les équations

SEI == Sa SE ‘Sb,

ot S représente une transformation arbitraire de G, Sy la transformation qui
lui correspond par ! isométrie, S, et &, deux transformations fixes (*). Le
groupe continu d’isotropie (ou groupe des rotations autour du point origine)
est formé des transformations du groupe adjoint

Spr =S, ' 8: 8,

26. Il peut exister un groupe mixle d isotropie; il est formé de toutes
les substitutions linéaires & 2 variables (composantes d'un vecteur issu de 4)
qui laissent invariante la forme de RIEMANN

R= X Cijo Cran Pij Prns
P, @j), (kh)

o les p;; désignent les composantes d'un bivecteur arbitraire, les ¢, les
constantes de structure du groupe, qu on peut toujours supposer former un
trivecteur. Le groupe adjoint mixte, ¢ est-a-dire |’ensemble des-substitutions
linéaires qui conservent les constantes de structure du groupe, fait évidemment
partie du groupe mixte d’isotropie. Supposons maintenant qu’il existe une
substitution linéaire © faisant partie diu groupe d’isotropie sans appartenir au
groupe adjoint. Si 7' est une matrice arbitraire du groupe adjoint continu,
la matrice
070 ="T7

en fait aussi partie; la matrice © permet ainsi d’établir une correspondance
entre les matrices 7T et 7" du groupe adjoint, et cette correspondance conserve

() I s'agit de I'espace & connexion affine sans lovsion du groupe. Voir E. Canraw, La
Géométrie des groupes de transformations. {J. de Math.,, t. 6, 1927, pp. 1-119).
(¥ Voir p. 98 du mémoire précédemment cité,
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évidemment la structure de ce groupe. Il existe done, dans le groupe adjoint
mixte, une substitution 7, telle qu’ on ait aussi

=17, =1T";
on aura donc
T8 = T~'7TT,
d’ onl
70 ' T==TT0"";

la transformation 7,0 —*' est donc ¢changeable avec toutes les matrices du
groupe adjoint continu. Ce groupe adjoint détané irrdéductible (*), il résulte
d’un théoréme de I. Scuur et FROBENIUS que la malrice 7,0 " est le produit
de la matrice unité par un facteur constant . On a done

par suite le groupe d'isotropie doit contenir la matrice o qui multiplie les

1 . .1
composantes de chaque vecteur par e Cela n’est possible que si = 1.

Réciproquement toute symétrie par rapport &4 un point, qui revient &
changer le signe de toutes les + variables sur lesquelles agit le groupe d’iso-
tropie, conserve évidemment la forme de RIEMANN R; elle ne fait du reste
pas partie du groupe adjoint mimiée, car si 1'on change les sighes de toutes
les transformations infinitésimales d’ un groupe simple, les coefficients de
structure du groupe sont altérés.

En résumé si le groupe adjoint de (¢ est formé de A familles continues
distinctes, le groupe d’isotropie de !'espace de RIEMANN & du groupe (7 est
formé de 2 familles continues distinctes, qu' on obtient en combinant le
groupe adjoint mixte avec la syvméirie par rapport au point fixe cousidére
de 1’ espace.

D aprés les résultats que j ai démontrés relativement au groupe adjoint
des groupes simples (3), on voit que le groupe d’isolropie de I espace & est
foriné de deuwx familles continues, avec les exceptions suivantes:

(") Cela signifie qu’il ne laisse invariante aucune mnultiplicité plane.

(?) E. Canraxn, Le prinsipe de duclité et la théorie des groupes simples el semi-simples.
(Bull. Sc. Math., 2¢me série, t. 49, 1923, pp. 361-374). A lx vérité les résultats, sans que cela
soit dit explicitement, sc rapportent au groupe adjoint des groupes simples @& paramétres
compleves, ainsi qu'a celui des groupes réels wunitaires; dans les autre cas, il n'est pas
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Dans le cas du type A) de rang 1=2, du groupe D) de rang 1= 5,
du type E) de rang 6, le groupe d’isotropie est formé de quatre familles
continues.

Dans le cas du type D) de rang 4, le groupe d’ isotropie est formé
de douze familles contlinues.

27. A chaque famille continue du groupe d’isotropie correspond une famille
de transformations isométriques. Les différentes familles de transformations
isométriques ainsi obtenues sont localement distinctes au voisinage des trans-
formations qui laissent fixe un point donné de I espace. Nous allons monirer
que, 'espace & étant simplement connexe, il y a exactement autant de familles
continues distinctes dans le groupe total d’isométrie que dans le groupe total
d’isotropie. Sinon en effet on pourrait passer par continuité de la transfor-
mation identique & une transformation isométrique laissant fixe un point 4
et n’appartenant pas au groupe countinu d’isotropie qui laisse fixe le point A.
Si on applique les différentes isométries obtenues au point 4, on obtient dans
Iespace & un contour fermé (C) partant de A et y revenant. Ce contour
fermé peut par déformation continue étre réduit au point A; cette défor-
mation entraine avec elle une déformation continue de la suite des transfor-
mations isométriques considérées. On aurait finalement une suite continue de
transformations du groupe mixte d’isotropie du poeint 4, partant de la trans-
formation identique et aboutissant & une transformation »’appaitenant pas
au groupe continu d’isotropie, ce qui est absurde.

Le raisonnement est général et montre que dans fout espace de Riemann
simplement connexe le groupe d’isométrie contient autant de familles con-
tinues distincltes que le groupe d’ isotropie.

Si le nombre de ces familles est 2, les deux familles d isométries sont
définies par les équations

Spr == g8 Sy,
ng == SaSE““iSb.

28. On aurait pu partir d’un autre groupe linéaire unitaire ' isomorphe
a4 (7, mais nou simplement connexe. Son espace représentatif &' est un espace
de RIEMANN non simplement connexe localement applicable sur le premier

certain, comme il est affirmé & la fin du n.° 2 (p. 365) de ce mémoire, que toute transfor-
mation du groupe adjoint mixte qui laisse invariante chacune des transformations ¥ d’an
sons-groupe abélien v appartienne an groupe adjoint eonfinu
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I'sd

aspace &. 1. application -fait correspondre & un point de & un certain nombre &
de points de &, en désignant par & l'indice de connexion de . Les transfor-
mations isométriques de & qui font passer d’un de ces points aux & — I autres
constituent ce qu on peut appeler le groupe d’holonomie de & par rapport
a4 &. Toutes ces transformations sont échangeables avec les différentes tran-
sformations du groupe continu d’isométrie de &; ce sont les transformation

Hér e Sab’ ,

oli &, désigne les différents transformations de (¢ qui correspondent a la trans-
tormation identique de G'. Les transformations du groupe d holonomie font
ainsi partie du groupe continu d’isométrie de &. Il en résulte en particulicr
que !'espace & est orientable. Le groupe d holonomie nest autre que le
groupe de connexion [/(+; ¢ est un sous-groupe du groupe d’ holonomie de
I"espace du groupe adjoint. Si G est distinct de I, son groupe d holonomie

est’ nécessairement cyclique.

29. Les résultats précédents permettent de préciser quels sont les différents
espaces de RIEMANN & correspondant & une méme structure. A coté de I’ espace
simplement connexe &, qui existe foujours, on trouve

A): autant de formes d’espaces que le nombre /41 admet de diviseurs
autres que 1; chacune a un groupe d holonomie cyclique;

B), 0), E,), E,): une seconde forme d’espace et une seule;

D), 1 impair: deux autres formes d’espaces avec des groupes d’holo-
nomie cycliques d’ ordres 2 et 4;

D), I pair: quatre autres formes d’espaces, trois admettant un groupe
d’ holonomie cyclique d ordre 2, la derniére admettant un groupe d’holonomie
non c¢yelique 4’ ordre 4.

30. Les espaces &' qui viennent d’étre considérés peuvent étre appelés
des formes de Klein de Vespace 6. Ils admettent chacun un groupe continu
d’ isométrie, partout régulier et uniforme, localement isomorphe aw groupe
continu d'isométrie de &.

On sait qu'il existe on qu’il peut exister d’autres formes d’espaces, que
nous appellerons formes de Clifford ('), & métrique partout réguliére, loca-

() Voir 1. Enutques, Fondements de la Géométrie. (Eneyel. Se. Math, t. IH, vel. I,
fase. I, pp. 133-136). Nous distinguons iei les formes de Kimiy et les formes de CLIFYORD,
an lieu de les confondre toutes, comme on le fait d'habitude, sous le nom de formes de
CrLiFrorRD-KLBIN, ‘
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lement applicables sur &, admettant localement (dans un domaine suffisamment
petit) les mémes transformations isométriques que &, mais ces transformaltions
ne restant pas toutes uniformes quand on les prolonge dans tout 1 espace.
C’est ainsi que le cylindre de révolution est une forme de CLIFFORD du plan
euclidien: les translations du plan peuvent se prolonger et rester uniformes
sur toute la surface du cylindre, mais il n’en est plus de méme des rotations,.

A chaque forme de CLIFFORD d’un espace simplement connexe & est
associé un groupe discontinu d’ holonomie engendré par les transformations
isométriques de & qui font passer, dans cet espace, d’ un point M aux différents
points qui correspondent au méme point que M dans ! espace de CLIFFORD.
La recherche des formes de CLIFFORD revient & celle des sous-groupes discon-
tinus du groupe (total) d’ isométrie. de & tels qu’aucune opération d’ un tel
sous-groupe (autre que I’ opération identique) ne laisse fixe un point de &.

Dans le cas qui nous occupe, les seules formes de KLEIN & de ’espace &
proviennent des différents groupes linéaires unitaires de méme structure; le
groupe continu d’isométrie G’ de & ayant en effet la méme structure infini-
tésimale que @, et étant partout régulier et uniforme, est isomorphe holoédrique
de I'un des groupes linéaires indiqués.

Nous retrouvons des résultats classiques dans le cas particulier du groupe
simple &4 3 paramétres. Le groupe adjoint est isomorphe au groupe des rota-
tions aufour de I’ origine dans 1'espace ordinaire; 1’espace de ce groupe n’est
autre que | espace elliptique & trois dimensions. L’ espace simplement con-
nexe & est l'espace sphérique, qui peut étre regardé comme ! espace du
groupe linéaire unimodulaire d’une forme d'HerMITE définie positive & deux
variables. Cet espace admet deux familles continues ¢’ isométries; le groupe
d"holonomie de 1'espace elliptique (par rapport & 1’ espace sphérique) est formé
de I'opération identique et de la transformation 2, = — &;, qui fait partie du
groupe continu des déplacements de 1 espace sphérique. L’espace elliptique
est orientable. C est la seule forme de KrEIN de ! espace sphérique.

II. Les géodésiques.

31. Le groupe d isoméirie de 1’ espace simplement connexe & étant tran-

sitif, I’ étude des géodésiques issues d’un point quelconque se raméne & celle
des géodésiques issues du point origine 0, qui correspond A la transformation
identique de G. Ces géodésiques correspondent aux différents sous-groupes a
un paramétre de G; chercher une géodésique joignant 0 & un point donné 4;
¢’ est chiercher une transformation infinitésimale génératrice de la transfor-
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mation finie représentee par 4. Il résulte immédiatement de la que par deuwa
points quelconque de & il passe toujours une géodésique (el méine une infinité
si 1> 1). Nous laisserons de c6té dans ce qui suit le cas [ =1, qui correspond
a U'espace sphérique (et & I’ espace elliptique) & trois dimeusions.

Toute direction issue de O représente une ftransformation infinitésimale
de G, laquelle appartient an moins & un sous-groupe abélien y (n° 3). Les
transformations de y fournissent dans I’ espace & une variété K, & [ dimensions
passant par O. Cette variété a une courbure riemannienne nulle, puisque la
rotation associée & un parallélogramme élémentaire dont les c6tés représentent
les transformations infinitésimales U et V a pour effet de donner au vecteur X

I’ aceroissement géométrique i ((UWV)X), et est par suite nulle si le crochet (UT)

est nul: ¢’ est le cas pour deux transformations quelconques de 7.

La variété £, est donc localement euclidienne; elle est de plus totalement
géodésique, puisqu’elle représente un sous-groupe de G. On peut définir ana-
lIytiquement un point A de E, par les [ paraméires angulaires fondamentaux
@,y @, de la transformation infinitésimale 1" de v qui engendre la transfor-
mation finie représentée par A; la distance 04, comptée sur la géodésique
correspondante, est égale, & un facteur constant prés, & la racine carrée de
la somme .‘Jgo‘i étendue aux 7 — { paramétres angulaires. On voit ainsi que lo
représentation utilisée dans le Chapitre I dans un espace euclidien d 1
dimensions n’est autre qu’ une application sur cet espace euclidien de la
variété localement euclidienne E,.

Il y a cependant une différence importante. La variété E; n’est pas un
espace euclidien indéfini; si on la développe sur I’espace euclidien a / dimen-
sions, ‘elle donne le réseau (R) de parallélépipedes, dont chacun représente
complétement E,.

On voit d’ aprés cela que fout point de E, peut étre joint & O par une
infinité dénombrable de géodésiques, siluées tout entiéres dans E,;, et qui
ont pour images, dans !’ espace euclidien, les droites joignant I'origine 0 aux
différents points homologues d'un point donné par rapport au groupe T des
translations du réseau (fE). Celles dont les parameétres directeurs sont ration-
nels sont fermées. Toutes les géodésiquss, situées dans [, joignant O a 4
sont du reste isolées; aucune ne se coupe elle-méme.

32. Au lieu de répresenter E, par le parallélépipéde fondamental du
réseau (R), il vaut mieux le représenter par le polyédre (D) introduit au n® 26.
Les opérations du groupe &' correspondent & des rotations du groupe continu
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d’isotropie de & qui aménent la variété E, en coincidence avec elle-méme,
(mais sans laisser fixes tous les points de F,); dans chacune de ces rotations,
les différents (I + 1) édres (P) dans lesquels est décomposé le polyeédre (D) se
transforment les uns dans les autres; ils sont du reste en méme nombre que
les opérations de &' et chacun d’ eux est un domaine fondamental powr le
groupe discontinu §'.

-

La figure 5 représente ainsi une des variétés planes I, de I espace
simplement connexe & 8 dimensions du groupe simple du type A) de rang 2.
Les cotés opposés de I’hexagone régulier doivent étre regardés comme iden-
tiques, leurs points se correspondant par la translation qui améne en coinci-
dence ces deux cotés. Les trois translations correspondant aux trois couples
de cotés opposés engendrent le groupe T des translations du réseau (R) (c’est
au fond le groupe d holonomie du plan de CLiFrorp F, par rapport au plan
euclidien). Les trois sommets O, ne constituent qu’ un seul point de E,; il en

OI
0, 0,
A A
o, A O 04 0,
A Al
0, 0,
Ol
Pig. 5 Fig. 6

est de méme des trois sommets O,. La figure met en évidence trois géodé-
siques fermées distinctes issues de 0; chacune va passer successivement par
les points O, et 0,, qui la partagent en trois parties égales. On a une de ces
géodésiques en partant par exemple de O dans le sens horizontal de la figure
jusqu'en O,; cette géodésique continue par I'un des cotés horizontaux 0, 0,,
puis se termine par le rayon horizontal 0, O qui raméne au point de départ.
Ces trois géodésiques, de méme longueur, se coupent en O suivant des angles
de 120° (si on les prend dans le sens qui méne d abord au point 0,). Bien
entendu, il existe dans F, une infinité d’ autres géodésiques fermées, mais
elles sont plus longiies.

} La figure 6 montre le domaine (D) représentatif d une variété E, de
I’espace simplement connexe & 10 dimensions du groupe simple unitaire du
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type B) de rang 2. Les cotés opposés du carré se correspondent par translation
et doivent &tre considérés comme identiques. Les quatre sommets du carré
représentent un méme point de E,; quant aux milieux des cotés, ils repré-
sentent deux points distinets 4 et 4', Il existe sur la figure quatre géodésiques
fermées issues de Q; deux d’entre elles, qui se coupent en 0 a angle droit,

sont partagées en leur milieu par le point 0,; deux autres (dont Ia longueur
. 1
est 4 celle des précédentes dans le rapport ~\~/~§> sont partagées en leur milieu,

I'une par le peint A, 'autre par le point A’ Il existe encore sur la figure
deux autres géodésiques fermées passant par 0, et partagées en leur milieu,
Pune par A, Uautre par A’

La figure 7 représente une variété E, de l'espace & 14 dimensions du
groupe simple du type (). Les sommets de I'hexagone régulier représentent

Fig. 7

deux points distincts A et A’ de E,; les milieux des cdtés représentent trois
autres points distincts B, B, B”. La figure représente trois géodésiques fermees
issues de O et passant successivement par les points 4 et 4" qui les partagent
en trois parties égales; elles sont d’autre part coupées en leur milieu par
un des points B, B'ou B”. La figure montre encore trois autres géodésiques
fermées partagées en leur milieu par un de ces trois point, mais ne passant
ni par 4 ni par A’. Les longueurs comparées de ces deux espeéces de géodé-
siques sont 3 et V3.

33. Revenous & ' étude générale des géodésiques. Si un point donné 4 autre
que O appartieni &4 une seule variété kK, toutes les géodésiques joignant O & A
sont dans cette variété; elles sont isolées et il ¥ en a une infinité dénombrable.
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Si le point A appartient & une infinité de variétés F;, la transformation
finie de @ représentée par A est échangeable avec plus de [ transformations
infinitésimales indépendantes, soit 7 -f- A, On aura le nombre 4 en cherchant
combien, parmi les » —{ paramétres angulaires ¢, de 4, sont des nombres
entiers. Le point 4 est alors invariant par un sous-groupe 914+ du groupe
continu des rotations autour de 0. Il appartient par suite &4 oc* variétés I,
distinctes, et dans chacune d’elles il existe une infinité dénombrable de géodé-
siques joignant O & 4. Supposons que la direction en O d’une de ces géodé-
siques soit invariante par un sous-groupe g,.p du groupe des rotations autour
de 0; la géodésique correspondante appartiendra a oo variétés E, distinctes.
Si p =1, cette géodésique sera isolée dans I’espace & (parmi I ensemble des
géodésiques joignant O & A). Si p << A, cette géodésique appartiendra 4 une
variété continue 4 X - p--1 dimensions de géodésiques joignant O & A4, et
cette variété s’ obtiendra en appliquant 4 la géodésique donnée toutes les
rotations du groupe g,,, qui laisse fixes les point O et 4.

En définitive, certaines géodésiques joignant O @ A peuwvent ne pas étre
isoldes; ce fait se présente si le groupe des rotations qui laissent le point A
invariant est plus grand que le groupe des rotations qui laissent la direction
en 0 de la géodésique invariante; la dimension de la variété continue dont
fait partic la gcodésique est la différence augmentée de 1 entre les ordres
de ces deux groupes.

34, Cela posé, les point M de 1 espace se partagent en trois caté-

gories :

1° La premiere catégorie est formée des points qui ne peuvent étre
joints & O que par des géodésiques isolées;

2° La deuxiéme catégorie est formée des points qui peuvent étre joints
a O par des géodésiques isolées et par des géodésiques non isolées;

3° La troisiéme catégorie est formée des points qui ne peuvent étre
joints & O par aucune géodésique isolée.

Il est clair que dans 1'espace représentatif & ! dimensions utilisé au
chapitre I, tout point .1 de I’ une des deux derniéres catégories doit se trouver
sur un des hyperplans (Il) obtenus en égalant I’un des paramétres angulaires
a un nombre entier., Par suite si on suppose, ce qui ne restreint pas la géné-
ralité, ce point ramené & I'intérieur du ({ 4- 1)-édre (P), il est nécessairement
sur I'une des faces ou l'une des arétes, etc., de (D).

Réciproquement, prenons un point A & la frontiére de (/%); il peut arriver
qu’il soit homologue (par rapport au réseau (/) a un point A" dont tous les
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paramétres angulaires entiers soient nuls (*). Dans ce cas la géodésique repré-
sentée par la droite 0" admet toutes ies rotations qui laissent fixe le point
A" elle est par suite isolée. Dans le cas contraire, aucune des géodésiques
joignant O & A ne sera isolée,

Cest ce qui se passe en particulier pour tout sommet .1 (autre que 0)
du polyedre (P); le point 4, ¢’il existait, aurait en effet tous ses parameétres
angulaires nuls; ce serait donc le point origine O, qui n'est pas homologue
de 4 dans le réseau (R).

Les 1 sommets 4, distinels de 0, du polyédre (P) engendrent, quand la
variété euclidienne £; prend toutes les positions possibles, [ variétés distinctes
qu’ on peut appeler les vuriétés antipodiqies de 0, Il est impossible de joindre
par une géoddésique isolée le point O & un point quelconque d’ une de ces
variétés antipodiques.

La détermination compléte des points de la troisiéme catégorie devra étre
faite dans chaque cas particulier, et il pourra arriver qu’il en existe ailleurs
que sur les variétés antipodiques. Cette déterminations dépend de considérations
purement arithmétiques,

35. Si Pun des sommets du (/4 1)-édre (P) est, dans la représentation
da groupe adjoint I, un des sommets du réseaun (R), ¢’ est-a-dire représente la
transformation identique de T, il est clair qu’il est invariant par toutes les
rotations autour de O; ce point se trouve uécessairement daus toutes les
variétés ;. Nous dirons que nous avons un point antipode de 0. Nous avons
déterminé leur nombre 2 — 1 dans les différents cas.

Dans le cas contraire, le sommet considéré du ([ +4- 1)-édre (P) n’admet
qu’ un sous-groupe & )+ — p paramétres du groupe des rotations autour de O
(¢’ est-a-dire du groupe adjoint continu); il engendre donc, quand on fait varier
la variété E,, une variété antipodique (M) & p dimensions. Le nombre des
variétés antipodiques qui ne se réduisent pas a4 un point est [ — /o + L. Il sera
facile dans chaque cas de déterminer leurs dimensions respectives. Il est clair
que toute variété E, coupe toute variété antipodique de O en un nombre fini
de points. Si 4 est un sommet de (P) appartenant a cette variété et si on lui
applique toutes les opérations de §, on obtient un certain nombre de points
appartenant, dans FE,, a4 la méme variété antipodique, mais il ne faut pas

() 11 fant et il suffit pour cela que la face (ou aréte, ete.) de (P) sur laguelle se trouve
lo point 4 passe, si on la prolonge suffisamment, par un sommet du réseau (K).
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regarder comme distincts ceux qui sont homologues entre eux par les diffé-

rentes translations génératrices du groupe G du réseau (R).

36. Nous allons faire d’ abord une étude compléte pour les trois types de
groupe simples de rang 2.

Daus le cas du type 4), le point 0 admet deux antipodes O, et 0, (fig. 5,
p. 237). Les points situés sur I’un des cbtés latéraux des triangles dans lesquels
est décomposé I’ hexagone (D) ont un parameétre angulaire nul (ainsi que le
parameétre égal et opposé). On a donc ici A==2 et le point est homologue a
oot = oc* points de I espace. Le lieu des points analogues (points de la
seconde catégorie) est donc une variété unique a 5 dimensions (M) coupée
par une variété F, suivant trois géodésiques fermées issues de O.

Parmi les géodésiques fermées,' il en est qui sont situées tout entiéres
dans (M,); elles font partie chacune d’ une variété continue de géodésiques
fermées (A =206, p=2), qui n’est autre du reste que (3,); elles contiennent
toutes les deux poiuts antipodes 0, et 0,. D aulres géodésiques fermées ne
sont pas contenues tout entiéres dans (M,), leur direction en 0 n’admet qu’ un
groupe de rotations & 2 parameétres (p == 0); chacune fait partie d’ une variété
continue V. de géodésiques fermees.

Considérons une géodésique fermée orientée, figurée dans le plan repré-
sentatif par une droite joignant O & un point du réseau (R). Les coordonnées
de ce point sont' des entiers p et ¢ dont la somme est un multiple de 3. Si p
et ¢ sont premiers entre eux, la géodésique ne rencontrera aucun des deux
points antipodes (qui devraient correspondre 4 des coordonnées ¢p, {q entiéres,
avec 0 < f<C1). Si p et ¢ ne sont pas premiers entre eux, leur plus grand
commun diviseur ne peut étre que 3; la géodésique passera d’ abord par le

point <l-, g) gul est un point antipode; elle passera ensuite par !'autre point

2p 2 . . . .
—;—, -5?) elle sera partagée en trois parties égales par ces deux

. . . : —+-
points. Elle rencontrera en premier lieu 0, ou 0, suivant que L 3 4

aloua 2 (mod 3
Il ewiste donc trois catégories de gdodésiques fermées orientées.
1° celles qui contiennent les dewx points antipodes dans I’ordre 00, 0, O;
2° celles qui contiennent les deuw points antipodes dans ’ordre 00, 0, 0
3° celles qui ne contiennent aucun des deux antipodes.
Il est clair que les géodésiques fermées orientées de la seconde catégorie
ne sont autres que celles de la premiére parcourues en sens inverse.

antipode (

est congru

Annali di Matematiea, Serie IV, Yomo 1V, 3t
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Siomaintenant on joint le point ) & un point particulier 4 de la variété
(M), on aura d’abord une géodésique isolée tout entiére située dans (M), puis
une infinité de classes de géodcésiques formant des variétés continues 17,

Si enfin on joint 0 & un point 4 non situeé dans (M), on aura une infinité
de géodésiques isolées,

37, Dans le cas du tvpe I de rang 2, le point 0 admet un point antipode 0O,
(fAg. 6, p. 237) et une variété antipodique coupée par I/, en deux point A, 4'.
Avec les notations du n. 15, le point L est de coordonnées 3, ::;o,:::_l;. Les
parametres angulaires i
i: :Pi i :‘P2?

e nombre X ==4, sont entiers: par suite, comme ;7 =10, [—=2, la variété
antipodique est & 4 dimensions.

Tout point O adinet donc un point antipode O et wne variété anfi-
podique (M),

Le licu des points de la seconde catégorie est formé de deux variétés (J1)
et (') coupées par chaque varicté J, suivant deux droites rectangulaires
(tig. 6); I'une COHL;ent le poiut antipode O, I’ autre la vari¢té antipodique (1/).

Une géodésique fermée partant de O sera représentée dans le plan cucli-
dien par une droite partant de O et aboutissant & un point du réseau (R);
soit (p, q) le premier de ces points; p ct ¢ sont des entiers & somme paire (n. 28).

Si p et ¢ sont impairs, le point (?;, g) appartient & la vari¢té antipo-
dique (3,), qui partage la géodésique en deux parties égales; la géodésique
ne passe pas par le point antipode O,.

Si.p et ¢ sont pairs, ils ne sont pas tous les deux divisibles par 4; si
p=4p, q=4¢ -+ 2, la géodésique rencontre d’abord le point antipode 0O,
(g), g), puis revient en O.

Done, toule géoddsique fermdie est coupée en son millew soit par le point
antipode O, soit par la variété antipodique (M,).

La discussion des dimensions des variétés continues engendrées par les
géodésiques joignant deux points donnés se ferait comme dans le cas 4).

38, Dans le cas du type @), le point O n’ admet pas d’antipode. Il existe deux
variétés antipodiques, I’ une coupée en deux points A, A’ (fig. 7, p. 238), I’ autre
en trois points B, I, B” par toute variété F,. Avec les notations du n. 22, I’ un
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. . 1 .
des points 4 a pour cootrdonnées ¢, == ¢, = 3 I'un des points 3 a pour coordon-

. 1 . . .
nées ¢, =gz, 9= 0. En introduisant la coordonnée surabondante ¢,=—= — ¢, — @,,

on trouve que ceux des paramétres angulaires de 4 qui sont entiers sont
E(p,— ) TP — ) T — )

on a done A==06, r=—14, {=2; la premiére variété antipodique est donc &
6 dimensions. Ceux des paraméires angulaires de B qui sont entiers sont

gy, Ele, — P

on a donc A==4; la seconde variété antipodique est & 8 dimensions,

Tout point O de U espace admet donc deux variétés antipodigues
(M) et (My).

Les points homologues de O ont des coordonnées entiéres. Les points
de (M,) ont pour coordonnées les tiers de deux entiers congrus entre eux
(mod 3); les points de (3,) ont pour coordonnées les moitiés de deux entiers
non fous les deux pairs.

Toute géodésique fermée, partant de 0, aboutit dans le plan euclidien &
un point (p, ¢), p ot ¢ étant deux entiers premiers entre eux. Nous avons
alors a4 considérer les points (23, q), (27_, q_)’ (%2—7, _2_q) Le second point

3737 \27 2 373
appartient & (3); le premier appartient & (M,) si p — ¢ est divisible par 3
et il en est de méme du troisiéme,

Il existe donc deux catégoiies distinctes de gdodésiques ferndes. Dans
chaque catégorie, les géodésiques sont coupées en leur milieu par la variété
antipodique (M,); les géodésiques de la seconde catégorie sont en outre pai-
tagées en (rois parties égales par la variété antipodique (B,).

La figure (7) donne des exemples de ces deux catégories de géodésiques.

’

[II. Classification des géodésiques fermées.

Nous allons, pour les quatre grandes classes de groupes simples, déterminer
les variétés antipodiques d’un point et indiquer une classification des géodé-
siques fermées basée sur la nature des variétés antipodiques rencontrées.

39. Espaces simplement connexes du (ype A). Il 0’y a ici que des points
antipodes. Nous appelerons O; celui dont les ¢ premiéres coordonnées sont
égales & 1, les autres étant nulles (n, 10).
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Les points homologues de 0; sont ceux dont les coordonnées ¢,, ¢,,...., 9,
sont entiéres et satistont & la congruence

R N ST SR M= ) (mod I --1).

Cela posé, cousidérons une géodésique fermée représentée par une droite
partant de 1’origine et aboutissant au point de coordonnées enti¢res (p,,..., P,
avec

P+t e t+n,=0 (mod {4 1).

Soit d le plus grand commun diviseur des entiers p;. Le nombre d est

nécessairement un diviseur de [--1, sinon, en divisant les coordonnées p,

da , : i .
par <, $ étant le plus grand commun diviseur de d et de [--1, on aurait

des coordonnées entiéres ¢, dont la somme serait un multiple de /--1, et la
géodésique se fermerait plus tot qu’ on ne le supposait.

On rencontrera un des points antipodes de 0 silon a des entiers propor-
tionnels &4 p,, inférieurs a p, et dont la somme ne soit pas divisible par /- 1.
Cela est impossible si d == 1. Sinon on prendra ndécessairement les multiples

N
de %‘ Siodone

Py, P P

S -+ i “+ e g = (mod {4~ 1),

la géodésique rencontrera successivement les antipodes Ox, 0O,x, Oy
Il faudra réduire chaque indice par soustraction du plus grand multiple
posible de I14-1.

En définitive ¢l existe 1 4- 1 catégories distinctes de géodésiques fermées
orientées; les géodesiques de la o™ catégorie rencontrent successivement,
en partant de O dans le sens positif, les points antipodes Ox, Oy, Oya, elc.
Celles de la (1 -+ 1)i#me catégorie ne iencontrent aucun point antipode.

On voit qu’il existe p(/4-1) catégories de géodésiques fermées orientees
~contenant tous les point antipodes de O (I, si {4+ 1 est premier).

40. Espaces simplement connexes du type B). En conservant les notations
da n. 11, les ¢ sommets du (I 4+ 1)-édre (I’) sont

0) 1, 0, 0, 0,
1 1

(Ar) Q: Q’ 07 07
i 1 1 1

(4 57 57 o 5
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Le premier est le point antipode de 0. Ceux des paramétres angulaires
de A; qui sont entiers sont

i TPy,
= g, ok g (% 3=1, ..., 9),
b 4 o3 == ou (}\; p= i L., I).

Ils sont au nombre de
4% — (4] + 2)i 4 21%;

par suite le point 4; engendre une variété antipodique (M%) a

2§21 — 20 4- 1) (=2, 3,.., )
dimensions.

Les points homologues de O sont &4 coordonnées entiéres de somme paire;
ceux de 0, & coordonnées entiéres de somme impaire. Les points qui appar-
tiennent & la variété antipodique (M%) ont i coordonnées qui sont des moitiés
de nombres impairs, les autres coordonnées étant entiéres.

Soit une géodésique fermée partant de O; elle arrivera a4 un point de
coordonnées entiéres p;, avec Ip, pair. Si les entiers p; sont tous pairs, ce
sont les doubles de nombres entiers premiers entre eux 4 somme impaire. Si
les entiers p, ne sont pas tous pairs, il sont premiers entre eux.

Supposons & abord les p, premiers entre eux, avec une somme paire; le

point (QJ)‘) appartiendra certainement & 1'une des variétés antipodiques, ef

comme il y a un nombre pair d entiers p, impairs, cette variété antipodique
sera (M?) ou (M*) ou (M*) etc.
Supposons maintenant p, = 2¢,, les ¢; étant premiers entre eux et & somme

impaire. Il v a lieu d’examiner les point (%), (q) et (—g—‘ . Si un seul des
. . . . X 3¢,
entiers ¢, est impair, le point (%‘) et le point (~-§‘ ne se trouvent sur aucune

sont impairs, le géodésique rencontre successivement (M*+Y), 0, et (M)
et elle est partagée en 4 segments égaux.

En résuamé: les géodesiques fermées se partagent en | catégories distinctes,
suivant la premiére vuriété antipodique rencontrée.

Si cette variété est le point antipode O, ou U une des cariétés (M*), la
géodésique 0’ en rencontre pas d’autre et elle est partagée en deux seg-
ments egarp.

varieté antipodique et le point(g,) est I'antipode O0,. Si 24 + 1 =3 entiers ¢;
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Si cette variété est I'une des variétés (M*+Y), la géodésique rencontre
ensuite O, puis de nouveau (M*+4), ef elle est partagée en 4 seqinents égaui.

41, Espaces simplement connexes du {ype C), Nous avons (n. 12) 7 sommets
. . . 1
A, 44, A;; le sommet 4; ayant ses ¢ premiéres coordonnées égales & 5

les autres nulles, Le point 4, est le point O, antipode unique de 0.
Ceux des paramétres angulaires de A4; qui sont entiers sont

=+ 292 (=1, 2,..., 1),
= oy o g (@, B=1, 2,...., 9),
£y T (A, =74 1., D).

Ils sont au nombre de 4i* — 4/ 4 2/°. Par suite le point A, engendre une
variété antipodique (M9 & 44 (I — ¢y dimensions.

Les points homologues de O sont les points & coordonnées entiéres, les
points homologues de .0, sont ceux dont les coordonnées sont des moitiés de
nombres impairs. Les points qui appartiennent & (MY ont ¢ coordonnées qui
sont des moitiés &’ entiers impairs, les antres étant entiéres,

Soit une géodésique fermée partant de O; elle aboutira & un point &
coordounées entieres p;, les nombres p, ¢tant premiers entre eux. Le point

(&) sera ¢videmment, suivant les cas, le point antipode ou un point d’une

2
des variétés antipodiques.
Il existe 1 catégories de gdodésiques fermdes; toules les glodésiques
Jermées rencontrent une rariélé unlipodique et une seule, qui la pariage
en deux parties égales.

42, Espaces simplement connexes du type D), Le sommet A, du (I + 1)-édre
(P) a sa premiére coordonnée ¢gale & 1; le sommet 4, (2 <<i="!—2) a ses ¢
1 .
L les autres étant nulles; les sommets 4,

et A, ont leurs { — 1 premicres coordonnces égales 4 5 la derniére étant

premiéres coordonndes égales

— 5 O 5.
Les points A,, .I,_, ct A, sont les trois antipodes 0,, 0, et O, de O.

Ceux des paraméires angulaires de A, qui ont des valeurs entiéres sont

o s o pp (@, 3=1, 2. 1),

i

B 7 (4 l‘L=L+ Loy D,
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au nombre de 4% — 4/i -1- 2/l - 1), Par suite le point .{; engendre une variété
antipodique (M%) 4 4/ (I — i) dimensions.

Il v a lieu de distinguer maintenant suivant la parité de I:

1° 1 fimpair, Soit une géodésique fermée orientée partant de O; ses
parametres directeurs seront proportionnels & des eutiers p,, 9,,..., p; pre-
miers entre eux,

Si un seul de ces entiers est impair, la géodésique sera partagée en
son miliew par le point 0, (p,, p,,..., ;) ot ne rencontrera aucune autre
variété antipodique.

Si le nontbre des entiers p, impairs est égal & 22 <[ — 3, la géodésique
rencontrera d’abord la variété antipodique (M**) au point de coordonnées Zﬁ—’,

puis reviendra en O,

Si le nombre des entiers p, impairs est égal a4 22 41 (1 <o <<

géodésique fermée rencoutrera d’abord la variété antipodique (MP*+) puis le
point antipode (0,), enfin de nouveau la variété antipodique (A/***') pour revenir
en 0; elle sora partagée ainsi en quatre segments égaux.

Si le nombre des entiers p; impairs est égal & [ — 1, la géodésique ne
rencontrera aucuue des variétés antipodigues.

Si enfin tous les eutiers p,; sont impairs, la variété rencontrera les trois
points autipodes, soit dans I'ordre 00,0,0,0, soit dans 1'ordre 00,0,0,0.

11 existe done ! -1 catégories de géodésiques fermées orientées.

2° I pair. La discussion est analogue a la précédente. La seule diffé-

rence se rapporie aux cas olt le nombre des entiers p, impairs est égal
al—1oual

Si [ — 1 des entiers p; sont impairs, la géodésique est partagée en son
milieu par le point antipode O,.

Si les entiers p; sont tous impairs, la géodésique est partagée en son
milieu par I’un des deux points antipodes 0, ou 0,.

Il existe donc dans ce cas [ catégories de géodésiques fermées orientées;

3

toutes les géodésiques rencontrent I ou 3 variétés antipodiques.
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CHAPITRE III

LES GROUPES SIMPLES COMPLEXES KT LES ESPACES DE RIEMANN
\ COURBURE NEGATIVE ASSOCIES

[. Les espaces de Riemann
attachés aux groupes simples complexes.

43. Nous avons étudi¢ dans le chapitre précédent les espaces de RiEMANN
représentatifs des groupes simples unitaires (& paramétres réels). Ces espaces
sont 4 courbure riemannienne partout positive ou nulle.

A chacun de ces espaces correspond un autre espace de RIEMANN au
méme nombre de dimensions », mais & courbure riemannieune ndgative (ou
nulle). Le groupe d'isotropie de ces nouveaux espaces est identique & celui
des premiers espaces, mais leutr groupe continu d’isométrie, au lieu de se
décomposer en deux groupes simples & ;- paramétres réels, est un groupe
simple & » parameétres complexes (20 paramétres réels).

44. Partons d une structure simple dounée et choisissons s+ transformations
infinitésimales de base X,,..., X, engendrant un groupe unitaire (avec coeffi-
cients de structure réels). Le groupe complexe sera engendré par les trans-
formations infinitésimales ¢, X; avec des coefficients ¢; complexes arbitraires.
Nous dirons que deux transformations dans lesquelles les coefficients e, sont
complexes conjugués sont elles-mémes complexes conjuguées. Une transfor-
mation sera purement imaginaire si les coefficients e¢; sont tous purement
imaginaires.

Les racines caractéristiques d’ une transformation infinitésimale réelle
étant purement imaginaires, celles d’ une transformation infinitésimale purement
imaginaire seront toutes réelles. Par suite la matrice 7' du groupe adjoint
(complexe) engendrée par la transformation considérée a toutes ses racines
caractéristiques réelles et positives; la matrice S qui représente la transfor-
mation infinitésimale est donnée sans ambiguité par la formule

N=log T,

ou on donne aux logarithmes des racines caractéristiques de 7' leurs détermi-
nations réelles (!). On voit immediatement que 7 n’admet qu une transfor-

() Voir E. $1upy-E. CARTAN, Nombres compleses, (ncyel. Se. Math., 15, n.° 31, pp. 158-440).
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mation infinitésimale gépératrice purement imaginaire, Nous dirons que les
matrices T considérées du groupe adjoint continu sonf purement imaginaires;
elles sont caractérisées par la propriété que la matrice 7' imaginaire conjuguée
de T est égale a4 1.

Toute matrice purement imaginaire 7' est définie d’ une maniére bi-univoque

, (23 .. . . .
par les » nombres réels " ohtennus en divisant par ¢ les coefficients e« de sa

transformation infinitésimale génératrice. L’ espuce & des malrices T est done
simplement connexe, puisqu’ il admet une reprisentation bi-univoque sur I es-
pace euclidien a4 » dimensions. Ce n’est pas un espace de groupe, car les
matrices T n’engendrent pas un groupe.

45. Considérons 1’ espace, & 2/ dimensions, & counnexion affine sans torsion
du groupe adjoint complexe. Le lieu & des points représentatifs des matrices
T est une variété totalement géodésique de cet espace ('). En effet les »

transformations infinitésimales génératrices des matrices 1
v r v r v
U,=1iX,, U,=iX,,.. U,=IiX,
jouissent de la propriété que les transformations
(UL Un)

sont des combinaisons linéaires (& coefficients réels) des ;. Comme d autre
part les transformations isomorphiques de 1'espace du groupe adjoint complexe
laissent invariaunte la forme quadratique ¢{e), ou on regarde les ¢; comme des
quantités complexes, et que cette forme quadratique, quand on se déplace ie
long de &, est définie positive, la variété totalement géodésique & est un
espace de RIEMANN. Les isométries de cet espace sont formées des isomorphies
de 1’espace total qui laissent la variété & invariante. En particulier toutes les
isométries qui laissent invariant le point origine s obtiennent en transformant
T par une transformation du groupe adjoint unitaire, combinée ou non avec
une symétrie par rapport a 1 origine:

T = R—'TR,
T =R—'T'R,

R désignant une matrice arbitraire (réelle) du groupe adjoint (mixte) unitaire.

(Y E. CARTAN, La (déoméirie des groupes de transformutions, (J. Math., t. 6, 1927, pp. 71-75),

Annali di Matemarica, Serie 1V, Temo 1V, 32
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Pour obtenir les autres isométries, considérons d’abord la symétrie par
rapport a4 un point ¥, de 'cspace; elle se traduit analytiquement par la
relation

ryy — Y rpr—
V= 17T11,.

Cela posé, les isométries qui aménent 1’ origine en 7 s’ obtiendront en effectuant

successivement une rotation autour de 1’ origine, puis une symétrie par rapport
1
au point 72, On aura donc les deux familles

L 1
T"= T2 R, TR, TP,
1

1
T'=T@ R~ T RT2.

Chacune de ces familles se décompose éventuellement, si elle n’est pas
continue, en deux ou six familles continues.

Toute isométrie peut étre regardée comme définissant une transformation
du groupe adjoint mixte complexe, considéré conune & 2r paramétres réels.
11 contient deux fois plus de familles distinctes que le groupe adjoint ‘mixte
du groupe considéré comme & parametves complexes indivisibles; cela tient
&4 ce que dans le premier cas il est permis de considérer la transformation
d’un paramétre complexe en son paramétre complexe conjugué, ou, ce qui
revient au méme, de la transtormation R7T dans la transformation conjuguée
RT-' (ce qui correspond & la symétrie par rapport au point origine).

46. Le déplacement défini par

1

i
T'=T21T?,
qui résuite de deux symétries successives par rapport au point origine et au

1
point T2, fait évidemment partie du groupe continu des déplacements; quand
on prend pour 7, les matrices finies engendrées par une méme matrice infini-
tésimale purement imagiunaire, on obtient un déplacement coutinu dans lequel
la géodésique (C) joignant I origine au point 7|, glisse sur elle-méme de maniére
que tout vecteur issu d’un point de cette géodésique se déplace parallélement
a lui-méme, au sens de LEVI-CIviTA. On pourrait donner & un tel déplacement
le nom de fransvection de base (C).

Cela posé, lout déplacement de U espace & peut étre décomposé d’ une
maniére et d’ une seule en une rotation (isomélrique) autour de O et une
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transvection ayant pour base une géodésique issue de O. En effet 1’ égalité,

quel que soit T,
i H 1 1

T2R,~TR,TE=T'2R TR T2,
donne, en faisant T==1,
r,=1,;
on a ensuite
R,R~'T=TR R,

ce qui prouve que la matrice R',R,~' est échangeable avec toutes les ma-
trices T, ¢’ est-a-dire avec toutes les transformations infinitésimales du groupe;
¢’ est donc la matrice unité, et R, = R,.

47, Le groupe continu des déplacements (lie I’ espace & est isomorphe au
groupe engendré par les transformations R,T,> du groupe adjoint complexe,
produit d’une matrice réelle par une matrice purement imaginaire. Si on pose

1
0=R,T,°2
et si on désigne par O la matrice imaginaire conjuguée de 8, on a

H

0=R,T, °
Par suite les transformations isométriques de § sont de I’une des deux formes
T'=08-178,
T = 81716,

en désignant par © une matrice arbitraire du groupe adjoint (mixte) complexe.
Les transformations ® formant nécessairement un groupe, ce groupe ne peut
étre gue le groupe adjoint complexe, dont foufes les transformations sont

1
ainsi réductibles a la forme ©. = R T2

I1. La topologle des groupes simples complexes.

48, Les résultats précédents nous permettent d’ étudier la topologie du
groupe adjoint continu complexe. En effet chacune de ses transformations
étant décomposable d’ une maniére et d’une seule en une transformation du
groupe adjoint unitaire et une transformation 7, tout contour fermné tracé
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dans le domaine du groupe se raménera, d’une maniére et d’ une seule, & un
contour fermé tracé dans le domaine du groupe adjoint unitaire et & un contour
fermé tracé dans 'espace & et formé des points transformés de O par les
diftérentes transformations 7%

I espace & étant simplement connexe, le second contour fermeé est toujours
réductible & zéro. Par suite l¢ groupe de connevion du groupe adjoint com-
plexe est identique au groupe de connexion di groupe adjoint unitaire.

Plus généralement, tout groupe linéaire & » paramétres complexes de Ia
structure donnée admet le méme groupe de connexion que le groupe lindaire
unitaire correspondant. Il ewiste donc lowjowrs wn groupe lincaire d puara-
metres complexes, simplenient connexve, udineltant une structure infinité-
siinale simple donnde.

1. Les géodésiques et la trigonométrie des espaces 6.

49, La distribution des géodésiques de U espace & est extrémement simple.
Il passe en effet par deux points quelconque de & une géodésique et une seule,
Ii suffit de le démontrer pour le point origine G ct un autre point guelcongue
A correspondant & une matrice 7. Le point 7% quand ¢ varie de 0 & 1, décrit
une géodésique, et ¢ est la seule qui passe par O et 4, car 7' ne posséde
qu’ une transformation infinitésimale génératrice,

On peut du veste se demander si cette double propriété de U espace &
n’ est pas lie ndcessaivement & la double propriélé qu’ il posséde &’ éére
simplement connexe el d’aroir su cowrbure riemannienne partout négative
ou nulle.

Une conséquence importante peut étre tirée de ce qui précede, ¢'est la
non-ewistence d’ antres forines de Klein pour I’ espace 6. Sinon en effet, il
existerait au moins une isométrie de & échangeable avec tous les déplacements
de Uespace & et ne laissant aucun point fixe; soit alors A le point dans lequel
cette isométrie transforme le point 0. Toute rotation isométrique autour de 0
devrait laisser invariant le point 4, par suite la géodésique 04 ; et il n’ existe
aucune direction invariante par toutes les transformations du groupe d’ isotropie:
sinon il existerait une transformation infinitésimale (purement imaginaire) du
groupe ¢changeable avec toutes les autres, ce qui n’est pas.

50. Tl est facile d’indiquer une relation donnant toutes les formules de la
trigonométrie de I'espace &, et faisant intervenir cing des six éléments d’un
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triangle géodésique OAB. Soient en effet 7'y et T les matrices représentées
par A et B; solent a et b leurs modules (longueurs des cotés 04 et OB); leur
produit scalaire 77| 7', (qui n’est autre que la quantité — Ze.e, relative a
leurs deux transformations infinitésimales génératrices) est égal a ab cos 0.
Transportons par parallélisme le segment de géodésique AB de A en 0 le
long de la géodésique A0; nous obtenons un segment de géodésique égal

OB, avec
1 I
7'3' == ’1’,1 z ’1':’114 B

Dans cette formule fondamentale on a

Tyl=04=ua, |Ts|=0B=0b, |Tp|=AB=c:

Tyl Tg=abeos 0, T,|Ts=— abcos A.

s
£ 2

Si en particulier les matrices 7’4 et T sont échangeables entre elles, ce
qui revient & dire que ‘les points 4 et B sont dans une méme variété J,
issue de 0, on a
Ty =TTy,

et les formules de la trigonométrie sont les mémes que dans le plan euclidien.
fei la variété F, est un vrai espace euclidien simplement connexe illimité.

IV. Les quatre grandes classes d’espaces &.

51. 1l ne sera pas mauvais, aprés ces géuéralités, de passer en revue les
guatre grandes classes de groupes simples et de donner des interprétations
géomeétriques concrétes des espaces & correspondants. Un remarque générale
peut étre faite d’ abord.

Considérons un groupe linéaire unitaire particulier, & 2 variables; nous
savous qu'il laisse invariante une forme d HERMITE définie positive F, (')
Lorsqu’on applique les substitutions du groupe linéaire, aux » paramétres
réels desquelles on attribue des valeurs complexes quelconques, la forme
& HERMITE F, est changée en une autre forme & HERMITE défiinie positive F

(1) Ce théoréme est dft & H. Warr qui en a moutré, dans les mémoires prédécomment
cités, Vimportance dans la théorie de Ia représeniation des groupes semi-simples par des
groupes linéaires. Voir une autre démonstration dans mon mémoire, déja cité: Les tenseurs
irrdductibles, ete. (Bull. Sec, Math., 2éme série, t. 49, 1925, pp. 182-159).
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dépendant essentiellement de » parameétres réels. L’ espace de ces formes
&' HerMiTE est identique & D'espace 8. On aura une représentation concréte
plus ou moins simple suivant le groupe linéaire unitaire choisi.

82. Le cas le plus simple qui puisse se présenter est celui du groupe
simple & J paramétres complexes, par exemple le groupe des transformations
homographiques complexes d’'une variable complexe. Si nous prenons ici pour
groupe unitaire le groupe des rotations autour d’un point fixe, les matrices T
représentent les rotations vutouwr d un awe réel d’ un angle purement ima-
ginaire. En ufilisant les paraméires d’ EULER-OLINDE RODRIGUES, chague ma-
trice 7 est définie par quatre nombres réels g, A, n, v satisfaisant 4

by

PN =1 (6> 0).

On obhtient 1’ espace hyperbolique & trois dimensions, dont le groupe con-
tinu des déplacements est en effet isomorphe au groupe des transformations
homographiques complexes d’ une variable complexe (avec un indice de con-
nexion égal & 2),

53. Le cas général du type A) conduit & 1'espace & des formes d’' HERMITE
définies positives 4 -+ 1 variables, & discriminant égal 4 1. Cet. espace est
& ({ 4+ 1% — 1 =1l + 2) dimensions. Toute transformation infinitesimale unimo-
dulaire laissant invariante la forme 4’ HERMITE

XL, & Loy~ vvis + B D4y
est homologue & une transformation de la forme
i<aiwipl -+ A, 0,y e aH-iwl-le—H) (zat == O)r

les coefficients «, étant réels. Par suite toute matrice T est réductible a la
forme diagonale

.....

0 0.... &%+

Toute géodésique de 1l'espace & est, par un déplacement convenable,
réductible au lieu des formes d' HERMITE

e &, + ML, L, A o - €M Ly Xy
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Si i'on suppose, ce qui est le cas général,
A > Ay > 0 > Ay > Ay,

le point de la géodésique qui est & linfini négatif (s = — o) est le point
représentatif de la forme o’ HErRMITE dégénérée x,,,@,,,, et le point & Iinfini
positif représente la forme d’ HERMITE dégénérée w,x,.

Dans U espace projectif des formes d' HERMITE & [+ 1 variables, I’ espace
& est limité par les variétés représentatives des formes d’ HErMITE dégénérées,
mais jamais négatives; ces variétés constituent ' absolu et toutes les géodé-
siques ont deux points & I'infini sur I absolu.

54. Dans le cas des types B) et D), on peut prendre pour groupe unitaire
le groupe réel d’ une forme quadratique réelie définie positive, ou le groupe
des rotations aulour de I’ origine dans un espace euclidien & n dimensions.
1 espace & sera par exemple celui des formes d’ HERMITE définies positives
obtenues en appliquant a la forme

T2, -+ B8, + s+ By,

une rotation autour d’éléments plans réels, mais d’ angles purement imagi-
naires. Toute géodésique pourra, & un déplacement prés, s’ obtenir en appliquant
4 la forme d’ HERMITE considérée la rotation

l

%' = w,chla,,s) — {w,shia,,s),
&', =t sh(a,,s) + x,chia,,s),
x'y = w,ch{a,,s) — ix shia,,s),

{}0" = ix3sh{a3,s} -+ xgch(aaas)f

I

L R T T T S S S SR

avec les coefficients réels a,,, a,,,..., tels que la somme de leurs carrés soit
égale & 1. On obtiendra alors les formes d’ HERMITE

ch(2a,,8) (a2, + a,2,) + ish2a,,8) (@2, — X,2,) 4 ....
Si on suppose par exemple
aig > a’;ﬁ > 0; aﬁﬁ e e O,
la géodésique commencera (pour s= — oc) & la forme d' HERMITE dégénérée

X2y = 2,0, — (@20, — @,2,) = (@, + ix )@, — ix),
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I

et se terminera (pour s = - oc) 4 la forme d HERMITE dégénérée
XX, A 0, (0,2, — 2,2,) = (0, — (2,) (@, 4 (2,
53, Dans le cas du type (), on peut partir du groupe unitaire qui laisse
invariantes la forme quadratique extérieure
feoe,l 4 [ | 4 s = [y 0%]
et la forme d’ HErMITE deéfinie positive
L, Xy, e - 2,00y,

L’ espace & sera par exemple celui des formes d’HErMiTE définies posi-
tives dans lesquelles est transformée la forme d’HERMITE précédente par une
substitution linéaire complexe arbitraire laissant invariante la forme quadra-
tique exteérieure.

Toute transformation infnitésimale du groupe unitaire est réductible &
la forme

e'a,g(;,vi?)‘ - wz'p‘z) -+ f";“(»l’:;% - "UJ);) A Uy 2‘Z(szlw1pzl—z - W‘zlg}ee')'

Il en résulte que toute géodésique pourra, & un déplacement prés, étre
regardée comme le lieu des formes 4’ HERMITE

GRS @ A ¢, A e b Q0T e T e e
avec

2 2 g __
Uy @ty =1
La quantité s désigne U'abscisse curviligne, Si Uon a
Uy 2> Oy = o 2> gy 9 > 0,
le point & Uinfini négatif sur la géodésique est la forme ' HERMITE dégénérée
2,%,, tandis que le point & I'infini positit est x,x,.

On remarquera que dans les exemples précédents il ewiste cn général

une infinité de géodésiques se coupant awx deux mémes poinls & Uinfini.




