Sulla definizione di integrale delle funzioni di una variabile

di GiusepPE ViTaLl & Padova

In una recente pubblicazione (') il prof. BEPPO LEVI presenta a scopi
didattici una nuova definizione di integrale di funzioni limitate a proposito
della quale scrive (%):

« Per le funzioni misurabili Uintegrale quale & qui definito coincide col-
« J'integrale di LEBESGUE: ma resta dubbio se non sia possibile immaginare
« I’ applicazione della definizione a funzioni non misurabili ».

To dimostro che effettivamente la definizione del LEVI é del tutto equi-
valente a quella di LEBESGUE.

Nella esposizione 1o rinuncio ai vineoli di linguaggio che il LEVI si impone
per i fini didattici del suo lavoro.

1. It Levi definisce dapprima !’ integrale superiore delle funzioni limitate
e > 0 nel modo seguente:

« Sia f{x) una funzione di variabile reale limitata e > 0 definita in un
« intervallo (a, b), a < b.

« Consideriamo una successione di segmenti di (a, &)

(1) 5, 5

1 EEREEY

<« e una successione di numeri reali e >0

(2) h,, h

17 270%er

« tali che per ogni x di (@, b) esista un numero intero positivo », per cui « appar-
« tenga a 3, o come punto interno o come punto estremo, e sia flw)=<h, (*).

) Beppo Livi, Sulle definizione dell’ integrale. (« Aunali di Matematica pura ed appli-
cata », serie 1V, tomo I, 1923-24, pp. 58-82).

?) Loe. cit., p. 58.

(3) Nomn & escluso che la suceessione (1) consti di un numero finito di elementi. Pero
in questo caso anche la (2) deve intendersi finita e contenente un numero di elementi uguale
al numero degli elementi di (1).
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« Formiamo poi la somma

(3) En dn ‘ }2"

« nella quale d,, indica il numero assoluto che misura la lunghezza di 3,,.

« Il limite inferiore delle somme (3) corrispondenti alle varie coppie di
« successioni (1) e (2) che soddisfano alle condizioni sopra richieste si chiama
« integrale superiore di f{x) da a e b e si indica con

b

|z > )

a

Sia ¢ il limite superiore di f(x) in (a, b), e per ogni y positivo e =< ¢
si indichi con e(y) la misura esterna (*) del gruppo dei punti di (¢, ) per
cai flw) > y.

E evidente che ¢(¢)=0 ed ¢0)=15 — a.

La e(y) ¢ una funzione monotona della y e quindi integrabile secondo
RieMANN in (0, o).

Dico che

“h ¢
5/(m>dw =6fe(y)d:u-

(Y Veramente il Luvi anziché considerare le successioni (1) e (2) considera due gruppi
in corrispondenza biunivoea, che possono quindi avere anche una potenza maggiore del
numerabile ; prende dal 1° gruppo un numero finito qualunque di segmenti

By Bypen Bn
e 1 corrispondenti numeri

hey hoyey P
del 2° gruppo, calcola il valore dell’espressione
dihy + dyhy - . Aoy,

¢ considera il limite superiore § del valori che per querta via si possono ottenere, guindi
nella definizione di integrale superiore fa compiere alla § la stessa parte che la (3) compie
nella definizione che ho dato nel testo.

Si pud perd notare che nella definizione hanno importanza solo le § finite e che una 8
non pud essere finita che quando i gruppi assunti dal Levi in luogo delle successioni (1) e (2)
hanno una pofenza non superiore a quella del numerabile.

{(?) Per misura esterna e per misuwra inferna si intende ¢id che con guesti nomi & stato
indicato dal LEBESGUE a pag. 104 del suo (rattato Legons sur I’ integration et la recherche
des fonctions primitives, 1904, Paris, Gauthier-Villars.

La misura esterna & I estensione minima dellan nota: G. Vevarnr, Swi gruppi di punti.
(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XVIII, (1904), pp. 116-126),
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Dim. Sia r un qualsiasi numero intero >0, e si ponga

?/i == Z ; (l:O, 1, 2,..., 7'),

cosicché in particolare y, =0, y, =c.

Indico con G, (=0, 1,..., ») il gruppo dei punti di (a, d) per cui f(x) > y,.

La misura esterna di ogni G, é allora data da e(y,).

Consideriamo ora una qualsiasi coppia di successioni (1) e (2) e indichiamo
con p; la somma delle lunghezze dei segmenti di (1) a cui corrispondono
numeri di (2) maggiori di #,;. Siccome ogni punto di (; appartiene ad uno di
questi segmenti (v. Def.), sara

B = e(y,) =0, 1, 2,.., n),
e quindi

Zadyhy = Wp—y* Yp—y + (F’r—g — !-"1-—1)?/;'——2 + ...+ (l"'i - !"'g)yo
- P'r—-l(yr——i - yr—z) -+ }Lr—z(yr—e — ?/r—s) + .+ l""i(yi - yo)
= e Yr— NYr—y — Yr—y) + e(Yr—o ) Ypr—y — Yr—g) + oo+ e(yi)(?/x — Yo)-

Quest’ ultima sommatoria col tendere di »* all’co tende a

[

fe(y)dy,
Q
dunque
Zadnhn =\e(y)dy,
0
e infine
b ¢
(4) ffende =ewy.
a 0

Sia ora ¢ un numero >0 piccolo a piacere. E possibile includere i punti
di G,_, in un sistema I',_, di segmenti le cui lunghezze abbiano una somma
minore di e(y,_,) + ¢. I punti di G,_, che non appartengono ad alcun segmento
di T,_, formano un gruppo che ha una misura esterna che non supera
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e(Yy—y) — e(Yp—,) (), e quindi si possono includere in un sistema TI',_, di
segmenti le cui lunghezze abbiano una somma minore di e(y,_,) — e(y,_,) +¢.
I punti di G,_, che non appartengono ad alcuno dei segmenti di I, _, e di
I',_, formano un gruppo che ha misura esterna che non supera e(y,.,) — e(Y,.,)
e quindi si possono rinchiudere in un sistema I',_, di segmenti le cui lunghezze
abbiano una somma minore di e(y,_,) — eé(y,_,) + €, e cosi via.
Ordiniamo i segmenti di

r,_,, Ih_,,., T,

in una successione come (1) e costruiamo una successione (2) in modo che ad
ogni segmento di I',._, corrisponda il numero y,, ad ogni segmento di I',_,
corrisponda il numero y,_,, ad ogni segmento di T,_, corrisponda il nu-
mero y,_, e cosi via.

Le successioni (1) e (2) cosi formate soddisfano alla condizione che per
ogni x di (a, b) esiste un numero intero positivo » per cul a appartiene a 3,
e sia fley=h,.

Per tali successioni &

Sl o < [y ,) + ey A [AYry) — €lyy_,) + €Y,y +
+ [0 —g) — eWr—y) -+ Yy 4 o - [e(y,) — e(y,) + €y,
=eYr—) (Yr —Yr—) F+ (Yr—g)* Wr—y — Ypr—g) + -
+e(y,) (Yo —Y) + ey (Y, — Yo) + Y, + Yo+ +Yr)

r—1
< ;03(?/5) WYiaey —Y) F 71 e-c.

(1) Cid & conseguenza del teorema:

Se G ¢ un gruppo di punti di misura esterna o, se ' & un sottogruppo di G di misura
esterna ¢ e se T' & un gruppo di segmenli racchiudente ', il gruppo G” dei punti di G che
non appartengono a qualche segmento di I' ha misura esterna <<e — ¢,

Questo teorema si pud dimostrare come segue :

Per ogni ¢ > 0 si pud includere G in un sistema A (i segmenti le cui lunghezze abbiano
una somwma < e+ 0. I punti appartenenti a qualehe segmento di A formano un gruppo Q
misurabile di misurn <<e -6, I punti comuni ad un segmento di T e ad uno di 4 formano
nn gruppo misurabile di misura == ¢/, perché questo gruppo contiene @

I punti di 2 che non appartengono ad aleun segmento di T' formano allora un gruppo
migurabile di misura =<<(e+0) — ¢ =(e—¢) + 3. Il gruppo G” & sottogruppo di questo,
quindi la misura esterna di @7 & << (e — €y + 3. Cid per ogni 5, dunque In misnra esterna
di G 6 <e—eé. e, d. d.
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Scelto poi un % >0 piceolo a piacere, si pud prendere » cosi grande per cui

r—1

3 oY) Wors — ¥ < felyy + ]
=0 4

e poi & cosi piccolo per cui

9'-s-c<?

5"
Allora risulta

¢

Zpd, Ry, <je(y}dy + 7,

9

e quindi é certamente

J flw)de < Oj e(yly.

Da questa disuguaglianza e dalla (4) si ricava

B ¢
®) jf(m)dm: o)Ay . e. d. d.
] 0

Si osservi inoltre che se e(y) indica la misura esterna del gruppo di punti
di (a, b) in cul flx)=y & e(y)=e(y) &, per ogni ¢ >0, e(y)<<e(y —¢), cosi che

e

(6) Je(y)dy <\e(y)dy
]

0

ed inoltre

[

£ ¢
fé(y)dy <\e(y)dy + | ey —e)dy.
0 0 5

Ma

dy)<b—a
e quindi

j ely)dy < (b — a),
4]
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inoltre

[ c—E

fe(y — e)dy = |e(y)dy < J e(y)dy,
0 0

dunque

¢ ¢

j e()dy < ¢(b — a) + [ey)dy,
Q

0

e, poiché ¢ pud essere piccolo a piacere,

[ [4

jé(y)dy < \ewiy.
0 [}

Da questa disuguaglianza e da (6) si ricava

4 ¢

Je(y)dy =OJ e(y)dy

e quindi anche
N o

() jf(w)dw =\ew)dy.
a 0

Si ha cosi il

TEOREMA. Se f(X) ¢ una funzione limitata e >0 in (¢, b), a < b, se e(y)
é la misura esterna del gruppo dei punti di (a, b) in cui f(X) >y, se e(y) &
la misura esterna del gruppo di punti di (a, b) in cui f(X)=Yy, se infine c é
il limite superiore dei valori di f(x) si ha:

T c c
jf(w)dx :Je(y)dy =|e(y)dy.
a 0 0

2, Sia ancora f(x) >0 in (a, b), @ < b, ed m indichi un numero positivo
a piacere. Poniamo

f(@) = fla) +

ed indichiamo con e,(y) la misura esterna del gruppo dei punti di (@, b) in
cui f,(x)>y. E evidentemente

e,(y -+ m)=-e(y),
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e quindi

m-+-¢

J (y)dy —J e(y)dy —ff(w)dw
Poi & "
M+ m--¢

jﬂ(w M = e(ydy-—j (wy + e(y)dy—-j (w¥y +jf(w

Inolire per y<<m ¢é e,(y)==5b—a e quindi

m

fetway=me —a)
0
dungque

) b
J £ (@)da = mib — a)+ j fla)dem,

o anche

) b
J f(@)+ mldx = m{b — a) +jf(a:)dx.

Da questa relazione si ricava come fa il LEVL (*) che se f(x) é una fun-
zione limitala (non piu necessariamente > 0), qualunque sia il numero m
tale che in tutto (a, b) sia £(X)+ m > 0, I’ espressione

b
j [f(2) 4+ m)dx — m(b — a)

ha sempre lo stesso valore,

Questo valore si chiama, secondo il Levi, 1'integrale superiore di f{x)
da a a b e si rappresenta con
)
jf(a:)dm
a

Cosl resta definito 1'integrale superiore di ogni funzione limitata.

(!) Loe. cit., pag. 66.
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3. Sia ora [f{z) una funzione limitata in (a, b) e sia m un numero maggiore
del limite superiore di |f(x)| in (a, b).
Poniamo

f{x) = flz} + m.

Indichiamo con e,(y) la misura esterna del gruppo dei punti di (a, ) in
cui f,(x) >y, con e,(y) quella del gruppo dei punti in cui f(x)=y, con e(y)
quella del gruppo dei punti in cui f{z) >y e con e(y) quella del gruppo dei
puntl in cui fle) = y.
E evidentemente
e(y)=ely —m)

e(y) = E(g/ — ).
£ inoltre

2m 2m

B
Jﬂ(wﬁdw =\e,(y)dy zj?f,(mdy,
a 0 0

perché per y maggiore del limite superiore di 7,(x) & e,(y) =e,(y)=0.
Dunque

b 2m 2m
jfi(w)dm =\e(y — m)dy =|e(y — m)dy,
a Y Y]

e, mutando y — m in y, si ha quindi

T m n
[fiwin= {ewiy = [eway.
E poi

b

b
jf(w)doa ::J.f‘(w)dw — (b — @),

&
e percid

m

)
f floe)doe = Ve(y)dy — m(b — a)

e FEY
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ed anche
) m
j Aoyl = j e(y)dy — m(d — a) ().

4. 11 Levi chiama poi integrale inferiore di una funzione limitata f{x)
in (a, 6) e lo indica con

jf(w)dw

il contrario dell’integrale superiore da a a b di — f(x). Cosiche

ff(w)dw = —j[— f(o)lda.

Allora se m & un numero maggiore del limite superiore di |f(«x)| in (a, ) &

b m

ff(x)dm = —Jg(y)dy + mb — a)y=mb — a) — Z(—— y)dy

a —m

dove ¢(y) indica la misura esterna del gruppo di punti in cui — flr)=y
cioé in cui flw)<< — v.
Indicando con i(y) la misura interna del gruppo dei punti in cui flx)>y
si ha allora
i(y) = (b — a)—&(—y)
e quindi
Y—y)=(b—a)— iy

(!) Questo risultato si potrebbe anche enunciare dicendo che

b

m
!f w)da =fgw)dy =y,

a —m —m

m

dove g(y) & la funzione che per y >0 indica la misura esterna del gruppo di punti in cui
Sf@ >y e per y<O0 la contraria della misara internn del gruppo di punti in cui fix) =<y,
¢ dove g(y) & la funzione che per y >0 indica la misura esterna del gruppo di puanti in
cul f(z)==y e per y <0 la contraria della misura interna del gruppo dei punti in cui f(x) <y.
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e percio

b m
j flor)dw = j [i(y) — (b — a)dy + m(b — a)

:jz’(y)dy —2m(b — a) + m(b — a)

=\iy)dy — mb —a) ().

—m

5. Se f(x) & una funzione limitata in (a, b) e se
T: b
[z = feyia

si dice col LEVI che f(x) & integrabile in (a, b), e il valore comune dei prece-
denti integrali si chiama integrale di f(x) da a a b.
Allora se f(x) é integrabile &

fe(y)dy =ﬂ(y)dy,

dove m indica un qualunque numero maggiore del limite superiore di | f{x)]
ed e(y) ed i(y) hanno lo stesso significato che nei n.t 3 e 4.
Evidentemente per ogni y &

ey) — i(y) = 0.
Dico che & sempre
e(y) — i(y) =0

ossia che [f(x) & misurabile (?).

(") Questo risultato pud essere anche enunciato dicendo che
m

b
jf (»)dx ——-jv(y)dy,

—m

dove y(y) & la funzione che per y > 0 indica la misura interna del gruppo dei punti in cui
flr) >y e per y==0 la contraria della misura esterna del gruppo dei punti ic cui f(x)=<y.
(3) Vedi LEBESGUE, loc. eit.
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Infatti, poiché

fiew) — iwray =0 ea et)— i =0,

m

non pud esistere un segmento in cui sia sempre

e(y) — i(y) > 0,

e quindi, qualunque sia y, si pud trovare una successione decrescente

Yoo Yy Yssee

avente per limite y e tale che per ogni n sia

e(Yn) — UYn) =0
e tale quindi che sia misurabile il gruppo G, dei punti in cui f() > Y.
Il gruppe G dei punti in cui f() >y & I'insieme dei punti appartenenti
a qualche (f, e quindi deve essere misurabile.
Si conclude che, qualunque sia y, il gruppo G dei punti in cui f(x) >y
¢ misurabile e che quindi la funzione f{x) & misurabile. c. d. d.
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