
Sulla definizione di integrale delle funzioni  di una variabile 

di GIUSSPPI~ VITALI, 9. Padova 

In  u n a  r e c e n t e  p u b b l i c a z i o n e  (~) il prof'. BEPPO L E v i  p r e s e n t a  a s cop i  

d ida t t i c i  u n a  n u o v a  de f in iz ione  d i  i n t e g r a l e  di funz ioni  l i m i t a t e  a p r o p o s i t o  

de l l a  q u a l e  s c r i v e  (*): 

P e r  le funz ion i  m i s u r a b i l i  l' i n t e g r a l e  q u a l e  6 qui  def in i to  c o i n c i d e  col-  

. l ' i n t e g r a l e  di LEBESGUE: m a  r e s t a  d u b b i o  se  non  s ia  poss ib i l e  i m m a g i n a r e  

l ' a p p l i c a z i o n e  de l l a  de f in i z ione  a funz ion i  non  m i s u r a b i l i  , .  

Io  d i m o s t r o  c h e  e f f e t t i v a m e n t e  la  de f in iz ione  del  LEVI 6 del  tu t to  equi -  

v a l e n t e  a q u e l l a  di LEBESGUE. 

N e l l a  e s p o s i z i o n e  io r i n u n c i o  ai  v inco l i  di l i n g u a g g i o  c h e  it LEVI si i m p o n e  

p e r  i fini d ida t t i c i  de l  suo  l a v o r o .  

1. I1 L E v i  de f in i sce  d a p p r i m a  l ' i n t e g r a l e  s u p e r i o r e  de l lc  funz ion i  l i m i t a t e  

e > 0 ne l  m o d o  s e g u e n t e :  

S ia  f ( x )  u n a  f u n z i o n e  di v a r i a b i l e  r e a l e  l i m i t a t a  e > 0 de f in i t a  in un  

• i n t e r v a l l o  (a, b), a < b. 

• C o n s i d e r i a m o  u n a  s u c c e s s i o n e  di s e g m e n t i  di (a, b) 

(1) $~, $~, .... 

e u n a  s u c c e s s i o n e  di h u m e r i  r e a l i  e > 0 

(2) h~, h.,, .... 

• tal i  che  p e r  ogni  x di (a, b) e s i s t a  un n u m e r o  i n t e r o  p o s i t i v o  n, p e r  cui  x a p p a r -  

,, t e n g a  a $,, o c o m e  p u n t o  i n t e r n o  o c o m e  p u n t o  e s t r e m o ,  e s i a f ( x ) ~ h ,  (:~). 

(t) B~'.PPO L~'~vI, Sulla definizione dell' integrale. (~ Annali di Matematica pura ed ttl)pli- 
cata ~, serie IV, tomo I, 1923-24, pp. 58-82). 

(~) Loc. cit.~ p. 58. 
(3) Non ~ escluso che la successione (1) consti di un nunmro finito di elementi. Perb 

in questo caso anche la (2) deve intendersi finita e contenente un numero di elementi uguale 
al numero degli elementi di (1). 
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,, Fo rmiamo  poi la somma 

(3) ~ .  d , , .  h .  

• nella quale d,, indica il numero  assoluto ehe misura  la lunghezza  di 8 . .  

• I1 l imite inferiore delle somme (3) corr ispondent i  atle varie  coppie di 

suecessioni (1) e (2) che soddisfano alle condizioni sopra r ichieste si ch iama 

integrale sttperiore eli f(x) da a e b e si indica con 

b 

j 'f(x)dx ~ ('). 

Sia c i l  l imits  superiore  di f(x) in (a, b), e per ogni y positivo e ~ c 

si indiehi con e(y) la misura  es terna  (~) del gruppo dei punti di ( . ,  b ) p e r  

cui f(x) > y. 
1~ ev iden te  che e(c)~0 ed e (O)~  b -  a. 

La  e(y)6 una funzione monotona  della y e quindi integrabi le  secondo 

RIEMANN ill (0, C). 

Dico che 

f f(x)dx : [e(y)dy. 
a 0 

(t) Veramente  il l,~'~vl anzich6 considerare le suceessioni (1) e (2) eonsidera due gruppi 
in eorr ispondenza biunivoca,  ehe possono qu ind i  avere anche una  potenza maggiore del 
n u m e r a b i l e ;  prende dal 1 ° gruppo un munero  linito quahmque  di segment i  

~t.~ 52~...~ ~n 
e i eorr ispondonti  humer i  

hi, h2,... , h,~ 

del 2 ° gruppo, ealeola il  valore delPespress ione 

d~h~ + d2h ~ + .... + d,~h,~ 

e considera il  l imi te  superiore S dei valori  ehe per questa via si possono ottener% quindi  
nella, definizione di in tegrMe superiore f~L eompiere "tlla S ta s~;essa parte e h e l a  (3~ compie 
nel la  definizione the  ho dato nel  testo. 

Si pub perb nota te  che nel la  definizione hanno imporl.anza solo le S finite e che una 8 
non pub essere f inita che quando i gruppi  assunt i  dal  LEvi in hmgo detle saceessioni (1) e (2) 
hanno una potenza non superiore a quel la  del numerabi le .  

~) Per misura esterna e per mis~tra inter,a si int~,nde ci6 the e(m quest.i nomi 6 st:~t,o 
indicato dal LEBESOUE a, pag. 104 del suo Irat tato Lefons sur l'iutegratioa et la recl~erche 
des/buctious primitives, 1901, Paris,  G:~uthier-Villars. 

I,a mistera ester~ta ~ l' esteusione miuima della nora :  G. VVVALI, Sui gru.ppi di p~t~tti. 
(Rendiconti  del Circolo Mate.natieo di PMermo, ~. XVIII ,  (1904), pp. 116-126). 
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D i m .  Sia r u n  quals ias i  n u m e r o  in te ro  ~ 0, e si p o n g a  

. C  
y~ --'=- z - ( i - -  0, 1, 2,..., ~'), 

cos icch6 in p a r t i c o l a r e  Yo -~  O, Yr -~  c. 

Indico  con G~ ( i -=O, 1,..., ~') il g r u p p o  dei punti  di (a, b ) p e r c u i f ( x ) ; > y , .  

L a  m i s u r a  e s t e r n a  di ogni G~ 6 a l lorn da ta  da  e(y~). 

Cons ide r i amo  ora  una  quals ias i  copp ia  di success ioni  (1) e (2) e ind ich iamo 

con l~i la s o m m a  delle l unghezze  dei s egmen t i  di (1) a cui co r r i spondono  

humer i  di (2) m agg i o r i  di y~. S iccome  ogrfi punto  di G~ a p p a r t i e n e  ad uno di 

quest i  s egmen t i  (v. Def.), sar~  

~i >-- e(yi) ( i - - O ,  1, 2 , . ,  n), 

e quindi  

~,~d~h~ ~ ~ r - ,  • Y ~ - ,  A- (~,.-2 - -  ~,'-~)Y,--~ -4- .... -4- ( ~  - -  ~9)Yo 

- -  ~,._,(y,._~ - -  y,._~) -4- ~, '-2(Y,'-~ - -  Y~-3) + .... -4- ~(y~ - -  Yo) 

> e(y~_,)(y~_~ - -  Y,.-2) A- e (Yr-2) (Yr-2  - -  Y, '-3) A- .... -t- e(y,~y~ - -  Yo). 

Ques t '  u l t ima  s o m m a t o r i a  col t ende re  di ~' a l l ' ~  tende  

dunque  

e infine 

(4) 

~ e(y )dy ,  

0 

~ d , h ~  ~ e ( y ) d y ,  

0 

a 0 

Sia ora  ~ un n u m e r o  .~  0 piccolo a p iace re .  ]~ possibi le  inch ldere  i punt i  

di G r - i  il~ un s i s t ema  F,. t di s egmen t i  le cui lunghezze  ~bbiano tm~ s o m m a  

mil lore  di e(yr_ , )  ÷ ~. I pullti di (~r-z t h e  non a p p a r t e u g o n o  ~td a lcun s e g m e n t o  

(li F,. , tbrm~zlo Ull g rupp o  t h e  ha  uua  m i s u r a  e s t e r n a  che no~ s u p e r a  

Aunal i  di Matematica,  Sorie IV,  Tomo l I .  15 
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e ( y , . - 2 ) - - e ( y , . _ , )  (~), e quindi si possono includere  in un s i s t e n a  P,._~ di 

segment i  le cui lunghezze  e~bbiano una  somma minore di e ( y r _ ~ ) ~  e ( y , . _ ~ ) q - a .  

I punti di G,._3 che non e~ppartengono ad alcuno dei segment i  di Fr_~ e di 

]?,._~ formano un gruppo che ha  misura  es terna  che non supera  e ( y , . _ ~ ) ~  e ( y ~ _ , )  

e quindi si possouo r inchiudere  in un s is tema F._,~ di segment i  le cui lunghezze 

abbiano una somm~ minore di e ( y , . _ ~ ) -  e ( y , . _ , , ) A - ~ ,  e cosi via. 

Ordiniamo i segmenti  di 

in una  successione come (1) e c o s t r u i a n o  una  successione (2) in modo che ad 

ogni segmento  di F~_~ corr i sponda  il n u n e r o  y, . ,  ad ogni segmento  di F._~ 

corr isponda il n u n e r o  Yr-~, ad ogni s e g n e n t o  di F,._ 3 corr isponda il nu- 

n e r o  Yr-~ e cosi via. 

Le  suecessioni (1) e (2) cosi formate  soddisfano a11a condizione che per 

ogni x di (a, b) esiste un numero  intero positivo n per  eui x appar t iene  a ~ .  

e sia f ( x )  ~ h~ .  

Per  tali successioni 6 

Z . d .  . h .  ~ [e(y,._~) -4- sly,. 4- [e(y~_~) - -  e ( y , _ ~ )  ÷ s]y~_~ + 

+ [e(y~._~) - -  e ( y r _ ~ ) - I -  ~]y,._~ -4- .... -4- [e(y 0) - -  e(y t )  -4- z]y~ 

---- e(y, ._~) . (y,. - -  y ~ _ , )  A-  e(y, ._~) . ( y , ._ ,  - -  y~_o)  A-  .... 

-4- e(y~) . (Y2 - -  Y,) + e(yo) " (Y, - -  Yo) A-  s(y~ + y~ + .... -t- Yr) 

v--1 

E e ( y i ) .  (y~+~ - -  Yi) -4- r .  ~ .  c. 
i - O  

(i) Cib ~ conseguenza del t e o r e m a :  
Se G ~ un  9ruppo  di p u u t i  di  mi sura  esterna e, se G r ~ uu  sot togruppo di G di  misura  

esterna e' e se F ~ uu gr~tppo di  segmettli  vacchiudente G', i l  g ruppo  G" dei p u n t i  di  G the 
non appar tengono a qualehe segmento di  r ha mi sura  esterna < e - - e ' .  

Questo teorema si pu6 d imos t ra re  come segue:  
Per  ogni  z > 0 si pu6 inc ludere  G in un s is tema A di segmenti  le eui lunghezze abbiano 

una somma < e-+-~. I punt i  appar tenent i  a qualche segmento  di h fo rmano  un gruppo o 
misurabi le  di misura  ~ e - l - z .  I punt i  eomuni  ad un segmento di 1" e a d  uno di a fo rmano  
nn gruppo misurab i le  di misura  __~ e', perch~ questo gruppo cont iene  G'. 

I punt i  di ~ ehe non appar tengono ad aleu~ segmento  di 1" formnno a l lora  u~ gruppo 
misurab i le  di misura  ~___(e+~) e ' ~ ( e - - e ' )  + z .  Ii  gruppo G" ~ sot togruppo di qm.sto, 
quindi  la misura  csterna di G" b ~_(e - - e ' ) -4 -z .  Cib per ogni ~, dunque la misur~ ~sterna 
di G" ~ ~ e - - e ' .  c. d. d. 



delle funzioni di una variabile 115 

Scelto poi un ~ :> 0 piccolo a piacere, si pub prendere v cosl grande per  cui  

e(y~). (y~÷~ - -  y~) ~ (y)dy -+- 
i~-O 

0 

e poi e cost piccolo per cui 

Allora risulta 

r . e . C ~ .  

E,,d,,. h,~ ~ fe(y)dy 
0 

+ 7, 

e quindi ~ cer tamente  

a 0 

Da questa disuguaglianza e dalla (4) si r icava 

a 0 

Si osservi inoltre che se e(y) indica la misura esterna del gruppo di punti 

di (a, b ) i n  cui f ( x ) ~ y  ~ e(y)~e(y)  ~, per ogni ~ 0 ,  e(y)~e(y- -e) ,  cosi che 

(6) 

C ¢ 

0 0 

ed inoltre 

Ma 

e quindi 

e ~ o 

~e(y)dy ~ e ( y ) d y  -t-~e(y--~)dy. 
0 0 

e(y) ~ b --  a 

e(y)dy ~ ~(b -- a), 
0 
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inol t re  

dunque  

f e ( y  - ¢)dy-~-~e(y)dy ~ e ( y ) d y ,  
:- 0 0 

0 0 

e, poich6 a pu6 essere  piccolo a piacere ,  

¢ 

  y)dy 4e y/dy 
0 0 

Da ques ta  d isuguagl ianza  e da  (6) si r i cava  

e quindi anche  

(7) 

j 'e(y)dy = j  e(y)dy 
0 0 

C 

x ) d x  =~e(y)dy.  
a 0 

Si ha cosi il 
TEOREMA. Se fix) b una funz ione  l imitata e > 0 in (a, b), a < b, se e(y) 

la misura esterna del gruppo dei punt i  di (a, b) in cui fix) > y, se e(y) 

la misu~'a eslerna del gruppo di p~tnti di (a, b) in cui f ( x ) > y ,  se infi~e c 
il l imite superiore dei valori di f(x) si ha:  

b -  c c 

a 0 0 

2. Sia ancora  f ( x ) >  0 in (a, b), a ~ b, ed m indichi un numero  posit ivo 

a piacere .  Poniamo 

f , ( x )  = f ( x )  + ~ 

ed indichiamo con e~(y) la misura  es te rna  del gruppo dei punti di (a, b) in 

cui f~(x) ~ y. E e v i d e n t e m e n t e  

e~(y -4- ~)  - -  e(y), 
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e quindi 

Poi 

m + e  

~e~(y)dy ~'" T = j e ( y ) d y  - -~ f (x )dx .  
m 0 a 

b m + e  m m-4-~ 

~ f , ( x )dx=~e , ( y )dy - -~e i ( y )dy+~e , ( y )dy  
a 0 0 m 

--•e,(y)dy 
0 

b 

+~f (x )dx .  

Inoltre per y ~ m ~ el(y ) = b  ~ a e quindi 

dunque 

o anche 

e,(y)dy - -  m(b - -  a), 
0 

b b 

-g -g 

~[f(x)-+- m]dx - -  m(b - -  a) ~t-~f(x)dx. 

Da questa relazione si r icava come f a i l  LEVI (t) che se fix) ~ una fun- 
zione l imitata (non pid necessariamente ~ 0), qualunque sia il numero m 
tale che in tutto (a, b) sia f (x ) - t -m ~ O, l' espressione 

b 

-~- m]dx ~ m(b - -  a) 

ha sempre lo stesso valore. 
Questo valore si chiama, secondo il LEvi, 

da a a b e si rappresenta  con 

b 

f( x )dx. 
($ 

l ' inteyrale superiore di f(x)  

Cosl resta definito l ' in tegrale  superiore di ogni funzione limitata. 

(i) Loc.  cit.~ pag .  66. 
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3. Sia ora f (x)  una funzione limitata in (a, b) e s i a m  un immero maggiore 

del limite superiore di If(x) t in (a, b). 
Poniamo 

L ( x )  - -  f ( x )  + m .  

Indichiamo con e~(y) la misura esterna del gruppo dei punti di (a, b) in 
cui f ~ ( x )~  y, con e~(y) quella del gruppo dei punti in cui f ~ ( x ) ~  y, con e(y) 
quella del gruppo dei punti in cui f ( x ) : >  y e con e(y) quella del gruppo dei 

puntI in cui f (x )~_ y. 
l~ evidentemente 

inoltre 

ei(y) ---- e(y --  m) 

e , ( y ) -  e(y - -  ,~). 

b 2m 2m 

a 0 0 

perch~ per y maggiore del limite superiore di f~(x) 4 e~(y)~ el(y)-~-O. 
Dunque 

b 2m 2m 

a 0 0 

e, mutando y -  m in y, si ha quindi 

l~ poi 

e perci6 

j ' f ( x ) d x - ~ f t ( x ) d x - -  m(b- -  a), 
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ed anche 

4. ll LEVI chiama poi integ~.ale i n f e r i o r e  di 

in (a, b) e lo indica con 
b 

f ( x ) d x  
¢$ 

una funzione limitata f ( x )  

il contrario dell ' integrale superiore da a a b di - - f ( x ) .  Cosich~ 

p 

b b 

6 

Allora se m 6 un numero maggiore del limite superiore di I f ( x ) l  in (a, b) 

b 

+ m(b - -  a) - -  m(b  - -  a) - - ~ e ( - -  y ) d y  

dove ~(y) indica  la misura esterna del gruppo di punti in cui - - f ( x ) ~ y  

cio~ in cui f ( x ) ~ -  y.  
Indicando con i(y) la misura interna del gruppo dei punti in cui f ( x ) ~  y 

si ha allora 

i (y)  - -  (b - -  a) - -  ~(--  y)  

e quindi 

~(--  y)  - -  (b - -  a) - -  i(y) 

(l) Questo risultato si potrebbe anche enuneiare dieendo ehe 

dove g(y) 6 la funzione che per y ~ 0 indiea la misura esterna del gruppo di punti in eui 
. f ( x ) ~ y  e per y<~0 la contraria della misuru interna del gruppo di pungi ill eui f ( x ) ~ y ,  

dove g(y) 6 la funzione che, per y ~ 0 indica h~ misut'a esterna del gruppo di punti in 
cui f ( x )  ~ y e pet' y <~ 0 la contraria delh~ misura interna de| gruppo dei punti  in eui f ( x )  ~ y. 
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e perc i6  
b 

(b - + ) l d y  + m ( b  - 

a. --Y/b 

~n 

~S i (y )dy  --  2m(b --  a) -t- m(b --  a) 
--TJ'~ 

---~i(y)dy --  m(b --  a) ('). 

5. Se f(x) ~ una  funzione l imi ta ta  in (a, b) e se 

b 

j ' f ( x )dx  --~-~f(x)dx 
a 

si dice col LEVI che  f ( x )  4 integrabile in (a, b), e il v a l o r e  c o m u n e  dei p rece-  

dent i  in tegra l i  si c h i a m a  integrale di f(x) da a a b. 

Al lora  se f(x) ~ i n t eg rab i l e  

j'e(y)dy P - j  i(y)dy, 

d o v e  m indica  un qua lunque  n u m e r o  m a g g i o r e  del l imite  supe r io re  

ed e(y) ed i(y) hanno  lo stesso significato che  nei n. i 3 e 4. 

E v i d e n t e m e n t e  p e r  ogni y 6 

e(y) -- i(y) ~ O. 
Dico che  6 s e m p r e  

e(y) i(y) -~ 0 

ossia che  f(x) ~ misurab i l e  (~). 

di If(x) 

(') Questo riaultato pu6 e~sere anche enunciato dicendo che 

b m 

~ f  (x)dx ~ ~,(y)dy, 

(h)ve ~ty) 6 [a funz ione  che per  y ~ 0 i l ldica la misur+t i n t e r n a  de[ gt 'uppo dei punt i  itl cm 
. f ( x ) ~ y  e pet" y ~ 0  [a c o n t r a r i a  de l ia  misuva vs te rna  d~[ gt 'upp~ ,lei pun t i  i n c u i . f ( z ) ~ y .  

(el Vedi I~FBE~GUE~ |OC. cir. 
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Infatti, poich~ 

f[e(y) - -  i (y)]dy  ---- e(y)  - -  i(y) ~ O, 0 e d  

-~,yi 

non pus esistere uu segmento in cui sia sempre 

e(y) - -  i(y)  ~ O, 

e quindi, qualunque sia y, si pus trovare una successione decrescente 

Yi ,  Y~, Y3, .... 

avente per limite y e tale che per ogni n sia 

e ( y , )  - -  i ( y , )  - -  0 

e tale quindi che sia misurabile il gruppo G,, dei punti in cui f ( x ) ~  y , , .  

I1 ~'ruppo G dei punti in cui f ( x ) ~  y ~ l ' iusieme dei punti appartenenti  

a qualche G, e quindi deve essere misurabile. 

Si conclude che, qualunque sia y, il gruppo G dei punti in cui f ( x ) ~  y 

misurabile e che quindi la funzione f ( x )  ~ misurabile, c . d . d .  

A~tnali di Matematica, Sorie IV.  Tomo I I .  16 


