Réalisations des espaces de Besov homogénes

G. Bourdaud

A cbté des espaces de Sobolev et de Holder usuels, sur R”, on utilise souvent
leurs versions homogénes. Ainsi I’espace de Sobolev homogéne H(R") est Pespace
des f€9’ telles que Vf€L? sans qu’on ait nécessairement f€ L?; de méme l’espace
de Holder homogeéne C° (0<s<1) est défini par la condition

sup SO _

+ oo,
X%y |x—yl*

L’avantage des normes homogénes réside dans leur comportement simple vis-a-vis
des dilatations; on a en effet, pour A=0,

| &l = A S,

|l G)“ =i~ fles-

Dés que les hypothéses comportent de linvariance par dilatations, les espaces
homogenes se substituent avantageusement 4 leurs homologues inhomogénes. C’est
ainsi que la transformation de Hilbert est continue sur C%, mais pas sur C* (voir [1],
chapitre TV); plus généralement les critéres de continuité pour les opérateurs d’intégra-
les singuliéres se formulent naturellement dans le cadre homogéne (voir par exem-
ple [3]).

Cependant, les espaces homogénes ont le plus souvent un défaut déplorable:
en tant qu’espaces de Banach, ce ne sont pas des espaces de distributions, mais seule-
ment de distributions modulo les polyndmes. Cela nous interdit, entre autres, de
multiplier leurs éléments par dés fonctions €2, autrement dit de «localiser» ces
espaces.

On cherche dés lors & «réaliser» les espaces homogénes; cela signifie: choisir
dans chaque classe d’équivalence (modulo les polynémes) un représentant et un
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seul, de fagon cohérente — i.e. linéaire et continue. Dans les copies ainsi réalisées, on
souhaite retrouver les agréables propriétés des originaux, & savoir 'invariance par
translations et par dilatations.

C’est le programme que nous appliquerons aux espaces de Besov B;'" et de
Sobolev H? dans les lignes qui suivent.

Notations:
F=espace de Schwartz des fonctions C* a décroissance rapide, sur R".
&’ =espace des distributions tempérées.
P =sous-espace de &’ formé des polyndmes.

F=orthogonal de Z dans ¥.
Le dual de %, noté &’, s’identifie au quotient &’/ ; la classe de f€#’, modulo 2,

est notée [ f].
Si pell, +], p'= p”

C, désignera I'espace des fonctions continues, sur R”, tendant vers 0 a Vinfini.

est Pexposant conjugué.

I. Généralités sur les réalisations

Soit E un sous-espace de %, muni d’une structured ‘espace de Banach, telle
que Vinjection canonique E—~% soit continue. On appellera réalisation de E une
application linéaire continue o: E—~%’ telle que, pour tout u€E, [o(w)]=u. Par
abus de langage lIe sous-espace ¢ (E)C %’ sera encore appelé une réalisation de E.
o étant une bijection de E sur o (E), ’espace ¢ (E) hérite de la norme de E et devient
donc un espace de Banach de distributions tempérées.

Proposition 1 (Classification des réalisations). Soit 64: B~ une réalisation,
d’image E,.

Pour toute autre réalisation o¢: E~5", il existe une suite finie (7,), <y, .enn d€
Jormes linéaires continues sur E, telles que, en posant

() = 3oy sn 7 (X%
on ait (coog ) (f)=f+n(f) (VfEE).
Réciproquement, la donnée de n(f) détermine une réalisation o de E, & savoir
o (U)=0o(u)+ 7 (0o, ().
Preuve. La réciproque est évidente puisque, par hypothése, = est une applica-

tion continue & valeurs dans 2 (considéré comme sous-espace de &”).
Si ¢ est donnée, alors

n(f) = (coog)(f)—fc 2
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autrement dit n( f)=_2, n~7,(f)x" o, pour chaque f€E,, ona 7, (f)=0 pour
|| assez grand.

La continuité de n: E,—~’ entraine celle de chaque forme linéaire x,; enfin
le théoréme de Baire entraine Vexistence de N¢N tel que #n,=0 pour tout |o|=N.

C.QF.D.
Pour acR" et A1=0, on désigne par 7, et d, les opérateurs de translation et de

dilatation

W) = fte—a), duf0)=1(%)-

7, et d; opérent indifféremment sur &, &', %, &’ .

Soit E un sous-espace de & invariant (pas nécessairement isométriquement)
par translations (resp. dilatations) et o, une réalisation de E, d’image E,. On peut
définir sur E, des opérateurs de pseudo-translation (resp. pseudo-dilatation) par

T,f= Go(Ta[f]) (resp. D,f= O'o(dz[f]))-

Soit ¢ une autre réalisation, d’image E. Alors E est invariant par translations (resp.
dilatations) si et seulement si
)] 1,00 = got, (resp. d,oo = god)).
Si fr>f+n(f) désigne application canonique de E, dans E (voir la proposition 1),
on tire aussitot de (1), respectivement, pour tout f€E,,
(2) Ta(”(.f)) = TE(Ta.f)'l_Taf_Taf’
3 di(n(f)) = 2D f)+D, f—4d, f.
Il convient d’observer que (2) et (3) sont des identités entre polynémes.

En remplagant @ par —a et en faisant x=0 dans (2), on obtient
@ 2(N@ = T(T-aN+T-of ~1-. O
autrement dit © est entiérement déterminée par la forme linéaire =, et les pseudo-

translations.

- Proposition 2. On suppose E isométriquement invariant par translations. Soient

E, et E des réalisations de E, toutes deux invariantes par translations, et fi~f+n(f)
Iapplication canonigue de E, dans E.

Alors, pour tout fEE,, n(f) est une constante; de plus la forme linéaire con-
tinue m est invariante par translations.

Preyve. L’identité (4) s’écrit
% n(f)(x) = mo(r-,.f), d’olt
(NG = Clr-i flg,
= C|fls,;
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n( f) est donc une constante n( f)=ry( f) et (5) signifie précisément que =, est invari-
ante par translations. C.Q.F.D,

Proposition 3. On suppose E invariant par dilatations et homogéne de degré meR
(ie. \dulg=A""lullg, pour tout A=0}.

() Si m¢N, E admet au plus une réalisation invariante par dilatations.

(i) On suppose meN. Soient E, et E des réalisations de E, toutes deux invariantes
par dilatations, et f—~f+n(f) ['application canonique de E, dans E; on a alors

T(FIX)=Dgjam T )" €t 7 (3 )=2""7,(f) (V2>0).
Preuve. La relation (3) s’écrit
d;(n(N) = n(d,f);
7, (d,f) = 2~V m (f).
L’hypothése d’homogénéité entraine
Im (N = C A" flg, (V2=>0)
et n,(f)=0 pour |¢|#m. C.Q.F.D.

d’ot1, pour tout a¢N",

II. Réalisations usuelles des espaces de Besov

On se donne, une fois pour toutes, une partition dyadique de l'unité
Dz (@Y =1 (VERN\{0}),
ol Y€D(R") est portée par la couronne =[¢[=2. La fonction
e =1-F ¥ (2779

est C*=, portée par |£]=2, égale & 1 sur |¢|=1. On désigne par 4; (j€Z) et S,
les opérateurs définis, sur %’(R"), par

;1) Q) =¥ QO]O, (S0/)"© = 0@ ©.
On a 4;f=0 pour tout f€2, de sorte que 4; opére également sur 5’; on a enfin
u= Jjezd;u (Yucsh),
= Sf+2p1d;f (VF),

les séries convergeant respectivement dans %" et &”.
L’espace de Besov homogéne Bj;"(R") (s€R, p, g€[1, =]) est le sous-espace
de 4y défini par
|l2=4;ul )sezl|e < + <o
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L’espace de Besov inhomogéne Bj*(R") est le sous-espace de &’ défini par

IS0 1p+]|@14; £1 )21 |1s < + =
L’espace de Sobolev HS(R") (s€R, p€]l, +f) est défini par la condition

(Zicz4®14; fIPM2eL?,

et sa version inhomogéne H, par S, fcL? et
(Ziz1 4714, [} 2 L.
Tous ces espaces sont isométriquement invariants par translations; de plus,
quitte 3 les renormer, H 5 et Bf;" sont homogénes de degré s—-s.

Quand il ne sera pas nécessaire de les distinguer on notera Ej, indifféremment
H $ ou B%? (méme convention pour les versions inhomogénes); on utilisera systéma-
tiquement Pinjection canonique E$cBS=.

Si uc %’ la série 3., 4;u converge dans &’. Notons Ru sa somme dans &”;
alors R envoie E; dans Ej,. u— Ru est la classe, modulo £, d’une fonction analy-
tique de type exponentiel; c’est en spécifiant le comportement, en zéro ou & Iinfini,
de cette fonction, qu’on obtiendra, le plus souvent, la réalisation o (u).

Construire une réalisation de E3 revient 3 mettre en évidence un sous-espace E,
de &’ tel que:

1°) [EJcE;;

2°) Toute classe u€E contient une et une seule distribution f€E,;

3°) L’application w—f ainsi définie est continue de E; dans &’.

La propriété 1°) sera toujours imposée a priori dans la définition de E,; la
propriété 3°) résultera immédiatement de la construction de f & partir de u.
Finalement, seule la seconde propriété nous donnera (un peu) de travail.

n
1. Le cas s=—, p<-+ oo, g=1.

C’est de loin le cas le plus simple. En effet linégalité ||4;ull..=C2"?|4 jullp
entraine aussitét que la série
ez du

converge normalement dans C,. Comme on a évidemment C,N2?={0}, on est
amené & choisir, pour BY/»! (p<<), la réalisation

6) E, = {f €Collfle B;/p'l}'

2. Le cas s=0, p=+o, g=1.
B%! contient des fonctions analytiques ne tendant pas vers 0 A Iinfini, par
exemple la fonction sin x;. Cependant sin Ax; tend vers O au sens des distribu-
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tions, quand A—o. Cette remarque se généralise aux éléments (convenablement
réalisés) de B%!:

Définition. Une distribution f tend faiblement vers 0 a l'infini si d; f tend vers 0,
dans 27, quand 4 tend vers 0. L’ensemble de ces distributions est noté C,.

Lemme. Toute fonction bornée, a spectre compact ne contenant pas I’origine, tend
faiblement vers O a Uinfini.

Preuve. Soit f une telle fonction, €2 (R™\{0}) égale a 1 sur le support de
f. Soit
ottt =1

une partition C*= de la sphére unité, telle que ¢; ne s’annule pas sur le support de ;.
On définit enfin les fonctions bornées f; par

70 = o5 ) apewie.

Alors f=27_,0;f; et, pour g€, ona
<dzf’ g> =1 Z;=1 <3j(di.fi)’ g>

= —A, 2;___1 <d;,f:j9 3jg>’
d’ot
Kd.f, gl =2 Z;=1 1fil-l0;8l:. C.Q.F.D.

Si u€B%Y, la séric 3., 4;u converge normalement dans L=; désignons par f
sa somme. Nous allons vérifier que f tend vers 0, faiblement, & I'infini.
Pour g€2, on a

Kdofs 2 = (Z1ii>w HAj”“w)”g”1+!2|j[§N {d,(4;u), g>l;

on choisit N assez grand pour que le premier terme soit inférieur & &/2, puis on
applique le lemme 2 la fonction 2.y 4;,u. C.Q.F.D.

Considérons maintenant un polynéme P=3),_ya,x" tendant vers O, faible-
ment, 2 Pinfini. Fixons «€N" et choisissons g€ de sorte que [ xPg(x) dx=20,,.
Alors

ai = [P(X)gax~0 (-0,

d’ott q,=0 (Vo) et P=0.
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Finalement la réalisation cherchée pour B%?! sera
@) Ey = {feCy/[f1€ BLY.
3. Le cas s<n/p.
Si ucEs {s< —;—], on a aussitot Z’jéq A;u€B?*, de sorte que u—[Ru] admet

un représentant tendant faiblement vers 0 4 Pinfini (et méme dans C,, pour p< + o!).
Nous allons vérifier I’estimation

® ldi(Ra)|l gz = CAPD =%z, (2= 1)
il en résultera que Ru appartient aussi & Cj.

Preuve de (8): Choisissons NéN tel que A=1~2"; alors d,;(4;u) a son spectre
dans une couronne dyadique |[£]~2¥+/, d’ou

ldu(Ru)l ggya = C(Z 22 29400 d, (4;)115)'1%
|42 Ry = C||(3 52149+ M%|d, (4PN,

inégalités qui entrainent aussit6t (8).
Finalement E3 admettra pour réalisation

©® E, = {feC/lf1€Es)}.
n n
4. Lecas s—— €RMN\N, ou s——€N* et g=1,
P p

n . .
Soit m=[s——-—]. Si uck;, la série
p

Sien (4400~ Zpan d, 000 2)

converge, uniformément sur tout compact, ainsi que les séries dérivées, jusqu’a
Yordre m. La somme de cette série — notons-la f — vérifie les conditions:

—f de classe C™;
—f®0)=0 pour |uf =m;

(10 — sup [x]®/D+m=S| fO(x)] <+eo pour |al =m;
xcR®

—[fI€Es.

11 est clair que O est le seul polyndme qui satisfait (10); ’ensemble des fonctions f
qui vérifient (10) constitue donc une réalisation de E;
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5. Le cas s——f’— €N, g=1.
p

La réalisation obtenue dans le cas précédent reposait sur le plongement «a la
Sobolev» ESC B "P>; on se ramenait ainsi & réaliser I'espace de Holder homo-
géne B%> pour ¢ positif, non entier.

Pour ¢ entier les espaces de Holder deviennent des classes de Zygmund et les
difficultés commencent.

Nous étudierons d’abord I’espace de Bloch B%~.

Si u€B%>, 3,_,4;u appartient encore 4 B%” pour tout &>0; prenons
e=, pour fixer les idées.

Désignons par F ’espace des fonctions continues g telles que

SUp, o |1x] 712 g (X)) < + o,

On choisit par ailleurs une fonction x€2, positive, portée par la couronne
$=|x|=1, telle que f %(x) dx=1. Nous allons voir que

Ey = {fe F+B%=[[f1¢B%> et (f,x) =0}

est une réalisation de B%~.

En effet si PEPNE,, alors P=S,PeF+L>”, d’ot P=Cte; la condition
(P, %y=0 entraine P=0.

Si u€B%>, alors

g(x) = <o (4;u(x)—4,;u(0))

est un élément de F. f=g+ Ru—{g+Ru, x) est donc un élément de E, tel que
[fl=u. C.QEF.D.

. n
Passons au cas général de E}, avec s=-—+m (mEN).
p

Si u€E;, la série

2iso (Aj“(x) = 2a)zm 4;u®(0) z—:] + 2z du(x)

converge uniformément sur tout compact, ainsi que les séries dérivées jusqu’a ordre
m~—1; désignons par f; la somme de cette série.
Pour |ej=m, on a

9 = 3550(A;(89) = 4, )+ 3 521 4,()

donc f¥¢F+B%>,
On pose finalement

f= fl_ZIczlém—lfl(a) (0)%—2|a[=m <f1(a)9 %>"_;Ci!'
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[ vérifie les conditions

—f de classe C™-1
—f®0) =0 pour la=m-1;

(1D —f®C¢F+B%= pour ol =m;
—(f@,%)y=0 pour || =m;
—[fI€E;.

11 est clair que O est le seul polyndme qui vérifie ces conditions; Pespace E, défini par
(11) constitue donc une réalisation de E;.

IIL. Invariance par translations

r ~ : n : ’ n ’ .
Théoréme 1. (i) Pour s<—, g<o, lespace E3 admet une et une seule réalisa-
p p
tion invariante par translations; il en est de méme pour BiP*.
. n , . roge . . .
(ii) Pour s=>—, l'espace E; n'admet aucune réalisation invariante par transia-
p

tions; il en est de méme pour BI»? (q=>1) et pour H".

Preuve. (i) La réalisation de ES définie par (7) (resp. (6)) est évidemment in-
variante par translations. Pour montrer I'unicité de E,, on va utiliser la proposi-
tion 2. Soit = une forme linéaire continue, invariante par translations, sur E;, ou,
ce qui revient au méme, sur E;.
~ Soit € (R™{0}) une fonction égale & 1 sur la couronne +=[¢|=2 et 4
Popérateur de symbole §(277¢).

mod; est une forme linéaire continue sur L?, elle-méme invariante par trans-
lations; on a donc nod;=0 pour p>1 et

(A, () =c, [f6)dx (pour p=1).

Si u€ES, ona n(d;u)=n(d;(4;4))=0 dans les deux cas.
Enfin — compte-tenu de g<-oo — u est la limite dans Ej de |, .y 4,u
quand N-<; on a donc encore n(u)=0. C.Q.F.D.

n . . E
(ii) Soit m=|s——|[eN. Soit E, la réalisation de ES définie respectivement par
p N p

(10) [cas s—ﬁ non entier] et (11) [pour m=g— ﬁ) Les pseudo-translations de
p p
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E, s’écrivent, respectivement,

Taf(x) ‘_"f(x'-a)_Z[além;c_:f(u)(_a)’

T,,f(x) =f(x——a)-—2|¢|§m—1f(“)(—a)‘§‘—2|a|=m Taf(a)b %>TZ—;

Supposons que E; admette une réalisation E, invariante par translations, et
désignons par fi~f+=n(f) lisomorphisme canonique de E, sur E. L’identité (4)
conduit a

n
(1) RN = 1N =16 [s=2),

n
(13 BN = 7T N~ e [s=2)

. ] n n
Examinons successivement les cas s>— et s=—.
p p

n
1. Pour s=>—, la relation (12) s’interpréte en disant que f est congrue,

modulo 2, & une fonction bornée; on va contredire (12) en construisant fEE,
telle que

(19 JG) = |x]"  (Ix] >+ <), yERT\N.
. ... . n
Choisissons y positif, non entier, tel que y<s—£, et y=>m quand s—— n’est
p

p
pas entier.

Soit 8 une fonction C* portée par |x|=2; telle que —1=0=0 et O(x)=~—1
pour [x[=L

Alors 27¢-7P) §(2-7x) est un (s, p)-atome porté par la boule |x|=2/*1, sui-
vant la terminologie de Frazier et Jawerth [2];

u(x) = 3 ;202%0(2 ')
est donc un élément de B et, a fortiori, de E3. Posons
J&) = 32027 (14027 7x%));

il s’agit d’une somme localement finie; f est donc une fonction C=, nulle pour
[x|=1, vérifiant évidemment (14). Les inégalités

IfO@)] = Cp Zarapy 207107
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entrainent, dans le cas S—EQN,
D
LfOG) = Clxf=" (xl =1, o] =m)

n
et, dans le cas s——=m, fP¢L> pour |a|=m.
4

Enfin [f]=uc¢ E;; de sorte que fest bien un élément de E,. C.Q.F.D.

2. Quand s=£ et f€E,, {f, t,%) croit au plus comme |x|'/? quand |x|->eo;
p
la relation (13) entraine alors n(f)=Cfte et I'existence de C=0 tel que

(15) I(f, )l = Clfllg, (Yx€R?).

Nous allons construire une fonction f€E, qui contredise (15).
Soit x€9, portée sur |x|=2, égaled —1 pour |x]=1, telle que [ x(x) dx=0
(cette condition n’est indispensable que dans le cas p=+ ).

x(277x) est un (—ri, p]—atome porté par la boule [x]=2/*;
p

u(x) = 321 27x)

, 1 .
est donc un élément de B;’,’P"’ dés que r<1——; cClest également un élément de

HYP, si on fait g=inf(p, 2) (voir [4]). La condition g>1 permet de choisir r=0.
La fonction

(16) JO) = 221 (14227 %)
est C=, nulle pour [x]|=2, et vérifie
JG) ~ (Loglxly (x| - +<).

Enfin [fl=uc E;“’, S est donc un élément de E, tel que (f; 7,%)~(Log |x])" pour
[x]+<e. C.Q.F.D.

IV. Invariance par dilatations

M n ’ > ’ » 3
Théoréme 2. (i) Pour s——¢N ['espace E; admet une et une seule réalisation
14
invariante par dilatations.
il n Fl X » I3 . » . -
(i) Pour s——¢€N et q=1 Iespace B}* n’admet aucune réalisation invariante
p

par dilatations. 1l en est de méme pour H;,.
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(iii) L’espace BS' [s—— €N] admet une infinité de réalisations invariantes par
p
dilatations.

n . . .
Preuve. (i) Pour s—— ¢N la réalisation de E; définie respectivement par (9)
p
et (10) est invariante par dilatations; I'unicité découle de la proposition 3.
(ii) Soit s—-;zszN et E, la réalisation de E; définie par (11). Les pseudo-

dilatations de E, s’écrivent

0,76 = f() =1 S a1, )

L’identité (3) devient donc

dy(m() = 22 ) =A™ e {di(f), %) z—a

en prenant les coefficients d’ordre «, |a]=m, on obtient

Relf) = 21, (D, ) == (L (), ),
d’ol1 Pestimation
17 Kda(f®), )l = C| flg, (lof = m).

Choisissons r comme dans la preuve du Théoréme 1. Soit w€P une fonction
portée par |x|=2, égale &3 —x' pour |x|=1, telle que f w(x) dx=0.

. n .
2/mp (277 x) étant un (—-{-m, p]-atome porté par la boule [x|=2/*1,
p

v(x) = 3 j21j 12" 0 (277 x)

est un élément de E3. La fonction

g(¥) = 2,21 (3 +27" 0 (279x))

m

LS n’est autre que la fonction f définie en (16); on a

est'C*; portée par |x]=2.
oxp

donc g€E,.
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Soit ¢=>0 tel que x(x)=c pour 2=|x|=2 > pour 2>0, assez petit, on a

ff{_-] u(x) dx = f2/35[x|53/4 [%) dx
= c"f2/3§|x|§3/4 (L %C.I—) dx

=c” (Log %) ,

(iii) Pour meN, BY/P+m! admet une réalisation (décrite par (10)) invariante
par dilatations.
Nous allons voir qu’il existe une infinité de formes linéaires continues 7z sur

BoiP+m1 - telles que
(18) n(d,u) = A" (u);
cela donnera une infinité de réalisations invariantes par dilatations.

Si x vérifie (18), la restriction de n 3 & est une distribution homogéne de degré
—n—m.

Soit Q une fonction C= sur la sphére unité; définissons la distribution tem-
pérée v par

et cela contredit (17).

¢
4

la fonction A€ est définic par A(E)=0(E)Y(&). Alors

20 = lere(5) € =0y

Ajv(x) = 21("+"‘)h(21x)
d’on
"AJU

g = AmHE B et
v€ Bym= i)

ce dernier espace n’est autre que le dual de B™*®@/”:1; 1a forme linéaire fi~(v, f)
se prolonge donc en une forme linéaire n vérifiant (18). C.Q.F.D.
Remarque. On montre classiquement I'inclusion
By»=>cBMO (p<+);
de sorte qu’on peut réaliser B{/P+™? en remplagant F+B%* par BMO. Cette

modification ne simplifie pas notablement les preuves des théorémes; de plus elle
obligerait 2 traiter & part le cas p=+ eo.
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